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RESUMO

A partir de uma pesquisa bibliografica qualitativa e com objetivo geral
de generalizar os conceitos do calculo de ordem inteira, este trabalho
apresenta as defini¢gdes de integrais fracionarias de Riemman-Liouville
e derivadas fraciondrias pelas formulagoes de Riemann-Liouville e de
Caputo, além de fatos histéricos relacionados com o tema. Ademais,
apresenta-se uma aplica¢ao do calculo fracionario no oscilador harmo-
nico. Nesta parte, é utilizada a transformada de Laplace, em que sao
exploradas propriedades relacionadas com derivadas e integrais nao
inteiras utilizadas na resolu¢ao do problema do oscilador harmonico
fracionario. Constatou-se que o célculo fracionario apoiado na teoria
das transformadas de Laplace torna a solugdo do oscilador harmdnico
fracionario mais consistente do que a solugao do oscilador harmonico
simples.

Palavras-chave: Integrais Fraciondrias. Derivadas Fracionarias. Os-
cilador Harmoénico Fracionario.



ABSTRACT

Based on a qualitative bibliographic research and with the general ob-
jective of generalizing the concepts of integer order calculus, this work
presents the definitions of fractional Riemman-Liouville integrals and
fractional derivatives by the Riemann-Liouville and Caputo formula-
tions, as well as historical facts related to the subject. Furthermore, an
application of the fractional calculation in the harmonic oscillator is
presented. In this part, the Laplace transform is used, in which proper-
ties related to derivatives and non-integer integrals used in solving the
fractional harmonic oscillator problem are explored. It was found that
the fractional calculation based on the theory of Laplace transforms
makes the fractional harmonic oscillator solution more consistent than
the simple harmonic oscillator solution.

Keywords: Fractional Integrals. Fractional Derivatives. Fractional
Harmonic Oscillator.
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1 INTRODUCAO

Generalizar conceitos usualmente é um processo desafiador den-
tro da matematica e, em particular, a expansao da ordem de deriva-
das de integrais para casos nao inteiros tem mostrado-se um tépico
intrincado. Ainda que a nomenclatura Calculo Fracionario, como uma
traducao livre de fractional calculus, preserve a fidelidade & histéria, as
nomenclaturas Célculo de Ordem N&o Inteira e Célculo de Ordem Ar-
bitraria também serdo usadas como sinénimos neste trabalho. Apesar
da recente consolidacdo como area de pesquisa, ainda existem muitos
questionamentos no que tange as aplicagoes, interpretagoes e validade
das propriedades do célculo de ordem nao inteira.

O calculo diferencial e o integral de ordem inteira ocupam-se,
essencialmente, da solucao de dois problemas: a area sob uma curva
e a reta tangente a uma curva. O problema da area sob uma curva é
resolvido pela integral definida, enquanto o problema da reta tangente
a uma curva é resolvido pela primeira derivada. Todavia, no contexto
do célculo de ordem nao inteira, as derivadas e integrais sdo escassas
de interpretagoes geométricas ou fisicas [1]. Importante salientar que,
para uma generalizacao ser valida, os resultados do célculo de ordem
nao inteira precisam recuperar os resultados do cdlculo de ordem
inteira.

Neste trabalho, admite-se que o leitor tenha dominio dos con-
ceitos elementares do calculo de ordem inteira, para que haja fluidez
no estudo da generalizagdo de derivadas e integrais. Caso ndo haja tal
entendimento, recomenda-se a leitura das referéncias [2] e [3]. Entre-
tanto, serd feita uma revisao dos principais conceitos sobre integragao

de ordem inteira que foram utilizados neste trabalho.
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1.1 METODOLOGIA

Seguindo uma abordagem qualitativa para a compreensao da
teoria envolvida, usou-se o procedimento metodolégico bibliografico,
em que as principais referéncias utilizadas foram [1], [4], [5] e [6], para
explorar e responder o seguinte questionamento: como generalizar os
conceitos de derivadas e integrais de ordem inteira para uma ordem
nao inteira?

Este trabalho de conclusdao de curso aborda assuntos relacio-
nados com a histéria do cédlculo, derivadas e integrais fracionarias
e aplicagoes. No primeiro capitulo consta a introducdo e o segundo
capitulo é dedicado aos primoérdios dos calculos. No terceiro capitulo
apresenta-se uma sintese de conceitos preliminares necessarios para o
entendimento da teoria seguinte. O quarto capitulo propicia a genera-
lizacao de integrais para uma ordem nao inteira e o quinto capitulo faz
o0 mesmo com as derivadas. Além disso, ambos apresentam exemplos e
proposigoes demonstradas. O sexto capitulo é dedicado as Transforma-
das de Laplace de cada um dos operadores e o sétimo capitulo versa
aplicacao do calculo fracionario no problema do oscilador harmdnico.

E, finalmente, as conclusoes sao apresentadas no oitavo capitulo.

1.2 OBJETIVOS

Pelo questionamento sobre a generalizacdo da ordem de uma
derivada, listam-se nas segoes abaixo o objetivo geral e os objetivos

especificos desta pesquisa.

1.2.1 Objetivo Geral

Generalizar os conceitos das derivadas e integrais do calculo de

ordem inteira para uma ordem nao inteira.
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1.2.2 Objetivos Especificos

Partindo do objetivo geral e com foco na andlise e conhecimento

da tematica, elencam-se os seguintes objetivos especificos:

e Situar o contexto histérico das origens do cédlculo inteiro e do

calculo fracionario;

o Identificar as funcoes especiais e os conceitos preliminares neces-

sarios para o entendimento do cédlculo fracionéario;

o Definir derivadas e integrais fracionarias seguindo formulagées

cléssicas;

e Analisar algumas das propriedades advindas do cédlculo inteiro

que permanecem sendo validas no calculo fracionario;

o Exemplificar a utilizacdo de derivadas e integrais fracionérias

em funcgdes reais;

o Estender as definicbes de Transformadas de Laplace para os

operadores fracionarios;

e Aplicar as derivadas e integrais fracionarias no problema do

oscilador harmonico.
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2 PRIMORDIOS DOS CALCULOS

A histéria da matematica é extensa, quase tanto quanto a da
humanidade. Os primeiros vestigios apareceram na cultura primitiva
através de contagem de objetos do cotidiano, padroes e formas geomé-
tricas. Com o passar dos anos e do desenvolvimento das sociedades,
surgiram as percepgoes de semelhanca em niimeros e formas e, desta
maneira, nasceram as ciéncias e a matemadtica [7]. O desenvolvimento
dos conceitos de contagem foi longo e gradual e esteve presente em
todas as civilizacoes conhecidas: Egito, Africa, Mesopotamia, Grécia,
China, India e tantas outras.

Em latim, calz significa pedra, sendo calcular o diminutivo que,
no passado, significava calcular usando pedrinhas. O calculo que fala-se
aqui nao é este do principio de contagens, mas sim o Céalculo Diferen-
cial e Integral que possui uma histéria longa e cheia de formalizagoes
e aprimoramentos.

Neste capitulo, com objetivo de situar o contexto das origens do
calculo inteiro e do cédlculo fracionario, apresenta-se uma breve revisao
historica do Célculo Inteiro e do Célculo Fracionario, investigando os
primordios do século XVII até o inicio do século XXI. Cabe ressaltar
que este capitulo nao é pré-requisito para o entendimento dos préximos
capitulos, mas é o capitulo que localiza o leitor em relagdo ao inicio
da teoria e identifica os principais autores envolvidos na area. As

principais referéncias consultadas foram [1], [7], [8] e [9].

2.1 ORDEM INTEIRA

O célculo de ordem inteira, sustentado pela geometria anali-
tica, foi a maior ferramenta matemética do século XVII, resolvendo
problemas até entao insoluveis. O motivo de despertar tanta atencao

dos matematicos da época foi a aplicabilidade em amplos campos
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de estudo, como economia, biologia, engenharias, medicina, fisica e
quimica [10]. Além disso, sdo métodos de aproximagao que, ao utilizar
a ferramenta certa, fazem o erro de aproximacao tender a zero.

Desde o século XVII, o calculo vem sendo estudado por diver-
sos matemaéticos: Barrow (Isaac Barrow, 1630-1677), Fermat (Pierre
de Fermat, 1607-1665), Newton (Isaac Newton, 1642-1727), Leibniz
(Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716), Riemann (Georg Friedrich
Bernhard Riemann, 1826-1866) e tantos outros [7]. Porém, somente no
século XIX que Cauchy (Augustin Louis Cauchy, 1789-1827) introdu-
ziu oficialmente os conceitos de Limite e Derivadas, fundamentando-o
completamente [8].

Hoje é aceito como fato que o calculo de ordem inteira foi in-
ventado por Newton e por Leibniz durante a década de 1665-1675
[8]. Individualmente, eles configuraram os algoritmos de derivada e
integral inteiras, os mesmos usados até hoje. No entanto, os estu-
dos anteriores, principalmente os de Barrow e Fermat, ajudaram na
construcao dos calculos de Newton e Leibniz.

O célculo diferencial inteiro pode ser descrito como o estudo
das taxas de mudanca de uma quantidade varidvel. A maioria dos
fenémenos fisicos ao nosso redor envolve quantidades que mudam com
o tempo, tais como a velocidade de um carro em movimento, as leituras
de temperatura de um termometro ou a corrente elétrica fluindo em
um circuito. Essas quantidades sao conhecidas como varidveis, mas
Newton as chamava de Fluentes em seu Céalculo Fluxionario e usava
a notacgao & e g para representar a fluxao de uma fluente no tempo,
ou seja, a derivadas das varidveis x e y em relagdo ao tempo [7].

Grande parte das regras de diferencia¢io vistas no inicio de
um curso de célculo foram deduzidas por Leibniz em seu Célculo
Diferencial. H4 um destaque especial para a regra de Leibniz: a férmula

da derivada enésima do produto de duas fungées, conhecida também
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como Regra do Produto. Ainda sobre Leibniz, sua notagdo era muito

mais flexivel que a notacdo de Newton, em que a enésima derivada

d" f(t)
dtﬂ,

usada em massa em 1812 com a criacdo da Analytical Society em

seria representada como [11]. Essa notagdo s6 comegou a ser
Cambridge, cujo objetivo era justamente promover o uso da notagao
de Leibniz.

Na linha do célculo integral, Fermat, além de chegar ao mé-
todo para encontrar uma reta tangente & curva dada, também foi
responsavel por encontrar uma relagdo para a area sob a curva em
um determinado intervalo. Para tal, fracionava o intervalo em infini-
tos subintervalos tomando pontos no eixo x, levantava retdngulos até
tocar a curva e aproximava a area sob a curva pela area dos infinitos
retangulos [8]. “Leibniz [...] usou pela primeira vez o simbolo de inte-
gral [, um S alongado, derivado da primeira letra da palavra latina
summa (soma) em 29 de outubro de 1675. O objetivo era indicar uma
soma de indivisiveis” [8]. Por fim, o conhecido Teorema Fundamental
do Calculo relaciona essas duas teorias: ao aplicar a diferenciacdo a

integracao, retorna-se a expressao original e vice-versa.

2.2 ORDEM NAO INTEIRA

Diferente do calculo inteiro, o calculo fracionario tem uma data
especifica de surgimento. Para muitos pesquisadores, os primérdios
do célculo fracionario remetem a uma troca de correspondéncias entre
Leibniz e 'Hopital (Guillaume Frangois Antonie 'Hopital, 1661-1704),
no ano de 1695 [12], em que Leibniz questionou sobre a generalizac¢ao
de uma derivada usual para uma derivada com ordem arbitraria. Ross
pontua que talvez tenha sido uma manipulacao de simbolos que levou
o 'Hospital a perguntar a Leibnitz sobre a possibilidade do expoente
da derivada ser uma fragéo, em vista da notagéo usada [9].

Partindo a notacdo de Leibniz, ao responder, I’Hé6pital apre-
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sentou um caso particular: qual seria a interpretagao da derivada de
ordem 1/2 da func¢io f(z)? Ou, equivalentemente, o que seria derivar a
funcdo f(x) meia vez? Ou ainda, qual seria o significado da expressao
1
_ dz f 1(x) ?
dzz

Leibniz respondeu que a possibilidade de existir o conceito de tal

D? f(x)

derivada poderia cair num paradoxo e que, algum dia, consequéncias
frutiferas seriam geradas [9]. A partir dessa troca de correspondéncia,
houve o primeiro encontro dos dois calculos, o de ordem inteira e o
de ordem fracionaria, sendo mais tarde generalizado para ordem real
e até complexa [1].

No inicio do século XVII, Euler (Leonhard Euler, 1707-1783) fez
0s primeiros processos para o desenvolvimento do célculo fracionario,
em que, em uma dissertagao de 1730, escreveu: Quando n é um inteiro
positivo e p € uma funcdo de x, a relacao d™p por dx™ pode sempre

ser expressa algebricamente, de forma que sen =2 e p = x>

, entdo
d?z3 por dz? é 6x por 1. Assim, quando n é um inteiro positivo, d”p
pode ser obtida a partir de diferenciagoes sucessivas.

Em 1772, Lagrange (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813) contri-
buiu de forma indireta através da lei dos expoentes, em que mostrou
a validade da relagao
dam™ [ dm dmtn f(z)
dzm [dx”f(x)} T dgmtn

Conforme a teoria evoluiu, mateméaticos consideraram novas condigoes
e regras fundamentais no cdlculo de ordem inteira.

No inicio do século XIX, varios outros autores seguiram estu-
dando a teoria. Em 1812, Laplace (Pierre Simon Laplace, 1749-1827)
definiu uma derivada fracionaria a partir de uma integral e, em 1819,
Lacroix (Silvestre Francois Lacroix) foi o primeiro a enunciar derivadas

de ordem arbitraria em seu livro de célculo. Em 1822, Fourier (Jean
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Baptista Joseph Fourier, 1768-1830) obteve uma versio generalizada
de uma derivada de ordem arbitraria [1].

Juntamente com o avango da teoria, comegou-se a explorar pos-
siveis aplicagbes do calculo fraciondrio: em 1823, a primeira aplicagao
foi feita por Abel (Niels Henrik Abel, 1802-1829) para o problema da
tautécrona, em que sua solugdo envolve uma cicloide e considera o
fato que a derivada fracionédria de uma fungéo constante nao é sempre
nula, como definida por Lacroix [12].

Em seguida, diversos outros trabalhos inovadores surgiram, sus-
tentados por nomes como Liouville (Joseph Liouville, 1809-1882), De
Morgan (Augustus De Morgan, 1806-1871), Riemann, Griinwald (An-
ton Karl Griilnwald, 1838-1920), Cauchy, Letnikov (Aleksey Vasilievich
Letnikov, 1837-1888) e muitos outros durante as décadas posteriores
[1]. E fato que as publicaces e o interesse na teméatica no Brasil sdo

crescentes, assim como no restante do mundo.
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3 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo é dedicado a exposicao de conceitos preliminares
e fungoes especiais, bem como defini¢oes e propriedades que serao

usadas para desenvolver o cdlculo de ordem nao inteira.

3.1 TEOREMAS DO CALCULO DE ORDEM INTEIRA

H4 dois resultados do célculo de ordem inteira que serao utiliza-
dos nas demonstragoes de algumas propriedades que serao enunciados

nos teoremas que seguem.

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental do Céalculo). Sejam as fungies
f:]a,b] = R continua e F : [a,b] — R definida por

Plz) = / " fyat.

Entéo F € de classe C' e
dF(x)
dx

= f(x), Vx € a,b].

Demonstracio. A demonstragdo pode ser encontrada no livro Anélise
Real, em [13].
|

Teorema 3.2 (Regra de Leibniz para integrais). Sejam b: R — [c, d]

de classe C' e f : R x [c,d] — R continua com d—f(m,t) continua.
x
Entao

d @ d b(x)
o[ fanat =t g+ [ i

Demonstracio. A demonstracao pode ser encontrada no livro Elemen-
tary Classical Analysis, em [14].
|
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32 FUNCAO GAMA

A funcdo gama é, de fato, a mais importante dentro deste
contexto, uma vez que sera usada para definir o operador de integracao
fracionaria. Considerada uma generalizagdo do conceito de fatorial,
possibilita o computo do fatorial de um niimero positivo qualquer

através de uma integral impropria.

Definigao 3.1 (Fatorial). O fatorial de um nidmero n € Ny, repre-
sentado por n!, é obtido a partir da multiplicacio de todos os seus

antecessores naturais positivos. Desse modo,
nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2- 1.
Define-se também 0! = 1.

Conforme proposto por Euler, o fatorial pode ser expresso por

uma integral imprépria.

Proposicao 3.3 (Fatorial). O fatorial de n € N4 € tal que

oo
n!:/ et dt.
0

Demonstracio. A demonstracdo pode ser feita usando repetidamente
a integracao por partes, mas aqui sera feito via conceitos basicos de
derivagdo e integragdo. Comecando pela conhecida integral improépria,

tem-se que

[ e
e tdt = |— = —, para A > 0.
0 A t=0 A

Agora, diferenciando a integral acima uma vez em relacdo a A, obtém-

KAy _/“i —At _/°°_ At
dA(/O e dt)—o 8A(e )dt—o(t)e dt,

se
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mas também,
d s _d /1y 1
A </0 ¢ dt>_dA <A>_ Az

(o9} 1
_ —At -
/0 (—t)e™dt Vi

Diferenciando novamente em relacao a A, obtém-se

d2 o0 a [e'e] 82 A
(W(/O € tdt) :/0 w(e t)dt

Entao

mas também,

a /°° carg) = (A (INY_d 1Y 2
aaz \J, © TaAa\aal\a)) Taa\Ta2) T 4>
Entao o 5
2 _—At _
/Ote dt—ﬁ.

Outrossim, diferenciando n vezes em relacido a A, obtém-se

o N dr (1Y (D)l
dA" (/0 ¢ dt) = qAn (A) = g

e, também,

dn (o) At o0 dn At /OO At
= _ = —1 n n .
i (/O e dt) /0 e At = (- [ et

Portanto,

n > n _—At _ n n!
(—1)/ et = (~1)"

0
N /OO pro—Atgp — ™
0

AnJrl .
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Considerando A = 1, conclui-se que a integral imprépria que

o0
/ t"e~tdt = nl.
0
Observacgao. Note que a Proposicio 3.3 também € vdlida para o caso

/ t%e~tde :/ e tdt=1=0.
0 0

A extensao da definicdo de fatorial para um ndmero real positivo

define o fatorial de n é

n =0, pois

é feita através da funcao gama, com notacao I'.

Definicdo 3.2 (Fungdo Gama). A fungio T', para x € Ry, € tal que

F(x):/ e ttrldt.
0

Observagao. Note que I'(n) = (n — 1)! para qualquer n € N_.

Existem outras definigdoes da fungdo gama e duas delas estao

apresentadas nas proposigoes que seguem.

Proposicao 3.4 (Fungdo Gama). A funcao I' proposta por Euler é

equivalente da fungdo I' proposta por Gauss, dada em termos do sequinte
limite: -
nln

INz)= lim —W———. 1

(z) = lm Tl +9) (1)

Demonstraciao. O limite exponencial fundamental é dado por

1\"
lim (1 + > =e.
n—+oo n

A partir do limite acima, tem-se que

t n
lim (1 — ) =e !
n—oo n
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Substituindo na defini¢do da fun¢do gama de Euler, tem-se que

L(z) :/ t*le~tat
0
> rz—1 : i "
= t lim (1-—— dt
0 n—+oo n
3 " r—1 t "
= lim t 1——) dt|.
n—-+oo 0 n

A igualdade acima é valida por conta do Teorema da passagem ao
limite sob o sinal da integracdo, podendo ser visto com mais detalhes

em [3]. Agora, integrar por partes uma vez produz

n n—1
Pa)= tim (= [ e(1=L) ).
n—+oo nr Jo n

Agora, integrar por partes n vezes produz

Pz) = lim (2. =1 . . L -/nt"”’ldt
n—too \ nx n(z+1) nzx+n—1) Jy

n] r+n
= lim .
n—too \ n"z(x+ 1)...(x+n—-1) z+n
. nln
im
n—+oo x(x + 1)...(z +n)
nln®

x

= 1 —_—
nortoo [T (2 1)

exatamente como pretendido.
]

Proposicao 3.5 (Fungdo Gama). A fungao I' proposta por Euler é
equivalente a funcdo I' proposta por Weierstrass, dada em termos do

sequinte produto infinito:

i == T [0+ ) %],
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v = lim KZ 1) - ln(n)] .

i=1

em que

Demonstragao. Pela equagao (1) e usando o fato que n® = e* In(n)

obtém-se

nln®
I(z) = lim — "
)= T )

“p (UILGT)

z In(n)

) x
Somando e subtraindo E — no expoente de e , tem-se
i

=1

ST (2)=>2" (E)twln(n) n 1
. eL~i=1 i=1 x
I'(z) = lim < ’E(k+1) )

n—00 X

Perceba que a constante de Euler-Mascheroni v é dada por

Entao

E conclui-se que

ﬁ = nl;rrgo (xe” H [(% + 1) e_i]> )

exatamente como pretendido.
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A seguinte proposicdo serd usada para determinar o valor nu-

mérico da fungdo I'(z + 1) a partir da funcdo I'(z).
Proposicao 3.6. Para z € Ry, tem-se que I'(z + 1) = 2I'(2).

Demonstracdo. De fato,

I(z+1) :/ et 1qe :/ et dt.
0 0
—t

Usando integracdo por partes com u = t*, du = zt*~'dt, v = —e~t e

dv = e~tdt, tem-se

[(z+1)=[—t7e "] +/ et adt
0

= lim (—t%e™") —O—|—z/ e 't* 1 dt

t—o0 0
=0+ z/ et de
0
= 2I'(z), para z > 0.

A seguinte proposigao serd usada no Capitulo 5 de derivadas

fracionérias para o computo de derivadas enésimas.

Proposigao 3.7. Para p € Ry, n € Ny en—1 < pu, tem-se que

= 0= Dl =+ 1) = o

Demonstracdo. Fazendo uso da Proposigao 3.6 para s = 1, tem-se que

L(p+1) Fp+1) _ pl(p)

P(p—s+1) L(p) L'(p)

Fixe s natural tal que 1 < s <n — 1 e suponha que a igualdade seja

valida para s, isto é, que é valida a igualdade

L(p+1)

plp =1 +2).(p—s+1) = Ta—s+1)
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Deve-se mostrar que a igualdade permanece valida para s + 1. Note

que, pela Proposicao 3.6, pode-se fazer
D(u—s+1) = (u—s)T(u—s).

Entao,

alp= D=2 u=st )= r(z(/ii)l) " _F(SI)LFU)_S)

ou ainda,

Portanto,

I(p+1)
Mp—(s+1)+1)

=plp—D)p—=2)..(p—(s+1)+1).

Entao, por recorréncia, o resultado para n natural comn —1 < u é
obtido.
|

A seguir, serao tratadas alguns exemplos da funcao gama que
servirdo para resolver integrais e derivadas de ordens ndo inteiras nos

Capitulos 4 e 5 seguintes.

Exemplo 3.1 (Fungio gama de %) A funcio T' em x = % é tal que

T <1> :/ etz dt.
2 0

Fazendo a substituicio t = x2, tem-se dt = 2zdx. Entdo,
1 > —2? -1
I'i=-)= e ¥ x” 2xdx
2 0
o0 2
= / e " dux.
0
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Assumindo

tem-se

5 (oo} _a:2 (oo} 9 (oo} oo _(I2+ 2)
I“ = e ¥ dx- e ¥Vdy= e Y dx dy.
0 0 o Jo

Pelas coordenadas polares, com (x,y) — (r,0), x = rcos(d), y =

rsen(0) e 22 +y? = r?, tem-se que

2 > —r? _ % > —r2
I° = e " rdrdf = do e " rdr
o Jo 0 0
2

[SE]

> ) [eS)
2 ™ _
/ e erT:,/ e~ " rdr.
0 Jo 2 Jo

Usando a substituicio u = r? e du = 2rdr, tem-se

/ e rdr = / e_“r—u = f/ e “du
0 0 ZT 2 0

=0

™ 1 = NS 1

—_ . = = — I = — F — = .

52 41 T 27 (2) v
Exemplo 3.2 (Fungao gama de 2). Como I'(n + 1) = nl, tem-se
@) =T1+1)=111) =1 =1.

Exemplo 3.3 (Fung¢io gama de %) Pela Proposicio 3.6,

(@) r (o)t ()4
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Exemplo 3.4 (Fungio gama de %) Pela Proposi¢io 3.6,

(@) =r(e)-3r()-3 42

Exemplo 3.5 (Fung¢io gama de %) Pela Proposicao 3.6,

(B (G -3r() -3 a2

3.3 FUNCAO BETA

A funcéo beta, também conhecida como a integral de Euler de

primeiro tipo, é definida pela integral que segue.

Defini¢ao 3.3 (Fungdo Beta). Considerando x,y € Ry, a fungio
beta, denotada por B(z,y), € definida como

1
B(x,y) = / (1 - e, (2)

Observagao. Fazendo a substituicio 1 —t = u, conclui-se que a

fungdo beta é simétrica, ou seja, B(z,y) = B(y,x).

E possivel relacionar as fungoes beta e gama via seguinte pro-

posigao:

Proposicao 3.8. Considerando z,y € Ry, a fungdo beta pode ser

escrita como a relagdo

L)l (y)

P Tty

Demonstragdo. De fato, através da funcdo gama para z,y € R, tem-

se

I‘(x):/ t* e tdt
0
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F(y):/ s¥7tem5ds.
0

Entao,
I'(x)'(y) :/ t“"*le*tdt/ s¥le5ds
0 0

= /00/00 ety L= (tH9) gt ds.
o Jo

Substituindo ¢ = wv e s = u(l — v), tem-se que 0 < u < oo,

0 < v <1 eomodulo do determinante da Jacobiana é

ot ot
T e R B e e e s
Se o 1—-v —u

Entao

/ “u(l —v))Y e "y du dv

/ )= 1dv/ uPTY e Uy
0
B(x

)L(z +y).

Portanto, conclui-se que

I'()I'(y)

@) = Byl +y) = B@y) = o+

Com esses conceitos preliminares definidos, pode-se seguir para

a generalizacao do célculo integral e diferencial.
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4 CALCULO INTEGRAL

E pouco habitual no célculo cldssico a disposicdo dos conceitos
de integracdo antes dos de diferenciacao, mas a integracao desenvolveu-
se mais rapidamente do que a derivacao no calculo de ordem arbitraria.
Ademais, é a alternativa mais coerente, uma vez que as defini¢oes
de diferenciacao fracionaria fazem uso dos conceitos de integracao
fraciondria.

Provavelmente, na antiguidade, o conceito de uma integral teve
aplicacao no problema de dividir areas com contornos nao elementa-
res e o que faz-se é fatiar tal area para obtencdo de n trapézios ou,
para simplificar, retdngulos, com alturas determinadas pelos diferen-
tes valores da funcdo f. Tomando o limite da soma das areas desses
retdngulos infinitesimais, obtém-se a definicdo de integral de ordem
inteira.

Em contrapartida, o significado geométrico do calculo de ordem
nao inteira ainda é um problema inconcluso. Mesmo que existam
diversas definigdes de integrais de ordem arbitraria [1], neste capitulo
apresentam-se apenas as integrais de ordem arbitraria de Riemann-
Liouville (RL) e suas variagdes, bem como algumas propriedades. Para
caracterizar as integrais RL, inicia-se pela definicdo de integral de

ordem inteira.

Definicao 4.1 (Integral de ordem inteira). Seja f: R — R continua.
Define-se a integral de ordem inteira através do operador integral T

que age na fungio f(x) de forma que

If(x):/ogcf(t)dt, v € R.

A partir de iteragées, a integral inteira de ordem n, para n € Ny,
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pode ser definida como

t1 pt2 tn—1
Inf / / / / dt dt,_1...dto dtl, Vo € R.

(3)

Observagao. Note que € possivel escrever

I"f(z) =Z ("' f) ().

Entretanto, a integral de ordem n também pode ser caracteri-

zada conforme o lema subsequente.

Lema 4.1. Seja f : R — R continua. A integral de ordem n, com
n € N, € tal que
z -1
(x—7)"
mn —
7 f(x)—/o =1 f(r)dr, VzeR.
Demonstracdo. Demonstra-se por inducdo no pardmetro n. Inicial-

mente, para n = 1, tem-se que

/OI f(r)dr = /Oz(m — 1) f(r)dr

_ x (m _7_)1—1
—/0 o flrydr

(g —7)-t
:/0 (Gl (1_)1)! f(r)dr.

Para concluir a inducdo, basta mostrar que se for valido para Z" f(x),

entdo é valido para Z""! f(z). Desta forma, a hipétese indutiva serd

(g —T)lL
1fe) = [ ST

Assim,

I f(x) = Z(T" f(x))

// “n__Tl £(7) dr du. )



Capitulo 4. Cadlculo Integral 33

Note que 0 < u <z e 0 < 7 < u, o que resulta na regido de integracao
como exposta na figura abaixo. Mas também é possivel inverter a

ordem de integracao, em que 0 <7 <zxe7 <u <.

Figura 1 — Regiao de integracao da equagao (4).

Fonte: Autora da obra.

Sendo assim,

T () =
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:/Ox : f(T))' _ [(m—r)" ="y

n—1)! n n

:/Ow( LG

n—1)!n

- [ ) o

n!

que é o resultado desejado para concluir a indugao.
[ ]

Agora, fazendo uso do Lema 4.1 e da funcdo gama definida
em 3.2, torna-se possivel generalizar a ordem de integracdo de uma

funcédo, como feito na definicdo seguinte.

Definigao 4.2 (Integral de ordem v). Seja f : R — R continua. A

integral de ordem arbitrdria v € Ry, denotada por IV f(x), € tal que

I”f(:c):/ox@c;{v);_f(ﬂdn Vo € R,

Observacgao. No caso em que v € N, recupera-se o resultado para

a integral de ordem inteira.

Note que na definigdo acima, a regido de integracao é [0, x|,
com z € R;. No entanto, dado a um nimero real, pode-se estender a
defini¢do para o intervalo [a,z] com z > a e também para o intervalo
[x,al], com z < a, como definido em seguida. Esta classe de integrais

é chamada de integral de Riemann-Liouville.

Definicdo 4.3 (Integral de Riemann-Liouville). Seja f : R — R uma
funcdo continua. Fizado a € R, os operadores integrais de Riemann-
Liowville de ordem arbitrdria v € Ry, denotados por 17, eI] , que

atuam na fungdo f(x) sao definidos por

1

I;’+f(:c) = @

/m(a: —n)lf(r)dr, Ve>a (5)
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1 a

v = —— — )t dr, Vz<a. 6

1w = [ e <o @)

Essas integrais sdo chamadas de integrais de Riemann-Liouville

(RL) & esquerda e a direita, respectivamente. Em seguida, apresentam-

se algumas propriedades e exemplos.

Proposicao 4.2 (Linearidade). A Integral de Riemann-Liouville é

um operador linear.

Demonstracio. Sejam f e g fungdes continuas e o uma constante real.

Entao
B(af +9)@) = s @0 af ) ar
— i | - e
+ ﬁ /:(x 7)o g(r)dr
— % /j(:c — 7)1 f(r)dr
+ % /:(a: — 7)ol g(r)dr

A demonstracdo para o caso IY_(af + g)(z) é equivalente e, desta
forma, conclui-se que as integrais de Riemann-Liouville sao operadores
lineares.

|
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Exemplo 4.1. Considerando a fungdo f(x) = x, a integral de ordem

1
= — de f(x) € tal que, usando a defini¢io de Riemann-Liouville,

v () = / (;(U)) f(r)dr

Substituindo T = € e dT = xd&, em que os limites de integracdo sdo

& — 0 quando T — 0 e £ — 1 quando T — x, tem-se

1 1 1
I3 I‘(%)/ x—x€)" 2xlx dE
.T2 1
- _6)y e d
r(;)/o H1og) e de
x2~x’l ! 1
Fy J, 0-otea

Recorrendo a Definicao 3.3 da fungdo beta e d relagdo com a fungdo

gama, pela Proposicdo 3.8 tem-se que

x3 1
= e P(27)
_ oz T(E)TE)
L(z) T'(z+2)

E comoT (%) = /7, pelo Exemplo 3.1, T'(2) = 1, pelo Exemplo 3.2 e
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r (%) = %, pelo Exemplo 3.4, tem-se que

1 2 T(3)I(2)
T2 ¢ = . 2
TG T(3)
s I'(2)
=2
r(3)
3 1
=2 - NG
4
_4 /e
3V

Portanto, conclui-se que a integral de ordem % da fungao f(x)=x €

1 4 3
TE, o = g\/%, Yz > 0.

Uma formulagdo geral para o caso da fun¢do poténcia é obtida
a partir da integracdo RL da funcdo f(z) = (x — a)* com ordem

arbitraria v € Ry, como é mostrado no exemplo subsequente.

Exemplo 4.2 (Integral da funcdo poténcia). Considere a fungio
flz) = (x —a)’, coma € R ep € Ry. Usando a defini¢io de
Riemann-Liouville, tem-se que a integral de ordem v, com v € Ry, é

tal que

TV (e - a)t = ﬁ / @& (o) de

1

= — wxf vmlg — g)n com x > a.
F(’U)/a( 5) (5 )dgv >

Com a mudanga de varidvel £ = a+ (x—a)t, tem-se que d€ = (x—a)dt

e que os limites de integrag¢io sdot — 0 quando & — a et — 1 quando
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& — x. Assim,

v 1
Ia-i—('r - a)# =

)/O (@ —a—(z—a))"~((z — a))"(z — a)dt

(o)
_(@—q) 1 z—a)(l—1)""((x —a)t)*
~ S (@ a0 -0y —apr
. (:L'*a)qul ! T —a)’" 1 — )1
= /O (@ —a)’" (1 — t)*~ 1t dt

_ g\ptv ol
= %/ (1— )¢ dt,
I'(v) 0
Fazendo uso das definicoes e propriedades das fungdoes beta e gama,
tem-se que
. x — a)Ptv
Ia_,’_(f,v*a)# = (:[_‘(U)) . B(U,M+1)
(@—a)"t DD+ 1)
I'(v) Fp+v+1)
L(p+1)
—(p —g)ptv. M °
(z—a) F'p+v+1)

Portanto, a integral de ordem v > 0 da fungdo poténcia f(z) = (x—a)*

z

‘ D+ 1)

F'p+v+1) (M)

Note que é possivel resolver o Exemplo 4.1 a partir do Exemplo

Iy (x—a) = (z— a) Y.

4.2.

4.1 LEI DOS EXPOENTES

A lei dos expoentes para as integrais de Riemann-Liouville é

apresentada no teorema seguinte.

Teorema 4.3 (Lei dos expoentes). Sejam f : R — R uma fungdo
continua, a € R e a, 8 € Ry. Entdo

I3, (T @) = T £ @)
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2 (70 (@) = 7227 f(a).

Demonstraciao. Da Definicao 4.3, tem-se que

(#200) =25 (5 [ )
L A S S K A(9
:F(oo/a (z =)= r(ﬂ)/a RGN
LN A TfE
:F(a)F(B/a 1_a/a (77 o dn

Note que a <1 <z ea <& <mn,oque resulta na regido de integracao

conforme figura abaixo. Mas também é possivel parametrizar a regiao

da forma a < ¢ <z e £ <n < x. Logo, tem-se que

3

a X

n
Figura 2 — Regido de integracao da equagio (8).

Fonte: Autora da obra.



Capitulo 4. Cadlculo Integral 40

IZY*( ol (@ // (z—n 1C‘n 5) a

1
- r<a>r</5>/a d (@/5 =t

_ [ dn
wl@,8) = /g a7

72 (2 1@) = s [, OG0

Agora, substituindo ¢ = 1= g em x(x,&), obtém-se dn = (x — £)dt e os

Seja

Entao,

limites de integragdo sao t — 0 quandon — £ et — 1 quando n — x.

Desta forma,

o (z—¢)
wle,8) = / (=D =) (tw &) P
dt

1
~ =9 [
_ _ s\a+p-1 /1(1 _ t)a—lt,@—ldt
=(z-¢) ; :

Usando a Defini¢ao 3.3 da fungao beta e a relacdo com a funcdo gama

dt

da Proposicao 3.8, tem-se

K(@,6) = (¢ =& TPB(B,a)

_ (0 eyats—1 L@T(B)
= (z—=¢) Tatd)
Substituindo k(z, f) conclui-se que
_ gyorhl [(a)L(B)
72 (Z4@) = e [, HO6 - 90 i e

_ _ a+,6’—1
- F(a +5) / Je @
= I;’Yi'ﬂf(az:)7 Yz > a.
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Portanto, a lei dos expoentes vale para integrais de ordem nao inteira
a esquerda, ou seja, os operadores de integracdo de Riemann-Liouville
podem ser comutados. Para o caso 7 (Ifﬁf(a:)) = 1P f(2), a
demonstragao é analoga e, assim, a lei dos expoentes vale para as
integrais de ordem n&o inteira de Riemann-Liouville.

|

As integrais de Riemann-Liouville sdo usadas na defini¢do de
algumas das derivadas fracionérias, sendo desenvolvidas no capitulo

a seguir.
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5 CALCULO DIFERENCIAL

Existe uma grande variedade de definigoes para as derivadas
fraciondrias e algumas delas podem ser vistas em [15]. Neste capitulo,
apresentam-se as derivadas de ordem arbitraria de Riemann-Liouville

e as de Caputo, além de algumas propriedades e exemplos.

5.1 FORMULACAO DE RIEMANN-LIOUVILLE

A primeira exibigdo das derivadas de Riemann-Liouville foi em
1869, por Nikolay Sonin [16]. Nesta se¢do, apresenta-se a defini¢ao das
derivadas de Riemann-Liouville, algumas propriedades e exemplos

numéricos.

Defini¢do 5.1 (Derivada de Riemann-Liouville). Seja f : R — R
continua. Fizados a,a € R, com a > 0, considere n € Ny de forma
que n — 1 < a < n. Define-se os operadores diferenciais de Riemann-
Liouville em um intervalo finito do eixo real, representados por RLD&_

e RLDa

“_, a4 esquerda e a direita, por
REDE, f(z) = D" T [ f (o))

R R R
- )D/a( dt: z>a  (9)

'n-—« x —t)entl

BLpe f(x) = (=D)" T2 f ()]

R P R
_ ot D)/w( dt; z <a, (10)

I(n— t — x)x—ntl

em que D™ = d"/dz™ € a enésima derivada inteira, desde que estas

derivadas existam.

Observagao. Seja o > 0 en € Ny tal quen — 1 < a < n. Entdo

n=[a]+1, em que [a] é a parte inteira de .
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Proposicao 5.1 (Critério de existéncia para 0 < a < 1). Sejam

f:R =R declasse C' ¢ 0 < a < 1. Entdo as derivadas de Riemann-
RLDa RLDa
a+

Liouville ¢ existem Ya € R e, além disso, tem-se as

sequintes igualdades:

RLpa f(p) — 1 f(a) * Df(t) S a
Dasd () = 7oy [@—a)a*/a <x—t>adt}’ v

Demonstragdo. Seja

Y(z) = F(ll_ ) [(xf_(acz)a + /j mdt} '

Entao
/ Y(s 1_a) [/: sf_(aa)ad3+/x/s Di(t))adt ds]

=mia> IO [ ).
(11)

Note que a integral acima é tal que a < s <z ea <t < s, assim

como representado na regiao de integracao da figura abaixo. Trocando

a ordem de integracdo, tem-se que a <t <zxet <s <.
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X t

Figura 3 — Regido de integracdo da equacao (11)

Fonte: Autora da obra.

Entao
’ — 1 f(a T — a t
/aw(s)ds—pg—a)[ 1_a // (S_t ds dt}
— 1 f((l x—a Df t)(x—t
_1"(1—04)[ 11—« (l—a
Usando integragdo por partes, tem-se que
x B 1 f(a)(,]j — a)l—a f(t)(x - t)l_a t=x
/a ?ﬁ(s)dS—F(l_a) [ - + t_a]

1

* I'l—a)

f(t)

B r(11— a) / (z —t)°

Lia aw f@)A —a)(x— t)“dt}

S
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N 1 Cf®)
/aw(s)dS—F(l_&)/a (x—t)adt'

E como f ¢ de classe C!, a fungdo v (x) é continua em (a, 00). Entdo,

Logo,

pelo Teorema Fundamental do Célculo, dado em 3.1, tem-se que

d xT
< / B(s)ds = ¥(a).

o 1 d o f)
D (m)*ru_a)@/ @t

/ e

Portanto, #ED ', existe para 0 < o < 1 e é dada por

RLyo r) — 1 f(a) ‘ Df(t)
Da+ ( ) I‘(lfa) [(xa)a +/a (xt)adt:|'

Logo,

=1(x

A demonstracio para o caso LD f(z) é andloga.
|

Observagao. Outros critérios de existéncia de derivadas fraciondrias
de Riemann-Liouville para fungées absolutamente continuas e para

derivadas de ordens superiores podem ser encontrados nas pdginas 39
e 40 de [17].

Proposicao 5.2 (Ordem natural). Sejam f: R — R de classe C™,
com m € Ny. Entdo, Va € R, as derivadas de ordem m recuperam os

casos das derivadas de ordem ordindria:

RLp™ f(z) =D f(z) Vr>a

RLD™ f(z) = (=1)™D™f(x), Yz < a.
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Demonstra¢io. Com n =m + 1, tem-se

R [ () = —— m)D"/m (x_f(t) dt

F(?’l _ t)TYL—TL+1
_ 1 n [* ft)
= r(m+ = )D / @&
el
— pn— 1f(
=D"f(z), Vz>a.

De forma similar, ainda com n = m + 1, tem-se
1 @ t
W<—D)" /x t_i)(m)nﬂdt
1
—1 / f@)de
1 n
— o (- [ o)
_ (71)n+1 n ’
Tl)p /a f(t)dt
(=)™ 2D f(x)
(-1)"D™f(x), Yz <a.

FEDR f(a) =

—

Ou seja, a derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville de
ordem natural n ndo nula de uma funcéo é a n-ésima derivada ordi-
naria.

Proposigao 5.3 (Linearidade). A derivada fraciondria de Riemann-

Liouwville é um operador linear.

Demonstragio. Sejam f e g fungdes continuas, n € N;, a,8 € R e
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ae€R,. Paran—1< a<n, tem-se que

RLDE(f + B)(t) = Wl_a) R e

(l‘ —t a—n+1

* rmﬁ—a) 2| [ =]

="EDR f(t) + 8 DI g(t).

A demonstracdo para o caso LD (f + Bg)(t) é andloga e,

desta forma, conclui-se que as derivadas de Riemann-Liouville sao

operadores lineares.

Proposicao 5.4 (Ordem zero). A derivada de ordem zero de fungao

f(x) € a prépria fungio.
Demonstracio. Com n = 1, tem-se que
RLDY, f(a) = D' f(x)
=D'Z,, f(z)
- F(ll)Dl/a e _];()?_Hldt

zlpl/f

Fazendo uso do Teorema Fundamental do Célculo, dado em 3.1,

conclui-se que

DG, f(2) = f(a).
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Ou seja, a derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville de ordem
zero de uma funcéo é a prépria funcao. A demonstragdo para o caso
RLDO  f(z) é analoga.

|

Pode-se pensar no resultado composicao dos operadores de inte-
gracao e diferenciacdo de ordens nédo inteiras. Os dois casos possiveis

sao expostos nas proposigoes que seguem.

Proposigao 5.5. Sejam f:R — R continua, a € R, o € Ry. Entdo

REDe Te f(2) = f(z), Vo >a

FEDR T f(x) = f(z), Vz<a.
Demonstragdo. Pela Defini¢do 5.1, tem-se que

RLDY,TE, [(x) = DILOTS, f(a),
para n € Ny, tal que n — 1 < o < n. Pelo Teorema 4.3, tem-se que

FEDR T2, f(w) = DI 7" f(x) = DIy, f(2).

Seguindo a mesma linha da demonstracdo do Lema 4.1, mas

agora para o intervalo (a, x), tem-se

/// / W) dbn by .t dt.

Portanto, tem-se que

RLDe. 10, f(x) = D'IL, f(a)

t1 pte tn—1
—D"// / / n) Aty dtn_1 ... dtg di;.
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Como ha n operadores de derivacdo e n operadores de integragio,
pode-se aplicar o Teorema Fundamental do Calculo, dado em 3.1, e

conclui-se que
DL TS, f(x) = DI" f(x) = f(=).

A demonstragio para o caso #LD2_T¢ f(z) é andloga.

Proposicao 5.6. Sejam f: R — R de classe C', a € R e a € R,
com 0 < a < 1. Entdo

Ig+RLD3+ () = f(z), Vz>a

e BLDe_ f(z) = f(z), Vz<a

Demonstragio. Pelas Defini¢oes 4.3 e 5.1, tem-se que

L ¢ T — a—1RLpya dr
o R A T

~ e e ([ D)

I3 "Dy f(x) =

Note que
d (x —7)*
_ a—1 -
(@—7) dx «

Entao

1 dz—7m)* d [T f(t)
Ta RLDa — — .
a+ Darf(2) ar(a)r(pa)/a dz dT/a (7 —padt 47

Utilizando a Regra de Leibniz para integrais, dada em 3.2, tem-

se que

73 DY, f(x) = m % { /a w(x —7)® % / ' (Tf_(tz)a dt dT}
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Note que a ultima expressao acima é zero apds a substituicdo de 7

por z. Agora, utilizando integragdo por partes, obtém-se

/:(“” g T( ﬂt)) dudr = {“" - / T<Tf—(tz>adt] i

/ ar /;(Tf—( )> drdr

/a (x—7)*! /aT(Tf_(tg)adt dr.

720l | - (e )]

- & o [ =z o]
72, @ ).

T de

Pelo Teorema 4.3 e pelo Teorema Fundamental do Célculo, dado em

3.1, conclui-se que

« (0% d
Ia+RLDa+ ( )

LT T f (@)

/ i

A demonstracio para o caso Z& LD f(x) é andloga.

= f(z

Desta forma, a unido das Proposic¢oes 5.5 e 5.6 forma uma espé-
cie de Teorema Fundamental do Céalculo Fracionério para os operado-
res de Riemann-Liouville. Em seguida, apresentam-se alguns exemplos

de aplicagdo das derivadas de Riemann-Liouville em funcgoes reais.
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Exemplo 5.1 (Funcio quadratica). Considere a fun¢io f(z) = x2.
A derivada de Riemann-Liouville de ordem o = %, coma=0, é

RLDG, f(x) = *EDg, 0

1 * t
= D! ( ; / /®) - dt)
I'(3)Jo (z—1)=
1 r 2
o[ )
N4 o (x—1)2
Fazendo a substituicdo u = x — t, tem-se

o[ @”;“)du)

T x? PR

D — — 2zu? +uz du
0 u2

D(Qm >

6x )

5
x

1
RLD02+$2 _

(SIS

jon
NS

[SURINTEN
ot Do

xT

+ -z

Si= 5= 5=

Njo

|
I

5

1
= D
157

16 5

15/ 2
8
= 577

Exemplo 5.2 (Func¢ao poténcia). Considere a fungio f(x) = (x—a)*,

[N

)

wjw

=)
8

M\w

com p,a € R, > 0 e seja a > 0. Entao, para n natural tal que
n—1<a<n, tem-se

n

F
RL My «
D /- M || — o+ 2
a (iC a) —(x a) ( n 1l (0% ’L )

De fato, tem-se que

REDe (2 — a) = DI (z — a)".
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Pelo Exemplo 4.2, tem-se que

I(p+1)

78 (z—a) = (z—a)P v —"
a+( ) ( ) F(,LL+U+1)

Entao, considerando v =n — «, a integral de Riemann-Liouville com
ordem n —a é

L(p+1)
Mp+n—a+1)

%@ - a) = (- aptnoe

Desta forma, a derivada de ordem o de Riemann-Liouville da funcdo

poténcia é

I'(p+1) _
RLDa )M — D _ \Btn—a
a+(m a‘) F(M+TL—O€+1) (1. a’)

_F(u+n—o¢+1)(x ) 21;[1(“ +4)

Observagao. No exemplo acima, se u > a— 1, entdo, da Proposi¢do

3.7, tem-se que

L(p+1)

RLPY (o \B (g =0 Ml
Dy, (x —a) (x —a) Ti—atl)

(13)
Observagao. Agora, estende-se a definicao de funcio ' para a for-
mula acima ser valida num caso mais geral. Lembre-se que, até o
momento, o dominio de T' € (0, 00).

Seja x € R com x < 0 e x ¢ Z. Entao, para m € Ny tal que

m— 1< —x < m, define-se ['(x) da sequinte forma:
I(z+m)

FTm—1, . , ~°

[[izo (& +14)

Pela Proposicao 3.6, tem-se que se n € Ny tal que —x < n, entdo

I(z) =

I'(z+n)
15 (@ +1)

I'(z) =
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Portanto, para o caso 0 < p < a—1 com p— « ¢ Z, tem-se

também que

« wo_ F(ﬂ—’_l) T — a)te . — a4+
REDY (- a) 7F(p+n—a+l)( ) 11;[1(# +1)
_ P(ﬂ+1) .(x_a)ufar(/j—’_n_a—’_l)
Fp+n—a+1) IM'p—a+1)
— (w—a) D(p+1)
=(z—a Th—atl)

Note que, neste caso (13) permanece vdlido.

Observacgao. Por fim, se 0 < u < a—1 com p—« € Z, entdo, como

neste caso —n < pu— o < =1, por (12), tem-se diretamente que
RLD2‘+(JC —a)* =0.

Neste caso, pode-se dizer que ainda tem-se (13) ao constatar que,
Vz € Z, com z < 0, os limites laterais lim T'(z) e lim T'(z) sdo too.
Tz~ z—zt
Para mais detalhes, veja a referéncia [1].
Para mostrar que nem sempre a lei dos expoentes para as deri-

vadas de Riemann-Liouville é valida, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 5.3 (Nao-comutatividade). Seja f(z) = T3, 0= % e = %

Usando o Fxemplo 5.2, tem-se que

1
Gy
r( -1+
L) o
(1
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Entdo, operando primeiro TLD? f(x), tem-se que

3 1
"Dl (DG, f(x)) = "FDg, ("FDd,t?)

- L p2 {—2(x—t)%}t:z
2 I(d) t=0
= D23

_ L s

=gt

Por outro lado,

RLD§+ (JU) — RLD§

Fazendo a substituicdo t = xt, os limites de integracdo sdo t = 0

quandot =0 et =1 quando t = x. Assim,

L
RLpE o = L D2/ SICOLET,
0

RESEAN Aym—s:
L@

il o P
=0.

Agora, operando primeiro TEDP f(t), tem-se que

mLpg, (B4DL, f(x)) = BED;. (0) = 0.
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Por fim, operando com a soma dos expoentes, tem-se que

1.3
RLDgi—ﬁ (z) = RLp3+3 (x%)

Logo, a comutatividade neste caso ndo € vdlida, jd que
DG, (REDG, f(a) = REDGE f(a) # FEDg, (DL, f(@)) -

A comutatividade € valida apenas em casos especificos, como
no caso em que os operadores possuem a mesma ordem de derivacao,
ou seja, quando o = . Neste caso, é possivel comutar os operadores,

uma vez que sio iguais. Para mais detalhes, veja a referéncia [18].

No exemplo a seguir vé-se que a derivada fracionaria de Riemann-

Liouville de uma funcdo constante nao é necessariamente zero.

Exemplo 5.4 (Fungdo constante). Seja f(x) = ¢, com ¢ € R. A
derivada de Riemann-Liowville ¢ esquerda da fungao f(x) de ordem

a€R,, a¢ Ny en—1<a<n, comn €Ny, serd:

REDY, f(z) = "D, e

“ i ([ i)

- ° ) D (_ (x—t)" e ::)

D" ((x —a)"%).

B (n—a)l'(n —a)

Fazendo uso da Proposicio 3.7 e da Observac¢io do Exemplo 5.2 que

trata da extensao da funciao I' para o dominio negativo ndo inteiro,
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tem-se
Lo c _F(n—a+1) o
D= n—a)l'(n—a) T(-a+1) ( )
e fnmalloa)
(n—a)l'(n—a) I'l-a)
B

Entdo, conclui-se que a derivada fraciondria d esquerda de Riemann-

Liowville de uma fungdo constante ndo € nula.

Observacgao. Usando o Exemplo 5.4 e a notagdo dada na Observagdo

do Ezemplo 5.2, pode-se dizer que ainda tem-se (13) para o caso = 0.

Em vista dessa diferenca com o cédlculo diferencial inteiro, o
italiano Michele Caputo reformulou a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville. A diferenca entre as duas formulagdo é a inversao da ordem
dos operadores de integracao e diferenciacdo e, com essa formulagao de
Caputo, é possivel mostrar que a derivada fracionaria de uma fungao

constante é nula.

5.2 FORMULACAO DE CAPUTO

Caputo, em 1967, inverteu a ordem dos operadores da derivada
fraciondria de Riemann-Liouville [19] e, em 1969, resolveu um pro-
blema de viscoelasticidade [20] fazendo uso dessa nova formulagéo.
Nesta secdo, apresenta-se a definicdo das derivadas de Caputo dadas
em termo das derivadas de Riemann-Liouville, o teorema de carac-
terizagdo da derivada de Caputo, algumas propriedades e exemplos

numéricos.

Definigao 5.2 (Derivada de Caputo via Riemann-Liouville). Seja
aceRi,aeReneNy tal quen —1 < a <n. Suponha f: R —R
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continua e n — 1 vezes derivavel em a. As derivadas fraciondrias
de Caputo “D2, e “DS_ de ordem « sio definidas via derivada de

Riemann-Liouville por

°Dg, flz) = "DE,

n—1 a
f) - S P, a)k] (1)

k=0

Cpg_flz) = D2 lf(rc) Sy D), M] . as)

k!
k=0
se as derivadas de Riemann-Liouville existirem.

Estas derivadas sdo chamadas derivadas fraciondrias no sentido

de Caputo de ordem «, & esquerda e a direita, respectivamente.

Observagao. Em particular, quando 0 < a < 1, tem-se

“Dg, flw) = "D, (f(2) — f(a))

Dy _flz) = "D _(f(2) — f(a)).

Observagao. Seja a > 0 en € Ny tal quen —1 < a < n. Se
a ¢ Ny, entdon = [a] +1, em que [a] é a parte inteira de «. Neste
caso, usando a definicio de derivada de Riemann-Liouville, pode-se

reescrever as equagoes (14) e (15) como

°Dg, f(z) = D" T3

°Dg_flr) = (-D)" T3=°
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Observacgao. Jd, se a € N, entdo n = «. Neste caso, usando
novamente a definicéo de derivada de Riemann-Liouville, pode-se re-

escrever as equagoes (14) e (15) como

Dy, flz) = D" T,

=D"f(x) (18)

“Dg_flz) = (-D)"* I,

n—1 g a
s> 20 x)k]

k=0

= (=0)"D" f (). (19)

Proposicao 5.7. Se f(z) for uma funcio tal que as derivadas de
Caputo existam junto com as derivadas de Riemann-Liouville, entdo,
conforme as equagoes (14) e (15), elas sao conectadas pelas relagoes

sequintes:

n—1 k a
°Dg, fla) = MDY, flx) - 3 PP )t

— I'(k—a+1)
¢ n—1 k a
°DY fla) = DY o) - Y sl )
k=0

para n —1 < a < n e usando a notacio dada na Observacdo do
Ezxemplo 5.2.

Demonstragdo. Fazendo uso da Defini¢do 5.2 e dos Exemplos 5.2 e
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5.4, tem-se

CD3+ (z) = "tDg,

n—1 k a
— LD, [f(x)] - PEDS, [Z PO - a)ﬂ

k=0
n—1 k a
= g, (1) - Y0 DL R (2 )
k=0

Dk f(a k
=D ) = 37 If!( ) F(Il;(l_jr)l) (o)

k=0
n—1 k a
= RLD3+ (ﬂf) - ];) F(l?—fog ‘i)‘ 1) (:E - a)kia'

Por outro lado, é possivel formular a derivada de Caputo sem
depender da derivada de Riemann-Liouville, como feito no teorema

que segue.

Teorema 5.8 (Caracterizacdo da derivada de Caputo). Sejam as
constantes a,a« € R, com a >0, a ¢ Ny en € Ny tal quen —1 <
a < n. Se a funcio f: R — R for de classe C™, entdo as derivadas
fraciondrias no sentido de Caputo de f com ordem «, d esquerda e d

direita, sao

g gt [ 2

I(n—a) x —t)e—ntl

=7, D" f(x), Vx>a

CDg,f(fl?) — (_1)n ) /a( ID"f(t) dt

I'n—a t—x)a—ntl

= (-1)"Z)-D"f(x), V< a.
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Em particular, quando 0 < a < 1, tem-se

C o _ 1 i Df(t)dt _ Tl-«

o B 1 “Df)dt 1,
CDa—f(iﬂ)**F(l_a)/ac (= 2)° =-I,°°Df(x), Vz<a.

Demonstragio. Note que
1 1 d

(x — t)yo—n+l :n—aﬁ(m_t) ’

Entao
1 D (L) (na)l/z d _
dt= —(x —)"*D" f(t)dt.
I'(n— a)/a (x —t)ya—ntl 'n-—a) /, dz (=1 J®
Pela Regra de Leibniz para integrais, dada em 3.2, tem-se

*d e _d [T D (1)
/a a(.’l)—t) D f(t)dt—& o (I’* )afndt

_[ D f(t) y“”
(x —t)o—n

_d 7 D (1)
T dx o (x—t)o ™

dt.

Portanto,
L[ g 0 d [ 2,
Mn—a)/, (x—t)>ntl Fn—a)dz J, (x—t)>* ™
Utilizando integracao por partes, tem-se que

/aw (D”f(t) 4 [D"‘lf(t) L

T — t)a—n (.I _ t)a—n

— /; %(w — )DL f(t)dt
D" f(a)

- (x—a)em

+(n—a)/z(Dn_f(t)dt.

T — t)afnJrl
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Entao
F(nl— ) /I @ ?Z{cft)nﬂ di= (g(; f)a)l ' {
el [ ]
D" f(a)
e}

-4 [mnl— o) / <xDj_t>lf(?+l dt}

1 D
I'(n—a) (z —a)x—nt+l’

Repetindo esse mesmo procedimento para

1 D
)/ < N

I'n—« x —t)e-ntl

obtém-se que

1 ’ Dnilf(t) 7(717@)71 wixi n—aryn—1
F(n—oz)/a (m—t)o‘—”“dti F(n—a)/a dx( RGN 0L

Pela Regra de Leibniz para integrais, dada em 3.2, tem-se

T d d [* D!
/a a(x—t)"_o‘D”_lf(t)dtza/a 7f(f)dt

(x —t)on

{ D" f(1) ]”
(x_t)oz—n

_ d T anlf(t)

= — dt.
dz J, (z—t)>™
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Utilizando integracao por partes, tem-se que
/w D) L, [P ]
o (=t @—tr ],
n apn— 2
[ g6 Ft)dt
D" *f(a)

(ac—a)a n

+(n—a)/z(Dn_f(t)dt.

€T — t)ozfnJrl

Entao
F(nlf a) /j (ID”;;;(?H = % [F(nl ) /: (an;)Qj(i)Jrl dt}
d 1 D=2 f(q
Cdx [r(n —a)(n—a)(z— Q{C(Y)n] :
Portanto,

e | =g [an— 5] o t)lf(zl dt]

B 1 D" f(a)
I'n—a) (z —a)*—ntl

- & [rml ) / <an;>25(?+1“}

_& [@c - a)"‘aD"‘Qf(a)}
dx2 I'(n—a)(n—a)
1 D" f(a)
I'(n—a) (z —a)e—n+l
_ 1 d2 T Dn_2f(t)
" T(n—a)da? / @ = po-nridt
_ (n—a)(n—a-1)D"2f(a)
F(’I’L — a)(n — a) (x — a)oé+2—n
1 D" f(a)
I'(n—a)(x—a)e—n+tl’
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Pela Observacao do Exemplo 5.2, tem-se que

(n—a-1) 1

'n—a) Tm-a-1)

Entao

1 Toopnpy 1 A [T DrRf(h)
>/a < a / < a

I'n—« x—t)e=nt T T(n — ) da? x — )l
n—1
(z — a)**D* f(a)
_k:zn:,_Q (k—a+1) °

Repetindo o procedimento outras n — 2 vezes, conclui-se que

1 ‘ an(t) _ 1 d" N T — n—a—1
I(n—a) /a (x — t)yo—n+tl di = I(n— a)dx”/a (z—1) F(&)dt

& (@~ ) D f(a)
I'k—a+1)

k=0

_ ripo @),"f (x — a)*~*D*f(a)

prs Nk—a+1)

Por fim, pela Proposicdo 5.2, obtém-se o resultado para CD;‘+ (z) e
a demonstracdo para o caso “D2_ f(x) é similar.
|

Em seguida, apresentam-se algumas propriedades provenientes

do célculo de ordem inteira para as derivadas fracionérias de Caputo.

Proposicao 5.9 (Linearidade). A derivada fraciondria de Caputo é

um operador linear.

Demonstracdo. Pela Definicao 5.2, as derivadas de Caputo sdo dadas
em termos das derivadas de Riemann-Liouville e estas tltimas sao line-
ares, pela Proposicao 5.3. Portanto, as derivadas de Caputo também
sdo lineares.
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Da mesma forma que nas derivadas de Riemann-Liouville, pode-
se pensar no resultado da composi¢ao dos operadores de integracao
e de derivacao de ordens fracionéarias. Os dois casos possiveis sao

tratados nas proposigoes que seguem.

Proposicao 5.10. Sejam a € R, « > 0 com o ¢ Ny en € N, tal
quen—1<a<n. Se f:R—R € continua, entdo

eI, f(2) = f(2).

Demonstracao. Pela Proposicao 5.7, tem-se

n—1 Tr—a k—a
CD,TE, f(x) = TEDYLTE, f(x) — ;JD’“IJ( >i_63+1)-

Note que, pela Proposicao 5.5,

REDe T2 f(z) = f(2).

Além disso, para 0 < k <n—1,

DA f) = P [ =

Usando a Regra de Leibniz para integrais, dada em 3.2 k vezes, obtém-

se
DkI /Dkx—Talf()
Entao,
DkI / er o a lf( )
Portanto,

Dy I3, f(x) = f(x).
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Proposicao 5.11. Sejama € R, « > 0 com o ¢ Ny en € N, tal
quen—1<a<n. Se f:R—R for de classe C", entdo

i (x —a)*
T3 CDg f () = fla) — Y Do) T
k=0 ’

Demonstracio. Pelo Teorema 5.8, tem-se que
Ig+cpg+ (z) =I5, ;7 D" f ().
Agora, pelo Teorema 4.3,

Te, Dy f(z) = 51" D" f(2)
=1"D"f(x)

xr Xy Tpn—1
:/ / / D" f(xy)dxy,...dxy

_ Do) (@ — )P
—f(x)—kzzo Tk+1)

Observacgao. Resultados similares podem ser obtidos para as deriva-
das d direita DY TS f(x) e I¢ °DS_ f(x).

a——-a—

Diferentemente das derivadas de Riemann-Liouville, a unido
das Proposic¢oes 5.10 e 5.11 nao forma um Teorema Fundamental do
Célculo Fracionario para os operadores de Caputo, visto que o resul-
tado da composicao Z +CD3 . f(x) nao é necessariamente a prépria
fungao f(z). Em seguida, apresentam-se alguns exemplos de aplicacao

das derivadas de Caputo em fungoes reais.

Exemplo 5.5 (Funcéo constante). Seja f(z) = ¢, com ¢ € R. As de-

rivadas de Caputo da fungdo f(x) de ordem o > 0 serdo, via Teorema
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5.8,

“Dy, f(z) = “Dgye
_ 1 D f(t) .
~Th—a) / w—po-nrdt=0

°DE_f(z) = “Dic
CC] R

I'n—a) (t —g)o—n+l™"

Desta forma, conclui-se que as derivadas de Caputo de uma funcdo

constante sao nulas, diferente do caso 5.4 em Riemann-Liouville.

Exemplo 5.6 (Funcédo linear). Considere a fungio f(xr) = = com
a € R. A derivada de ordem o = %, usando a formulacdo de Caputo,

€ tal que, para n =1,
1
“Dgf(z) =Dl

_ L
- |+ dt

T — t)ozfn+1

Exemplo 5.7 (Funcio quadratica). Considere a fun¢io f(z) = x2.

A derivada de ordem o = L

5, comn =1 ea=0, usando a derivada
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de Caputo, é

rl
°Dg, f(x) = °D, 2>

= I(f—s— [D($2)]
= IO%—&- (22)
= QIO%Jr (z)
Pelo Exemplo 4.1, tem-se que
L 4
I(%Jr(x) =23,

Portanto,

1
CD(%—JC(”?) = 2Io2+ ()

8 .
3V

exatamente como no Exemplo 5.1.

Por fim, para mostrar que nem sempre a lei dos expoentes para

as derivadas de Caputo é valida, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 5.8 (Nao-comutatividade). Seja f(z) = 7, 0= % el = %,
Usando a Definicio 5.2 para 0 < a <1 e0< B <1, tem-se que

DG, f() = "LDE, (f(x) — £(0)) = REDE, f(x).

Pelo Exemplo 5.3,

RLDZ . f(z) =

oI
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Entdo, operando primeiro TLD? f(x), tem-se que
1 1
Dy, (“Dg (@) = “Df, (D ()
= Dy, (9(x))

= RLDE, (g(z) — g(0)

1
= RLD§+0

Por outro lado,

!

Q
>
1

,;
~
—
&

D f(x) =

|
-
h
S
+>l>
=

8
~—

[
~
~—
=

Fazendo a substituicio t = xt, os limites de integracdo sdo t = 0

quandot =0 et =1 quando t = x. Assim,

1 nes
cpiat = Lop [ Ly
I'(3) Jo (z—at)1
1 nel
= 11 / (t)i s D(z2 17 H)di
L(3)Jo (1-1%)1
1t @) _
_ / O piatai
[(3)Jo (1—1%)%

—~
|

| |~—
Nl

Sl

Il
5
| W =
N
—
N
—
—
—
|
~
~
I
5
e
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Logo, a comutatividade neste caso ndo € vdlida, jd que
RL RL RLpya+
Dg+ ( Dngf(x)) a Dg+ﬂ (7).

Desta forma, finaliza-se o estudo sobre os operadores de deriva-
¢ao de ordem nao inteira e os dois capitulos seguintes abordam uma

aplicacao de calculo fracionario.
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6 TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Cunhada pelo matemdtico Pierre-Simon Laplace (1749-1827),
a transformada de Laplace é uma transformada integral que gera uma
fungdo na varidvel de frequéncia s a partir de uma funcao na varidvel
de tempo t. Em geral, ela reduz a complexidade dos processos de
analise do comportamento do sistema ao transformar uma equacao

diferencial em uma equagao algébrica.

6.1 TRANSFORMADAS DE LAPLACE DE ORDEM INTEIRA

Em seguida, apresenta-se a definicdo de transformada de La-

place e algumas propriedades elementares.

Defini¢ao 6.1 (Transformada de Laplace). Seja f :[0,00) = R. A
transformada de Laplace da funcio f(t) € a fungio Z[f(t)] : D(F) C
R — R dada por

210l = [ e (20)
em que
D(F) = {s € R; a integral imprépria em (20) existe e € finita} .
Observagao. Usa-se também a notagio F(s) para ZL[f(t)](s).

Observagao. Note que a transformada de Laplace é um operador
linear no sentido que se ZL[f(t)] e L[g(t)] existem em s e B é uma

constante real, entdo ZL[f(t) + Bg(t)] também existe em s e tem-se a

relagio Z[f(t) + Bg(t)] = Z[f(D)] + BL]g(¢)].

Observacao. Seja f : [0,00) = R uma fungio continua. Suponha
que existam constantes reais K, a e M, com K e M ndao negativas e
tais que

|f(1)] < Ke, ¥t > M.



Capitulo 6. Transformadas de Laplace 71

Entdo, Z[f(t)] existe, para todo s > a.

E possivel estabelecer a transformada de Laplace para derivadas,

como disposto no teorema a seguir.

Teorema 6.1 (Derivadas de ordem 1). Seja f : [0,00) — R de classe
C'. Suponha que existam constantes reais K, a e M, com K e M ndo
negativas e tais que | f(t)| < Ke®, Yt > M. Entdo a transformada de
Laplace da derivada da fungio f(t) existe para todo s > a e é dada

pela expressao
Z[Df(B)(s) = sZ[f(t))(s) = f(0), (21)
em que s € o parametro da transformada.

Demonstracio. Como f é de classe C1, tanto f(t) quanto Df(t) sdo
continuas. Entao, usando integracao por partes na Definicao 6.1 e as

propriedades de f, tem-se que

iﬁ®f@ﬂ@)=iéme‘“9f@ﬁﬁ

= [y

_w—/wﬂwvwr%ﬂ
=0 0

+s f(t)e stdt
0).

—f(0) |
= sZ[f(t)l(s) — /(

Portanto, obtém-se o resultado desejado.
|

Pode-se estender o Teorema 6.1 para uma ordem qualquer in-

teira positiva, como feito a seguir.

Teorema 6.2 (Derivadas de ordem n). Seja f : [0,00) — R de classe

C™. Suponha que existam constantes reais K, a e M, com K e M ndo
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negativas e tais que |Dif(t)| < Ke Vt>Mei=0,1,2,...,n— 1.
Entdo, a transformada de Laplace da derivada de ordem n da funcdo

f(t) existe para todo s > a e é dada pela expressio

n—1
Z[D"f(1)](s) = s"ZL[f(D)](s) = Y s" " DFf(0),
k=0
em que s € o parametro da transformada.

Demonstragao. Basta aplicar a igualdade (21) n vezes para as deriva-
das e concluir o resultado.
|

De modo semelhante, é possivel estabelecer a transformada de

Laplace para integrais, como posto abaixo.

Teorema 6.3 (Integrais de ordem 1). Sejam f : [0,00) = R uma
fungdo continua. Suponha que existam constantes reais K e a, com
K ndo negativa, a nio nula e tais que |f(t)] < Ke®, ¥Vt > 0. Entdo
a transformada de Laplace g(t) = fot f(r)dr existe para todo s > a e

é dada pela expressdo

t
1
2| [ 1war] o = L2010
Demonstragao. Note que Dyg(t) = f(t) e que
‘ ¢ K t K at
o0 < [ 1frar < [ Kemar =T e 1) < et
Entao, usando o Teorema 6.1, tem-se que
Z[Dg(t)](s) = sLg(t)](s) — 9(0).
Como ¢(0) = 0, obtém-se

Z[Dy(1)](s) = s-Z[g(1)](s).
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Portanto,

|| t e (6) = 2]

Assim como a transformada de Laplace existe para derivadas e
integrais de ordem inteira, também existe para os casos fracionarios,

como estruturado nas segoes a seguir.

6.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE DA INTEGRAL DE ORDEM
NAO INTEIRA

Para obter as transformadas de Laplace dos operadores fracio-
narios, serd necessario o emprego de uma férmula em que é possivel
escrever uma transformada de uma integral, cujo integrando é o pro-
duto de duas fungbes, em termos da transformada das fungdes do
integrando. Para isto, utiliza-se o conceito de convolucdo, denotado

por %, € Como Vvé-se a seguir.

Definicao 6.2 (Integrais de convolucao). Sejam f : [0,00) — R e
g :]0,00) = R fungdes continuas. A integral de convolugio de f e g,

denotada por f g, € definida por

(f*g)(t) = / £t - 1)g(r)dr.

Além disso, é possivel obter o produto de convolugdao, como

feito no teorema que segue.
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Teorema 6.4 (Produto de convolugdo). Sejam f : [0,00) — R e
g : [0,00) = R fungdes continuas. Se existirem as transformadas
Zf®)](s) e Lg®)](s) em s, entio L [(f *g)(t)] (s) também existe

em s e tem-se a sequinte formula:

Z(f*9)B)] (s) = Z[f([D)](s) - L]g(D)](5)-

Demonstracdo. Note que

LF)(5) = / T et (o)

Llg(t)](s) = / T ey (r)dr.

Entao

LU0 L)) = [ e [ ey

0
Como as integrais ndo dependem simultaneamente das varidveis de

integracao, é possivel escrevé-las como uma integral iterada, ou seja,

LU0 L)) = [ e ot [ I e-sﬁf@)df] ar

= /0 e [ /0 ) e—“f*”f(s)ds] dr.

Fazendo a substituicao & =t —7, tem-se d§¢ = dt, t — 7 quando & — 0
et — oo quando £ — 0o. Assim,

LU®)(s) - Lo®)](s) = / ) [ / Y et — ryat] ar.

Invertendo a ordem de integracao, obtém-se

201 Zla0](s) = [ T [ NG Pg(r)dr | di

- / e (f % g)()dt
= Z((f*9)(D)](s).
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Observacgao. O produto de convolug¢ao recupera algumas propriedades
da multiplicagcdo usual, como a comutatividade, a distributividade, a
associatividade e o elemento neutro da adicao, posto como a funcao
identicamente nula, mas falha em outras propriedades, como € o caso
de (fx1)(t) # f(t) e que f* f pode ser negativa, como pode ser visto

na referéncia [6].

Com esta ferramenta em maos, pode-se obter a transformada

de Laplace para os operadores fracionarios.

Teorema 6.5 (Integrais de ordem «). Sejam f : R — R continua
e a € Ry. Se existir a transformada Z[f(t)](s) em s > 0, entdo
a transformada de Laplace da integral de Riemann-Liouville Zg, f(t)

também existe em s e € dada pela expressdo

L5 fFB)](s) = s~ L[F([D)(s)-

Demonstracio. Pela Definicao 4.3, a integral de Riemann-Liouville
pode ser escrita como
t a—1
« (t _ T)
Io+f(t) = / W f(T) dT, Vt > 0.

0

E, tomando a transformada de Laplace dessa integral, tem-se

¢ (t—7)o 1t

Fy— /() d7| o)

2510l =2 | [

I(a)

Considerando ¢(t) = e f(t), note que

tig )1
(g% F)(t) = / “F(a))fm dr = I3, (1),

Desta forma, Z[Zg, f(t)](s) = ZL[(g* f)(t)](s).
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Agora, pelo Teorema 6.4, pode-se fazer
LIy, fD)I(s) = ZLg(D)](s)ZL[f(1)](s)

:gﬁZH@zmmw

_ 2l () e
= @) LUOIE))

_ZIO)6) o,

a=1(s).

Pela Definicdo 6.1 aplicada em .Z[t*~1], tem-se que

233 01 = ZLOE [T eeiae,

Fazendo a mudanca de varidvel & = st, tem-se dt = s~'d¢ e os limites

de integracdo permanecem inalterados. Assim,

%) a—1
215,10l = LU [T e (£)7 e
— M = e—ﬁ a—ls—l—a+1
= T A ¢ dg
O [ e
- () A &

Pela estrutura da funcdo gama na Defini¢ao 3.2, conclui-se que

L5 fB)](s) = s~ ZL[f([D)](s)-
|

Observagao. Note que a transformada de Laplace foi definida apenas
no intervalo [0,00) na defini¢io 6.1. Sendo assim, neste trabalho, as
transformadas de Laplace dos operadores fraciondrios serdo definidas
e demonstradas apenas para 0$ casos 4 esquerda, ou Seja, GPENAS PATa
I8y, °Dgy e DG,
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6.3 TRANSFORMADA DE LAPLACE DA DERIVADA DE ORDEM
NAO INTEIRA

As transformadas de Laplace para os operadores diferenciais
de ordem fracionaria de Caputo e de Riemann-Liouville sdo distintas.

Sendo assim, serdo descritos nas duas segoes que seguem.

6.3.1 Transformada de Laplace das derivadas de Caputo

Teorema 6.6. Sejam a € Ry com a ¢ Ny, ne Ny tal quen—1<
a<nef:R—=Rdeclasse C™. Suponha que existam constantes
reais K e a, com K ndo negativa e tais que ’sz(t)’ < Ke™ Vt>0e
1=0,1,2,...,n—1. Entdo, a transformada de Laplace da derivada de
Caputo $[0D3+f(t)] existe para todo s > a e € dada pela expressao

n—1

Z19Dg, f(1)](s) = s“ZL[f(B)](s) = Y _ s*FIDFF0),  (22)

k=0
em que s € o parametro da transformada.

Demonstragio. Pelo Teorema 5.8, tem-se que
LD f(D)](s) = LITg7 D" f(1)](s)-
Com g(t) = D" f(t), pode-se fazer
LD, f()](s) = LTgy “9()](s)-

Agora considerando as transformadas de Laplace das integrais de

Riemann-Liouville do Teorema 6.5, tem-se que
_ ZLlg(®)](s
20 () = L)

Sn—a
e, usando a transformada de Laplace da derivada de ordem n dada
pelo Teorema 6.2, obtém-se

n—1

ZgD](s) = s"LIf(D)])(s) = D s" D f(0).

k=0
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Logo,

LD FON6) = s (s"«i”[f(t)}(s) -y s""“‘lD’“f(0)>

k=0
— s Z[f(D))(s) — 3 s*F DR F(0).
k=0

H4 dois casos particulares interessantes para as aplicacdes em
Equacgoes Diferenciais Fracionérias, dispostos nas observagoes imedia-

tas.

Observagao. Quando 0 < o <1, tem-se que
ZLI°Dg fF(D](s) = s*Z[F(B)](s) — 571 f(0).
Observagao. Quando 1 < o < 2, tem-se que

LIODG f(D)(s) = s“Z[f()](5) — s*71F(0) = s**Df(0).  (23)

6.3.2 Transformada de Laplace das derivadas de Riemann-Liouville

Teorema 6.7. Sejam oo € Ry com a ¢ No, n € Ny tal quen —1<
a<nef:R—Rdeclasse C". Suponha que existam constantes
reais K e a, com K ndo negativa e tais que |le(t)| < Ke™, YVt >0
e1=0,1,2,...,n— 1. Entdo, a transformada de Laplace da derivada
de Riemann-Liouwville Z[RFDg, f(t)] existe para todo s > a e é dada
pela expressdo

n—1

ZIMDGf(D](s) = s*Z[f(D](s) = Y _ 8" FTIDIFf(0), (24)

k=0

em que s € o parametro da transformada.
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Demonstragio. Pela Defini¢do 5.1, tem-se que
ZLIMDR, f())(s) = L [D"Tg f(1)](s) = LD g(1)](s),

com g(t) = Ly “ f(t). Agora, considerando as transformadas de La-
place das derivadas de ordem n da funcdo ¢(t) dada pelo Teorema 6.2,
tem-se que

n—1

Z[D g(t))(s) = s"LIg(t)](s) = Y _ 5"~ DFg(0).

k=0

E considerando o resultado do Teorema 6.5,

ZLgD)(s) = LT f(DI(s) = s* " Zf(D)](s)-

Logo,

n—1

LIMEDGF(1)](s) = s*ZLf(D)](s) = Y s" 1 DEg(0)

1T
|
= o

=s"Z[f()](s) = Y s" T TIDMIIf(0).
k=0

Perceba que, enquanto a transformada de Laplace das derivadas
de Caputo dada por (22) contém apenas derivadas de ordem inteira
de f, a transformada de Laplace das derivadas de Riemann-Liouville
dada por (24) contém derivadas de ordem inteira de integrais de ordem
nao inteira de f. Esta é uma das justificativas pelo qual muitas das
aplicagoes usam a formulagdo de Caputo, ja que as derivadas de ordem
inteira de f sdo mais simples de tratar do que as derivadas de ordem
inteira de integrais de ordem nao inteira de f, além de possuirem
interpretacoes mais facilmente reconhecidas na aplicagao.

No capitulo seguinte, apresenta-se uma utilizacdo de derivadas

fracionarias no problema do oscilador harménico. No entanto, antes
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disto, precisa-se estabelecer o conceito de transformada de Laplace

inversa, tratado na préxima secao.

6.4 TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA

Inicia-se com o seguinte resultado auxiliar:

Lema 6.8. Seja h:[0,1] - R continua. Suponha que
1
/ u"h(u)du =0, Vn e N,.
0

Entao,

h(t) =0, VO <t <1.

Demonstrag¢io. A demonstracio deste lema pode ser encontrada em
[21].
|

Proposicao 6.9. Seja f : [0,00) = R continua. Suponha que existam

constantes reais K e a, com K nao negativa e tais que
F(B)] < Ke, >0,

Suponha que

Entao,

f)y=0, Yt>o0.

Demonstracao. Fixe sg > a. Entdo, para n natural e s = sg +n + 1,

fazendo a mudanca de varidvel u = ™! na transformada Z[f(¢)](s),
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obtém-se

0=2[f()](s)
= /00 f(t)e e sotetat
0

= /0 f(=In(uw)u"u’°du. (25)

Seja h : [0,1] — R dada por h(u) = f(—=In(u))u®® se 0 < u <1e
h(0) = 0. Desde que f é continua, entdo h é obviamente continua em
(0,1]. Também, desde que sy > a, pelas propriedades de f e fazendo

novamente u = e~, tem-se

lim h(u)

u—0~t

lim e %0 f(¢)

t—o0

< 1 —sot
< lim ()

< lim e %0t Ke
t—o00

= K lim e(@=%0)t
t—o0

=0.

Portanto lim,_,o+ h(u) = 0 = h(0). Logo, h é continua em [0, 1]. Pela

arbitrariedade de n, e usando (25), obtém-se
1
/ u"h(u)du =0, Vn e N .
0

Usando o Lema 6.8, tem-se que h(u) = 0, Yu € [0, 1]. Pela relacao
dada acima entre u e f, tem-se que f(t) =0, Vt > 0.
|

Teorema 6.10. Sejam f : [0,00) = R e g: [0,00) = R continuas.

Suponha que existam constantes reais K, K', a e a’, com K e K' nao
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negativas e tais que |f(t)] < Ke®, ¥t >0 e |g(t)| < K'e®*, ¥Vt > 0.
Suponha que

Z[fD(s) = ZL[g()](s), Vs > max{a,a’}.

Entao,
f@t)=g(), vt >0.

Demonstragdo. Basta aplicar a Proposi¢do 6.9 em f — g.
|

Observagao. Pelo teorema acima tem-se que .2 : D(L) — Z (R, R)

é um operador injetor, em que
D(¥) = {f :[0,00) = R; f € continua tal que existem
constantes reais K e a, com K ndo negativa

e tal que |f(t)| < Ke™, Vit > O}

Z (R, R) = {F : D(F) C R—>R}.

Estabelecidas as proposig¢oes necessarias, torna-se possivel abor-

dar a transformada de Laplace inversa.

Observagao. A transformada inversa de £ estd definida nos sequin-

tes conjuntos:
L1 ZID(L)) c ZR,R) = D(L).

Como a transformada de Laplace inversa serd usada apenas
na resolugdo do problema do oscilador harmoénico com derivada de
segunda ordem, ndo serdo feitas defini¢goes mais gerais. Sendo assim,

considere o exemplo especifico abaixo e a proposi¢do que segue.
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Exemplo 6.1. Usando integrac¢io por partes, tem-se que

s
s2 4 a2

Zcos(at)](s) =

para s > 0. Portanto,

7! [s] (t) = cos(at)

52 + g2

A proxima proposicao serd utilizada na resolucao do oscilador
harménico com derivada fraciondria. Para isto, antes observe que,
escrevendo cos(at) em sua série de poténcia, seguindo a referéncia

[13], tem-se que

X 1\n a 2n
cos(at) = Z (=1)"(at)™

= (2n)!
e, entao,
|8 N (D (at)*
z LQ + az} (t) = Z (2n)!
n=0
para s > 0.

A proposigio a seguir faz uma generalizacio dessa transformada

inversa para uma ordem c.

Proposigcao 6.11. Paral < a <2 ea >0, tem-se que

o S0471 oo —1)"(qt)e"
Z [ }(t):T;J(F(o)m(—&-)l) ! (26)

para s > 0.

Demonstrag¢io. A demonstragdo desta proposi¢do envolve integrais
em varidaveis complexas e séries geométricas, o que foge do escopo
deste trabalho. Ela pode ser encontrada na pagina 112 em [1] e, para
mais detalhes, veja as referéncias [22] e [23].

|
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Observacado. A série dada em (26) pertence d classe de fungies
denominadas funcées de Mittag-Leffler e que costumam aparecer no
tratamento de equacdes diferenciais fraciondrias. Para mais detalhes,
veja [1] ou [24]. Ademais, pode-se definir a funcio de Mittag-Leffler

de dois pardametros por E, g, em que

Buste) = 3 et 27)

Agora, em posse desses resultados, é possivel resolver o pro-
blema do oscilador harmonico e generalizéd-lo para uma equagao dife-

rencial fraciondria, como serd feito no capitulo seguinte.
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7 OSCILADOR HARMONICO

E de interesse pratico a descricdo de fendmenos naturais e hu-
manos através de sistemas de equagoes, podendo ser estas algébricas,
a diferencas, diferenciais, etc. Chama-se esta area de conhecimento
de modelagem matemaética. Além de auxiliar no melhor entendimento
de eventos, estas equagoes induzem predi¢oes que facilitam o controle
do homem sobre o ambiente que o cerca (veja [25]). Chamam-se de
diferenciais o caso em que estes sistemas sao descritos por variagoes
instantaneas, isto é, através de elementos diferenciais.

O Movimento Harmonico é um movimento periddico que ocorre
exclusivamente em sistemas conservativos, isto €, em que ha uma forca
restauradora atuante no corpo fazendo com que ele volte a sua posicéo
de equilibrio. Em particular, sera estudado neste capitulo um modelo
muito utilizado na drea da fisica, chamado de Oscilador Harmonico

em sua forma simples e fracionria.

7.1 OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

O oscilador harmonico é o modelo empregado para descrever o
movimento retilineo de um objeto que sofre uma forga de atracdo a
um ponto de equilibrio e com magnitude igual a um multiplo k& > 0
da sua distancia a este mesmo ponto. O fisico inglés Robert Hooke
[26] observou este comportamento ao tentar descrever o movimento
de um determinado objeto preso por uma mola, como enunciou na lei

que carrega seu nome.

Lei de Hooke. A magnitude da forca eldstica F em um sistema
massa-mola € diretamente proporcional a deformacio Ax = x© — xg,

em que xg € a posicio de equilibrio do sistema.

O principio fundamental da dindmica também é importante
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para a modelagem deste problema e esta enunciado a seguir.

Principio Fundamental da Dindmica (Segunda Lei de Newton).
A forca resultante F que atua sobre um corpo € igual ao produto de

sua massa m pela aceleragdo a: F = ma.

O sistema massa-mola serd estudado na se¢io seguinte.

7.1.1 Sistema massa-mola

Considere um objeto de massa m preso por uma mola na posicao
vertical, e esta presa no teto como descrito na Figura 4 (a). Estabe-
lecendo um sistema de coordenadas na vertical, de forma que 0 é a
localizacao do objeto quando o sistema estd em repouso, considera-se
o sistema livre de atrito.

Seja x(t) a posigdo do objeto no tempo ¢. Entao, pelo Principio
Fundamental da Dindmica e pela Lei de Hooke, a forca do sistema no
tempo t é —kx(t), para alguma constante eldstica k que depende das
propriedades da mola. Portanto, tem-se a seguinte equacao diferencial

linear de segunda ordem com coeficientes constantes:
mD?x(t) = —kx(t). (28)

Perceba que o sentido da forca é sempre em direcdo ao ponto de
equilibrio que, neste caso, é a origem. A Figura 4 representa algumas

posigoes possiveis.
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8

Equilibrio  : Esticada : Comprimida

Figura 4 — Posig¢oes do sistema massa-mola.

Fonte: Autora da obra.

Considerando w? = %, a equagdo (28) pode ser reescrita como
D2x(t) + w?x(t) = 0. (29)

Para esta equacao, considera-se as condic¢ées iniciais
z(0) =z9 e Dx(0) =0, (30)

em que xq representa a posi¢do do objeto no tempo inicial e Dz(0) = 0
revela que a velocidade do objeto no tempo inicial é nula. Aplicando
a transformada de Laplace para derivada de ordem inteira em (29),

usando Teorema 6.2 e as condicoes iniciais (30), tem-se que

S

2 2 _ _
$°F(s) — sxo+w F(s)—0:>F(s)—52+7w2

Zo,

em que F(s) é a transformada de Laplace da fungdo z(t) e s é pa-
rdmetro da transformada. Agora, aplicando a transformada inversa

de Laplace, via Exemplo 6.1, e considerando (27), conclui-se que a
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solucdo z(t) é da forma

x(t) = zo cos(wt)
_ 0 (—1)”(0Jt)2n
B 7; (2n)!
= $0E2,1(—(u}t)2). (31)

7.2 OSCILADOR HARMONICO FRACIONARIO

A fim de comparar a modelagem de ordem inteira com a de
ordem fracionaria, considera-se a versao fracionaria da equacéao diferen-
cial ordinaria associada ao problema do oscilador harmonico simples

(29) dada da seguinte forma:
D%x(t) + wx(t) =0, (32)

com 1 < o <2 e tendo as mesmas condigdes iniciais dadas em (30).
Sera utilizada a definicdo da derivada fracionaria de Caputo

Dy ‘. Neste caso, aplicando a transforma de Laplace a equagao (32),

usando a propriedade (23) e as condigdes iniciais de (30), obtém-se

que

L19Dg, x(t) + wa(t)](s) = 0
= s*F(s) — s tz(0) + w*F(s) = 0

)

em que F(s) é a transformada de Laplace de x(t) e s é o pardmetro

da transformada. Logo, tem-se que

Safl

F(s) = ——xo.

S 4w

Agora, aplicando a transformada inversa de Laplace via Proposi¢cao
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6.11 e considerando (27), conclui-se que a solugdo z(t) é da forma

_ N (EDMwt)
@) = ffonz::O I'lan+1)

= moEa,l(—(wt)O‘). (33)

Note que (33) generaliza (31) e o caso do oscilador harmoénico simples
é recuperado com o = 2.

O gréfico da Figura 5 representa a solugdo (33) da equagao
do oscilador harmonico fracionario para alguns valores diferentes da

ordem « da derivada e considerou-se a condicdo inicial x¢g = 1.

o =2 :

a=1095:
—a=18 :
—a=1.65

Figura 5 — Gréfico de x(t) com variacdo de «

Fonte: Autora da obra

A partir do grafico das solugbes com diferentes valores de «, fica
indicado que, para valores de oz menores que 2, o sistema fracionario
se comporta de forma parecida com o sistema amortecido, mesmo que
o atrito tenha sido desconsiderado no caso fraciondrio (veja [22]). Por-
tanto, conclui-se que a modelagem usando os operadores fracionarios
pode, em certas situagoes, oferecer uma descricdo mais aprimorada

do fendmeno em comparagao com o uso de operadores ordinarios.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho buscou compreender os aspectos do calculo de
ordem ndo inteira para validar algumas das propriedades advindas
do céalculo de ordem inteira, a partir de uma pesquisa bibliogréafica
qualitativa.

O objetivo geral era generalizar os conceitos das derivadas e
integrais do cédlculo de ordem inteira para uma ordem nao inteira.
Para que se tornasse possivel essa generalizagao, foi necessario estudar
previamente as funcoes gama e beta e o calculo integral. Levando em
consideracdo as defini¢Ges e proposi¢oes presentes neste trabalho, é
plausivel afirmar que os objetivos gerais e especificos foram cumpridos.

Apés o primeiro capitulo de introducgdo, o segundo capitulo
situou o contexto histérico das origens dos dois calculos e o Capitulo 3
identificou e definiu os conceitos preliminares necessarios. Os Capitulos
4 e 5 definiram e analisaram integrais e derivadas fraciondrias, bem
como expuseram exemplos envolvendo algumas fungodes reais. Ja o
Capitulo 6 expandiu os conceitos de transformadas de Laplace e o
Capitulo 7 descreveu a modelagem e aplicacao de derivadas e integrais
fracionarias no oscilador harmoénico. Por fim, este tltimo capitulo
conclui o trabalho.

Com todos os capitulos visiveis, é seguro concluir que a utiliza-
¢ao do célculo fracionario para generalizar a classica teoria do calculo
de ordem inteira possui impacto na precisao da descri¢ao e solugao
de problemas. Este fato pode ser observado na solugao do oscilador
harménico fracionério.

Em relagdo aos trabalhos futuros, ha outras formulagées inte-
ressantes e muito o que explorar nas aplicagoes de cédlculo fracionario,
como em equagoes de difusdo, em problemas de viscoelasticidade, ou

ainda, em Controladores Proporcionais Integrais Derivativos.
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