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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo discorrer sobre os elementos primos
e os elementos irredutiveis de um anel de inteiros médulo n. Para
isto, inicialmente discutiremos sobre os aspectos da teoria de anéis
que sdo necessarios para o estudo de tais contetidos. Em seguida,
demonstraremos as caracterizagdes de cada elemento em um anel Z,,
arbitrario. Posteriormente, serd provado como calcular a quantidade
dos elementos cuja caracterizacao foi realizada.

Palavras-chave: Anéis dos inteiros moédulo n. Elementos Primos.
Elementos Irredutiveis.






ABSTRACT

This work aims to discuss the prime elements and the irreducible
elements of a ring of integers modulo n. For this, we will initially
discuss aspects of ring theory that are necessary for the study of such
contents. Then, we will demonstrate the characterizations of each
element in an arbitrary Z, ring. Subsequently, it will be proved how
to calculate the amount of the elements whose characterization was
performed.

Keywords: Ring of integers modulo n. Prime Elements. Irreducible
Elements.
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1 INTRODUCAO

A dlgebra é um dos ramos da matematica cujo objetivo é estudar
operagoes, equagdes, polindmios e estruturas algébricas. Nesta area,
sao elaboradas regras relativamente simples e estudamos os objetos
que as satisfazem, como por exemplo, o caso dos anéis.

Neste trabalho, o leitor podera se entreter com elementos pri-
mos e elementos irredutiveis de um anel, e em particular, de um anel
Zy,. Serd esmiucado o artigo cientifico [1], identificando e demons-
trando os resultados necessarios para compreensao das demonstragdes
propostas pelos autores quanto a caracterizacdo de elementos primos
e de elementos irredutiveis de um anel Z,, qualquer. Além disso, tam-
bém demonstraremos com riqueza de detalhes cada teorema proposto
no artigo, que sao basicamente trés: a caracterizacao dos elementos
primos de Z,; a determinacdo dos elementos irredutiveis de Z,; e
uma forma de efetuar a contagem dos conjuntos descritos nos dois
primeiros teoremas.

O segundo capitulo é dedicado exclusivamente para conceitos
iniciais e conceitos necessarios para a compreensao dos principais teore-
mas do trabalho, os quais estao localizados no terceiro capitulo. Todas
as proposigdes necessarias para realizar as demonstragdes do Capitulo
3 encontram-se no Capitulo 2, e justamente para a melhor compre-
ensao deste capitulo que serdo abordados os temas: divisibilidade,
méximo divisor comum (MDC), equagoes diofantinas, relagdo, con-
junto quociente, congruéncia moédulo n, classe de congruéncia, anéis,
suas propriedades, subanéis, ideais e anel quociente.

No Capitulo 3, serao abordados os contetdos principais do
trabalho: elementos primos e elementos irredutiveis de um anel de
inteiros médulo n, e foi inteiramente baseado em [1]. No Capitulo 4

serdo apresentadas as consideracoes finais do trabalho.
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Para melhor entendimento deste trabalho, estamos conside-
rando que o leitor tenha conhecimento prévio sobre as técnicas de
demonstragao por reducao ao absurdo e demonstragao por indugao,
além de conhecer e saber como operar com nimeros inteiros, temas
para os quais a autora indica a leitura das referéncias pagina 52 de

[2], se¢do 0.1 de [3], capitulo 2 de [4], respectivamente.
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2 CONCEITOS INICIAIS

Este capitulo busca abordar os conceitos necessarios para o
entendimento dos elementos primos e dos elementos irredutiveis dos
anéis Z, abordados no Capitulo 3 deste trabalho.

Assim, iniciaremos com a definicdo de alguns conceitos tais
quais divisibilidade, méximo divisor comum e relacao, além de re-
sultados importantes referentes a estes temas. Aqui também serdo
abordados temas relacionados aos anéis, em particular, aos anéis Z,.

De forma geral, os resultados que serdo demonstrados neste
capitulo serao utilizados ou nos teoremas do Capitulo 3, ou a titulo

de curiosidade para o leitor.

2.1 DIVISIBILIDADE

Definig¢ao 2.1. Dados n,a € Z, dizemos que n divide a ou que n é

um divisor de a ou ainda que a é um multiplo de n e escrevemos
n | a,
se existir b € Z com a = nb. Caso n ndo divida a, escrevemos n { a.

Exemplo 2.1.1. Veja que 5 | 15, pois 15 = 5 - 3. Entretanto, 15t 5,
pois nao existe um outro nimero inteiro que multiplicado por 15

resulte em 5.
Para demonstrarmos uma igualdade de dois niimeros a = b,
temos que demonstrar que a | b e também que b | a, e vice e versa.

Utilizaremos amplamente esta proposi¢ao ao longo deste trabalho.

Proposicao 2.1. Seja a, b€ Z. Sea|beb]|a, entio a = +b.
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Demonstragdo. Por hipétese, a | b, ou seja, existe x € Z tal que b = ax.

E também, b | a <= a = by,y € Z. Dali, substituindo,

a = (azx)y = a(zy).

Portanto, zy = 1, e isso s6 é possivel no conjunto dos inteiros caso
r=y=1ouz=y=—1. Assim, como a = by, temos que a = b ou
a=—b. |

Tanto a Proposicao 2.2 quanto a Proposigao 2.3 serdo utilizadas

na demonstracdo do Teorema 3.2 na Secdo 3.1.
Proposicao 2.2. Sejam a,b€ Z. Sea|b ek €Z, entdoa-k|b-k.

Demonstragio. Por hipétese, temos a | b, ou seja, b = ax com z € Z.
Veja que, ao multiplicar a igualdade por k, teremos bk = axk, ou seja,
bk = (ak)x. [

Exemplo 2.1.2. Sejam a = 6, b = 18 e k = 7, entdo veja que
6-7]18-7. O que de fato ocorre, pois 18 - 7= (6-7) - 3.

Proposicao 2.3. Sejam p,b,c€Z. Sep|bep|c, entéiop-p|b-c.

Demonstragao. Por hipétese, p | b, ou seja, b = pr com = € Z. Além
disso, p | ¢, ou seja, ¢ = py em que y € Z. Dai, multiplicando a
primeira igualdade pela segunda, obtemos bc = px - py = pp(xy), ou

seja, pp | be. |

Exemplo 2.1.3. Sejam p =2, b =6 ¢ ¢ =38. Veja que 2 | 6 e que
218, eainda, que 2-2 | 6-8, pois 6-8=(2-2)-12.

A proposicao a seguir indica que se um nimero divide dois
nimeros inteiros a, b, entao ele dividird qualquer combinagao linear

destes ntimeros.
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Proposicdo 2.4. EmZ, sed|a ed|b, entio d | ax + by.

Demonstragao. Como por hipétese, d | a e d | b, temos pela definigdo
de divisibilidade que existem r,s € Z tais que a = dr e b = ds. E
ainda, multiplicando a primeira igualdade por = e a segunda por y,

obtemos ax = drz e by = dsy. Somando-as,

ax + by = drx + dsy = d(rx + sy).
Dai, obtivemos az+by como um multiplo de d. Ou seja, d | ax+by. W
Exemplo 2.1.4. Sejam d =5,a=15e b=10. Notequea=5-3 ¢
b=5-2.
Dai, perceba que se a for multiplicado por um ntmero = e b por y,

teremos ax =5-3-x e by =5-2-y. Somando as ultimas igualdades,

e colocando os fatores em evidéncia, obtemos

axr+by=5-3-24+5-2-y=53-x+2-y).
Veja que 5 | ax + by, ou seja, d | ax + by.

Ja a proposicdo a seguir mostra que se um inteiro ¢ nao divide
outro inteiro b, e outro inteiro p o divide, entdo o produto entre p e ¢

nao dividird b.
Proposicao 2.5. Sejam a,b,n € Z. Se a | n ebtn, entdo ab{n.

Demonstragao. Suponha por absurdo que ab | n. Dai, temos que existe

x € Z tal que

n = xzab = (xa)b,

ou seja n é um multiplo de b, ou ainda, b | n. Absurdo, pois por
hipétese, bt n. [ |

Exemplo 2.1.5. Veja que 2 | 10 e 31 10. E ainda, 2-3 = 61 10.
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2.2 MAXIMO DIVISOR COMUM (MDC)

Vale relembrar que todo nimero natural possui divisores, e
que o menor divisor positivo de um ntmero serd sempre o nimero
1, enquanto o maior divisor de um nimero sempre serd o préprio

numero.
Definigao 2.2. Sejam a,b € Z nao simultaneamente nulos. Teremos
d = mdc(a,b) >0
se
o dla;
o d|b;
e Seclaec]b,entdo c|d.

Como consequéncia da definicdo anterior, o méaximo divisor
comum entre dois nimeros é o maior niimero natural que divide ambos,
ou seja, ¢ o maior de seus divisores.

E ainda, quando mdc(a,b) = 1, dizemos que a e b sdo coprimos,
relativamente primos ou primos entre si.

A partir de agora, serdo apresentadas as proposi¢oes necessarias
para demonstrar o Lema 3.1, o Teorema 3.2 e o Teorema 3.4. A
proposi¢do a seguir nos aponta como lidar com o MDC entre dois

ntmeros que tenham um fator em comum nas suas fatoragoes.
Proposigao 2.6. Sejam a,b,n € Z*. Entao,
mdc(na, nb) = |n| - mde(a, b).

Demonstragdo. Seja d = mdc(a, b). Pela definigdo de méximo divisor

comum, temos
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o d|a;
o d|b;
e secl|laec|b, entdo c|d.

Pela definicao de divisibilidade, temos que a = de e b = df, em
que d, f € Z. Multiplicando cada igualdade por n, temos que na =
n(de) = (nd)e e nb = n(df) = (nd) f. Logo, novamente pela defini¢ao
de divisibilidade,

nd | na

nd | nb.

Seja k = mdc(na, nb). Novamente pela definigio de méximo divisor

comum,
o k| ng
o k| nb;
e se h|naeh|nb, entdo h | k.

Contudo, sabemos que nd | na e nd | nb, portanto pelo terceiro item
anterior (basta tomar h = nd), nd | k*. Agora, veja que n | nd, assim,
n devera dividir também k, ou seja, existe i € Z tal que k = ni. E,
como nd | k, entéo d | i.

Entretanto, como k = ni e k = mdc(na, nb), entdo sabemos que k | na
e k | nb. Assim, considerando a primeira igualdade e as ltimas duas
relagoes, i deve dividir tanto a quanto b, ou seja, i | a e i | b. E,
como definimos d = mdc(a, b), deveremos ter i | d pelo terceiro item

de sua definicdo (basta tomar ¢ = 7). Porém, se temos i | d e d | i,

1 Caso nd > k, entdo mdc(na,nb) = nd, que neste caso seria maior do que k,

porém isto é um absurdo, ja que k = mdc(na, nb).
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entdo |¢| = d pela Proposigao 2.1 (lembre que d ndo é negativo). Mas
como k = ni e k é positivo temos que n e i devem ter o mesmo
sinal, e visto que d também é positivo, temos que k = ni implica em
k =n|-d = |n|-mdc(a,b). Logo, mde(na,ndb) = |n| - mdc(a,b). N

Exemplo 2.2.1. Sejam n =8, a = 16 e b = 31. Note que
mdc(8-16,8-31) =mde(2-2-2-2-2-2-2,2-2-2-31)
=38.
E ainda, perceba que mdc(16,31) =1, e que
mdc(16,31) -8 =1-8 =8.

O corolario a seguir nos diz que se um numero p divide dois

inteiros a,n, entdao p também dividira o MDC entre a e n.

Corolario 2.7. Sejam a,n,p € Z*. Se mdc (a,n) = p, entdo,

Para demonstrar um dos teoremas mais importantes deste tra-
balho, que nos resulta em quantos casos devemos quebrar a demons-
tragao dos teoremas do Capitulo 3, demonstraremos os dois principios

a seguir.

Teorema 2.8 (Principio da Boa Ordem). Todo subconjunto nao vazio

de nimeros naturais possui um menor elemento.

Demonstragao. Conforme [4], suponha por absurdo que S seja um
subconjunto nao vazio do conjunto dos niimeros naturais e que nao
tenha um menor elemento. Denote por S¢ o conjunto complementar
do conjunto S,

SC=N\S={yeN:y¢S}



2.2. Mdzimo Divisor Comum (MDC) 23

Veja que se 0 € S, entdo 0 teria que ser o menor elemento de S, pois
Vz € N,z > 0, o que contradiz o fato de S nao ter um menor elemento.
Assim, 0 ¢ S, ou seja, 0 € S¢. Agora, suponha que 0,1,--- ,k € S©.
Dai, se k+ 1 € S, entdao k + 1 seria o menor elemento de S, o que é
um absurdo também. Logo, k 4+ 1 € S€, ou seja, pelo Principio da
Inducdo, S¢ =N, o que implica que S = (}, uma contradicio. Assim,

S deve ter um menor elemento. [ |

Teorema 2.9 (Principio do Menor Inteiro). Se A é um subconjunto
nao nulo de Z e A € limitado inferiormente entao A possui um menor

elemento.

Demonstragao. Conforme [4], veja que se A C N, o Teorema 2.8 ji
nos retorna que o conjunto A possui um menor elemento, tornando
esse caso um caso trivial. Dessa forma, suponha que existe um niimero

inteiro negativo m tal que m < a, Va € A. Defina o conjunto
B={a+(—m):a€ A}

Dai, como a > m, entdo B C N e, pela mesma argumentacdo do
caso trivial, possui um menor elemento. Como esse menor elemento
pertence ao conjunto B, entdo ele deve ser escrito na forma n + (—m)

e dessa forma temos que n é o menor elemento de A. |

E ainda, o teorema a seguir nos diz que todo ntimero pode ser
fatorado, ou seja, escrito em fatores, como uma multiplicagdo tnica
de primos. Ou seja, por exemplo, o numero 10 = 2 - 5, e s6 pode ser
escrito dessa forma, a menos da permutacao dos dois fatores, isto é,
10=5-2.

Teorema 2.10 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro
a > 1 pode ser representado de maneira dnica (a menos da ordem)

como um produto de fatores primos.
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Demonstraggo. Conforme [4], mostraremos a existéncia e a unicidade

da fatoracao.

1. Considere S nao vazio e que contenha todos os naturais que nao
podem ser representados como um produto de fatores primos.
Como S é formado por elementos do conjunto dos niimeros na-
turais, entdo S C N. Dai, pelo Teorema 2.8, S tem um menor
elemento, o qual chamaremos de z. Veja que z > 2, j4 que o
elemento 2 é primo, e x ndo é um primo, pois tais niimeros
admitem a fatoragdo em primos. Dal, existem y, z € N tais que
x=1y-2z Como x >y ex >z entdo ambos os elementos ndo
pertencem ao conjunto S, e por definicdo admitem alguma fato-
racdo em nimeros primos. Portanto, x também deveria admitir

fatoragdo prima, o que contraria hipdtese de x € S. Logo S = {).
2. Sejam duas fatoragdes em primos para o mesmo natural a,

9192 ---Gn = @ = P1P2 - - - Pk-

Assim, como temos

4192 - - -qn = P1P2 - - - Dk,

temos em particular que p; | q1¢2 - .. ¢». Dai, pela definigdo de

2 existe 1 <1 < ntal que p; | ¢. Dai, como ambos

nimero primo
os elementos sdo primos, temos que se um divide o outro, entao
p1 = q;. Assim, para todo j < k, existe ¢ < n tal que p; | g; e pelo
mesmo argumento anterior, p; = ¢;. Demonstraremos agora que
k = n. Para isso, suponha por absurdo que k < n. Sem perda
de generalidade, assuma que, p1 = q1,p2 = q2,...,Pr = qx. Ou

seja,

q1492 - - - qkqk+1 -+ - 4n = P1P2 - - - Pk = 4142 - - - Gk,

Sep|a-b, entdo p | a oup | b, vide mais informagdes sobre os elementos primos
no Capitulo 3.

2
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que pela propriedade do cancelamento da multiplicacdo nos na-
turais resulta em
qk+1---4n = 1a

" A

0 que consiste num absurdo, ja que cada fator “q¢” é um elemento
primo por hipétese. De modo analogo ao assumir que k > n,
temos outro absurdo. Ou seja, k = n e os conjuntos dos p; e dos

gj tém exatamente os mesmos elementos.

Portanto, pelo primeiro item temos que a fatoragdo prima existe, e

pelo segundo item, temos que a fatoracao € unica. |

2.3 EQUACOES DIOFANTINAS

Para encontrarmos inversos multiplicativos em um anel Z,,, serd
necessario o conhecimento de como trabalhar com equagoes diofanti-

nas.

Definig¢ao 2.3. Uma equagao diofantina é uma equacao polinomial
de grau um com duas ou mais varidveis que assumem apenas valores

inteiros.

Antes de enunciarmos o mais importante teorema envolvendo
0 maximo divisor comum deste trabalho, precisamos enunciar o Algo-
ritmo da divisdo de Euclides, o qual é utilizado na demonstracao do

teorema em questao.

Teorema 2.11 (Algoritmo da divisdo de Euclides). Sejam a,b € Z
com b # 0. Assim, existe um unico par de nimeros inteiros q,r com
0 <r < |b tais que

a=bq+r.

Demonstragao. Segundo [4], separaremos esta demonstracdo em dois
casos: b>0e b <0.
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1. Seja

B={a—xzb:z€Z,a—xb>0}.
Note que
a—(—la)b=a+]alb>a+]a] >0,

ou seja, B é ndo vazio, pois a — (—|a|)b € B. Veja também
que pelo Teorema 2.9, B possui um menor elemento, o qual

denotaremos por r. Assim, existe ¢ € Z tal que
r=a—qgb = a=qgb+r.
E, para mostrarmos que r < |b| = b, basta verificar que
r=b= a=@+1)b = a—(¢+1)b=0 = 0€ B,

0 que consiste num absurdo pois r é o menor elemento de B, o
que implicaria que 0 = r = b. Agora, se r > b entao existe « € N

tal que r = b+ a, onde 0 < a < r. Assim
b+ta=a—q¢b = a=a—(¢+1)be B,

que é outro absurdo, pois r é o menor elemento de B. Logo, 0 <
r < |b|. Agora, mostremos que g, r sdo unicamente determinados.
Suponha que existem q,r, q,71 tais que a = gb+1r = ¢1b+ 11,
com0<r<|b=>be0<r <|[b=>b Dai,0<|r—ry]<b.
Por outro lado,

gp+r=qb+ri = |¢g—aqlb=|r—ri.
Se tivéssemos r # ri, teriamos |¢ — ¢1| > 1. Dai,
b<lg—aqlb=|r—mr| <0,

o que é um absurdo. Portanto r = r; e assim, ¢ = ¢;.
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2. Aplicamos o caso anterior para a e |b|. Dai, existe um tnico
par ¢,r € Z tais que a = ¢|b| + r, com 0 < r < |b|. Denotando
¢1 = —q ganhamos que a = ¢1b+ 7, com 0 < r < |b|.

O Teorema de Bachet-Bézout nos diz que o conjunto dos niime-
ros da forma ax + by, onde x,y € Z, ou seja, x,y variam sobre todos

os inteiros, é exatamente o conjunto dos multiplos de mdc(a, b).

Teorema 2.12 (Teorema de Bachet-Bézout). Sejam a,b € N ndo

simultaneamente nulos. Entdo existem inteiros x,y € Z tais que
az + by = mdc(a, b).
Demonstragdo. Seja o conjunto
X={ax+byeN:zycZ}

Conforme [4], note que X é ndo vazio, pois por hipdtese, a,b € Z
sd0 nao simultaneamente nulos e tomando x e y iguais a —1, 0 ou 1
conforme a necessidade, teremos que |a| € X ou |b| € X. Além disso,
X C N, ja que mdc(a,b) > 0. E pelo Teorema 2.8, existe um menor

elemento de X, o qual serd denotado por d. Como d € X, temos
d = at + bs, (1)

em que t,s € Z.
Agora, basta mostrar que d = mdc(a,b). Suponha por absurdo que
d 1 a. Pelo Teorema 2.11, tem-se que a = dg + 7, com 0 < r < d.

Isolando o resto r e usando (1),

r=a—dq
=a— (at + bs)q
=a — atq — bsq

= a(l —tq) + b(—sq).
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Tome v = 1 — tq e u = —sq. Assim, r pode ser escrito na forma
r = av+bu. Ou seja, r € X. E ainda, como 0 < r < d por construgao,
entdao r é menor que d, o menor elemento do conjunto. Logo, tem-se
um absurdo. Portanto, d | a, e ainda, obtem-se d | b de forma andloga.
Assim, conclui-se que d | mdc(a,b). E, por definigdo, mdc(a,bd) | a e
mdc(a, b) | b, e assim, pela Proposi¢ao 2.4 junto com (1), temos que
mdc(a, b) = d. [

De modo geral, para trabalhar com equagoes diofantinas, deve-

mos:

o Escrever as divisoes sucessivas, transformando o divisor e o resto

em dividendo e divisor, respectivamente;
e Isolar os restos;
o Utilizar o item 2 para fazer substituicoes de baixo para cima.
Exemplo 2.3.1. Vamos encontrar a solugdo da equagdo diofantina
43x + 24y = 1.

Primeiro, note que mdc(43,24) = 1, pois 43 é primo. Depois, faremos

as divisoes sucessivas:

43=24-14+19

24=19-1+5

19=5-3+4
5=4-1+1

Agora, isolando os restos temos:

19=43-24-1
5=24-19-1
4=19-5-3

1=5—-4-1
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Por fim, substituiremos os valores encontrados de forma encadeada:

1=5-4-1
=(24-19-1)—(19-5-3)-1
—[24—(43—24-1)-1] —[(43—24-1) — (24—19-1) - 3] - 1
= [24 — (43 — 24)] — [(43 — 24) — (24 — (43 — 24)) - 3]
= [24 — 43 + 24] + [~ (43 — 24) + (24 — (43 — 24)) - 3]
=24-2443-(~1)+[-43+24+24-3—43-3+24-3]
=24-9+43-(=5)

Assim, uma solugdo para a equagao é y =9 e x = —5.

2.4 RELACAO

Uma relagdo de dois elementos é apenas uma forma de os agru-
par de acordo com a caracteristica ou regra desejada.

Suponha, por exemplo, que vocé esteja observando sua gaveta
de meias. Dai, vocé nota que possui dois pares de meias amarelas e
dois pares de meias brancas, e as separa por cor. Perceba que as meias
amarelas estao relacionadas entre si (de acordo com sua cor), e note
também que as meias brancas estdo relacionadas entre si (também

conforme sua cor).

Exemplo 2.4.1. Pares ordenados: A(5,3), B(2,0), C(4,7). Neste caso,
pares ordenados relacionam dois nimeros reais. Note que neste caso

nao é produzido um terceiro elemento.

Exemplo 2.4.2. Fungoes: f(x) = 5z + 7. Neste caso, fungodes relaci-
onam um elemento real com um elemento produzido através de uma
regra de formacdo, ou seja, f(z). Assim, temos a seguinte relacdo
(z, f(x)), ou ainda, (x,5z + 7).
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Exemplo 2.4.3. Relagdo de desigualdade: 5 # 1, 3 # 8. Neste caso, te-
mos dois niimeros relacionados através de uma relagao de desigualdade,

isto é, caso dois niimeros nao sejam iguais, estes estarao relacionados.

Além disso, dada uma relagdo R em um conjunto A, as seguintes

propriedades podem ou nao ser satisfeitas:

o Reflexiva: Vx € A, 2Rux;

e Simétrica: Va,y € A, 2Ry — yRux;

e Transitiva: Vx,y,z € A, se xRy e yRz, entdao zRz;

e Antissimétrica: Vz,y € A, se xRy e yRx, entdo x = y;
o Linear (ou Total): Vz,y € A, ou Ry ou yRzx.

E, caso uma relagao atenda algumas destas propriedades, no-

meamos esta relacao como:

e Relacao de Ordem: Reflexiva, Transitiva e Antissimétrica;

e Relagdo de Ordem Total: Reflexiva, Transitiva, Antissimétrica

e Linear;

e Relagdo de Equivaléncia: Reflexiva, Simétrica e Transitiva.

Dada ~ uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A, e
x € A, vamos denotar os elementos que estdo relacionados com x por

x:

T={a€A:a~uzx}.

Exemplo 2.4.4. Considere em Z a relagao “tém a mesma paridade”.
Assim, podemos separar os elementos de Z em dois conjuntos, o con-

junto dos ntimeros pares que podem ser representados na forma 2k,



2.4. Relagao 31

pois deixam resto zero na divisdo por 2, e o conjunto dos niimeros

impares, 2k + 1, que deixam resto 1 na divisdo por 2.

A proposicao a seguir indica que caso os elementos estejam rela-
cionados por uma relagao de equivaléncia, suas classes de equivaléncia
serao iguais, visto que se trata apenas de outra forma de apresentacao.
Caso as classes nao sejam iguais, nao terdo os mesmos elementos, e
por consequéncia, nao terao intersecao.

Um exemplo disso é o de gavetas de meias amarelas e brancas
dado no inicio da secao. Perceba que se duas meias sdo amarelas, entao
estas estao relacionadas e, portanto, pertencem a mesma categoria,
a qual é possuir cor amarela neste caso. Também nao temos meias
brancas na categoria de meias amarelas e vice e versa, ou seja, nao
hé meias sobrando, ou meias em ambas as categorias. E ainda, se
unirmos a categoria de meias amarelas e brancas, teremos entdo a

gaveta inteira.

Proposicao 2.13. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia definida em

um conjunto A e, sejam x,y € A. Entdo,

Demonstragio. 1. (=) Sejam z,y € A e T = 7. Por defini¢ao:
T={ac€A:a~z}={z€A:2~y}=7.

Como = € T =7, temos « ~ y.
(<) Sejam z,y € A e x ~ y. Vamos primeiro provar que T C ¥,
e depois, ¥ C T. Seja a um elemento arbitrario em Z, vamos

provar que a € §. Se a € T, entdo a ~ x. Por hipétese, x ~ y.
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Por transitividade, temos a ~ y. Portanto, a € 3. Assim, temos
T C y. Agora, se © ~ y, temos por simetria que y ~ x, e de
forma andloga, temos ¥ C T. Como vimos que T C J e §y C T,

temos T = 7.

2. Suponhamos z,y € A e T # y. Se existisse algum elemento
a € TNy, terlamos a ~ = e a ~ y. Por simetria, x ~ a e, por
transitividade, x ~ y. Pelo item anterior, T = 7, o que contraria

a hipétese.

3. Vamos provar que U T = A. De fato, temos T C A,Vz € A
z€A
e entdo, segue que U T C A. Reciprocamente, temos que x €
T€A
T,V € A, portanto segue que A C U T.
r€EA

Seja ~ uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A. Cha-
mamos de conjunto quociente de A pela relagdo de equivaléncia ~,
e denotamos este conjunto por A/., de tal forma que o conjunto
quociente é tido como o conjunto de todas as classes de equivaléncia
relativas a relacdo ~ em A. Ou seja, estamos juntando os elemen-
tos similares, isto é, relacionados, em um elemento sé, as classes de

equivaléncia.
Notagédo. A/ ={T:z € A}
Retomando o exemplo da gaveta de meias, teriamos

gaveta demeias ., = {amarelas, brancas}.
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2.5 CONGRUENCIA MODULO n

Foi o matemético, astrénomo e fisico alemao, Johann Carl Frie-
drich Gauss quem definiu e relatou o que entendemos por congruéncia

modulo n entre dois niimeros em sua obra Disquisitiones Arithmeticae

[5]-

Definicao 2.4. Se a,b € Z e n € N*, dizemos que a é congruente a b

médulo n se n | (b — a).

A notagdo foi sugerida por Gauss devido a semelhanca das

propriedades das relagoes de congruéncia e da igualdade [5].
Notagdo. a =b (mod n).

Provaremos a seguir que a congruéncia médulo n é uma relagio

de equivaléncia.

Proposicao 2.14. A congruéncia médulo n é uma relagdo de equi-

valéncia.

Demonstracdo. Verificaremos que Va,b,c € Z e n € N* temos as

propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja,
1. a=a (mod n);

2. a

b (mod n) = b=a (mod n);
3. a=b (mod n)eb=c (mod n) = a=c (mod n).
Dai,

1. Perceba que a =a (mod n) <= n|(a—a) <= n|0. E por
definigao, isso sempre acontece;



34 Capitulo 2. Conceitos iniciais

2. Note que

a=b (modn) n|(b—a)
n|—(a—0)
—n|(a—"b)

n|(a—0b)

rTretd

b=a (mod n);

3. Tome a adicdo de a = b (mod n) e b = ¢ (mod n). Dai,

a+b=b+c (modn) n|(b+c—(a+d))
n|(b+c—a—"b)

n|(c—a)

[

a=c (modn).
[

Exemplo 2.5.1. 9 =3 (mod 2), pois 2 | (9 — 3). Observe que tanto

o resto da divisdo de 9 por 2, quanto de 3 por 2 é 1.

Proposicao 2.15. Dados a,b,c,d € Z e n € N*, tais que a = b

(mod n) ec=d (mod n), temos que
1. a+c=b+d (modn);
2.a—c=b—d (mod n);

3. ac=bd (mod n);

Demonstragao. 1. Por defini¢do, temos de a =b (mod n) e c =d
(mod n), que a—b =rn e c—d = sn. E somando estas equagoes,
obtemos (a+c¢)— (b+d) = (r+s)n = a+c=b+d (mod n).
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2. Subtraindo a —b =rn e ¢ —d = sn, obtemos (a —b) — (c—d) =
(a—c)—(b—d)=(r—s)=a—c=b—d (mod n).

3. Multiplicando a — b = rn por ¢, e ¢ — d = sn, por b, obtemos
ac—bc = crn e be—bd = bsn. Somando estes resultados, obtemos
ac — be+ be — bd = (er + bs)n = ac = bd (mod n).

|

2.6 CLASSES DE CONGRUENCIA MODULO n

A classe de equivaléncia de um elemento a € Z, é o subconjunto

de todos os elementos de Z que sdo congruentes a a. Ou seja,
a={x€Z:a=x (modn)}
e entdao obtemos que
r€a < z=a (modn)
<~ x—a=k-nkeZ
<~ z=a+k-n,
ou seja, a classe de equivaléncia também pode ser denotada como

a={a+k-n:keZ}.

Assim, vamos provar que Z/= (mod n), que denotamos por Z,,

possui exatamente as n classes de equivaléncia {0,1,2,...,n — 1}.
Proposicao 2.16. Se n € N*, entdo Z,, = {0,1,...,n —1}.

Demonstrag¢ido. Comegamos mostrando que as classes T, com x vari-
ando de 0 a n—1, sao distintas. Tome x e y taisque 0 <z <y <n-—1.
Pela Proposicao 2.13, g =Z equivale a0 <y —x =k -n,k € Z, o que

¢ um absurdo. Assim, as classes {0,1,...,n — 1} sdo todas distintas.
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E ainda, veja que se m > n — 1 ou m < 0, entdo podemos utilizar
o Algoritmo de Divisdo de Fuclides para verificar que o resto r da

divisdo de m por n satisfara 0 <r<n—1lem=T.

Dessa forma, Z, = {0,1,...,n — 1} é um conjunto de exatamente n
elementos distintos. |
2.7 ANEIS

Seja um conjunto nao-vazio A e duas operacoes fechadas que

estejam definidas neste conjunto, neste caso, chamaremos de adicéo e

multiplicacdo (tal qual em Z) e denotaremos por “+” e “-”. Assim,
+:AXxA— A
(z,y) »z+y
e
T AxXxA— A
(z,y) = x-y

Observacdo 1. Para termos operacoes fechadas, temos que aplicando
ambas as operacoes a dois elementos quaisquer desse conjunto A, o

resultado sempre terd que ser um elemento A.

Definigdo 2.5. Denotaremos (A, +, -) um anel se as seguintes pro-

priedades sao vélidas para todos a,b,c € A:
o Associatividade:
(a+b)+c=a+ (b+c);
o Existéncia de elemento neutro: existe 0 € A tal que

a+0=04+a=a;
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« Existéncia de inverso: Va € A,3b € A, denotado por b = —a,
tal que
a+b=b+a=0;

« Comutatividade:
at+b=b+a.

o Associatividade:
(a-b)-c=a-(b-c);

o Distributividade a esquerda e a direita:

a-(b+c)=a-b+a-g
(b+c)-a=b-a+c-a.

A partir de agora, dados a, b no anel A, denotaremos a + (—b)

por a — b.

Exemplo 2.7.1. Note que os naturais ndo formam um anel, pois ao
calcular o inverso aditivo de um elemento n, vemos que o elemento

—n nao pertence ao conjunto dos niimeros naturais.

Nas proximas paginas vamos construir duas operagdes que
transformardo 7Z, em um anel. Vimos nas Segoes 2.5 e 2.6 que a
congruéncia de nimeros é uma relacdo de equivaléncia, que Z, =
{0,1,2,...,n—2,n — 1} e que cada elemento de Z,, representa um
conjunto de elementos que estao relacionados por congruéncia de nu-
meros, ou seja, o subconjunto 0 é formado pelos niimeros inteiros que
na divisdo por n deixam resto zero, da mesma forma que 1 é consti-
tuido pelos elementos inteiros que na divisdo por n deixam resto um
e assim sucessivamente.

Além disso, vimos pela Proposi¢do 2.13 que duas classes de

equivaléncia sdo iguais se seus elementos estao relacionados, ou seja,
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se existe congruéncia entre estes ntimeros. Isso nos diz que duas clas-
ses de equivaléncia serdo iguais se seus elementos deixarem mesmo
resto na divisdo por n, ou pela definicdo de congruéncia, que n di-
vidird a subtragao dos dois elementos representantes das classes de

equivaléncia.

0=1{...,—20,—15,—10,-5,0,5,10,15,20,...}
T={..,-21,-16,—11,-6,1,6,11,16,21,...}
2={...,—22,-17,-12,-7,2,7,12,17,22,...}
3=1{...,—23,-18,—13,-8,3,8,13,18,23,...}
T={..,—-24,-19,—14,-9,4,5,14,19,24, ...}

E ainda, 6 =21 <= 5] (21 —6) = 15.

Definigao 2.6. Em Z,, definiremos as operagoes

Veja que quando temos uma classe de equivaléncia em Z,,, em
suma, estamos trabalhando com congruéncia de nimeros modulo n.
Assim, caso a + b ou a - b seja maior que n, basta reduzi-lo & uma

classe de equivaléncia de Z,, com congruéncia de niimeros.

Proposigao 2.17. As operacoes da Definicio 2.6 estdo bem definidas.

Demonstracao. Tome a7 = as e by = bs. Isso é equivalente a a1 ~ as
e by ~ by, respectivamente. Veja que a; — as = nx e by — by = ny, em

que x,y € Z.
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E somando ambas as igualdades, temos

a1 —as +by —by =nxr+ny

= a1+b1—(a2+b2):n(x+y)

Ou seja, a1 + by = as + bs.

E multiplicando ambas as igualdades iniciais, temos

a1 by —as-by=a;-by —a;-by+a;-by—as-by
=ay - (by —ba) + bz - (a1 — az)
=ai-ny—+by-nx
=n(a; -y +by-x).

Ou seja, a1 - by = ag - by. Assim, estas operagoes sdo bem definidas.
|

Exemplo 2.7.3. Seja@ =5 e b= 3. Dai, em Zg, temos

54+3=5+3
=38.
Note que 8 = 2 (mod 6) e assim, 8 = 2.
E,
5.-3=5-3
=T15.

Note que 15 = 3 (mod 6), logo, 15 = 3.

Exemplo 2.7.4. (Z,,+,+) é um anel.

Demonstracio. Sejam @, b, ¢ € Z,,. Assim,
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o Associatividade:

« Existéncia de inverso: Seja @ € Z,, note que 3b € Z,,, denotado

por b = —a, tal que

o Comutatividade:
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>
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o Associatividade:

—
Q|
>
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—~|
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([
SIREES]

—_~ o~

[l S

ol )

~— = =

o Distributividade a esquerda e a direita:

Outros exemplos de anéis sao

e (Z,+,"). Note que todas as propriedades necessarias para termos

um anel valem nos inteiros;

o (Z[\/p],+,), em que Z[\/p] = {a + by/p : a,b € Z}. Vide a
demonstracdo no Exemplo 1.10 de [4];
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o (M,(R),+,-),n € N*, em que M,,(R) s@o as matrizes quadradas
de ordem n X n com coeficientes reais. Vide a demonstracao no

Capitulo 3 (exemplos de anéis ndo comutativos) de [6];

e (Q,+,-). Vide a demonstragdo no Exemplo 1.1 de [4].

E ainda, se o anel em questao atende com a sua segunda opera-
¢ao alguma das defini¢oes a seguir, este recebe nomes especificos, pois

sdo anéis especiais.

Definigao 2.7. Teremos um

e Anel com unidade quando 314 € A,04 # 14 tal que

a-lg=14-a=a,Vaé€ A,

e Anel comutativo quando Va,b € A

a-b=>b-a;

e Anel sem divisores de zero quando a,b € A

a-b=0 = a=0o0ub=0.

Exemplo 2.7.5. Encontre todos os divisores de zero de Zsag.

Solugdo. Note que:
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210 = 20;
4-5=20;
6-10 =60 =20 - 3;
8-5=40=20-2;
12-5=60=20-3;
14-10 =140 =20 - 7
15-4 =60 =20 - 3;
16-5 =160 = 20 - 8;
18-10 =180 =20-9.

Assim, os divisores de zero de Zog sao

Além disso, se o anel atende as trés propriedades vista anteri-

ormente, ele serd conhecido como dominio de integridade.

Definicdo 2.8. Se (A, +,-) é um anel comutativo, com unidade 14 e
sem divisores de zero, dizemos que (A, +,-) é um dominio de integri-
dade.

Exemplo 2.7.6. Alguns exemplos de dominios de integridade sdo:
(Q,+, ) confira a demonstragao no Exemplo 1.6 de [4]; e (Z[p], +, ),
em que p é primo, cuja demonstragao esta feita no Exemplo 1.10 de
[4].

Definigao 2.9 (Corpo). Se A for um anel com unidade 1, for comu-

tativo e atenda a propriedade a seguir, teremos um corpo:
VeeAx#0,dyc A:z-y=y-z=1.

Exemplo 2.7.7. Os conjuntos (Q[p],+,-), (R,+,-) e (C,+,") sdo
corpos, vide se¢do 2 do Capitulo 3 de [6].
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Veja que as definigbes que foram vistas anteriormente sobre
anéis, dominios de integridade e corpos podem ser encadeadas logica-

mente como na Figura 1 a seguir:

Anéis

Anéis comutativos com unidade da 2* operagao

—~~
Dominios de Integridade %
N—r
Corpos S
L,

QR,C,Z, | £ =

2<neN
P primo

Figura 1 — Os anéis vistos em forma de diagrama.
Fonte: A autora.

No inicio da Se¢éo 2.3 foi comentado que as equagoes diofantinas
sdo utilizadas para encontrar inversos multiplicativos em Z,. Isso
ocorre ja que em Z uma equagao diofantina qualquer é representada
por

ax + by = c,
em que a,b,c € Ne x,y € Z. Ao substituir a por n, b pelo represen-
tante da classe de equivaléncia do elemento que desejamos calcular o
inverso, ¢ por 1 e trabalharmos com essa equacao em Z,, observamos

que a equacgao original se torna

n-T+b-y=1+= 0-T+b-y=1 < b-5=1.
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Ou seja, agora temos o elemento original b e o elemento que multipli-

cado por ele 7 resulta em 1.

Exemplo 2.7.8. Encontre o elemento inverso de 13 em Zoyg.

Solugdo. Trataremos esse problema como uma equacao diofantina em

Z. Dessa forma, devemos escrevé-la como
20+ 13y =1,

e realizar os passos da Secao 2.3: Realizando o primeiro passo,

20=13-1+7
13=7-1+6
7T=6-1+1.

Agora, quanto ao segundo passo,

7=20-13-1
6=13-7-1
1=7-6-1.

E por fim, realizando o terceiro passo, temos

1=7-6-1
=(20—-13-1)—(13—7-1)-1
=(20-13)— (13— 7)
=(20—13) — (13— (20 — 13- 1))
= (20— 13) — (13 — (20 — 13))
—20—13—13+20— 13
=20-2+13-(-3)

E veja que 13- =3 = 13 - (=3) = —39 = 1. Portanto, descobrimos que

o elemento inverso de 13 em Zgg é —3 = 17.
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2.7.1 Propriedades

A seguir algumas propriedades importantes dos anéis, sendo

que todas as demonstragdes foram norteadas por [7].

Proposicao 2.18. O elemento neutro do anel (A, +,-) é dnico.

Demonstracio. Temos que como A é um anel, entdo este possui um
elemento neutro que denotamos por 04. Suponha que exista outro

zero em A, digamos 04.. Como 04 é elemento neutro da adigdo, vale
04+04 =04

Mas, como 04/ é, por hipétese, um elemento neutro, vale
04 +04 =04.

Das igualdades acima concluimos que 04 =04/, e portanto 04 é o

tnico elemento neutro do anel A. [ |

Proposicao 2.19. O inverso da primeira operagao do anel (A,+,-)

€ unico.

Demonstragdo. Seja a € A. Como A é anel por hipdtese, sabemos que

a tem um inverso —a € A. Suponha que z € A também é inverso de

a. Dal,
r=z+0
= o+ (a+(-a)
=z+a+ (—a)
=0+ (—a)
= —a.

Logo x = —a e entdo —a € o nico inverso de a. |
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Em seguida, veremos proposi¢oes que a autora entende que

muitos podem achar triviais, porém que devem ser demonstradas.

Proposicao 2.20. Seja (A,+,-) um anel e tome a,b,c € (A, +,-).
FEntao,

1.a-0=0-a=0;
2.atb=a+c < b=c;

3. b=c = ab=ac e ba = ca;

9. (—a)(—b) = ab.
Demonstracao. Veja que
1. Seja a € A. Além disso, seja x o simétrico de a - 0. Veja que

0=0+0
a-0=a-(0+0)
a-0=a-0+a-0
a-0+z=a-0+a-0+4+2
a-0+z=a-0+(a-0+zx)
0=a-0+0
0=a-0.
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Verificamos que a-0 = 0. A igualdade 0-a = 0 se prova de modo

analogo;

. («<=) Temos por hipétese a primeira operacido de A sendo +.

Sabe-se que ela associa a cada par de elementos de A um tnico
elemento de A. E, como b = ¢, temos que os pares (a,b) e (a,c)

sdo iguais em A x A. Dai, a+b=a+c.

(=) Por hipétese a + b = a + ¢. Entéo, usando a dire¢io (<),

podemos somar —a em ambos os lados obtendo:

—a+(a+b)=—a+(a+c) = (—a+a)+b=(—a+a)+c
= 0+b=0+c

— b=ygc

. A demonstracao é andloga a (<=) da propriedade anterior, ape-

nas trocando + por -;

. Como —a é o simétrico de a vale a + (—a) = (—a) + a = 0.

Ou seja, a é o simétrico de —a. E como o simbolo — indica o

elemento simétrico temos —(—a) = q;

. Veja que

(—a)b+ab=(—a+a)
=0-b
=0.
Analogamente, ab + (—a)b = 0, ou seja, (—a)b é simétrico de

ab. E, da Proposicao 2.19 temos —(ab) = (—a)b. Analogamente,
temos —(ab) = a(—b);
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6. Perceba que
a(b—¢) = a(b+ (=¢))
=ab+ a(—c)
= ab+ (—ac)
=ab — ac;
7. Observe que
(a—=b)e=(a+ (-b))c
=ac+ (=b)c

= ac — be;
8. Note que

a+b+ (—a)+ (=b) =a+ (—a) + b+ (-b)
=040
=0.

De modo analogo, (—a) + (=b) + a + b = 0. Dai, o simétrico de
a+bé(—a)+ (—b) = —a—10b. Portanto, —(a + b) = —a — b;

9. Veja que

Proposicao 2.21. Seja (A,+,-) um anel com unidade. Entdo, sua

unidade ¢ Unica.

Demonstragio. Segue de modo analogo a Proposicao 2.19, trocando

+ por - e 04 por 14. ]
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Proposicao 2.22. Seja (A,+,-) um anel. Sea € A,a# 04 € a tem

inverso em A, entdo seu inverso € unico.

Demonstragdo. Segue de modo analogo a Proposicao 2.18, trocando

+ por - e 04 por 14. |

Proposicao 2.23. Seja (A, +,-) um anel. Se 14 = 04 entdo A =

{04}

Demonstragio. Seja a € A. Como o anel (A,+,) tem unidade 14
temos a = a-14. E como por hipétese, 14 = 04, usando a Proposi¢ao
2.20 temos que

a:a~1A:a~0A:0A.

Logo A ={0a}. [

Proposicao 2.24. O anel (A,+,-) nao tem divisores de zero se, e
b= = b=c,
somente se, Va,b,c € A,a # 04, vale que av=ac ¢
ba =ca = b=c.
Demonstragio. Segundo [7]:
(=) Veja que
ab=ac = ab—ac=0y4
= ab+a(—c) =04
= a(b—c¢) =04

Como A nao tem divisores de zero e por hipotese a # 04, temos
b—c =04, ou seja, b = c. E ainda, o outro item se verifica da mesma

maneira.

(«<=) Sejam a,b € A tais que ab = 0. Suponha que a # 0. Aplicando
a hipétese na igualdade ab =0 = a - 0, temos b = 0. Portanto, a = 0

ou b = 0, ou seja, o anel A ndo tem divisores de zero. |
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Defini¢dao 2.10. Seja (A,+,-) um anel. Dados a € A e n € N*|

definimos:

e 4" =a
Quando A tem unidade também definimos a® = 1.
Proposicao 2.25. Seja (A,+,-) um anel.

1. a™a"™ = a™t";

2. (a™)" = a™;

3. (ab)™ = a™b™, quando ab = ba.

Demonstragiao. Vide a Proposicao 1.3.4. de [7]. [ |
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3 ELEMENTOS PRIMOS E ELEMENTOS IRREDUTIVEIS DE
UM ANEL

Vimos que pelo Teorema (Fundamental da Aritmética) 2.10
que qualquer numero inteiro que seja maior do que um poder ser
escrito como um produto de elementos primos. Vocé pode estar se
questionando o motivo disso ser relevante. Quem descobriu os nime-
ros primos provavelmente também se questionou sobre uma possivel
aplicacao. E ela existe, nos dias atuais, para protecao de dados sigilo-
sos, troca de informacoes confidenciais e preservagao da privacidade
através da criptografia.

Uma delas é a criptografia RSA, nomeada em homenagem aos
seus criadores Rivest-Shamir-Adleman, a qual é um sistema de crip-
tografia que consiste basicamente em duas chaves, uma chave publica
formada pelo produto de dois primos grandes, e uma chave de desen-
criptagao privada que consiste na fatoragdo da chave publica. Dessa
forma, qualquer pessoa poderia enviar mensagens para vocé utili-
zando a chave publica, e s6 vocé poderia desencripta-la com sua chave
privada. Qualquer outra pessoa que gostaria de ler a mensagem crip-
tografada sem a chave de desencriptacdo precisaria fatorar a chave
publica na forca bruta, mas este processo nao é eficiente.

Os nuimeros primos servem, portanto, como base de uma série
de algoritmos de seguranca. A criptografia pode ser encontrada no
algoritmo do seu banco digital e em aplicativos de redes sociais. Ou-
tro motivo para se estudar niimeros primos é o conhecimento pelo
conhecimento, ji que o assunto é simplesmente fascinante.

Relembre que em 7Z temos dois caminhos equivalentes para

mostrar que p é primo:
e quandop # 0, p # £1 e ainda, se z | p, entdo x = £p ou x = £1;

e p|ab,entdo p|aoup|b.



54 Capitulo 3. Elementos primos e elementos irredutiveis de um anel

Mas, se generalizarmos esses dois caminhos para um anel geral,
eles nao serdao equivalentes. Por isso, o primeiro serd utilizado para
definir elementos irredutiveis e o segundo, para elementos primos.

Por este motivo, separaremos este capitulo em trés secoes: ele-
mentos primos em um anel Z, (3.1), elementos irredutiveis em um
anel Z,, (3.2) e o nimero de elementos primos e elementos irredutiveis
de um anel Z,, (3.3).

3.1 ELEMENTOS PRIMOS DE UM ANEL

Definigao 3.1. Seja o inteiro n > 1. Um elemento 0 # p € Z,, ¢
primo se p | @b, entdo p | @ oup | b, Va,b € Z,.

A seguir serd provado que dados dois elementos de Z,, @, b, tais
que @ | b, teremos que o méaximo divisor comum entre a e n dividira
0 méaximo divisor comum entre b e n. Também serd demonstrada a
reciproca deste Lema. Ele serd amplamente utilizado para demonstrar

o Teorema 3.2.

Lema 3.1. Dado inteiro n > 1, sejam @,b € Z,,. Entdo, a | b se, e

somente se, mdc(a,n) | mde(b,n).

Demonstracao. Demonstraremos que

@|bemZ, PR mdc(a,n) | b PN mdc(a,n) | mde(b, n).

1. (=) Note que escrever @ | b é equivalente a escrever b =
@-k, em que k € Z,. Dai, reescrevendo a igualdade em Z,
temos que ak + ny = b, em que y € Z. Note que por defini¢ao,
mdc(a,n) | a e mde(a,n) | n. Assim, pela Proposicao 2.4, temos

que mdc(a, n) | b.
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(«<=) Por hipétese, mdc(a,n) | b, ou seja, pelo Teorema 2.12,
existe x € Z : ax+ny = b. Em Z,, temos @z = b, e por definicio,

temos que @ | b.

2. (=) Por definigdo, mdc(a,n) | n. Por hipdtese, mdc(a,n) | b.
Dai, como mdc(a,n) | n e mde(a,n) | b, da defini¢do de MDC,

temos que mdc(a, n) | mde(b, n).

(<=) Pela defini¢gio de MDC, temos que mdc(b,n) | b. E; por

transitividade, mdc(a,n) | b.
|

A partir daqui, escreveremos algumas observagoes que serdo

amplamente utilizadas na demonstracdo do Teorema 3.2 a seguir.

Observagao 2. Suponha que um produto de primos pg divide um
numero a. E, ainda, suponha que a nao seja primo, ou seja, a é
composto, digamos a = be. Dai, temos pq | be. Além disso, veja que
utilizando o Teorema 2.10 podemos fatorar be, e ainda, podemos juntar
os fatores comuns em poténcias de p e de ¢. Dessa forma, vemos que
podemos reescrever os ntmeros de tal forma que p t ¢ e ¢ 1 b. Dal,
como p,q sao primos por hipotese, estes ndo podem ser fatorados

como produto de outros primos e obrigatoriamente, p | b e q | c.

Exemplo 3.1.1. Tome p = 2, ¢ = 3 e a = 60. Note que podemos
escrever 60 = 2-2-3-5. Veja que podemos escrever 60 = 4 - 15 e dal,

b=4ec=15, portanto p | be q]|c.

Observagdo 3. Veja que, caso tomdssemos mdc(a,n) = 1, entdo pelo

Teorema 2.12, existiriam z,y € Z tais que ax + ny = 1. Dai, em Z,,

a-T+n-y=1 (2)
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E em Z,, qualquer multiplo k£ de n, ou seja k = cn, pode ser reduzido
a classe de equivaléncia 0, pois £ = 0 (mod n). Logo, de (2), temos
a-T+0-7=1. Ouseja,a-T =1, e assim @ é inversivel.

Observagio 4. Perceba que se n | a, entdo a = nk, k € Z, ou seja, em

Zn,a=mn-k < a=0.

Agora, dado n € N enunciaremos a caracterizacao do conjunto

dos ntimeros primos de Z,,.

Teorema 3.2. Dado o inteiron > 1, o conjunto de elementos primos

de Z.,, € descrito por
{a€Z,:3p € mp,p <n,mdc(a,n) = p},
em que T, € o conjunto de numeros primos que dividem n.

Demonstracdo. Note que a € Z,, deve ser diferente de 0 pela defini¢ao
de elemento primo. Assim, tome @ € Z,, nao nulo. Seja @ nao inversivel,
entdo temos mdc(a,n) # 1 e n { a, pois no primeiro caso, a seria
inversivel, conforme a Observacdo 3, e no segundo caso, @ = 0 segundo
a Observacao 4.

Perceba que pelo Teorema 2.10 é possivel fatorar qualquer niimero
como um produto unico de primos. Assim, a demonstracdo deste

teorema sera dividida em trés casos:

1. A fatoragdo do mdc(a,n) ser o produto de pelo menos dois
primos distintos p, ¢, ou seja, pg | mdc(a, n). Serd demonstrado

que @ nao pertence ao conjunto de elementos primos de Z,;

2. A fatoracdo do mdc(a, n) ser o produto de dois ou mais primos

k

iguais p, isto é, mdc(a,n) = p~, em que k > 2 € N e novamente

provaremos que @ nao é elemento primo de Z,;
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3. A fatoracdo do mdc(a,n) ser composta por apenas um primo
p, mdc(a,n) = p. Provaremos que @ pertence ao conjunto de

elementos primos de Z,.

Perceba que com estes trés casos ja abordamos todos os casos possiveis

e, em todos os casos utilizaremos que

mdc(a,n) | a (3)

mdc(a,n) | n. (4)
1. Temos por hipétese que
pq | mde(a, n), (5)

em que p, ¢ sdo primos distintos. E, por transitividade de (3) e
(5),

pq | a. (6)
Assim, temos o produto de dois primos distintos dividindo um

nimero. Ou seja, a ndo podera ser primo, dai tome a = be. E,

substituindo esta nova informagio em (6), obtemos

pq | be.

Conforme a Observacao 2, suponha sem perda de generalidade
que pfceqtb, eobtenha, p|be q]| c respectivamente. E
ainda, como a = bc, entdo em particular, a | be, ou seja em Z,,
teremos @ | b - ¢. Lembrando o leitor que queremos mostrar que

@ néo é primo, e para isto, demonstraremos que @t b e at¢c.

Suponha por absurdo que @ | b, entdo pelo Lema 3.1, mdc(a,n) |

mdc(b, n). E usando transitividade em (5), temos

pq | mde(b,n).
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Dali, por transitividade, pg | b e pg | n. Lembre que p | b e
q 10, e assim, pelo Teorema 2.5, obtemos que pq 1 b, o que é um
absurdo e implica que @1 b. Logo, @ { b e de forma analoga, @ { ©.

Portanto, @ nao é primo, conforme desejado.

. Por hipétese, temos

mdc(a, n) = p", (7)

k—1

emquek >2¢€N.Sejaa=p" " -aj,emquel <a; <a<n. Em

Zy, @ = p*¥~1.a7, e em particular, @ | F-aﬁ. Assim, da mesma
forma que no caso anterior, provaremos que @ { pFlea tar
em Z,, pois desejamos mostrar que @ nao é primo. Suponha
por absurdo que @ | pF—1. Entdo, pelo Lema 3.1, mdc(a,n) |

mdc(p*~1,n). Da hipétese (7) na equacdo anterior, temos

1

Pk | mdc(pk_ ).

1

E como por definicio mde(p*~!,n) | p*~!, temos por transitivi-

dade que

p*
O que consiste num absurdo, e portanto, @ { p*~1. Agora basta
mostrar que @ 1 @; para que @ ndo seja primo em Z,. Dessa
forma, suponha por absurdo que @ | a;. Novamente pelo Lema
3.1, mdc(a,n) | mdc(aq, n), ou seja, p* | mdc(ay, n), e por transi-

kF=1l.ge,onde 0 < ay < ay < a <n

tividade p* | a;. Assim, a; = p
Note que estamos utilizando os mesmo artificios realizados an-

teriormente. Em Z,,, a; = pF~1 - a3, isto é,

ap | pk—1-as.
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Dai, suponha que @y | pF~1. Entéo, pelo Lema 3.1, mdc(a,n) |
mdc(p*~!,n). Usando a hipétese, p* | mde(p*~!,n). E como por
defini¢io mde(p*~1,n) | p*~1, temos por transitividade que

k| krfl.

p|p

O que consiste em um absurdo, e assim, aj 1 pF~1.

Agora, suponha que @y | @3. Novamente pelo Lema 3.1, temos
mdc(ay,n) | mde(az, n). Logo, p* | mdc(as,n), e por transitivi-

k—1

dade p* | as. Ou seja, as = p*~1 - a3, onde 0 < a3 < as < a; <

a <n.

E realizando novamente o mesmo processo, supondo az | pF~1, e

isso resultara em p* | p*~!, que é um absurdo. E, supondo @3 | @3,

obteremos a3z = p* ! - a4, onde 0 < a4 < az < as < a1 < a < n.
Continuando este processo, em algum momento a,_; = p*~1-a,,
emque 0<ap <ap_1<---<ar<a<ne
k—1
an < p . (8)

Se aplicarmos este processo mais uma vez, concluiriamos a partir

k—1

de @1 | @n, que a, = p - @pt1, 0 que contradiz (8). Dai,

an_1 1 an, ou seja, pela Proposigdo 2.2, a,—1 - pF~1 { @, - pF~1,
que implica em @, _3 1 @,_1, € assim sucessivamente até @ { ag,

e portanto, @ nao é primo.
3. Por hipétese, existe p primo tal que
mdc(a,n) = p. (9)
Substituindo (9) em (3), obtemos

p|a. (10)
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Lembrando que por construgéo, n { a, e assim, p # n. E, substi-
tuindo (9) em (4), temos

pln. (11)

Logo, n > p. Por (12) e como p | p, entdo mde(p,n) = p =
mdc(a,n). Ou seja, mde(p, n) | mde(a, n) e mde(a,n) | mde(p, n).

Dai, pelo Lema 3.1, obtemos p | @ e

alp, (12)
respectivamente.

Como desejamos mostrar que @ é primo em Z,, denotaremos
este elemento como o produto de outros dois elementos no anel
dos inteiros médulo n, digamos b, ¢, ou seja, @ | b- ¢ Mas isto é
equivalente a dizer que existem r, s € Z tais que bc = ar +ns. E
ainda, como temos (10) e (11), entao pela Proposigdao 2.4, p | be.

Mas, como p é primo em Z por hipétese, entdo p | b ou p | c.

Suponha que p | b, daf em Z,, temos p | b. E disso e usando
transitividade em (12), obtemos @ | b. Além disso, @ | € é obtido
de modo analogo supondo que p | ¢. Logo, como @ | b ou @ | ¢,

temos que por defini¢do @ é primo.

Exemplo 3.1.2. Seja
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pois,
, 10
,10) =2,2 <10 e 2 € m9;

de(2,10) = 2,2 < 10 e 2 € my0;
(4,10)
5, pois mdc(5,10) =5,5 < 10 e 5 € myp;
(6,10)
de(8,10)

4, pois mdc

10
.10

6, pois mdc =2,2<10e 2 € m;

=2,2<10e 2 € mp.

pois,

3, pois mdc =3,3< 15 ¢ 3 € mys5;

(3,15
5, pois mdc(5,15) =5,5 < 15 e 5 € mys;
(6,15

)

) =

6, pois mdc )
9, pois mdc(9,15) =3,3 < 15 e 3 € my5;

) =

) =

=3,3<15e3 € ms5;
10, pois mdc(10,15) = 5,5 < 15 e 5 € my5;
12, pois mdc(12,15) = 3,3 < 15 e 3 € my5.

Exemplo 3.1.4. Seja

Utilizando o Teorema 3.2 perceba que destes, ndo temos nenhum
elemento primo, pois os representantes de todos os elementos a seguir
possuem como maximo divisor comum entre si e 19 o ntimero 1, o

qual ndo é primo e portanto 1 ¢ mg.
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3.2 ELEMENTOS IRREDUTIVEIS DE UM ANEL

Definig¢ao 3.2. Dado o inteiro n > 1, um elemento 0 # @ € Z, é
irredutivel se @ nao for inversivel, e sempre que existirem T,y € Z,

tais que a = Ty, entdo, T ou y serd inversivel.

Sabemos, por defini¢do, que um elemento de um anel é inversivel
se este operado com sua segunda operagao resultar na unidade da
segunda operacao. Mas como saber se um elemento @ de Z,, é inversivel
sem ficar de forma bracal e bruta efetuando célculos? E simples, basta

utilizar a proposicao a seguir.

Proposicgao 3.3. Seja o inteiron > 1 ea € Z,. Assim, a é inversivel

se, e somente se, mdc(a,n) = 1.

Demonstra¢io. (=) Suponha que @ seja inversivel, ou seja, @ - T =
1,7 € Z,. Em Z, temos que ax + ny = 1, e pelo Teorema 2.12,
mdc(a,n) = 1.

(<=) Se mdc(a,n) = 1, entdo pelo Teorema 2.12; existem x,y € Z

tais que ax +ny = 1. Em Z,,, temos a - T = 1. |

Exemplo 3.2.1. Seja 3 € Zsg. Veja que mde(3,20) = 1. Calcularemos
o elemento inverso de 3 em Zoy.
Pelo Teorema 2.12, z,y € Z : 3x + 20y = 1. Utilizando equacoes

diofantinas, encontramos uma solugao para a equacao anterior.

Passo 1:
20=3-6+2
3=2-1+1
Passo 2:
2=20—-3-6

1=3-2-1
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Passo 3:
1=3-2-1
=3-(20-3-6) 1
=3-204+3-6
=20-(-1)+3-7

Logo, z =T ey = —1. E perceba que 3-7=3-7 =21 =1, ou seja, o

inverso de 3 em Zgyg é 7.

A seguir, seguem dois exemplos em que utilizaremos a Proposi-
¢ao 3.3 para mostrar quais os elementos inversiveis de modo geral em

um anel de inteiros médulo n.

Exemplo 3.2.2. Quem sdo os elementos inversiveis de Z3?
Note que T € Zj é inversivel se mdc(z,3) = 1, conforme a
Proposi¢do 3.3. Assim, como mdec(1,3) = 1 e mde(2,3) = 1, temos

que os elementos inversiveis do conjunto sdo:

{1,2).

Exemplo 3.2.3. Quem sdo os elementos inversiveis de Z4?
Veja que T € Zy4 é inversivel se mde(x,4) = 1, conforme a Proposi-
¢ao 3.3. Assim, como mdc(1,4) = 1 e mdc(3,4) = 1, temos que os

elementos inversiveis do conjunto sao:

(1,3}

Teorema 3.4. Dado o inteiro n > 1, o conjunto de elementos irre-

dutiveis de Z,, é descrito por
{E € Zy : 3p € Tn,p? | n, mde(a, n) :p}

em que T, € 0 conjunto de numeros primos que dividem n.
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Demonstracdo. Sejaa € Z,, com @ # 0 e @ # 1. Dai, da mesma forma
que no Teorema 3.2, teremos mdc(a,n) # 1, conforme a Observacao
3 e nta, segundo a Observagao 4.

Perceba também que teremos apenas trés casos possiveis para a.

Mostraremos que

1. existem p, ¢ primos ndo necessariamente distintos tais que pq |

mdc(a, n).
2. existe p primo tal que p = mdc(a,n) e p*{ n.
3. existe p primo tal que p = mdc(a,n) e p? | n.

Mostraremos que nos dois primeiros casos @ nao ¢é irredutivel, mas
que o é no terceiro caso. Em todos os casos listados, utilizaremos que

pela definicdo de mdc, temos

mdc(a,n) | a (13)
e,
mdc(a,n) | n. (14)
1. Por hipétese,
pq | mde(a, n), (15)

em que p, g sdo primos nao necessariamente distintos. Note que
da mesma forma que na demonstracdo do primeiro item do
Teorema 3.2, por transitividade de (15) em (13), temos pq | a.
Mas novamente, como p, g s@o primos por hipdtese, entdo a nao
pode ser primo. Dai, tome a = be, e por transitividade de (15)

em (13), temos pq | be, em que

ple (16)

q|b, (17)
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pela Observagao 2 localizada na Secao (3.1).

Mostraremos que b, ¢ ndo sdo inversiveis, ou seja, b, ¢ 1. Supo-
nha por absurdo que b | 1. Isso é equivalente a dizer que existe
k € Z, tal que k- b= 1. Dal,

kb+azn=1 (18)

com k,z € Z, mas de (15) obtemos por transitividade que ¢ | n,
e como temos (17), podemos entdo aplicar a Proposicao 2.4 em
(18) e obter que ¢ | 1. O que consiste em um absurdo, pois ¢ é
primo em Z por hipétese. Assim, b {1, e ainda, o caso ¢ 1 é
obtido de modo analogo. Dessa forma, como b{1 e ¢{ 1, entdo

@ = b-¢ nao é irredutivel.

2. Por hipdtese, temos
mdc(a,n) =p (19)

P’ tn, (20)
com p primo.

Assim, de (19) em (13) e (14), temos

pla (21)

pln. (22)

Note que p | p?, daf, mdc(n, p?) = p. Perceba ainda que p? | p?,

mas como vale (20), entdo temos mdc(n, p?) = p.

E ainda, pelo Teorema 2.12, temos

p= n7‘+p2s,
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em que r,S € Z.

Porém, note que de (21) temos que a = kp, em que k € Z. Agora,
multiplique a equacao anterior por k, e defina x = rk, y = sk,
dai

a=nr+ p2y.
Em Z,, temos a = pTy = D - Dy, e em particular, @ | p - py, ou
seja, a divide um produto de nimeros. Como este é um caso que
nao nos interessa, provaremos de forma similar ao item anterior
que p,py 1 1.
Suponha por absurdo que p | T. Ou seja, existe k € Z, tal que
k-p = 1. Pelo Teorema 2.12, temos kp +mn = 1, com k,m € Z.
E, como p | p, e ainda, temos (22), podemos aplicar a Proposigao
2.4, que resulta em

plL

o que é um absurdo, ja que p é um primo em Z por hipétese.
Dessa forma, provamos que p ndo é inversivel em Z,,. Note que
a demonstracdo de py nao ser inversivel segue de forma anéloga,

e portanto, temos que @ nao é irredutivel, conforme desejado.

. Por hipétese,

mdc(a,n) =p (23)

P n, (24)
com p primo.

Seja @ = b - ¢, assim existe k € Z tal que
a =bc+ kn. (25)

Note que de (23), temos que

pla (26)
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pln. (27)

Dai, como temos (26) e (27), aplicando a Proposi¢do 2.4 em (25),
isso resulta em p | be. E j4 que p é primo em Z por hipdtese,
sabemos que p divide pelo menos um dos fatores ou ambos os
fatores. Demonstraremos a seguir que p divide apenas um destes.
Suponha por absurdo que p | b e p | ¢. Dai, pela Proposi¢io 2.3,
p-p|b-c, ouseja, p? | be. E como temos (24), entdo aplicando
a Proposicdo 2.4 na equacio (25), terfamos que p? | a, o que
¢ um absurdo, pois ai mdc(a,n) seria no minimo p?, ou seja,

p = mdc(a,n) > p?. Dessa forma, temos que

plb (28)

pte, (29>

ou que ptbep|c Suponha sem perda de generalidade que

ocorra o primeiro caso.

Mostraremos que se existir outro primo ¢ em 7, que divida n
além de p, entdo ¢ 1 c¢. Assim, ¢ € m, — {p}, ou seja, ¢ | n.
Suponha por absurdo que ¢ | ¢. Dai, mdc(c,n) > ¢, porém,
aplicando a Proposigdo 2.4 em (25), terfamos que ¢ | a. Dai,
como ¢ | n, entdo pela definicgdo de MDC, terfamos que ¢ |
mdc(a,n). Mas isto configura um absurdo, pois usando (23),
obtemos ¢ | p, e ambos os nimeros sdo primos distintos. Dessa
forma, nao existe um outro primo g que divida n e ¢ a0 mesmo
tempo. Dai, como temos (29), entdo mdc(e,n) # p, e como
acabamos de provar que se existir outro primo ¢ além de p que
divida n, ¢ 1 ¢, entdo mdc(c,n) = 1, e pelo Teorema 2.12; temos

que existem z,y € Z taisque cx+ny =1. E,em Z,,¢-T =1, ou
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seja, ¢ é inversivel, e supondo que p | ¢ obtemos que b é inversivel

de modo anélogo.

E ainda, para mostrarmos que @ é irredutivel, temos que mostrar
que @ ndo é inversivel. Suponha que @ | 1, isto é, existe m € Z,,
tal que m-@ = 1. Dai, ma+on =1, 0 € Z, e como valem (26)

e (27), ao aplicar o Teorema 2.4, obtemos que

pll

O que consiste em um absurdo, pois p é primo em Z. Assim, a

nao é inversivel, e portanto, @ é irredutivel.
|

Exemplo 3.2.4. Tome n = 20 e a = 15. Note que mdc(15,20) = 5.
Veja também que 52 1 20, logo 15 ndo é irredutivel em Zgg.

Exemplo 3.2.5. Tome n = 45 e a = 12. Note que mde(12,45) = 3.
Veja também que 32 | 45, logo 12 é irredutivel em Z,5. Ou seja, pela
definicdo de irredutivel como 12 = 3 - 4, 3 ou 4 deve ser inversivel em

Z45. Note que 4 - 34 = 136 = 1, ou seja, 4 é inversivel em Zys.

Exemplo 3.2.6. Seja

Zs ={0,1,2,3,4,5,6,7}.
Utilizando o Teorema 3.4, note que seus elementos irredutiveis sdo:
{2,6},

pois,
2, pois mdc(2,8) =2 |8e2*=4]8;

6, pois mdc(2,8) =2 |8e 2% =4]8.
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Exemplo 3.2.7. Seja

Utilizando o Teorema 3.4, note que nao temos nenhum elemento irre-
dutivel, pois o MDC entre os representantes dos elementos de Z3 e
13 nao resulta em um ntmero primo, ou seja, nao ha irredutiveis em
Zlg.

Exemplo 3.2.8. Seja

{3,6,12,21, 24, 33,39, 42},
pois,
3, pois mdc(3,45) = 3,3 | 45 e 3% =9 | 45;
6, pois mdc(6,45) = 3,3 | 45 ¢ 3% =9 | 45;
12, pois mdc(12,45) = 3,3 | 45 e 3% = 9 | 45;
21, pois mdc(21,45) = 3,3 | 45 e 32 = 9| 45;
24, pois mdc(24,45) = 3,3 | 45 e 3% =9 | 45;
( )
c(39,45) = 3,3 | 45 e 32 = 9 | 45;
c(42,45) = 3,3 |45 e 32 =9 | 45.

Veja que o MDC entre os representantes das classes a seguir e 45 nao

md

33, pois mdc(33,45) = 3,3 | 45 e 3% =9 | 45;
39, pois md
md

42, pois

resulta em um ntmero primo:

37,38, 40, 41,43, 44.
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Também o MDC entre os representantes das classes a seguir e 45
resulta em um primo, sendo que este divide 45, mas elevando este

primo ao quadrado, nés obtemos um nimero que nao divide 45:

5,10, 20, 25, 35.

Ou seja, ndo sao irredutiveis em Zgys:

3.3 O NUMERO DE PRIMOS E IRREDUTIVEIS DE UM ANEL

Para comecar, vamos relembrar o que é uma funcdo conforme
a Segdo 3 do Capitulo 1 de [8].

Definicao 3.3. Uma fun¢do f : A — B consta de trés partes: um
conjunto A, chamado de dominio da fungdo (ou o conjunto onde a
funcdo é definida), um conjunto B chamado de contradominio da
funcdo (ou o conjunto onde a func¢do toma valores) e uma regra que
permite associar, de modo determinado, a cada elemento x € A, um
unico elemento f(z) € B, chamado o valor que a fungdo assume em
x (ou no ponto x). Usa-se a notagdo x — f(x) para indicar que f faz

corresponder a z o valor f(x).

Note que no teorema a seguir, estamos trabalhando com uma
funcao que vai de um subconjunto de Z, a outro subconjunto de Z,,.
Portanto, usaremos uma barra para denotar um elemento do dominio

e duas barras para denotar um elemento do contradominio.

Teorema 3.5. Sejal <n=pm e N, pen, e Ay ={a e Z,:
mdc(a,n) = p}. Entdo, a fungio f : A, — U(Zy,) é definida por
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é bijetora. Em que U(Zy,) = {@ € Z, : mdc(a,m) = 1}

Demonstracio. Sejam @,b € Ap. Dali, pela definicdo do conjunto, te-

mdc(a,n) = p = mdc(b, n)
<= mdc(a,pm) = p = mdc(b,pm).

E, do Corolario 2.7, temos

mdc (a,m> 1 =mdc (b,m) .
p p

Portanto, pela defini¢do de U(Z,,), temos

U(Zum).

SRR
SRS
m

A seguir, demonstraremos que a fungao é
1. Bem definida e injetora;
2. Sobrejetora.

Assim, provando estes trés itens, teremos uma fungao bijetora con-

forme desejado.

1. Para mostrar que a funcio ¢ bem definida, basta mostrar que
dados @ = b, entdo 4 é E, para mostrar que uma funcéo
é injetora, basta demonstrar que dados quaisquer dois elemen-
tos distintos pertencentes ao dominio, estes sempre vao possuir
imagens diferentes no contradominio. Portanto, sejam @, b € Z,.
Além disso, suponha que f(@) = f(b). Agora, basta mostrar que

a=b.



72

Capitulo 3. Elementos primos e elementos irredutiveis de um anel

- = a) @ b
fl@)=f(b) = - =-
(@) = f(b) P
b) a b
== m|-—-
p p
c) a b
< m-p[{=-——]p
p p
d) a b
< n|-p——-p
p p

3
IS

I
S8

“. a=0.

!

Veja que a injetividade é provada pela ida e a fun¢do ser bem
definida é provada pela volta. Veja a seguir as explicagoes de
cada equivaléncia:

a) definicao da fungao f;

b) pelo que vimos na Segdo 2.7, quando duas classes de equiva-
léncia sdo iguais, n dividird a subtrac¢do dos dois elementos

representantes das classes de equivaléncia;
¢) multiplicamos ambos os lados por p;

d) no lado esquerdo, usamos a hip6tese de que n = pm, e no

lado direito, a distributividade;

e) mesmo caso do item b).

Logo, f é injetora e bem definida.

. Para mostrar que uma funcéo é sobrejetora, basta mostrar que

todos os elementos do seu contradominio sdo correspondentes
de um tnico elemento no dominio. Tome T € U(Z,,) arbitrario.
Pela definicdo do conjunto, mdc(z, m) = 1. Dai, pela Proposigéo

2.7, podemos multiplicar todos os fatores da igualdade anterior
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por p, o que resulta em mdc(pz, pm) = p, e como por hipétese,
n = pm, mde(pz,n) = p. Veja que pela definigdo de A,, PT € A,,.

T _
E ainda, veja que f(pz) = _z Portanto, f é sobrejetora.
p

Utilizaremos a fungao ¢ de Euler para calcular a quantidade
de elementos primos e de elementos irredutiveis de Z,,. Assim, a defi-

niremos a seguir.
Definigao 3.4. Seja m um inteiro positivo e z € Z. Denotaremos
o(m) =#{z:1 <z <me mdc(z,m)=1}.

Dessa forma, conforme [5], p(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2,
p(4) =2, ¢(2520) = 576 e p(p) = p — 1, em que p é primo. Veja que

de fato, os elementos coprimos a:
e 1, é apenas o elemento 1;
e 2, é apenas o elemento 1;
e 3 sd0 os elementos 1 e 2;
e 4 830 os elementos 1 e 3;
e 5 580 os elementos 1, 2, 3 e 4;
e 6 sdo os elementos 1 e 5;

e 7 sd0 os elementos 1, 2, 3, 4, 5 e 6;

9 sao os elementos 1, 2, 4, 5, 7 e 8;

e 15 sdo os elementos 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 e 14.
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O ntmero de elementos primos e de elementos irredutiveis de

Zy, é dado pelo Corolario 3.6 a seguir.

Corolario 3.6. Dado inteiro n > 1 temos, em Z,, que a quantidade
de:

1. elementos primos é dada por

pETy
p<n

2. elementos irredutiveis é dada por

2e()

p’In

em que @ € funcdo de Fuler.

Demonstracao. Primeiramente, demonstraremos que o conjunto que
mostramos ser o conjunto dos elementos primos (primeiro item) e o
conjunto dos elementos irredutiveis (segundo item) sdo iguais as unides

disjuntas de A, tais que p satisfaz as condi¢bes de cada conjunto:

1. {aeZ,:3p € m,p <n,mdc(a,n) =p} = U Ap;

pETH
p<n

2. {E € Zyp : Ap € Ty, p* | n,mde(a, n) :p} = U Ap.
PETH
p’In
Veja que as demonstragoes saem diretamente da definigdo do conjunto
Ap.
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1. Suponha @ € {a € Z, : Ip € m,,p < n,mdc(a,n) = p}. Assim,
mdc(a, n) = p, para algum p, ou seja, @ € A, ¢ estard na unido.
E se @ pertence ao segundo, entdo pertence a pelo menos um
Ap, e se pertence a algum A,, entdo pertence ao primeiro, isto

¢,

[e]
acef{a€Z,:3Ipem,p<nmdc(a,n) =p} < @€ U Ap;
PETH

p<n
2. Da mesma forma que o primeiro item, se @ pertence ao primeiro,
pela definigdo de Ay, o elemento estard em algum A, e portanto,
estara na unido. Ademais, se @ pertence a unido, entao pertence
a pelo menos um A, e se pertence a algum A,, entdo pertence

ao primeiro, isto é,

{E € Zy, : 3p € Ty, p? | n,mde(a, n) :p} = U Ap.
PETy
p’In
Agora, demonstraremos de fato o que o enunciado do Corolario propae.

Veja que mostramos no Teorema 3.5 que a funcéo f : A, — U(Zy,)

a
definida por f(@) = — é bijetora. Como mostramos que a fungéo é

bijetora, entdo conforme o Capitulo 1 de [8], temos que ambos os con-
juntos possuem a mesma cardinalidade, isto é, a mesma quantidade de
elementos. Logo, #(Ap) = #U(Z,) = #U (Z%), em que a segunda
igualdade se da pela hipétese n = pm.

Porém, perceba que sabemos quem sdo os conjuntos A,, e portanto,
a cardinalidade da unido disjunta dos conjuntos A, é a soma das
cardinalidades dos A,,.

7

E ainda, pela definicdo do conjunto, a cardinalidade de U (Z%) é

igual a ¢ (%), j& que tanto a funcdo ¢ de Euler quanto o conjunto
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U (Z%) exigem que mdc (a, %) =1, em que a pertence aos conjuntos
citados anteriormente.

Dessa forma, mostramos que

i UAp :Z#(Ap)

PETy PETy
p<n p<n

#1 U 4| =D #4))

PETH PETH
pln p’ln

I I
] =M
© 3k
7N —~
=S g
~— —~
&N
N
~—

Exemplo 3.3.1. Seja

Zs = {0,1,2,3,4,5,6,7}.

Sabemos que mg = {2} e também, pelo Coroldrio 3.6 que em Zg o

numero de elementos:

1. primos é dado por

pPETS
p<8
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2. irredutiveis é dado por

Zw(i)w@)@@)l

PETS
p°[8

E de fato, tanto os elementos primos quanto os elementos irredutiveis

de Zg sao:
{2,6}.

Exemplo 3.3.2. Seja

710 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,0}

Como 719 = {2,5}, o Corolario 3.6 nos diz que em Z;, a quantidade

de elementos:

1. primos é dada por

> e(3)=e(3)+¢(5) —eor+e@=1+1=s

PET10
p<10

2. irredutiveis é dada por

10
> e(3)=0
PET10 p

p?|10

em que ¢ é funcdo de Euler. Dessa forma, como 2 | 10, 5 | 10 e
22 = 4410, 52 = 25 { 10 e nenhum outro primo além do 2 e do 5
pertencem ao conjunto g, entdo temos que os elementos primos de
7 serao as classes de equivaléncia cujo representante e 10 resultam
em MDC igual & 2 e 5, isto é:
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Infelizmente, ndo existem elementos irredutiveis neste anel em questao,
pois nem 2 e nem 5 atendem a condicio necessaria de p? | n. Logo,

nao hé elementos irredutiveis em Zqg.

Exemplo 3.3.3. Seja

Sabemos que 745 = {3,5} e também, pelo Coroldrio 3.6, que em Zy;

o numero de elementos:

1. primos é dado por

S o (2) o (F) e (F) —pu9te0 =s6-14,

PET45
p<45

2. irredutiveis é dado por

> w(f) :@(435) = (15) = 8.

PETYs
p[45

Exemplo 3.3.4. Seja

Pelo Corolario 3.6, em Z;3 a quantidade de elementos:

1. primos é dada por

pEMT13
p<13
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2. irredutiveis é dada por

13
> e(3)-0
PpPET13 p
p°[13
pois ndo existem primos que dividam 13.

E, inspirado nesse exemplo, temos de imediato:

Teorema 3.7. Se p € um nimero natural primo, entdo Z, ndo possui

elementos primos e nem elementos irredutiveis.

Demonstragio. Segue do fato de que m, = 0. [ |
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho foi possivel revisar conceitos da teoria de anéis
e principalmente da teoria de niimeros que fizeram parte da minha
formacao académica.

O objetivo deste trabalho era compreender por completo o
artigo cientifico que o originou, com o intuito de entender quais sao
os elementos primos e os elementos irredutiveis de um anel de inteiros
moédulo n, além de demonstrar o teorema que aponta como descobrir
a cardinalidade destes dois conjuntos.

Além disso, foi identificado um erro na demonstragdo de um
dos teoremas do artigo, que nao o invalida e submeteremos uma errata
com a demonstragao correta.

Vale a pena ressaltar a importancia que as disciplinas: Ele-
mentos de Algebra e Aritmética e Algebra I tiveram para a possivel
efetivagdo do tema discorrido no desenvolvimento desta monografia.

A producgao deste trabalho possibilitou um contato mais apro-
fundado com a mateméatica académica e varios conceitos estudados nas
disciplinas citadas anteriormente da Universidade Federal de Santa

Catarina - Campus Blumenau.
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