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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar a elaboracdo de dois algoritmos que contemplam a
andlise linear de trelicas, vigas e porticos planos, baseado em formulacdes do Método dos
Elementos Finitos (MEF). Estes foram desenvolvidos em linguagem Python e sdo capazes de
calcular os deslocamentos nodais, esfor¢cos normais, esfor¢os cortantes, momentos fletores,
deformacdes, tensdes axiais e reacdes nos apoios das estruturas propostas. De modo a validar
os resultados obtidos pelos algoritmos, estes foram comparados as bibliografias utilizadas e ao
software de analise matricial FTOOL. Os algoritmos foram, entdo, aplicados para resolucao
de trés exemplos previamente estudados na literatura. Por fim, ap6s a realizacdo de analises
de convergéncia de malha e a representacdo grafica dos resultados obtidos, algoritmo foi
considerado preciso e calibrado, a depender apenas do refinamento da malha de elementos
finitos utilizada nas analises.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Algoritmos. Andlise elastica linear. Trelicas
planas. Porticos planos. Vigas.



ABSTRACT

This study has the purpose of presenting the elaboration of two algorithms that approach the
linear analysis of trusses, beams and planar frames, based on a Finite Elements Method
(FEM) formulation. The Python-written algorithms elaborated are capable of calculating the
node displacements, normal and shearing stresses, bending moments, deflections, tensions
and support reactions of the proposed structures. In order to validate the obtained results,
comparisons were made to the bibliography and to a matrix analysis software, FTOOL. The
algorithms were, then, applied to the resolution of three examples previously studied in the
literature. After mesh convergence studies and graphical representations of the obtained
results, the algorithm was considered precise and calibrated, depending only on the
refinement of the mesh used for the analysis.

Keywords: Finite Element Method. Algorithms. Linear elastic analysis. Planar trusses. Planar
frames. Beams.
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1 INTRODUCAO

A analise estrutural € um desafio particular quando atrelada a evolugdo e
modernizacdo da construcdo, tornando praticamente mandatoria a utilizacdo da computacédo
para ser realizada. Por este motivo, foram desenvolvidos novos procedimentos para tal analise
e, neste trabalho, sera destacado o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Segundo Soriano (2003), o MEF nada mais é que uma analise matematica, em que
um meio continuo é fragmentado em varios elementos, que mantém as propriedades materiais
idénticas as originais. Esses elementos sdo descritos por equacGes diferenciais e resolvidos
por modelos matematicos.

De forma contextualizada, o0 método resolve um modelo matematico baseado em um
problema fisico como, por exemplo, uma estrutura ou componente estrutural sujeito a um
carregamento. Vale ressaltar que a preciséo das solucdes deve sempre ser avaliada, visto que a
técnica utilizada para resolucdo é um procedimento numérico. Segundo Bathe (2016), a
escolha de um modelo matematico apropriado € essencial e determina completamente a
percepcao do problema fisico real que pode ser obtido pela analise.

Um exemplo de aplicacdo do método dos elementos finitos € apresentado por
Azevedo (2003) na Figura 1 e consiste na analise de uma estrutura do tipo consolo curto de
pequena espessura, sujeito as forcas indicadas.

Figura 1 — Malha de elementos finitos, configuracdo deformada e deslocamentos verticais.

waledevevn

Fonte: Azevedo (2003).
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De acordo com Bathe (2016) e Lacerda (2014), a formulacdo do MEF para analise
linear das estruturas assume as seguintes hipoteses de modelo estrutural:

e Os deslocamentos séo pequenos;

e O material é linear eléstico;

e As condigdes de contorno sdo constantes, logo, ndo se modificam durante a

aplicacdo das cargas.

Na ocorréncia destas condicdes, o vetor dos deslocamentos nodais u se relaciona
linearmente com o vetor de cargas externas Fex:, da forma:

Ku=F,, (1.1)
onde K é a matriz de rigidez global da estrutura. Sendo assim, ao aumentar as cargas por um
fator A, isto €, AFex, entdo os deslocamentos aumentam pelo menos fator Au. Caso isso nédo
ocorra, ndo hé linearidade no sistema.

Neste trabalho, serdo abordadas apenas estruturas lineares reticuladas simples, tais
como trelicas, vigas e porticos, compostas por barras prismaticas (de eixo longitudinal e secdo
transversal constante) e cujas dimensdes transversais sdo pequenas se comparadas aos
comprimentos dos elementos em analise. Ainda, serdo consideradas algumas hipdteses
simplificadoras citadas por Hibbeler (2010):

e Os materiais devem ter comportamento elastico linear, o que implica o uso da

Lei de Hooke, em que a tensdo é proporcional ao produto da deformacédo pelo
maodulo de elasticidade do material;

e A distribuicdo de tensdes pode ser considerada equivalente numa secdo
suficientemente distante do ponto de aplicacdo dos carregamentos (principio de
Saint-Venant);

e As deformacdes e deslocamentos devem ser considerados infinitesimais.

Conforme os estudos de Lourengo (1999), o emprego simultaneo de estruturas com
vaos cada vez maiores e com materiais cada vez mais resistentes conduz a estruturas mais
sensiveis a instabilidade. Sendo assim, o grau de complexidade e de precisdo aumenta a
medida que a andlise estrutural se torna cada vez mais sofisticada e outros aspectos podem ser
levados em conta, tais como:

e As leis constitutivas do material, tais como linearidade ou ndo-linearidade,

elasticidade ou plasticidade e afins;

e O comportamento estatico ou dinamico da estrutura;
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e As imperfeiches reais da estrutura, sejam flechas iniciais, imperfeices nas

formas geométricas ou tensdes residuais;

e Circunstancias atipicas como cargas rolantes, amortecimento dinamico, etc.

1.1 OBJETIVOS

Nas secOes abaixo estdo descritos 0 objetivo geral e os objetivos especificos deste

Trabalho de Concluséo de Curso.

1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver dois algoritmos, ambos em linguagem Python, capazes de calcular os
deslocamentos nodais, reacfes de apoio e esforcos internos de barras de trelicas, vigas e
porticos planos através do Método dos Elementos Finitos.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Apresentar o funcionamento do algoritmo MEF elaborado;

e Abordar o método dos elementos finitos aplicado a trelicas, vigas e porticos por
meio de modelos tedricos;

e Validar os resultados obtidos ao compara-los com os métodos de outros autores
e estruturas de resultado analitico conhecido;

e Representar graficamente as estruturas deformadas ap6s aplicacdo dos esforgcos
considerados.

e Auvaliar a convergéncia dos resultados obtidos em fungdo do refinamento da

malha utilizada.
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2 ELEMENTO FINITO DE TRELICA
2.1 DEFINICAO

Segundo Leet, Uang e Gilbert (2010), trelicas sdo estruturas compostas por
elementos de barras, delgadas e com extremidades conectadas por articulagbes sem atrito, 0s
nos. Por receberem carregamentos apenas em seus nds, as barras transmitem apenas forcas
axiais ao longo da estrutura. As ligaces geralmente sdo feitas por soldas ou parafusos, mas é
possivel considera-las como ligagdes articuladas.

Para a modelagem de trelicas planas através do Método dos Elementos Finitos,
consideram-se barras de dois nos, de deformac6es infinitesimais e que obedecem a Lei de
Hooke. Na Figura 2, tem-se uma ilustracdo de trelica plana geralmente utilizada em

coberturas num geral.

Figura 2 — Exemplo de Treliga.

Elemento
de Barra
/ (Membro)
Apoio
(Suporte)

No A~

Fonte: Silva Neto et al. (2007).

2.2 FORMULACAO

Pela formulacdo de trelicas planas em elementos finitos conforme Zienkiewicz,
Taylor, e Zhu (2005), cada elemento de barra tem &rea de secdo transversal constante A e é
composto por dois nos (1 e 2) de coordenadas (X1, Y1) e (X2, Y2) no sistema global
cartesiano, respectivamente. Essas coordenadas representam a configuracédo inicial de cada
elemento na estrutura como um todo e serdo necessarias futuramente. O comprimento inicial

Lo é calculado da seguinte forma:

Lo = (X, = X,)? +(Y, —Y,)? (2.1)
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Silva Neto propde um desenho esquematico do elemento de trelica plana na Figura 3.
O angulo inicial do elemento em questdo no sistema de coordenadas globais é chamado de 6.

Figura 3 — Coordenadas globais e locais do elemento de trelica 2D.

ve

sistema local de
coordenadas

un

>

ul

X

sistema global de
coordenadas

deslocamentos

Fonte: Silva Neto et al. (2007).

Por ser uma trelica plana, a formulacdo é bidimensional e os valores de seno e

cosseno do angulo 6 podem ser facilmente obtidos por:

cosg = X2 =% (2.2)
seng =211 (2.3)
O vetor de deslocamentos nodais u no sistema global de coordenadas é:
l"Il
u=| " (2.4)
UZ
V2

no qual uj e vi, comi =1, 2, sdo os deslocamentos horizontais e verticais, respectivamente.
Existe uma relacdo entre os deslocamentos no sistemas global e local de

coordenadas, dada por:

ul uL1
V. Vv
=Rl M (2.5)
u2 uL2
V2 VL2

onde R é a matriz de rotacéo, representada por:
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cosgd —send 0 0

send cosd 0 0
R= (2.6)
0 0 cosd —send

0 0 send cosd

Silva Neto também propde um desenho esquematico do elemento de trelica quanto as

forcas externas atuantes na Figura 4.

Figura 4 — Forcas externas do elemento de trelica 2D.

F\,f2

FyL2

sistema local de
coordenadas

F\,fl

FyL1
v
X
1 Fa sistema global de
Forgas coordenadas

Fonte: Adaptado de Silva Neto et al. (2007).

O vetor de forgas externas no sistema global de coordenadas, Fg, é:

I:xl
F
yl
2.7
i (27)

X2
F

F, =

y2
Analoga a relacdo entre os deslocamentos em ambos o0s sistemas de coordenadas, as

forgas seguem a relagéo:

Fxl I:xLl

P | R P (2.8)
FXZ I:><L2

F F

y2
onde R é a matriz de rotacdo, representada na equacao (2.6).

A matriz de rigidez de cada elemento é deduzida a partir da Energia Potencial Total
I1, definida por:

H:Zn:Ue+P (2.9)
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tal que P é a energia potencial das for¢as externas:
P:_Z Z F"u’ (2.10)
i=x,y n=l

e U é a energia de deformacdo de um elemento finito e:
U, = uadv (2.11)
onde Ue € a energia especifica de deformagdo, proveniente da relacdo o X & ou seja, € 0

trabalho da tenséo sobre a deformacéo.

Para a lei de Hooke uniaxial, tem-se:

du, =ode
U, =J‘Ogadg
Comoos=Es¢:
U, =J.Og Eede
2 &
u,=E—
0
E 2
u, = 2‘5 (2.12)

Sabe-se que o elemento finito possui area de secdo transversal A constante. Ainda,
toma-se o comprimento deformado L como igual ao inicial dado pela equacéo (2.1) por se
tratar de uma analise linear, e as inclinacdes por (2.2) e (2.3). Logo, a energia de deformacéo

de um elemento é:

U, = uav
u, =”E—gszdL
LA 2

_EA

3

U g°dL (2.13)

L
Obtidas as equacOes para P (2.10) e U. (2.13), interessa a relacdo de ¢ e ui", que sdo
as incognitas deste problema. E conhecida a relagdo entre os referenciais global e local,
expressa pela matriz de rotagdo R na equacdo (2.6). Sendo assim, como ndo ha flexdo nas

barras, ou seja, estd sob deformacéao uniaxial, tem-se:
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_ du

E=—
dx,

(2.14)

tal que u(xL) € o campo de deslocamentos de qualquer ponto X, na barra.
No MEF, este campo de deslocamentos é aproximado por funcdes de forma ¢(xv), ja
que, em casos gerais, ndo é possivel determinar a resposta exata de u(x.). A aproximagao para

0s deslocamentos da barra pode ser escrito como:

U(XL)=¢1(XL)uiL+¢2(XL)U>3L (2-15)

X
¢1(XL):1_T

9, (XL) = X_LL
tal que x. pertence ao intervalo [0, L].

A escolha das expressdes de ¢1 e ¢ e a forma como aproximacédo de u(x.) é escrita
ndo sdo arbitrarias. Logo, ¢i(xL) é arbitrada para valor 1 no né i e zero no outro. Dessa forma,

ao avaliar u(x.) sobre os nos, tem-se:

u(xt) = (X0 Jui + 4, (0 ug
u(xi)=¢1(0)uiL+¢2(0)qu
u(x)=1-uy +0-uj
o)~

U(x7) = (X Jusy + 4, (X0 )u
u(xf):¢1(L)uiL+¢2(L)qu
u(xf):O uy, +1-u?

o) -1

Isto é, quando o deslocamento aproximado pela funcdo de forma é escrito como
apresentado acima e avaliado sobre a coordenada de um no xc, resulta o proprio parametro
incognito e, portanto, o parametro nodal ux. tem significado de deslocamento. No MEF, é
uma consideracdo vantajosa visto que a solucdo do sistema de equagdo resultard diretamente
nos deslocamentos dos nos.

Retomando a equacéo (2.15) e substituindo em (2.14), tem-se que:
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u(XL):¢l(XL)uiL+¢2(XL)U>3L

(2.16)

Agora, ao retomar a equacao (2.13) e substituir a equacéo (2.16), obtém-se:

. = % L.92dxL

EA L qu_uiL i
RO A T

EA(u2 —ut Y ]
Ue=7( XLL XLj 'XL

0
U, = %(ui _u>l<L )2

Pelo Principio da Energia Total Estacionaria, o equilibrio de uma estrutura se da

U

quando a sua energia total € estacionaria (minima) para os parametros que descrevem a
energia da estrutura (neste caso, dos deslocamentos dos nds). Matematicamente:

ol =0:>Zaue oP, _
ou! s/ ou’  ou!

Al=0= 0

comi=x,yen=(1,..,n_nos).

Assim, ao derivar parcialmente:

oU EA EA
aui = oL Z(UfL _uiL )(_1) = T(uiL _qu)
Z:J){ = E_f Z(UfL _u>l<L )(l) = ETA(_uiL + qu)

Na forma matricial:

6U/
ou / L|-1 1]|ul -t
ou’,
No sistema de coordenadas local, a matriz de rigidez de cada elemento, K., pode ser

escrita como:
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K, = EAr (2.17)

L,

onde E é o madulo de elasticidade longitudinal e T é a matriz dada por:

-1

o (2.18)

0

o O O O
o O O O

Como a analise em questdo é referente a barras nas coordenadas locais, supde-se que
estas recebem solicitacdes apenas de forcas externas axiais, que geram energia sobre o0s
deslocamentos nodais axiais. Entdo, ao retomarmos a equacéo (2.10) que define P, o potencial
dessas forcas é simplesmente:

P = _Fxll_u>1<L - Fxf_qu
ok,
ou,

ok, 2
e T e
XL

_ 1
- _FxL

e, na forma matricial:

oP.

eauiL :_{FX{}: -
op, Fe) °
ou?,
Portanto, segundo Bathe (2016), ao substituir na relagcdo acima as matrizes obtidas,
obtém-se o sistema de equacfes que rege cada um dos elementos:
K, -u =F, (2.19)
Sabendo que a matriz de rotagdo R é ortogonal, ou seja, Rt = RT, tem-se o
desenvolvimento:
K. -(R"-ug)=R"-Fg
R-K_-R"-u, =F,
Ks - Us = F5
tal que Kg, no sistema de coordenadas global € a matriz de rigidez de cada elemento, dada
por:

Ks=R-K_-R'
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cosd -send O 0 1
send cosé 0 0 EA| O
°7l 0 0 cos® —send|L,|-1
0 0 send cosd 0

cosd send 0 0
—sen@ cosd 0 0
0 0 cosf  send
0 0 —send cosé

o O O O
o - O
o O O o

O desenvolvimento acima resulta na definicdo de Kg, a seguir:

cos?0 cos@send —cos’0  —cosHsend
K. _EA cosesezzne sen?d —cosﬁzsene —sen’d (2.20)
L,| —cos‘d  —cosfdsend cosd cos@send
—cosfsend  —sen’d cosdsend sen?0

A matriz de rigidez global da estrutura sera o somatorio de n matrizes de rigidez

globais de cada elemento, respeitando a correspondéncia de graus de liberdade, da forma
K=Y K¢ (2.21)
=1

onde e é o elemento finito e n é o nimero total de elementos da trelica.
Ainda, a deformagdo especifica de engenharia (eg) de cada elemento pode ser

calculada, no sistema local de coordenadas, partindo da equagéo (2.16) dada por

e da relagdo entre deslocamentos nodais nos sistemas global e local proposta na equagéo (2.4),
tem-se
u,; =u,cos@-+v,send
cosd(u, —u, )+send (v, -V, )
- L

Sendo assim, pode-se calcular as tensbes normais (o) e, por consequéncia, 0S

e
&

(2.22)

esforgos normais (N°) de cada elemento e:
o°=E’s (2.23)
N® =c°A° (2.24)
Por fim, caso se deseje conhecer as reagdes dos apoios da trelica, calcula-se:
Re=K-u—-F (2.25)
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2.3 METODOLOGIA

Com a plataforma computacional web Jupyter Notebook, elaborou-se o codigo em
Python para a implementacdo da analise linear estatica de trelicas planas compostas por
elementos de barra 2D.

Primeiramente, o usuario deve fornecer ao programa todas as informacdes
requisitadas (os dados de entrada) sobre a estrutura em questdo. De forma sequencial, insere-
se:

e Numero total de nos da estrutura;

e Numero total de elementos de barra da estrutura;

e Posicdo dos nds em coordenadas X e Y;

e Conectividade dos elementos (incidéncia);

e Avrea de secdo transversal A e modulo de elasticidade E de cada barra;
e Forcas atuantes na estrutura;

e NUmero de nos restringidos e as proprias restricdes de deslocamento;

Na sequéncia, 0 programa processa os dados de entrada e calcula as matrizes de
rigidez de cada elemento Kg (Equacdo (2.21)). Com essas matrizes, € possivel montar a
matriz de rigidez global do sistema K (Equacéo (2.22)), conforme o seguinte algoritmo:

Etapa 1 — Dados do modelo (coordenadas, conectividade dos elementos,
propriedades do material, condi¢Ges de contorno e de carregamento):

e Define nimero de nés (n_nds) e nimero de elementos (n_el);
e Calcula o nimero de graus de liberdade (GDL): GDL = 2* n_nos;
e K =0- Matriz da estrutura, tamanho [GDL, GDL].

Etapa 2 — Inicio das iteragdes:

Percorre:

e Todos os elementos (de 1 an_el);

e NOs locais de cada elemento (1 e 2).

Etapa 3 — No local 1:

e Percorre os graus de liberdade do n6 local 1 (i =1, 2).

Calcula:

e Numero do no local 1: a= inc (e, no local 1);

e NuUmero do grau de liberdade no sistema global: k =2*a + i;
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e NuUmero do grau de liberdade no sistema local: GDL1 = 2*(n6 local 1 - 1) +i;
Etapa 4 — NoO local 2:
e Percorre os graus de liberdade do no6 local 2 (j=1, 2).
Calcula:
e Numero do n6 local 1: B = inc (e, né local 2);
e Numero do grau de liberdade no sistema global: 1 = 2*p + j;
e Numero do grau de liberdade no sistema local: GDL2 = 2*(n6 local 2 — 1) + j;
Etapa 5 — Matriz de rigidez global:
e Calcula matriz de rigidez global: K [k, I] = K[k, I] + Kc[GDL1, GDL2].
Computacionalmente, o procedimento de montagem do sistema da estrutura
mostrado anteriormente necessita da incidéncia nodal do elemento, ou seja, a ordem dos nés
de cada barra. A funcéo incidéncia pode ser escrita da seguinte forma:
inc(el)=c
inc(e,2)=4

tal que e € o elemento, 1 e 2 s&o os nimeros dos nos no sistema local e « e £ sdo 0s nimeros

(2.26)

dos nos no sistema global da estrutura.

O passo seguinte é a aplicacdo das condicdes de contorno pré-estabelecidas nos
dados de entrada do problema, ou seja, a verificagcdo das restricdes. O programa percorre um
laco condicional e confere se ha restrigdes nas direcbes x e y em cada um dos nds, conforme
entrada do usudrio. Caso haja restricdo, a matriz de rigidez € modificada, zeram-se as linhas e
colunas para todos os graus de liberdade com deslocamento nodal igual a zero e atribui-se
valor unitario para os valores da diagonal principal.

A operacdo resulta em um sistema de equacdes lineares (Equacéo (2.20)) com uma
matriz de rigidez ndo singular, ou seja, a inversa de K existe. Uma vez obtida a solucdo desse
sistema, 0 programa entrega como saida os valores dos deslocamentos nodais que compde o

vetor u.
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No pos-processamento, o programa calcula a deformacéo especifica de engenharia &g
(Equacéo (2.22)), a tensdo normal ¢ (Equacgéo (2.23)) e o esfor¢co normal N (Equacgéo (2.24))
de cada elemento. Devido ao emprego de fungdes de forma lineares (como as aproximacgoes
do campo de deslocamentos u e a lei de Hooke) e as equacdes diferenciais que regem o
problema, as grandezas de pds-processamento citadas anteriormente sdo constantes ao longo
de todo o comprimento dos elementos de barra. Finalmente, o codigo calcula as reacfes nos
apoios da estrutura (Equacdo (2.25)). A Figura 5 denota o fluxograma de montagem e
funcionamento do cddigo computacional, exposto no Apéndice A.

Figura 5 — Fluxograma de montagem do cédigo.

, -
Inicio do
Programa
Leitura dos dados de Ca!;qgo dadmatr‘ljz de 5 (?a!;ulo cc‘ia nliaénlzc?e
entrada = rigidez de cada »-| rigidez de global da
elemento estrutura
\i
Célculo das reacdes Solugéo do sistema AP"C"?‘??O das
de apoio - de equacdes lineares | condicoes de
quac contorno
\/
J C‘;"ICUIC’ dots o e Calculo c;as q _ | calculo das tensges e
eslocamentos | deformacdes de cada > esforcos atuantes
resultantes elemento

Fim do
Programa

Fonte: Autor, adaptado de Borges, Silva e Bezerra (2016).
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2.4 VALIDACAO DO CODIGO

Com a finalidade de validar os resultados do programa elaborado, foram

selecionados alguns exemplos de Farani (2021).
2.4.1 Exemplo 1

A trelica representada na Figura 6 é uma estrutura em aco, plana, biapoiada,
constituida de quatro barras e quatro n6s. Ao n6 2, esta aplicada uma forca vertical de
intensidade 100 kN. As dimensdes das barras estdo dispostas na figura e todas possuem se¢éo

transversal constante A = 400mm?2 e médulo de elasticidade E = 200GPa.

Figura 6 — Esquema da trelica para validacao, Exemplo 1.

[t34
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D

(R

2m
L 2
- — 4
b—2m —}——2m !’
100 kN

Fonte: Farani (2021).

A partir da Figura 6, Farani elabora a Tabela 1 para demonstrar a configuracdo da
trelica. Essa metodologia sera replicada e utilizada ao longo dos exemplos seguintes.

Tabela 1 — Configuracdo da trelica, Exemplo 1

Coordenadas nodais Conexao dos elementos
NO X(m) Y (m) Elemento NG i NO j
1 0 0 1 1 2
2 4 0 2 1 4
3 0 2 3 2 4
4 2 2 4 3 4

Fonte: Farani (2021).
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Com os dados acima, obtém-se todos os valores de deslocamentos, deformagdes,
esforcos normais, tensdes e reacdes nos apoios. A Tabela 2 contém um comparativo entre 0s
resultados obtidos no programa de elementos finitos desenvolvido e os de Farani (2021) para

0s deslocamentos nodais, esforcos normais e reagdes de apoio.

Tabela 2 — Comparativo dos resultados obtidos, Exemplo 1.

[ Deslocamentosnosnés(m) |
No Desloc. | Programa MEF |Farani (2021)| Variagdo
1 u 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000%
v 0.00000000 | 0,00000000 | 0.000%
5 U -0,00500000 | -0,00500000 | 0,000%
- v -0,02014214 | -0,02914210 | 0,000%
3 u 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000%
v 0.00000000 | 0.00000000 | 0.000%
4 U 0.00500000 | 0.00500000 | 0.000%
v -0,01207107 |-0,01207110 | 0,000%
[ Fomamomal(®N)
Barra Programa MEF Farani (2021) Variagio
1 -100,00 -100.00 0,000%
2 -141.,42135624 -141,42136 0,000%
3 141,42135624 141.42136 0,000%
4 200,00 200,00 0,000%

No Reacdo | Programa MEF |Farani (2021)| Variacdo
1 X 200.00 200.00 0,000%
y 100.00 100.00 0,000%

3 X -200.00 -200.00 0,000%
y 0.00 0.00 0,000%

Fonte: Autor (2022).

A Figura 7 apresenta os deslocamentos nodais (verticais e horizontais, dados em m)
da estrutura, visualizados com o programa de acesso livre para poOs-processamento em
elementos finitos, o AcadView (PACCOLA; CODA, 2005). Para melhor visualizacdo a
deformada foi ampliada em 5 vezes e estdo indicados o nimeros dos nos e elementos que

compde a trelica em anélise.
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Figura 7 — Configuragédo deformada da trelica, Exemplo 1.

. 4 d 5.000E-03
1.206E-03
-2.587E-03
-6.381E-03

-1.017E-02
-1.397E-02

-1.776E-02

-2.155E-02
l -2.535E-02
-2.914E-02

— N

Fonte: Autor (2022).

Portanto, pode-se observar que o programa desenvolvido possui ndo possui diferenca
de resultado quando comparado a Farani (2021). Sendo assim, devido a similaridade do
método aplicado por Farani e o método utilizado na elaboracdo do programa do presente
trabalho, pode-se afirmar que o algoritmo esta correto e pode ser utilizado para os calculos

desejados.

2.4.2 Exemplo 2

A trelica representada na Figura 8 é uma estrutura de aco, plana, biapoiada,
constituida de seis barras e cinco n6s. Ao no 1, esté aplicada uma forca vertical de intensidade
30 kN e ao no 2, estd aplicada uma forga vertical de intensidade 20 kN. As dimens@es das
barras estdo dispostas na figura e todas possuem sec¢do transversal constante A = 400mm?2 e
modulo de elasticidade E = 200GPa. (HIBBELER, 2004).
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Figura 8 — Esquema da trelica para validacao, Exemplo 2.
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Fonte: Hibbeler (2004).

A partir da Figura 8, Farani elabora a Tabela 3 para demonstrar a configuracdo da
trelica, idem ao exemplo anterior.

Tabela 3 — Configuracdo da trelica, Exemplo 2.

Coordenadas nodais Conex&o dos elementos

NO X(m) Y (m) Elemento NG i NO j

1 -3 0 1 1 2

2 -1,5 0 2 2 3

3 0 0 3 1 5

4 0 2 4 2 5

5 -1,5 2 5 3 5
6 4 5

Fonte: Farani (2021).

Com os dados acima, obtém-se todos os valores de deslocamentos, deformacoes,
esforcos normais, tensdes e reagdes nos apoios. Em sua bibliografia, Farani ndo apresenta os
resultados obtidos para o exemplo acima. Sendo assim, foi necessario utilizar o programa de
analise matricial, FTOOL (MARTHA, 2018) para a obtencdo do mesmos. A Tabela 4 contém
um comparativo entre os resultados obtidos no programa de elementos finitos elaborado e os
obtidos no programa FTOOL para os deslocamentos nodais, esforgos normais e reag0es de

apoio.



Tabela 4 — Comparativo dos resultados obtidos, Exemplo 2.

No Desloc. | Programa MEF| FTOOL Variagio

i ] 0,00084375 | 000084380 | 0,006%

v -0,00622656 [-0.00622700| 0.007%

2 ] 0.00042188 | 000042190 | 0.005%

¥ -0,00378516 [-0.00378500| 0,004%

3 ] 0.00000000 [ 0.00000000 | 0,000%

¥ 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000%

4 ] 0,00000000 | 000000000 | 0,000%

v 0,00000000 | 000000000 | 0,000%

< ] -0,00112500 [-0.00112500| 0.000%

3 v -0,00328516 [-0.00328500| 0.005%
Barra Programa MEF FTOOL Variagdo
1 -22.50 -22.50 0.000%
2 -22.50 -22.50 0.000%
3 37.50 37.50 0.000%
4 20,00 20,00 0.000%
5 -62.50 -62.50 0.000%
6 60,00 60,00 0.000%

No Eeacdo | Programa MEF | FTOOL | Variacdo
3 X -60.00 -60.00 | 0,000%
v -50.00 -50,00 | 0,000%
4 x 60,00 60,00 | 0,000%
v 0,00 0,00 0.000%
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Fonte: Autor (2022).

A Figura 9 apresenta os deslocamentos nodais (verticais e horizontais, dados em m)
da estrutura, visualizados novamente com o AcadView (PACCOLA; CODA, 2005). Para
melhor visualizacdo a deformada foi ampliada em 10 vezes e estdo indicados 0 nimeros dos

nos e elementos que compde a trelica em anélise.
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Figura 9 — Configuragédo deformada da trelica, Exemplo 2.
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Fonte: Autor (2022).

Novamente, pode-se observar que o programa desenvolvido possui pequenas
diferencas de resultado quando comparado aos resultados do programa FTOOL (MARTHA,
2018). Logo, devido a similaridade do método aplicado por Farani (2021) e o método
utilizado na elaboracdo do programa do presente trabalho, reafirma-se que o algoritmo esta

correto e pode ser utilizado para os calculos desejados.
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3ELEMENTOS FINITOS DE VIGAS E PORTICOS

3.1 DEFINICAO

Segundo Souza, Rodrigues e Mascia (2008), vigas sdo estruturas lineares, dispostas
horizontalmente ou inclinadas, com um ou mais apoios, sujeitas a carregamentos transversais.
Sdo comumente utilizadas em sistemas do tipo laje-viga-pilar (Figura 10) para transferir as
cargas verticais recebidas da laje para os pilares ou para transmitir cargas concentradas nas
situacOes que serve de apoio a um pilar.

Figura 10 — Sistema laje-viga-pilar.
q

Sapata Sapata

Fonte: FADESP (2015).

Por definicdo, os pérticos planos sdo estruturas lineares planas com solicitacfes
coplanares. Por um olhar construtivo, pode-se dizer que os porticos formam o esqueleto

resistente da estrutura da edificagdo, nos quais sao fixadas as vedacOes e cobertura.

Figura 11 — Exemplos de porticos.

Porticos planos simples

Portico plano de andares multiplos
Fonte: Farani (2021).
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Analiticamente, os poérticos planos podem ser discretizados por elementos de viga
com deformacédo axial. Recorrentemente, 0 comportamento dessas estruturas é analisado e
modelado conforme as teorias de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

Para o presente trabalho, serd utilizada a teoria de Euler-Bernoulli e, portanto,
desprezam-se os efeitos decorrentes das deformacGes cisalhantes na secdo transversal dos
elementos e estima-se que as sec¢des transversais planas se manterdo planas e perpendiculares

ao eixo neutro da viga apos as deformacdes (SILVA et al., 2016).
Figura 12 — llustracdo da teoria de Euler-Bernoulli.

Ly, u 5
Normal a superficie média
apos a deformacio

Inclinagdo do eixo da viga

Fonte: Barbosa (2001).

3.2 FORMULACAO

De maneira analoga a formulacdo de trelicas planas, os elementos de barra dos
porticos planos possuem area de secdo transversal constante A e sdo compostos por dois nos
de coordenadas conhecidas no sistema global cartesiano. Sendo assim, a equacdo (2.1) que
define o comprimento Lo se mantém valida. Entretanto, no caso de pérticos planos, os
elementos possuem 6 graus de liberdade no total, sendo 3 graus de liberdade por né:
translagdes horizontal u e vertical v e uma rotacdo 6. A Figura 13 ilustra as coordenadas

globais, o comprimento inicial Lo e os graus de liberdade.



Figura 13 — Elemento finito para porticos planos.

5
~>
O3/ /«/
37
// AV

e.

i //
x 2

e
g\

Vs Vs

S, AYE
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Ainda, por se tratar de um pdrtico plano, a bi dimensionalidade é mantida e as

relagdes (2.2) e (2.3) que definem os valores de seno e cosseno do angulo o (mesmo angulo,

mas agora renomeado para evitar confusdo com a rotacdo) se mantém validas.

Quanto ao vetor de deslocamentos nodais u, ha uma pequena alteracdo devido ao

aumento do numero de graus de liberdade como citado anteriormente. Logo, no sistema

global de coordenadas, o vetor u para elementos de porticos planos é:

u

iy

Vi
o,

i

N

u
v
0

N

N

(3.1)

No qual ui, vie &, com i = 1,2, sdo os deslocamentos horizontais, verticais e rotacoes,

respectivamente. De maneira similar a (2.5), ha uma relacdo entre os deslocamentos nos

sistemas global e local de coordenadas, dada por:

ul l'lLl
Vl VLl
01 =R eLl
u2 u L2
V2 VLZ
101 [0

onde R é a matriz de rotacdo representada, nesse caso, por:

(3.2)
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[ cosa sena 0 O 0 O

-sena cosa O 0 0 O
R 0 0 1 0 0 O (33)

0 0 O cosa sena O

0 0 O -senx cosa O

| 0 0 0 0 0 1]

Uma outra diferenga interessante na formulacdo do elemento finito de pértico em
comparacao ao de trelica é o vetor de forgas externas. Nas trelicas, ha apenas carregamentos
concentrados nos nos, ou seja, o vetor € simplesmente as forcas nodais. Para porticos, ha a
possibilidade de cargas distribuidas ao longo dos elementos e momentos atuantes nos nos.

Conforme a formulacdo de Assan (1999), para obter-se um vetor de cargas nodais
equivalentes, supde-se o elemento finito inclinado de um angulo o com a dire¢do horizontal,

solicitado por uma carga vertical linearmente variavel, conforme a Figura 14:

Figura 14 — Elemento inclinado com carga variavel.

Teantilil; Fose
D (
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Yw)
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Fonte: Assan (1999).

O carregamento da Figura 14a pode ser decomposto em uma carga perpendicular ao
elemento finito, como na Figura 14b e outra tangente ao mesmo, conforme Figura 14c. Dessa
maneira, obtém-se:

p, (&) =—p,(1—&)senacosa — p,&senacosa (3.4)

P, (£) =—p,(1-&)cos’ e — p,écos’a
tal que & ¢é a coordenada adimensional dada por x/L. Os sinais negativos se devem ao sentido
contrario da cargas pu € pv em relagdo aos positivos dos eixos & ¢ y, respectivamente.

E interessante escrever as funcdes definidas em (3.4) de forma matricial para ser

utilizada futuramente. Portanto:
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P.($) —(1-&)cos’a —Seos’a || p,
p=Fq (3.5)

Na sequéncia, Assan utiliza de dois conceitos ja apresentados no presente trabalho:

{ P, ((5)} _ [—(1— £)senacosa —fsenacowH pl}

as funcbes de forma (aproximadoras) e o Principio da Energia Total Estacionéria, ou seja, 0
equilibrio de uma estrutura se d& quando a sua energia total é estacionaria (minima) para 0s
parametros que descrevem a energia da estrutura (neste caso, dos deslocamentos dos nos).
Assim como na formulagdo para trelicas, a escolha das fungdes de forma e as
aproximagoes de u(x), v(xL) e &(x.) ndo sdo arbitrarias. Como os deslocamentos transversais
v e as rotacbes ¢ = dv/dx ndo sdo independentes, a componente v do deslocamento em
qualquer ponto do elemento finito depende de quatro componentes de deslocamento: vi e &
nondlevze & nono 2.
Com & sendo a coordenada adimensional dada por x/L, Assan propde as seguintes
fungdes de forma:
$(8) =1-3&"+2&°
$ (&) =(&-28"+&*)L
$(£) =35 -2¢°
$ (&) =(& &)L

tal que & pertence ao intervalo [0, 1].

(3.6)

Com as fungdes de forma definidas, obtém-se os campos de deslocamento (u e v):

u(@) =u,1-25)+u,¢
V(&) = (L-3" + 28\, + (£ =287 + E)LO +(3E° - 2&°), +(£° - &7) LG,

tal que u é o mesmo do elemento de treliga.

3.7)

De maneira anéloga ao observado para os elementos finitos de trelica, quando o
deslocamento aproximado pela fungdo de forma é escrito como apresentado acima e avaliado
sobre a coordenada de um no, resulta o préprio parametro incognito e, portanto, este tem
significado de deslocamento. Vale ressaltar que para obter os valores de & e 6, deve-se
calcular a primeira derivada da funcgéo v(&), ou seja v’(&).

Por fim, obtidos os deslocamentos, é interessante definir a matriz ¢, pois esta sera
utilizada para obtencédo do vetor de forcas equivalentes e na deducdes que seguem.

¢:|:1_§ ? 3 (2) 3 g 20 3 3 0 2 :| (38)
0 1-387+28° (£-25°+8)L 0 35°-28° (& -&)L
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Ap0s isso, Assan deduz o vetor de cargas nodais equivalentes ao utilizar a energia
potencial total do elemento (IT). Sabendo que o trabalho virtual realizado pelas forcas

volumétricas para este caso ¢ nulo, a expressao de II € similar a apresentada em (2.9) e vetor
pode ser descrito por:
F =] ¢ pds (3.9)

Portanto, ao substituirmos a matriz ¢ definida em (3.8) e o vetor p dado pela
igualdade (3.5) na expressao (3.9) e integrarmos, obtém-se o vetor de cargas nodais

equivalentes:

1 1

AL Lsenacosa
1 2
E(7 p,+3p,)Lcos’a
%(% P, +% pzj Lcos’a
F =- (3.10)

“ 1(1
32 p, + P, |Lsenacosa

1
20

_1
|10

(3p,+7p,)Lcos’a

1 1
(5 P+3 pzj LCOSZa_

Quanto aos carregamentos nodais concentrados, € vélida a ideia utilizada em (2.7),
mas deve ser adaptada ao numero de graus de liberdade considerados em um elemento de

portico e aos momentos aplicados:

(3.11)

Logo, o vetor de forgas final, que contém todos os carregamentos existentes no
elemento finito serd a soma de ambos os vetores apresentados em (3.10) e (3.11).
F.=F,+F, (3.12)
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Para determinar a matriz de rigidez do elemento finito, deve-se levar em conta as
tensbes e deformagdes do mesmo. No caso de porticos planos, ha duas parcelas: uma relativa
ao esforco axial e outra devido ao momento fletor. A relagdes entre os esforcos e os
deslocamentos sdo:

du

N=cA=EsA=EA— (3.13)
dx
d?v
M =Ely=—El (3.14)

tal que E é o modulo de elasticidade, A é a area da segdo transversal do elemento, € é a
deformacéo longitudinal, y é a curvatura do eixo da barra no ponto em anélise e | é o
momento de inércia da secdo transversal em relacdo ao eixo neutro.
Os esforgos N e M tém seus sentidos positivos indicados na Figura 15:
Figura 15 — Convencéo de sinais para os esfor¢os internos.

Vi Mi \G MJ
N ‘\ ‘\ Nj

1

v/ I

| L

Fonte: Adaptado de Assan (1999).
Matricialmente, as igualdades (3.13) e (3.14) sdo escritas como:

{S}:{EOA EOIH;} (3.15)

onde as deformac@es associadas ao elemento finito para portico plano sdo definidas por Assan
(1999):

du 1du
“T T Lde (3.16)
d?v 1 d%v
e CdE &40

Na sequéncia, pode-se relacionar essas deformacdes as incognitas nodais definidas
em (3.1):
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u

iy

V,
{g}_[—l/L 0 0 1/L 0 0 0,

iy

7 0 (126-6)/12 (6£-4)/L 0 (6-12&)/12 (6&-2)/L||u
V.
0

N

N

N

Assan (1999) define através da energia potencial total do elemento (IT) que a matriz

de rigidez do elemento finito é dada por:
K, = jv B"DBdV (3.19)
na qual B é obtida ao derivar duas vezes a igualdade (3.7) e D é a matriz que contém 0s

parametros elasticos do material.

Logo, ao substituir B e D na igualdade (3.19), obtém-se:

EA 0 0 “EA 0
L L
12El  6El 12El  6El
= = Y = =
0 @ 4l _@ 2El
“o=1 A ) - EA y - (3.20)
— 0 0 - 0 0
L L
12El  6El 12EI  6EI
T 0 T
0 @ 2Bl _@ AEl
i L L L L

Da mesma maneira que fora citado no capitulo de trelicas planas, a matriz de rigidez
de cada elemento deve ser rotacionada para o sistema global de coordenadas. Sendo assim:
Ke=R-K_-R' (3.21)
E, portanto, a matriz de rigidez global da estrutura sera o somatorio de n matrizes de
rigidez globais de cada elemento, respeitando a correspondéncia de graus de liberdade, da

forma:
K=Y K¢ (3.22)
=1

onde e é o elemento finito e n € o numero total de elementos da trelica.
Ainda, caso se deseje conhecer as reacdes dos apoios do portico, a relagdo (2.26) se

mantém valida.

(3.18)
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Por fim, Assan (1999) demonstra, através do teorema de Castigliano, que 0s termos
de cada coluna da matriz de rigidez representam os esforcos que aparecem nos nos de cada
elemento ao arbitrar um deslocamento unitario na direcdo do grau de liberdade de mesmo

numero da coluna da matriz, mantendo os outros graus de liberdade impedidos. Logo:

N, = EA(—ul _“2j
L

12 6 12 6
Vl = EI (Fvl +F91—FV2 +F92j

M, = El (%Vl+%91—ﬁvz +%02]

LZ
N, = _EA(uj
L

12 6 12 6
VZ = EI (—Fvl—Fel “FFVZ —Fezj

(3.23)

6 2 6 4
MZ = El (FV1+E(91—FVZ +E92j

3.3 METODOLOGIA

Da mesma forma como realizado no capitulo anterior, elaborou-se o cédigo em
Python, na plataforma computacional web Jupyter Notebook, para a implementacdo da analise
linear estatica de vigas e porticos planos compostos por elementos de viga 2D.

Analogamente, o usuario deve fornecer ao programa todas as informac6es
requisitadas (os dados de entrada) sobre a estrutura em questdo. De forma sequencial, insere-
se:

e Numero total de nos da estrutura;

e Numero total de elementos de barra da estrutura;

e Posigdo dos nds em coordenadas X e Y;

e Conectividade dos elementos (incidéncia);

e Area de secdo transversal A de cada elemento;

e Modulo de elasticidade E de cada elemento;

e Momento de inércia | de cada elemento;

e Forcas atuantes (concentradas e distribuidas) na estrutura;
e Momentos aplicados na estrutura;

e NuUmero de nos restringidos e as proprias restricdes de deslocamento;
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Na sequéncia, 0 programa processa os dados de entrada e calcula as matrizes de
rigidez de cada elemento Kg (Equacdo (3.21)). Com essas matrizes, é possivel montar a
matriz de rigidez global do sistema K (Equacéo (3.22)), conforme o seguinte algoritmo:

Etapa 1 — Dados do modelo (coordenadas, conectividade dos elementos,
propriedades do material, condi¢Ges de contorno e de carregamento):

e Define nimero de nés (n_nds) e nimero de elementos (n_el);

e Calcula o nimero de graus de liberdade (GDL): GDL = 3* n_nos;

e K =0 - Matriz da estrutura, tamanho [GDL, GDL].

Etapa 2 — Inicio das iteragdes:

Percorre:

e Todos os elementos (de 1 an_el);

e NOs locais de cada elemento (1 e 2).

Etapa 3 — NO local 1:

e Percorre os graus de liberdade do n6 local 1 (i =1, 2, 3).

Calcula:

e Numero do no local 1: a= inc (e, no local 1);

e NuUmero do grau de liberdade no sistema global: k = 3*a + i;

e NuUmero do grau de liberdade no sistema local: GDL1 = 3*(n6 local 1 - 1) +i;

Etapa 4 — No local 2:

e Percorre os graus de liberdade do né local 2 (j=1, 2, 3).

Calcula:

e Numero do no local 1: = inc (e, no local 2);

e Numero do grau de liberdade no sistema global: | = 3*p + j;

e NuUmero do grau de liberdade no sistema local: GDL2 = 3*(n6 local 2 — 1) + j;

Etapa 5 — Matriz de rigidez global:

e Calcula matriz de rigidez global: K [k, I] = K [k, I] + Ks [GDL1, GDLZ2].

Perceba que o algoritmo é extremamente semelhante ao apresentado no capitulo
anterior. A diferenca principal se d4 no numero de graus de liberdade: enquanto para trelicas
ha apenas 2, nos porticos planos deve-se considerar a rotacdo juntamente aos deslocamentos

verticais e horizontais. A fungdo de incidéncia apresentada em (2.26) permanece valida.
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Idem ao processo aplicado para trelicas, 0 passo seguinte é a aplicacdo das condi¢Ges
de contorno pré-estabelecidas nos dados de entrada do problema, ou seja, a verificacdo das
restricdes. O programa percorre um laco condicional e confere se ha restricdes nas direcdes x
e y em cada um dos nos, conforme entrada do usuério. Caso haja restri¢do, a matriz de rigidez
¢ modificada, zeram-se as linhas e colunas para todos os graus de liberdade com
deslocamento nodal igual & zero e atribui-se valor unitario para os valores da diagonal
principal.

A operacdo resulta em um sistema de equacGes lineares (idem ao capitulo anterior)
com uma matriz de rigidez n&do singular, ou seja, a inversa de K existe. Uma vez obtida a
solucdo desse sistema, 0 programa entrega como saida os valores dos deslocamentos nodais
que compde o vetor u.

No pos-processamento, o programa calcula os esforcos internos atuantes em cada um
dos elementos em andlise, conforme o conjunto de equacBes (3.23). Finalmente, o cddigo
calcula as reagdes nos apoios da estrutura (Equacéo (2.25)). A Figura 16 denota o fluxograma

de montagem e funcionamento do codigo computacional, exposto no Apéndice B.

Figura 16 — Fluxograma de montagem do codigo.

Inicio do
Programa
Leitura dos dados de Ca!cqlo da matriz de (?alpulo da matriz de
entrada > rigidez de cada | rigidez de global da
elemento estrutura
Y
Calculo das reacoes Solugdo do sistema Aplicagdo das
de apoio - de equacdes lineares condigbes de
quac contorno
A4
Calculo dos Recalculo do vetor de Calculo dos esforcos
deslocamentos »| forcas equivalentes f= internos: normal,
resultantes no sistema local cortante, fletor
Fim do
-—
Programa

Fonte: Autor (2022).
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3.4 VALIDACAO DO CODIGO

Com a finalidade de validar os resultados do programa elaborado, foram
selecionados alguns exemplos de Farani (2021) e validados no programa FTOOL (MARTHA,
2018).

3.4.1 Exemplo 1

O pértico representado na Figura 17 € composto por barras de perfil W310x24, de
area de secéo transversal A = 3040mm2, momento de inércia | = 42,8 x 10° mm* e mddulo de
elasticidade longitudinal E = 200 x 10° kN/m2. Esta sujeito a um carregamento concentrado e
vertical de intensidade 60 KN e um momento de 80 kN.m no né 3, e um carregamento
concentrado horizontal de intensidade 40 kN no n6 4. As dimens@es estdo dispostas na figura
e 0s apoios sdo dados nos nés 1 (pino) e 5 (rolete).

Figura 17 — Esquema do portico para validagdo, Exemplo 1.

4dm . 4m
|
60 KN
2 80 KN.m i 4 40 li_\‘
.3 >
3m
om A’
r 1

Fonte: Adaptado de Farani (2021).

A partir da Figura 17, elaborou-se a Tabela 5 para demonstrar a configuracdo da

trelica, idem aos exemplos anteriores.



Tabela 5 — Configuracao do portico, Exemplo 1.
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Coordenadas nodais

Conexao dos elementos

NO X(m) Y(m) Elemento NG i NO j
1 0 0 1 1 2
2 0 6 2 2 3
3 4 6 3 3 4
4 8 6 4 4 5
5 8 3

Fonte: Adaptado de Farani (2021).

Com os dados acima, obtém-se todos os valores de deslocamentos, esfor¢os normais,

cortantes, momentos fletores e rea¢fes nos apoios. A Tabela 6 contém um comparativo entre

os resultados obtidos no programa de elementos finitos elaborado e os obtidos no programa

FTOOL (MARTHA, 2018) para os deslocamentos nodais, esfor¢cos normais e reagdes de

apoio.

Tabela 6 — Comparativo dos resultados obtidos, Exemplo 1.

Barra Programa MEF FTOOL | Variagdo N6 | Reagdo |Programa MEF| FTOOL | Variacdo

1 -10.00 -10,00 0,000% ] x -40,00 -40,00 0,000%

2 40,00 40,00 0,000% ¥ 10,00 10,00 0,000%

3 40.00 40.00 0.000% 5 x 50,00 50,00 0,000%

4 -50,00 -50,00 0,000% v 0.00 0.00 0.000%
[ EcfogoCoamc®®) [ [ DeslocamentosnosnésGm) |

Barra Programa MEF FTOOL | Variagdo N6 | Desloc. |Programa MEF| FTOOL Variacdo

1 40.00 40.00 0.000% u 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000%

2 10,00 10,00 0,000% 1 v 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000%

3 -50.00 -50.00 0.000% @ (rad) | -0,19004966 |-0.19000000| 0,026%

4 0.00 0.00 0.000% u 0,97207364 | 0,97210000 | 0,003%

_ 2 v -0,00009864 |-0.00009868 | 0.041%

Barra No Programa MEF| FTOOL | Variacio 6 (rad) -0'1039_3751 -0'10390000 0'035?6

; 1 0.00 0.00 0.000% . u 0.97233678 | 0.97230000 0.004?

> 240,00 21000 | 0.000% v -0.18708859 | -0.18710000 | 0.006%

5 2 240‘00 240‘00 0.000% 9 (md) 0.01555782 0.01556000 0.014%

“ 3 280.00 280.00 0.000% u 0,97259995 | 0,97260000 | 0.000%

3 3 200,00 200,00 0,000% 4 v -0,00024671 |-0.00024670 | 0.004%

4 0,00 0,00 0.,000% @ (rad) 0,06228679 | 0.06229000 | 0.005%

3 4 0,00 0,00 0,000% u 1.15946033 1.15900000 | 0.040%

5 0.00 0.00 0.000% 5 v 0,00000000 | 0.00000000 | 0.000%

@ (rad) 0.06228679 | 0.06229000 | 0.005%

Fonte: Autor (2022).
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Idem ao exemplos anteriores, a Figura 18 apresenta os deslocamentos nodais
(verticais e horizontais, dados em m e rotacdo dada em rad) da estrutura, visualizados
novamente com o AcadView (PACCOLA; CODA, 2005). Neste caso ndo foi necessario
ampliar a deformada e estdo indicados o nimeros dos nds e elementos que compde o portico
em analise.

Figura 18 — Configuracao deformada do pértico, Exemplo 1.
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-1.871E-01

Fonte: Autor (2022).

Assim como no capitulo anterior, pode-se observar que o programa desenvolvido
possui diferencas infimas de resultado quando comparado a Farani (2021) e os resultados do
programa FTOOL (MARTHA, 2018). Logo, devido a similaridade do método aplicado por
Farani e o método utilizado na elaboracdo do programa do presente trabalho, reafirma-se que
o0 algoritmo esta correto e pode ser utilizado para os calculos desejados.

3.4.2 Exemplo 2

O portico representado na Figura 19 € composto por barras de perfil W410x85, de
area de secdo transversal A = 10800mm2, momento de inércia | = 315 x 106 mm* e médulo de
elasticidade longitudinal E = 200 x 10%° kN/m2. Ao né 3, estdo aplicadas duas forgas
concentradas, sendo uma vertical e de intensidade 100 kN e outra horizontal de intensidade
200 kN. Ao no 4, esté aplicada uma forga concentrada, vertical e de intensidade 300 kN. Por
fim, ao elemento 5, composto pelos nos 5 e 6, esta aplicado um carregamento distribuido,
vertical e de intensidade 500 kN/m. As dimensdes estdo dispostas nas figuras e o apoio se da

no no 1 (engaste).



Figura 19 — Esquema do portico para validagdo, Exemplo 1.
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trelica, idem aos exemplos anteriores.

Fonte: Adaptado de Farani (2021).
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Tabela 7 — Configuracdo do portico, Exemplo 2.
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A partir da Figura 19, elaborou-se a Tabela 7 para demonstrar a configuracdo da

Coordenadas nodais Conex&o dos elementos

N6 X(m) Y(m) Elemento NG i N6
1 0 0 1 1 >
2 0 2 2 2 3
3 1 2 3 2 5
4 -2 4 4 2 5
5 0 4 5 5 6
6 4 4

Fonte: Adaptado de Farani (2021).

Com os dados acima, obtém-se todos os valores de deslocamentos, esforgos normais,

cortantes, momentos fletores e reacfes nos apoios. A Tabela 8 contém um comparativo entre

0s resultados obtidos no programa de elementos finitos elaborado e os obtidos no programa

FTOOL para os deslocamentos nodais, esfor¢cos normais e reagoes de apoio.
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Tabela 8 — Comparativo dos resultados obtidos, Exemplo 2.

Barra |Programa MEF FTOOL Variagio No Desloc. |Programa MEF| FTOOL | Variacdo
1 -2400,00 -2400,00 0,000% 7 0,00000000 | 0,00000000 ( 0,000%
2 -200.00 -200.00 0.000% 1 v 0.00000000 | 0.00000000 | 0,000%
3 -2300.00 -2300.00 0.000% @ (rad) | 0.00000000 | 0.00000000 | 0,000%
4 0.00 0.00 0.000% u 0.10264550 | 0.10260000 | 0.044%
5 0.00 0.00 0.000% 2 v -0,00222222 |-0.00222200| 0.010%
6 (rad) | -0.10476190 |-0.10480000| 0,036%
[ EsfogoCortante(®d) | u 0.10255291 | 0.10260000 | 0.046%
Barra |Programa MEF FTOOL Variacio 3 ¥ -0.10751323 |-0.10750000| 0.012%
1 -200.00 -200.00 0.000% @ (rad) | 0.10555556 | 0.10560000 | 0,042%
2 100.00 100.00 0.000% u 0.42010582 | 0,42010000 | 0.001%
3 0,00 0,00 0.000% 4 v 0.40834656 | 0.40830000 | 0.011%
4 -300.00 -300.00 0.000% @ (rad) | -0.20317460 |-0.20320000| 0.012%
&) 2000,00 2000.00 0,000% u 0.42010582 | 0,42010000 | 0.001%
[ Momento Flctor Memimo (Nem) | 5 v -0,00435185 |-0.00435200| 0.003%
Barra No Programa MEF| FTOOL | Variagdo 6 (rad) | -0.21269841 |-0.21270000| 0.001%
. 1 -3100.00 -3100,00 | 0.000% u 0.42010582 | 0.42010000 | 0.001%
2 -3500.00 -3500,00 | 0,000% 6 v -1.10911376 |-1.10900000( 0,010%
2 2 -100.00 -100.00 | 0.000% 8 (rad) | -0.29734500 |-0.29740000( 0.018%
3 0.00 0.00 0.000%
3 S s e [ Reagoesnosapoios(N) |
4 -3400.00 -3400.00 | 0.000% - - — —
) 4 0.00 0.00 0.000% Né Reacio ngpl)mng MEF| FTOOL | Varacio
5 -600.00 -600,00 | 0.000% x 200,00 200.00 | 0.000%
5 -4000.00 -4000.00 | 0.000% 1 y 2400.00 2400.00 | 0.000%
> 6 0.00 0.00 | 0.000% 6 (kN.m)|  3100,00 3100,00 | 0.000%

Fonte: Autor (2022).

Idem ao exemplos anteriores, a Figura 20 apresenta os deslocamentos nodais

(verticais e horizontais, dados em m e rotacdo dada em rad) da estrutura, visualizados
novamente com o AcadView (PACCOLA; CODA, 2005). Neste caso ndo foi necessario

ampliar a deformada e estéo indicados o nimeros dos nos e elementos que compde o portico

em analise.
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Figura 20 — Configuracao deformada do pértico, Exemplo 2.
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Fonte: Autor (2022).

Assim como no exemplo anterior, pode-se observar que o programa desenvolvido
possui diferencas infimas de resultado quando comparado a Farani (2021) e os resultados do
programa FTOOL (MARTHA, 2018). Logo, devido a similaridade do método aplicado por
Farani e o método utilizado na elaboracdo do programa do presente trabalho, reafirma-se que

o0 algoritmo esta correto e pode ser utilizado para os calculos desejados.
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4 EXEMPLOS E APLICACOES

Neste capitulo, serdo feitas aplicacGes do codigo e os resultados serdo comparados
aos modelos tedricos e ao programa FTOOL (MARTHA, 2018). Para tal, serdo realizadas
analises de convergéncia de malha a serem visualizadas através do programa AcadView
(PACCOLA; CODA, 2005).

Este tipo de estudo é interessante para verificar o refinamento e a qualidade das
malhas utilizadas para andlise de estruturas. Na metodologia abordada neste trabalho, as
malhas sdo formados por elementos de barra de dois nos e, sendo assim, obtém-se uma maior
precisdo com um maior ndmero de elementos. A Figura 21 ilustra a importancia do

refinamento dos resultados em elementos finitos.

Figura 21 — Refinamento de resultados em elementos finitos.

4.1 VIGA BI-APOIADA SOB CARREGAMENTO UNIFORME
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Fonte: Macedo (2020).

Como primeira aplicacdo, fora escolhida uma viga bi-apoiada sob acdo de um
carregamento uniforme, vertical e de intensidade 100 kN/m, ilustrada na Figura 22. Para tal

exemplo, foram utilizados os seguintes dados:
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e Areada secdo transversal (A) = 0,25m x 0,40m = 0,10m?;
e Moddulo de Elasticidade (E) = 200 x 10® kN/m2;
e Momento de Inércia (1) = 1,33 x 10° m*;

e Comprimento total da peca (L) = 10m.

Figura 22 — Viga bi-apoiada sob carregamento uniforme.
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Fonte: Autor (2022).

Pelo modelo matematico da teoria de Euler-Bernoulli, a flecha (f) exata de uma viga
bi-apoiada sob acdo do carregamento descrito se da pela equacdo retirada do material de
Hibbeler (2010):

_5 pt
384 EI

onde p, E, | e L sdo a carga uniformemente distribuida, o médulo de Elasticidade, 0 momento

(4.1)

de inércia e o comprimento total da viga, respectivamente.
Sendo assim, com o0s dados acima, obtemos:
f =0,04882812m
Ainda, a resposta exata, na teoria de Euler-Bernoulli, para a inclinagdo () da secao
transversal sobre um apoio sob a mesma situacdo de carregamento se da pela equacao,
também retirada de Hibbeler (2010):
_ il
24 EI

onde, assim como na equacao (4.1), p, E, |1 e L séo a carga uniformemente distribuida, o

(4.2)

modulo de Elasticidade, o momento de inércia e o comprimento total da viga,
respectivamente.
Sendo assim, com 0s dados acima, obtemos:
6 =0,0015625rad
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Em seguida, estes dados foram inseridos no programa de elementos finitos elaborado
e destes foram realizadas andlises, nas quais foram aumentados gradualmente o nimero de
nos e elementos a fim de melhorar a precisdo dos resultados obtidos.

Na primeira anélise, a viga foi dividida ao meio, ou seja, em 2 elementos de L = 5m.
A Figura 23, elaborada no programa FTOOL, ilustra a configuracdo considerada, com 3 nés e
2 elementos.

Figura 23 — Viga bi-apoiada sob carregamento uniforme, primeira analise.
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Fonte: Autor (2022).

Devido a formulacdo, o programa de elementos finitos calcula apenas o
deslocamento vertical (v) e a inclinacéo () de cada nd. Paraosnds 1 e 3, v é igual a zero e &
atinge seu valor maximo, visto que sdo os nds restringidos (apoios). Logo, o deslocamento v
do n6 2, ou seja, 0 meio do véo, é flecha (f) da viga. A Tabela 9 apresenta um comparativo
entre os valores obtidos pelo MEF e os valores tedricos calculados para os deslocamentos

nodais da estrutura em questao.

Tabela 9 — Comparativo dos resultados obtidos, primeira andlise.

Noé Desloc. |Programa MEF| Teérico |Variacio| FTOOL
1 v 0,00000000 | 0.00000000 | 0.000% | 0,00000000
@ (rad) | -0.01562500 |-0.01562500 | 0,000% |-0,01566000
5 v -0.04882812 |-0,04882812| 0.000% [-0.04895000
B @ (rad) | 0.00000000 | 0,00000000 | 0.000% | 0.00000000
3 v 0,00000000 | 0.00000000 | 0.000% | 0,00000000
@ (rad) | -0.01562500 |-0.01562500 | 0,000% |-0,01566000

Fonte: Autor (2022).
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Pode-se observar que, pela variacdo de 0%, os valores obtidos sdo iguais aos tedricos
e mais precisos que os obtidos pelo FTOOL, o que denota precisdao no programa MEF para o
calculo da flecha. Sendo assim, para o que se propde neste estudo, a analise feita é suficiente
para caracterizar os deslocamentos da estrutura em questéo.

A configuracdo deformada obtida pode ser visualizada com o AcadView
(PACCOLA; CODA, 2005) na Figura 24. Para melhor visualiza¢éo essa fora ampliada em 50
vezes e estdo indicados o numeros dos nos e elementos que compde a anélise. Vale ressaltar
que o programa AcadView é capaz de ilustrar somente os valores de deslocamentos
fornecidos, ou seja, como nessa analise ha apenas 3 valores, a configuracdo deformada

assume forma de segmentos de reta.
0.000E+00
Figura 24 — Configuracdo deformada, primeira analise. -5.439E-03
-1.088E-02

-1.632E-02

~ -2.176E-02
-2.719E-02

-3.263E-02

\/ . -3.807E-02

-4.351E-02
-4.895E-02

Fonte: Autor (2022).
Conforme material de Hibbeler (2010) e pela equacdo da linha elastica, o
deslocamento v(x)de uma viga bi-apoiada sob carregamento uniformemente distribuido €

dado por:

X 3 2 3
— TP o 4.3
V(X) SAE] (x X ) (4.3)

onde, assim como na equacéo (4.3), p, E, | e L séo o valor maximo da carga distribuida, o
modulo de Elasticidade, o0 momento de inércia e o comprimento total da viga,
respectivamente.

Para fins de comparacéo, a Figura 25 ilustra a configuracdo deformada teorica para a

estrutura em questdo, obtida com auxilio do programa Microsoft Excel.
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Figura 25 — Configuracdo deformada teodrica.

Coordenada x na viga (m)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0,005
-0,01
-0,015
-0,02
-0,025
-0,03
-0,035
-0,04
-0,045
-0,05
-0,055

Deslocamento Vertical v (m)

Fonte: Autor (2022).

Note que a configuracdo deformada ilustrada na Figura 24 é aproximada, pois
contém apenas 3 valores de deslocamento. Para uma melhor representagdo, como na Figura
25, € necessario um refinamento maior da malha de elementos finitos, ou seja, deve-se
considerar um numero maior de nos e elementos. Entretanto, como comentado anteriormente,
isso ndo diminui a precisdao da primeira andlise, pois hd pequena variacdo entre o valor
esperado do modelo tedrico e o valor calculado pelo programa.

Na sequéncia, a viga foi dividida em 4, 10 e por ultimo 100 elementos de igual
comprimento para verificar a influéncia da malha na resposta. Assim como na primeira
analise, o programa de elementos finitos calcula apenas o deslocamento vertical (v) e a
inclinacdo (#) de cada n6 por ndo haver esforcos no sentido horizontal. A Tabela 10 contém

os valores calculados para o deslocamento do no central da viga.

Tabela 10 — Valores de flecha calculados.

N Elementos) Desloc. |Programa MEF| Teorico |Variacio| FTOOL

5 v -0.,04882812 | -0,04882812| 0,000% |-0,04895000

” @ (rad) | 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000% | 0.00000000

4 v -0,04882812 | -0,04882812| 0,000% |-0,04895000

@ (rad) 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000% | 0,00000000

10 v -0,04882812 |-0.04882812| 0.000% |-0.04895000

8 (rad) 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000% | 0,00000000

100 v -0.,04882812 | -0,04882812| 0,000% |-0,04895000

@ (rad) | 0,00000000 | 0,00000000 | 0,000% | 0.00000000

Fonte: Autor (2022).
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Note que o valor da flecha calculado ndo se altera a depender do numero de
elementos utilizado, visto que o deslocamento do n6 central considerado sempre serd a flecha
da viga e o modelo em elementos finitos utilizado é capaz de representar o valor tedrico com
apenas 2 elementos. Logo, o valor de flecha obtido no programa na segunda analise é
exatamente igual ao obtido na primeira e, novamente, 0 programa obteve resultados mais
precisos que o FTOOL.

Entretanto, com o aumento do ndmero de elementos, é possivel se aproximar da
configuracdo deformada teorica, conforme a Figura 25. Sendo assim, na Figura 26, pode-se
visualizar o gréfico plotado com auxilio do software Microsoft Excel que reune todas as
configuracOes deformadas obtidas para 2, 4, 10 e 100 elementos.

Figura 26 — Configurac6es deformadas.
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Fonte: Autor (2022).

Agora, com uma maior quantidade de elementos, ha uma suavizagdo da curva, que se
aproximada da deformada teorica esperada conforme a Figura 25 e que, de fato, o valor da
flecha é exatamente 0 mesmo para todas, conforme abordado anteriormente na Tabela 10.
Sendo assim, pode-se concluir que o método utilizado é satisfatorio para o célculo de
deslocamentos mesmo com poucos elementos, porém é necessaria uma melhor discretizacdo

da malha para obtengéo de curvas de deslocamento mais suaves.
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4.2 VIGA BI-APOIADA SOB CARREGAMENTO TRAPEZOIDAL

Como segunda aplicacdo, fora novamente escolhida uma viga bi-apoiada sob acédo de
um carregamento distribuido e vertical, mas agora de intensidade variavel de 0 a 120 kN/m.,
ilustrada na Figura 27. Para tal exemplo, foram utilizados os seguintes dados (idem aos
anteriores):

e Areada secdo transversal (A) = 0,25m x 0,40m = 0,10m?;
e Modulo de Elasticidade (E) = 200 x 10° kN/m?;

e Momento de Inércia (1) = 1,33 x 103 m*;

e Comprimento total da peca (L) = 10m.

Figura 27 — Viga bi-apoiada sob carregamento trapezoidal.
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Fonte: Autor (2022).

Pelo modelo matematico da teoria de Euler-Bernoulli, a flecha (f) exata de uma viga
bi-apoiada sob acdo do carregamento descrito se da pela equacdo retirada do material de
Hibbeler (2010):

4
f —0,00652- 2= (4.4)
El

onde p, E, | e L sdo o valor méximo da carga distribuida, o0 modulo de Elasticidade, o
momento de inércia e 0 comprimento total da viga, respectivamente.
Sendo assim, com os dados acima, obtemos:
f =0,02934m
No exemplo anterior, a flecha ocorria no meio do vdo devido a simetria do
carregamento. Agora, f ocorre em x = 0,5193L que, neste caso, € x = 5,193m. A Figura 28
ilustra a configuracdo deformada teorica para a estrutura em questdo que, assim como a

Figura 25, fora obtida com auxilio do programa Microsoft Excel.
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Figura 28 — Configuracao deformada tedrica.

Coordenada x na viga (m)
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-0,035

Fonte: Autor (2022).

Uma outra diferenca esta na inclinacdo dos apoios pois, como a carga € assimétrica,
0 carregamento recebido por cada um deles sera diferente e, por consequéncia, suas
inclinacdes também serdo. A inclinacdo & remete ao apoio menos carregado e a inclinacdo 6

ao apoio mais carregado, conforme as equac6es, também retiradas de Hibbeler (2010):

7 pl
= P

360 El

- (4.5)
S E

onde, assim como na equacdo (4.4), p, E, | e L sdo o valor maximo da carga distribuida, o
modulo de Elasticidade, o momento de inércia e o comprimento total da viga,
respectivamente.
Sendo assim, com o0s dados acima, obtemos:
6, =0,00875rad
6, =0,01rad
Em seguida, 0 processo é idéntico ao exemplo anterior ao inserir os dados no
programa de elementos finitos elaborado e realizar analises com aumento gradual de nimero

de nds e elementos a fim de melhorar a precisao dos resultados obtidos.
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Na primeira analise, assim como na aplicacdo anterior, a viga foi dividida ao meio,
ou seja, em 2 elementos de L = 5m. A Figura 29, elaborada no programa FTOOL, ilustra a
configuracdo considerada com 3 nds e 2 elementos.

Figura 29 — Viga bi-apoiada sob carregamento trapezoidal, primeira anélise.
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Fonte: Autor (2022).

Devido a assimetria do carregamento, é esperado que a flecha, ou seja, o maior
deslocamento vertical da viga, ndo esteja exatamente no ponto médio da mesma, como
apontado anteriormente na Figura 28. No entanto, na configuracdo adotada na Figura 29, so é
possivel calcular v nos pontos em que x € igual a 0, 5m ou 10m.

Conforme Hibbeler (2010) e pela equacédo da linha elastica, o deslocamento v(X) é:

—pPX 4 2,2 4
V(X) = 3X" -10L°x° +7L 4.6
) 360EIL( ) (4.6)

onde, assim como na equacdo (4.4), p, E, | e L sdo o valor maximo da carga distribuida, o
médulo de Elasticidade, o momento de inércia e o comprimento total da viga,
respectivamente.
Com a equacao (4.6), pode-se calcular o valor do deslocamento v para x = 5m, a fim
de comparar com o resultado obtido pelo programa de elementos finitos na Tabela 11.
v(x) =0,029296875m

Tabela 11 — Valores de deslocamento do né central.

No Coord. | Desloc. | Programa MEF Teorico | Variagdo| FTOOL

Central | x=5m v -0,029296875 [-0,020296875| 0,000% |-0.02937000
Fonte: Autor (2022).

Note que a novamente ha uma variacdo de 0% entre os valores obtidos e os teor
icos, ou seja, ndo ha problemas com a precisdo de calculo dos deslocamentos nodais com um
carregamento trapezoidal aplicado na estrutura. Porém, para o caso da analise em questdo (2
elementos), o programa nao é capaz de obter a flecha da viga, pois esta ocorre em x = 5,193m,

0 que torna necessario um maior refinamento na malha de elementos finitos utilizada.
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Portanto, foi feita uma nova analise, na qual a viga foi dividida em 100 elementos de
L = 0,10m. Dessa maneira, é possivel calcular os valores de deslocamento para a coordenada
X = 5,20m, o que deve apontar um resultado mais proximo da flecha tetrica. A Tabela 12
compara os deslocamentos v dos nos 50, 51, 52 e 52 com valores exatos calculados pela
equacéo (4.6) e os obtidos pelo software FTOOL.

Tabela 12 — Valores de deslocamento nodais.

No Coord. | Desloc. |Programa MEF| Teébrico Variacio FTOOL

50 x=5,0m v -0,02029688 |[-0,02929688 0,000% -0,02937000
51 x=51m v -0,02933747 |-0,02933747 0,000% -0,02941000
52 x=52m v -0,02934977 |-0,02934977 0,000% -0,02942000
53 x=5.3m v -0,02933361 |[-0,02933361 0.,000% -0,02941000

Fonte: Autor (2022).

Essa necessidade de refinamento para obtencdo de resultados consistentes esta
intrinseca a formulacéo de elementos finitos proposta para o problema de vigas. Enquanto a
funcdo de forma definida em (3.7) é de terceiro grau, a equacédo diferencial da linha eléstica,
definida como a configuracdo geométrica de deslocamento vertical dos pontos situados no

eixo longitudinal de uma viga, é de quarto grau:

d*v

El W=—p(x) 4.7)

Na qual p, E, | e v séo a carga distribuida ao longo do comprimento, o médulo de
Elasticidade, 0 momento de inércia e o deslocamento vertical dos nos, respectivamente.

Sendo assim, as equacdes diferenciais resolvidas pelo método dos elementos finitos
aplicado necessitam de uma funcdo para descrever o deslocamento transversal com
continuidade de derivadas mais alta do que a aproximacdo permite. Neste caso, como 0
carregamento em questdo € descrito por uma funcdo linear, necessita-se de uma funcéo de
quinto grau. No grafico elaborado no software Microsoft Excel e exposto na Figura 30, é

possivel visualizar essa diferenca.
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Figura 30 — Comparativo entre curvas de deslocamento.
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Fonte: Autor (2022).

O gréafico apresenta, em azul, a curva de deslocamentos exata, obtida ao aplicar a
funcdo definida em (4.5) no intervalo de x = 5m a x = 10m que contém a flecha tedrica. Em
vermelho, tem-se a curva de deslocamentos obtida ao interpolar os valores de deslocamento
nodais calculados pelo programa de elementos finitos pela funcdo de forma definida em (3.7)
no mesmo intervalo. Ainda, estdo destacados os trés pontos de interseccdo das curvas, que
ocorrem nos nos (x =0, x =5m e x = 10m) e a flecha exata f, que ocorre em x = 5,193m.

Como as curvas se encontram quando se avaliam os nos da estrutura, o0 programa nao
tem dificuldades em calcular os deslocamentos, mas ha uma discrepancia entre essas na
regido proxima a flecha. Sendo assim, com um maior refinamento da malha, ou seja, ao
aumentar o numero de nos, criam-se novos pontos no qual o programa é preciso, 0 que

melhora a aproximacao e possibilita calcular a flecha da viga.
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4.3 PORTICO HIPERESTATICO

Como ultima aplicacdo, foi escolhido um portico hiperestatico sob acdo de um
carregamento uniforme, vertical e de intensidade 80 kN/m, de um momento aplicado de
intensidade 100 KN.m e uma forga concentrada, horizontal e de intensidade 50 kN. Composto
por barras de tamanhos variados, suas dimensdes estdo dispostas na Figura 31, elaborada no
FTOOL. Quanto as propriedades, tem-se:

e Area da secdo transversal (A) = 0,30m x 0,30m = 0,09m?;

e Modulo de Elasticidade (E) = 200 x 10° kN/m?;

e Momento de Inércia (1) = 6,75 x 103 m*;

e NOs considerados: 6 noés;

Figura 31 — Pdrtico hiperestético.
e Elementos de barra considerados: 5 barras.
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Fonte: Autor (2022).

A partir da aplicagdo do algoritmo neste exemplo, foram obtidos os esforgos
normais, cortantes e momentos fletores. A Tabela 13 dispde estes resultados e 0os compara

com os obtidos pelo programa de analise matricial FTOOL (MARTHA, 2018) para 0s nos da
estrutura.
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Tabela 13 — Valores de esforcos internos obtidos.

No Programa MEF FTOOL Variacdo
1 -159.5787 -159,5787 0.000%
2 -103.1784 -103.1784 0.000%
3 -103.1784 -103,1784 0.000%
4 0.0000 0.0000 0.000%
5 -277.5000 -277.5000 0.000%
6 -277.5000 -277.,5000 0.000%

No Programa MEF FTOOL Variacdo
1 13,6625 13,6615 0.000%
2 122.5000 122.5000 0.000%
3 -277.5000 -277.5000 0.000%
4 0,0000 0,0000 0.000%
5 103.1784 1031784 0.000%
6 53,1784 53,1784 0.000%

No Programa MEF FTOOL Variagdo
1 0.0000 0.0000 0.000%
2 96,6082 96,6082 0.000%
3 -290.8918 -290.8918 0.000%
4 100.0000 100.0000 0.000%
5 132,9459 132,9459 0.000%
6 0,0000 0.0000 0.000%

Fonte: Autor (2022).

Ao avaliar os esforgos internos nos nos, o programa obtém resultados exatamente
iguais ao programa de analise matricial e se mostra consistente mesmo ao trabalhar com
problemas hiperestaticos. Porém, ao analisar o diagrama de momentos fletores da Figura 32,
obtido pelo FTOOL (MARTHA, 2018), percebe-se que o programa néo foi capaz de calcular
os esforgcos maximos nos elementos em pontos fora dos nos pois héd valores de momento

maiores nos vaos.
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Figura 32 — Diagrama de momentos fletores.
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Fonte: Autor (2022).

Como os esforcos internos calculados dependem dos deslocamentos, o limite da
aproximacdo utilizada para a formulacdo do MEF se faz presente novamente, ou seja, como 0
programa ndo € capaz de calcular corretamente esses deslocamentos devido a limitacdo de
continuidade de derivadas da funcdo de forma considerada, os esforcos internos obtidos ao
avaliar somente os nos ndo serdo suficientes para caracterizar corretamente 0 comportamento
da estrutura. Para tal, se faz necessario um maior refinamento da malha utilizada ou utilizar
uma formulacao que considere polindmios de grau maior.

Quanto aos deslocamentos calculados, a Figura 33, elaborada no FTOOL, demonstra
a configuracdo deformada esperada e a Figura 34, elaborada no AcadView (PACCOLA;
CODA, 2005), ilustra os resultados obtidos. Para melhor visualizagdo a deformada foi

ampliada em 100 vezes.
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Figura 33 — Configuracdo deformada do portico hiperestatico — FTOOL.

Fonte: Autor (2022).

Figura 34 — Configuragdo deformada do pdrtico hiperestatico — Acadview
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Fonte: Autor (2022).

De forma geral, o resultado obtido € satisfatério se comparado ao esperado e para o
que foi proposto nesta aplicacdo, mas é visivel que ha pouca suavidade nas curvas, algo que

poderia ser melhorado com o refinamento da malha de elementos finitos.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho teve por objetivo principal a apresentacdo de uma formulagéo
baseada nos modelos do Método dos Elementos Finitos e a implementacdo de algoritmos
computacionais capazes de realizar a analise linear-elastica das estruturas propostas: as
trelicas, os porticos planos e as vigas.

De maneira geral, pode-se dizer que os algoritmos elaborados obtiveram 6timos
resultados quando comparados as literaturas base ao software de andlise matricial. Nos
exemplos de trelicas, ndo houve qualquer variacdo de deslocamento nodais ou esforcos
internos superior a 0,010%, precisdo essa devido ao modelo matemético e a malha de
elementos finitos utilizada. Com relacdo aos exemplos estudados no capitulo de porticos, ndo
houve variacdo superior a 0,050%, reflexo da simplicidade das estruturas analisadas e da
precisdo do algoritmo desenvolvido.

J& no capitulo de aplicacBes, faz-se necessaria a realizacdo de analises de
convergéncia pois os exemplos estudados (vigas bi-apoiadas e pértico hiperestatico) exigem
maior refinamento das malhas utilizadas para uma melhor representacdo da configuracao
deformada. Entretanto, na primeira aplicacdo, constatou-se que o valor da flecha calculada
ndo depende do nimero de elementos, visto que o deslocamento do né central considerado
sempre serd a flecha da viga quando esta for submetida a um carregamento uniformemente
distribuido. Logo, o modelo em elementos finitos utilizado se mostrou capaz de representar o
valor teorico da flecha f com apenas 2 elementos.

Na segunda aplicacdo, inferiu-se que o programa de elementos finitos ndo é capaz de
calcular a flecha exata com apenas 2 elementos como na aplicagéo anterior. Neste caso, como
0 carregamento é assimétrico, a flecha ndo ocorre no meio do vao, mas sim deslocada para um
ponto mais proximo do apoio mais carregado. Portanto, devido ao limite inerente a
formulacdo de elementos finitos proposta para o problema de vigas, que consiste na
necessidade de uma funcdo para descrever o deslocamento transversal com continuidade de
derivadas mais alta do que a aproximacgdo de terceiro grau permite, se faz essencial o
refinamento da malha para o célculo da flecha da viga quando esta for submetida a um
carregamento trapezoidal.

Por fim, na terceira aplicagdo, concluiu-se que ao avaliar os esforgos internos e
deslocamentos nos nds, o programa obtém resultados exatamente iguais ao programa de

analise matricial e se mostra consistente mesmo ao trabalhar com problemas hiperestéaticos.
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Porém, o programa MEF ndo se mostrou capaz de calcular corretamente os valores
de momento maximos que ocorrem no meio do vao, pois 0 mesmo analisa apenas 0s nos que
compde estrutura. Novamente, isso se deve ao limite da aproximacdo utilizada em relacédo a
linha elastica, visto que o calculo dos esforcos internos no programa depende dos
deslocamentos e avaliar somente 0s nos nao é suficiente para caracterizar corretamente o
comportamento da estrutura, conforme o diagrama de momentos fletores da Figura 32 e, para
tal, se faz necessario um maior refinamento da malha utilizada ou utilizar uma formulacéo que

considere polindmios de grau maior.

6 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com base nos resultados apresentados por este trabalhno e com o objetivo de
desenvolver ainda mais os estudos acerca de algoritmos e elementos finitos, principalmente
em nivel de graduacéo, sugere-se 0s seguintes estudos:

e Otimizacdo das estruturas modeladas pelo Método dos Elementos Finitos;

e Aplicacdo da metodologia utilizada para trelicas e porticos espaciais;

e Consideracdo de efeitos de ndo-linearidade para as estruturas abordadas;

e Avaliacdo do comportamento ndo-linear dos materiais;

o Utilizacdo de restricBes relacionadas as normativas para estruturas de concreto e

metalicas aplicadas ao algoritmo desenvolvido.
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APENDICE A

PROGRAMA MEF - TRELICAS
import numpy as np
DADOS INICIAIS
#Numero de nds
n_nos =
#NUmero de elementos
n_el=
no =10, 1, ..., n_nos]
X = [coordenadas]
y = [coordenadas]
MATRIZ DE CONECTIVIDADE
# Matriz de conectividade: [elemento, primeiro ng, segundo nd]
conec = np.array([[0, 0, 1], [1, 1, 2]])
# Elemento 1
El= Al=
# Elemento 2
E2= A2=
# Matriz de propriedade: [elemento, E, A]
prop = np.array([[0, E1, A1], [1, E2, A2]])
MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL
# Calculo da matriz de cada elemento
GDL =2*n_nos
K = np.zeros((GDL,GDL))
for el in range(n_el):
nol=coneclel,1]
no2=coneclel,2]
L = np.sqrt((x[no2] - x[no1])**2 + (y[no2] - y[nol])**2)
#Propriedades
A = prop[conec][el,0],2]
E = prop[conec[el,0],1]



# Cossenos diretores a partir das coordenadas dos nos do elemento
¢ = (X[no2] - x[nol1])/L #cosseno
s = (y[no2] - y[nol])/L #seno
# Matriz de transformacéo do elemento "el"
T=np.array([[c**2, c*s, -C**2, -C*3],
[c*s, s**2, -c*s, -s**2],
[-c**2, -c*s, c**2, c*s],
[-C*s, -s**2, c*s, s**2]])
Kg = np.matrix(((E*A)/L)*T)
for nl in range(2):
for i in range(2):
alfa = conec[el,n1+1]
k =2*(alfa) + i
glll =2*(n1) +1i
for n2 in range(2):
for j in range(2):
beta = conec[el,n2+1]
| = 2*(beta) +j
gll2 =2*(n2) +j
K[k, 1] = K[k, 1] + Kg[gll1, gl12]
FORCAS ATUANTES
n_forcas = #NUmero de no6s no qual atuam forgas
forcas=np.matrix([[2, 1, 2]]) #Matriz de forcas [no, forca em X, forca em y]
F=np.zeros((GDL,1))
for i in range(n_forcas):
F[int(2*forcas[i,0])]=forcas[i,1]
F[int(2*forcas[i,0])+1]=forcas]i,2]
CONDICOES DE CONTORNO
n_rest =2 #ndmero de nos restringidos
# Matriz de condicGes de contorno
# [ndimero do no, restringido_x, restringido_y] (1 para restringido, e 0 para livre)
GDL _rest=np.array([[0, 1, 1], [1, 1, 1], [2, O, O]])
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# Guardar os originais de Ke F
Kc=np.copy(K)
# Aplicar Restri¢des (condicGes de contorno)
for k in range(n_nos):
# Verifica se ha restricdo na direcéo x
if GDL_rest[k,1]==1:
j=2*GDL_rest[k,0]
#Modificar Matriz de Rigidez
for i in range(GDL):
Kclj,i]=0 #zera linha
Kcli,j]=0 #zera coluna
Kc[j,j]J=1  #valor unitario na diagonal principal
# Verifica se ha restricdo na direcdo y
if GDL_rest[k,2]==1:
j=2*GDL _rest[k,0]+1
#Modificar Matriz de Rigidez
for i in range(GDL):
Kc[j,i]=0 #zera linha
Kcli,j]=0 #zera coluna
Kc[j,j]J=1  #valor unitario na diagonal principal
DESLOCAMENTOS RESULTANTES
U = np.linalg.solve(Kc,F)
CALCULO DAS REACOES
R = np.matmul(K,U) - F
POS-PROCESSAMENTO
for el in range(n_el):
nol=coneclel,1]
no2=coneclel,2]
e = (c*(U[2*no2] - U[2*n0ol]) + s*(U[(2*no2+1)] - U[(2*nol+1)]))/L
S=E*e
N =S*A



APENDICE B

PROGRAMA MEF — PORTICOS E VIGAS
import numpy as np
DADOS INICIAIS
#Numero de nds
n_nos =
#NUmero de elementos
n_el=
no =10, 1, ..., n_nos]
X = [coordenadas]
y = [coordenadas]
MATRIZ DE CONECTIVIDADE
# Matriz de conectividade: [elemento, primeiro nd, segundo nd]
conec = np.array([[0, 0, 1], [1, 1, 2]])
E=
A=
| =
MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL
# Célculo da matriz de cada elemento
GDL = 3*n_nos
K =np.zeros((GDL,GDL))
for el in range(n_el):
nol=coneclel,1]
no2=conec|el,2]
L = np.sgrt((x[no2] - x[nol])**2 + (y[no2] - y[nol])**2)
#Cossenos diretores a partir das coordenadas dos nds do elemento
¢ = (X[no2] - x[nol])/L #cosseno
s = (y[no2] - y[nol])/L #seno

# Matriz de transformacéo do elemento "el"
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T=np.array([[ ¢, s, 0, 0,0, 0],
[-s,c, 0, 0,0,0],
[0,0,1, 0,0,0],
[0,0,0, c,s,0],
[0,0,0,-s,c, 0],
[0,0,0, 0,0, 1]])
cl = 1/(L**2)
c2=1/L
Ki=np.array([[A, 0, 0,-A, 0, 0],
[0, 12*c1, 6*c2, 0, -12*cl, 6*c2],
[0, 6*c2, 4*I, 0, -6*c2, 2*I],
[-A, 0, 0,A 0, 0],
[0, -12*c1, -6*c2, 0, 12*c1, -6*c2],
[0, 6*c2, 2*I, 0, -6*c2, 4*I]])
Tt = np.transpose(T)
Kel = np.matrix((E/L)*Ki)
Kg = np.matrix(Tt*Kel*T)
for nl in range(2):
for i in range(3):
alfa = conec[el,n1+1]
k = 3*(alfa) +i
glll =3*(nl) +i
for n2 in range(2):
for j in range(3):
beta = conec[el,n2+1]
| = 3*(beta) +j
gll2 =3*(n2) +j
K[k, 1] = K[k, 1] + Kg[gll1, gli2]
CARGAS CONCENTRADAS ATUANTES

n_forcas = # NUmero de no6s no qual atuam forcas

forcas=np.matrix([[2, 1, 2]]) # Matriz de forcas [nd, forca em x, forca em y]

F=np.zeros((GDL,1))
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for i in range(n_forcas):
F[int(2*forcas[i,0])]=forcas[i,1]
F[int(2*forcas[i,0])+1]=forcas][i,2]
CARGAS DISTRIBUIDAS ATUANTES
n_eq = # Numero de elementos que contém carregamentos equivalentes
# Matriz de carregamento equivalente = [elemento, tipo, carga inicial, carga final]
w_eqg= np.array([[1, 1, -80, -80]])
VETOR DE FORCAS EQUIVALENTES
#Forgas equivalentes
Feq=np.zeros((GDL,1))
for i in range(n_eq):
el=int(w_eq[i,0]) #elemento onde esta aplicada
f=np.zeros((6,1))
nol=coneclel,1]
no2=conec|el,2]
L = np.sgrt((x[no2] - x[no1])**2 + (y[no2] - y[nol])**2)
wl=w_eq[i,2]
w2=w_eq[i,3]
¢ = (X[no2] - x[nol1])/L # cosseno
s = (y[no2] - y[nol])/L # seno
f[0]=0
f[1]=+(7/20*w1 + 3/20*w2)*L
f[2]=+(1/20*w1 + 1/30*W2)*L**2
f[3]=0
f[4]=+(3/20*w1 + 7/20*w2)*L
f[5]=-(1/30*wW1 + 1/20*wW2)*L**2
# Matriz de transformacéo do elemento "el"
T=np.array([[c, s, 0, 0, 0, 0],
[-s, ¢, 0,0,0,0],
[0,0,1,0,0,0],
[0,0,0,c,s,0],
[0, 0, 0,-s, c, O],
[0,0,0,0,0,1]D)
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feg=np.matmul(np.transpose(T), f)
Feq[3*nol]=Feq[3*nol]+feq[0]
Feg[3*nol+1]=Feq[3*nol+1]+feq[1]
Feq[3*nol+2]=Feq[3*nol+2]+feq[2]
Feq[3*no2]=Feq[3*no2]+feq[3]
Feq[3*no2+1]=Feq[3*no2+1]+feq[4]
Feq[3*no2+2]=Feq[3*no2+2]+feq[5]
CONDICOES DE CONTORNO
n_rest = 2 #ndmero de nés restringidos
# Matriz de condicGes de contorno
# [ndmero do no, restringido_x, restringido_y] (1 para restringido, e 0 para livre)
GDL_rest=np.array([[O0, 1, 1],
[1,1,1],
[2,0,0]D)
# Guardar os originais de K e F
Kc=np.copy(K)
Fg=F+ Feq
# Aplicar Restricdes (condicdes de contorno)
for k in range(n_rest):
# Verifica se ha restricdo na direcao x
if GDL_rest[k,1]==1:
j=3*GDL _rest[k,0]
#Modificar Matriz de Rigidez
for i in range(GDL):
Kc[j,i]=0 #zeralinha
Kcli,j]=0 #zera coluna
Kc[j,j]=1  #valor unitario na diagonal principal
Fg[i]=0



# Verifica se ha restricdo na direcdo y
if GDL_rest[k,2]==1:
j=3*GDL_rest[k,0]+1
#Modificar Matriz de Rigidez
for i in range(GDL):
Kcl[j,i]=0 #zera linha
Kcli,j]J=0 #zera coluna
Kc[j,j]J=1  #valor unitario na diagonal principal
Fali]=0
# Verifica se ha restricdo na rotacdo
if GDL_rest[k,3]==1:
j=3*GDL _rest[k,0]+2
#Modificar Matriz de Rigidez
for i in range(GDL):
Kcl[j,i]=0 #zera linha
Kcli,j]J=0 #zera coluna
Kc[j,j]=1  #valor unitario na diagonal principal
Fali]=0
DESLOCAMENTOS RESULTANTES
U = np.linalg.solve(Kc,F)
CALCULO DAS REACOES
R = np.matmul(K,U) — F
POS-PROCESSAMENTO
# Esforcos nos elementos
f_el=np.zeros((n_el,6))
N = np.zeros((n_el,1))
V =np.zeros((n_el,1))
Mzi = np.zeros((n_el,1))
Mzj = np.zeros((n_el,1))
Mmax = np.zeros((n_el,1))
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for el in range(n_el):
nol=coneclel,1]
no2=conec|el,2]
L = np.sgrt((x[no2] - x[nol1])**2 + (y[no2] - y[nol])**2)
¢ = (x[no2] - x[nol1])/L #cosseno
s = (y[no2] - y[nol])/L #seno
# Matriz de transformacéo do elemento "el”
T=np.array([[ ¢, s, 0, 0,0, 0],
[-s,c, 0, 0,0,0],
[0,0,1, 0,0,0],
[0,0,0, c,5s,0],
[0,0,0,-s,c, 0],
[0,0,0, 0,0, 1]])
cl = 1/(L**2)
c2=1/L
Ki=np.array([[A, 0, 0,-A, 0, 0],
[0, 12*c1, 6*c2, 0, -12*cl, 6*c2],
[0, 6*c2, 4*I, 0, -6*c2, 2*I],
[-A, 0, 0,A 0, 0],
[0, -12*c1, -6*c2, 0, 12*cl, -6*c2],
[0, 6*c2, 2*I, 0, -6*c2, 4*I]])
Kel = np.matrix((E/L)*Ki)
ul = U[nol*3]
u2 = U[no2*3]
vl =U[nol*3+1]
v2 = U[no2*3+1]
thl= U[nol1*3+2]
th2= U[no2*3+2]
dg = np.array([ul, v1, thl, u2, v2, th2])
de = np.matmul(T,dg)



# Forcas equivalentes: recalcula vetor de feq. no sistema local
wl=w_eq[aux,2]

w2=w_eq[aux,3]

feqg=np.zeros((6,1))

feqq[0]=0

feqq[1]=+(7/20*w1 + 3/20*w2)*L
feqq[2]=+(1/20*w1 + 1/30*w2)*L**2

feqq[3]=0

feqq[4]=+(3/20*w1 + 7/20*w2)*L
feqq[5]=-(1/30*w1 + 1/20*w2)*L**2

f_el[el,:] = np.transpose(np.matmul(Kel, de)-feqq)
# Esforcos para calculo de tensao
N[el,0]=(f_el[el,0])

V[el,0]=(f_el[el,1])

Mzi[el,0]=(f_el[el,2])

Mzj[el,0]=(f_el[el,5])

aux=np.array([Mzi,Mzj])

Mmax[el]=max(aux)
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