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AVERTISSEMENT

Ces Eléments de Trigonomélrie sont conformes aux
indications du programme de I’Enseignement secondaire
spécial; ils contiennent cependant toutes les connaissances
exigées pour le baccalauréat és sciences et pour les con-
cours d’admission a toutes les écoles du gouvernement.
Certains détails peuvent étre omis dans un cours trés-élé-
mentaire destiné a inilier aux premiéres notions de la
Trigonométrie; tels sont : les discussions et les diverses
applications qui supposent la connaissance des équations
du second degré.

Quelques théories, ne répondant qu’a des exigences

spéciales, ont été placées en Appendice. Les éléves assez -

avancés pourront les consulter avec fruit : ils y trouve-
ront les solutions de plusieurs questions importantes.
Indépendamment des applications développées dans le
lexte, de nombreux exercices gradués ont été placés a la
fin du Traité pour servir de complément aux divers cha-
pitres , et pour familiariser les éléves avec les formules et
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les calculs de la Trigonométrie. Ces exereices sont sulvis
d'un recueil de problémes donnés pour la plupart dans
différenls examens. Dans les cours ou 'on n’a en vue que
I'étude de la Trigonométrie, on pourra résoudre ces pro-
bléemes avec les tables de logarithmes a 5 décimales, qui
permettent d’opérer plus rapidement; mais si I'on se pro-
pose la préparation aux examens, les calculs devront étre
faits avec les tables & 7 décimales : car malgré les instruc-
tions ministérielles, qut autorisent les autres tables aux
examens du baccalauréat és sciences, I'usage continue a
prévaloir presque généralement de n’admettre que les
tables & 7 décimales. D’ailleurs, ces tables sont formelle-
ment prescrites dans les concours d’admission a toutes les
écoles du gouvernement, et les données des problémes les
imposent rigoureusement. Les candidats doivent donc
s’exercer a calculer avec ces tables ( Voir ne 41).
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CHAPITRE 1

DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES

§ I. — Notions préliminaires.

1. La Trigonométrie est la partie des mathématiques qui a
pour objet spécial de déterminer, a l'aide du calcul, les diffé-
rentes parties d'un triangle.

Il y a six éléments & considérer dans un triangle, trois cotés et
trois angles. Lorsque trois de ces parties sont connues, on .peut
toujours déterminer les trois autres, pourvu que, parmi les élé-
ments connus, il y ait au moins un coté.

Résoudre un triangle c’est déterminer la valeur numérique
des éléments inconnus lorsqu’on a des données suffisantes.

La Géométrie apprend & résoudre graphiquement les friangles
déterminés; mais & cause des erreurs inséparables de toute opé-
ration matérielle, les résultats sont toujours peu exacts et 1'on
ne peut connaitre I'approximation obtenue; tandis que le calcul
permet d’opérer avec une précision rigoureuse et d'indiquer le
degré d’approximation sur lequel on peut compter.

Pour éviter d’introduire dans le calcul des quantités complexes,
on remplace les arcs servant de mesure aux angles par certains

1
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2 FLEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE

| rapports qui varient en méme temps que les angles, et auxquels
on donne le nom de rapports trigonométriques ou fonctions
circulaires. On peut dire que la Trigonométrie a pour objet Ue-
tude des fonctions circulaires.

9. Les rapports trigonométriques sont au nombre de six,
savoir : le stnus, la tangente, la sécante, le cosinus, la colan-
gente et la cosécante. (On écrit, pour abreger : sin., tg., sec.,
cos., cot., coséc.)

3

Pour en donner une premiére idée, prenons
un angle AOB, décrivons de son sommet, avec
un rayon arbitraire, I'arc AB; puis abaissons

Q’une des extrémités B une perpendiculaire
)]

sur le rayon OA. Le rapport gli est ce qu'on

‘i

0 P A appelle le sinus de I'arc AB ou de I’'angle AOB.
Fig. 1. Au point A, élevons une perpendiculaire

AT, et prolongeons OB jusqu'a sa rencontre avec cette perpendi-

culaire. Le rapport {AT} s'appelle la tangente. de 1'arc AB ou dﬂ

e T— T T T
r
-

’angle AOB, et le rapport %:{ s'appelle la secante.

On appelle cosinus, cotangente et cosécante d’un arc, le
sinus, la tangente et la sécante du complément de cet arc; ces
fonctions sont désignées sous le nom de fonclons complemen-
taires.

T et

: . BP AT OT
3. L'angle AOB (fig.1) étant connu, les rapports OA’ OA’ OA

T m—— e p———T

demeurent invariables, quel que soit le rayon.

| Par exemple, si du sommet de I'angle O
! (fig.2), on décrit différents arcs AB, ABLL,
- les triangles semblables POB, P'OB'..., don-
nent évidemment Bhaume o RER T
OB~ OB " OA 5.0
— sin. AOB. On démontrerait de méme que
; LL les autres fonctions trigonométriques de
Fig. 2. l'angle AOB restent constantes quand le

rayon varie.
On peut donc prendre pour unité le rayon d'un cercle quel-
conque, et compter sur la circonférence les arcs qui servent de
mesure aux angles. Ce cercle de rayon 1 s’appelle cercle trigo-




CHAPITRE I. — DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES 3
nometrique; il a pour circonférence 2=, et les arcs de 90°, 1800,

270° ont respectivement pour valeur E, n et ?'T;T Dans cette hy-

pothése, les rapports que nous venons de considérer se rédui-
sent au seul numérateur; on peut dés lors les appeler simplement

lignes trigonométriques , et les définir de la maniére sui-
vante :

4. On appelle sinus d'un arc la perpendi- AT
culaire MP abaissée de 'une des extrémi-

B i
; : | W R
tés de cet arc sur le rayon qui passe par /gr

I'autre extrémité.

On appelle TaN GENTE la partie AT dela | 5 —i A
tangente géoméirique menée A 1'une des \ 5
extrémités de cet arc, et limitée par le \
rayon prolongé passant par lautre extré- ] A
miteé. Fig. 3.

On appelle skcante le rayon prolongé OT compris entre le
centre et la tangente.

L’arc MB étant complémentaire de I'arc AM, le sinus MQ de

cet arc s’appelle cosiNus de I'arc AM; BS en est la coTANGENTE el
OS la COSECANTE.

Remarques. I. Le sinus MP d’un arc AM est la moitié de la
corde qui sous-tend un arc double MAM',

II. A cause des paralleles MP et OB, ona MQ=0P; on peut

donc définir le cosinus : la partie du rayon comprise entre le
centre et le pied du sinus.’

5. On pourrait aussi rapporter les définitions des lignes trigo-

nométriques & celles du sinus et du cosinus. Si 'on désigne par
a 'arc AM, on a (fig. 3) :

s a=MP, cos a=0P;
; -~ AT __MP sinag
J9=0DAT 0P cosa’

BS MQ cosa

ﬂﬂiﬂz{——}"ﬁ:{m:m; et par Suitﬂ, Gﬂiu:ﬁ;
SO oM T
e OP T a

coséc a= oo OM .

OB—00Q sina’

= ————— i B e = o e e - =S x | — e )
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Donc, la tangente est le rapport du sinus aw cosinus, et la
colangente , U'inverse de ce rapport ; la sécante est U'inverse du
cosinus, et la cosécante, Uinverse du sinus.

Le produit de deux nombres inverses étant I'unité, il en est
de méme du produit des six lignes trigonométriques.

§ II. — Variations des lignes trigonométriques.

6. Pour donner aux théories de la Trigonométrie toute la géné-
ralité qu'elles comportent, on considére des arcs et des angles
de toute grandeur, positifs et négatifs. A cet effet, on prend sur

le cercle trigonométrique un point fixe

B arbitraire A (fig. 4) appelé origine des

] arcs , et 'on meéne les diamétres rectan-
gulaires AA’, BB'. On suppose ensuile
qu'un point mobile M part du point A et
se meut sur la circonférence, dans le sens
ABA’; l'arc qu'il décrit varie d’une ma-
niére continue. Il est nul quand le point
mobile est en A; mais il croift d’abord de

Fig. 4.

0 a g, quand le point M parcourt le pre-

mier quadrant AB; puis de 1;; a = quand le point M déerit le

: : - - :
deuxiéme quadrant BA'; ensuite de = & - quand il parcourt

le troisiéme quadrant, et enfin de ST; a 2n quand il parcourt le

quatriéme quadrant pour revenir au point de départ. On peut
concevoir que le point mobile fait un second tour, puis un troi-
sitme, et ainsi de suite; le chemin qu’il parcourt croit alors
indéfiniment. :

Si le point décrivant M, au lieu de se mouvoir dans le sens
ABA', comme nous 'avons supposé, se meut dans le sens con-
traire AB'A’..., on convient d’indiquer ce changement de sens par
un changement de signe, et 'on regarde 'arc parcouru comme
négatif ; cet arc peut ainsi décroitre indéfiniment, car une quan-
tité négative décroit & mesure qu’elle augmente en valeur ab-
solue.

L'arc est donc une grandeur variable susceptible de prendre
toutes les valeurs depuis —oc jusqu'a +-ocC.
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Pareillement, le point M parcourant la circonférence, le rayon
OM tourne autour du point O et engendre un angle variable
AOM; cet angle, ayant pour mesure 'arc AM, passe aussi par
tous les états de grandeur : il peut surpasser deux droits, quatre

droits; en un mot, croitre jusqu'a 'infini positif ou décroitre
jusqu’a 'infini négatif.

7. Désignons par a un arc quelconque AM (fig. 4). Lorsque le
mobile revient en M aprés avoir parcouru une, deux, trois, ete.,
circonférences dans le sens positif ou dans le sens négatif, les
arcs parcourus sont, dans le premier cas : 2n+4-a, 4n4-a,
6r+a, etc., et dans le deuxiéme cas : —2n+a, —in+a,
—bn+a, etc. Donc, en général, les arcs qui ont leur extré-
milé en M sont donnés par la formule : 2Kn-}-a, dans laquelle
K désigne un nombre entier quelconque, positif ou négatif.

8. On appelle arcs complémentaires ceux dont la somme algé-

brique est égale a Tg: Si donc I'un des arcs est supérieur a 90°,

son complément est négatif.
De méme, on appelle arcs supplémentaires ceux dont la

somme algébrique est égale A =.
Si deux arcs supplémentaires ont une B

méme origine A (fig. 5), leurs extrémités / ‘\

sont sur une paralléle au diameétre AA’. M fome

Tels sont les arcs AM et AM’, ce dernier i

ayant pour supplément A'M’'= AM. i Wi

EErt désignant par @ l’arc AM, son sup- \ .
plément s’écrira #—a et son complément
. P - //
gl o Fig. 5.

9. On est convenu de regarder les lignes trigonométriques
comme positives lorsqu’elles ont le méme sens que dans le pre-
mier quadrant AB du cercle trigonométrique, et comme nega-
tives, quand elles ont un sens contraire.

Ainsi les sinus et les tangentes sont positifs au-dessus du dia-
metre AA' (fig. 6), et négatifs au-dessous. Les cosinus et les
cotangentes sont positifs & droite du diameétre BB’, ef négatifs a
gauche. Enfin les sécantes et les cosécantes sont positives quand
Pextrémité de Parc est comprise entre le centre et la tangente ,
et- négatives dans le cas contraire. Les sécantes et les cosécantes
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positives passent par 'exitrémité de 1’arc, tandis que celles qui
sont négatives n’y passent pas.

10). Variations du sinus et du cosinus.

1° Sinus. Le point M étant & Porigine, I'arc est nul, et le sinus
égale zéro; si le point M s’avance de A en B (fig. 6) sur la cir-

™ :
B férence, 'arc croit de 0 & g et le sinus

prend toutes les valeurs comprises entre
0et1. Si le point M continue a se mou-

N'\ R voir de B en A', 'arc croit de ; i, el

\ le sinus décroit de 1 & 0. Si le point M dé-

Jedhos passe A’, le sinus devient négatif, et I'arc

Fig:i 6. croissant de = & ?l;: , le sinus décroit de

0 & —1. Si 'arc croit de %ﬁ A 2n, le sinus reste négatif et croif
de —1 & 0.

Si I'on fait ensuite croitre 'arc indéfiniment au dela d’une
circonférence, le point M revient aux mémes positions, et le
sinus reprend périodiquement toutes les mémes valeurs.

On retrouverait également les mémes valeurs, mais dans un
ordre inverse, si le point décrivant M parcourait la circonfé-
rence dans le sens négatif AB'A. ;

En résumé, le sinus peut prendre foutes les valeurs comprises
entre —1 et 41 en passant par zéro; il atteint son maximum
quand ’extrémité de I'arc est en B, et son minimum quand Pare
se termine en B’. Tous les arcs dont I'extrémité est sur le pre-
mier ou sur le deuxiéme quadrant ont leur sinus positif, tandis
que ceux qui se terminent dans le troisieme ou le quatrieme
quadrant ont leur sinus négatif.

En désignant par a Iarc AM, ona sin a= MP. Tous les arcs
dont ’extrémité est en M ont également MP pour sinus. Donc (n° 6),

sin a=swn (2Kkn+a).

20 Cosinus. Le point M ét:mi a Dorigine, l’arc est nul et le
cosinus égale 1. Si le point M décrit Parc AB, c’est-a-dire si I'arc
croit de 0 a %, le point P se rapproche du centre et parcourt AO,
par conséquent le cosinus décroit de 1 & 0. De méme si l'arc

e ——_
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croit de g a =, le cosinus devient négatif et décroit de 0 & —1.

L’arc croissant de = & %]—1, le cosinus croit de —1 a 0; et sil’arc

croit de %ﬁ a 27, le cosinus devient positif et croit de 0 a 1.

Quand 'arc croit indéfiniment au dela d’une circonférence, le
cosinus reprend les mémes valeurs et dans le méme ordre.

Le cosinus varie donc entre —1 et 41 en passant par zéro;
il est positif pour tout arc terminé dans le premier ou dans le
quatriéme quadrant, et négatif pour les arcs terminés dans les
deux autres.

On a, comme pour le sinus, cos a=cos(2Kr—+- a).

Ainsi, le sinus et le cosinus subissent les mémes variations
de grandeur et de signe; 'ordre seul est différent : ce résultat
devait étre prévu , puisque le cosinus d’un arc est le sinus de
I'arc complémentaire.

11. Variations de la tangente et de la cotangente.

o Tangente. Lorsque l'arc est nul, la tangente égale zéro.

[arc croissant depuis 0 jusqu’a ;a la tan- T
B
gente croit indéfiniment. Lorsque le point . ”'T\%
AR
Y 'n

M est en B, la sécante et la tangente

étant paralléles, la tangente est infinie; X

ainsi, de 0 a g la tangente croit de 0 a

+oc. Si le point M dépasse le point B,
la tangente conserve une valeur absolue
trés-grande et devient subitement négative;
c’est ce qu'on exprime en disant que, lors- Fig. 7.

que l'arc dépasse %:, la tangente passe brusquement de+ocC a
—_ . - :
L’arc croissant de ; a =, la tangente croit de —oc & 0. Ainsi

quand l'arc varie de 0 & =, la tangente prend toutes les valeurs
depuis —oc jusqu’a +oc, y compris 0.

Si I'arc continue & croitre, la tangente reprend les mémes
valeurs et dans le méme ordre. Elle est positive pour les arcs
terminés dans le premier et dans le froisieme quadrant, négative
pour les arcs qui se terminent dans les deux autres.
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En désignant I'arc AM par a, on a {g a=AT. Lorsque le point
décrivant passe en M ou en M,, aprés avoir parcouru une, deux,
trois, etc., demi-circonférences, dans le sens positif ou dans le

sens négalif, les arcs décrits ont toujours leur tangente égale
a AT. Doncona :

e e
" i

tg a=1ig (Knr4-a).

20 Cotangente. La cotangente d'un arc étant la tangente du
complément, subit les mémes variations de grandeur : elle est
| positive dans le premier et le troisiéme quadrant, et négative 7
- dans les deux aufres,

La figure 8 montre que 'arc élant
S B S nul, la cotangente est infinie. Quand

’are croit de 0 & g, la cotangente dé-

AT 87" critde foca0.De g &, ellecon-

tinue a décroitre jusqu'a —oc. Si le
point décrivant dépasse A’, la cotan-
genle devient subitement positive et
reprend dans le méme ordre les valeurs

I-I'Ef"
SN
J ~'~
>

Fig. 8.
précédentes.
En désignant I'arc AM par @, on a comme précédemment :

cot a=cot(Kn+{-a).

Y .

12. Variations de la sécante et de la cosécante '

| 1o Sécante. Lorsque l'arc est nul, la sécante se confond avec
le rayon; donc séc 0 =1. On voit sur la figure 7 que P’arc crois-

g

f 1 Si I'on méne une tangente an point M, on
a ¢videmment OS=O0T, et I'on peut définir la
steante la partie OS du rayon prolongé comprise
entre le centre et la tangente menée par Vextre-
mitéd M de Varc. OR est alors la cosc¢cante de
I'arc AM. Cette nouvelle définition qui tend &
prévaloir anjourd’hui, est une modification treés-
heureuse ; elle rend extrémement simple 1'étude
des variations de la sécante et de la cosccante,
et permet d’exprimer plus facilement la regle
conventionnelle sur les signes des lignes trigo-
nométriques : toutes les longucurs comptées sur
AA' sont positives & droite du centre et néga-

A'

Fig. 9.
tives a gauche; et toutes les perpendiculaires @ AA' sont positives au-dessus de

cé diamétre et negatives au-dessous.

|

’a

o

| S
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sant de 0 & %, la sécante croitde 1 & 4-oc. De % a=n, la sécante

est négative, et elle croit de —oc & —1. Si le point décrivant
dépasse A" et vient, par exemple, en M,, la sécante, ne passant

plus par 'extrémité de I'arc, est négative ; de = & %, elle dimi-

nue depuis —1 jusqu'da —oc. Enfin de %.E a 2=, elle est po-

sitive et décroit de +oc & 1. La sécante n’a aucune valeur com-
prise entre —1 et 1.

En désignant I'arc AM par a, on a :
séc a=séc(2kn+t-a).

20 Cosécante. Les variations de grandeur de cetle ligne sont
nécessairement les mémes que pour la sécante. La figure 8
montre que la cosécante est positive dans le premier et le
deuxiéme quadrant, négative dans les deux aufres.

Lorsque I'arc est nul, la cosécante est infinie; de 0 a %, elle

décroit de +~oc a1 de E a =, elle croit depuis 1 jusqu’a +-oc.

Quand le point décrivant dépasse A’, elle devient subitement
négative, puisqu’elle ne passe plus par 'extrémité de I'arc; de =
a 35: elle croit depuis —cc jusqu’a —1, et de %Tﬂ a 2=, elle

décroit de —1 4 —oc. On a comme pour la sécante :
coséc a=cosec(2Kn-t-a).

13. Le résultat de cette discussion est résumé dans le tableau
suivant :

it -
| 3
Arca | 0 g T Tﬂ O
Sin al| 0 |croit 1 |déeroit| 0O |déeroit| —1 |croit 0
Cos al| 1 |déeroit| 0O |déeroit| —1 |croit 0 croit 1
Tang a| 0 |croit |Z=ocC|croit 0 |croit |=Z=ocC|croit 0
Cot aloc|déeroit| O |déeroit|x=oc|décroit| O décroit | o
Séc  al| 1 |eroit |xoc|déeroit| —1 |décroit | =oC | décroit| 1
Jﬂ'ﬂséﬂﬂ ot |déeroit| 1 |croit |==oC|croit —1 |décroit| —oC

On peut embrasser d’un coup d'eeil I'ensemble des variations
des fonctions trigonométriques en suivant le tracé de quelques
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courbes que 'on a construites en portant en abscisses diverses
longueurs successives de 'arc a, et en ordonnées les valeurs
correspondantes de la fonction considérée, puis en joignant les
points obtenus par un frait continu. La figure 10 montre les va-

riations du sinus pour un arc compris entre 0 et 2=.

s e

L’abscisse

Fig. 10, — Variations du sinus.

Plo M fud 7"\ 37 .
2 z | #

OM' du point A, par exemple, étant égale au developpement
de 'arc OM, 'ordonnée AM' du méme point indique la valeur
de sin OM; AM"'=—MP. Les variations du cosinus sont de méme

représentées par la figure 11, et ainsi des autres.

Fig. 11. — Variations du cosinus,

i . --

SRR LR R L

|

=
|
hl:!
"'\.\.H

A
354
»
-

vl

Y 0 .j:f\ +1

e
.
ok

Fig. 12. Fig. 13.

Variations de la tangente et de la cotangente.
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Fig. 14. Fig. 15.

Variations de la sécante et de la cosécante.

14. Résumeé, L'6tude qui vient d’étre faite sur les fonctions
trigonométriques conduit aux remarques suivantes qu'il importe
de bien retenir :

fo Le sinus et le cosinus varientde —1 a +-1; la lang. et
la cotang., de —oc & --oc; mais la sec. et la coséc. n'ont au-
cune valeur entre —1 et -1, tandis quelles admettent toutes
les autres valeurs. Par conséquent, tout nombre compris entre
—1 et 41 peut étre regardé, soit comme un sin., soit comme
un cos. : tout nombre positif ou négatif peut étre regardé comme
une fang. ou une cotang., etc.

20 Le signe d’un rapport étant aussi celui de son inverse, la
cosée. est toujours de méme signe que le sin.; la colang., de
méme signe que la lang., et la sec., de méme signe que le cos.
Mais les valeurs augmentent ou diminuent en sens contraire :
quand le sin. augmente, la cosec. diminue, etc.

30 Quand un arc se termine dans le premier quadrant, toules
ses lignes trigonométriques sont positives ; s'il se termine dans
le deuxiéme quadrant, le sin. et la cosec. seuls sont positifs;
dans le troisieme quadrant, la fang. et la colang. sont positivess
dans le quatrieme quadrant, la séc. et le cos. sont positifs. Chaque
ligne trigonométrique est donc positive dans deux quadrants et
négative dans les deux autres.
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12 ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE
Ces notions sont résumées dans le fableau suivant -

Sinus. Cosinus, | Tangente.

-
Cosécante. Sécante.

Cotangente,

§ II1.— Relations entre les lignes trigonométriques
| de quelques arcs.

15. 1° Lorsqu’on ajoute ou qu'on retranche & un are un
nombre quelconque de circonferences, l'arc oblenu a les mémes
lignes trigonomélriques que le premier. Car il ales mémes extré-
mités.

Donc, en désignant par @ un arc quelconque, on peut écrire :
s a=sin(2Kkr—+-a), cos a= cos(2Kr-}-a), tg a=1tg (2K +}-a),
coséc a=—cosec (2Kn--a), séca—séc(2Kx-}-a), cota=cot(2Kn-|-a),
formules déja trouvées (n° 10, 11 et 12)

2° Deux arcs AM et AM' égaux et de signes contraires, sont
T Symétriquement placées par rapport au
diameétre AA’; ils ont donc des lignes tri-
gonométriques égales en valeur absolue et
de signes confraires, a I'exception du cosi-
nus OP et de la sécante OT=OT’ qui ont
le méme signe.
Donc, sz l'on change le signe d'un arc,
les lignes (rigonomélriques conservent
leur valewur absolue, et changent de signe

T a lexception du cosinus et de la sécante.
Fig. 16. On peut écrire :

¥ e




" AM', et réciproquement ; mais ces lignes
sont de signes contraires, & I'excep- : T
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sin(—a)=—sina, cos(—a)=cosa, lg(—a)=—Iga,

coséc(—a)=—coséc a , séc(—a)=séc a, colg(—a)=— cotg a.

3° Deux arcs AM et AM', qui différent d’une demi-circonfe-
rence, ont leurs extrémités diamétralement
opposées; les lignes trigonométriques de
ces arcs sont égales et de signes contraires,
a I'exception de la tangente AT et de la co-
tangente BS qui ont le méme signe.

Done, si l'on ajoute ou s1 Uon retranche
a un arc wune demi-circonference, les
lignes ‘trigonométriques conservent leur
valeur absolue, et changent de signe a

Vexception de la tangente ef de la cotan- ,
gente. A

On a done :

T

A

. sin(nta)=—sina, cos(nta)=—cosa, tg(rta)=ltga,

coséc (n-}-a)=-—coséc a, séc(r-+al—=-—scca, colg (n}a)=colg a.

Les conséquences seraient les mémes en ajoutant ou en retran-
chant & un arc un nombre impair de demi-circonférences; car
cela revient & ajouter ou & retrancher un nombre entier de cir-
conférences (n°® 15, 4°), plus une demi-circonférence.

4° Lorsqu’on ajoute % a un arc AM, l'arc obtenu AM' est le

complément du premier (n° 8). Or les T
triangles rectangles égaux OMP=0M'P’, & N /

OAT=0BS" et OAT'=0BS, montrent
que les lignes trigonométriques de M
I'arc AM sont égales en valeur absolue
aux lignes complémentaires de I'arc B

tion du cosinus OP et de la sécante B
OS du premier arc, qui sont de méme Fig. 18.
signe que le sinus M'P’ et la ecosécante OT" du deuxiéme arc.

T

Le résultat serait le méme en refranchant 9 a I'arc AM.

: ; : T
Donc, si lon ajoute ow si Von retranche 3 a un arc, les
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lignes trigonométriques se changent en lignes complémen-
taires, el prennent des signes contraires a lexception du
cosinus et de la sécante de Uarc donne.

On a ainsi :

sin (aig)—:.—cus a, C€OS (aj:%):sina, tg(aig)-:—-cﬂtg a,

T

cOSEC (ai %) ——8€ca, SEC (ai E) —C08eC a,, oLy (a:: —Q-):—tg (.

50 Enfin deux arcs supplémentaires AM et AM' ayant leurs
extrémités symétriques par rapport au dia-
métre BB’ (ne 7), ont leurs lignes trigono-
métriques égales et de signes contraires, a
\  Pexception du sinus MP=MP’ et de la
L—A  cosécante OS" qui ont le méme signe.

/ Donc, st l'on remplace un arc par son
~ supplément, les lignes trigonomelriques
-F.J"’/ NS conservent leur valeur absolue, et chan-
gent de signes a U'excception du sinus el de
la cosécante.

g’ B L

Fig. 19.
On a donc :
sin(m —a)=sina, cos(T—a)=-—C0Sa, tgln—a)=—1ga,

L . oF * - 'f i
coséc (n—a)=coséca, séc(r—a)=—=snd, cotg(m—a|——colg a.

16. Réduction d'un arc au premier quadrant. Dans le premier
quadrant, les lignes trigonométriques prennent, abstraction faite
de leurs signes, toutes les valeurs qu’elles sont susceptibles de
recevoir. Ramener un arc au premier quadrant, c’est trouver I'arc
compris entre 0 et 90°, qui a, envaleur absolue, les mémes lignes
trigonométriques que l'arc donné.

Par exemple, l'arc de 1537° représente 4 circonférences ou
14400 plus 97°; il a donc les mémes lignes trigonométriques que.
Parc de 97°. Cet arc ayant pour supplément 'arc de 830, on aura
(n° 15, 9°) : ‘

sin 15370 =sin9To==  sin83,
cos1537°0=cos 97°=—cos 83°,
g1537°= {g97°=— tg 83°.

Ainsi, powr ramener un arc au premier quadrant, on com-

mence par retrancher 360° autant de fois que possible ; le reste
fait connaitre dans quel quadrant I'arc se termine,, et permet d’af-
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fecter de signes convenables ses lignes trigonométriques. Quand
ce reste est plus petit que 90°, il représente l'arc cherche
quand il est plus grand que 90°, il faut en prendre le supple-
mendt. Toutefois, si le reste dépassait 1800, il faudrait retrancher
d’abord 180° avant de prendre le supplément. |

§ IV. — Des fonetions circulaires inverses.

17. Un arc donné n’a qu'une ligne trigonométrique de chaque
ESpE{}E mais au confraire, une llgne trigonométrique détermi-
née répond & une mﬁmte d’arcs. Cherchons les formules qui
donnent tous les arcs se rapportant a chaque ligne trigonomeé-
trique.

Supposons d’abord que I'on dunne le stnus ou la cusemnte
d’'un arc a.

10 Soit, par exemple, un sinus positif. Prenons sur le diamétre
BB’ une longueur OH égale au sinus donné,
et par le point H menons MM’ paralléle au
diameétre AA’. Il est évident que tous les
arcs ayant pour sinus la longueur donnée,
ont leur extrémité en M ou en M. Or si a
désigne 1'arc AM, tous les arcs termi-
nés en M sont compris dans la formule
IKr+a(n°6), K désignant un nombre en-
tier quelconque, positif ou négatif.

Larc AM' égale =—a; tous les arcs
terminés en M’ sont donnés par la formule 2Kn+4=n—a ou
(2K+1)7—a.

Donc, tous les arcs ayant leur sinus égal au sinus de larc
a, sont compris dans Uune ow Uaulre des deux formules :

Kn-t-a et (2K+4-1)m—a.

90 Soit donnée, par exemple, une cosécante positive. Décri-
vons du centre O, avec un rayon égal & la longueur donnée,
un arc du cercle qui viendra couper la tangente SS" aux points
S et S'; menons OS et OS, les arcs AM et AM' sont les plus
petits arcs cherchés. Par conséquent tous les ares ayant leur
cosécante égale & cosécante a, sont compris dans les formules
précédentes.

Ainsi, les arcs qui ont un méme sinus ou une méme coSe-
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16 FLEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE

cante, sont ceux dont la différence est un nombre pair de
dﬂ?ﬂi-ﬂi?‘ﬂﬂﬂfﬂ?’ﬂﬂﬂﬁﬁj ou dont la somme est un nombre impair

de demi-circonférences.

18 Supposons que I'on donne la tangente ou la cotangente

de 'arc a.
Dans le premier cas, portons la longueur donnée de A-en T si la
tangente est positive, ou en sens contraire si elle est négative,

et joignons OT.

T Tous les arcs terminés en M ou en M’
‘| auront pour fangente la longueur donnée
AT, et ces arcs sont compris dans la for-
mule Kn—+ a.

Dans le cas ou I'on donne la cotangente ,
portons de méme la longueur donnée de
B en S, & droite ou & gauche du point B,
selon que la cotangente est positive ou né-
gative. Ce sont encore les arcs ferminés en

Fig. 21. M et en M qui ont pour cotangenfe BS;
ils sont done également compris dans la formule Kr-4-a.

En d’autres termes : fous les arcs qui ont méme tangente
ou méme cotangente, sonl ceux dont la différence égale un

nombre entier de demi-circonferences.

19. Enfin, supposons que 'on donne le cosinus ou la sécante

de l'arc a.
_B 4 gueur donnée du cosinus en OP, par
/ N exemple, et menons MM'. Les arcs termi-
/ nés en M ou en M' répondront au méme
Al A cosinus; ils sont compris dans la for-
/ mule 2Kn-a. °
Dans le deuxiéme cas, portons la sé-
+ cante donnée OT surla fangente,au moyen
" d’un arc de cercle. Les arcs positifs ou
Fig. 22. négatifs qui se terminent en M ou en
M’, sont ceux qui ont pour sécante la longueur donnée; ils sont
compris dans la formule précédente.
Done, les arcs qui ont méme cosinus ou méme secanie, sont
ceua dont la somme ou la différence est un nombre entier de
circonferences.

Dans le premier cas, portons la lon-

e o




CHAPITRE II

DES FORMULES TRIGONOMETRIQUES

§ I. — Formules fondamentales.

20. Il y a entre les lignes trigonométriques d'un meéme arc
cinq relations distinctes qui fournissent
a la Trigonométrie ses formules fonda-
mentales.

Désignons par a un arc AM pris dans
le premier quadrant.

Le triangle rectangle OMP établit une
relation entre le sinus, le cosinus et le
rayon ; il donne, en effet :

MP2-}- OP2=—0M
-ou sin?a-+cos?a=1 Ly 2l Fig. 23.

&

De cette relation on tire : sin a—=-/1—cos’a

et cos a=-\/1—sin’a }
Les triangles semblables OTA et OMP donnent : ‘ !
AT MP oSN G : |
DR 0P e J=%os a (2)
OT _OM : 1 -
et 5x=0op 0 Sfca=_ (3)
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18 ELEMENTS DE TE;GGHGME’TRIE RECTILIGNE
Les triangles semblables OSB et OMQ donnent également :
BS __ MQ cosa 1
0B~ 00 s Gmﬂ"—sina“tga (4
0OS_ OM s E e =)
et OB— 00 ou  coséca= _-—— (9)

On pourrait trouver éncore d’autres relations, par exemple, le
triangle rectangle OAT donne 1+4{g*a=—séc*a, et le triangle
rectangle OBS, 1-+cot?a=coséc?a ; mais ces formules sont peu
employées et elles rentrent dans les précédentes, car entre les
st lignes trigonométriques , il ne peut y avoir plus de cing
relations distinctes.

En effet, s’il en était autrement, les six lignes trigonomeé-
triques seraient liées par six équations; chacune n’aurait plus
alors qu'une valeur déterminée et indépendante de I'arc auquel
elle appartient, ce qui est absurde.

Discussion. Nous avons supposé 'arc AM dans le premier qua-
drant; mais on vérifie facilement que les cing formulés fonda-
mentales sont vraies pour un arc quelconque.

En effet, les valeurs absolues que prennent les lignes trigono-
métriques ne peuvent étre différentes de celles d’un arc pris dans
le premier quadrant (n° 16); il suffit donc de vérifier leurs signes.

Or, la formule (1) ne renfermant que des carrés, quantités
essentiellement positives, est foujours satisfaite.

La tangente etla cotangente doivent étre positives dans le pre-

" mier et le troisidme quadrant, et négatives dans les deux autres;

c’est ce résultat que donnent les formules (2) et (4), car le sinus
et le cosinus sont de méme signe dans le premier et le troisiéme
quadrant, et de signes contraires dans les deux autres.

Enfin, les formules (3) et (5) sont également générales, puisque
la sécante est toujours de méme signe que le cosinus, et la cosé-
cante de méme signe que le sinus.

91. En combinant ces relations on peut obtenir directement
'une quelconque des lignes frigonométriques d’un arc par la
connaissance d'une seule d’entre elles. Cherchons, par exemple,
a exprimer les lignes trigonométriques en fonction de la tan-
gendte.

' 1
On a d’abord (4) colyg =
, sitna  Iga s s
J:I}"Il ————— — — e 1 Ll "
La relation (2) o5 a— 1 peut s’écrire :

— . ey e T ey ey, e e

e — -...*. —=

e e —— =
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sin*a  tg*a
COBR g TR AE0] |
Si l'on ajoute chaque dénominateur & son numérateur, ou
chaque numérateur a son dénominateur, on obtient :

B R o g L S
sin?a-+cos*a 1+tg*a 1 1+t9* a
¢ sin*a--cos’a__14-tg*a o e b R o 11
. Fe e Y. | cos*a
d’ou I'on tire : st a=— L LT (6)
+V1+tg* a
el COS a=— """__!Tlfft [7:!
+yvit+ia
Enfin, dans les relations : séc a~—----~-1-~—— et coséc ﬂ——.i- a0
: : ' TT1008 B 0" - —sin o

si 'on remplace sin a et cosa par leurs valeurs (6) et (7), il
vient : '

+ 1+ t5a
o

La valeur de séc a pouvait encore s’obtenir directement dans
le triangle rectangle OAT; cette relation trouvée, en remplacant

coséc a— et séca=-+y1+t5%a.

séc @ par Ei?’ on aurait obtenu la formule (7), etc.

En général, pour trouver une relation entre les lignes lri-
gonométriques d’'un méme arc, il suffit d’éliminer une ligne
trigonomélrique entre deux des cing relations fondamentales,
ou deux lignes enlre {rois de ces mémes eéquations.

Remarque. La double valeur obtenue dans les formules préce-
dentes s’explique aisément. En effet, une tangente donnée ne
défermine pas un arc unique, mais elle
répond & une infinité d’arcs terminés en T
des points diamétralement opposés. Or, a
exception de la tangente et de la cotan-
gente, les lignes trigonométriques de ces
arcs sont égales et de signes contraires
(n° 15, 3°). Par exemple, la tangente po-
sitive AT répond & tous les arcs terminés
aux extrémités du diamétre MM’ ; or ceux
qui se terminent en M ont toutes leurs
lignes trigonométriques positives, tandis

A
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20 ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE

que ceux qui se terminent en M' ont au contraire le sinus, le
cosinus, la sécanle et la cosécante négatifs.
L’ambiguité disparaitrait si I'arc a était donné.

§ II. — Des projections.

29. La projection d'une droite limitée AB (fig.25) sur une droite
indéfinie OX, est la distance ab des projections de ses extrémi-
tés sur cet axe. Si I'on a besoin de considérer 1’angle de la droite
avec 'axe, il faut avoir égard au sens dans lequel la droite est
parcourue par un mobile partant d’une de ses extrémités. Afin
de lever toute équivoque, on suppose menée, par le paint de dé-
part et & droite, une paralléle a I'axe; l'angle qu’il faut consi-
dérer est celui que forme la ligne donnée avec cette paralléle.
Ainsi les angles formés avec I'axe OX (fig. 26) par les cités du
contour polygonal parcouru dans le sens ABCDE, sont «,B,y,3.

. 23. Théoréme fondamental: L projection d'une drovte limatée

est éqgale a la longueur de cette droite multipliee par le cosinus
de Pangle que sa dvrection fait avec Uaxce de projection.

En effet, soit - AB la droite & projeter. Menons Ab" paralléle

a l'axe de projection;- cette paral-

B
28l lele est égale 4 la projection ab
/ de la droite. Mais, par définition
A, ba %:{IDS BAb', donc
i : ab = AB cos BADV'.
Wi e b *  Corollaire. La projection d'un con-
Fig. 25.

tour polygonal ABCDE sur un axe
OX (fig. 26), égale la projection de la droite qui joint le point de
départ au point d’arrivée.

Car I'angle 8 étant obtus, son co-
sinus est négatif; par suite, la pro-
jection de DE est elle-méme né-
cative. La projection du contour
polygonal est donc égale & ab--be

god g b 5 . “4-cd—de ou a la projection ae
il b2 e la droite qui joindrait le point de
Fig. 26. départ A au point E d’arrivée.
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§ III. — Lignes trigonométriques de la somme
ou de la diiférence de deux ares.

94. Etant donnés les sinus et cosinus de deux arcs, frouver
le sinus et le cosinus de leur somme et de leur difference.

1te Méthode. Solution par les projections. Soient deux arcs
AB=—a et BC="b. Joignons OC et OB,
puis menons CQ perpendiculaire sur OB, o
et CP perpendiculaire sur OA. e

Nous avons (23, coroll.) la projection de |
OC égale a la somme des projections de 0Q |
et de CQ. Or, la projection de OC est OP \
ou cos (a4 b); la projection de 0Q=0Q

cos BOA ou cos bcosa; la projection de \““--T—f”f{l

CQ = CQ cos CQD, et & cause de cos CQD g,
——sina (n°15, 4°), la projection de CQ =—sin b sin a.
Donc cos(a~+b)=cosacosb—sinbsina . (A)

En changeant b en — b, cette formule devient : cos(a—b )=
cos a cos (—b)—sin a stn(—>b): or on a (n° 15, 2°) cos b=
cos(—b) et sin(—b)=—sinb.

Done cos(a—b)=cos a cos b+ sina sin b (B)
Dans la formule (A), remplacons a par E—{—a, il vient
\ T T i T
(n°15,4°) cos I:(Q - ﬂ)~+— b:l — €08 (@—]—a) cos b — sin (§+ a)
sin b. Or, cos (5—1— a—+ b) —=sin(a-+0b); cos (g—{—m)zsiﬂ a,
A
et swn (;ﬁ— ﬂ):-ms a.

Donc : sin(a—+b)=sin a cos b+ sin b cos a (C)

Enfin, cefte derniére formule donne par le changement de
ben—b:

sin(a—b)=sin a cos b—sin b cos a (D)
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Ces quatre formules qui sont d'un usage continuel s'énoncent
ainsi :

sin(a—+b)=sin a cosb-4sin b cos a (8)
sin(a—b)=sin a cos b—sin b cos a (9)
cos(a—+b)=cos a cosb—sina sin b (10)
cos(a—0b)=cos a cos b+ sin a sin b (11)

Remarque. Cette méthode, s’appuyant sur un principe géné-
ral (n® 23), les formules obtenues ne donnent lieu & aucune dis-
cussion, quelle que soit la position des points B et C. '

25. 2° Méthode. Solution géométrique. Soient les arcs AB=a
et BC=—24. Portons BC en BC', nous aurons -

~ AC=a+0b et AC=a—b. Joignons OA,
:\\E OB, CC/, puis menons CQ, BP, IL, C'Q’
Sl N perpendiculaires sur OA , et IH et C’H" per-
AR pendiculaires a CQ.
/IL,J oo “\1{‘ Ona: Si:?l({l—}—b:::CQ:IL—]—CH 1)
T sin(a—b)=CQ=IL—CH (2
" E’B cos(a+b)=0Q=OL—LQ=O0OL—IH (3)
4 cos(a—b)=0Q'=O0L-+LQ'=O0L-+IH (4

Cherchons & déterminer les lignes IL, CH, OL et IH. Les
triangles CIH et OBP, semblables comme ayant les cotés per-

e CH ». 1 CI dhe AR
pendiculaires, donnent : OP—BP—0B ou 1’ d'ou 'on ftire :

. CH=0P X Cl=cosasind,
ef LH=BP X Cl=sinasinb.

De méme les triangles semblables OIL et OBP donnent :

ARy s ) O .
BP - OP — OB ou 1> On en tire

IL=BP X< Ol=stna cos b,
of OL—=0P < Ol=cosa cos b.

En portant ces valeurs dans les relations (1}, (2), (3), (4), il
vient :

sin(a-4b)=swm acos b-}sin b cos a (8)
sin(a—b)=stn a cos b—sin b cos a (9)
cos(a-tb)=cosacos b—sinasinb (10)
cos (a—b)=—cosacosb-}sinasmb (11)




CHAPITRE 11. — DES FORMULES TRIGONOMETRIQUES 23

La généralisation des formules obtenues par cette méthode
est assez laborieuse, nous la renvoyons aux Exercices (pro-
bléme 206). A cause de cette discussion, la premiére méthode
est préférable.

26. Tangente de la somme ou de la différence de deux arcs, en
fonction des tangentes de ces arcs.

sin(a+0b) .
cos (a—+0b)°

La formule (2) fg u:%’% donne tg(a—+0b)=
remplacons sin(a—+b) et cos(a--b) par leurs valeurs, il
vient :

g (a \ sina cosb—+sinb cosa
Y —cosa cosbd-sina sinb’

Divisons le numérateur et le dénominateur du second membre
par cosa cosb ;
sin a Cog b sinb ¢es a sina 8sinb

B e GDSﬂMbiM{L LDSE} ﬂﬂsa"—c{}sb
J

lgla-

e — 8in a stn b 1$5—ma S‘Eﬁf}
| cos a cos b cos a cos b
.: SING sin b :
Mais ——=tga, _ cp="4 b, donc:
tlgatigh
igtﬂib) 1—|—fgﬂ tgb. (1‘2} p

Un calcul analogue donnerait pour la cotangente de la somme
ou de la différence de deux arcs :

cot a cot b=+1

cotg (atb)==Corp oot a *

§ IV. — Lignes trigonométriques des multiples
et sous-multiples des ares.

97. Sin 2a, cos 2a, tang 2a, en fonction de sina, cosa et i
tg a. On obtient les lignes trigonométriques du double d’un arc
en faisant b=—a, dans les formules qui donnent les lignes tri-
gonométriques de la somme de deux arcs. l
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Ainsi, en faisant b=—a dans la formule (8)
sin(a+b)=sina cosb-+sinb cosa,
on oblient : sin 2a=—=2sin a cos a. (13)

De méme, la formule (10)
cos (a+b)=cosa cosb—sina sinb,

T ——— I Ty
il im T g em T s = A a

donne : cos? a = cos®> a— sin 2a. (14)

Et la formule (12) tg (a+b)= ;"0 ﬁ;ﬁg%,
: donne également : r tg 2a =1 E%{: = (15)
E REMARQUE. Dans ces trois formules, les quantités a et 2a sont
liées par la seule condition que la premiére est la moitié de la

§ seconde ; on peut donc remplacer 2a par a et a par %a, el ces

formules s'écriront :

: e | 1
sin a=2sn gQ COS5a,

S oy
COS A —CO0S8 'Q'G—S‘!aﬂ ;_,zﬂ,

._\_.,_

Etg%m

g a— ="
—f0® =

1—1ig 50

—

o rl.*-'-. = -_r
e ar e =

En faisant b=2a, 3a, 4a..., dans les mémes formules (8),
10) et (12), on obtiendrait les sinus, cosinus et tangentes des .
arcs 3a, 4a, da...

L

28. Ein%a, cns%a, tg %a en fonction de cos a. Pour obtenir

F- - sz’-n%a et cus%a, ajoutons et retranchons les formules (1)

A . - i A e 5 T T T
L - ok & - = a e il g e o

sin? a—+ cos* a=1,

i =
L !

et (14) cos® a — sin® a=cos 2a,

it = 1 4~ cos 2a . {1 —cos%2a
il vient: cos*a=- < ste=r—a—.,
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! 14 cos 2a - 1 —cos 2a
d'ou cos a::\/ o 9 el smma= 9 :

1
ou en remplacant 2a par a, et a par ga:

Sin %a: = i\/i_i_;{}s ﬂ: (16)
cns%a:_i\/i_t_gﬂﬁa- (17]

I1 faut remarquer les relations intermédiaires que nous avons
obtenues; elles sont d'un grand usage. On les écrit :

1+EDS&=QGGEﬂ%ﬂ,

et 1—c03a:25inﬁ%a.

En divisant membre & membre les formules (16) et (17), on

obtient une premiére valewr de Ig %a :

On adoptera le signe - dans le cas ou I'on aura a<180°,

1 I —cosa
930=t\ T5cosa: 45
29. On peut encore obtenir tg%a en fonction de tg a.
’
| 2tg %a
En effet, dans la formule (15) {ga= [ chassons
1 —tg? 5@
{ le dénominateur et ordonnons, il vient 1'équation de second
degré :
GO a0 L a0
| gatggat+algga—iga=—0; E
| S g, P g :
on en tire : tg,%ar__ - ;g/iﬂ”’“ B (19) E

1 i , e
car ga sera moindre que 90°, et sa tangente sera positive.

—

,1#-

L .

r e mar T i ——
- :
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On explique facilement la double valeur
obtenue. En effet, une tangente donnée
AT =g a (fig. 30), répond a une infinité
d’arcs terminés en des points M et M
v diamétralement opposés et ayant pour dil-

A férence 180°. Quand on cherche g %{1; on

doit trouver les tangentes des moitiés de

ces arcs, c'est-d-dire les tangentes d’arcs

qui different de 90°, AN et AN, ou AN,

et AN/, arcs dont les tangentes sont de
R signes contraires (n° 15, 4°).

Fig. 29. En outre, ces tangentfes sont inverses,
puisqu’elles répondent & des angles complémentaires; c’est d’ail-
leurs ce que 1'on pouvait prévoir, les racines de I’équation (19)’
ayant pour produit —1. Des considérations géométriques treés-
simples mettent encore ce fait en évidence; car les tangentes
des ares AN et AN’ sont AR et AR’; or, dans le triangle rec-

tangle ROR’, on a ARX AR'=0A%*>=1; par conséquent,
AR X (—AR')=—1.

30. On peut également obtenir Siﬂ%‘j%ﬂ et casinusg—,ﬂ en

fonetion de sin a.

Ajoutons et retranchons les formules :

(1) c0s” %ﬂ%—sm“-’%a:i,

et (13) Qsiﬂ%a cas%a:sﬁnu,

nous obtiendrons (cos %a—]—sm %a'}‘* =1+4sma

et _ {cﬂsém—siﬂ%ﬂF:iﬁsiﬂ a;
d’ou l'on fire : cos %a -+ sin 32.5.-, =+ 1+sina,

COS 1{1—-5‘ 3 one 97 G
) iﬂﬂﬂ—idi-—am.a.
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En ajoutant et retranchant membre & membre, il vient:

cﬁsiﬂ:i\/i—l—sma:;ﬂ——sm a (20)
2 2
sin%a:i‘“hksma’gl‘ J1—sina (21)

ccd
Ces formules donnent quatre valeurs pour sungd, et les

A 1 : : :
mémes valeurs pour cosga; ce résultat peut s’expliquer facl-

lement.

Un sinus étant donné, les ares correspondants sont compris
dans les formules (n° 17) 2Kn+a et (2K+1)r—a; leurs

moitiés sont donc comprises dans les formules : Kw—|—%a et

T %" 5 i
K= +§-—§ . La premiére donne, selon que K est pair ou 1m-

pair (n° 15, 1° et 3°) :
e : o ==
31ﬂ§m:sm{Eﬂ+§a-_;:—_+:am§a,
1 4 1
cos Eu:ms{liﬂ+§a.::j_--ms 5,
i | e, I R R: |
et la deuxiéme : swnga =sm 1Kw+g—§a,)__—___i-cﬂs 9a>

1 t 1 1
€08 5 = COS {1{11:-4—3;-—-?&'] =+ St 5 0.

On peut encore se rendre compte de ce résultat a I'aide d’une
figure. En effet, un sinus donné MP=sin a,
répond & tous les arcs terminés en M ou

en M’ (n°® 17); quand on cherche sin %-:1 et

1 ; .
00S 5, on doit trouver les sinus et les co-

sinus des moitiés de ces arcs. Or les moi-
tiés des arcs terminés en M ont leur ex-
trémité en N ou en N’; si 'on prend _
BN, — AN, les arcs terminés en N; et N, Hig 2

seront les moitiés des arcs qui ont leur extrémité en M'. Ainsi

donc sin%a a quatre valeurs NC, N'C’, N;D, NI, égales deux




e = i

-Tﬂ-"-q..——--- L

-
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. : 1 :
a deux et de signes contraires. Cosga a aussi quatre valeurs

égales & celles du sinus.

Dans la pratique, I'arc @ étant donné en méme temps que son
stnus, le probléme cesse d'étre indéterminé, on choisit sans

5 s : i1 1
ambiguité les signes convenables pour SIn 5 et cos 5a-

Soit, par exemple, a==50°. On a ya=25°, le sinus et le

cosinus sont positifs, et, le sinus étant plus petit que le cosinus,
on aura pour les relations intermédiaires :

sin 250+ cos 250 =+ /1 |- sin 50°,
sin 25° — cos 250 = — /1 — sin 50°,
et pour valeurs cherchées :

,:,__v_/’l + sin 500 — /1 —sin 50+:-
sin 20 -

cns B e V1 - + sin 50° 4 /1 —sin 50“
, S

31. Transformation d’'une -samme ou d'une différence de deux
lignes trigonométriques en un produit.

Le but de cette transformation est de remplacer une formule
renfermant la somme ou la différence de deux lignes trigonomé-
triques, par une autre calculable par logarithmes. Résolvons

d’abord la question pour la somme ouw la différence de dewx
sinus ou de deuax cosinus.,

Reprenons les formules :
sin(a+b)=swma cosb+sinb cosa,
sin(la—b)=sma cosb—sin b cosa,
cos (a+b)=cosa cos b—sina sinb,
cos (a—b)=cosa cosb+ sina sinb,

En les combinant deux & deux par addition ou parq soustrac-
tion, on obtient :

sin (a+b)+sin(a—b)=2swna cosb;
sin(a+b)—sm(a—b)=2cosa sinb,
cos (a-+b)+cos (a+b)=2cos a cosb,
cosla—b)—cos(a+b)=2sma sinb.
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Si I'on pose (a+b)=p et (a—b)=q, ona:

1 1
a=g(p+4q), b=gP—q);
et les formules précédentes deviennent :

Siﬂp-{—ﬁiﬂq:'ﬂsiﬁ%{pﬂ—q] ﬂﬂS%{p—q), (22)

sin p —sin q=—2 cﬂs%(p—]—qj siﬂ%(p——-q}, | (23)

cos p—+cos =2 cns%(p—!—qj cus%(p-—q} (24)

Y

cos q —cosp=2 sin%{p—l—q] Siﬂ%(p—q]. (29)

EXEMPLES :
sin 469+ sin 27° devient 2 sin 36°30" cos 9°30',
stn 46° —sin 27° « 2 cos 36°30" sin 9030,

cos 46°+4 cos 27° « 2 cos 36°30" cos 9030,
cos 27° — cos 46° « 2 sin 36030" sin 9°30".

: Si I'on divise membre 3 membre les formules (22) et (23),

ona:
.1 1
sinptaing _2omglpta) coeglp—a)
. S D519 s L4 01 sind (p—)
o
. sing(P149) 4
: ou, a cause de St peria :-‘“59’§(P q)
cos g(p=+q)
1
cos g (p—q) 1 1
ebde. —— =cotg 3(p—q) ="
sing(p—q) ig5(Pp—9) R
| H
| 93 (p+4) ' |
sinptsing__ V27 17 (26 E
: )
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Cette formule trés-importante peut s’énoncer ainsi :

La somme des sinus de deux arcs est a la difféerence de ces
mémes sinus, comme la tangente de la demi-somme de ces
arcs est a la tangente de leur dema-difference.

32. Transformation de tg a--tg b. Pour rendre calculable par
logarithmes la somme ou la différence de deux tangentes, il

suffit de poser :

pSina  sinb_sina cosbrsinb cosa

lgatlg 0= CosaTcosb cos a cos b <
sin(a-+0) 97

o lgattg b= zos s cost’ (31

On trouve de la méme maniére :

sin(b—+a)

colt a—+-cot b= e g g ey 1

(28)

REMARQUE. Siune ligne se trouvait ajoutée & la ligne compleé-
mentaire, on rameénerait ce cas a celui de deux lignes de méme
espéce, en remplacant la ligne complémentaire par la ligne di-
recle de méme valeur. Ainsi, pour transformer swn a-{-cosb,

(1

il suffirait d'crire sin a-sin (5—b) et d'appliquer la for-
mule (22).

Applications.

1° Trouver directement le sin et le cos des arcs de 45°, de
300 et de 60°, de 18° et de T72°.

1° Le swn de 45° étant égal a la moitié de la corde qui sous-
tend un arc double, c’est-d-dire la moitié du coté du carré inserit

on a .
2 - 9
SN 40°=—cC08 45'3:—\'/——-*

2

Il en résulte : tg 49°=1; efc.

2 Le sin de 30° est la moitié de la corde de 60°; d’ail-
leurs les arcs de 30° et de 60° étant complémentaires, on a:

sin 300 =cos 60= % .
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Donc cos 300 = sin 60“—\/1—-—_-'{,3,
. 1 X
par suite tg 30°=cot 60°= 7 =g JS; etc.

30 Le sin de 18° est la moitié du coté du décagone régulier

inscrit; d'ailleurs, les arcs de 18 et de 72° étant complémen-
taires, on a :

sin 18°=cos 712°= ‘/—514_—1 :

par suite

603‘18“'—'81?17‘2“*—\/1 s ﬂ‘j_ —J10+97"§;etc.

A l'aide des formules (13) et (14), (16) et (17), on trouve-
rait de méme :

sin 360=cos B4°, cos 36°=sin 54°;
sin 9o—=cos 81°, cos 9° =sin S1°.

90 Trouver les lignes trigonométriques de Uarc de T9°
(Sorbonne, 9 avril 1858, 3 novembre 1866.)

Cet arc est égal & la somme des arcs de 45° et de 300; donc :
sin T80 =sin (450-30°0) =sin 45° cos 30°-sin 30° cos 45°,

Stﬂ:bﬂz%-— %:—]—1 '/_—\’/ﬁ-*_"/ﬂ

ou 9

De méme
cos 750 = cos 45° cos 30°—sin 45° sin 3{}-3:'“3 : "f ‘f : gi ;
ou cO8 75'3*:‘/6_‘/g :

__stn 79° \FT»""

On peut conclure :  cof 750 =2—/3,

séc 150 —/6 12,
cosée 150 =/6—/2.
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3o Verifier la formule de tg(a—Db) pour a=90° et b= (o.

La formule est fg (a—b)= 1?—?9_;?;6; si I'on y rempla-
cait fga et g b par leurs valeurs, on trouverait la formule :
tg 900 = T:l—zccx 5> 4quil est impossible d’interpréter ; mais on

eélude la difficulté en divisant préalablement les deux termes de
la formule a vérifier par fga; il vient:

,_lgb

tg(a—b)=—- i _fgﬂ A
w—l—fgb

— ——

-"Hh

En remplacant fga et tg b on obtient :
0. 1

0—1'_‘ Ve N s

e —

4° Etant donnés les sinus ow les tang de trois arcs a, b et c,
trouver le sinus ow la tang de la somme de ces arcs.

1o Sin (a4+b—+-c)=sin (a+b) cos c4cos (a-+b) sin c;
d’ou, en développant sin (a—-0b) et cos (a-+b), on a:

sin (at+b—4c)=sin a cosb cosc+sin b cosc COS A+ 8in ¢
cos a cos b—sin a sin b sin c.

—_tgla+b)i+igo
— A—tg(a+b)ilgc ’

2° De méme: fg(a—+b—+c)

1—tgatgb—tghb tgc—tgec tga’
S1 a+b+4c=180°, ona :

tg a+tg b4-tg c=tg a tgb tgc. (V. le probl. 207, 50.)

doll  tg (at-bc)= 9 oTl9b+tgc—tga lgb tgc

8° Calculer Uangle que doivent former deux rayons OA el
OB d’un cercle, pour que le volume engendré par la révolu-
tion du sectewr circulaire OAB autour du rayon OA soit le

quart du volume de la sphére de méme rayon. (Sorbonne,
26 juillet 1861.)
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8 2
Le volume engendré par le secteur a pour mesure ?:En}‘iﬂh ;
mais A ou

AP=R—OP=R—Rcosa=R(1—cosa); e
par conséquent ":% nR3 (1 —cos a). L._/ZE\;
Comme on veut que ce volume soit le quart LA
de %::R‘-*, on a la relation : . \_/f

% 'ﬂ3(\1 —C0S m}: %TL'RE, ou 2 (1 —CO0S ﬂ-]:’l . Fig. 31.

donc 1—cos a:% , COS m:% et a=—60°. (Applications: 1°,2.)

6° Calculer la surface d'un trapéze symétrique dont la hau-
teur h—=6", sachant que la base supérieure a 8", et que les
cotés non paralléles forment avec la base inférieure un angle

o dont la tangente trigonomélrique égale %

L’aire du trapeze Sz%{AB—{—CD}h; on connait CD=8 et
h—6, on aura AB en remarquant que cette

ligne égale CD—+2BK et comme ¢ R
PR S api 4D =t
EQ E:ﬁ——z, BK——‘T—E;; AB=24. / \
A K B

Par conséquent S= %{.%—l—ﬁ) 6=—90'";

Fig. 32.

70 Rendre calculable par logarithmes Uexpression

x—a-+0b.

lo x=a-+b peut s’écrire m:u{i—k—g). Ecrivons g:tg*q:,
¢ étant un angle auxiliaire dont on calcule aisément la valeur
par logarithmes; nous aurons alors rx=a(1+41tg% ), ou

L
— cos'q’

x—a Sec* ¢

expression calculable par logarithmes.

p———— B W il e [ R e ey e il s

*"-—-w—:::l:p‘;.;_- .

IS S ——— e L ES G
Sl Mewe, s B I
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2° Dans T=a—>b, sil'ona a>p, apres avoir écrit
b

m_—_r:;(i—-g), on peut poser - —C08*¢; car g— est plus

petit que 1; il vient alors =a(1—cos?¢)=a sin?¢.
Sil'ona b>a, il vient de méme ——p sin? o,

b

Autre méthode, EEPE?DHE : :ﬂ(‘lj_‘a

) y puis faisons

b i i
g 005 ¢; 1l vient: x=q(14cos ¢). Or les bindmes 1-+cose

el 1—cos ¢ sont respectivement égaux 3 9 casﬂ% = S’iﬂﬂ%
(n° 28); donec :

a1+b—=2q {.‘:ﬂﬂig et ﬂ—-f?:?{lSiIl.E%.

Remarque. On pourrait ainsi rendre calculable par loga-

rithmes I'expression m_—_g:l_—_-g; mais on peut procéder de la

maniére suivante : apreés avoir mis « en facteur dans les deux

termes de Ia fraction, on fait g:e‘gq@, etl'ona successivement,
a cause de fg 450—1 .
peml—tlg o __ lgd5°—itg ¢

14t e A+1g 480 fgo— 19 (49°—0).

8° Rendre calculable par logarithmes I'expression
m sin a--n cos a; application & la résolution de Véquation
asinx-}-b cos x—c.

1° Mettons m en facteur :

: : 7
™M Sin az=n cos a—=m sin miﬁms a),
: T
ou en faisant : 19 9,

msiﬂaincﬂsazm{sinaj:.fgq: cosa),
. SINP Cosa
__m(smai Y ),

_m(sz’na COS ¢+ sino cnsa)
v COS @ *
msiﬂ (at-9)

COS ©

—

-
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9o Divisons par a les deux membres de I'équation; il vient :

P b
Lerivons —=1fg¢, ona:

: b
siﬂ-m+& C08 o= -

216G

: C e
sin X199 COST=_; multiplions par cos ¢,
. . . i i
il vient : SIN @ COSP—-$IN P COS L=" COS ¢,
e
ou SN (m-t—fp‘ﬁ:ams P

on aura ainsi l'angle x-}-¢, et par suite 'angle . (Voir le
probléme 7 aux Applications du chap. IIIL.)

90 Quelle est la valeur de Uangle x, qui rend maxunum le
produit sinx cos’® x?

En remplacant cos« par sa valeur 1—sin?x, l'expres-
sion proposée devient: sin a(y1—sin®z)*; le maximum de
ce produit a lieu en méme temps que celui de son carre
sin?x (1—sin?2)?; mais la somme des deux facteurs sin’x
et 1—sin?a est constante et égale a 1; donc le produit sera
maximum quand les facteurs seront proportionnels a leurs ex-

Siﬂﬂ m 1. Sy - Il -
osants. Done —————%; d'ou sn?ax=7, etpar suite
P _ 1 —s1n? d 4

sin :ﬂ:%. L’angle a=30°.

10° Deux paralléles AC et DB sont éloignées d'une lon-
gueur donnée d. D'un point fixe O, distant de h de la pre-
miére paralléle, on méne la perpendicu- 0
laire commune OAB. A quelle distance s
y de cette droile une aulre perpendicu- M

laire commune CD sera-t-elle vue du A ‘\“3 _
e

point O sous un angle maxvmuwm COD=x"? oy
(Composition donnée aux examens d’ad- |
mission a Saint-Cyr, juillet 1872.) B D

On donne AB=d, OA=h; Fig. 33.

la distance 2 chercher est BD=—v, propre a rendre maximum
'angle COD==w.

]
|
4
A
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36 ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE
Soient a=COB et b=—DOB.

On a tga:% et tgb:df‘{_—n; donc, en vertu de la for-
mule (12) :

Jii o -
h™ d+h d-+h—h
et v g 2
I Rdrn
ﬂ!'
ou lg "’T:R“[_d ?}: .

Pour trouver la valeur de o qui rend cetfe expression maxi-

mum, écrivons : E{d—fgg} _y@_m, ou my*—dy-+mh(d-+h)

—(); on en tire :

d—y d*>—dm*h ([d4h)

La plus grande valeur de m se déduit de 4m?h(d-+h)=d?; on

d :
en conclut : m= <3 par suite, la valeur de y est :

2/ h{dh)

y__gd‘/hég+j}} ou simplement : y=h(d-+h).

C’est une moyenne proportionnelle entre A et d--h.




CHAPITRE 111

DES TABLES TPRIGONOMETRIQUES

§ I. — Calcul des fonctions trigonométriques.

33. Dans les applications de la Trigonométrie, il est nécessaire
de connaitre les lignes (rigonométriques qui correspondent & un
arc donné, et réciproquement; c’est pourquoi on a construit des
tables qui font connaitre les valeurs de ces lignes pour un certain
nombre d’arcs se succédant par intervalles suffisamment rappro-
chés.

Nous allons indiquer comment on pourrait construire une
pareille table & 'aide d’une méthode élémentaire.

Comme les lignes trigonométriques recoivent dans le 1¢r qua-
drant toutes les valeurs absolues qu'elles sont susceptibles de
prendre, il suffit de calculer ces valeurs pour le 1¢* quadrant.
On peut d’ailleurs se borner aux arcs plus pelits que 45°, puisque,
les arcs plus grands éfant com phLumutaires, les sinus de 0°a 45°
sont les cosinus de 45° a 900, ete.

Enfin, une des lignes stant connue, le sinus par exemple, on
peut tmuvu* loutes les aulres; il suf[it donc de calculer le sinus
d'un premier arc. Cherchons le sinus de I'are de 10”:: quelques
principes préliminaires nous permettront de connaitre le degré
d’approximation obtenu.

34. Théoréme L Un arc moindre que 90° est plus grand que
son stnus et plus petit que sa tangente.

Soit ’arc AB=a; menons la corde BB’ per-
pendiculaire & OA et latangente BT, Ona évi-

\ demment (Géomeétrie, n° 166) : BT =BT=
R\\ g a; et BB'—=2BP—=2sn a.
iz Sop

Mais on a aussi :

BB’ <~ are BAB' << BTD'
ou 2sin a<2a<2ga;
Fig. 34 done sin a << a<lg a.
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38 ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE

Corollaire. Un arc trés-petit différe trés-pew de son sinus.
En effet, dans 'inégalité précédente, si I'on divise les trois
quantilés par sin a, il vient :
| a 1
B

sina ~cosa’
. or, & mesure que l'arc @ diminue et tend vers zero, le cosinus

1 :
—— @ pour li-

augmente et tend vers I'unité; donc le rapport ———

mite 1, et a fortior: s'iid a également 1 pour limile. En

d’autres termes, un arc irés-petit et son sinus difféerent peu
Vun de Uautre; on peut donc négliger lerreur que I'on commet
en prenant pour valeur approchée du sinus l'arc lui-méme. Le
théoréme suivant permet de calculer la limite de I'erreur com-

mise.

35. Théoreme I1. La différence entre un arc du 1°° quadrant
et son sinus est moindre que le quart du cube de Uare.

1 1 Siﬂéﬂ
En effet, ona fgga>ga ou ; >
: GIDSQH

.

LS| =

Multiplions les deux membres par Ecusﬂ%a, il vient :

5

ik 1
ﬂsmga GGSEH-:}ﬂ €0S 5 @ :

. 1 . & el
ou sina>acosiza ouenfin sma>a ('l — s1nt; a.) :

Si I'on remplace sin%u par ,;21-&; quantité plus grande, on

renforce I'inégalité, et I'on a :

: 1 a’ : a?
sma}u—( —E) ou ama}a—I
: a’
ou enfin a—sin n«::j-4—.

Remarque. Ce théoréme et le précédent montrent que sin a

. 13 ‘ a3
est compris entre a et a—>=; ona, en effet, a > sin “:}E'
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36. Corollaire. Le cosinus d’un arc a du 1°" quadrant est com-
2

: a a0
pris entre 1"'*:73" et 1 {24-:16.

. ; a Bl e
En effet, Stﬂ%ﬂ- est compris entre 9 el 3 diminué du

3
quart de son cube, c'est-a-dire de %‘E‘ Si, dans la formule

cos a=1 —%sa’nﬂ%a, on remplace sin%a par la quantité plus

grande g, le second membre sera diminué, et I'on aura :

0

2 a2

CcO8 a}i—ﬂ(g) ou cnsa}i-——ﬁ.

: k 4% {{2 .
Si, au contraire, on remplace Singa par la quantité plus petite
3
a a P SR
539 le second membre sera augmenté, et I'on pourra écrire :

A L

cﬂsa{’l—%( —f—;})" ou cosa<1—

{Eirl_ﬂfl D6
R I TR

inégalité qui sera encore vraie, a fortiort, si 'on augmente le

2a° ; al . af
2¢ membre de a3y > elle devient alors cos a <<1—=-+ 16
p/ A b
2 2 %
! a a¥: “a
Donec cos a est compris entre 1——35— ef 1—=4 16 et

’on peut écrire :
2

1—%—«-{:}03 g1

a , al

g1

37, Calculde sin 10" etde cos 10", L’arc de 180° est égal & = ; il ren-
: - T
ferme 180 > 60 < 60 = 648800". Done, arc10’'— 64800 ° Ce quo-

tient est un nombre plus petit que 0,00005; si I'on prend cette
valeur pour sin10”, 'erreur sera moindre que (0,00003)3

"-i' 3
9
c’est-d-dire moindre que D_E__G_ﬂl]gﬂ_ﬂgﬂ{}ﬂi}_{!‘lfs; le quotient sera

donc exact au moins jusqu'a la 13¢ décimale.
Ce quotient est 0,000048481 3681...

‘
G
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mattihey. arc 10" )*

Si maintenant on prend cos 10"=1 [ 9 ) , D'erreur com-
' ; 0,00005) : .

mise sera moindre que 0, 16 ) , C'est-d-dire moindre que

0,000000000000000006 25
—— S TN la valeur qhtﬂnue sera donc exacle

au moins jusqu’a la 18¢ décimale.
Cette valeur est 0,9999999988248...

38. On pourrait calculer les sinus et cosinus des arcs de 10"
en 10" & ’aide des formules qui donnent sin 2a, cos 2a, etc.;
mais le calcul se fait plus simplement & 1'aide des formules de
Sitmpson. :

On a trouvé (n° 31) les relations :
sin(a+ b)4sin{a—b)=2sin a cos b

cos|a-b)+4cos(a—b)=2cos a cos b;

on en tire : sin(a+4b)=sina.2cos b—smn{a—0b,
cos(a—+b)=cos a .2cos b—cos(a—b.
Faisons : a—mb, il vient :
sin(m--1)b=sin mb . 2¢cos b —sin(m—1)b
cos (m—+1)b=cos mb . 2cos b—cos(m—1)b.
Supposons b==10" et faisons successivement m=1, M=
m=—3, etc.; il vient :

sin20" =sin10".2co0s10"—0 c08 20" =cos10". 2¢cos 10" —1

sin 30" = sin20".2c0s10"—sin10" | c0s30" =cos20".2cos10" —cos 10"
sind0’ = sin30".2c0810"—sin 20" | cos40" =cos30".2cos 10" —cos20"
sinB0" = sin 40", 2cos 10" —sin 30" | cosB0" =cos40". 2cos10" —cos 30"

--------------------------------------

A partir de 30°, ce travail se simplifie d’'une maniére remar-
quable :

écrivons : sin(a--b)+sin(a—b)=2sinacos b
cos(a—b)—cos(a-+b)=2sin a sin b,

On en tire: sin(a-b)=2sin a cos b—sin{a—>b)

cos{a--b)=cos(a—b)—2swn a sin b.
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Si 'on suppose a=—=30°, a cause de sin30°0= %, ces formules
deviennent :
sin(3004-b)=cos b—sin(30°—b;
cos(3004-b)=cos(30°—b)—sin b.

b étant moindre que 30°, tout est connu dans les seconds mem-
bres, une simple soustraction donnera les sinus et les cosinus
des arcs plus grands que 30°..

Remarques. 1. Si I'on suivait le procédé qui vient d’étre indi-
qué pour calculer les sinus et les cosinus, il serait nécessaire de
recourir & des vérifications nombreuses, car une erreur com-
mise dans une opération rendrait inexacls tous les calculs sui-
vants. De plus, les valeurs de sin 10" et cos10” étant seulement
approchées, les erreurs s’accumulent & mesure qu'on avance
dans les calculs et peuvent devenir considérables. Pour remédier
A cet inconvénient, il faudrait avoir soin de déterminer directe-
ment les sinus et cosinus d’un certain nombre d’arcs convena-
blement choisis, afin de vérifier les résultats obtenus. Cette
question a déja été résolue (Chapitre 11, Applications,1°); &
I'aide des formules du n® 28, on peut avoir directement les sinus
et les cosinus de 9° en9°. On pourrait aussi prendre ces valeurs,
calculées directement avec une approximation suffisante , comme
points de départ d’'une nouvelle série d’opérations que 'on effec-
tuerait avec les formules de Simpson.

II. Quelques ouvrages spéciaux contiennent les valenrs natu-
relles des fonctions trigonométriques; mais dans la plupart des
applications, les calculs se font au moyen des logarithmes; c’est
pourquoi les tables usuelles ne donnent que les logarithmes des
valeurs naturelles, et 1'on s’est borné a inscrire dans ces tables
les logarithmes des quatre fonctions : sin, cos, tg .et colg. Si
I’on avait besoin des logarithmes de la sécante et de la cosécante,
il suffirait de prendre en signe contraire ceux du cosinus et du

sinus, puisque ces derniéres lignes sont les inverses des deux
autres.

e .
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§ II. — Tables des logarithmes des fonctions
trigonométriques.

Disposition et usage des tables.

39. Les tables trigonométriques sont de deux espéces : 1° les
grandes tables, dites de Carier, de Dueuis, etc., qui contien-
nent avec 7 décimales les logarithmes des lignes frigonométriques
des arcs de 10" en 10", depuis 0° jusqu'a 90°, et de seconde en
seconde pour les 5 premiers degrés; 2° les peliles tables, dites
de LaLanpe, qui contiennent les logarithmes des lignes trigono-
métriques des arcs de minute en minute. Parmi ces dernieres,
les unes ont été étendues & 7 décimales; les autres, de Dupuis,
HoukL, etc., sont a 5 décimales. La disposition de toutes ces
tables est d’ailleurs la méme; il suffit d’indiquer, par exemple,
celle des tables de Lalande.

Au titre de chaque colonne est joint le nombre des degrés de
Parc; de 0° a 45°, il est écrit en haut, et les minutes qui s’y
rapportent sont dans la premiére colonne & gauche. Les colonnes
suivantes contiennent, sous des titres respectifs, les logarithmes
des sin, tg, cotg et cos.; la lecture se fait de haut en bas. De
450 & 900, la table revient, pour ainsi dire, sur elle-méme, et la
lecture se fait en sens inverse : les degrés sont au bas des pages,
et les minutes, dans la 1r¢ colonne & droite. La colonne des sin
est devenue celle des cos, et réciproquement ; la colonne des g

“est devenue également celle des colg, et réciproquement; ce que

I’'on comprend sans peine, un arc plus grand que 45° ayant pour
complément un arc plus petit, et vice versa.

40. Les différences entre les logarithmes des sinus de deux
arcs consécutifs forment une colonne de différences tabulaires,
a Daide desquelles on peut calculer les logarithmes intermé-
diaires. Il en est de méme & ’égard des tangentes, ete. Ces diffe-
rences sont posilives pour les stnus et les langenles, parce que
ces fonctions croissent avec 'arc, tandis qu’elles sont negatives
pour les cosinus et les colangentes, qui diminuent quand I'arc
augmente,

Les tables de Dupuis et de Houél contiennent, en outre, des
tables de parties proportionnelles qui dispensent de certains
calculs nécessaires avec les tables de Lalande.
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La méme colonne de différences se rapporte & la fois aux fg
et cotg, car, ces lignes étant inverses, on a pour deux arcs con-
tga cotgb
tg b~ cotg a’
et en appliquant les logarithmes : log tg a—log tg b=log cotg b
—log colg a.

On peut remarquer que la différence des logarithmes des tan-
gentes de deux arcs, est la somme des différences des logarithmes
sinus et des logarithmes cosinus des mémes arcs, car :

sécutifs a et b : tga.cotg a=1igb.cotgb; d'ou

‘0 a=S10 :3_1'_111__5_ oy L9 G__sna cos b
§O=cogn 209 0= ;ps b’ . lgb™— cosa sinb’

donc en appliquant les logarithmes :
log tga—Ilog tgb=Ilog sin a—Ilog sinb-}-log cos b—Ilog cosa.

Remarques. I. A I'inspection des tables, on constate que les
différences tabulaires deviennent trés-petites pour les cosinus
des arcs voisins de 90°; de sorte qu'un petit changement de
valeur ou une légére erreur sur le logarithme du cosinus pro-
duitun changement relativement considérable sur I'arc. La méme
observation s’applique aux sinus des arcs trés-petits. Ainsi, un
arc trés-petit est mal déterminé par son sinus, et un arc
voisin de 900 est mal déterminé par son cosinus. Le méme in-
convénient n’a pas lieu pour les tangentes.

IL. Les sinus et les cosinus de tous les arcs sont moindres que
1; il en est de méme des tangentes des arcs plus petits que 45°,
et des cotangentes des arcs compris entre 43° et 90; par suite,
toutes ces lignes ont des logarithmes négatifs. Or, dans cerfaines
tables, pour éviter les caractéristiques négatives, on a augmenté
les logarithmes de 10 unités ; mais cette addition est inutile, et,
dans la pratique, il vaut mieux rétablir la vraie caractéristique.

/. Au point de vue de 'exactitude des calculs, ce sont les
tables A 7 décimales qui sont les plus avantageuses : en calcu-
lant, par exemple, les angles d’un triangle, 'erreur totale com-
mise n’atteint pas 0,2 de seconde, tandis que, avec les tables a
5 décimales, I'erreur peut s’élever & 18 secondes. Quant a 'em-
ploi des petites ou des grandes tables, les résultats sont les
mémes: mais le travail est bien plus laborieux avec les pre-
miéres. Les tables les plus commodes sont celles de Dupuis, ou’
sont calculées toutes les parties proportionnelles. Au point de
vue des applications pratiques, les tables & 5 décimales donnent
toujours une approximation suffisante, et les caleuls se font plus
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rapidement; il faut les préférer dans les questions d’Arpentage,
de Physique et de Mécanique, ef dans les problémes ot les don-
nées ne sont connues qu'avec 4 ou 5 chiffres exacts. On peut
trés-utilement se servir des fables de MM. BourgeT et F. RENE ;
outre que leur format les rend plus portatives, elles offrent une
disposition {rés-favorable & la lecture et trés-propre a faciliter
les recherches.

42. Quelles que soient les lables dont on veut faire usage, il
est indispensable de savoir résoudre les deux problémes sui-
vants : 1° trouver le logarithme d’une ligne trigonométrique
correspondant & un arc donné; 2° trouver le plus petit arc cor-
respondant & une ligne trigonométrique dont on connait le loga-
rithme. Ilsuffira de résoudre ces deux problémes avec les tables
de Lalande, élendues & 7 décimales, pour faire connaitre la
marche & suivre.

Probléme k. Trouver le logarithme d'une ligne trigonomé-
trique correspondant a un arc donné.

Si I'are était plus grand que 90°, il faudrait d’abord le rame-
ner au 1¢* quadrant (n° 16); prenons donc un arc moindre que
90°. Soit, par exemple, & trouver :

1° Le logarithme de sin 29017 47".

L'arc étant plus petit que 459, il faut chercher le nombre des

degrés en haut des pages, et & celle ou I'on trouve 29°, suivre en

descendant la 1r¢ colonne & gauche jusqu'a la ligne 17", La table
donne en regard le logarithme de sin29°17", qui est 1,6894232.
La différence tabulaire 2252, placée entre ce logarithme et le
logarithme immédiatement supérieur, indique que si I'arc aug-
mentait de 60", le logarithme augmenterait de 2252 unités du
7¢ ordre décimal ; en considérant ces deux accroissements comme
sensiblement proportionnels, on en conclut que le logarithme

trouvé doit étre augmenté des gT?] de 2252 ou de 1764 unités
du 7¢ ordre décimal. Donc, le logarithnie cherché est 1,6895996.
Le calcul se dispose de la maniére suivante :

log s1n 29017 = 1,689 4232 2292 X 47 _ 4w
— i —=1764:
pour 47" 176 4 60

log sin 29°17" 47"'—1,689599 6
Les tables de parties proportionnelles jointes aux tables de

& = r - =
o —————— e e el T T i _— —_— —_ S—
= = e e 5
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| Dupuis dispensent de faire la multiplication et la division indi-
quées. Voici comment se fait ce méme caclul :
log sin 29°17" 40" —=1,689573 3 Diff. 376.
pour 1" 263

log sin 29017 47" —1,6895996 .

20 Trouwver le logarithme de cos 54°29"22".,5.

* L’arc étant plus grand que 45°, il faut chercher le nombre des
degrés en bas des pages,-et & celle ou 'on trouve 54°, remonter
la premiére colonne a droite jusqu’a la ligne 29'. La table donne
en regard le logarithme de cos 54°29', qui est 1,7641311, et la
différence tabulaire 1771. On cnnnlut comme dans le cas pré-

cédent, que si I'arc augmentait de ED”, le log. diminuerait de

1771 unités du septieme ordre décimal. Done, un aceroissement
de 22".5 correspondra & une diminutlion des %—E‘P de 1771 ou

664 unités du septiéme ordre décimal. Le log. cherché est done +
1,7640647. Voici la disposition du calcul :

log cos 54°29' =1,7641311  —1771x22,5 664
pour 22”5 — 664 O S e s o

log cos 54°29'22",5—1,764 0647

Probléme IL. Trouver le plus petit arc correspondant a une -
ligne trigonomélrique donnee.
{o Soit, par exemple, & trouver 'arc x tel que: r
log tg =1,8754328.
Dans la colonne des tangentes, on trouve que le log. immé-

diatement inférieur au log. donné est 1,8752734; il correspond
a Parc de 36053, et la différence tabulaire est de 2631 unilés |
du septicme ordre décimal. Or le log. proposé surpasse celui de [

la table de 1594; sil'on désigne par ¢ le nombre de secondes,

r

qu'il faudra aJﬂuter a 36°53', on pourra écrire ‘la propor-

: 1594 <6 s *
tion %ﬁéggf, d'ou d= "?6:1: 0-—56,“2. L’angle de-

mandé o= 36°53'36",35. Ordinairement le calcul est ainsi dis- 1
posé : =
log tg = 1,8754328 159460 __ o o |
log tg 36°53' = 1,8752734 sy, T
pour 36",35 1594

=360 53’ 36",35.
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En faisant usage des tables de Dupuis, les parties proportion-

nelles abrégent le calcul. Voici comment on dispose 'opéra-
tion :

log tg & =1,875 4328 Diff. 439

log tg 36053 30" =1,875 4050 978
pour 6" 263 SEAE.
pour 0,3 13 e
pour 0,05 2

log tg 36°53" 36" ,35—=1,8754327.

2¢ Soit encore : 'Er:}g. cos c—1,684 4147 .

En cherchant dans la fable des cosinus, on trouve que le log.
donné est compris entre le log. de cos 63210 ¢t celui de 63°11; I'arc
cherché égale donc 63° 10", augmenté d’une quantité proportion-
nelle & la différence tabulaire —2498. Or la différence entre le
log. cos 63°10" et le log. donné est —1437; done, il faudra ajouter

a 63°10" la quantité Hgi;?;@ =36",51, et I'arc cherché est

x=063° 10 36" ,51.
On opére deméme a I’égard des autres lignes trigonométriques:

pour les tang., on fait les mémes calculs que pour les sinus, et
pour les cotang., les mémes calculs que pour les cosinus.

Applications.

1o Calculer le plus petit arc phsz‘tif qur salisfait a U'équa-
fion : sin X=3.
En appliquant-les logarithmes, on a :

log sin x=log 2—log 3,

ou log sin x=10,3010300—0,477 12125 —=1,8239088.

Oron a : log sin 41048’ 30" =1,8238919 | Diff. 236).
On trouve 7" pour 1690
Donc r=—41°48' 37"
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90 Trouver la plus petite valeur positive de x satisfaisant
a Péquation : séc? x=3.

On sait que séc? x=141t9* .

Done {4-t2 =3 ou tg*x=2.

En appliquant les log. : 2 log lg x=log 2—0,301300;
Aot log tg x=0,1505130, qui correspond & 540 44" 8",
donc - x—="54° 44’ §".

30 Tpouver les arcs du premier quadrant qui salisfont @
Péquation : 3 cot x-21g =1,

En remplacant cofax par -—1—, l*équ::'ttiﬂn devient :

lg x
5 g
T g e=8 ou 2ig* x—0olg x—4-3=0.
On en fire : -tgm_ﬂiiﬁf_% 54;1 -t G ol

La solution  fg =1 correspond & ao==40°.
La solution fgax=1,5 donne x—56°18 35",6

ko Calculer Pangle x lel que: langX=tang A-}tang B,
sachant que A=38°24'30" et B—49°19" 40".
Ona: lgx=ItgA+tgB, ou (n° 32, formule 27) :

sin (A+4B)
192="os A cos B’
donc, en appliquant les logarithmes :

log tg x=1Llog sin (A-+B)—1log cos A—log cos B,

on log sin (A-+B)=log sin 87°44'10" = 1,999 6609

(On remplace les colog cos A = 0,1059039
log négati[' par les colog ¢olog cos B = 0,185 0318
| i logtgz = 0,2014966

Donc =62 55' 42" 8.

i
- — e y—— -
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8¢ Evaluer le plus petit arc positif qui satisfait a I'équa-

. 3
lion: co0s ¥—— L

: Soit y le supplément de cel angle; les cos de deux angles sup-
plémentaires sont égaux et de signes contraires, on a donc :

| . COS Y==—C08§ L= % ; d'ou log cos y=Ilog 3-}-colog 4.

| log 3— 0,47712125
il colog 4= 1,397 94001

. log cos y=— 1,87506126
d'ot y=41024 34" 6.
Donce r=180°—y=138°35' 25" 4. )

6° Calculer Uangle x compris entre 0° et 90° qui satisfait a
Véquation : sin x=sinP+sinQ, dans le cas out P—=28°19" 37" ,4 t'
et Q=16047"3",6. (Sorbonne, 13 novembre 1860.)

{I On sait que sin P+sin Q=2 SE'H%[P—P- Q) {:{JS%(P—QE. {

Donc sin =2 sin %{459 6" £1") cos %( 11232' 33",8),

d’ou : =2 s1n 22023 20,5 cos 5046’ 16”,9;

' ot log sin 2=1log 2+ log sin 22° 33 20",54-log cos 5°46"16",9. .
| log 2= 0,301 0300

log sin 22033 20" ,5—= 1,583 8554

log cos 50 46" 16,9 — T,9977931

log sin x = 1,8826785

donc x = 49°45"13".
G
| " ied 7° Resoudre : sin o+ %{ cos :r:-:—é.

Comme il y a des tangentes de toutes les grandeurs, nous

pouvons poser (g q::%z, ¢ étant un angle auxiliaire. L'équa-

: tion donnée deviendra sin x cos e+4cos & sin P=—73¢0S @;

ou —sm (m—{—:p}.—_*% COS 9.
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log17=1,2304489 log cos e=1,629 2225

Caleul d —log 8=10,9030900 log 2=—0,301 0300
alcul de ‘ e

z log tg e=0,327 3589 colog 3—1,5228788

9—=064°4T7'536" | log [sin (e+¢)]=1,4531313

Arc correspondant : 160 29" 30".
Or sin(ax-t9¢) est négatif; le plus petit arc positif répon-
dant & ce sinus sera terminé dans le troisiéme quadrant.
Donc (axx-}9)=196029"30"; dou axr=131°41"34".
Le plus petit arc négatif sera
r=—0—16029" 30" =—81°17" 26".

Les autres solutions sont tous les ares déterminés par (n° 17)
les formules 2Kntax et (2K+4-1m—.
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CHAPITRE 1V

RESOLUTION DES TRIANGLES

§ 1. — Des triangles rectangles.

(11 est de convention de représenter les angles d’un (riangle par les
lettres A, B, C, et les colés opposés par les lettres correspondantes
a, b, c. Dans les triangles rectangles, A désigne toujours I'angle
droit, et a ’hypolénuse. )

43. Théoréeme I. Dans un triangle reclangle, chaque céte
de Pangle droit est égal a Uhypoténuse multiplice par le
sinus de Uangle opposé aw cité qu'on cherche, ou par le cosi-
nus de Uangle adjacent a ce méme cole.

Soit le triangle rectangle ABC. Si du point
B comme centre, et avec BC pour rayon,
nous décrivons un arc de cercle, nous aurons
par définition (n° 2):

Sinle B sin B:%%=g; d'oi b=—asinB.
Fig. 35. Les angles B et C étant complémentaires, -

sin B=cosC, donc b=—acosC. De méme, c=asin(C et
c=—a cos B.

Remarque. Ce théoréme est une application du théoréme fon-
damental des projections (n° 23); car, chaque coté de Tangle
droit étant la projection de I’hypoténuse, on a immédiatement :

c—=acosB et b=acos(;
d’ou c=asinC et b=asinB.




CHAPITRE 1V. — RESOLUTION DES TRIANGLES ol

4%. Theoréme II. Dans un triangle rectangle, chaque céte
de Uangle droit est égal a Uautre cité multiplie par la lan-
gente de U'angle opposé aw cilé qu'on cherche, ou par la co-
tangente de Uangle adjacent & ce méme cole.

En effet, si du point B comme centre et avec
BA pour rayon, nous décrivons un arc de
cercle, nous aurons par définition (n° 2) :

ly B=— %:%, doi OH=¢ lqg B.

- Les angles B et C étant complémentaires, o A
tg B—=cotC; donc b=—=c cotC. De méme, Fig. 36.
c=blgC et c=bcotBb.

Remarque. Ce théoréme peut se déduire du précédent; car
les deux relations b=—=a sin B et ¢=—a cos B, donnent, en les di-

: . L sinB
visant membre & membre, - —=-—3 =19 B.
¢ . cos B

Ces deux théorémes suffisent pour résoudre un triangle rec-
tangle , résolution qui peut présenter quatre cas, selon que I'on
donne :

1o L’hypoténuse avec un angle aigu:

20 L’hypoténuse avec un coté de 1'angle droit ;

30 Un des cotés de angle droit avec un angle aigu;

4° Les deux coOtés de I'angle droit.

45. 1°" Cas. On donne I'hypoténuse a et U'angle axgu B el
- Pon demande U'angle C et les deua coles b el c.
L’angle C est le complément de I'angle B, donc

C=90>—B.

Le 1er théoréme (n° 43) donne pour les cotés de Il'angle
droit :

b=asinB et c=acosB.

46. 2° Cas. On donne un des cotés de langle droit b et U'un
des angles aiqus, B par exemple; calculer Pautre angle aigu
C, Phypoténuse a el 'aulre cité c.

L'angle C est le complément de ’angle B, donc

C=90>—B.
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Le 1er théoréme donne b=—a sin B, donc
b

sinB’
Le 2¢ théoréme donne c¢—=0b cofB.

47. 3¢ Cas. On donne .E’hyp&tanuse a avec un coté b de l'angle
droit; calculer les angles B et C et le cote c.

On a, par définition, sinB=—=cosC= g

Le coté ¢ est donné par la formule ¢=/a*—02 Pour rendre
cette formule calculable par logarithmes, il suffit de rempla-
cer sous le radical a*—b* par (a-+0b) (a—b), et l'on a

= (@a+b) ([a—b).

| : b '
Remarque. La formule sinB=cos C=~ donne une approxi-

mation insuffisante lorsque &6 différe peu de a, car le rapport

E étant trés-voisin de 1, I'angle B différe peu de 90°, et I'angle

C de 0°; ces angles sont mal déterminés (n° 40, Rem. I). 1l est
préférable d‘emplﬂyer la formule :

I —cos C
lg ;2(] \/1—_i_m3 C (formule 18),

Et comme on a cos CZE’ il en résulte :

Joa?
ggic_" .-.-..,-:::;_u\/.j_b‘
. 0T YVigab
1+2

Cette formule présente encore un autre avantage, celui de ne
demander que la recherche des logarithmes de a-}-b6 et de a—b,
les mémes qui servent a caleuler c.

48. 4° Cas. On donne les deux cotés de Uangle droit b et c;
calculer les angles B et C et U'hypolénuse a.

Les angles aigus sont donnés par la formule (n° 44) :
| g B=cot C.:-g.

On pourrait ensuite calculer I'hypoténuse au moyen de la re-
lation a?=b%?+4-c*; mais il est préférable d’employer la formule
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: _ . b :
logarithmigue A= -pi car, I'angle B étant connu par sa

{angente, on peut avoir facilement sin B.

Exemples numériques pour indiquer
la disposition des calculs.

Dans les exemples suivants, deux cas se rapporient & un
méme triangle et servent de vérification. Le calcul est fail avec
les tables & 5 décimales. |

i 12" Cas. A=9(o

| Données { a=—192H4m
| | B=—1420 48
!

C=900—B=900—420 8 =4T7°12'.
( b=a sinB. Logb=log a-{log sinB.

Formules | c=acosB. Logc=Ilog a-{-log cosB.
log a=—3,09830 log a=3,09830
log sin B=1,83213 log cos B=1,86554
2,930 45 2,963 84
b=2852m,(2 c=920,08
2¢ Cas. A=900°
Données | b=—=852m 02
B=42°048
4 c=90°—B=900— 420 48'=47° 12
Fon et Ly A==y Log a=log b—log sin B
c=bcotB. Logc=Ilogb+log cotB
log b=2,93045  log b=2,93045
log sin B=1,83215 log cot B=0,03338
| 3,098 30 - 2,963 83
a=1254m ¢=920™,08
3¢ Cas. A =900 |
Données { a=397m,70
b=—2388m

Formules

1
G

; —/laFb){a—b). log cz%[ﬂﬂy(ﬂ-+bl+5ﬂﬂ(ﬂ'53]'

t fﬂ% C= \/21—% Log fg% = 9 [log (a—Db)—log (a—+-D)].

e e = i—

= o
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Calculs auxiliaires a-b=T785m,7

a—b= 9m7
log (a-b)=2,895 26 log (a—b)=0,98677
fﬂg {ﬂ—b:'l :U,HHﬁT? — Iﬂg{ﬂ—l—b}:?,%ﬁ% .
3,88203 2,091 51

log c=1,94101

c= 87Tm3() log tg %C =1,04575

%&° Cas.

% (= 6020/ 25"
C=12040'50", B=77919' 10"

A=00°

Données ( b= 388m

g D=
Formules

S oo

O==—— .
sin B

log b =2,58883
—log ¢ =1,94102

¢c=87m,30
Log tg B=log b—log c.
Log a=log b—Ilog sin B.

log b= 2,58883

0,647 81
B=77019'10", C=120 40’ 50"

— log sin B=1,98927

2,599 56
v a=397T™,70.

Applications,

1o Resoudre un triangle rectangle, connaissant I'hypote-

nuse et le rapport des deuax

aulres coles.

Le rapport des deux autres cotés est ézal a la tangente de I'un

des angles aigus; done,
b

=g B;

BT

le probléme est ramené aun 1¢r

20 Résoudre un triangle r

Cas.

ectangle, connaissant I'hypoteé-

nuse a el la hauteur correspondante h. (Sorbonne, 15 juillet

1869.)
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17® Solution. On a les deux relations :
b+ c*=a?
. 2bc=2ah,
(Chacun des deux membres de cette derniére équation exprime
le quadruple de la surface du triangle.)
Ajoutant et retranchant membre & membre, il vient :
bt+cP=a*+2ah
et (b—cP=a>—2ah;
d’ou b-t+c=yala+2h) et b—c=yala—2h.)

Connaissant la somme et la différence des colés de 'angle droit,
on obtient aisément ces deux cotés et 'on est ramené au 4° cas.

2¢ Solution. On a bec=ah; or b—asinB et c=acos B,

donc bc=a%sinBcosB, ou ah=a?sinB cosB,

ou Qah=a*s8in2B; - d'ou - smn EB:—E.

L'angle 2B étant connu. on en déduit 'angle B, et le calcul
s'achéve aisément.

3o Résoudre un triangle rectangle, connaissant les projec-
tions b et ¢ des cités de Uangle droit sur Uhypoténuse.

Soit /v la hauteur, I'hypoténuse étant prise pour base. On a
WP=>b".c"; dailleurs a=0"--¢'; on a donc, comme dans le
probléme précédent, & résoudre un triangle rectangle, connais-
sant 'hypoténuse &'-}-¢’ et la hauteur correspondante /&'.c'.

4° Résoudre un triangle, connaissant I'hypoténuse a et la
difference d des cétes de Uangle drott.

Ona: b—a sin B
et c=a swn C;

donc b—c ou d==a(sin B—sin C)=2a sin %[B—C) cﬂsi (B-}-C)

L}

(formule 22). Or i[B—{—CE:&S“, donc cﬂg%(B+C}:gj\/§;
par suite, d=a? S:‘-n%(l}wﬂ);

S5 e o d

d'ou Sin 5 B—E‘,ﬁ_.,”‘@.

g L L ¥ - e e L R~ - - i, -ﬁ
e TR ST me— Bt~ il - i .- 3 | e il i - i
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Cette formule donnera %(B—C’], et comme on connait

%':B“*‘C'f':‘m“: on obtient aisément B et C. On aura ensuite

b et ¢ par les équations du théoréme 1¢r,

9° Résoudre un (riangle rectangle, connaissant Uhypoté-
nuse a et le rayon r du cercle inscrif.

On sait que la somme des cotés de 1’angle droit égale I’hypo-
ténuse plus deux fois le rayon du cercle insecrit (Géomélrie,
liv. II, prob. 17). On est donc conduit & résoudre un triangle

rectangle dont on connait ’hypoténuse a et la somme a--2r
des cotés de l'angle droit. En opérant comme dans le probléme

::I:I—_'Ei'

précédent , on trouve la formule ﬂﬂs%_Bu—E‘;: a3 qui
donne %-;[B*—-C'__‘.;

d’ailleurs %{B—[—C?:&E’}”, on en conclut aisément B et C, puis

les deux cotés b et c.

6° Résoudre un triangle rectangle, connatssant un angle
argu G et la somme a+b=2m des deux cilés adjacents.

Soit & Dautre eoté. On a :

ar=a2—b>=(a+b)(a—b)=2m(a—b):

2

& "
done —b—=~— et a--6=9m.
1 5om = ;
_ 2 2
par suite : = o :
Am
: y imi4-a2 .
Mais r=aswm G, donc x= —--’-ii_—' sin G,

équation du 2¢ degré, qui, ordonnée par rapport & &, devient :

x* sin C—4mac+-4m? sin C =0,
On en tire :

e 2=\ dm® —dm? sin?C
—— i P oou

_ 2m—+2m /1 —sin?C
sin O ST s

sin C
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En prenant le radical avec le {er gigne, on a :

2,
- 9m.2 cos?s G

. 9m(14-cos C) __ 2
g = = 1 : 1
sun L 2 sin 5 cos 4G

1
ou ' =2m cotg 5

avec le 2¢ signe, on a de méme :
1

)

i, T S P SR
e T T/ o B e 1
i 2 s1n 50 cos5C

C

I .2 sin?

1
anll __ Gan i) k.
ou & =21 ig,ﬂ(,.

§ 1. — Des triangles quelconques.

49. Théoréeme 1. Dans un triangle, les cotés sont propor-
tionnels aux sinus des angles opposes.

Soit le triangle ABC. Me-

nons du sommet C une per- C C
pendiculaire sur le coté op- f\ ’1\
pﬂsé;{:etteperpendiculairepeut Vi \ﬂ 51\\5:,’

tomber sur AB (fig. 37) ou sur Xy

son prolongement (fig. 38). . \
Dans le 1°r cas, les triangles  t—&—— 3

rectangles CAD et CBD don-

nent :

CD=bsinA et CD=asinB;
on en conclut :

L T
sinA snB’ e

bsin A=a swin B; d’ou

Dans le 2¢ cas, on a également CD=0 sin A, car les angles

supplémentaires en A ont méme sinus (n°15,3°), et CD=a sin B. -

(1 b
stnA- smB’

Donc,

S P
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On trouverait de méme asin C=csin A, par conséquent :
i A gt
sinA~ sinB T sinC

50. Théoréme II. Dans un triangle, le carré d'un cété est
egal a la somme des carrés des deux autres cotés , Moins
deux fois le produil de ces célés multiplie par le cosinus de
Vangle qu’ils comprennent.

Soit CD la perpendiculaire abaissée du sommet C sur AB.
1° Si P’angle A est aigu (fig. 37), on a (Géométrie, n° 216) :
| a’=0?4c*—2¢ x< AD.

Or AD=0b cos A, donc
a*=b%*4¢2—2b¢ cos A.

20 Si I'angle A est obtus (fig.
38), ona :
Fig. 37. Fig. 38. a?=b>+4c?4+2 X AD; |

or AD=0 cos DAC; de plus, les angles en A étant supplémen-
taires, cos DAC=-—cos A; donc AD=—bcos A, et par suite :

a*=5b*+4c?2—2bc cos A.

Remarque. Ce théoréme donne les trois relations suivantes
entre les six €léments d'un triangle :

o= b24-c2—2be cos A.
e

b?=a?4c?—2ac cos B.
c*=a*+4 b>—2ab cos C.

On pourrait encore déduire d’autres relations : par exemple,
en remarquant (fig. 37) que ¢=BD-+AD et que BD=a cos B,
AD=0bcos A, on a:

v

c=—a cos B} cos A
On obliendrait de méme : a="bcos C+ccos B é (2)
- b =acosC+4ccos A

(1 b e

—

En joignantaux équations (1) : yinl el i
la relation : A+ B4+ C=180°

on a trois systémes d’équations pour résoudre un triangle ; mais un
{riangle étant déterminé par trois éléments (I'un d’eux au moins
étant un coté), les relations (3) sont les seules dislinctes qui
puissent exister entre les six éléments. On vérifie facilement, en

et

3)
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effet, que de chacun de ces trois systemes on peut déduire les
deux aufres. Nous proposons cette vérification comme exercice
(Probl. 345 et 346).

51. Il y a quatre cas principaux dans la résolution d’un triangle
quelconque, selon que l'on donne :

1° Un coté et deux angles;

20 Deux cotés et I'angle opposé & I'un d’eux;
3° Deux cotés et I'angle compris;

4° Les trois cotés.

H2. 1¢T Cas. On donne un cdéte a el deux angles B et C; on
demande Uangle A et les colés b et c.

L'angle A est le supplément de la somme des angles B et C,
donc A=180°—(B+C). _
Les relations obtenues entre les cotés et les sinus des angles op-
posés (n° 49 donnent :

_asinB t _asinG
T ostn A ‘Thigm A

formules qui permeltent de calculer b et c.

53. 2¢ Cas. On donne deuax cités a et b et Vangle A oppose
a Pun d’eux; on demande les deux angles B et C et le 3°
cote c.

On obtient d’abord ’angle B par la formule : sin B= - Szﬂ' A;
on a ensuite C=180°—(A-+}B) et enfin c:—-agiﬂf.

54. Discussion. L’angle B est donné par la formule :

sin B= ¢ ST 2

Pour que le probléme soit possible, il faut
que I'on ait sitn B=1 ou sin B<1. Dans
la 1rc hypothése, B=90° et l'on a
a=—>bsin A, c'est la perpendiculaire CD
(n° 43); le probléme n’admet évidemment
" qu'une solution.

Dans la 2¢ hypothése, ona bsin A<a;
or 'angle B étant donné par son sinus, il existe deux valeurs
qui y correspondent, 'une B’ moindre que 90° et 'autre B”

Fig. 39.

e P
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supplémentaire. On aura alors pour le 3¢ angle C'=180°—(A+B’)
ou C"=180°—(A+4B"); les deux solutions seront admissibles

sil'ona A+-B'<7180c et A--B”"<180°. Voyons dans quel cas
cette derniére condition est remplie.

1ev Cas. L'angle A est droit ou obtus. L'angle B” étant obtus,
il est évident que sa valeur est & rejeter. Pour que celle de B’
puisse convenir, il faut que l'on ait A--B'< 1800, d’ou il ré-
sulte B'<180°—A, et par suite, sin B'<’sin A, ou en rem-

b sin A

placant B' par sa valeur et simplifiant, ¢ >0. Donc,

lorsque I'angle donné est droit ou obtus, on ne peut avoir qu’une
solution, et le probléme n’est possible que si 'ona a>b.

| 2¢Cas. L'angle A est aigu. Dans ce cas, la condition A4 B'< 1800
| est remplie, et la valeur B’ convient foujours. Quant & la va-
| leur B, elle conviendra également si I'on a A-B" <1800,
d’ot A <T180°—B", et par suite sin A < sin B”; on en conclut
comme précédemment a<b. Quand eette derniére condition est
remplie, on a deua solutions; il n’y en aurait qu'une dans le
cas contraire a>>b. Donc, lorsque l'angle donné est aigu, le
probléme est toujours possible ; mais il n'admet deua solutions
que quand on a a<b, etces deux solutions se réduisent a
une lorsque a=>b sin A.

En résumé, il ne peut y avoir deux solutions que si langle
donné est aigu, et en méme temps, le colé opposé a cet angle

plus petit que le cité adjacent. 11 est essentiel d’examiner les

| données du probléme avant de commencer les calculs, afin d’é-
viter des opérations inuliles.

On peut retrouver les résultats précédents en discutant ’équa-
tion a*=0*+-c*—2bc cos A, résolue par rapport & c. (Voir
le probléme 348.)

05. 3¢ Cas. On donne deux cilés a el b et Pangle compris C.

On connait déja la somme A--B des angles & déterminer, car
I'angle C en est le supplément; cherchons & obtenir leur dif-
férence.

2.

|

!
]l La relation A= s5n B donne (n° 31, formule 26) :

b:. |

817

—b _smA—sinB __ ‘9

a
a b—siﬂﬁ'+31fﬂﬂ_f

"

(A—B)

(A+B)

[

g -

i
>
1
2
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Or ;E{A—{—B‘-:QUH—;;C, done rg%{ﬁﬁ—ﬂj:{:m%{l; par

. 1. a—¢ |
suite {g E"*A_B):a—kécmﬁﬂ'
Connaissant %{A—Q—B} et %{A—B} on en déduit A et B par

une addition et une soustraction.

Enfin on calculera le ¢oté. ¢ au moyen de la formule :
a sin C

sin A

96. On peut d'ailleurs calculer directement le coté ¢ par une

flurmule qui ne demande que deux nouveaux logarithmes au lieu
e trois.

C b (1 A
De st s ==t On fire : & — ﬂ+b. |
St stn B  sin A sinl simA+4-sin B

ol : < s B g

2 sin %C cos % Gy sifn%{A—I—B] cos %{A--]]'_‘n'

Or é[ﬁ—l— _}:90'3——-%—[], done siﬂ%[ﬂ B]—cﬂsﬁ%ﬁ, et la

formule devient :

C

i DR o N
Sz'ﬂg{] cas%(ﬁﬁﬂ}

Remarque. Si, comme il arrive souvent dans la pratique, «
et b ne sont donnés que par leurs logarithmes, on peut éviter
de remonter aux nombres « et 6. Reprenons la formule :

b
1— —_—
1 ¥ HE} 1 - I1
(1
et posons f{g¢=—-; on aura

7 _1—tge 1. tgi4b°—itge ,1
) #

g ;.,_-;,_-n_-#‘

S GR
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ou énﬂn fg%[ﬁ B)=—tg (49°—¢) cot %—C. L Volr 8> Biyi5°.
Calcul du triangle DAC.)

57. 4° Cas. On donne les trois cotes a, b, ¢ d'un .ﬂTiﬂﬂgf{:,
et Uon demande les trots angles A, B, C. .

On peut déduire les angles des formules (2) (n° 50). Par
i exemple: a*=0b*}-c*—2bc cos A, donne :

2 a2
co8 A= 9—_{_91&:—& y

Pour rendre celte formule calculable par logarithmes, ajoutons
1 aux deux membres, il vient :

b*+4-cr*—a?  b?4-2bcH-c*—a?

B e

14cosA=1- 9 gl o '
| il o
| ou 1-4cos Az(b.'%—c a*__ (b +ﬂ,:5:f§j}£}'li’+ﬂ a)
| | Mais 1_~.mm=9¢532% A, done 2cos° ) A_(a+c+%)b(f+c—a):

d’ou, divisant pal et ﬂttrayant la, racine ,

T ——

Désignons par 2p le périmétre du triangle, nous aurons :
a-t+b4c=%2,

: b+c—a=2(p—a),

at+c—b=2(p—0),

a—++b—c=2(p—c),

e 1 fw—ﬂ‘ |
et par suite :  cos jﬁ.-—-—\/ '

: 1. . /plp—>b) !
Ona de méme cos EB'—\/ g (1)
1, . . /plp—c) N
cos gC=\/ —=p— |
1 En retranchant de 'unité la formule a transformer, on a pareil-
lement :

8.} a8 gl L I B )
| * -1-—-5933:1-—&---_;—9{;&:—”_&— - %E B Ll

a?—(b—c)®__ ({I—t—b—ﬂ)tﬂ—l—t-— )

: 2b¢ 26h¢ )
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-b—c)(a ;::—b)
d‘ﬂi] Stﬂ— gﬁk-——\/ u’+ l’ibﬂ +
ou bien 1
szﬂéi-—\/tp b 'rp_'ﬂ
On trouverait de méme : sin :ljB:\/ ﬂ:ﬂ&ieﬂ:’ﬂ (2)

1 —ap=D) |
-"’:‘i‘-ﬁ:?‘{::\/—--‘—" ﬂb‘ -

En divisant les formules (2) par les formules (1), on obtient :

1, /E=blp—2) '
A=y il
1

1. . /(p—a)(p—c) 3 f
W=V Tplp—b) {

Vo S pagi{heb]
‘g'ﬁc"*\/' p(p—c) |

Remarques. [. Dans toufes ces formules, les radicaux doivent
é(re pris posilivement, parce que la moitié d’un angle quel-
conque d’un triangle est toujours moindre que 90°, et que dans
le 1e" quadrant , toules les lignes trigonométriques sont positives.
Si 'on n'aqu’'unangle & déterminer, on peul se servir indifférem-
ment des formules (1), (2) ou (3); mais si 1'on doit calculer les
trois angles, il est préférable d’employer les formules (3), qui
demandent seulement quatre logarithmes au lieu de six ou sept,
et qui donnent des résultats plus exacts (n° 40, Rem. I).

II. On peut mettre les formules (3) sous une forme extréme-
ment simple, et d’un usage (rés-commode pour le calcul loga-
rithmique. A cet effet, cherchons d’a-
bord & exprimer, en fonction des cotés ,
la valeur du rayon » du cercle inscrit
dans un f{riangle ABC. Les tangentes
menées d’un point & un cercle étant
égales, AD=AF, BD=BE et CE=CF.
Par suite, on peut écrire [identité :
AD—(AD+4CE-+}EB)—BC ou AD=
p—a. Mais dans le triangle rectangle

AOD, Iangle DAO=gA; de plus OD=AD /g DAO:

—_-——---—-l-l-ln——-"""I

- e
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£

c’est-a-dire r—(p—a)lg il,A
O '1 e T
1 ”
De méme, lg EB:;G—E»
1 r
Ces formules ne sont autres que les formules (3), ou I'on a
éerit - 4,1:\/ _{-ﬁ_TE:'_.':Ef‘“‘ﬁHf’iﬂ.-).
P

58. Discussion. Dans les formules (1), (2) et (3), la quantité
placée sous chaque radical doit étre positive; et de plus, a Ié-
gard des formules (1) et (2}, elle doit étre moindre que I'unité.

Or a,b, cet p étant positifs, la condition de »calité sera
remplie, si les autres facteurs sont positifs ou -si deux facteurs
sont négatifs; mais cette derniére hypothése est inadmissible :
car en supposant, par exemple, p—a<0 et p—b<0, on en
conclurait 2p<<a--b, c’est-d-dire a-Fb-+c<<a-+-b ou ¢<0,
ce qui est absurde. Il faut donc que 'on ait p—a >0, p—b >0,
p—c>0 ou a<b+tc, b<<atc et c<a-tb.

1

En second lieu, pour que l'expression de s-i-n-@-!t, par

‘p—>b)(p—c)
\P- f;ip )1
ou (p—>b)(p—c)<bc. cest-a-dire p*—p(b-dc)+bec<be,
ou en simplifiant et divisant par p : p—(b-+4¢)<<0 ou
a<b-c.

exemple, soit moindre que 1, il fauf avoir

De méme, pour que ’expression de cos é A soit moindre que
p(p—a)
be

cant p par sa valeur, il vient successivement :
(a+b-+tc) (b+c—a)<dbe ou (b-+c)2—a2<4dbe,
ou (b4-c*—4bc<a? ouenfin (b—c)*<Ta?, et par suite : -
b—c<a, dou b<a-tc
ol c—b<a, dou c<a+b.

1, il faut avoir <1 ou p(p—a)<<bec. En rempla-




CHAPITRE 1V. — RESOLUTION DES TRIANGLES 6o

Cest la condition étudiée en Géomélrie : dans un (riangle,
chaque coté est plus petit que la somme des deux autres.

§ III. — Suriace des triangles.

59. Soit le triangle ABC (fiz. 41) dont on veut trouver la
surface.

Abaissons du sommet A, la perpendiculaire
AD sur le coté opposé. Si 'on représente par S
la surface cherchée, on a :

o pe iﬂ > AD.

Or le triangle rectangle ADC donne

AD=0 sin C; donc

S — %ab sinC (1) h Fig. 41.

(Cette formule répond au 3¢ cas de la résolution des triangles. )

En général : La surface d’un triangle égale la moitié du pro-
duit de deux cétés, multiplié par le sinus de Uangle compris.

60. Dans la formule (1), remplacons 5 par sa valeur
__asinB

= il vient :

1 ,stn B sin C

S=g% T smA
ou bien, en remarquant que sin A=sin (B—+C),

1 , sinBsinC :
S=3%" SnBFC) - 2

(Cette formule répond au 1°" cas des triangles quelconques.)
En général: La surface d’'un triangle égale la movtié du carre
d’un coté, multipliée par le produat des stnus des angles adja-
cenls et divisée par le sinus de la somme de ces mémes angles.

61. La surface d'un triangle étant exprimée par %bc sin A,

: o A
remplagons sin A par 2sun g cos 5, NOUS aurons :

S=bc sin }—,A oS %A

s = ey, g S
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Or nous avons vu (n° 57) que :

|—-—|._r e \ —— 1\
sin%f’l:\/ i.ﬂ.__bggl—ﬂ—} et casQAH\/Ep s

s=bey/ PE=AP-0=9)_ r—ap=t—a @

(Celte formule répond au 4° cas des friangles quelconques;
elle est discutée dans la 1m partie du n° 58.)

62. Surface du triangle en fonction du périmétre et des angles.
En multipliant membre & membre les formules (3) du n® 57

ST Yo mitigent
tg%B: (F?'p—_{f;)_(_ﬁi'ﬂ}
4 o Ve
on a :
tggMJgB fJ}G““‘\/ pa o= }aiav/p(p—ﬂﬁp—ﬂp—cl
1 |

d’ou, faisant passer o dans le 1°* membre, et remplacant le

radical par S, il vient :

S=p* 15 gA tg 3B 1g 5C.

Cest-a-dire que la surface dun triangle égale le carré du

demi-pzrimelre multiplie par le produit des tangentes des
mozlies des angles.

Remarque, Dans le cas d'un triangle rectangle, les formules

-

qui donnent la surface deviennent : S— %bc; 5= & ST 2B et
Becot B

B9




CHAPITRE IV. — RESOLUTION DES TRIANGLES 67

Exemples numériques pour indiquer.
la disposition des calculs.

1¢r Cas. a—40062m
Données. { B=35°45"20" .
C=42027" 40"
A=180°—(B-}-C)=10104T7".

b__asinB

= oin A + Log b=log a--log sin B--colog sinA.
Formules oS
C= i Log c=log a--log sin C-colog sin A .

log a=3,6951553 log a=3,6951553
log sin B=1,7666576 log sin C=1,8293613
colog sin A=0,0092498 | colog sin A=—0,0092498

3,4350627 3,497 7666
. 0=92723m,094 c=3146™,06

: 1 ,s8tn B sin C
Calcul de la surface : S= Qaﬁ e KT
Log S=2log a—+log sin B-{-log sin C+-colog sin A-+colog 2.
2 log a=T,3183106
log sin B=1,766 6576
log sin C=1,8293615
colg sin A=0,0092498
colog 2=1,6989700

6,622 5495
S—} 193 93() ma ou 41 () hectares 39) ares 30 cent.

2° Cas. a4 = 948m
Données { b =1257m .
A=12°13"20" (A<<90°,a<b; 2 solutions).
[ DBInA e N0 ;
\smB=""—. LogsinB=/log b-|-log sin A+colog a
Formules { C=180°—(A -}-B)

== iﬁﬂf . Log c=log a-}log sin C-}colog sin A.

Sy ="y i ——

-

3 R e
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log b=3,0971531

log sin A=—1,3257288

colog a=3,0231917

1,446 0736
B'=106%13" " 6",7, ''B"=163946"53".3.
('=151°83'33",3, C'= 3°5Y.46",7.

1 Solution. 2¢ Solution.
log a =2,976 8083 2,976 8083
log sin C=1,6778347 ou 2,8431839
colog stn A=0,6742712 0,6742712
3,3280142 ou 2,4942634
c=—2132m 621 ou 312m (789

Caleul de la surface S= ;1_}{1& sin G. |

Loy S=log a—+-log b-}log sin C-+}colog 2.
log a=2,976 8083 2,976 8083
log b=3,0971531 3,097 1531
log sin C=1,6778347 ou 92,8431839
colog 2=—=1,6989700 1,6989700

5,4507661 ou 4,6161153
S=—282336m1 ou 41315m171

3° Cas. [ a=—24835™,36
Donn ées { b=18947T™ 24
C=35°42'26",42. (Ecole Polytechnique1867.)

[ a+b=43782,60

s o - K& Q)
Calculs auxiliaires f b= 5888,12

5 G =1795113",21 .

Igé{h—B}-——— Ecat C. Log 592(A— J=log(a—b)+colog(a—+b)+log cﬂt%ﬂ.
ﬂrE‘Lﬂ-C : g {:{I-—I'*b:lﬁ’lﬂgc
——eth A ou mieux c— — R B4
COs 1_,} ||Iii_ Bhl'
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log(a—b)=3,7699767
colog (a-}+b)=5,358 7084

1
log cot 5C=0,4920113

1,6206954 .

| == S| =

(A-+-B

=

L*]

L

Calcul de ¢
log(a—+b)=4,6412916

colog L—G‘?E (A—B)=0,0348966

4,1627420

4° Cas. a=—235m,684
Données | bh=—412m 567

2p=989, 899.

e p—a=—=264.2654
Calculs auxiliaires p—b=" 87,3825

| p—ec=148,3015

ire METHODE :

—b)( ' 1
z”A-—\/p pj’__ﬂ | tggA=
) 1' 1
fgﬂB::\/ L) - thB:

. . EQQG—\/ g HC}. 'fi?ijﬂ“_'—p.__

p(p—c)

69

5 (A—B)=22039" 44" ,67

)="T2 & 46,79

A=94048 31",46, B=49°29 2" 12

Calcul de S= 3—}&5-3} sin C.
0 S 2 log a=14,3950705
log sin 5 (=1,4865538 log b= 14,277 5459

log sin C=1,7661489
colog 2—=1,6989700

8,1377353

p=499,9495 son log. est

id.
id.
id.

c=14945,95. S=137 320500™,

c=351m,648 (Ecole Centrale, 1™ session de 1872.)

2,6089262
9,422 0405
1,941 4245
21711456

2¢ METHODE :

e i it

T T T & Eh |
i a = |
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Calcul de A.

log (p—b)=1,941 4245
log (p—c)=2,17T11456
colog p=3,3010738
colog (p—a)=3,5779595

3,991 6034
log g 5A=T1,4958017

%A:i?ﬂ%'%“,%

A=34046" 406",58.

Calcul de B.

log (p—a)=2,4220405
log p—c)=2,1711456
colog p=—=3,3010738
colog (p—0)=2,0585755

1,952 8354
log (g 4B=1,9764177

%B:ﬁﬂﬂﬁ'éﬂ",ﬁ?}

B=—286°53'25",26.

Calcul de C.

log (p—a)=2,4220405
log (p—0)=1,9414245
“colog p=3,3010738
colog (p—c)=3,828 8544

1,493392
log tg 5 C=T,7466966

1 r rr
5C=29°9'34",08

C=058°19"48",16.

Calcul de A.

log r=1,9178422
colog (p—a)=3,5779595

1.4958017
SA=17023'23",99

A=—34046" 46" ,58.

Calcul de B.

log r=1,9178422
colog (p—b)=2,0585755

1,9764177
5 B==4396/4%",63.
B—S6053'95",26

Calcul de C.

log r=1,9178429
colog (p—c)=3,8288544

1,746 6966
5C=29> 9'54",08.
C=5819' 48" 16.
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Calcul de Calcul de S=pr.
S— —a)(p—0b)(p—c). log r=1,9178422
SRp M log p=2,6989262
log p=2, B e
log (p—a)=2,4220405 4,616 7634
log (p—b)=1,9414245 S=—141377m189,

log (p—c¢)=2,1T11456 |
0,9335368 | Veérification : A—- B-}-C=180c.
log S=4,6167684

S=41377"4,89.

Applications.

1o Démontrer que les relations oblenues enlre les colés et

? y a L b - G_ ) . 2

——— — ——==——x representent
les angles d’un triangle sinA—snB=snC TP
le diamétre du cercle circonscrit au triangle.

Joignons au centre I'un des sommets B et
abaissons la perpendiculaire OD. L’angle
inscrit A est égal & 'angle au cenlre BOD;
mais par définition, on a :

, BD a
stn BOD= B0 =9R
en désignant par R le rayon OB. Fig. 42.
Donc sin A:%; d’ou I'on tire : S; A—*QR; donc aussi
B ke
sfinﬂ_dgﬁ et _iﬁ_{:r‘ﬁ'

C

. ¢ PR o |
Remarque. La relation ——— =2R peul s’écrire R=q "+,

s1n €
ou en multipliant par ab les deux termes de la fraction,
abe abc abe

R=gabem > 900 A= 08 = o p—a) o—b)(p—0)"

= == =

-
u = ——

i R =
e I, T . g = —
-2 =

¢ i W

i ETE W
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: %0 Exprimer la surface d'un quadrilatére en fonclion de ses |
{ | diagonales et de Uangle qu’elles formendt. - |

gl & Soit le quadrilatére ABCD. Appelons
>3 x-et y les diagonales, axy, 23, Y1, Y2
les segments qu'elles forment en se
coupant mutuellement, savoir AO=ua,,

‘H"'..H \ OC=25, BO:% et OD — lYa. :
e Les angles en O étant supplémen-

| Fig. 43. taires ont méme sinus; |
f . 1 .
[ donc surf.AOD= g, ¥, s1n 0.

surf. AOB—= ;:1?3.?, yy sin 0O,

surf. BOC= %ﬂ:‘g Yy sin 0.

surf.DOC= gz, y, sin 0.

{ Donc surf.ABCD= %ftmi—i-;}:{]( Ytz S O} |
c'est-a-dire = %my sin 0. - 1

1 - Ainsi, la surface d’un quadrilatére égale la movlie du pro- |
dwit de ses diagonales multiplié par le sinus de Uangle qu’elles
formendt.

30 Résoudre un triangle connaissant un cété a, Uangle
opposé A et la somme ou la différence des aulres cotes.
(Sorbonne, 16 avril 1856 et 21 juillet 1868. )

|

£ & (1 L

Les rapports égaux oo g= v = 55, 3 donnent |
b—+-c a

sinB+sinB™ sin A
2 Sa'ng-; (B-+4G) EGS%[B"—'E:'

e a o — e ——

b{c  sin B+sinC
b 2 sin 3 A cosgA

: ou T

ou, en remarquant que swn %(B+C}=cas %A,

e %{Bﬂ—m

a e - l
sin QA |
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Cette formule fera connaitre B—C, et comme B-}-C est connu,

on aura facilement B et C; la question est alors ramenée au
1¢r cas.

Si 'on donnait la différence b—c, on emploierait la formule :
b—c  sin B—sin G
& - sink 2
et I'on continuerait comme précédemment.

4° Resoudre un iriangle , connaissant un cété a, un angle
adjacent ¢ et la somme ou la différence des deux autres
cotes.

La somme b--c¢ étant connue ainsi que a, le demi-périmeétre
p et p—a le sont également.

S—— T
Or on sait que (g L,C_\/ {;EL} b) (1)

(p—a)(p—
g gp=\/ ESAL=E) g

En multipliant membre 4 membre, on a :

tg %B tg %C:u.

Cette équation donne la valeur de B. On connait alors un cété
et deux angles. :
Sil’on donnait la différence 6—c, alors p—b et p—c seraient

connus, et en divisant membre & membre (1) et (2), on aurait la
relation :

i

tg %B s w P

qui ferait connaitre I'angle B.

5° Résoudre un triangle connaissant un céte a, la hauteur
correspondante h et la somme b--c des deux auires cotés.

ah

En égalant deux formes de la surface du {riangle,ona: 5 = pr.
Or (n° 57, Rem. 2), r=(p—a) tg %A;
1 e L s LAY
donc _‘f _-—jﬂ{}ﬂ—ﬂ} tg gﬁx, d’ou tg QA‘—QP{F_.&):

et I'on a a résoudre 'un des problémes précédents.
3

. _—
Lo B

B o e
“E

EERRR S T ] m it

el e T

¥ T Wpene ey T

i
I

_.__.’
T —

A =
= sl —

= s |
»
2 -
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6° Résoudre un triangle connaissant un colé a, Fangle op-

, m sk
posé A et le rapport o des deux autres cites.

On connait la somme des angles B et C, puisque A en est le

supplément. Cherchons leur différence comme dans le 3¢ cas;
nous avons trouvé :

b—c  sin B—sin

b4-c™ sin B-fsin G’

Les formules (22) et (23) permettent d'écrire :
1 1 1

b ﬂsiﬁu—_}(ﬁ—ﬁjsingﬁ_mg[ﬂ—-ﬁ)
BT 5 e Y e e
s QEGSEAC{JS E(B_C) col —QA
Or on a donné %:5, done 312_212, et par suite,, |
1 5 :
m—n__ ‘9 3B—C) AL
—— — — 3 flormule qui donne :
M7 GGE%A
1 m—n 1

On termine comme dans le 3¢ cas.

7° Resoudre un lriangle, conmaissant les trois hawuteurs

a, B, v.
On a 28S=aau=0>bg=cy, relation que I'on peut écrire :
LA -
28=1=1=1; ce qui montre que le triangle cherché est sem-
CHe S

blable au triangle qui aurait pour cotés les inverses des 3 hau-
teurs. Il suffit donc de calculer les angles de ce dernier.

Quant aux cOtés, on les obtient & Plaide des relations
28=—08=—ab sin'C, on en tire :

o= 5 ¢ 1ﬁ_""'1' 4
S Ebi?lgﬁﬂﬂﬂ‘jc

et de méme pour les autres cotés.
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CHAPITRE V

APPLICATION DE LA TRIGONOMETRIE A QUELQUES QUESTIONS
D’ARPENTAGE ET DE GEOMETRIE

63. Déterminer la hauteur dun édifice du pred duguel on
peut approcher.

On commence par mesurer sur
le terrain supposé de niveau ou
perpendiculaire & AB, une base
AD qui ne soit pas frop diffe-
rente de la hauteur cherchée:
puis au point D, & l'aide d’un
graphometre par exemple, on me-
sure I'angle ECB que forme 1’ho-
rizonlale EC avec-le rayon vi-
suel dirigé vers le sommet de la
tour.

On connait ainsi dans le triangle BEC 1'un des cotés de
I’angle droit et I'un des angles aigus, il est facile de déterminer
’autre coteé.

Pour avoir la véritable hauteur, il faut ajouter & ce resultat la
hauteur du graphomeétre.

Soit CE— 13m,75 et BCE =41°40'50".
On a BE =CE tg BCE,
log CE=1 138302"
log tg BCE = 1- ,949 5651

1,087 8678
BE = 12m,242.

. L e
ta-

= = %
el e g T S
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Supposant que le pied du graphométre ait 1,20, la hauteur
cherchée sera 13m, 44,

(On appelle I'angle BCE angle d’élévation.

64. Détermainer une hauteur dont le pied est inaccessible.

On prend sur le terrain
une base d’opération AB dans
la direction de la hauteur;
puis on mesure aux points A
el B les angles formés avec
cette base par les rayons vi-
suels dirigés vers le sommet
M. Dans le triangle MDC, on
connait le cété CD et les
angles adjacents, il est facile
d’obtenir le cité MD: et alors

- dans le friangle rectangle
MED, on a un angle aigu et
I’hypoténuse, on en déduit la

hauteur cherchée.
Soit AB=CD=14",75; MCE=233°17"10"; MDE=41°28'30";

d’ou CMD:M:Q“*[%[’Q[}”,
~ CDswn C i |
On a MD = =R et ME=MD sin D,
donc ML CD sin G sinD '

sin M
log CD= 1,1687920
log sin C= 1,7394301
log sin D= 0,8210503
colog sin M= 0,7967229

2,5959953  ME = 33m 573

Ajoutant 1™,30 pour la hauteur du graphométre, on obtient :
Rép. 34m,873.

65. Mesurer la hauteur d’une montagne.

Au lieu de prendre la base AB dans le plan de la verticale,
on la choisit d’une maniére arbitraire. On mesure les angles
A et B formés avec cette base par les rayons visuels dirigés vers
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- le sommet. Dans le triangle
BMA on connait un coté et
les deux angles adjacents,
on en déduit le coté AM.

On observe ensuite I'angle
MAE, formé par le coté AM
avec la verticale AE. Cet

angle est égal a langle

AMN. Dans le triangle rec-

tangle MAN, on a I'hypo-

ténuse et un angle aigu, il

est facile de calculer MN.

Soit AB=235m.50; MAB=—45°36', MBA=354°18',
MAE=37027"30".

ABsinB g :
On a AM= T et MN=AM cos AMN;
donh MN — AB sin B cos AMN ;

sin M

log AB= 2,3719909
log sin B= 1,853 9856
log cos AMN= 1,8997088
colog sin M= 0,0065156

21322009 MN = 135m,382.

Ce probléeme peut servir & calculer la hauteur d’un tétraedre
par la connaissance de I'aréte AB, des angles MAB et MBA, el
de Pinclinaison de AM par rapport & la verticale.

66. Déterminer la distance dun point A a un point C
1naccessible. '

On mesure sur le terrain une base AB
et les deux angles A et B formés avec AN
cette base par les rayons visuels dirigés S
vers le point C; il est facile de reé-
soudre le triangle ACB, dans lequel
on connait un coté et les deux angles
adjacents.

Soit AB=1457m 65, A—61°10"25", e
B=—58019"2()", Fig. 47.

...........

a i
M B BB T ik '
§ & ¥
n E 1 i 5
B . = - T e = o -

i R T e 5
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AB sin B
A S (i
C=180°— (A}B)=60°30"15".
log AB= 2,6605334
log sin B= 1,9299362
colog sin C= 0,0602854%

2,650 7550
Rép. AC=44T™ 46.

67. Déterminer la distance de deua points inaccessibles C

On mesure sur le terrain une base AB, puis on observe les

angles formés aux points A et B,

‘;%?{, avec cette base, par les rayons vi-
2\ suels dirigés aux points C et D.

Dans le triangle ACB, on con-

nait un coté et deux angles, on

=~— peut aisément calculer AC. De

Fig. 48.

i\ méme, la résolution du ftriangle
5 DAB fait connaifre AD. Enfin dans

?J‘-‘f}l le triangle DAC on a deux cotés

®. connus et I'angle qu’ils forment,
on peut en déduire CD.

Soit ABZEI:'TZ*[U“‘, DAB=A=88°42', CAB=a=235°23' 30",
ABC=B=289°36"10", ABD=—g—061°45'".

ﬁ_*'_'r_’i:ﬂ J,'{DB :
log a= 2,3222193
log sin 8= 1,944 9220
colog sin ABD= 0,3069920

log d= 2,5741333

sin ACB*

loga= 2,3222193
log stn B= 1,999 9895
colog sin ACB= 0,1502835

log c= 2,4724923

1o Calcul de AD=—d d=25"8  App—99033.

2 Calcul de AC=az. AC= 25™B  \p_ 1517507,
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3o Calcul du triangle DAC.  DAC=DAB—CAB=152018' 30"

Les cotés d et o n’étant connus que par leurs logarithmes,

il convient d’employer la formule trouvée dans la Remarque du
n° 56 : :

tg % (D—DCA)=tg (45°—¢) cot %DAC,

formule dans laquelle tg ﬂP:fi,

X
d'ou log tg e=log d—log x=0,1016410; »=>51°38"40".
log tg (45“|—¢)=T,066@777

log cot 3 DAC=0,3088586 -

[,3751363. g(D—DCA)=1302040"

5 (D--DCA) =630 45"

DCA=50030"5",
d sin DAC
“sin DCA
log d= 2,5741333
log sin DAC= 1,8983480
colog sin DCA= 0,1125852

2,585 0665.
CD = 384m,65.

[

68. Trois points A, B, C étant donnés sur la carte dun pays,
on propose de délerminer la posttion d’un qualrieme point M,
Qo les distances AC, CB ont été vues sous des angles quon
(1 Mesures.

(Les quatre points sont supposés sur un méme plan. )

On peut facilement trouver le point
M par la Géométrie; il suffit de dé- B,
crire sur AC et sur BC des segments Rty 1
capables des angles mesurés. Le point . ...
M est & la rencontre des deux circon-
{érences.

Voici la solution trigonométrique :

Kerivons pour abréger : |

AMG=«a, CMB=@g8,

| i 0 e
" s gl e .
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ACB=C, MAC=x, MBC=y,
AC=b, .BC=a.
Dans le quadrilatére ACBM, on a: |
2+y=2360°—(C+-a+-8); cherchons la différence =—1.
Les friangles AMC et BMC donnent :

CM:b sin @ CM=—23"yYy

—— L e =

sin o

—

sin B’
égalant ces deux valeurs, il vient :
bsinx __asiny
SN o sin g’

sinaT  asin o

d’ou I'on tire : bbiel? ™~ BBk Sl
sty bsingp

b sin B
sina i celte formule est loga-

rithmique et permet de trouver la valeur de c, el en méme
temps on a :

Posons pour abréger c=

sinw__a,
sy~ ¢’
d’ot I'on lire : sm m—-—s@n % o)
Sin x—sin Yy~ a—c
matoiny TAOTY)
% tg 5(x—y)
1
tg 5 ;
donc fi yjl._;‘*‘;
i glue sy ol
2 1 ot :
Pob  lgle—y)=22C ity 1)

Ci:mnaissant r—y et x—y, on calcule facilement ces deux
angles.

On aura ensuite I'angle ACM par la relation :
ACM =180°— (g }a),

et alors la distance CM sera donnée par I'une des égalités ci-
CM b sin

E‘I‘:ﬂu ;

dessus :

T e e — e S S - S e — . il
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69. Remarque. Si l'on suppose %(I‘ -y)=90°, on aura :’

tg%{m y)=cc. En méme temps x--y=180°, sin x—=siny;

simmax  asma q ; : bsing.
: ———— donne asinae—>bsin ol ———*=
donc sin Yy b sin B P 811 %
| b sin p

donc ¢=a ou a—c=0, etla

Or on a aussi c=-—_—-",

formule (1) devient : tg%{m y)=0Xoc, symbole d'indé-

termination. Cette indétermination. est ici réelle; car, les angles
x et y étant supplémentaires, le quadrilatére AMBC est inscrip-
tible, et tous les points de l'arc du cercle circonscrit compris
: entre les cotés de 1'angle ACB répondent a la questiqn.

70. Calculer le rayon d’'une tour inaccessible.

On mesure une base d’opération AB et les angles formés aux
points A et B avec cette base par les rayons visuels tangents a
la tour. Il s’agit de déterminer le rayon du cercle O.

Eerivons AB=d, le rayon OC=R et
les angles MAB =«, PAB=qo', MBA =3,
PBA —¢g'.

Les angles OAB et OAC sont tels que
leur somme égale «, et leur différence
o', car AO est la bissectrice de l'angle

MAQ; donc OAB= j(a—t«) et OAC=

%l:ﬁ:—m’:'. De méme, OB :%(ﬁ—}-ﬁ'\

et OBQ=y(s—8'.

= e e e m

Or dans le triangle AOB, AO= Sigf—fﬁm

- dsing(p+f)
ou A0=—p—= _
| sin ga-ta +8+6)
! D’ailleurs le triangle rectangle OCA donne :
_ CO:R:*‘-“ 81N %{@"-ff:‘,
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, dsin%h—-;’}sin%(g{—g'}
onc R— — — s (1 }

sin g (a+-a'+p-+p

Remarque. Si, au lieu de calculer AO, on avait cherché
Pexpression du coté BO, on aurait trouve -

1 o)
d sin g(B+B') stn 5(at-a')

$1n g(a—+to 4 8-6')

o

Lacomparaison de ces deux valeurs de R donne I'équation de condi-

s1n 31;['1—&') sin %{ﬁ——ﬁ'}

fion. —f—-—=__ 1. » alaquelle doivent satisfaire
sin glata’)  sing(a+8)

les angles observés pour que le probléme soit possible ; elle peut

donc servir & vérifier si I'opération sur le terrain a 6té faite avec
exactitude.

71. Un observateur élevé de T5 métres au-dessus du niveaw
de la mer, a trouwvé qu'a cetle hauteur Vangle «, formé
par la dépression apparente de Uhorizon , étail eqal a 15 30",
On demande, d’aprés ce caleul, quel serait le rayon tler-

restre? (L'observation a été faite par les éléves de PEcole de
Brest. )

Les angles DBA—q et BCA sont égaux comme ayant leurs

cOtés perpendiculaires. Or, dans le triangle
rectangle BAC :

AC=BC( cos o
ou R=(R-}h)cosa=R cos a--h cos «
d’ot R(1—cos a)=h cos «:
s _ hcosa
d'ou B 1—cosa’
Fig. 51. Pour rendre cette formule logarithmique, il

suffit de remarquer que (n° 28) :

: 1 . hﬂﬁ.ﬂ'm
2 sin? Qa—_—-l-—cﬂs a; donc R=-—

251 50




it - _aw e —_-m—d—hﬁ#q-d—i"—-——wh—-w s i i "_1_ u-ﬁ
. e ) : \ i : i
' ;2 - ., ; i -

CHAPITRE V. — APPLICATIONS 83 e |

En remplacant les lettres par leurs valeurs, on a :

R 75 cos 15" 30"
o g et b J
log h=1,8750613 ”

log cos a=—1,9999956 '
colog 2—=1,6989700

—2 log sin >a=5,2930954

6,8680223
R="7379420m, [Cette valeur est un peu trop forte.)

72. Calculer en myriameétres carrés la surface de Uune des
deux zones glaciales , sachant que le petit cercle qui lur sert
de base est a environ 23°28' du pdle. (On suppose que la terre
est une sphére ayant 4000 myriameétres de circonférence.

Soit S la surface cherchée, R le rayon de la terre et A la
hauteur de la zone.

On a S:Qﬂ RA.
Or h=R—R ﬂﬂﬁmzﬂ(l——ﬂﬂ&u‘l:ﬂ[{sinﬂéa;
L | ; 4000
T 2 2 ) i
donce S=4xR* sin* 5a. D’ailleurs R= o
2 ‘2440 !
donc S=— ‘?_@ﬁi” 11744

2log 4000=7,2041200
2 log sin 11°44" = 2,616 5180
colog =n=1,5028491

5,393 4871
S=210614 myr. carrés.
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= ~ CHAPITRE VI

EXERCICES ET PROBLEMES

Exercices des Chapitres I et II.

1. Ramener au premier quadrant les arcs suivants :
1o sin 105045 4"
20 §fn 12403 12"
3° swn 223032 21"
4° swn 1413018 43",
2. Le sinus d’un arc moindre que 90° vaut 0,5314; calculer
les valeurs des autres lignes trigonométriques de cet are.

3. Trouver le sinus et le cosinus d’un arc dont la tangente
3

i-
4. Trouver les lignes trigonométriques des ares de 1200 et
de 1050,

o. Calculer les lignes trigonométriques d’un angle a en fonc-
tion de sec a.

6. Calculer le sinus des arcs de 63° et 270,
7. Calculer le cosinus des mémes arcs.

8. Calculer le sinus des arcs de 480 et 190,
9. Calculer le cosinus de ces mémes ares.

-
— e e T ——————

/8

égale

10. Sin u:%} cos b:%; calculer sin (a—-b) et cos (a—b).

——

11. Stna=03; ftrouver sin 2a.
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12. . Cos a:%; trouver cos 2a.
. - Tang a:%; trouver (g 2a.

14 Trouver sin 9° et cos 9.

15. Calculer sin 3a en fonction de sin a et cos 3a en fonc-
tion de cosa.

16. Tang a=0,9; - calculer iﬂ%a.
1. Cos a=0,7; calculer tg%m.

Rendre calculables par logarithmes les expressions :

| 18. sin 340 24’ 12" st 12014’ 28",
A 19. sin 25° 36" 14" 4-swn 16° 3" 46".
"* 20. . sin 32 § 17" —sin 9010' 25",
5 cos 450 17" 41" —-cos 27° 56" 4"
29. cos 6°12 5" —cos 620 40 32".
23. cos 200 (' 58" —swn 35°53" 8”.
| 4. tg 18024 9" —tg 1000 42",
| iy cot 37038 49" —cot 76°1" 59",
A 9% sin 630 34" 12" |-sin 382 7" 45"
- b Sin 03° 34’ 12 —sin 38° 7 45"
97 sin 980 6’ 35" —-sin 25° 32" 8"

sin 980 0 35" —sin 25°32 8"

Rendre calculables par logarithmes les expressions :

98. A-sin 20032 44", 1 34. 1—cot 760 31" 26".
99. 1—sin 30045 17", 35.  1--cot 52015 24",
30. 1--cos 18°4' 50". ag 1—tg 15024 35"
31. 1—cos 64°56" 48". Tt 1d-1g 150924 35"
32. 1-4-tg 43°9¢". aw - A-fty 2708 15"
33. Aty Ty G * I—1g 218 15"
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36

38.

39.
40.
n
4.
i3.
4.
i5.
6.
4.

58.
09,
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.

8.
19,

82.
83.
84.
85.

86.
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Exercices du Chapitre III.

Trowver les logarithmes de :

sin 7924 20”.
cos 240 15" 40",
sin 150 32" 30”.
cos 590 24’ 50".
sin 280 45" 23",
cos 41° 33" 59" .
sin 36° 52" 32",
cos Hi1° 492" 9" .

sin 480 0" 41",

cos 63° 51" 12",

48.
49.

sin 52012 54" ,2.
cos 2047190 7.
sin 64° 25" 9",8.
cos 18° 26" 42" ,9.
sin 75° 38" 12”,6.
co8 12900 2" 3.
sin 88° 48" 25" ,4.
cos 87° 8" 23" .,5.
sin (012" 7",3.
cos 89° 0" 45" ,8.

Irouver les logarithmes de :

fg 10° 22" 10",
cot 25°12' 30".
tg 21045' 20".
cot 36°21" 40",
. tg 32016" 35"
cot 47039 28",
tg 43007 46",
cot 58 42" 17"".
tg 54027 57"
cot 6900 9",

68.
69.
70.
71.
12.
3.
14,
“18.

76.

i

tg 65033 8",1.
cot 800 53" 13",2.
tg 76038 12",3.
cof 6°16" 22" 4.
tg 87043 25",5.
cot 19° 25" 33" ,6.
tg 204 34",17.
cot 21° 43’ 42,8.
tg 0015 48",9.
cot 000 56",1.

Trouver les logarithmes de :

stn 164027 30",
cos 1200 35" 10".

80.
81.

sin 2080 45" 23",
cos 221033" 59".

Trouver les angles correspondants a :

log sin ax=—1,408 8894
log cos x=1,8849065

log sin =1,7756935.
log cos e=1,T149498.
log stn e=2,7654321.

87.

88.

89.

90.

91.

log cos =1,9988776.
log sin &=2,9123456.
log cos a=1,9834560.
log sin e=—1,357 9468.
log cos x—=1,94433925.

T . -

- —— e
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92.
93.
9%.
95.
96.

102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111,
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log sin x=1,5671248.
log cos x=1,8765432.
log sin =1,7531864.
log cos =—1,7891234.
log sin x—1,9426715.

= S T—— e e e o T = e —

97.  log cos x=1,6543245.
98. log sin 2=—1,976 0044.
99. log cos x=2,7531789.
100. log sin =1,9991357.
101. log cos ©=3,8900216.

Trouver les angles correspondants a :

log tg a=1,8820134%.
log cot x=—1,0592624.
log tg x=—0,3603752.
log cot a=—=1,8170712.
log tg x=1,3210789.
log col x=—0,3579124.
log tg x=—1,6541245.
log cot x=—0,1252468.
log tg x=1,8642013.
log cot x=0,0481789.

112. log tg 2=1,9950045.
113. log cot @=1,9750072.
M4, log tg «=0,1234568.
115. log cot x=1,6785401.
116. log tg x=0,3456T789.
117. log cot x=—1,2345625.
118. log tg a=1,7890012.
119. log cot =3,8900036.
120. log tg x=3,8501854.
121. log cot ac=2,975 3124.

Evaluer les plus pelils arcs positifs qui satisfont aux

122.
123.

124.

125.

equations :
1 _3 196 gt ol
sun x=g. 26. $6C X=g.
17
lg x=3. 127. tg x—=— 7
o ) v LAY
cos 2=0,T. 128. cotg wx=—7.
coty r:% 129. cos m:—i.

Evaluer les plus petils arcs positifs qui satisfont auax
equations : -

lg x—=s1n 12024’ 48" - cos 12024’ 48" .

tg c=1g 63° 15" 16" -+ cot 63°15" 16".

130.
131.

132.
133.
154.

Evaluer les plus petits arcs positifs qui satisfont aux

équations :

fg x=95 sin x.
9 tg x—06 cos .
tg 2r=>3 tg .

135. 2 tg v+ 2 cot x=5.
136. 8 cot? o—séc® r=A1.
137. sin a--cos x=séc x.
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Exeércices du Chapitre IV.

Triangles rectangles.

Resoudre les triangles rectangles dont les données suivent :

1¢" Cas.
138.

139.

2¢ Cas.
140.

141.

| a—23(0m
; B— 38°,
a=—>578m,25

| B=38°51" 23".

y b=102m 40
I ‘B=5b.
b—0T734m,25

) B=—37029'12".

3¢ Cas.
142.

143.

4° Cas.
144.

145.

Resoudre les triangles rectangles dont les données suivent :

146.

147.
148.

149.

0= 6542m 84

'5_7

N BT

| b — 48m

| B=23%2 57",

| a=163m,20

| B = 400 92",
a—176m
b—160m,50.

150.

151.

152.

153.

| a=—117m,80
I b= 48m,
| a=5678m,76
I bh=3456m,48.
! b —1922m 40
| g= 1=
b —=92m,34
F e —28m 80,
b=141m
c —=181m,20.
| b=320m
B_1
Ny
\ b+c=252m 40
b—c= T7m,60.
( a=—=2925m
C a3
z :,;-_—-“Um,73.

154. Résoudre un triangle rectangle, connaissant
c=120m et 2=0,6.

155. Quelle est la hauteur d’'une tour qui donne 96™ d’ombre,
lorsque le soleil est élevé de 520 30" au-dessus de 1’horizon?

156. Quelle est la longueur de 'ombre projetée par un arbre
de 15™ de haut, lorsque le soleil est élevé de 37°30" au-dessus
de I"'horizon?

157. Déterminer la hauteur du soleil lorsque 'ombre d’un style

vertical exposé au soleil égale 2 fois é la hauteur du style.
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158. Quelle est la hauteur du soleil, lorsque 1'ombre d'un

objet vertical égale une fois % sa hauteur?

159. Trouver la longueur d’une droife faisant un angle de
920 40" avec sa projection, dont la longueur est de 16™,64.

160. Un rectangle a 120,40 de base et 70™,18 de hauteur;
quels sont les angles formés par la diagonale avec les cotés?

161. La diagonale d’un rectangle a 68,42, l'angle qu’elle
forme avec la base a 24°18'. On demande la surface du rec-
tangle.

162. Une corde sous-tendant un arc de 820 est a 20™ du centre;
quelle est la longueur de cette corde?

163. Dans un cercle de 8m,35 de rayon, quelle est la longueur
de la corde d’un arc de 17°8"?

164. Dans un cercle de 72™ de rayon, quel est : 1° le polygone
régulier inscrit dont le coté égale 25™; 2° quel est le périmeétre
de ce polygone; 3° quel serait le rayon du cercle inscrit?

165. On trouve, aprés avoir parcouru 80 kilométres, qu'on a
fait 43%,25 de plus vers le sud que vers I'est. Quelle direction
a-t-on suivie?

166. L’hypoténuse d’un triangle rectangle a 4689™,76 et la
hauteur 1830™m,24. Résoudre ce triangle.

167.La perpendiculaire abaissée de I’angle droitd’un triangle rec-
tangle détermine sur I'hypoténuse deux segments b'=—3596m,32
et ¢=2465m,15. Quels sont les éléments de ce triangle?

168. Résoudre un triangle rectangle, connaissant a=1346™,24
et la différence des cotés de I'angle droit o=—824m,746.

169. L’hypoténuse d’un friangle rectangle égale 4320™,42, et
le rayon du cercle inscrit »=789m,36. Résoudre ce triangle.

170. La somme des cotés de I'angle droit d'un triangle rec-
tangle est de 6642™,777; on demande de résoudre ce triangle,
sachant que I’hypoténuse a 4765™,35.

Triangles quelconques.

Résoudre les triangles dont les données sutvent :

1°" Gas.
A —3% b7 [ A—1380 31’
171. B —=123° I 173 ; B= 301
a=117™30. B L

o gl Rl R =

-
T e . s -

L e TR PR ----—:—-'i'-—
- =
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173.

174.

2¢ Cas.

177.

178.

3¢ Cas.

181.

182,

4'] cﬂﬂ-

185.

186.

ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE

A=T7217
B—14801Y
¢ = 560m 40,

A=>57°32'7".6
B=73042"50"
a =25 432m }6.

a=—10hHm
b=—11(w

{ A=580
a=385™m,4(
c=438m,85
' G=15°25.

b =—145m
| G=d40
a=203m,20
b =215m 40
C=T2v110)".

; a=—167m

g a—"7Hm
) b =92m
B ="M o
¢ =943m,9(
: b =>597m,6(
c=—625™,90.

175 3

A=T4°53"33",8
B=47°17"'3".2

¢ =56 894m 60,
(Saint-Cyr, 1852.)
B =T79°5("39"
C=64°25"48"
a=439m,258.
(Sawnt-Cyr, 1849.)

a=953™,60
c=35m,20
C=T1¢15.
a=65792m,60
b =98 045,60
A =28°51"48"6.

| Ecole navale, 1853.)

176. %
179,
T
(
183, j
184, ?
187
188,

—61686m 54
c=51956m,90
A—24°926"56".
b =1109m 73
c=1489m 62
A=4T09'50",
(Ecole navale.)

a=456m,40
b =518m5()
c=23592m 3(). .
a=367m,37
b =419 85
c=354",63

Chercher les éléments inconnus des triangles dont les
données suivent :

189.

A =—1%]o
a=181m,60
. b —c=2929m 54,

w. |

A =580
a=—105m
b —c=216m50.
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CHAPITRE VI. — EXERCICES ET PROBLEMES 91

Exercices du Chapitre V.

191. L’angle d’élévation du sommet d’une tour verticale est de
43915 & 72m de la tour. Quelle en est la hauteur, 1’ceil de I’ob-
servateur étant & 1m.,10 au-dessus du sol?

192. L’angle d’élévation du sommet d'une tour verticale dont
le pied est inaccessible est de 24°36'; on s’avance de 32™ vers la
tour, I'angle d’élévation du sommet est alors égal & 40°12".
Quelle est la hauteur de la tour? La base d’opération est hori-
zontale, et I'ceil de I'observateur est élevé de 1™.50.

] 193. Mesurer la distance d’un lien A & un aulre C inacces-
sible. On a pris une base AB perpendiculaire & AC, et longue

de 80m, L’angle formé au point B par les rayons visuels menés
en A et en C égale 48°2%'.

194. Deux observateurs, distants de 1750™, mesurent au méme
instant les hauteurs d’un peint remarquable d’un nuage. Ce point
est dans le plan vertical de la base d’observation, et les angles
d’élévation sont 720 et 84°. Quelle est la hauteur du nuage. en
admettant que les deux observateurs ont le méme horizon?

195. Calculer la distance de deux points inaccessibles A et B,
4 connaissant une base CD=150m, Pangle BCD=40°; I'angle
ACD=69°, D'angle ADC=38°30', et I'angle BDC=70°30".

196. Trouver la hauteur d’'une montagne. La base d’opération
que ’on a choisie a 225™, les angles formés par cette base et les
rayons visuels menés au sommet de la montagne sont respecti-
vement égaux a 52027°18" et 4101925 ; de plus, I'un de ces

rayons visuels AC fait avec la verticale de la station A un angle
de 43°19'12".

197. Trois points A, B, C étant donnés sur la carte d’un
pays, on demande de déterminer la position d’'un quatrieme
point M, d’ou les distances AC=200™ et BC=170™ ont été
vues sous des angles connus «=—=46°17"13",2 et g=30°9%. On
sait de plus que les quatre points sont sur le méme plan, et que _
I’angle ACB=—114°40"8",4. (On calculera MC.) . g

198. Un observateur, placé & une hauteur de 120™ au-dessus
du niveau de la mer, a frouvé que le rayon visuel aboutissant a
’horizon sensible faisait avec la verticale un angle de 89°39". On

![
..[
1 !
,
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demande quel serait, d’aprés ce calcul, le rayon terrestre. (Sonr-
bonne, 6 novembre 1862.)

199. Un arc AC=28°35" tourne autour d’un diamétre BB’ per-

pendiculaire & sa corde; quelle est ]a surface de la zone décrite .
le rayon du cercle étant om 437

200. Calculer le rayon d'une tour inaccessible. On a pris une
base AB=175m; les angles formés avec cette base par les couples
de tangentes menées des extrémites sont, au point A : x=—6(o,
@' =20°, et au point B: B=175°, g =230,

=




PROBLEMES DE RECAPITULATION

ET APPLICATIONS DIVERSES

§ 1. — Exercices sur les formules.

201. Vérifier les égalités suivanles :

10 sin (a-+b) sin(a—b)=sin*>a—sin?® b;
9o cos (a-+0) cos (a—b)=cos* a—sin? b.
(Sorbonne, 21 avril 1860 et 31 mars 1865.)
i . 21g a
u - M q e r g_._.__
202. Vérifier la formule: sin 2a ITia:

205. Veérifier la formule :

sin (a-+b6) sin (a—b)
nsin o [ﬂ;;tl cnsﬂkfi_ e

204. Vérifier la formule: g (45°4a)—tg (45°—a)=2 tg 2a.

(Sorbonne , 10 juillet 1872.)

205. Dans un triangle, la médiane menée par 'un des som-

mets A divise cet angle en deux parties « et y; démontrer que

I'on a la relation : So- 20 (b et y étant du méme coteé de lu

siny ¢
. médiane).

206. Démontrer géométriquement et par le calcul que les for-

mules (8) et (10) relatives & sin (a-b) et & cos (a-b) sont
vraies :

1° Quand a et b étant moindres que % on a a—{—b;::.-% ;

e

: w
20 Quand on augmente I'un de ces arcs de j :

3° Quand a et & sont deux arcs positifs quelconques ;
4° Quand a et b sont des arcs quelconques.

:

E

:

|

He

e e Moo et le'

i _.....—-—ﬂ)"
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207. Démontrer que, dans un triangle, on a les relations sui-

vantes :
o 4 | e s S2 :
1o St ﬁ A S g B sin § L:F—?Tﬂb_{f y |
1 1 S
| 9o cos 5 A cos 5 B GGSE[::%,
1 i Hicies
N bo S=9R? sin A sin B sin (; |
20 tg A4-tg B+tg C=tg A tg B tg C;
6° sin A sin B4-sin C—4 coS % A cos % B cos ;12 C;

(Sorbonne, 16 juillet 1869.) :

7°  cos A-}-cos B+cos C— 1+4 sin % A sin % B sin % C;

(Sorbonne, 28 juillet 1866.)
8°  cos? A-}-cos? B} cos? C—+2cos A cos B cos C=1.

208. Etant donnés les trois cotés d’un triangle, 1° trouver les
rayons du cercle inscrit et des trois cercles ex-1nscrits; 20 deé-

montrer que la surface du triangle égale la racine carrée du pro-
duit de ces quatre rayons.

209. Etant donnés les trois cotés d’un friangle, trouver les L

angles et les cotés du triangle ayant pour sommets les centres
des trois cercles ex-inscrits.

210. Résoudre un triangle rectangle, connaissant le périmétre
2p et 'un des angles aigus B.

211. Résoudre un triangle rectangle , connaissant un angle
aigu B et la différence des cotés de Iangle droit.

212. Résoudre un triangle, connaissant deux cotés a et b. et
la différence A—B des angles Opposés.

213. Résoudre un triangle, connaissant le périmétre 2p et les
angles A, B, C.

214. Résoudre un triangle, connaissant sa surface S et les
angles A, B, C. | _ :

215. Résoudre un triangle, connaissant les trois angles et le
rayon » du cercle inscrit.

216. Résoudre un triangle, connaissant les trois angles et le
rayon R du cercle circonsecrit.

™ - 1
] ¥ 1
i = = o — e
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217. Elant donnés les cotés d’un quadrilatére inscriptible .
calculer 1° les angles; 2° la surface; 3° les diagonales; 4° le
rayon du cercle circonscrit.

§ II. — Probléemes numériques.

218. Trouver le plus petit angle positif satisfaisant a 1’équa-
tion tg 20=3 tg .

Resoudre de la méme maniére les équations suivantes :

219. d tg =6 cos ax. 222. tg x—cot x=A1

220. sin =2 cos? a. 223. 2 stn x=—sin (45°—ax).

221 tg c+3 cot x2=4. | 224. 2sin a3 cos x=3.
225. 2 sin (a+a)=sin a-+cos a.

226. On donne deux angles: P=23°57"19" et Q=21°16" 46" ;
calculer un 3° angle @ tel que sin x=sinP-}sin(Q.(Sorbonne,
1er avril 1855.)

227. Un observateur se trouve a 56™ du pied d’une tour haute

de 35™. Sous quel angle voit-il cette tour, ’observation ayant
lieu & 1™ au-dessus du sol ?

228. Un objet vertical de 1m,75 est vu sous un angle de 1°5';
& quelle distance est-on de cet objet?

229. Dans un cercle de 3m,45 de rayon, on veut inscrire un
polygone régulier de 9 cotés, quelle sera la longueur du coté?

230. Dans un cercle de 196m,273 de rayon, quelle est la gra-
duation d’un arc sous-tendu par une corde de 238m,3557
231. Le cercle polaire étant éloigné de 23028’ du pole, quel est

le diamétre de ce cercle? Le rayon de la terre peut étre compté
de 637 myriamétres.

232. Calculer le volume d’un céne de révolution ayant pour
base un cercle de 1™ de rayon, sachant que la génératrice fait
avec la base un angle de 27° 17,

233. La génératrice d'un cone de révolution a 2m 40 ; elle fait
avec I'axe un angle de 22°. Quel est le volume de ce cone?

254. Dans un cercle de 8™ de rayon, on a mené une corde qui
sous-fend un arc de 62°21"; quelle est la surface du triangle

compris entre cette corde et les rayons qui aboutissent a ses
extrémités?
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| | 235. Une tour a 50™ de circonférence, les tangentes menées
Retin i | d’un point extérieur font un angle de 18°. Quelle est la distance |
G de ce point au centre? ,

'Kl 236. Dans le probléme précédent, quel serait I'angle des tan-
{ _ gentes, si le point extérieur était éloigné de 150™ du centre?

| 237. Mesurer la distance d’un lieu A & un autre inaccessible
B B. La base d’opération AC=105m, 1% — 0620 et l'angle
i ' C=600. .

58  938. Deux observateurs distants de 1875™ mesurent au méme
moment les hauteurs d’un point remarquable d’un nuage. Ce

point se trouve dans le plan vertical de la base d’observalion, J
et les angles d’élévation ont 75° et 82°; on demande la hauteur
du nuage.

239. Quelle est la vitesse (espace parcouru en une seconde)
d’un point du paralléle terrestre sur lequel Paris est situé? On

suppose le rayon terrestre de 6366 kilométres, ef la latitude de
Paris égale a 48°50"11".

240. Calculer la surface d'un trapéze rectangle ABCD, dans le-
quel AB=324m,35, CD=208m,15; l'angle A=—=90° et I'angle
B=23202%'. (Sorbonne, 12 juillet 1858.)

941. Résoudre un triangle, connaissant un coté a=1325",47

et les deux angles adjacents B=47°28'38" et C= 49*}9’?’59"
On calculera la surface.

242, Résoudre un triangle connaissant 'angle A=47°9'50"

et les cotés b =1109,75, et C=1489,62. On demande la sur- :
face.

243. On connait les trois cotés d'un triangle a=—33™,45,

b=142m,89, ¢=43m,17; on demande les trois angles et la sur-
face.

244%. Résoudre un (riangle dans lequel on donne a==204™,182,
c=2394m,82 et C=68°7"40",9. On calculera la surface.

245. Quels sont les angles et la surface d’un friangle dont les
cotés sont : a=1260, b =925 et ¢c=10737

246. Résoudre un triangle, connaissant a=5777Tm, A = 40°56'
et B=54°16'8",48. On demande la surlace.

247. Calculer les angles et la surface d'un triangle dont les
cotés sont: a=12418,78, b=28381m17 et c=34218m95.
 Concours d’admission & IEcole pﬂiyteahmqua en 1866.)

248. Calculer la hauteur d’un édifice accessible; la base mesurée
a 28m, et I'angle observé 48210,
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249. Calculer la hauteur d’une tour inaccessible; la base me-
surée a 48, et les angles d’élévation 44°7" et 122023'.
250. Déterminer la hauteur d’une four verticale qui donne

54m,25 d’ombre lorsque le soleil est élevé de 49° 30" au-dessus de
I’horizon.

201. Une hélice enroulée sur un cylindre dont le diamétre

égale 1m,25, rampe sous un angle de 15°8'9”. On demande
1° quelle est la longueur de cette hélice, 20 quel en est le pas.

252. Trouver la hauteur d’une tour dont le pied eést accessible.
On sait que la hauteur du graphomeétre est de 1m,10, que la base
d’opération a 83,57, et que le rayon visuel mené au sommet de
la tour fait avec I'horizon un angle de 39017 29",

253. Trouver la distance d’un point A & un point C inaccessible.
On sait que la base d’opération a 115™,45 et que les 2 angles
adjacents ont, I'un 49°17"28", et I'autre 36°24'33". (Sorbonne.
26 juillet 1855 et 19 aout 1859.)

254. Calculer la distance de deux points inacessibles C et D.
Ondonne labase d’opération AB=3784™ et les angles CAB=8725',
CBA =46°34', DAB=47°32', DBA =84°35'.

255. Résoudre un friangle rectangle connaissant ’hypoténuse
a=14320 et la hauteur h=2073".60. On calculera la surface.

256. Un triangle rectangle a une surface de 816787¢,3640; I'un
de ses angles a 38°,51"20'; on demande les autres éléments de ce
triangle.

257. Un des angles d’un {riangle a 35018 46", les deux cotés

qui le comprennent ont 87™ et 72m; on demande la surface en
ares el centiares.

258. Calculer la surface d’un triangle isocéle de 176™,40 de
hauteur, angle au sommet étant de 47°24'18",
259. Dans un ftriangle ABC, on a a=060™, b= 40m, ¢=49m;

on demande la longueur ¢e la médiane AD et les angles qu’elle
forme avec BC.

260. Calculer le rayon du cercle circonscrit a un triangle dont

un coté a= 354,20, et I'angle opposé a ce coté A=—=55°49" 22",

261. Calculer le volume engendré par un secteur circulaire
AOB tournant autour d’un rayon OA=3m, sachant que l'angle
au centre o=23°37". (Sorbonne, 1° aoiut 1862.)

262. Calculer, a 07,1 prés, I au sommet d'un triangle
1socele dont la base est égale & {&ziﬁ.‘i"'.?“fﬁ&{, et la surface égale a
0864 372ma, [ o0

LN F A =
[275 - 9
[ . 1 " - | L
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963. Calculer la surface d’un triangle, connaissant la hauteur

h=4590m,076 et les angles «, 8 que forme cette hauteur avec
les deux cotés adjacents; savoir: a=8° et g=15°.

264. Quel est le volume engendré par un triangle ABC tournant
autour de AB, étant donnés : a=248m,5678, b=>549m,8725 el
¢ =456™m,9234?

§ III. — Questions proposées a divers examens.

9265. Quel est 1'angle du premier quadrant dont le sinus est

V) |
égal a j; ? (Sorbonne, T aott 1860 et 7 juillet 1862.)

966. Calculer a 0”,1 l'arc du premier quadrant dont la fan-

.LS[}-?"bDﬂﬂ:B, 97 avril 1860.)

3
9267. La tangente d'un angle étant égale a 1, quel est son si-
nus? (Sorbonne, 29 juillet.1859.) .

9268. Calculer a I'aide des formules trigonométriques, et & 0,0001
prés, la tangente de 30°. (Sorbonne, 12 juillet 1859.)

969. Etant donné un arc a=17°3544",2; calculer un autre
arc « tel qu'on ait sin x=2sin a. (Sorbonne, 26 avril 1859.)

9270. Le cosinus d’un angle compris entre 90° et 180° étant
égal & —0,358, on demande de calculer a 0,001 -prés, et sans
faire usage des logarithmes, le cosinus de la moitié de cet angle.
(Sorbonne, T novembre 1859, 7 novembre 1861, 14 juillet 1862
et 9 novembre 1863.)

971. Le sinus d’un angle étant %, on demande les valeurs du

sinus et du cosinus de la moitié de cet angle. (Sorbonne, 16 no-
vembre 1860, 16 juillet 1862 et 4 novembre 1863.)

979. fitant donné. cosa=0,85742, on demande de calculer
Siﬂ%ﬂ et cas%u. (Sorbonne, 29 novembre 1859.)

973. Quels sont les angles compris entre 0 et 1000° qui ont
pour cosinus -+0,5487 (Sorbonne , 29 juillet 1859 et 2 aout 1864.)

974, On sait que le sinus d’un arc compris entre 90° et 1802 a
pour valeur 0,75825, on demande de calculer le cosinus, la tan-




» e e B—— -

PROBLEMES DE RECAPITULATION 99

cente, la cotangente, la sécante et la cosécante du méme arc, en
affectant chacune de ces quantités du signe convenable. (Sor-
bonne, 22 juillet 1859.)

275. Trouver entre 0° et 45° un angle tel que la somme de

son sinus et de son cosinus égale 1,15. (Sorbonne, 16 no--

vembre 1861.)

276. Calculer, avec 7 chiffres décimaux, la valeur de 'expres-
stn T

& sl I L i [ t. 'f £ o - ]
sion  —. =~ —2cos 2 —2cos hae—2cos b6, quand on suppose

x=283°24'36". (Sorbonne, 20 juillet 1861.)

977. Calculer 'angle & déterminé par la relation suivante :
sin (4 450)+sin (c-T5°)=sin 82°. (Sorbonne, 23 juil-
let 1862.)

978. On donne la base a d’un triangle et les deux angles ad-

jacents B et C; quel estle coté du carré inscrit dans ce triangle?
(Saint-Cyr, examens oraux , 1864.) |

979. Dun point M pris sur une circonférence de rayon donné
R, on abaisse une perpendiculaire MP sur le rayon OA. On
demande de déterminer le point M par la condition que la sur-
face du triangle OMP soit égale & un carré donné m? (Saint-
Cyr, 1864.)

980. Un observateur est placé en A sur le sommet d’une
montagne, et sa vue s'étend jusqu'a un point C & I'horizon; il
sait que le rayon visuel AC fait un angle « avec la verticale
AO; le rayon R de la terre étant d’ailleurs connu, calculer
la hauteur de la montagne. (Saint-Cyr, 1864.)

981. Trouverla condition pour que le rayon du cercle circons-
crit & un triangle soit égal au triple du rayon du cercle inscrit.
(Saint-Cyr, examens oraux, 1864.)

982. D'un point M extérieur & deux paralléles, on abaisse une
perpendiculaire commune MAB, et une oblique MNP, telle que
la partie NP interceptée soit égale & une longueur donnée d.
On connait la distance des paralléles AB=—a et la distance
MA=b4, et I'on demande de calculer 'angle M =a. (Sawni-Cyr,
examens oraux, 1864.)

9283. Résoudre 'équation : sinx tgax--2 cos x=m: on indi-
quera les conditions de possibilité du probléme. (Saint- Cyr,
examens oraux, 1864.)

9284. Sur le prolongement d’un diamétre BOC d’un cercle, on
prend un point S par lequel on méne une tangente SA; on abaisse

e il e B = B

"
e i g g o B
iy

i
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du point de contact A une perpendiculaire AP sur le diamétre et
'on joint AO. Quelle valeur faut-il donner a I’angle AOS=ux,
pour qu'en faisant tourner la figure autour du diamétre,'la surface
latérale du cone engendré par SAP soit a celle de la zone en-

gendrée par APC dans le rapport %'? (Saint-Cyr, 1364.)

985. Sur 1'un des cotés d’un angle droit AOB, on prend deux
longueurs OB=a, BC=15, et 'on joint aux points B et C un
point A du coté OA, de maniére que l'angle BAC soit égal & un
angle donné 5. Quelle sera la longueur de OA? (Saint-Cyr, exa-
mens oraux, 1864%.)

986. On donne, sur une circonférence de rayon R, un arc AD
de m degrés. On joint un point B, situé sur le prolongement
de OD au point A, et 'on mesure I'angle BAC=a extérieur au
triangle AOB. Calculer la distance BD du point B au cercle.
(Saint-Cyr, examens oraux, 1864.)

987. La surface d’un triangle est de 3428™9,65; on connait de
plus la longueur de deux cotés, savoir: l'un 92m 35 et l'autre
103,57 ; on demande I'angle compris entre ces deux cotés. (Sor-
bonne, 16 juillet 1862.)

988. Calculer le volume engendré par un triangle équilatéral
de 7m,35 de coté, tournant autour d’une droite passant par son
sommet et faisant avee le coté un angle de 18°. (Sorbonne,
99 juillet 1859 et 28 juillet 1864.)

989. Dars un triangle ABC on donne AC =177™,285,
BC=89m 214, 'angle C=69°10"12". 1l s'agit de déterminer sur
le coté AC le point M par lequel il faut abaisser sur AB la per-

pendiculaire MP, pour diviser le triangle en deux parfies équi-
valentes. (Sorbonne, 28 juillet 1862.)

990. L’un des angles d’un losange circonscrit & un cercle de
68m de rayon est de 43024'37"; calculer, & un décimétre carre
prés, la surface de ce losange. (Sorbonne, 4 novembre 1862 et
19 juillet 1865.) ' '

991. Calculer I'angle au centre d’un secteur circulaire AOB,
sachant que le volume du secteur sphérique engendré par la ré-
volution de ce secteur circulaire tournant autour du rayon OA,

est % du volume entier de la sphére. [Sorbonne, 8 avril 1863,
11 avril 1862 et 11 novembre 1864.

999. Calculer la tangente d’un are égal au quart du quadrant,
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sans recourir & I’emploi des tables trigonométriques. (Sorbonne.

20 avril 1863 et 11 novembre 1869.)

293. Calculer un angle 2 tel que I'on ait 2 sin & =swn (45°—x).
(Sorbonne, 21 avril 1863, 11 novembre 1864.)

29%4. On a un angle A=44°20'12"; on méne par un point B
pris sur 'un des cotés de 'angle, & une distance AB=107m,
une droite BC, telle que la surface du triangle ABC soit de
6527m7; on demande la longueur de la droile AC et la valeur de
'angle ABC. (Sorbonne, 18 juillet 1860.

295. Quelle est la graduation d’un arc sous-tendu par une corde

]
0y

égale aux 3 du diameétre? (Sorbonne, 18 juillet 1860, 1¢r aout
1864 et 8 mai 1866.)

296. Calculer, a Ti{-j de seconde pres, les angles d’un losange

dont le périmétre égale 842m,693, sachant que 'une des diago-
nales a 92m355. (Sorbonne, 16 novembre 1358.)

297. Trouver le rayon d’un cercle circonscrit & un triangle
dont les trois cotés sont respectivement 249m, 332m et 415m. (Sor-
honne, 10 avril 1860.)

298. Dans un triangle BAC, on donne le coté AB=23,215,
le coté AC=197,419, "angle BAC=46°29"37"; on demande de
calculer la longueur de la bissectrice de I’angle A. (Sorbonne,
o aout 1859.) :

299. On donne dans un friangle ABC l’angle B=68°26"17",
Iangle C=75°,8 23" et la hauteur AH=148m,19; on demande
de calculer la longueur des trois cotés. (Sorbonne, 15 juil-
let 1859.) :

300. Les trois cOtés d'un triangle ABC étant respectivement
AB=1551m, AC=2068m, BC=2585™; {rouver la longueur de
la droite AD qui joint le sommet A au milieu de BC. (Sorbonne,
13 avril 1859.)

301. On donne dans un triangle ABC les trois cotés; savoir
BC=6m, AB=0om, AC=2m, On méne la bissectrice Al de
I'angle A, et 'on demande de calculer 1° les surfaces des deux
triangles ACI et ABI; 2° la longueur de la paralléle IM & AC,
terminée au c6té AB en M. (Sorbonne, 18 avril 1859.)

302. Un c6té d’un triangle a pour valeur 35™,42; les deux angles
adjacents ont, I'un 48°52'13" et I'autre 75°18'25”. Résoudre ce
iriangle et calculer la surface. (Sorbonne, 28 avril 1858.)
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303. Gtant donné, dans un triangle, 'angle C=84°32"18"4
et les deux cotés qui comprennent cet angle : a= 23824,52 et
b=15642,34: trouver A, B et le coté c. (FEcole polytech-
nique, 1864.)

304. La bissectrice de 'angle droit d’un triangle rectangle par-
tage 'hypoténuse en deux segments dont les longueurs sont 4™,319

et 5m,238; on demande de calculer les angles de ce triangle.
(Sorbonne, 10 novembre 1862 et 6 avril 1865.)

305. Résoudre un triangle, connaissant le périmétre 2p =124,
345 et deux angles, savoir: A — 98035 28""6; B—=42°39"18",8.
(Ecole polylechnique, 1852.)

306. Calculer les cotés d'un ftriangle dont le périmetre
9p=1m,20, et dont les angles A et B ont respectivement pour
valeur 35017°15" et 62043 30". (Concours général, 1854.)

307. Calculer la distance de deux points inaccessibles A et
B, connaissant une base d’opération CD=394m 82,

Pangle ACD=83°11"27",8
'angle BCD = 41°10"32",7
angle BDC = 75°28"41",6
et Pangle ADC=28°40"51",3.
On fera une vérification en calculant la distance BD, d’abord

dans le triangle BCD, puis dans le triangle ABD. (Saint-Cyr,
21 juillet 1854.)

308. On connait deux cotés d’un triangle et 'angle compris;:
savoir : a=25824,52, b=15642,34, C=84°32"18",4. Délermi-
ner les angles A et B et le colé c. [ Ecole polytechnique, 1868.

309. Calculer les angles d'un triangle dont les cotés sont :.

a=12515.78 , b=22637,25, c=18916,29. (Ecole polytech-
nique , 1869.) ,

310. On donne dans un triangle : a=2597,85, b=3084,33
et A=>56012'47; déterminer les autres éléments. Vérification.
( Ecole centrale, aott 1864.)

311. Etant donnés les trois cotés d'un triangle : a=1402,443,
b= 876,53, ¢=1227,142; calculer 1° les angles et la surface ;
2 'aire comprise entre les cercles inscrit et circonscrit. (Ecole
centrale, aoit 1866.)

3192. Connaissant deux cotés d'un triangle : a = 4565,72,

 h=983,45 et P’angle compris C=75°23"54"; calculer les deux

autres angles, le 3¢ coté, la surface et le rayon du cercle ex-i nscrit
compris dans 'angle C. (Ecole centrale;, octobre 1866.)

== S e ey, T e o




PROBLEMES DE RECAPITULATION 103

313. La hauteur SA d’un point S au- dessus d'un plan hori-
zontal ABC est de 427m.854. Les deux droites SB et SC font,
avec la verticale SA, .des angles égaux dont la valeur commune
est 55018 27", Ces mémes droites font entre elles un angle BSC
de 28044’ 35", Cela posé, on demande de calculer : 1° les arétes
AB, SC et BC de la pyramide SABC; 20 'angle BAC; 3°le volume
de la pyramide SABC. (Saint-Cyr, 1866.)

314. Etant donné le demi-cercle BCA, dont le rayon vaut
6366m,739, on tire le rayon OC, faisani avec OA un angle
0—93017'14”,3.” Au point C on méne la tangente au cercle, qui
coupe au point D le prolongement de OA, et 'on demande
de calculer : 1 le volume engendré par le triangle rectangle OCD
tournant autour de I’hypoténuse OD; 2° la valeur qu’il faudrait
atfribuer a I'angle «, pour que le volume engendré par le triangle
OCD fat double de celui qu’engendre le secteur circulaire OCA.
(Saint-Cyr, 1867.) :

315. Les rayons de deux circonférences sont, I'un de Jm, I'autre
de 4m, et la distance des centres est 2™. On demande de cal-
culer:

1o La surface du triangle qui a pour base la ligne des centres,
et pour sommet 1'un des points d’intersection des deux circonfé-
rences;

20 La longueur de la corde commune aux deux circonférences :
30 Les longueurs des arcs sous-tendus par cetle corde;

4 La valeur de la surface commune aux deux cercles. | Saint-
Cyr, 1864.)

Problémes supplémentaires.

( Ces questions ont élé recueillies dans divers Examens. |

316. Trouver la graduation de I'arc dont la longueur égale le
sinus de 30°.
317. Calculer, au moyen de la Trigonométrie, l'expression

V24 /3.
318. Trouver les lignes trigonométriques de I'arc de 1a°.
319. Calculer sin 2a en fonction de cos a.
320. Exprimer sin 2a. cos2a et ig 2a en fonction de fg a.

e it il
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321. Etant donné tg%:ﬁ—i, trouver sina, cosa ettga.

=Lt I+

322. Vérifier la formule g 5 @ s pour

a=90% et pour a=0°.
323. Verifier les formules qui donnent les lignes trigonomé-
triques de Iarc @ en fonction de g a pour a=—90o.

324. Vérifier les formules suivantes :
1

{o lg 5 a==coséc a—cot a; :
9o col a==coséc 2a+-cot 2a;
30 (1ol G0 3, a—tg % a=2 cot a.

325. Vérifier que I'on a, entre les trois ang[esﬁ d'un triangle,
les relations suivantes : |

1o sin2A+-sin 2B+ 5in 2C=4 sin A sin B sin C:
20 s1n2A+sin 2B—sin 20=4 cos A cos B sin L
39 cot A cot B-}-cot A cot Ccot B cot C=1.

326. Calculer sin in. lorsque m est plus petit que 10 se-
condes. ”

327. Résoudre I'équation : sin x-+cos x—a.

328. Résoudre : (g2 - cof® c—m?.

329. Résoudre : STT’:‘:_{FLI c{}jm:b'

330. Trouver l'arc dont la cotangente est égale au cosinus.

331. Résoudre: sin ax-}sin (a—ax)=m.

302. Trouver le sinus et le cosinus de I'angle « qui satisfait
a Péquation : tg 2w=3 tg .

933. Déterminer I'angle « tel que: {g x=1tg 37°—cot T4°,

334. Déterminer Iangle & d’aprés la relation :

col* o —sec? m:%.
359. Trouver un arc positif satisfaisant & I'équation :
3 cos? x+2 sin? x=2,75.
336. Trouver les plus petits arcs positifs qui satisfont 2 I'équa-

tion : o 81n? x—9 cos® x—3 sin x cos x—0).
: ] ! swn (2704
337. Trouver x dans l'équation : ° &i.ﬂ ;j— ]:l,ﬂ.

398. Maximum de sin o cos .

-
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339. Maximum ou minimum de ——1—_]_3131'3"——
sin x (1—swn x)
340. Maximum de sin x-|-cos .
341. Etant donné a~+y=a, quantité constante. trouver le

maximum de s siny et de cosax cosy.

342. Maximum du produit (5—swn o) (2+sin x).

343. De tous les triangles qui ont méme base et méme angle
au sommet, quel est celui dont la surface est maximum 2

344. Trouver le reclangle maximum inscrit dans un secteur ;|
circulaire de rayon R. '

i i T b Pt

= P 3
P — e ——

: f} b ' :_:' }

34, o8 Telaliong " ~e—aamil xaar M sduire " o &

: stmmA sinB sin(? déduire les r.ﬂ q |

lations : a=0 cos C+-c cos B et a>=—=02-}-¢*—2bc cos A, écrites . .

pour les trois cotés d’un triangle.

346. Réciproquement, des relations a2=0b2--¢*—2bc cos A
écrites pour les trois eotés d’un triangle, déduire
—b cos sB. B i, (P oty 1O
a cos C—+-c cos B. ete., et sinA—sinB—sinC’
947. Trouver la surface d’un ftriangle dont on connait deux
cotés a, b, et 'angle A opposé a 'un d’eux.
348. Discuter la formule a?—=5b2--c2—2bc cos A, pour en
déduire les conditions dans lesquelles le deuxiéme cas. des
triangles admeltra une, deux ou 0 solutions.

349. Trouver la surface d’un triangle isocéle dont on connait
la base a et les angles adjacents égaux B et C, ou les deux
cotés égaux et 'angle compris.

3o00. Par un point D pris sur un ¢oté AC d’un triangle, mener
une transversale DE qui divise le triangle en deux parties équi-
valentes. (On déterminera AE—u.)

301. Calculer les trois hauteurs d’un triangle en fonction des
trois cotés. -

302. Dans un ftriangle, on connait un coté ¢ et les angles ad-

jacents A et B; calculer la bissecirice de I'angle A et le seg-
ment adjacent & AB.

353. Etant donnés les trois cotés d'un triangle, calculer la bis- g
secirice de I'un des angles. B

394. Résoudre un triangle rectangle, connaissant : 1° les rayons
» et R des cercles inscrit et circonscrit; 2° le rayon R et un

'
. iy e " )
el mﬁ.u..r.‘“_“.-r'- —

angle B ou le rapport i—” des cotés de 'angle droif.

-
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d0o. Résoudre un triangle, connaissant 'angle au sommet A,
sa bissectrice Al, et la hauteur AD.

oohi. Résoudre un triangle, connaissant le périmeétre 2p, un
angle A et le rayon R du cercle circonserit; ou connaissant R,
a et B.

307. Résoudre un friangle, connaissant un coté a, le rayon »
du cercle inscrit, et la somme b--c¢ ou la différence b—c des
deux autres cotés.

508. Résoudre un triangle, connaissant la surface S, le péri-
mélre 2p et un angle A.

309. Résoudre un {riangle. connaissant la bas& a, 'angle au ;
sommef A et la hauteur h.

360. Résoudre un triangle, connaissant deux cotés b et ¢. et
la bissectrice de I'angle A compris.

i 361. Calculer 'angle diédre du tétraédre régulier.

&5 362. D'un point M de la circonférence circonscrite & un triangle
équilatéral de coté a, on meéne des cordes aux trois sommets;
I'une de ces cordes étant connue, par exemple AM=m, ftrouver
: les longueurs des deux autres.

| 363. Trouver la surface d’un polygone irrégulier circonserit a

un cercle de rayon R. connaissant Jes angles A, B, C..., de ce
i. polygone. , ;
iy - c 364. Ondonne une circonférence de rayon

R et deux rayons rectangulaires OA et OB; 1
on inscrit un cercle dans le secteur OAMB,
el I'on méne la tangente CD commune
en M. Exprimer 1° la grandeur des frois
cotés du triangle OCD, 2° celle du rayon
du cercle inscrit, en fonction du rayon
donné R.

565, On donne un cercle de rayon OM=R ;
on méne en un point B une langente BK, et :
I’on abaisse la perpendiculaire BC sur OM, puis :
on fail tourner la figure autour de ce rayon OM
prolongé. Quelle valeur faut-il donner & I'angle
KOB=&, pour que la surface latérale du cone
décrit par BK soit a la surface de la zone que

Fig. 53. décrit BM dans le rapport %‘?

366. On donne un cercle de rayon R (fig. 53); par un poin
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extérieur K on méne deux tangenftes AK et BK formant un
angle a=—60°, On demande de calculer la surface AMBK, com-
prise entre les tangentes el le cercle.

367. Trouver l'aire d’une zone, connaissant le rayon R de la
sphére, 'angle « des rayons menés aux extrémités de I'arc gé-
nérateur de la zone, et I'angle g que forme I'un de ces rayons
avec 'axe. Trouver le volume du secteur sphérique engendré.

368. Calculer le coté du polygone régulier de n cotés inscril
dans le cercle trigonométrique, et le c6té du polygone circonscrit
semblable. :

369. Calculer la surface du polygone régulier de =n cotés,
1o inscrit dans un cercle de rayon R, et 2° circonscrit. Applica-
tron : Calculer la surface du pentédécagone régulier inscrit dans
un cercle de rayon R=548m764.

370. Trouver le rayon du cercle dans lequel 1° les aires des
pentédécagones inscrit et circonscrit différent de 248m; 20 Jes
périmeétres des pentagones inscrit et circonscrit difféerent de 1 dé-
cimétre; et 3° les surfaces des mémes pentagones différent de
1 décimétre carré.,
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19 DES PRINCIPALES FORMULES DE LA TRIGONOMETRIE
.:III =
Qi'

TABLEAU

: 2 Formules fondamentales.

:rl:l:.l:."&;.".'rr-‘!'l-'- e L n o A

o sin? a-cos®a=1

| A - ha =
e sin a= 1 —cos?a; cos a=y1—smnia.
§- - : b

i ol tg ﬂ, Stnﬂ '4-,;_

v OO

ot et
%o w8 -

sl o T

T sec a4 = ——
: cos a

oSG L
Tosmma lga

COSEC (4 —
811

Formules qui s'en déduisent.

B T L il R T R e R, L e gy ),
e . & &
L | T ) - N - r

lg a

' __" ey sin a= ——
S _ V1+-tg%a
= | 1 -

Vi1t+ig%a
séca=\ 1419 a

-:_‘l"'." coséc .:;—_:\/ 1 % R
- g a s
Lignes trigonométriques de la somme ou de la différence oy

de deux arcs !

stn(a-t-b)=sina cos b-+sin b cos a.
stn{a—b)=sin acosb—sin b cos a.
cos(a-+b)=cos a cos b—sina sinb.

o T e S G e W A T I i M T e S e |
o "' # s =4 i i = L oy _‘ x L) o .
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cos(a—b)=cos a cos b-}-sina sin b

cot a cot b —1
g ledbi= ol =1

mtg[ﬂ_m_m_tacﬂtb—}—i

cot b—cot a

Multiples et sous-multiples des arcs :

: : : . | 1
sin2a=2sitnacosa ou sinaqg—92 smg_;a cﬂsaa.

cos 2a =cos® a —sin q.

2iga
—tg*a

tgi?ﬂ._i,l

’.l—-tg*%a
smga:\/i ;ﬂgﬂ d’on cnsa:i-—i’.siﬂ‘%a
,Jas%a:\/!%tﬂﬂs_ﬂ%

cos a
tgzﬂ"\/i—kcas a
_ tVitsinatyl—sinag

CoOs=qa = +V1+sin aty/1—sin a

* lgla==1LyiEtfa |
T |

Somme et différence des lignes trigonométriques rendues
calculables par logarithmes :

: : S e | 1
swn p1-sin q=2sing(p+q)cosgz(p—q)

SIN P —Sin q:ﬂ&fﬂr% (P —-q)coé%(p—{—q)
TRIGONOM. 4
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1 1
cos p—-cos q=2cosg(p+q)cos ";T'(P““‘i'}

cos q'—casp=%iﬂ%(;ﬂ+q}Siﬂ%(p—tﬂ

1
sin p-4sin q ‘93 P19}

sinp—sing.— 1
- PR ty5(p~q)
__sin(a-b)
lg a-1tg b= cos a cosb
__sin(a—b)
tg a—1g b= cos a cosb
1: 3 sin (ﬂ——b}
bl sin a sin b
| cot a—cot b= Siéﬂ{ﬂ_.b).
L §. sina stnb

sin? a—swn® b= sin (a-b)sin(a—>b).
cos® a—sin* b=cos (a-}-b)cos (a—b).

Résolution des triangles.

Formules pour la résolution des triangles rectangles.

1°T Cas. Données a, B
C=90°—B
b=asinB
c=acosB
1 1 . 1 ,
S= ch..—_ ﬁaﬂ sinBcosB=-;a?sin2B.
2¢ Cas. Données b, B
C=90°—B
: o= ib
F | sin B
?‘ ¢c=> cot B
I

f s=$—bc=§jbﬂmw.




TABLEAU DES PRINCIPALES FORMULES 111

3¢ Cas. Données

cosC=2 ou thC_\/ﬂ"E

B=90°—¢
c=asmmC ou c=y/(afb)(a—b)

=

S= ab sin C.

4° Cas. Données b, ¢
tg B:g: cot C
b il
=sinB U a=y/b¥+¢,
1
o Ebﬂ

Formules pour la résolution des triangles quelconques.

1¢* Cas. Données a5 W, G
A=180°—(B+4-C),
a sin B
stn A ?
_aunC
sin A’
1 o sin B sin C

S_‘@ﬂ sin A

2¢ Cas. Données a; b, A.
b sin A
(1 p
c—=180°—(A+B),

_caswm(

— snA’
Si A=90° ona a>>b, Ile probléme n’a qu'une solution.
SiI A<90° mais a>b, il n’y a qu'une solution.
Si A<90° et a<b, le probléme a 2 solutions.

sin B—

P LR e b
S LR e BN o e

:
%. |
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3¢ Cas. Données 0,005 0. _
1 a—b G
.gg(ﬂ Bl== a5t
%(A—E—B):g{]”—%,
{ﬂ—{—b]siﬂg
S—E—Sﬁr———ﬂc Ou mieux : c¢— -
~ 8m A . oOEe 7
1
ZE[A_B]:r
1 :
Szgmb sin C.
4¢ Cas. Données &, by .C. |

Siﬂ%{]: (90— aﬂiép_b)

cos %A: P_(Pb:ﬂ} :

ﬂﬂs%]}—_— P{};G—b) :

cﬂs%{;: P_{Pab—c}J

tQ%A:\/LP;t%)ED{;)—G}ZPiM
- (p—alip—g) ¢

S=yp(p—a)lp—0b)(p—c)=pr,

Na=pr . tg%ﬁ ; IgéB . tg;%ﬂ.
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. -
Expressions des rayons R, r, r', v/, """ des cercles circonscrit, :

inscrit ou ex-insorit.

(7" désigne le cercle ex -inscrit compris dans ’angle A, »”
celui qui est compris dans I'angle B, et " celui qui est com-
pris dans I'angle C.)

R ——

R— . B W0l LG,
4 ﬂ031A {:ﬂs:l-B cﬁst-l-{j.
2 2 9

abe
il ik
P \/ (p—a){p—?) (p—c)
P
e . g W
, r—=(p—a) g5 A=(p—0b) tggB=(p—c) tg5C,

: 1
r=ptggA=(p—b) mt%[]:(p—c) cut%ﬂ.

re 1 : !
r'=p lg5B=(p—c) cat%ﬁ:(p—u} cut%ﬂ. e
AN, SR 1 i3 ¥
r=p tg5C=(p H)G{HQ‘B——(;) b) cotm A. ¢
Autres expressions de la surface du triangle. 8

S=pr=(p—a) »=(p—b) #"=(p—c) #"=yr e ¥ 7.

S —q2 GDE%A cat%ﬂ cat%(}_ , Y
S=—2R? stn A sin B sin C,

Y, | 1 1
S:rlcntgﬁ lg 3B tg5C.

.HH__#' 1 T o

o

2

§

¥
-

B
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Si AJ+B}C=180°, ona:
tg A4+ tg B4 tg C=ig A tg B ly fl,
sin A+sin B4sin C=4 GGS%A cus%ﬂ GGS%G,
cos? A+}-cos?B+-cos?C-}2 cos A cos B cos C=1.

Logarithmes de quelques nombres ;

log 2=0,3010300. —log 2=1,6989700.
log = = 0,497 1499. —log ==1,5028501.
log 360°=2,5563025.
log 1296000 = 6,1126050. -
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APPENDICE

RESOLUTION DES EQUATIONS AU MOYEN DES TABLES
TRIGONOMETRIQUES

_,._-; ——" F =y .'1a,n||'_'-r_.]: h‘ﬁ'ﬁqﬂ‘ -H‘f i, i o R

§ Ie'. — Equations du 2¢ degré.

73. Les racines de D’équation du 2¢ degré, ramenée a la forme B
x2+ pr-+qg=o0, sont données par la relalion :

o= 34\/%?:; (1)

Pour rendre celte formule logarithmique, écrivons d’abord :

mz—g(1i\/1—%g). 2)

Cela posé, distinguons 1° le cas ol les racines sont de méme signe,
et 20 celui ou1 elles sont de signes contraires. Nous supposons d’ail- '
leurs que les racines sont réelles.

1c Dans le 1er cas on a ¢ positif, et, les racines étant réelles,

?%%—q}ﬂ; done %g est positif et inférieur a I'unité, On peut donc '
poser : I
: 4

sino= -?g . =

ce qui donne pour ¢ une valeur réelle calculable par logarithmes. Il .
en résulte pour la formule (2) : : _ H

p=—b 12/ T1=sin?g) =— L (1= cosg)

ou en séparant les racines :

Tk LI T A B
a o 1%

m'=~—g(1+ﬂﬂsq:}=—p msﬂi%_

R
i

m”=—%{"1—ms¢j=—ps~in!%. 1

20 Dans le 2¢ cas, g estnégatif; —g—% est done positif, et 'on peut %
poser (g2 g=— %qi Par suile de la formule (2) devient : Er
¢

a5 O LR 1 ) , %
g;___g{‘liy/‘l+lgiq:} 9 (1*tsécp)= 2(1".:—@3';' ; !
ou en séparant les racines : i
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&cﬂs?'!-@ pcmﬂ
f E Gﬂsﬂp—i-“’l )—_E 9 T ok -2
TTT2 T ese /T T a7 eose cosg
ol e
ek E(ms:p-q):?_} 2sin? 5o psmﬂ-g-.
L e COS @ > coOs@ ~ oS ¢Q

§ II. — Equations du 3¢ degré.

74. Proposons-nous d’abord de trouver les valeurs de cos %ﬁ— en

: e : :
fonction de cos a, ou celles de singa en fonclion de sin a.

it Dans cos (a—+b)==cos a cos b—sin a sin b, faisons b=2a, il vient :
i1 cos 3a=c0s a cos 2a —sin a sin2a;

or sin2a=2sin a cos a, cos2a=cos2 a—sin2a,

donce cos3a=cos3a—3sin2acos a, ou en remplacant
i sin2a par 1—cos2a : cos3a=4cos3a—3cos a,

qui peut s’écrire : oS a =4‘iﬂﬂ53%a—3603% a.

Si, dans cette relation, on demande la valeur de ﬂﬂs%r;::n,

étant donné cos a="b, on aura a résoudre I’équation :

3 b
ad —533 E—[}. [ﬂ.}

3 2
Orona b<1, donc la condition (%) —(%) <0, clest-a-dire

3 2
(—1%) +- (-—— %) <0 esl remplie, et les trois racines sont réelles

Voici comment on peut les obtenir :

Tous les arcs qui ont un cosinus donné sont compris dans la for-
mule (n°19) 2Kn=a, a élant 'arc qui dans les deux premiers quadrants
a pour cosinus la valeur proposée. Les valeurs de @ sont done toutes

les valeurs différentes renfermées dans la relation ecos %‘—3—_—“ .
Or K élant un nombre entier, ne peut avoir que I'une des trois formes :
n, 3In+1, 3In+2;

{ _: , les valeurs de a, ou les racines de (1) seront alors :

[0 -+
EGS(EHTE:‘L_ E) ‘:ﬂ{}&'( 3 )—ﬂﬂﬁ'ﬁ

oy
- e i
— A e e v -

3
;1 el 2n . a
cﬂs(ﬂnwﬂ—?ig)_ms(-ﬁig)

et 2 G e .l
cﬂs( nmw -+ 3 :-1__-3)_.:93( 3 ig)-—ﬂﬂ&
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ces relations se réduisent aux 3 suivantes :

'ﬂﬂsg CoS Ei_-l-_—a el cos iﬂfi‘f’-
3 3 3

Sil'on prend AM= % et si 'on forme le triangle équilatéral MNP?

on aura .

AN=Eﬂ;ﬂ, ANP:M—%—“. Les perpen-

diculaires Mm, Nn, Pp abaissées des som-
mets du triangle équilatéral sur BB', repre-
sentent, prises avec les signes convenables, les
racines de ’équalion (A).

Comme la somme de ces racines est nulle,
on en déduit ce théoréme de Géométrie : Si
des lrois sommels d’un triangle équilaléral,on
abaisse des perpendiculaires sur un diamétre
quelconque du cercle circonseril, la somme
des deux perpendiculaires situées d’'un méme cé6lé de ce diamelre sera
égale a la perpendiculaire siluée de Uaulre cité.

Fig. 54.

ga USRS gl .
On suivrait Ja méme marche pour trouver sinsa en fonction de
sin a.

75. Soit maintenant 4 RESOUDRE L’EQUATION DU 3¢ DEGRE ramenée a
la forme :
x3+4pr—+q =0 (1)
lorsque les racines sont réelles ef inégales.
Nous venons de trouver les racines de 'équation :
3 cos @

w3 — 51— 7= =0; (A)

si nous pouvons idenlifier ces deux équations, le probléme sera resolu.
Posons & =py, l'équation (1) deviendra :

y3+£-y+£§—_—{}. (2)
Les équations (A) et (2) seront identiques si 'on détermine p et a de
i 3 co8 « 3 . .
telle maniére que E%Z—E et ;li= T c'est—-a-dire si
e
o/F a o
= —% ot cosa=" 17—
g 3 \/ (_%—,)3

Pour que ces valeurs soient admissibles, il faut que p soil négalif et
que la valeur de cosa soit plus petite que 1, ce qui fournit la con-

dition :
(-8)">(8)" = (B)+(2)'<"
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Lest valeurs de ¢ et de cosa étant étant déterminées, celles de a
seront :

a In+a dn—+a
pcosy, peos—x— et pcos g

Application, Résoudre U'équation :
23 —3x+1=0.
Posons @=py; celte équation deviendra :

3 1
o= o2V +o3=0;
il faut I'identifier avec I’équation (A), ce qui se fait en écrivant :

g 3 :
e et —[?—ﬂéi—m=%. On en tire p===2 et msa:xé; par
&
suite : a= :13 .
g
Les arcs racines sont :
2
5 . 5 (&
2 2x I =
T (2) } ou 3+ (5)
b 2m 4

4
Les cosinus de (1) et (5], de (2) et (4), de (3) et (6) sont égaux et de
signes contraires. Les racines de I'’équation proposée sont :

ml=—2msg, mﬂzﬁmsﬁ—,}, mgzﬂcos%
ou x,=—1,87939, x,=1,53209, e =0,34570.

76. Cette méthode est encore applicable lorsque I’équatton proposée
a deux racines égales, de méme signe ou de signes contraires.

En effet, nous avons vu que les racines de ’équation (A) sont re-
présentées en grandeur et en signe par les perpendiculaires abaissées
des sommels du triangle équilatéral sur le diamétre BB'; deux de ces
perpendiculaires peuvent étre égales et étre situées du méme colé de
ce diamelre, alors les sommets M et P sont placés symélriquement

par rapport a AA’. Dans ce cas AM=§ el par suite a=m.

Les perpendiculaires peuvent aussi étre égales et se trouver de part
et d’autre de BB'; les racines sont égales et de signes contraires, et
les points M et N sont placés symélriquement par rapport au dia-

meétre BB’. Dans ce cas AM=§ -31; a= ;_:

77. Considéronsenfin le cas out I'équation du 3¢ degré a3+ px—+q=0
a deux racines imaginaires.
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Posons x=p(alg a 4, col a), en désignant par a et o, les racines

cubiques imaginaires de 'unité. En élevant cette relation au cube on
obtient :

=p3[tg3a—+cot3a—+3aa, (alga-+a,col a)]
ou x3—3p2aa x—p3 (193 a+cot3a)=0;
et comme o et x; sontcarrés 'un de l'aulre, oo =1, celle équation se
réduit donc a

x3—3p2x—pd3(lg3a—+cotd3a)=0. (B)

Ses racines sont : p(tga—cota)
platga—+a cola)
(2 lga—tacola)
Identifions I'équation (B) avec la proposée; il viendra les deux re-
lations : —3p2=p el —p3(tg3a—+cot3a)=q. De la 1 on lire

pr:i\/-——%; ce qui exige que I'on ait p<Z0. 51 'on avait p >0, on
poserait x=rp(alg a—o cot a), et I'on continuerait le calcul de
la méme maniére. La 2¢ relalion donne : (g3 a - cold3 a = — f—ﬂ.
Pour trouver a, employons un angle auxiliaire, en prenant tgo=1{g3a;
il viendra :

1_0@_5.;;91@:—_5%; on en tire : g=—p3(lge+coty)

—p3(sin2¢+cos2@) 203
coSQ Sing - anle’

2 / 3
d’our ﬂﬂﬂﬂpu——a( —;g) .

Pour que cette valeur soit admissible, il faut que sin 2¢ soit com-

ou g=

3
% 3
pris entre —1 et —+1; il faut donc que l'on ail P <1

ou —%%ge::qﬁ ou 4p3-+27¢2>0, ce qui montre bien que ce mode

de résolution n’est applicable que dans le cas de racines imagi-
naires.

~ Ayant 2 on en déduit successivement ¢, puis @ et 2a, et enfin =
dont les valeurs sont :

:ci—\/— (tg a—+cot a).
mﬂ_\/—g(utg a+ o, col -:1]

:c3=\/—§{m! tg a+acol a).
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Application. Trouver les racines de Uéquation :
343 +1=0

Ici 'on a p=>0; posons z=p(alg a—a, cota),
d’otr L3+-3p22+203 col 20=0, en faisant g3a=tgo.
On aura donc p2=1, 1g2p=2p3,

En prenant p=1, on en déduit : 20=063°26", ¢=31043",
a=140025"30" 2a==80°51",
col2a=0,1612 et sec2a=1,0129.
Done &y =—2pcol2a=—0,3224.
:1::2=pfcﬂtﬁﬂ+v’"—_ﬁséﬂﬂa}=0,16‘12+1,0129V:_'I
®g=p(col2a —\/ —3séc2a)=0,1612—1,0129/ —3.

§ III. — Formule de Moivre. — Equations

bindmes.

78. Dans une expression imaginaire de la forme a+By—1, si
'on pose a=pcosa et B=psina, onaura:

p(cos a+sin ay—1,
Si I'on multiplie cette expression par une autre imaginaire
o' (cos b+sin by—T1,
il viendra pour produit :
op' [¢0s (a~b)—-sin ay/—1].
et, si les deux facteurs deviennent égaux, on a:
[e(cos a—sin ay—112=p2(cos 20+ sin 2a ).
On trouve de méme, pour le produit de trois facteurs égaux :
[p(cos a+sin ay—1) |3 =103 (cos 3a—+sin 3ay—1 ),
et, en général, pour le produit de m facteurs égaux :
lp(cos a+-sin ay/—T)m=gm( cos ma—sin may—1 ).

C'est la formule de Mo1vre; on démontre en algébre qu’elle est en-
core vraie quand m est fractionnaire, positif ou négatif,

79. A Daide de cette formule, on peut exprimer sin ma, cos ma
el tg ma en fonction de cosa et de sina ou de lg a.

En effet, p étant égal 2 1, la formule g’écrit :
(cos a—-sin ay—1)m= cos ma—+sin may—1.

En développant le premier membre par la formule du bindme et en
égalant le résultat au deuxidme membre, c’est-a-dire en écrivant que
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les parties réelles sont égales, ainsi que les parties imaginaires, on a:

m(m—1) B ,mim—h(m—ﬂlim-—3i m—4 4 |
9 cos™ 2q sin2 a- R Y17 WO asimia... (A}

m{mnij(m— }m}s"“ 3 81N d—+...(B)

COs ma=cos™a

et sin ma=m cos™lasina

En divisant membre & membre les fﬁrmules (B) et (A) on obtient -
tg ma:
m ly T 1_—12)—{—?;"— 2) lg3 a-+ ..
tgma= '_ﬁ‘ = AL (G)
{l—m{;nz”tgﬂ m(m- ;l {?32}(?“ 3}-1}9&:1—...

(On a simplifié en divisant les deux termes de la fraction par cos™ a.)
Si, dans ces trois formules, m esl fractionnaire, ou si 'on change

m en ﬂi,l_,' on oblient les sin, cos et {g des sous-mulliples des ares.

Par exemple, si 'on veut déterminer tg% en fonelion de g a, la
formule (C) donne :

Alga—4ig3 a
—b6ilg2a+igta’

En posant ig 4a=0b et lg a=ax on a i résoudre :
bad + 4ae3 —6bax2 — b+ b =0;

équation réciproque dont la solution n’offre aucune difficulté.

lg 4a=j

80. La formule de Moivre offre le moyen de trouver les racines des

équations binomes de tous les degrés. Prenons comme premier exemple
I’équation binéme du cinquiéme degré :

. x5 —1 =0.

Posons x=cos a+sin ay—1, i’équatinn devient :
cos Ba—+sin Bay—1=1,
ce qui exige que l'on ait: cosBa=1 et sin Sa=0;

done oa=2K=n; d'ou a=2T*Kﬂ.
En faisanl successivement K=0, 1, 2, 3, 4, il vienl :
K=0 a=10 B =1,
K=1 a=2ﬂ @x '-—E:GSE +sm p‘
5 Y o o

K=2 a=%’3 ma—mséﬂ —l—sm—v,f
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T

De méme, soit a résoudre Véquation :
acld—1 =),
Posons &=cos a+sin ay—=1=1, Iéquation devient:
cos 15a—+sin 15ay—T=1;
il faut done que 'on ait : cos15a=1 et sin15a=0.
2K
15 °

T e — e

Done 15a =2K=n; dol a=

PR et =5

EE;“ V—1; dans

celte formule, il suffit de donner a K les valeurs 8.8, 25 10,

[’équation est donc résolue par @ = cos 2—1[{5—“ ~+ sin

81..0n peut faire servir la formule de Moivre & d’autres applications
trés-remarquables.

*} Par exemple, les formules (A) et (B) du n° 79 peuvent g’écrire,
}‘ en metlant dans les seconds membres CcoOsS™ a en fﬂgtgur commun

008 1 = cos™ &[4 m{;n_;l;fgza+ﬁ{£ﬂlf.m—2}fmf_} tgh a—...]

: i R

_--

el sinma=cos™a [miga mi{ﬂ;—énn;_ﬂ) tg3 H+M(m—1)jm—2}{m—3}{muﬁlggﬁ t—..]

1 ED

Posons ma=ax, doit m—

R T e

m "
55 ces formules deviennent :

=l T

(x—a) : lg2a

ax
cos ic=cos™ g | 1—
[ A a2

w(rx—a)(x—2a)(x—3a) tgia
T 7 I B SO ]’

et siﬂmzms’“ﬂ[m.%E—%{?~Tf}fmﬂ*m+....,]

!
3 :
}' Si Pon fail tendre a vers o, = restant invariable, & la limite on |
{

1‘}_ aura E%E:’l et cos™ a=1; par suite, il viendra®

I a2 i a8

L R ST I e T s gt ()

i a3 ah a7

et sinac=x

3T TS B 8 0 3 18 e+ &

Ces séries, que I'on obtient en Algeébre par d’autres méthodes, ser-
vent a calculer le sinus et le cosinug d’un are en fonction de cet are.

La série (2) étant convergente, on peul négliger les termes au deld
du troisieme et écrire : .

TRDEINN . S
L—$IN L = 5 — 155 ;

, donc la différence entre un arc plus petit que 90° et son sinus est

i e ]
' 1]

if mowndre que é du cube de Uare.
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Dans la série (1), faisons &= %'- , le premier membre égalera zéro; puis

remplacons a2 par %, d'ot y= —3» el multiplions par y™, il
2

, : _oym=1" gm—9 m—3 ¥

viendra : Yy 5 97 %ﬂ']—+. =

,1 \

G)

leur somme égale le coefficient du second terme changé de signe, ¢

Les racines de cette équation sont les multiples impairs de

done
Py 1 1
5 % 3 T 3 T —BF)-E—I- ..... ' -
@) &) F
T2 e N el |
ou §=1+§§+52 s g T e (3

Cette série peut servir a calculer w; il est facile d’en déduire en-
core d’autres séries plus convergentes ;

Ecrivons : fg : 215 : ;2 : ;12 R 5
nous aurons : 212 i ;2+éi | ;2 | ..”.=%; -

retranchons la deuxiéme égalité de la premiére, il viendra :
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Alpha
Béta
Gamma
Delta
Epsilon
Dzéta
Eta
Théta
Iota
Kappa
Lambda
Mu

Nu

- Xi

Omicron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Upsilon
Phi

Chi

Psi
Oméga

4224, — Tours, impr. Mame.










