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ALGEBRA

Introducyao

1. Algeln'a e a pade das matbematicas 'em que se
empregalU signaes pl'opl-ios para abreviar e generalisar

os raciocinios que exige a solu~1to das questoes relativall
aos num~n~os.

Ha duas especies de questo.cs mui distinctas, a saber:
o them'ema, que tern pOl' objecto demonstrar certas

propriedades de que gOlam numeros dados.
oproblema, cujo tim eaeterminar 0 valor de cerlo'

numeros, pOl' meio de ou h'os conlleci~os com os quaes
conservam aquellas relaQues detinidas pelo enunciado
da questllo.

Os signaes, qne a algebra emprega, saO Os iO mencio· "
nados na ,!l'ilhmelica (n. 99). O,seu uso nllo s6 abrevia.. "

mas generalisa os raciocinios. Operando sobl'e numeros
" ,

representados pOl' signaes genel'icos, senle-se melhor
" "

que uma pl'opriedade pel'tenQa a todos os numeros, ou
que 0 modo de resolvel' urn problema seja'independente
dos numeros par·ticulares comp"ehcndltlos no enun

ciado. ,
•
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Nos elementos de arilhmotica (ns. gO a 10i) se acham

cDulllceados os ~igllaG~ ~l1giJh:·j ~o~ ~ ~xpostos os pri-
•

llleiros pl'incipios que regulalll b'~eu cmpl'ego e combi-
lla~i)es . .-\. exposi<;ao cilada contem ,el'dadeir'o" prol~go

menDs de algelJra e deve, pOl' isso, ser repetida n'este

logar,

2. As quesWes tratadas (arith. t05 a 107) s~o exem

plos da maneira pOl' q'ue 0 emprego dos signaes aunlia

a descoberta das propriedades dos numeros, permit

tindo. seguir, com mais facilidade do que no idioma

vulgar, a filia<;ao das ideas nos raciocinios necessarios

para demonstmr um theorema ou para resolver um

problema.
Assim, com refel'encia aD symbolo algebrico de uma

fl'ac~~o, ~, ficou demonstrado com toda a generalidade

que:
(Arith, 105) ajunta>' 0 mesmo nume,'O a ambos os

tel'mOt de umafi'ac9tio augmenta 0 'vet/o,' desta, se e. . -,

p,'opl'ia; dimi,lt18, se eiml',·op,'ie/... . - .. .
Pelo contrario (31-ith. JOG) lim,- de ambos os termos

. . .
o mes'l'lO nwnero diminue 0 'valo,' da !r'acf:C'O prop"ia,
e a1,umenta 0 da imp,··op,'ia.. '.

Estes principios geries nilo ficariam logieamente

estabeleeid.os, so no~ limitassemos a verifiear as pr6

priedad.es enunciadas sabre fl'ae~ucs partiqulares repre

sentaqas pOl' algarismos.
Dos mesmos examplos se eollige a necessidade de

estabelecer regl'BS geraes para effectual' sobl'e as quan-

•

•

,

•
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tidades representadas pelos signaes algebl'icos, toJas as

opera¢es que se effectuam sobre os nUlliel'OS, Eslas

opera~oes sera:o 0 objecto do i' capitulo; eindispenS"I"ll'1

ao estudante familiarisar-se com ellas, para be'll com

prehender e desenvol>er os fecundos recursos que a

algebra offerece para a resolul)iiO de grande nUffiero de

questoes,

_2 a. Os signaes de que faz uso a algebra sao de dnas natureza! :
os que symbollstlm as quanttd:l.des e os ~e indicam as relaci5es que
as ligam.

Para designar quantldades 'Usam-se as leUI'as do alphabeto com
mum ou do alphabeto grego.

Os signaes que fndiea!.ll as l'clacoes que c::u::lstcm entre as quanti
dades dJ:videm-se ainda em dUM cspecles, a saber: os que Jndicam
operacoes a realis:ar e os que h,dicam 0 grao de eompara~lio em que
S8 acbam duas quantidadcs dacla:«.

Para indicar as seis Opel'3l;OcS alg-elu'lcas que cOl'respondem ilB seJs
que (oram cstudadas em al'iLhmet!c:a tcm-se :

- 0 signal (+) que se Ie 4t ?llai~' .. e quel' dlzcr, que !J. quantidade
que lhe !lear iJ. esquerda se deve 1'l"ullir a que the ficar A dll'eita :
assim. para indical' que it. qu:mtidadc a. deve ser reunlda a quanti ...
dade b. escreve-se :

• + b
e 16-se 'It a mais h )t.;

- 0 signal ( - ) que S6 Ie t( menos :t e quer dizer que do. quantl
dade que the ficsr a lsq.u:l'do. se deve subtl'ahir a que Ihe !lear a
direH-a : assim, para tnlUcar que da quanLidade a. se dever! su.btrahlr
a quanUdad~ b escre"e-se :

.-b
e l~se tC a menDS b II ;

- 0 signal (x) que se 1A tC nu41tiplicado por ,. e quer dher que a
quantidade que lhe fica b. esquel'da duvel'it. ser lllulllplic3da pela que
Ihe ftC3J.' A. dirella : asslm. para lndicar que a quallLldade a dcvel'3.
ser mulliplicada por b eSCl'eve-se

.xb

e U-se «a multipUcado J)or b )t, - Quando so tr:ata d~ combinaclio
de qnantidades liltel'aes unlcamcnte, au dcsl:aj com DlllUel'llS, pdd~s"
supprimir 0 signal X e escl'e,'Cl' slmph:sUlt:utt: abo 2uh, qUt: 5e I~

enuncitndo unicamente as quanttdatlcs se~ pt'ulluuclar fnull.i.plicado
pO"j

)

•

,

•
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ALGEBRA

- 0 SigDlll (-;.) au (:) que se I~ " diridido ]'10r ~ e qU~T dJ7.tr.
que a quantiuad~ que the fic3r it esqut:rda d...ved. ser dh"idida pela
que the ncar Ii dll."dta : assilll, p:n".1 indicSI' que a QtUlltil.1aut! a
devel'a. SCI." dividida pela quaulitladlo! b eSCl'e\'e-se

• a';' b ou a : b

e a-se c a dicidido por .h •• Tambcm indica-se esla opcrat;io 8scre

a
"eado b e l~se do mesma modo;

- 0 signal constHuido por uma quanlidade, que sa chama
expoente, col1ocada um pOlleo 3c!m3 e :i dil'eit3 de oulra indica Ilue
est3 det"era Ser ele..ada a potencia da grio indicodo Jld3 pl·ilUdl-:J. :
a~slm. pal'a indica!" que a quantfdade a de>el"a ser cJt!'f3U>! a (Jolcncla
tH escre\"e-se

a"
e M-se <It: a ele'rado a m ;t;

m

- 0 signal (vJ que se Ie '" )"air m de" e qncr di7.cr tIue rla
qnanUdalle que Ihe ticar a dirl!lla se cevel';i e:t.trohlr 3. ralz un !:1".io
indicauo pda quallti<!3Ui! m, que se chama Indice : a:;sIUl, se:>~ qUIJI'
indlcar a ralt quada au 3 ralz qUinta de a ei;cro'!\'e-se

•

.' IVa,

•

•

e lA-se c ro.ir guarta d~ 3. t'ai: quima de a».
QU3ndo se 11'3 ta de r:lh quadrada ~ dcsnecess:lrlo cscrever 0

DUmel'O corrcspondente (indlce) acima do r~~pl.:clI\"o signal: 3sslln

~ la-se c rai: 'llla<Znuia. d~ a lJ.

ObsCl'1)(l~oes. - Quando as quanlldades entre as qUEles se tem de
indlcal' opcralfucs suo jil. complicadas pela e:dstt!ncia de outl':J!t,
convetll <lttl!n,lcr, para e~ltal' cOllfus50. 30 moUo pI)}' que se raz a
indica.,;iio pcuitla : a.ssim. se OCCOrt-e que g~ t~,t1h:l de! :,ublr:l1llt' II...,
ullin 'luallllt'!;H!;) 0 t'l:suIt3do de vadas :lddic;6~9 t! :<uLtl':WC;IlC:I Il~O

haslara interpur 0 slg-nal -. ~t:ja pOI' e:x, p:ll'a suhta'ahit' dea a «(U311
tictalle b + (;-d+~, se em sl..'gulJa a a: se C:iCrl:H~r a. quanlluad~

b+t:-d+e illterc:llaudo simpleslUeute 0 signal - tcriawo~

a-b+e-d+e

o que sitnific~ que de a. se dc\'cra subtrablr b, sommaI' 0 resto
COlli 'c. da St)JJ1I1l3 sul.llrahir d e 30 re~~o SOU101o.r e; 1S$0 niio lil'a

por~Ol no.....o;o illti!lltO. mas sim 0 era. snhtraldr de a 0 l'~sullatio qUl:
.su oblclll reuuilltlo as tt·es quantlJadcs &, c e e e da IOOUlUla lSuLlra
bludo d : para jnulc3-l' iSla, elSCreri2-se

a-(b+c-d+e)
•

..

,

,
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Quando sa trata de addl~l[o 6 desnecessario attender ao que fica
dilo.

Em relal;10 A. multipHcaciio cabe intetramente a.observacio : a.osiJO
.e S8 lam de Dlulllplic31' a pelo resuHado de b + o-d c.scrll\·C-lie

a (b+o-d)

sa S8 tem de mu1Upli~ar a. + b por c - d .e.scrcve-se

(a+b) (o-d)

o que S8 dlsse da muHiplicaciio 58 applica em tudo' divIdo :
assim, seja para dlvidlr (l. por b + a-a eSCl"eve-se

a
a: (b + c - d) au antes

b+o-d
Para elevar a qualquer patencla m. pOl' ex., uma qnanUdade com

plexa como a - b - c + d eSCl'eve-S8
••(a-b-o+d)"

Para 1ndlcar ratz m de tal qu:mtldade escreve-se

m m~_-;__-,---;r (a-b-o+d) Oll aot•• .; a-,-b-o+d

- Os signaes que deslgoam as graos de compnr3.tt50 53.0 :
o signal (=) que S8 IA ot igllal a. - e quer dlzer que a quantl

dade, ou res.ultado d~s oper3Cocs cntl'tl tlS qU3.l1Lidades que se !,-challl
iI. 'esquel"da do signal ~ 19ual ! qU<lntiuade que se acha iI. dlretta do
Dlesmn : assilu para indicar que a somma G+ b , Igual a 0 + d

..

escreve-se
a +'b = 0 + d

e 14-56 'I( a ma-is b igual .0. Cmais d )t.

- 0 signal (» que sel! t: flu:t.i01' do que,. e significa quea quanU
dade da esquel'da emaior do que, a da dlrcHa : Ol$sim para llldicar
que Q. + b e maior do qUI! ~ + d ellcr~VC-S6

,
a+b>c+d

e Ie-se «: a nwu b m.aior do que c 7l1.ais d •.
- 0 signal r<l indlt'.a que a quantldade coIlocad:l antes do signal e

menor que a collocada depois: aSStlll para indlcar qn.: a t! lUellor 00
que b escreve-se

e le-se «: a mel1.Q1" do qU4 h .,

- A u:pl'cssiio (11 ~ b) .l~-se «: a ?nGiOI' Oil meno,' do que b :It-;
(a ~ b) l~-se « a 11lfloi()r do iUC b OU. iflual 4 b au mCnO'" do 'llle b It,

•

•

•

I

•



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

.... -- - -~--"...lt.'

CAPITULO PRIMEIRO

•

•

Opera90es algebricas

•

Definiyoes preliminares

3. Toda a quantidade representada pOl' meio dos si

gnaes de algebra se chama quantidade algab,·ion. au

quantidade lit/eml; tambem se diz, e com mais proprie

dade, a expl'essao algebrica de uma quantidade.

Assim 3a e a exp,·essif.6 algeb,'ioa do triplo de a;
5a 3b2, ea>p,'essao algeorica de cinco "ezes 0 producto

do cuba de a multiplicado pelo qnadrado de b.

2a 2"':"'4b, a expressao algeb'rica da ditferenQa entre 0

dobro do quadrado de a, e 0 quadrnplo de b.

3a 2 -5ab + 4b 3, a ex-p,'essilo algabrica do resultado

obtido, subtrahindo do tri plo do quadrado de a ciuco

,ezes 0 producto de a pOl' b e ajuntando-se ao resto qua

tra vezes a cuba, de b.

4. Chama-se monornio a quantidade algebrica, que

nao se acha combinada com ,outra pOl' algum dos si

gnae,s + au -; polynomio, a que se compue do partes

reunidas pelos mesmos signaes. 0 pO]j'nomio, pais. eCOIll

posto de monomios, e cada um deslcs se dellomilla 11m

,,

•
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ler'mo. 0 polynomio de dous tormos toma 0 nome de
binomio, e 0 de tres, t";nomio.

5. Obtem-se 0 Daloi' nltmerico de uma expressllO alge·

brica (sendo dodos valot'os parLicu13res as leUras que

nolla existem), effccluando as operagoes aritl1moticas que
,

indica a mesma expI'esslio alge.hl'ica.. '.

Assilll 0 valor nUlllet'ico da expt'oss[O 2a 3•

Se fOr a = 3, set'a 54, quo C 0 dobro do cuba de 3.

Se fot' a= 5, sel',i 250, duhro do cuba de 5.

Em gel'al °yalUl' numerico de uma express10 algebri
co v{l1'ia com os valOJ'cs das lelt"as que nella se cOlltelll,

Ra, porcm, casos particulares, em que podem mudal'

os valores das leUras, conservando-so constante 0 da
•

e)"pres$ao algE:!bl'ica.
a-v nao se nll.eI'8, recehenuo a e b augmenLos iguaes;

'. 0 • 0 •

: so conserva constante, lllultiplicando ou dividindo Ii e b
, ,

pOl' um mesmo numero,., . -
0"0101' numerico de um poll'nomi'o nao se alte,'a, in-

• ." °

vorlondo de quolquel' lUodo a collocaga'o do~ sous tormos. 0, .
comtanlo que a cada um'·se COllSel'YC 0 seu signal. As
quanli,]ados 3,,2 - 51lb'+ 4b~; 3a' + 4b3 - 5ab;
41)3 +3a~ - 5abt8m 0 mesmo vC;Zar num,erz'co. E' con
sequencia da natlll'oza da Ddcii~~o 0 subtrDcgao; 0 osla

observa~ao nos sora ulil dopois.
>

6. Em rlualrluCl' p"lj'nomio, as lormos precedidos do

~ignal + ~ao (ulclilit.'Os; do signal - subM"actf.IJos!

Ortlinal'iamclll,c so chamam as primoiros, t~"mos posi-
,

•

•

•
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·tivos; as outros, tm'mos negativos; ddnominn.~lles impro

prias, mas consagradas pelo USG·

a lermo oM precedido de signal algum, suppile-se

tel' +; isso acontece as mais das vezes no l' termo de

um polYllOmio.

7. Chama-se dimensiio de um lermo cada factor sim

ples litteral, dos que a compilem; gl-do a numero das

dimensiJes; nesto numero n:Io se conta a coefficiente.

3 a e termo de uma dimensao, au do i' grao, au li
nea,".

4 ab tern duns dimeusGes, au edo 2' grao.

7a'be' seudo equiYaleute a 7 aaabce, tem seis dimen

sCies au e do 6° grao.
Em geral, 0 gl-do de wn tC1~no ea somma dos eJJ[1o

entes das leUms, que nelle entl'arn; quando a letlra

nao tern .expoeute, subentende-se 1. a grao de 8 a'bed'
e 2 + 1 +i +3= 7; 0 teemo ~ de 7' gl'ao.

Urn polynomio se diz homogeneo, quando todos os seus
• •teemos sao do mesmo geao.

8. TC1'111.0S scmelharnes s:Io as que se campBem das

mesillas leUras, com as mesmos eIpoentes. Quando um

polynomio conlem lermos semelliantes, e susceptivel de

sl lJ1plifica~.)o ..

Seja a po!J'nomio

4 (l'b - 3 aic +0 ac' - 2 a'b + 7 a'e - 6 b'

que equiYale a

4 atb - 2 a'b +7 a'e - 3 a'e +9 ae' - 6 b' :

I

i
•
I
i
I

1
i,

I,
•
I
I•
I
I
;
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Ora, evidentemente4a'b-2a'b se reduz a 2a'b; e do

mesmo modo 7 a'c - 3 a'" reduz-se a 4 a'c. Logo 0 po

1~'Ilomio pode converter-se em 2a'b+4a'c+ 9ac'-6b3•

Sajam ainda os seguintes termos pertencentes a urn

mesmo polynomio,

+2 a3bc' - 4a3bc' +6 q.3bc' - 8a3bc'+11 a3bc'.
Em primeiro logar, a somma dos termos additivos

+2a3bc'+6a3bc'+Ha3bc' e evidentemente igual a

19a3bc'. Depois, a somma dos termos subtractivos 4a3bc'
e 8a3bc' eequivalente a 12 a3bc'. Logo os cinco termos

reunidos equivalem a 19 a3bc'-12 a3bc'=7 a3bc',
Sa a somma dos subtractivos fosse 'maior qlie ados

additivos, seria precise tirar esta daqllella, e dar ao

resultado 0 signal -. Assim 5a'b-8a'b=-3a'b;
porque sendo, 8a'b=5a'b+3a'b, a expressao dada e
o mesmo que 5 a'b - 5 a'b - 3 a'b, ou simplesmente
-3a'b,

9, REGRA GERAL, Para ,'edusi,' muitos te,mos seme
lhantes a um so, sommam-se os coefficientes dos addi,

ti'vos, e a parte. os dos subtractivos; ti,'a-se a menor
somma da maio,'; 0 ,'esto corn 0 signal da maior sera
o coefficiente do temmo pedido,

o resultado cOlltem as mesmas lettras e expoentes dos

termos dados : a reduc\;llo sempre se faz unicamente entre
oscoefficientes,

A reduc~ao de termos semelhantes eopera~o peculiar

a algebra, e a cllja pratica dao frequentes occasiOes as

,

•

,



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

-:- - ~=_"-,_...,,....,..."". ¥U"'~ ...

10 ALGEBRA

•

•J

..

,

opera~iles algebricas da addi9iio, S'Ltbt"oc9ao, mltUipli
ca9ao e di'oisiio; opel'O~iies de que passamos a lralar.

Observa9iio. A idea rJl,e se deve formal' destas opera

~ijcs, Ii a mesilla que das opera~ijes correspondentes na

arilhmetica, cujas defini~.iies nao enecessario reproduzir

neste compendio,

Todavia bern se ,6 que os processos e as regras nao po·

dem ser as mesmas, sendo os symbolos diJret'enles. Na

algebra algumas vezes as opera~ijcs se )'ed lIzem a mcras
simplifica,ilcs, ou ainda sao apenas indicadas pOl' meio

de signaes con,:encionados, em certos casas, porem, as

OPe>'090es se e(fecttlam.; e para isso sao,necessarias re

gras correspondentcs aos sJ:illbolos adoptarlos,

~onvl!m aqui Dotar, p3.ra bem estabclecer:J, dilfcrcni;.3 entre 0 calcu4
10 algebrlco eo arithmellca. qU2 as 0pl.!r3~.oes por meta das quaes sa
reaH:53lU transform3..6es nas cxpressoes alO'ebl'lc3s, em n:u.1a a~eclam

o s)"inholo representativo de quantluadc. 0l3S unic::tlltente os nUlIlert>s
que acompanham as syUlbolos qne cOlUpoem a expressiio, I}s:,es Dumel'OS
sao as cocfficienles e as el:poentcs; pois a intcira gcneralidndt! que S8
altribue aos s)'mbolos algt:bdcos nao podel'ia sllbsisOl' S8 c11t:S ros-scm
susceptivcis d~ uma Lal intl.uencia. Pdde-so mcsl.l1o df;O:Cl' que Luda a
untag:em do modo ele j',:-prescntar os numet'os em :l.lgebl'a consi8te oa
na,lurcza InaHcl'i1\'cl dos s)'mbolo.:l, que as-3im toroa!l1-se aptos a pel'
felta gcneralidade que sa Ihe;) attl'ibue.

Addigii.o algebrica

10. Tl'ata=se de sommaI' 3a, 5b e 2c. Illdicada a addi

~,10, I'esulta 0 tl'inomio 3a +5b+2c, que Illio se pOde

siJl1rlifi,~al'. Do meSillO modo a somma dos monomios

•

•

•,

;

~.

f
t

.
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3a'- 4ab + 2.a'-3ab + b'+2ab- 5b'

Exemplo. Sommar os pol)'uomios 3a' :.......4('1> + 2b'
+ 5a'+2ab- -~

+ 3ab - 2b' - be':

somma dus Ires quanti lades dadas que, pela ·/·cd"c,'iIO. .
dos termos semelhanles,se eonverte em 5a' - 5ab -1iJ'.

REGR", GERAL. - Escrevem-se as poly.lOlnios uns

depois dos o,,/1-os, eom seus signaes, e· ,-edu~em-se as

le,.",os semelhan/es.

8a' + ab-b'-3c3•Somma reduzida'

li 4 a'b" + 2 a'b' +7 a'b" ou 13 a'b', feita a reduc~~o

(n. 9).
Sejam agora para sommaI' os polynomios

3 a'-4 air, 2 a'-3 ab + b', Zab- 5b'.

Para formal' um poJrnomio igual a somma destes 1I'0s,

nolemos, que aj unlar ao primeiro 2 a' - 3 ab +b' e
ajuntar-lhe a dijferen~.a entre o· numero express0 pOl'

2 a'+b'1 e 0 que reprosenta 3 ab; 0 que seria faeil so

dli"emos a a e b ,alores pal'lieuJares. Observemos, po

rem, que a opera~~o se roduz a ajuntar ao l' polynomio

:2 a' +b', e tirar-lhe 3 ab: 0 que produz

3a'-4ab +2a' +b'-3ab,
ou 3a'- 4ab+2a'-3ab +b'.

POI' uma raz~o semelhaule, para aj untar a esle ulti

mo poll'nomio, 2 ab - 5 b', basta escrever
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t{a praliea, amedida que se ,ao rerluzindo os termo.

semelltautcs, assignala-se cada urn COlll 11111 loye lJ'at;O,

para e,~ital' enganos. Os lel'mos, nao ll'ac.at1os, SaO os

que falla reduzil' e compl'ehender na sOlllma final.

,,,

t2 ALOEDRA.

,
t
~

t•,,

r
•

i
f
•

Subtra.c9iio algebrica

11. Proponha-se subtrahip .J.b de 5 a; e claro que 0

resullado algebrico sera 5a -.J.b. E' lalllbclU daro que

a diJferen<;a entre 7a'b e 4tt'b deye ser 7a'b - 4a'b =
3a,'b,

Seja, pOt'llm,2b - 3c que se pretende sublpahip de 4a,

Em primeil'o logar 0 resullado se pode aS5im cxpl'imir.

-4a - (2b-3c);

no que nao se faz mais do que indicar a sllblrae~o.

Porem, as qilesliies da algebra exigem que se con,erta

aquella expressao em um so polynomio; e eis em que

consiste pl'incipalmente a ,-cOl'a da sllbtl·n.C9,io alge

b/·ica.

Para 0 conseguir, notemos que, se a, b, C fossem dados

ern numepos, de 2b tirariarnos 3e, e de 4a a diffepen9a

precedente.

Estas opera9iies nao se effectuam no estado aelual das

quantidades ; porem se de 4a tirarmos 2b, 0 que da 4a

2b, a differen9a pedida estara desfa.lcada da quantidade

3c, pais que naO era 2li pOl' Inteii'o, m,wsin> 2b - 3c Q

•

•

•
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que queriamos subtJoahir ; eumpre pais ajuntaP 3e, a que

nos dara· 0 resul tado 4a - 20 + 3e.
Se de 8a2 - 2ab se houver de subtrahir

5a2-4ab +3be- b2,

a opera<,;~o sera indieada deste modo,

>, 8a2- 2ab - (5a2- 4ao + 3bc - lJ2) ;

,

•
•

• •

eo raeioeinio precedente ted, plena applica~o, consi

derando a qualltidade a subtrahir como a differenQa

elltl'e a somma dos termos additivos 5a2+ 3bc, e ados

subLractivos 4ab e b2• 0 mesmo raeioeinio, pois, de

mOnSll'8l'3 que eumpre tirar do subtl'ahendo os lermos

additivos 5a2 e 3be, e ajuntar-Ibe os subtractivos 4ab

e b2, 0 que conduz ao resullado

•

"
8a2 - 2ab.- 5a'+ 4ab - 3be + b2,

• ou, reduzindo, 3a2+2ab - 3be + b2,
".,

,
•
··'

.,

••

P6de-se concluir esla REGRA GERAL, para subtrahir

de um polynoruio oulro: Esc)'evern-se ern seguida ao
p,'imei,'o todos os lo'mos do segundo, tl'ocnndo·lhes os

signaes•.e (a.-se a ,'elitter-lio, se appal'ecem termos se-. .
melhantes.

12. A passagem de uma sublracQ~o indieada para uma

efl'ecluada,'e vice ve"sa, da logar a eel'Las tl'ansforma

~iies nos polrnomios, que muitas vezes s~o uleis.

,
• •'.·•••• •

.. ..

'".".;
•.-,"

•
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,

•

I'

,
i
,

Assim, pOl' exemplo

~-~b+2.-.=6~-~b-W+~=

= 6a2 - 3ab - (2bc - 2b2) ;

a+.-c+d-e=a+b-c-~-~

=a+b-(c-d +e)
=a-(c-b-d+~=a+b+d-0+e)

Multiplicagao algebrica

,

I
~'; I

I·, I
t ,
·,l ,

,...

•

·•

,.
, I,,,, ,
• II

!I
•

·•

•

13. Demonstrou·se na arithmetica, que 0 producto de

dous ou mais DUlUel'OS COTh;erva-se 0 masmo, qua!rluer
que seja a Ol'uem em que se lllultipliqllem. Supf-ol'emos

demoIlslrado este principio em tcda a sua genel'oliuaue.

Isto posto, tratemos da multiplicacao algebrica; e,

em primeiro logar, do caso em que ambos os factores

s~o monomios, Seja 7aOb" para multi plical' par 4a2b.

A I' eXPressao do pl'oducto 7a"b2 X 4a'b se podera

simplifical', observando qlle, segundo 0 principio pl'ece

denle e a significa~fio aus ssmholos algelwicos, 0 mesmo

prod ucto se l'euuz a I X -4 >< (((({tau,,"". O,'~, 'rua n1<) aos

coefficienles, nada impede elTeclunr a muliiplica~ao

7 0 4, que d:i 28 pal'n coefficienl" rio pl'oduclll; P,qu;lOIO

as lettras, aa({aa equi,'ale a a", e "'''i a /;'. Logo ~el',i 0

prod ucto 28a;/;'.
Applicando a megma allal)'se a Oil! "OS exemplos, "0

conhece-se que 0 produr~o ,e lunna ,eilllll'e segundo

esla,
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REoRA. para multiplica~dous monomios. L' jjfultipli

cam-se os coefficientes ent,'e si. 2.' Escl'evIHn-se em

seguida todas as lelt,-as communs aos dous fact01'es,
dando a cada uma. expocnte igual d somma dos ex
poentes, que clla tinha em 1<1n e oul,'o facto,-. 3.' Es
creve-se tambem. cada lelt"a das que so existiam em
urn dos factores com amesmo expuente que ella til1ha,

A analyse supra, e alguma ~eflexiIo sobre a natureza

dos expoentes, leva a evidencia a regra p~ecedente.Se

gundo ella,

8a2bc~ X 7abcd3 = 56a3b2c3d3 ;

5ab3c2 X 9bcd'e3 = 45ab'c3d1e3

e assim nos mais casas. Passemos a multiplica<;ao dos

polynomios.. .

14. Sejam estes a + b+ c, e d + f, compostos uni
camente de tel'mos additivos; 0 seu producto se~a (a +
b+ c) (d'+ f), a que· se trata de dar a forma de um po-
lynomio ; nisto consiste a multipl,ca,iio algeb,·ica. •

. O~a, multiplicar a + b+ cpoI'd +fli ~epeti~ 0 mul
tiplicando d veles, l'epetil.a f vezes e somma~ os dous

prodt1c{{)s. Mas lomar d vezes a + b + c. e toma~ d

vezes a, d·vezes b, d veles c, e ajunla~ os tres p~odu

clos, 0 que foema .ad + bd + cd. Pala mesma ~azao t·,
,eles,O multiplicando equi<ale a at +bf + cf. Logo 0

p~oducto tolal e ad + bd + cd +af+bf+ cf., .
Assim, t.endo os faclores s6 le~mos additivos, rnulti-

plicam.-se successivamcnte todos os tel'mos do multi~
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• I;
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•
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" .,
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•
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plicando pal' cada um dos t81"1n08 do multiplicador, 8

80?'itmam,s8 tod08 as pr'oductos.

Se as termos liverem coefticientes e expoentes, a cada

multiplica~aoparcial se applicara a regra dos monom-ios.

Assim

(oa2 +2ab.+ b~) (3a + 2b)=
= iSa3+6a2b+ 3a~+ iOa'b+ 4a1J2 +21J3

e (feita a reduc~ao) = i5a3+ i6a2b +7ab~+ 2b3•

15. Tralaremos agora do caso mais geral, aquelle em

que ambos os factores conlem termos additivos e termos

subtracli,·os. Neste caso 0 mulliplicando exprime a dil-. .
feren~a entre 0 numero representado pela somma dos

termos additivos e 0 numero repl'esentado pela somma

dos termos subtractivos. 0 mesmo se entende do multi

plicador.

Do que se segue, que a rnultiplicaQao de dous polyno-

, mios quaesquer se reduz a de dous binomios da f6rma

a-b, e c - d, designando a e C as duas sommas dos

termos additivos, bed as sommas dos termos subtraoti

vos dos dous lactores.

Procuremos, pais, effectual' a opera¢o (a - b) .(c~d).
MuHiplicar a -b pOl' C - d e tomar.a- b lanlas vezes

quantas unidades ha em c, menDs tantas vezes quantas

unidades ha em d; par outra, multiplicar a- b pOl' C,

e a - b pard, esubtrahir a segundo producto·· do pri,..

meiro. POl'em mulliplicar a- b pOl' C e lomar'c vezes a,
•
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MUL ~JPLIC.,~AO 17

menos C vezes 0, do eru" resuHa (Ie - bc, Pela mesma
razilo

(a-b) tl=ad-bd,

Logo 0 producto dos dous binomios

(a-b) (c-d)=ac-bc-ad+bd.

Examinando a maneira pOl' que se fo"ma 'esle pro

ducto, ve-se que e sempre necessario multiplicar cada

tem~o do multiplicando P01' cada te"mo do multipli

cadm'. Accresce, porem. esta distinc~ao. Emqllanto se

multiplicam pelos termos additit·os do multiplicadm'

os do 1nultilJlicando (additivos e sHbt-;'ac!i'vos), os si

gnaes deslc" se consCl'va-m nos 1'e"pectivos p''01l"clos
pa,'ciaes. 1llas, passando a multiplicar pelos IeI'mos

S'l,bt1'acti'vos do multiplicadm' os le,'mos do rmtllipli

cando (adtlilivos e sublmeli'oos). 0 signal de vada pl'o.

duclo pa,'cial Ii 0 contrario do que afl'ecta 0 tel"lllO
,'espcctivo do multiplieando.

POl' outl'as palavl'as: Quando os dous tm'mos que se

l1wltiplicam tOm 0 mesmo signal (+ ou -), 0 p1'O

duclo tem 0 signal +, Se os clous tel'mos tit1eremsignaes

divCl'sos, 0 p,'oeluclo lJ(l1'cial terd 0 sigl1al-. Di,.-se
tambem abl'eviaelamenle:

+ pm' +, ou - pof'-, elci +,
+ pm' -, OU - pm'+, dci-.

EXp1'8SSaO incorrecta, mas cuja conci,oo Ii parle r,ara
que melhor se fixe a regra na mamor"in.

•
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Isto posto, pode or·deuar-se a (lpera~ao, como

seguin Ie e::<emplo :

•se ve no

Faetol'es
)4a3 - 5a"lJ - Sab" + 2b3

12a"-3ab - 4b2,

•

, Sa; -lOa'b-1Ga"b2 + 4a'b'
Produelos \ -12a~b+15a::b2+24a'b' - 6ab4

parciaes I -16a~b2+20a'b3+ 32ab4-SIJ5

Product~ (Sa5-22a'b-17a~b2+4Sa"b3+ 26ab4-81J5
reduzido i,
Em cada !UultiplicaQao terlllO a termo come"a-se pOl'

ex:alllinar, segnndo a regra pl'eccdente, qnal :-:('~'a 0 signal
do prodllcto parcialrespccti,'o; 0 em seglli<.la appliea-se

aos coefficieutes, lettras e cxpoenles, 0 proccsso da mul

tiplica~ao dos monomios. Aflnal reduzeru-se os lermos

seruelhantes.

ObslJ1'var;oes ,'elativas d multilllicar:ao algebrica,

16. i\Iultiplicando, um pel0 outro, dous polynomios

homogcncos (n. 7),0 p)'odt,cto se)'{itambem llOmogeneo.

E' couscqueueia das re::ll'as relativas alcttras e expocnles

nu multiplica~ao dos mOllomios. Das mesmas rcgI'as so

segue que 0 'aumm'o de dinzcl1siJcs do 'P,4oclt!-cto e a
somma das dimensorJ3 do 9nHltipliccmdo e ,ntdlipli

cfldm·. Serve muilns YCZCS esta obsel'vaQao po.l'a ue!)co
britO et't'OS de pt'aliea ua tllullipliea,ao.

(Qun~i todns as qucsl0cs qLlo so resoll'em algebriea-

•

I
•,

J
i
••

•
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•

I
•,

J
i
••

•
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mente, e not.adamente as questaes de geometria, condu

zem u expressees homogeneas.)

17. Quando nao ba ruducgoes, 0 numl1>'o de te,'mos
dQ P>'Delucio final eigual ao numero de tm'mos de um
(ado>', "",zliplicada pelo numero de termos do outro
{<,ciai'. Consequencia da l'egra (n. 15),

TIayendo termos semelhantes, e menor 0 numero dos

lel'mos do pl'oduclo. Mas notam-se entre elles, alguns que

nUllca soff,'em l'edncgao, a saber: i·, 0 'Producto dos
lei'iilOS eiiL que l.vna 1i1.eSma leitra Ii affecta do 1nat's
alto e..t~poentcJ no 'inHltiplicando e no 1nultiplicadO'1';

2', 0 pi'oelucia dos le>~nos em q'!c a mesma lett'i'a tem
o me>lO>' e.A:pocnte em cada factOJ'. Com effeilo, nestes

produclas p~ ['ciaes a lelt I'a mellcionudu deve tel' expoente

maim'oll meu01' do que em qualquel' oulm; pelo que nao

at~ul'ao elles tel'mo" semelhanles, cOm os quaes soffram

rcUilcc;ao.
Asshn wn p,'oducto ds claus polynomios nttnca 2Jode

'Oedl!;;ir-se a -men.os de dOltS te1'j)l-OS.

Esl3 obser\-a<;ao sera de ll1uila utilidade na divisilo,

18. .-\. mulliplicagM de certos polynomios co.nduz a
rc,ullados noll,,-eis e de uso f['equente.

I.· 0 lJillQmio a+b eleyado ao quadrado, ou

mMll'a que 0 'lurul,'ado cla somma. de duas quantidades
•

P iy!_wl flO qHad}'(ulo cZa 1JJ'i'iH.cirfl, 'ina'is 0 tla segunda,

",,,;s n dnbro do produc:lo das clt,as quantidades.
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2.' Se em YCZ de a+1t ti.-e£SCIDOS a-b, seria

(a-!J)'=(a-b) (rt-It)=a2-2ab+b2•

Isto e, f) 'l~~(((l/·{lf.loda d ilTe; 'en(:Cl de duas quantidade$

ei[]lwl (l? IjB({(lj'{:do cla }J1·i,'j~..:i)·a, 'in..-lis 0 qlw[li'ado da

seowida, 1ne,lIJS 0 llobJ'o do Pi'O~HctQ flas duas (jBlliiti-

dad~. \
Assim (8rt' +iJ{tbj2 = G4aG+25 a"&"' + SOa"b

(Sa' - 5a21tf= o.iaG +25a'lt'- 80a'b

3.' Multiplicando a +b pOl' a-b resulln a2_b2• Logo

a somma de {luas quantidadcs multilllicada 1lcla SHa

di/Terenr-a dei, e'ii1, j11'odllClo, a diffc,'ei19a dos qua.drCl
dJ'os das iil·eSill((.S quclillidacles.

Assim (0 a' +5alt) (O{t"' - 5 alt) = 36,,\ - '2'J d'b"

4.· Tom:mdo a~ +b! + 2 ab, qu3dl':lJo de a +b, e tornatl']o a Ulull i
pli.:::tr par ct.+b tern-se p~l'a produdD 0 cuba de a+ b: ~,,"silll

(a:+b~+.2ab) (f!+b) =a::+b:+3a~1.+3ab~:

tslo :se ptidc cnunciu' cH:.:C!ndo - 0 (:1.1,:'0 da .~mllll!a de dua~ if/Unit id,.,d,:s
t! igllal a SOl/HIla. dos cllbf)S dl!l>',ra.r IJ 1I(t;: t ida :1l'I>'. muis 0 tl"'1:.' i,;., )H'od 't~'l ~

do l)1l11:lrado do. pr;mciJ'(l )Jw·',fip!i:;u,lo r'e"a. u,'luJlda, ?ilelll>' 0 tt'ip!h:c
pl'odllf:to da priJilell'{l. tlwll.ilJlic::.tla Jlc!u q:u::tl)'"do aa sC!7u":tda.

5.- Tomando a.~+b:!.-.2au. qnadnldo de a-b, e torn::ndo n Illulti
plic;>.:r pur a-b leUl-so 0 cuba de a·-b; 3ssllU

(a.!! +h!!-2ab) (a.- b) = a3 -u':.-3 a~b+3 a{/!:

i:; lw Ie p6tle cnunciar d izcndo - 0 Gltbo tIll, rl i/l.:J'c II-;-a CIID'(' tllt"l.~ g :Ulll
ti.:1adl:s Ii igual ao cuba do, lwimei~'a, mel/OS 0 dtt. Beflum/a, Hlt.l"..' 0
tl'iplicc prorlucto do qlWdl'c.do do. pt'imci,'all<.'1a .ugltnda. mai... 0 tri
11.'£<11: prodl(:;to da. p"imci"a pdo quad/'ado ria. s,-,qunda.

G,· Faz~odo 0 pl'oducto do qn:l:.JI';H!O da somma pelo quadl'ado da
d!:lol.l'ent-3 entre dna! quanticlaJos, teol-se

(0+ b)' (a-b)' =(a'+0'+2••1 (o'+o'-2ao) =
=a....-2a!b~+bf,:

I.

•,

1
•
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o qtte!:e pcide eDur:clar diz~ado-~ P;'Od'lt~to ,{In (jlladr.ado d~ somma
;.,-II) ,", ft2dl't! "to d!l d ilf·"'~il,:,a enD"!: ~II(I.:J qua'1/t:dal?es i 19 ual a .rontma
4l.:.s ':It~, ta.t pr:x~,,.C;(J~· dC.'l~·(:3 '7uUlltfda;]('s nUllo.>' 0 dUl:lo p)·"dll.c:o dcu
~':f.•J"r(;Ct dcs 1He~IUI~' t'jW211,'-idudr:,r.

:." ~;JItiJ.,Ilc3ndo 0 cubo da ":Olllln3 peto da dill"r.:ren'3 de dnas
q"o13Dthbtlr.:s t~1ll-se

(!l-6)3 =((J.~+b3 +3 a~ b +3 all!) (a3-b3_3a.2b +3ab!) =
=G';- 3a t b'l +3 a:lb' _66

;

•

•
4

=

e a oulra por

m +x
X 2

rn-x

"

Applicagao

o qiJe S~ ptide ellunelat' dj~C'r:do-op;·oclu.:w do cuoo eta <lamma pc!a
!'U!!:I ail d;trt!l'~;!~'a 'lot dlurs gut.lJllitladr:'8 e igual ci .rexta ]lOlencia cia
;;i·iJ!I~:·;·."!. );i<'IlOS 0 tdpli-:I: lw(Jt!u·-to da, qua",,,, polencia cia }wimeil"a
?!o fF!adnJ.do da St'ou'lda, 1~lai:s 0 tj'jplice IJJ'oducto do quadl'Q,{f,-; da
Yl·j;,·i.:i;·a pdQ, g"a1'la jiotcn !';;(r. d!l- ~C!J Imua, mcno.r a scxta 1'0tcneia da. ,
.US":I::a.

Es-:as ob~eITat;uCs Uluit-j;S '\ezes abreyiam OS c3klllos.

19, Ha CCI'tos polrnnmios, cuja inspec<;.ao basta para

poderem decompor-se elll factores, 0 que e fl'equellle
mente utiL E' facil de ,or que

2501
_ 30a3b+ 15a'b~ = 51l~ (5a2- 6ab + 3b2)

e que Ma1b6-25a~b'=(8a~b'+5ab4) (8a~b'-5ab4).

19 hiJ. .Diritli,· mila f/l(!wtidl.l.,l.~ dada m e?l'/. du;as pai'tes lac" que
oftll lJ1'oducto .\'r}a, 0 ?!lfl.io)' Jlo,~sit'd.

Cb.am~mos:r 0 IlX.CCS30 de wua das partes sabre a autra, ~ claro quo
uma sera repl'e:!entad3 pOl'

e 0 sen prodo.clo sera

_ :ru~ _ x'
c~la ultima fl·ac(.ao 4. sera tanto malor quanta f6r meMIr a

QU3nUdade a::!, pots dimJnuindo :e! cresce mt_It" e POI'hlllto a (rae.
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lOao i Isto lmporb dizer que quando x, unlca quantidade -rarl.1Yel

que ha na t.al r!·acy~o. fur nullo, isto e. quaudo ;1:= 0, a Crac~3.o m=-x'•atting!l'il 0 seu m:llor ~(llor, ora csl::!. rt'IlCl;ao senda 0 producto das
dU;JS partes CUI que consiclertiffiOS 10SSe'tIL dh-idido, e claro que ella
reprCsclltJra 0 m::J.xilllo prcduclo que ~c pcido fOl'llHll" com as duns
partes em que !Ie pode diridir1n e que cadO! Uilla d'essas partes de\'era

. m
set' 19ual a Z. • porque sando x = 0 tem-se

I

•
m-x m

=-2 •2
m+x

2
m--- 2

•
-I;j,,,,
,,'
:; 'i1
· I •.,

•

•

••
t" ;!
l,

·-,
,

"

Divisao algebl'ica.

20. A divisao em algebra, como na arithmetica, tem

pOl' Jim :

Dado llln p"oducto e wn dos (actores, ({clla." 0 Ot~tl·O.

Consideremos 0 caso de dous Ulonomios.

Proponha-se dividit' 72a5 pOl' Sa3, 0 que se pade indi

79 a5

car deste modo Sa"
Pede-se ltill terceiro monomio, 'lue, mllltiplicado pelo

segundo, reproduza 0 primcil~o. Ora, segllud? as regras
da mllltiplicagao dos monomios, 0 coefficiente pedido

multiplicado pOl' S deve dar 72, e 0 expoente da leUra

sommado com 3 deve dar 5. Logo cumpre diridir 72 pOl'

8, e do expoente no di,-idendo 5 lirar 3, expoente no di

visor; sera, pois, 0 quociente gel, 0 'lue facilmente se
."'l"ertuca.

Descobre-se do mesmo Ulodo que
0- 3b"
.,;)~a b-c =5a2bc; e com effeito 5a2bcX7ab=35a3/pc.

, a

!
I
!
\,
•

I
••
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J).mJc sc \"e CJt1C'1 pnpfl diridil' am rnonomio pOl' Dutro:

loG Dir:i'!c-St~ cCleh~c:h..·;1le 1]07' cocfficiente. 2.° EsCJ'ere-se
iiu t,q'(I,-,j'.!ute c ..!if{ l('.~i:·(( d"s que c.;dstcn~ e1J~ arnbos os

•
!~ ';-;;')$, ~/)m c.":..']1,-'CilfC if/Hill ao e::ccesso do ca:poente (It!e

leti' (l ~'iiC4jiUl lclint no cliddcndo sobre 0 que ten~ no
d;'r,;sur. 3. 0 D~. 'CL"t:Ji1-se as leltJ'Gs que s6 entranl no di

-r-idi"i~dtJ. COi" os 'mcsniOS e.:cpucntes.

21. D2sta ;'(lJI'a r~f>ulla que a divj~~o dOB monomias
n:1'1 s::' p.~:le e;T~.:I:lar- : 1°, fjuando 0 c'Qefilciente do divi

r]C;;U0 nill) 6 multiplu do do dirisol'; 2°, quando 0 expo

e:;~!,: ue aig-uUla leltl'a emaiol' no divisor que no divi

der.:do; 3\ qU:1ndo Dig-uma len!';). entra no divisor e nao
no di, i,kudo,

Ell1 q:l~l(lUCJ' U~5tCS casas, 0 quocicllle conserva a fo1'
m~ Jc tIlll monolllio fl',1ccionnl'io, que, porem, ll1uitas

"CI-C'" se [,cdc simplifical', Consisle a simp1ifica~ITo em
SuPi)1>j mil' toLlos os i'nctores que forom communs aD numa·
!OadlJl' e d(!l1om iJ1:ltlol', 0 q'.le naa alLera a fracQao (al'itll. 4.8),

;;2 ° S(lg'ue-::::o cIa lllcsma l'ogl'a que a lettl'a que tiver 0

I11C""O cxpocllte UO$ dous teemos da divisao nao appa
l'l\r.Cnl no quociente.

,

•

POl' exemplo =3a

~ias csle l'esull"do pode [omm' fOl'ma taJ, que conserve
n \"(~:-lj~in da Iclll'a b, que fi~ul'ava 11:1 ,queslao 1~roposta,

e (!cs~:ppal'cccu pOl' Gce-asian da rliyis~o.

,
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"'"~cn9tlo a exprcs>ao b' a l'~duz a b,o E,le novo sym1lolo

bOiudiea qLiC a IcU,'a b nao d {ac/ol' no quocientc. ou

nol113 11ao cntl'a; mas tem a vautagem de canseryar a
lemDI'n!lf;a ue 'l"e na 'lues tao proposla figurava 0 numc

1'0 b; e isla scm alte,.m' 0 "csllltado. POl'quanto, pl'Ovin-

'I'!.
uO b'J dn cxp"essao b-' Clue alias e igual a 1, segue-se

'Ina 3 al.l'=3aX1=3a.
.Em ge!'al, to~l{L a qua.ntidadc affcJctada do ca.,pocnte 0

d cqtt"ivO[CitleJ ti 'w1idllde. JmporLa refleclir com madure
za sobl~e a OI'lgt..'ill desla e'Xpressao; cumpl'e lormar jnizQ
claro e exnclo dos 'J'mbolos elllpl'Ogados em algebra.

Divisao dos polynomios

23, Como os processos e I'nciocinios ler[Q de conuu

zil'-uOS a di"idi,' parcin'mcnle um lermo-do diridondo

pm> urn do tlivisOl", para naa inlcl'l'omper a analyse por
causa (Ie dislinc~ijes en Ire lel'mos addilims e suhl-racti

"as, anlecipcl110s (.l 1'l'or(t £lus sigllaes na clicifj((O.
Pal'a isso lemb"emos (n, 15) que na muHiplica~~o dos

polYllomios 0 (Jl'oduclo de dous lermos do meslTlo siguul

e seOlp,'e auLliti,'o, e subl-I'uclivo 0 de dous lel'Ul)S de

sig-Ilaes conlral'ios, E, pais que 0 quocienle multiplicado

pelo divisor reproduz 0 diYidendo, conclue-se que

, •
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i.' Be ambos os termos cia divisiio tem 0 signal +, 0

quociente terd +.
2.' Be ambos tem osignal-,ainda 0 quocientetem+.
3.' Be 0 (ermo do di-videado tem +, 0 do divisor-,

ou vice-versa, tere! sempre 0 quociente -. Diz-se tam.

bern, por abl'evia~fio :

+ dividido por +, ou - dividido por -, da +;
+ dividido por -, ou - dividido por +, da -

24. Pl'oponba-se agora dividir 0 polynomio

26a'b' + iOa' -4Sa3b + 24ab" pOl' ·iab - 5a' + 3b'.
Para faeilitar 0 ealeulo; dispue-se a semelhan~a da di-

visao arithmetiea :

26d'b'+iOa'-48a3b+24ab" 4ab-5a'+ 3b'.

;+;8::a;.,3b=--...,.;10:.:a;.'--,+c...,;6::rt',;bo",'_...--! -2a'+8ab (quoe.)
(i·r.) 32{l'b'-40a"h +24ab3

-32a'b' +40a.3b-'24ab3
(2·r.) . . . . . . . 0

Da defini~ilO da divisao e da regm (n. i5) resulla que

o dividendo ea somma "eclttzicla do todos os producloR

parciaes de eada terlllo do divisor por eada termo do

quocienle. lI1as, segundo a observa<;iiO (0, i7), 0 101'1110

do dividendo + iOa', em que a letlra a lem 0 maior ex

poente, deve provir, sem "eduC9i'iO, do terlllo - 5a', em

que a meSIlla ,leU,ra tem 0 maior expoenlc no dh·h.iOI',

mulliplic<~do pelo Lermo analogo do quocienLe.Este termo,

pois, se aehara diYidiudo + iDa' pOl' - 5a' 0 que da -

a2•

•

•
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OMido llln lermo do qlF1CiGllle, e claro que, multipli

cando-o pelo di,isor, e subll'ahinclo do di,idendo 0 pro•

duclo (p~ra 0 que se escrC"cm logo os termns delle cOm

sigllues contrarios aos que clci a lllUllip!iccl(;ao), 0 resto
can led 0 pl'oducto do (Eriwr pt'la parle que falta do

quocicnto. Podcmos, poi~, 11'nlar aquelle resto 32a~b2_

·,0,,"& +2·lab3 como um noyo diridendo, e ,1ma annl)'sa

semelliaute it precedenle conduzir·it a di,idir - 40aSb
pOl' 5a', Im'mos do dividendo e do di"isOl' em que a leUra

a tern 0 maior expoente. 0 resultado desta divisao par

cial + Sa.b 6 0 segundo lel'mo do qllocienle, que sera

exactamente- 2a' + Sab, vislo que nao £lcou segundo

resto,

E, quando 0 houver, 6 claro que a esse 2' resto, ao 3',

4', etc" sa applicara sempre 0 mesmo raciocinio que

ao 1°.
Verifica-se 0 quociente aclmdo, multiplicando-o pel6

divisor, 0 que deve reproduzir 0 dividendo,

Sondo pt'ociso, em cada diyisao parcial, eyalninar qual

o termo em que uma lettrn tom 0 maior expoente, faei

Ii ta-se esle exame esc}'eve;ulo-se a priori os termos do
diridendo e do CUViS01' dc 1H0do que os expoeiltes de

m"a letl,'a viio diminuindo cia esquel'da para a di

"cila. Chama-se a islo olylanal-os a ,'espeilo dessa,
le:t,'((, Ot'denudos 0 dividendo e 0 c1il'isOl', 0 p"imei,'c

(eJ"i1l0 tlc cada diI'idendo pat'cial e semPl'O 0 que cUlllpro

t1i,"itlil' polo pt'imcil'o do dil'isol', Do que fica wto se

th,tluz a ~c.;uinle :

I

I
•,,
t
1,,
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25. REGnAGERAL. O,'denados o'dividendo e 0 divisor
a i'tJ~"Jicilo de 'Irma 1J1.CSma leUra, lHvide-se 0 to teJ''11lO

do dicidendo pelo t' do divism' e obtcm-se 0 t' do
(Jl!(.Cit.'it!e. JIt!Uiplica-se a tel'rna achado pelo (livisor,,
c.""b!m!lc-se 0 prod"clo do dividcndo. Pmlica-se com
o ;'cslo 0 mesmo q'ue com 0 di'vidmdo e cOlllintta7lHe
as or-C;'cr-DCS ate c"egm' ao ,'eslo O. No QUAL CASO, A

mnf:io SE DIZ EXACTA.

Qll~ndo 0 l' termo do dividendo ou de qualquer dos

rc,:os 1100 fur dirisiyel pelo l' do di,isor, a divisao total

e i",pos~i\'~], islo ~, n1l.o Ita polynolllio intoil'o que, lllul

liplic~do pelo dirisor, l'cpl'oduza 0 c1iridendo.

\0 ,'xei"O desta divisibilidade do l' termo de cada

I'~'!O p;,10 l' do di,isor dovero servir de guia as obser

ra~ijcs do n. 2LE. nM so verifican<lo 0 l' ou 3' caso ali

mcncionudos, pl'ocepera it segninte l"egl'a :

Gina clivisao de polynomios se aeha esgotada,quando
o e.\"jioenle da lel/"a O1'denado,'a Ii menor no ,'eslo do
gpe no dirisor.

26. OlJse;·va,oes. COlllqllanlo se de toda a analogia

eull'e a diris:io algebf'ica e a af'ithrneLica, jii lIa disposi

~ITO tlos calculos, ji nos fills da opel'a~.llo. ha comludo

entre umn e Dutra sensiycis diffcl'pJlQas.

~a al'iLhmotica OS quociontos par'ciaes se acham pOl'

tenlalivas e c:lrccem de vel'ifica~ao, ell1']uanto na alge

bra a divisao do l' termo de cada roslo polo l' do divisor

d:i semp.>o exaclamonto um terlllo do CJnociente. No que

e IDais ,implos a divi,ao algebrico.
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Nesta eindifferente COlllo~nr de direita ou da esquerda,

depois de ordenados os polynomios; porquanlo os racio

ciuios e pracessos que appli::amos ao mais alto expaente

da leltra ordenadol'a s:lo perfeitamente applicaveis ao

menOl' delles (n. 17). A di"i'iiO al'ithmetica s6 pode co

me~aI' da esquerda.

Demais, as dil'isues parciaes sao tao independentes

umas das outras, que, depois de achados Ulll ou mais

tormos do quocionte, podo-.a ordenar os restos em 1'0

la<;ao a di"crsas IBttl'as e continual' 0 pl'ocesso.

Assim, no exemplo soguinta ordenamos os polynomios

elll rela~ao a a para achar 0 l' termo do quocieute: ?

b para nchar 02' ; e para 0 3' outra vez em rela~110 a Q.

+ 10a-l- 4.Sa3b + 5ta~[,2 + 4a"bs - 15b~l- 5rt.~ + 4ab + 3b~

- tOa.~ + 8a3b + ~b~ - '2",; - 501 + Sab
10 resto - 40a:b + 5ja~b~ + 4(1b~ - 15b"

27. Pode succeder que um dos polynomios ou ambo'

con leuham mais de um termo, em que a lellra escolhida

pam elles sa ol'dellarem tOlllia 0 meslUO expoente. Nessa

caso, cumpre tratar como um sO terrno a totalidatle d08

que Conlin~.l'e.ma mesmu po(~,llcia ua lettra, e na did~~w

atlcnder a cstes tcrmos composlos, pela malleira que se

',""

· I ..., .
, ,.
, .
. .

•· .· ., ,· .,'
't'

ou. - 15b" + 4ab~ + 51a::b j -AOG'1b
.+ 1511' + 20a~ - 25a~b!

20 l'oslo + ~·1ab: + 32a2b1 - 40a.~b

ou - 40a.~b+ 3'.!a~b:+ ~!..1a~ \
+ 4.0a~u+ 3'2a!b~+ 24.a,b:l

S' l'esto . . . . . . . • • . • •• 0

1
3b' + lab - Sa'
- 5b1

1
- n~a + .lab + 3b::

+ ;)1:&'"

I

'.'. ",. ~ .
lh'
I,"I'.'! •~ 1:',
1, :H, .
•
I .',. ".

, '. .
'. I . •

,
•
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(10_ !Jb,;.ui-U+I~b;:f

('I': + !}b~.a. --I ;,b'~

. . . . . . (}o 0 •

+ ~b) a:l + Jb.!) a-5b:;c + l~b.:'::
-tac - !lb·
- [,b. a~_ 3;,2'. a+ 5//!c

. ,.-. .
• '" h

o

+10a.S +l1b) a 2 + 3b~) a-sb2c+i5b;:2/5a'+30IJ_fi,J,c
-l:ic -Hlb.; :!a + b-Jc-

-tna'::- Ob. a,2+JOv:. a.

Do"a a eYpu,'. Seja pOl' exemplo 0 di,·isol' 5(l~ + 3',b _•

;,be, e 0 diridendo 1Ja~b- 19abc + iDa' _ 15a~c+
3. ,Ii' + 15bc·' - 5b·'c que ordeuado se pode redmil' a esla
fji':lla (llo 10)

iDa' + llb) a~ + 3b~) a +15be" - 5b~e.
- i5e -i9lie·

Tambem se usa da seguin te indica~o :

Se representas5emos pOl' uma lettra· cada gl'upo de

quoDlidades que llJuJliplicomcada palencia de a, i"lo c,
SUj';> lllrlo llb - i5e = m, e 3b~ -i9be= n, 0 diridcu,Jo

sa lornaria em iDa' + ma' +na + 15b,,' -51/", cllja
diri>~o facilmente saguil'ia a regra (n.25). Quando, po

r~mJ se tl'at.ar da dirisno do terma ?na'!, cl..Unpl'il,a notar

q"e m I'epresenta um poIJ'nomio, a cuja divisao parcial
sa clerc applical' a masma l'egra (25).

o proccsw, pois.. SOl'a como sa segue:

~. 1'1,.,;\0

4" j'esto .
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~3 diris:lo do 1° reslo, tOldo do LliriLlir 0 '10 termo

(5b- '15c) a' pOl' 5It', 0 quocieuto sera

' .. •
,.,,.

I,.
I

•,

I,
i·, ,, .'
I I, I

··1 '

, .1
• I
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(5b - 15e)
5at

ALGEcn.\

a' 5b - '15c
= =b-3e

5
5

DivisM pareial5b - 'j5e 1--:---::
b-3c

,
!,"
l
•

•

•
•

•
•, ,

I ..

.
•, ,-.

~,
•'(I

: .;

•
•

•

• •
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•
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Effecluamos, pois, ern sepnrado esta ultima divisilo, e

o resu!tado b- 3c se dove ajuutar a 2a, para formal' 0

quociente pedido.

Basta csle exemplo para conhecer como se dcye pro

coder nos mais casos semelhantes.

28. Outro casu nota,el da divisM dos polynolllios oj
•

aquelle em que 0 di,identlo contdm di-vcrsas j)olcncias
de aluwna lett"a que nao entra no divisor. Nesto caso,

ordenado 0 dividendo CIll relaQuo a essalettra, a llivis170
so podel'a sel' exacta, se cada temw do lli'cidendo f61'
sepamdamente divisi,;el po,- todo 0 di,;isor. Este theu

rema, que depois nos sera util, pode ser demonstrado

pela maneir:>. seguinto:

Seja 0 dividendo "lIa' +Na3+Pa' + Qa +R, e odi
visor S, sendo "1[, N. P, Q, R, S monomios ou polyno

mios, nos quaes nM entra {/. Pois que 0 divisor S nile

contem a lettra a, 0 quociente a contera com os mesmos
expoentes que tem no dividendo, pois so assim lllu!ti

plicando 0 quociente pelo divisor se reproduzir<i 0 divi

dendo. Sera, pois, 0 quocieute do. forma mal, + na3+

•

I
I

••

,
I,

••
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., Pa'!
pa-= S

Dn'SAO DOS POLYNOMlOS '

8na' = !'la3 do que se seglle

e assim pOl' diante. 0 que demollstra a nosso theot'cma,

a saber:
Oi'denado w;> polynomio a l'espeito de wna leU,'a,

pm'a ql<e seja diDisil:el por out,·o polynomio INDEl'E'

DE"TE dessa leUi'lt, Ii neeessa'i'io que a pm'le afTceta de
cadet 1!ina <las poteneias da mesma IcUra srja sejm"a
dmneilte divisicel pelo mesmo di'visol',

Sina de exemplo a polynomio

3a'b+2a.'b'-.1abe~-Ba3e-.ia2be+8ac3

que se trata'de dividir pOl' b-2e.
,

Poslo 0 di,idendo dehaixo da forma'

(3u-Be) a.'+(2b'-4be) a'+ (Se3-41Jc'l a

lla2+qa +l', sendo 1n, n, p, q," monomios ou polyno

mios, tambem independentes de a.
O..a, llluHiplicado estequociente pelo divisor S, deye

se.. 0 pl'odllCIO Sma'+Sna3+8pa2+8qa+8i'=llfa'+
X",+p,,"+Qa+R.

E como entre as termos que contem diversas palen

cia, de a nao pode haver reducc;ao, segue-se que, para

poder tel' logar esta ultima igualdade, e necessarin que

sep
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f>3l'a di,idil-o pOl' b-2c, cUllIp:-e elfcctuur parcialmente
as se!ruintc]~ diyjsocs :

•

••

.-, ,

,I:
(

32 .~LGF.GR.'

"'lit LL

'i
!,.,
.,

•

•

.,
,
(
•,,

i

•

1

•

(;lv-Gc)a' (n'-4bc)a'
14

•••. _ 3a3 ; 2'.. . =2ba2 ;
b--2c 6--2c

(80"--1Oc" )a
3' ...------'-----.1ae'

b-2e

Logo, 0 quoeienle total sera 3a::+2{tb-.iac'!.. 0 que

fucilmente se 'erifica.

29. Eotl'o as exemplos de di,isao alg-ebrica, nota-se

que as expl'essues dC.ita forma

sao todas di,isi "eis pOl' a - b, isto e, a differei19a ent"e
po/cncias do 1JI"CSiJiO greio de d,ws quaMidades Ii
sem,p,~e diuisiccl pcla clifferciif(t cnt}'e as 'iilesmas
gHalllidades.

o (acto algeul'ieo e facil-de yet'ificar em cada caso

particular. Tr3Lare,'-1os comtudo de estabeleceI' 0 prin

cipio em geral, porque ;.Iootrerocera examplo de uma

especie de raciocieio muitas ,czes empregado em

algebra.
Procedamos, segundo a regra, adivisao de am_brA par

a-b,
a-u

_ am + am-1b af'.'l-1

10 re8to alA - t _ l/"
GU lam -, - bm -,) b.
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,

,

•

•

>

,
,
,
•

<

Se 0 resto for di.isi"cl pOl' a - b, ou se 0 fOr a quan
tidade deam"-bm.'. tarnhemo sera am_bm•.

Logo em gel'al :
Se a lilp'ere>l9lt ei1f'oc duas potencias de 'uom ce,-to

gi'ao (m.') de a e b /6,- dlvisi'vel po>' a - b, tambem
o sC;'d a di/Tc"c;1f;a en/'oe as p(Jtencias do gnjo (m) im
mcdiatamente superiOi~.

a2-b2

Porlan!o, sendo b = a+b, segue-se que a3_lJ3
a-

6 lambem di.isi,·c! pOl' a-b.

Sendo-o a"-If', larnhemo eaI-if, e assim pOl'diante.

Um raciocinio semclhante muitas vczes facilita em

algebra a descoberta de cel'tas leis ou formulas geraes.

,
30. Terminamos os pl'eceitos da divis~o algebrica

addicionando aos cal'actel'es de uma divis~o impossivel

(ns.21 e 25) as scg-uiutc. pl'oposiQues, que facilmente
se deduzem dos prillcipios estnbclccidos.

L' Um monomio nt<nca pode sel' divisive! po)' um
'(iolynomio.

2.' Um pO!Vllomio so ]lode SCI- divisive! POl' um mo
nomio, quando) esLe dividiJ· eXlIctamente cada tt;n dos
te;'mos do dividendo.

3.' Nen!mma lUvisclO e e:r:acLa, quando 0 di.visor
conlem, algl~'j]la lett'ra que nao exista no div'l'tlerulo.

4.° U?n i1.?!yfl,f)inio 'wIo t1 dicisivat ])Ol' OUt1'O 2Joly
nomio, se os term,os do dh-.itlcl!llo e do (U /)iSVt·~ eiJ~ que

3

•

•

,

•, .
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I

,

; ,

,

entra ttma =ma leUra com 0 maiOi' Ot< 0 menor
wpoente, nao fiii'ern dzhsieeis wn pelo ovli'O,

Esta ultima obsel'vaQao e ulillla pl'a liea, para evilal'

tentativas inuteis; e com'em vel'ifical-a sepal'adamentc

em relaQuo a cada uma daa letll'''. de que se compoem

o dividendo e a divisor,

50 Qua.ndo a p,'imei1'o te"nlO do d'juidcl1do e 0 ultimo forem rtsptc
tivamente dit:isirt.is pelo jH'imeil'o e pete ultimo do dit:isor, aconte
o!ndo pOI·im. gue dur-allte 0 CW'SO dlL di,;isilo se. t:~n.ha. a enconlJ"a.r
pa.ra. 0 quaciente um tumo do meslllo 9"40 no. lettra o1'diltot,·iz, que
o quociente do ultimo lio dirideJldo ')1!Zo ultimo do dit:isor sem lheser
identica, (I. dir:uaQ lIdO se {al'a exu,rta11lclI!':; porquanlo, sa fossa
inteiro, 0 CJuocient.c contcd:l um tel"lno que cr':! 0 quociente do ultimo
d... jividendo pete ultimo do divisor c. como adnlittimos a existcncia
de (juh'O com 0 U1U$1ll0 1;'1'''i.o que l'sle, c:'tislil'i:llU no qUoclentc" dous
termos do nll.!SIUO gt'".iQ, 0 que !\50 e pos."j\'cl pol"lJ.u.:Into 0 dividendo e
o di\'i:iOI' coni~llI, cada tau, UIII s6 t':l'mo u.~ C;lU:1 grno.

6- Quando ,Ia ltypOtllC~·t!l)1"C~C(klltcappon:!cc '10 qllociente um termo
identico ao quode,lie do ultimo (e1'1110 do ·llidcl.:ndo pdo ultimo do
dirisor, .rem que 0 n.·sto sria. nllllo, a dit:isao nao St.: tara uacta.
mente, pelo motivo antes e:tposlo.

DIVISIBILlD.\DE DE UM POL1."1\omo IN1'£lkO Wa: 1'01\ UM BIN01dIO DA
FOR.\lA. a; _ a

Seja P:t um polYGomio inlairo e ordenado segundo as potencias de
cI'esccnles de:c e cujas condicoes de divisibllidade por:J)- a 5e trata
de vCl'ilicar.

Sando 0 divisor :c - (J, do pl'imeil'o grio em :c, IS claro que 0 resta
da didsao, se nao for nuJloJ Dio cantera a; : chamemos R esse resto.
leremos

p. = (x - aJ Q + R (I)

•

Sendo Q a qnocicnte da divisao; porqne 0 diVIdendo P IS sempre
%

ignal ao producto do dlf'isor pelo quociente e mals 0 resto, e por
tanto a igualdade (I) subsistira para qualqner valor de a:; p6de-se
pais subsUtnfr :z; por a. e tem-sa assim :

P.=(a-a) Q + R
ou Pa= R

, --

-
,

"
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9 que Importa dizer que 0 reslo R 6 0 resultado que se obtem subs
t1tuindo a. em logaL" do a: DO polynomio P ; d'onde S8 eOllclue que

%

quando o"esultado de tal substU"uic:iio f6r nullo a ,'esto R cIa. divistio
tambem. serd nullo e l)o,'tanto a, divistEo de P POI" :t-a St (ad!. exacla,..
mente~ e tambem qne, quando 0 resultado de tal s'Ubstitlti~iZo na:o far
nullo, a divisiio llao ,ra)'a. exacta.

o que fica dito pddc resnrnir-se na seguinte proposi~ao :
Para que ttm polyno711.io inteiro em x .raja. ezactamente dir;mvd

per x-a e necusa,-io e ba.stQ. que nelle coUocando-.re G em Lugar de
%. 0 ,feU ."alor 8(, annulle.
V~se agora que para. detsl'minar 0 resto da dhisio de um polyno

Olio inteh'o em:D por X-G basta lazer a suhstituj~iio de que acaba.mos
de tallar: seja v. g. para determinar 0 resto do. divisiio de

fetta no pl'imeirD polynomio a snbstituioao de:c por 2, temos

2.2'-7.2'+iO.2'-i3.2+ 13= 32-56+..0-26 + i3=3

aer! pois 0 resto 3.

Para detel'minar qual 0 modo ou lei de formacao do quoclentc,
passamos a executar a divJs1io e, analyse-ndo 0 resultado d'clla,
chegaremos a tal conhecimento.

Seja. 0 polynomio

P = A:1-+Bx=-l+ Cx·-2 +Dx"'-s +... M
1

o qnociente da divisiio deste polynomio por a: - a; sera do CrAo
tn-1 em :c, tera tlt tormos e 0 resta sera independents de a:. Elfcc
banda a divisiio teremos.

•

•

,,
•

••

•

•
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DIVISAO DOS POLYNOMIOS 37

Assim 0 resto, i!lto f!, 0 polynomio
A aID. + Bam-I + C alll-~ + D 3om- 3+.... La +M

~ que 0 se obtCl'ln pando a em log.n· de :z: no polynomio Px'

QU<lnlo a fO\'IIHll;!in do quocienle. L! fMl1l'econhecer, que cadapoten
cia. de x tc:a J'elL r:o.:/ficitnte (ol'nwdo rio roefficiellee do tet"'lno prect
dC)/IC. ntulli}>licatlo. pOl' a. mais 0 coelfi/:icntc do terma que no dit>i
dClldo ,J do, 11/.Csma· ol"flcm qru: Um 110 quocic:lue aquclle gue se guer
(OI'moi': y. c' 0 qual'lo Lerma do quociente, pOl" sel' 0 quociente do
grao m -i. ~er!t rorlu':ll!o ell: XIII-f, tendo para coefficlente 0 do ter
cell'O terUlO, isla~. A.:I.~ + B a + C, mnltlplicado pOl' a, mats 0 coeffi
clenteD do qnarto Lerma do dl';ldr~ndo; set':), portanto

(A.a:+B a:! + C a -I- D) xm-.

o que ncah:llnos de v~r .:l.ccrca da dh'isibilidade dos polynomios
fnlelros sera P.:tl'.:t dl:mle utJ l;I':lDdtl .:tlc:mcc i :fs appl1cacoes seguintes
EaO frcqucnt~s e de ~l-andt! it!Jp'll-lancla,

ia _ (xm_ a.m) i sCnllll"e dirist'l pOl' x - a ; pols substituindo x POl' a
no dh'idcndo

•

xm _ alll. = am _ am = 0,

EtTectuando 3 dirts;Jo ,em
:s:1Il _ am
,,:,_--,,-= :s:m-l + :t:tm-'1 + a!:tm-S + ..... am-!- X + am-I

x-a
2a - (xm + am) 'ltv) 1,6de .fel· cxacta1l1cllle divisel 1>01" x - a: pais

snbstituindo x pOl' a no diyldundo elle nlio sa annulla) IDas tem-se
XU1 + am = am + am = 2 a1\1

islo e, 0 l'C~to da. didsito e2 am,
Effectuando a di.isao tercmos:

:till + am-_,-:_= xm- I + axm-! + a~:tm-s +a3xm-4 ••• , alll-1
x-a

2am
mals 0 l't!sto +

x-a
~_(xm - all:!) e(lidsel pOl" (~ + a) sumcllte qtttr.ndo meum nmne?'o

par .. porquanlo, dando ao dl;l!'!o\' actual a [61'rna do que fez ohjccta
do theorema ger3.1, islo e. fazcnllo a = - a lcremas que 0 novo divisor
deveri sel' x-(-a} c port3.nto dc,crcmos substltutr em logar de:t'
DO dividendo ( - a.) c te.emos

•

,

t

,
L..
•

xm _ am = (_ a)m _ am

exprassiio cujo segundo membra srj sera nullo quando m fur par pols
56 entiio tel'emos

(- 3)m _ aID. = aPl._ atl!. = 0

Effectuando a divisao temos. sendo t'lt par,
x _am

"::",""":'-_ :tm-I _ a;s.m -:? + a~ xm-3 .••• _ am-2 x + am-l
x+a

sendo m Impar)

•

••

f

tr

•
•
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38 ALGEBRA

mats 0 resto

xm _ am

x+a
=:tm _1 _nm-' +a' 3:m-3 _ .•. am-2 % +am-l

2,m

x+a

••

Qnando urn polynomio annulla-!e pela snbslitnil;ao de :c por qaal
qner dos ~alores dUl'erentes at O. C, •••• e dl'rislvel pelo producto. •

(~- 0) (x - b) (~- 0) ....

Scj:!. P um polynomio inteiro em ~; polS quo elle annulla-se pela
x

suhstituic:iio de x por 0., b. c•. " seri separadamente divisivel por
(oX - a), (x - b). (:z: - c) ....• ponhamos pois

,

•

sendo Q' um polynomio intelro em'%: racioctnando sabre Q' e c. como
Bzemos sobre Q e b, teremos

Q' = (x - 0) Q" (ill)

MulUplicando membra a membro as igualdades (I) (II) (TIl) teremos

P,xOxQ'=(~-aJ(~-hJ(~-o)xQx Q' X Q"; (IV)

dividindo ambos os membros d'esta pOl' Q X Q' tamos

P =(x-a)(x~h)(x-o) 0",,

I
•

,

(il)

(I)

Q=(~-h)Q'

P = (x-a) Q,
x

sendo Qum polynomio inteiro em Xi mas, por hypothese, tem-sc, subs·
Uta.indo em (PJ :& por b

P.=O ou O=(~-h)Q.

e eomo :» - b e differente de 0, vem

Qb = 0,

Isto e, se no polynomio Q .S6 poe b em Ingar de '" elle aIlllu11a-se,
parlanto, tem-sa....

•

que se qnerln demonstrnr.
Rcciprocamcnte canclue-se que, se U7l1. polynomio intei1'O em:J: Cdi

1:isitel pol' Ul1titos factal'Cs hillolllios do p,'imeiro gJ'ao e dit!e1'entes
entl'e si, eUe t tambem. dit:isirelpm' cada,lm&. d't·~·sts (acto res,

Se .se tem. (xm- am)pa.I·a. dividil' 1>0)' (xn_ an).jltwa. qu.e a. divisii.o
8e (tl':(%' cxaetamcll(IH! necessaria quem, seja um mul,ipl~ de n, ista t;
lJue~etenha. m.=k 11.; s"llda k 1(1)1 l1Ume)'O intcira: COlD e!feit.o, ten
leDlOS a dfvisao l ,ira,

xm_am=-:_-"-: = :xm-n + all xll1-~n+ a:n xm-3n + .. + am-II. + ...
x.D _ all

,
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de onde se "~, que 0 ex-poenlc de:z: em qualquer termo do qnoclente
~ scmpre 0 do precedente menos n e, pOl'lauta que, para que 0 8X
poente de % .enha 0. SCI' 0 6 necessarIo que mscja um multiplo den;
por 'I'J811tO, se asslm nao rosse, terialllos,,1. = k n + t', sendo r menor
do qu,} It e, pOl' tAnto, a rcsto da orclem k conterta:r:: com 0 e.xpoent&
r, 0 que huportaria hnposslbUJdade de prosConuir na dIvis!o.

A condl~o ~ hastante pOl'qne se pMe pOl' x:m= %li:II, aID = akA e fa·
zenda all=b, ::10:11 = x' feriamosx.m_am=x'l_bkexu_an=x'_b.
reduzindo-se assim a questao a saber sa

.
x'li. _ bk l!: au nao divlsivel par x' - b

o que e evidente, segundo jil. Timos,
De modo analogo concluh'iamos para OS outros casas que (oram

8XpOStos. e 1550 sera DOl bam exercicio para as estudantes.

Fracc;oes algebricas; maior divisor commum

31. Chamam-se /htc90eS aloeb,.icas as expressoes

como
>.

Sa a'! - b'!, etc.• a
•

2b
,

b+
,

2a+bc
,,

,

f

•,

,

I

•

·'

que indicalll a divisao de quautidades algebricas, sejo.

ou nao 0 quocieute exacto ou de fOl'ma iuteira.

As fracc;ues algebricas devem sel' lomadas na mesma

accepc;ao que as llumericas, ou 3l'ithmeticas. 0 deuomi

nador exprime 0 llumero de partes em que se suppue a

unidade di\'idida, e 0 llllmel'ador quantas della consti~

tue,,, 0 valor representado pela fl'acc;ao; podendo alias

os dou. termos serem numeros, monomios ou polynomios.

Assim sao applicaveis as fracc;oes algebl'ica~ as regras

expostas ua arithmelica para addi9uO, S'ubl,'ac9uO, mul·
tiplica9uo, divisuo das fl'acc;ocs, e para' as diversas

,
••,
•
••.' •
I
•
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,

~"

~.
.",-

t!'an,rOl'mn~jjes quc sohl'c elias .e podem propo!'; ~c

venda-se: pOl'em, nos c31culos a iazer- :5ohrc os numct'a·

dOi'es, ou ueIlomjn:-tdor'c~, scg-nil' os proc!:ssos espcciaes

estabclecillos para as expr>o$soes aljcbl'icas intcil'us,mo

DOm!OS Oll polynomios.
Dispens.'l.mo-nos, pois, de repetit' aquellas l'egras, em

que todayja os pl'incipiunlc:-> den~111 e:,\cl'cilnp-se; da fa

cilidaue com que :-Ee executa 0 caJculo ~1IgQbt'ico JIluilo

rlepcllue 0 Pl'i;C'I'e~~so dos conheci mClllos Hcste 111 III0 de

C$t ndos mati !ema! ieas.

A dc~omiIlQ(50 de: (l·tu'~:7o que sc :\tlt llll\c :t ::tes ,'XPl·I.lSSO("5 f. :th~
lul~mente "hnpropria: ~~:" dCllOlllIU;'l:;-IO Hi pr:c!.::! ra!.'.! .. CO!\\'I;niLlI1o"

UlCI~I<.: il C.<pl·...SSf!.!) :J.l'ith:lll·!:c.;:t U": un;;! !fll:IIJn,!:l.'!~· ll:"l:l'l' d., IIIlC a
tLn!d:IlI,;: CUhh', I,ort:r.,:, l':t:"·''';!l·tll flu :<.... 1::1".10 !lll,:!..·: il'll, I: r,OI'l;IIl;,I.

J.ltll'lkll!:l". P:)I'~1 u s,nllhvlo <Jh'~i'l·kn. <I.; IlH!illl' l!CI,,·],:.::.i:,,[c, f::l,-:;,!
CO:15..!:'vnr:d" t) ):.t':'<::~" I::tlllo .1" C"!'l'l','I:]', t·lln I:.!:!l la!ll:"'::: ~itlC1 "lll1
:it:'l""~iJa p,..j.~~ 1,!"u:·...:-~C!hl·'. CIlIJ\t:l1l HI.-,l;l\· '!ll.: )I;J i'nsf,:,::'(HI: :I:, :'=.'t':ullilio
31'Hll:lll:!!CO l'ilro. .... ::lj~ ...-lJ,·:t"t,ll;:llluic:llY:cn!l' tlll.~'lllt·l:lv...l..: ~'·j:l:l·::lh!adl!, '
scm flltC aquc!lc som'a IJI:JlliUCr 1·(''''t1":t:~:iu elll qua!l"fllCl' I! ...• !"ua:; IH'O
pl"lcuades IJl"llllili.-as ; Il'::thi 1){'{It.:-s~ f'I7.CI' C:d':!l£:Itl d,IS IJj.er:l.,:oi!.·..;, ou
expl''''SSucs qua dl'1l::ts t~!ll ;J. forma, :is :tlgulH'lC:ls dll la~'SUla (\irllla,

, '

,

•

;; :

,

-

32, Sb1l1EHlte Li':llrn"emos mais tle cspac;o flu rlrmtl'inll
" .

tla simplif1eu£;Do dns S~'~cc::.'jc.,:-) pOl' causa ue Cil'CUlllSlatl-

cias c~pecirtc~ que nesle FOllIn olTercce 0 calculo 3130

In'icc, e quo podem causal' CJl)!J:'Irac;n.~.

Emqnanto ~;1o J~~on()mjm: os l'cl'1t!oS dn f! :1<:1.:5.0, OU aD

monos l1Jll f.h·l1e~) facil t! I'('(,;onhecp'l' os ~acl'()I'O$ COm1ll1lllS

ao !lUll1el'D!ltH' e 11onomim\,Jol' e, (1II!itlinuu-os J ~ffcc

tUtll' a :-:ill1pliHc:l~no da fenc~:1o. Assim

1.2a~bC'1 2c--
1.8a'bc" ila

",
,
•

,
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Fori!- destes casas, e sendo polynomios os dous IeI'll lOS. '

da fl'acG[o, sllO s6 os divisores commlln~ ,mollomios os

que se podem, recouhecel' immediatamente,porquo dol'olU

dividir em separado cada termo d.o numel'adOl' e. do de-

nominador " "
Para doscobl'ir 0 maior divisor polynomio COIIl')lum a

•

,

,

•

41
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l'DAc~5ES ALGEDRlCAS

ir(bc

S,,~b 2a
-

lOa"b" -·,!:<,,'b" + 4ab' 4a'b- 3a'b + b3

5a' - '10"b + 5a .
=---=-5-a'---'-- = a - 2b + 1

.'

em to,los estes casos 0 divisor commum s6 p6t1e sel' mo

nomio; c pal'a -recollhecel-o nos dous ultimos oxemplos

sarye de g-uia a obsceva<;[io (n. 30~ e 1° e 2°).
33. Ern nlgnmas feac~ues algebl'icas se de.scohl'em di

yisot'cs polyp-oming COUlI11UnS aos dous termos com 0
auxilio dos pJ'incipios eEtabelecidos (ns. 18, 19 e 20). POl'

e'Xomplo:
«'-b' (a+u)(a-b) a+b

-a' - ':2ab + b" (Cl- b) , a~ b
a' - 4b' (Cl +2b) (Cl- 2b) a - 2b

- -
2a + 4b 2 (a +2b) 2
5:::Cl=-3_:.:10:.::a~'b:...-.L,J.....:5.:::Clb:..' _ '5a (a'-2ab+b;) _

8a3~ Sa'b - Sa' (a -b) -

5« (Cl - b)' 5 (a - b)
- -8a' (a~b) Sa
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dous polynomios, eumpre recorrer ao processo exposto

(arith. 56). Comtudo a applicar,ao algebrica deste pro

cesso dependendo de n.tten~5es espeeiaes e, offereeendo

alguns emhara~os nlio eonheeidos na arithmetica, exige

uma nova exposi~ao da !heoria.

•

•

, ,

".

[ ,
I,:,"
" ~.

"; i
•
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MaioI' divisor commum

34. Chamamos q"anlidade i-ntei"a a expressao alga

brica que nao comtem denominador algum.

Quantidade p-rima, em algebra, e aquella que nao e

divisi,el exn.etamente seuao pOl' si Oil pela unidade. De

sorte que, dividindo-a pOl' ou Ira qualquer, nao pode 0

quoeiente tel' a forma inteira.

E' neste senlido que empregaremos as expressoes po·
lynomio intei,'o, di'visc»' p"imo e outras semelhantes.

Sao evidentemente as mesmas no~oes dos numeros

applicadas aos novos symllolos genericos.

Dos principios da divisibilidade dos numeros, demons

trados na ari!hmelica, e especialmente do n. 113, 3', se

conclue, que 0 maior divisor commum a dous numeros

eo producto de todos os divisores primos eommuns aos

ditos nurnems.

Actualmente, representadas as quantidades pOl' sym

bolos generieos, e nao se polhlndo avaliar numericamente

a maior e a meno,', cumpre definir 0 que se chama

maio,' diviso,·'commum algeb1'ico .
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Da-se este nome ao producto de todos os factoJ'/Jt

primos comnwns a duas quantidades, sejam estes

factm'es nttmeros, monomios ou polYl1omios,

A determina<;a:o do maior divisor com mum a dous po

lynomios depende dos seguintes principi9s, que silo con

sequencia de propriedades demonstradas na arithmetica,

e das nogoes que acabamos de estabelecer.

35. PRlMEffiO PRDlCIPIO. 0 maim' di-visor commum a

dttas quantidades inteiras naose altem, muUiplicando

0" dividindo tlma delias POl' qttal!]uer quantidade

inteil'a, comtanto que esta 000 tenlla divisol' comrnttm

com a outra,

Com effeito, esm operag~o em nada altera os factures

primos communs as duas quantidades; n~Q omitlimos

a1gum delles, nem outro de novo se introduz. Logo 0

producto de todos esses factores primos ou 0 maior

divisor commum n~o soff!'e alteraga6.

SEGUNDO PRINCIPIO. 0 maior di-visor commum entl'g

dOtts polynomios e0 mesrno que ent,'e 0 menor e ol'esto

que fica da divisao do maior pelo manDl',

(MaioI' e menor em rela<;a:o aos expoentes d. mesma
lettra, )

Sejam A, B os dous polynomios, Q 0 quociente, R 0

resto da divisllo de A pOl' B, e D 0 seu maior divisor
commum. Sera

A=BQ+R, au A-BQ=R •
•

I,
0'
F-

o

•
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d'onde se segue que fl, sendo divisor de A e de B, di ,-ide

a A-BQ, E\ portanto a R. 0 quedemonstra a pl'oposi~5.o,

36, Podemos actuaJmente desenvolvel' 0 pl'ocess!) do

maior divisol' com mum algebrico, e sejam os dous pol.l'

nomlOS

,

"

"

,
",

; ;

'", "

,

..
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--~

'1'
2'

,

•

,

,

48a~b-'i1..s-120a3z,::.x5+12a1b3J..-I-'12a6b~'-f;'

48a'b,;;7-SSa1bi1.<l-64a'bx5-SaGb.1,4

Comecemos pOl' notal' qlle 0 l' p!)lynomi!) e tlirisi~el

par 12a~b::.x~J e 0 20 par 8a3b,1,.4, e, tendo estes UIJl1S

monomios ofactor commum ·1.a'!b.-c'!, sera este urn divi$or

commum aos dous polynomios; p61-0-heIMs de pal'te

para illultiplicar pelo divisor CommUill 0 polynomio que

obti rermos,

Di'-idindo, pois, 0 l' polynomio pOl' 12a~b3a;2, eo 2' pOl'

8itSbxl, os dous quocientes somente conterao os factol'es

communs polynomios ; esles quocientes sao

..

•

"
, -
,
,

,
r~

',- ,
.p.' J

~'-I,
J
:j,
-j

l'
2'

•

•

,

•

4x~-1OClZ'l+ a,?x"!.-a'*
6a;3-11ax~-8a2x-a3

.,

J

,
, -..
•, .

•

os quaes nao tem divisor COlllmUlll mOllomio.

Hesta achal' 0 mai!)r divisot' polynomio COlllmum aos

dOllS ultimos, e e clal'o que, se 0 1.' f61' divisivel pelo

segundo, sera este 0 polynolllio pedido.
Nao sendo 0 l' termo 4x1 dicisivel pOl' 6;;,-1, pode-sa

illudil' esta difficuldade, IUluliplicando 0 '1' polyllomio

pOl' 3, que nilo e facto I' do 2' (-1' Pl'illCipio); feito 0 que,.

e diYidilldo um pelo oull'o, acbamos 0 quociento
•

2x-.ia, eo l'esto 13(t·~.1P-26a:1x-13a'*

'-
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Na segunda di,isao parcial se faz tambem preClso

multiplical' 0 dividendo pOl' 3.

lsto posto, pelo segundo pl'incipio Jicamos reduzidos a

procuraI' 0 maior divisor commum a

6x3-11ax'-8a2/V-a3 e i3a~x3-26a3/V-13a', ,

ou em logar do ultimo

• n •Q;"-::-ax-a-

diYidindo-o pOl' 13a' que nao e factor do 10 Polynomio.

o mesmo raciociaio nos condnz a diYidir um pelo

ou tro os dous ultimo. polynomios, e, sendo a diYisao

exacla, concluimos que ~..'!-2a..::c-a2 e 0 maior. divisor

commUIll polyuomio entra as Cluantidades proposlas.

E, multiplican~o-o pelo factor commum monomio

4a'bx\ resulta 0 maior divisor COilllllum pedido; a saber;

Eis a disposi~ao dos calculos :

Pl'imeira dlvisao

u l-Wax3+ a!x'!- 4-' /R:1.4_t la.x!-8a!%-3a
Multipl. por 3 = 12xL-3Oax'+ 3r/!x'!- 3a.' '!x _ 4.a

- lZ.1:l+n(>.'t'1+1r>ti.:!.1;~+ '!."l~.1:'

1- resto U - ~:.r.'t':.t-l\lu. .~~+ 111';x- 30.(
MulUpl. porS == -~-ia.1:1+i,j'a:!.1:::+ tia'x- 94'

+2.ta.'t'~-Hf,.::X::-:12,(sx-~a.l

2- resto 0 +i;jlt::x::-~liaa:c-i:5a"

Silllpl1ficando :c~- ~a.:A: - a'l

•
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4.6 ALGEBRA

Segunda d;'oisao

6x3 -1I/L%':! - 8a~%- (1.0'" ;£2 - ~a% - tJ'
- 6x3 + I'2nx!! + Ga:!% U-1: + a

o + a..,c:: - :!a;:zo - aJ
- a.:r;:! + 2~3.: + (1.3

u
•

,

•

• .
"'.

Se a segunda divis~o nM fo.>se exacta, a mesma ana

ly.e conduziria a dividir 0 to reslo pelo 2°, e assim por

dianLe. Quando apparece urn resto 0, 0 ultimo divisor e
e.-iueuLcmente 0 maior divisor commum pedido.

Se no decurso dos calculos chegal' a desapparecer de

U::1 I"eslo a lettra ordenadol'a, c se pOl' este resto nao fdl'

diyisiyel 0 precedente na forma do n. 28, os dous poly

nomios sao primos ontl'e si, Obsel'va~ao aualoga a do
n. 57 na arithmetica.

37. Da analyse exposta se deduz a seguinte

REGR~ GEML. Ea;amina·se se algum monomio II
di ,isol' com"wm de ambos os polynomios, epor elle se

os dividem.

Applica-se aos polynomios 1'esultanles a regra do

rna ioJ' J,{viso," com nl'l.m~ nunle1'z"co.

Em cada divisao paJ'cial comep1-se semp"e por

d:r,di,' cada polynomio po,. qualquei'divisoi' monomio

q"" n"o 0 seJa do ou17'o polynomio.

Quando 0 1° te,.mo do dividendo nao e divisivel

pdn t' do divisQ1', multiplica-se 0 dividendo pelo

,
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OPElU~OES E PROPRIEDADES DAS FRAC~OES 47

{actor que (0" necessa"io, com/anto que nao seja
tambem facto,' do di-visor,

Obtida ttma didsiio wacta, 0 ttltimo divi-so>' 1nulti
plicado pelo diviso,' C07nmum monomio S'UpP"'imido
no come{;o da ope1'OI,:ao t! 0 MAlon DIVISOR COMMUM PEDIDO •

Para exereieio proporemos, como segundo exemplo,

os polynomios

a;l - oaf! - a'laP- - a3a; - 2a~

3a;3 - 7aafl + 3a2a; - 2a3

cujo maior divisor C1Jmmum e a; - 2a, obtido a terceira

divisll.o.

Se algum dos polynomios esta no caso do n. 27,

cumpre fazer a divisao pela maneira ali prescripta;

mas elltll.o, nao sendo monomios os coefficientes das

diversas potencias da lettra ordenadora, cumpre sup

primil', nae s6 os factores monomios, mas aillda poly

nomios, communs a todos os coefficientes, e indepen

dentes da letlra. Nae trataremos de discutir este easo,

que na pratica, algumas "l'ezes offerece embaravos.

porque, nao tendo applicavoes 0 maior divisor commum

algebrieo antes da theOl'ia geml das equa,ues, ell len

demos bastnnte, incluir nesla compila,ae a parle inais

elemental' da doutrina. 0 eomplemento della caJ::;..a.

melhor em outra parte do curso, depois de adquiridas

mais extensas no,oes da natureza e propriedade. dos

polynomios.
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Como comple:ncnto dO'pl'~~~nte C3pilulo <tqul art'~Mnl:llnos r:i)lda
e:;:posl~.:io fIa::; O!,..!l·.I"':'~·$ '1 (Jl·o.ijl·icd;\ll.:~ do:s fr3c.;r,.:s <lle-...hdcai, eo
raz~1ll0.s p'I.I'a IJCllI CS.::;:tI'cC_'!' 0 I.:sludaute sobr~ 0 t:~ractt::r mais sural
que bes ::>;"lubolos 3thlU:l'dll elO algt:LI'3.

ReduC9ao das frac90es ao masmo danomiriador

Para raduzir 30 mC3LHfl ucnomln3dol' duo:; au l11al$ rl·.:H:~Ot:~ 1.1:1.1:.".
p6d(:-s~ pro('edet' ~~:;llliJO :I. 1'(:£'1'3 gUl'nl delllonsli'3,1:l cni :l.rilhllldlc·a.
Ista ~, lllullipllcaudu ,1Inl;1)5 flS lanuos do caua fl'a(~\no pd" 1,I'odu,'\o
dos denominatJot"i!": d~ to)d~:s 3S olltr:!$, au procur'II,lI'Jllliltl eX:J1'c,,",""\o
que l:!i!ja lllUltiplo {;Ollll:lUlIl a todvs as dcnomju.. dc:·c~. J~\·iI..Iill·It.-tl

1)01' cada um udlc3 e l:lU~t!il!fc:anJ'J ambo3 as t~r!2ln,. d..: (,;)Ju f,·::c.:;·w
pete l'cSptctivo qllC'cit:nt~; I!canda assim tcxIas clJU$ c...n 0 1l!l:~lI"J

deot:l%uin;!d<Jl\ quc e 0 na~ll("ll'nado multlpto. ~I,)slo: ullimo I'",,,,,,, a
lll.:nos ql:e se niio C!:,l~':'ltll''': prull1pl3IDentc um ll1ulliplv C,'lII11I1111l
s:ullicicllh:menlu Siml)lc,::, {'OOYO:UI datcl'nlinar 0 mUlIJ!' !II\lItJplu
commun} :t todos os li~1I0Ulll1aJon's : 1::;10 !:Ie con:S~~IlC dCt' •. '!III'''lIdll

cada nm Jos dclloml:1:.ld'Jn~!iem SeUS fadol'cs pl'iUIOS (. ) e ;"'Jt'llI:Llld'i

um IH'oducto elll q':le Ulll\'c cada uw desscs (aclol'cS c.::m 0 llwillt.
e:s:poeate eOID que ~e 0 CDCOJltra.r,

Coo'1em ainda Datar que, quasi sempl'c, sera de Jllalor v:llIt:tgelll
redU2:lr C3da. fr3C(:Ja :1 tcrmos primos Imtre si, HaO sa pm'que 3S
fr3e~oes llo.a.es serao de tlll'mos tao simples quauta possin:l. CalHa
pol't)-ue a duterU1in~t;:ao tlo wenor multiplo comWUfl\ !"e f;mli COlli

multo malar pl'ompUllao, e assW! taIllhem todas as autras OpC1'3t;Oe:l.

Seja v. g., para 1'edu.zir 30 lllesDlO denominador as fl'3.ct:.oes

I
••

5h , 20 ., 9 be

10 .. ".a·::.;. ..y-

•

que ja est50 reduzld3! a sua mais simples expressao. Os ucno1l1lna
dares podem-sc escrcvel'.

de onde se v~ c1ar3Dle':lte que 0 m<:':wl' mull.iplo commuUl a tcdos !JIles
sera.

Para obtero quoclentc deste m. Ii\. c, Jlo~' cada UJ}J dn.~ th:I1"ll1ll!'3

dores, bast", supl'imh' d1.'llc as fz.ctOl'~ii qUi.: iOI'i:1U COlll!l:Ull:; {I dl~· e

(.) Uma e:tpl'cssao a.l;!clwien l! pri.JD3 qu3ndo nao t'!m t'oul!'u d:\':",nr
aleOl d'ella mesma e d.:1 UI.idade:. Dua:; eXI'I'esSOes ~c l!i/.cm i,I'; .. :l:i

entre si quando 56 tem por dl,iSOl' COU1Ulu.m a unh!3d\:.
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ao dcnolUln3dvr considC1'3d,) : nS$lim lcremos, r":'ipeclh·amenle. dlvi
dindo 0 menn!" mulliplo commUlll par caua dCDolllilladol'

2·:.33txl:r~; 5 a:ls:!y; 5.2~r!; 2.3 n'x~

!!!ultip:icanuo olllLas os ICl'IllOS de cada fl'llCCaO pela l'£spccli\'o qooa
cieal!! tel'cmas

f.'at:\,i'ies cstas 'Ine, te!ldo tadas 0

\'ameo~ iguacs as pl'inll.:itil::i.

12 ;'l4.x'·"~

till <J"x;')'~

.
•

25 :l3hx~:",'

1;0 <i"x:'y::

4;,0 C\·~ 54. a'bcx2
•
I 60 3":X"y::' 60 ao}x:'y'

mcsmo denomin.:ltlcl'l sio respccU'"

Addiy3.0 e subtraC93.0 das fracyoeS.
Pura C/fcCl'U(1/' aclflirur:s Ott 8/tbll'ac'.:ocs inditada$ ('nll'e fracroct.

casta. "edit:: il-C/3 ao menno .lotIltlmill atlul' e, cscl'el'cluln ~'m :u:!J Ii ilIa 1ms
DOS nlltl'I)S 1(){]1.8 OS 1Im"a,,- 111lmCl'(L:!OI'CS com. 0 :lfl!J'l'JI d(1. '-l'.\·]if:t'ti.Il'l,

(,·u·.,.u,·" d.1r pal'a cienOlllilliUlr'" q. l'Xp'·CIt.tao aS4';'/U fOJ'mada 0 d~'l/~

»lilludm- t'CllUnUHl,

Com c1fcito scjn a expl'ess5.o

abc
---+~
m' n p

redu:zIndo as trcs rrac~i5es ao mesmo denomlnadol' vem

emn
. xmnp=cmn

III n p

x mnp=anPi
bmp
- xlunp=bmpi
mnp

•,

como !e tem
.np,
wnp

<t.n p
Dlnp

h.m p +
w.u.p

c.m n

•

•

r,
,,
I,
,
;

•
••
•
,

h:~Dl-SC l.a mbem

(
a.n p _ h.m p + c.m 0 )

mnp=anp-bmp+cmn
mnp mnp mop

e, porlOlulo,

:'Ino _ hmp + crnn = anp-blllp+cllln
IUDl' lllOP mnp mJlp

que e a e7\lll'cssao da rcgra antes mencionada,

M'.lltipliC393.0 e diViS3.0 das fraC90eS.

PO,,'a, {ol'mat' 0 pJ'O !ttclo d~ timilas fJ'acriks ~JlItl'iplic41n-.$eentr~ 8i
tl)dos 1)8 nwltel·ad.wes ~ t'Lmbctlt os dcnomilwtlu,'es, iomando ~'lts d01U
pJ'oduolos~ "espeoCil=amellte, pa1'a lel'mos da r,'a;;~·J,o ,'e,)u!lante.

•

•

•
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ALGEt?.A.

:J :I
-,-x -

!J i,

..,.
X~

semp:'e
, a
-x
l' If

..•X " 'J --- h' "b" - , X" >' a"~ .,.~. "... .... -...... .. ...

a ;)'
-Xb ~;)'

3 X a' X 3"

b :< :/ >::: If'

'. PW'a d't<.ti,' 'l1Jl'1O (,·acl)!i.o }~fJl' vIH,'Uo i,H'c,'tem-se O~ tel-ntOS da
(racri'io r.:'idso.'a e lwati:fZ-se a 1'<.'.'.,.,,-:. do.: iJlu:.il;![w~ilo.

:l :l '
Com etfei:o s~'ndo pa:o,(l. diddir - ~"i)l' - c, iJotmdo-sa que 0 quo-

l> 1/

cicnle lllulUpllc3do pclo di';L:;or Jen:l'a r~pr,-"dlIz1r 0 di~cndo. tern-sa
:l a a b' •

31' :;.' :l

a'b X)?"=j)

b
-=
1/ a' b

porqnanto

•

Propriadade das fracQoes igllaes

- Sf.: 8e tem HwilQ!; f'·a,.·~,;-!s i:J:;7~S ellt;·~ sit cada tImet clr!l!as s~l'd

iguald gucscobtentfi!;':lld.o l!h\'O;,Wta. dos 11wllel',zdOl'U. e tamb.:m a
dos C:e't!lm.'i;ladol·~s c df;::f;il1t\o a· pl'in:ei"'a SC,ilma 11eia si:gulI{la..

Ccru eLicito, ~ej3 qu,e t~nllai!lOS

-b' = --:-;- = q
"como ~c tCl11 s~l11pre "

a' ,"

L "I ==i,.. qa = q, :l = J} q. ...
teill-se. SOUiUi:;n,lo e:st:15 i;~u31dad('s me!tlLro a ll!e~nbro,

a + ~. + a"' = ~ q + lJ' q + h" CJ = (lJ + b' + b") q
e1 pul'l~ll :(.1,

-'-- • --'-
.. :;."a ,

•
, , 0

= q - - - - - -!> + • • • ,
"

..
J T ..

"
c'

,
b
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a'

"a-a'

'0, '.l, ....
3- T a· Tn -

dOD-de

t!?m-se

e t.amhem

,
t

•!

I
I

,
,.
i,

f,

(I)

YUllCg09S

•y=-,
b

y=a +:0;:,

y - :1]; r = log. :I.

d!Z-5C, ern Cj:ir.l'p;,e:r Jos C:li!CS, que '!J e UU1:1 fU::lI:cio dtl Xi pols,
c""llsld~:':mdv ro, como uma q:lanUdadl! conhilcida , t: clal'o quo 0 valo1'
de y r!ijpcnt1~l':i dv \':1101' quu fGr atll'lbuitlo a x.

As ir;ll:l!rl:l,lc:~ (J) 1::.\aslit:l:;,11l 3S func\.:ues du fd!'nla m:lhl ~llllpltls

I;:':'I;;';i,; (l.d~r:l 11P~'I;:,mtJl' e!l~ ll~zcbt'a, d~pcr.d":lld,' tl;l~ t. •.!!:; 'Jpc:'acoe:l
qu~ eHa.i i:::.l:.:.:::m, ::;:~o pOl' 18S0 denoillinauas l1P}'~'~·jj,,~· f.f!Qelwicas
f,.! •,Ill!" to i ·C.' 0

::::.! •. 3 L:qll'.:.,-,,:1o d, l'e:!:lc:iio u;na 'l:a;';'cmcl x e <J tlllnnt;;.iall,· y, qUfJ
,: ·:!a e fl:,tt:':'i.u l,;ll:lJlIl;';1-~;(; $1;m:J1 qUtl inci=qlle ,;nll·:). IJ!iC'I':J.:<lo qUi!

"
'"irJ"'~;' U "'I ,J.,,, ~.'i'" >, •• j I'? ""h·;"ll:l,I..,,, a fun 't"' •• ,I"i, .. ,.' •• <:"',",h~b,'i,'"... -) ~. ~ """"; ''''', u , " •

<: '1':lL~ f' 11'~:':1' IL' :'l~··. "0 t.'t.'!-.i~:·,J,1.!';;He; d,'nvl'l1flllii?-ii.n 11'h! 1I,1(l will
• ::::" a;··::!'H'., £'·'I.£i'J I... :11':':'L' ,;u~ eil~I't! os sl'~li;;:es ,,'Il~ li~dlil nsr,'ll:la~, . ,

t:'{~ld,,:: ::;;~l'::!. cC~-"i~~I·.:..da:;1 un O'UU'os l!UC as tile :1Cjui co;:t~i.!dJo.3,

('t::l::lUO pr.~' !ald,:. de U:-.13 ')!1. i:lai:; d:is 01.;:1':1 :,j.<$ al,;dn':cas 50 esta-
, .,' .... ~ ".'-> ,.~("_ "I·" ",n .. .., -.•. l~.'" '" "" - o,;~ ,:. ,; ',t'''''''n,,''n~-, .<'c" c."."",.: :' 'I , 'h,,_' ''': •.•.,,, \ •.. , " u "'•••1•...• ,

I .. ' 0 ,.,~. - 1"
(: "l..I !':;':; C;:l:llh,l,.!;!U.::: ::ll!.:l~l·i:!a~, iJ,.i.·I!l~.-",: ,:;:'u C::!':'~"',I') :l ~~.;I'IC:l

l!'~': s:: r:,:·: ~.:'I· "L;,,:'! {.t~<~:·~~o .!~, (;.:, NUll:O:l:li) t·.I:! l~a:-u, pdo set!
(,·:ll"..1('lcr, to .].to!lH; U~ ~·IUi.I!;o';'ir:r: <j.·al'ia,·d OU, ~ii!itd'';;::::lCnl~. 1I~
"",,',... 0:.. ~ . ....
.' 'r- , ",••3:i1!:!i ~ P:l ..·l··~·;) ,J.11f:t·.,:) s.:!,·;~ p:m). (.ie!1'~:I:lI' :l OL'p.!lll.,mCHl que

lelll ° °,'l\l~:' (:~ ",:-::';1·:.:ts;'io rio ":1101' que }luI' nmtur3 se :l1tt'ibua il
rJ.::;loti,{"ue ~·c.1'~3',d, ou an~e~, i '/.·a.l'ia,rel x. SCI pOl't:mi.o, $0 tam

:0;::" /Ul;.-"~ij~':r t: '(( 01 ~t;'iC" rle.n i L'$•

.-1.j·.eul·icas on tl':l<:seenJ·~lite.s pocem as fu..'1c~oCS sr,r il1tei,·a.r ou
1~·ll-,(.·i!:lI;Ill'iasj '\.lcio,uu's ou i'·"ac:ona-!'s.
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::-:.. t3;; dIlIlCmfD:l:lll'CS tent 0 DleSlnO sentido que as fdenticas qua
:"H';l:;l J::da.; il3l!~;prt:3::oesalj!'t:!.ricas.

l.JlJ:~l!J.v 0 V3:01' cIa fUJlr~·.]rJ y e fmll1cdialamente dado par uma
._·,.P:·~::;l)u.,) c:n que 51'; cntl'!l a rai'iaul oX ligada a quantldades todas
d.;h;:·lIIi!1t;da~1cowo 1. go.

J=2b-5x; y=v ax,

~ •.,! oi:,: que y e UUla fICllt'("JO e,3,,';:lidra. (ie x.
QU1!:ldv, P')!'~nt. a (1I')'r:~'i1oJ y ufio :ic :leila Ucsct::.lb:ll'a.:ada do toda e

qll011q:ICl' C:ltr3 quantl.!;ak" UU JU'.'llu (jUC 3. Gdc:'min3(aO de seu
\'~lor dt'j)L!naa :mm..,d:;I;:l;l1eute d'l c~lC\llo do \'alor 113 e:tlJr.:lssao que
o l·t!PI·.;o;;,~nl.), apd.s a substituh;uo cia 'tal'iffvcl pelo \'alol' (fUe the devOl
set' :!ttl'lhuhlo, sc <liz qut.! y e umo. (IUlcrJ.o illlrlid1a de :;:~

A.s:>h.n
3 y = S - 2:<:, 5 s: - a = 2)' - V ax

siir} fl!nc.;i5c~ im!:.1icil:F, IjUel' ~c com::irlc.l·c y como rlll!Cl~{io e :r; co:no
l"fL.'i(l,t'd. fj::e~' ~l; c'):::Islil,,::c :J COI:lv ;:C/i'i((.cd C ,"I; COlllO fl!n::t;{£o que
d...Ila l!,,;.::.;t].:. '

G).I';';l:J l .....t~r ainua qUe ulIIa fUlle<:ao Y [J.j"!c depcmJcr de nlUH~3

,a,'i,n'ds: r, g, ':iC s~ t"UJ

y= 5x-3z,

se::.do.1: ~ :: r::!l,J.n~i:b(1r:3 !::d('~.:'rllllD:lll:JS:, e b~:n c1m'o que 0 l"31or da
func('iill y sti :'c!'a dch'l':l1!!l:'u!,) 'l\l:n~un dOl lug;].!" dc:,; e de :: forClll
collljc(!.;!oi<. ~i:lItill:ln(,:lm'::'~L'. os l'l'<:p,:eUn1s y~lot'C''' C, pul·tar,to, sel'u V
1.Lt:.3- qt::t:~t!cl.:lUll cujo \'alo,:.l' de-ll<!l1lb: da~ dU:l3 :c (:::: diz-sc pOl'
isso que y 6 Ulna l't:llc,:aJ .~l!."I; Ll de :.

Q:.l3ntlo DOS l·ucio.:id.. ..; Jll:llltl'Uialkos lIOO I.a necc::sid:ldc de mell
c:c:tat· '!:1:H:5 :l.~ r.:la:;';!::; (PIC lig3m tim;), (unc~1io C(.1l1 a .ari3\'el
eor;·...~tllnd('t:tc 6 c!l!$IlCCI~.~':::tl'~O L..oe:·(,Yl::l-n~ ou eouncI:Jl-as; nnslnl'u.
flldi.::ur oh:·cdall;::I:11lr.ll! I' fad:) priUd!ltll. isto P, que uwa quantidade
e rU:lCl~:n (1:1 oul1'a, c pal'a is,,;:) Csel'en~-s~

y=i(x}; Y=y(:t,z}

f {~:, ~. } = 0; y (x. Y. z ) = 0

quaodo:l i'UllCt;;'10 e imp!icil:l

C pl'onu!lcia-i!c Y ii"l:~t .:t(lt;;l'f;.i<J b ,ll! :{; y ig:ut! d fUll~c:;'o 1? de :x e
cl.: L, etc., lJ:I~llt... 6.:. c:{I.liclL:lS;

tun:,:iu ( tL: x ~(!:: y i:/"ta! a 0; (,PI!'."J ? d:: x,,, e z igual a 0,
cj:l:la:.J its impl:cll:l,;;,

Qu:!uto il. sua n~lUI'cl3 pl.idlJ Ul~la (UilcI;fi.o s~r continua on. discon
ti,lua,

•

•

•

,
\
•

•
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A (nncr;30 ~ conllun:l. 'l1l3D1.l", :l.llribuJndo-sa 6. '\"3ri3vel dous v3lo
res muHo pl'(lx:mr'!Il, p6tlc-:sc ohtcL' para fuuc\iio dcms valores eOrt'es
pOllch.'uk::;. cujn di;l~~I'Cll(:l s,~j3bio pCqUClH1 qnanto sa qll~il':J, ou,
1110.:[11,11', (llLC egS3 tlill',,:l'IJ-llc;'<l s~jn mellOI' do que toda n qll~nlidade detcr
U1:narkl, pOL' !nt'l\,)I' tltl~ ~stn sej<l,

.\. flllll',:::io e d;,)'~'OJllillf/l' qUtlutlo, fa7.endo-se mudal' de VJlol' a va
l'ian:1 t:e U!lia IllJneil'3 contiou3, OiCQntcec que a (uncc;a'J, na serle
dO:i sell'; "olol'cS COI'!'~pondeul~s, S011'L'O Ulud:m~as brnscas, 15k) e,
:,:1S";:1 d~ nm cl'l'Lo '"alol' a outro sem pas.'l81' pelos inlerDll'CUario3;
Jl:f.-sl: cnUio que ha ~D!lfl; io tIc cOlltinuiclade: no. serie dos valores que
:ldrzuil'o a fuuc~ao em cOllscqucncia da suhstitul~aa de uma serle
Cljlltl~ua de vaiores da 'ada"c!. Assi III , pal' cx~mplo. na ruuc~ao

i
y=--

x-a

oecorl'c que p.:J.l'a quaesquc\' dous \'nlol'cs de x maiDI'es do qat> a.
11::1" 'jut:: SCjUlll nlulto ponco dilfcl'cntcs entre si l obtem-sc dam: \"Ilt\l
1'(oS I :ll'a y que l!1It<:l'lr:io l<lnlo mcno~ entre si qunnto lllenor fizcr
mos a di!rl'l'~·nl;'a \.'U!1'I: (.,,e "'alol'cs da' v;H'ia ....~l :r; e. como pocl~mos tor
U:ll' ~S';:l Gl!rd't:D.~;1 (fio Pt:(lltC1I3 tI1HlfltO t1lli:f.cnnos, claro e que 0
lllc.:il:l10 s::C:C:l!uera com :l ,li(Il.'l'cnC3 entre 1M ""Ieres da functfio Y i
o Uh.:SIllO ;].cont~cel'in SI,) 113ndo :l .'1: dUllS V:lI01'CS monore5 ao que a
os (iZCS5Clll03 III ui to POllCO d i l1~l'cn Les en t I'C si j se, po L'em, a ttl'lbui l'mas
a :r: dous Y:llol'c:; multo pOllen dUl':.'~'·:~~:~ entm 51, mus tacs que urn
scja umito ponco moior e 0 ouh'o nmHo pOllCO menOl' do que a. acha
remos para y dous YJlorcs muHo din'crenles ent-re si, pols e claro que
cmqu3nto su tcm x> a. e que se f:1i:cm dimlnuJr sueccsslvamente as
r;1lores d",,'t'. ~lllb~m so raz dimimtil' a ditr":l'cll~a x - a e por~nto

o dcnolllilHldol' tla fl'.:lc~iio, CI'c;;ccnl!1) :1~!iim 0 .<\101' desta, quo so
LIH'n:1l'a lll:tior d(l que lIU.:l1qucl' f{uo.ntid:tdo tin do. quando 0 V(llol'
IIo denolllinadol' ~o conSiUUl'nl' mer-or do que rtU~lqllel' qU.:lnll
d:\de dado. : como :L din'el'eJl~a :c - P.o, que e 0 denomloador, tem
slg'Dal (+) quarodo x > a, cODclue-sa que 0 valor do quoclcnte cor
1'C.spondp.1l te ao \'3101' de x uas condl~5e,;mcncionadas tara 0 signal {+};
~l.:Sc tom x < lIi 0 \':llor .:IIgahl'ico d:'l d:!r..:renca ,'1: - ai, tcm sJgno.l (-}
e, porl-nnto, 0 t;ul)clcnte (;flrl'esponcl~nt:J sel':i taUlbcm de signJ} (-),
ma~, como a Clilt".ll'lln(:<l s. - a d con:,ldcl'~lii:'l, d~ \",11ul' nbsoluto, mellor
du (jlW qua!IIlHH' f'l'l3ntillaclc darin, u Cbl'O r{no 0 fj:J.ocicnoo C01'l'tlSpOl1
dt:nt~ a tal ,"alol' cl.,: :r sc!';'t m:t(OI' 110 'lIlC quo.lqucl' quantitlnclo dnda,
quanta ao "'alai' abJlolutn, l~ndo pt)!'C:u ~i:;ual (-).

Assim o~ dous ,al'Jrcs atl:'ihuidos :'l ."t:, 5cr.do 11m malor oulro
ml'nCJ1'do que a. ainda quc mllllo pouco d!ll'I.'rcntcs entre si, (orne
CC1';11l1 dous '\'alol'es pnra n fUIlCI::Il)!J dos qU:lCS UI1l scra de signal (+J,
tlJ.l\do \'n 1(11' nbsolu to III It: Lo g't·.:l!ld..:. c ou t 1'0 tlu ~i;;:lnl (-) tendo l{lm hem
",do\' :Jh!!olu 10 multo g'l';'!ndc, 0 {PIC e 0 mC~lHo CplC dizCl' que a. diJTe
f('n~a cnh'c clles l! luuilogr~ndc : CaUl etidto, scjaUl + t 8 - y" os

• •
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Y;:!'J!':.:S :!,,=,:':~;Il.". p,,'':'!. "// c r:.'l·~, :':I}::~~. ,-\::, :!, :;::0 \':;'!(i~'c':i :J.hs'Jlutos
lUlI!''-' .• ..:l!:·:.:: e' ;:·.··:.~t·;'nd; ':'~tt -+- y'oJ y" pod·~m l'C'?r.';;;ent:ll'
,';J!,;',.. tl", l:':.>::,· ! -.I:;',:, :!.: •..~ ~:l;"I;]':ti $ ': (~::': ;;..; t:..::.1 .j~ SUb~I"1:1ir UID
'","'- ,,,, .• ' ......·1 .•• , ,'" ,'" •••' '"., "a~ <I:··,'.undo ." "'o",a~' II 0.-,". ,.. ...~ ... -. .. '..•' ' __." ... ,- ... _".,:. _. _, _ ..
" ~ .. ' •...,... :;., .~ ~.. ,I,· " 'I
~." :)"'''' __ .' l I_ ......... ••••• _. __

,. ( - y") Nl y" :/ + y",

dous$CIi1ma de• 3i5t,:,';, :1 dl~~·: .... ::':2 e-:'l"':.~.:' '.$ d.1~S \'a::)r~s de y
" .. ..r. ... ::l.:.:S :1'.'.'.:,'- ':!i~H.{;,"::' :,' " :} •

" " ,.,. ",' ':. -. d. 1·· ., .••! .. [ ... 0:, .... "." ...) "'-on C ..~~.... d,. d,","on-~-'. " "'." u · l. '1-- u. .... ";:,'-. 'J"- ,"'.~ ...
til111i~hJ.: ll~:.$ l:;,_~\'·~~ :1,~~:,..:::":4ti·~~- .:. t: l\ !--=_:':d, "'lJ-:;';.!~~e:J.te cansc
~it1·:'r.t'::;' cL: 1:,L!·}.., ';~'.:-;' :i :::;l._ti.l~:d~ :lt~:'i1'P:i::h,s a '::ll·l:J>E:l. 0 desen-

'.

• "01.','"" .'0 d .. <:!.> •••• ,••:. ,,' .:" .... ' •• :, ",.11 r·'·. - _. ~_._ .... -'" "".-~."''' ..' .. ~'.".'
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CAPITL LO SEGUNDO

Problemas do primsiro grao

r-Iog59s 'Prelimius.1"cs sobre as equR90es

38. :";Xl') cOll~!dera a algebra, ordinariamente, senae
os pr0Lle!.llus Ctljo enunciado 1PRduzido nos symholos
algebrico:3 se acha repre~entado par eQHa9Dcs. Chama-s6
eqlw,ao a e"p"sssao da igualdade de duas quantidades.

A resolu~;[o de taes problomas compoe-se de du,as
partes distinctas. A primeir'a tern pOl' fim l'epresentar
algebt'icamente as condi~oe, do problema, ou pr5l-o em
eq'Ba9ciO; a segtlncla ensina a ~"esol'veJ' Ct equa9ao au
equa,oes, isto e, derivar dellas 0 valor ou valo!'es das
incognitas.

As regras relativas a l' parte deste processo tern,
como S6 vera, alguma causa de vago, e que fica depen

dente da sagacidade do calculista; pelo contrario, na
2' parte se seguem processos definidos e invai:'iaveis.
Pelo que, tratamos primeiramente desta 2' parte. ou da
,'/lSol",iio das equa,oes,

•

•

•
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Consideralll-.e em algebra di I'ersas especies de igual

<Iaues :

LI .A igua~lh ...je que existc entl'e nnmer:)s conhccidos

e uauus (i priori, mas f'cpl'~sel1t\dos p::)l' letll'as; taes

!5ao C::ita:5

a-b=c-d,

que ;-;e yel'ifica:n nnmericamellta :::.ub$lillliudo as lcUrus
llUlnC"OS P;\l·:i.~UL;11·CSJ entl'c os quaes Bxi:itam as rela
l:tl.~:; i!~tiiL:atlH5. E:).t~{ P e5pe~ic COUSCl'ra 0 nome de

i!J l'llldur(e.

:2 ~ :\ i::pal,l:t,!c crill~~u!c p,)l' si me~U1aJ on que ~e YOl'i

fica :'C!1l cl...'pcllJc:lcit do.') ralol'us nUllHH'icos duslctll'j.l:;;

lacs :soltJ

10= -13 + G, 3a-5b =Cl - b+2a- -ib.

Chama-se esta: idan tidade.
3,' A ioualdade que somcille so yerilica subsLiLuilldo

a algulllil on al;;ulll:\s das leUt'as que rCIJl'e-;clllam in

cognilas ce}'/'os vaZm'cs, dcpcndentcs dos numel'OS co

nhccidos que e.nll'nlll JJa iguatdado. :\.. esla e que so eli
especialillente 0 nume de Cfj1.lClt;,rO ; e delia pas:;;~lluoS a

oc;cupar-Ilos.

lV. B. As quantidades inc0O'lIil:H; se rcpl'CSC!llam, ella

e.t)'lo, pot' alg'llllla das ulLima,; loll t'~s du alphabeLo .

.1. 1 A. e(j'Ull9110 iclen!icCl, que adialllc se dcfiail,a.

As eq:lfl,t)ucs siio llULllel'icas UH littel'ties. C!:ulIlum
.:-:~ mc.llteric!is, quando nellas sd Cqll':llll ~~llmCI'O'3 pal'ti ....
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culares, excepto a lettra qne represenla a incognita;

littemes aqnellas em qne tambem a!g-nmas c[nantidades

dadas gaO i'epl'esenladas porleUras.

Conforme a natureza dOl! funcCUe3 que um:l equacao cnccl'r:l, lama
ella 0 nome de e'llfot;ioalgt'bl'iCQ, au de equar;70 Il"O,I1$t:t1LdclIte. 2sslm
~ que se dlzem al!lebl'icas lodas ::IS eqIHH;oc~ que nao cr.cerl"am senao
daqaellas fu.nc~oes a que dcnom!na1Uos a!!Jebdccw. e u'all.rCf:llde)lte.r
todas as que encerram signal de log-:tritllmo au quanUd3.de com e::s:
pocote desconheciclo, como, pOl' exemplo

log. x j ax

au qualqucr outra (uncclio qne nao estcja C'omprehcndida no nomero
das a1gebricas.

39. As equa~ues a uma so incognita lambem sa clas

sificam em diyersas espccies on !J)'cios. (-1) ClJamam-se

do 1J,'imci)'o rreio, as qne so cOlllem a i' polencia da

incognita. Do Se,fJllndu [f}'do, quando cncCl'ram a 23 po

tendo. da incognita; do tel'cciro, se conlelll 31 poLencia;

e assim pOl' diante. Damos exemplos de equa~6es nnme

ricas e litteracs de divcl'sOS grilOs :

doi' 3x-5='17-2x;ax+b=c+dx;
do2° 4x-5x2=35-3x~;a[fj~-bx=d;

do 3' 5.<;'+·111:' +3,v----2 -x'; 2ax'-5a'x'+ ({b~x=a2b~,

A c1as~ifl.ca\,iio tl~lS el[l1:'lcoe~ peJo gl'ao p<trace a mal.s DatuI,.,l pnr
que ella attende, em gel'aI, a ordem que, paJa dlrtl.r.uldacle de llC ..Cln
rcsoh'lllas. cllas dc\'cm COnSCn"ill' nil clflssiOca,.io; deve-sa nolal" [1<)

rem, fpW tnt modo tie \"Cl' nlio tem valQl" absoluto, pols CCl't:l.ll cqu:lI;oes,
tllTcclam, elll dsta do nIlUH:I'O de tl'rmas que elias enCL!l'I'um, {,jl'lIIa
tal, que oiIcI'ccc.m multo mellOI' difliculdndlJ, IHU"a sel'cm l'esohit!:ls
o.lg(:brico.mcfltc" (lo CJue UlU!t:IS l'qun~ocs de I;rao inferior, como :ldlnnto
h:l"1:1I10S oCI'asbio d~ \'~l"" &sIt! (:Icto.> loyoll os :lh:c.bl'istas a cl::.sslficD-- .
rem pdlllillvLlIUClllc ns 1:1111:l\OC'; palo ntlOll!I'O de [ermos, classlficavao
e"ta que lIlals l31'Uu ral cOlllplcl::Ullcnte abandonada.

ttl .\. Cl:lS;;ifil:a~~iio da,. cquo.{:oes pelo ~rao e5tende-s~ tambcm As
l!';U3c!3cs a 1:1 ~q;ls i I~COc'1llt3S,

•

•
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• ••

,
•

•
''',':1.0" .••

. a sua reso-,

"e'" 7. ": • 7 ,". ••• ,., ,"• •.'r.'.··.·le 0 ." '·.·.le'·,·lb"o1I~1 ,s,·U',l:.Ftf.. :, ,o,' t ;',f • '." r."~'

" "

precede ao
sianal.'.

," .
'""-<\:\1" · o'p (11'0. .... .,. . - .

•
.j" " o,'-,! .•.:", .,,... I.... .

n ",r. ~f), ~,., 'j• "J:!,;;". ,_.-,
:)0-,;:j r"p:11.. ::;:_. -,

'.

,

..
•

•

Dt:il3 e'it... ':·..·.'~ ~;;.) ,I,';' ,",:'f:"" .. :., .1~;,nJo :) 'ru:-.:Udade que
l"t''''~'1 "'''' I," "" I" I I'> ,:, ... I 1'" .r I' , .. ''''~'''·jl'''''''''"' utnat'""".'" ...... .~.. ..I . '-" .••• '.' ,:.~ ••• ~ • ,..:., .-••, ." "'" ,_.", '-'.

'u' ,>,qu'·· .: • .~ '·11·,·~·' • ..•. - '" " •.-.,~ " ,~ ", ,.·0"·..·" '"• 'U •• ...."' ......_ .•••• """ ._•• 1. " ••••' ••• ::- ...._ "'. ",J .. '

:; ,- (. ;':;.. '--I _ • "''' _ "1'1'... -, =u·"~•.• -;- ...... --,.)

<: ';' 'q' ',_.,1. ',.>~ "'r", .•.. "',1 ~i. ,j.,'•.. "._•..• e'" ,!.... ", _...~ r".,!. me,mo
~ •. ~ '. r-' :-"~ ~ .., ,. ~ _..- - t' v

r .••·!'\''''.•,.-••• '.,"." ..' ' ..•, - - , - ,." , .• ·..,1' I , _. "0'" C·.'.~'I·to '.-"-'0'... _ ..... _ ••••••••••••••• -.:.-: ".,•• _ " ,.. ,,:.:,.,;,,;. _ w ......

. - " ,', ,- ... ~

p:ll':l ::l ... :1 ...,;.,: <J--t! = "'''-;J = 1.1

•

•

O r··-'."·' ~ , II .. I"f"' • -. • ,. ,.•• .., -". ,l .. _!""-- \: .. . '-. '.' . . .' -', _..
I"~"no 0 IU' " ,." '" .",. ,-. ", " ". "I"':!"" ,I'l'"'>'I'''''.... ,J... ,t:.t ~..: •.• "" ",", I." ,.,.I<,oJ ••.•. (. WJ.., I.: "'. _•••

E" a ,'-,., .,I",..,.~ ... " . I··· I··· ,.- , "', •• ·'.-f'u· ""'0'" ..~ , , '''' '1'~ ., _.c"l \ ~ .~.••• ~..:.. ",- •• I 0..:", ~ l:.

'''''0'' o>"~" '-"""J"' .•.•. r.' -- ,'... ;J ... ,.- .•. ""'. ,_ • .... l ... ..:> u.~ .•• ~ ... _ . _ •.1 :.~_. ~., _._ ••l. '~l.:. C;.III;J ~qt.a.-

,," ·C-,·:T" ····,···~···.. ,., /":. , ,~ ···"··' ..a'o.. o' .. ··a~..... ,:, :1 ••• <.:. ... ,.~.'!j ,c" ... -.:., ':"'.'~"'"_''''''' ,,;.., ..... ,I... _., ... ,1 •

S '1 • Ec.",.;,..-; ....~ e ·.··,·C' 1,> ..),". ~ ,.Y" ..... J.; 'Ie,·"o g"OO.... • 1 '~'¥"LV .::' ....... • ..... .... '.I 1.J ~"J .' ; o.!

,'/ ''','Jr, ,"ICON"",,,,, ., l 1 .. , ,......• •

.1.0. E' principio CO~;jmu~ a toda a cSFc:c.le de iguaI
dades, e que se po'le ter pOl' eridente, quo 8c-m PCl'Lul'

bal-as se p6da : 1i,), ajl!;1ta;' QB- tira'J' (t ClmDLis 031iWJn

b)'os a mesma 'l~!(Dzticlade.

A =A' (I)

!'·.'lll'C;l(·n1.1nd:) A. c _"1' poly nom los quaesq::'Cl", cont:.:c.do, em goral, a
IUI:H;:-:IH:l, S(Jlll!l!au.!o a an'hos os !ll~Ul!Jl'uS a Ul~SIll;1 qU']!ltiJ.:Jdo k
~q't:ll1(iS
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P'l~E. !:~ :! r~l;: on rJi7."!: ;h l''!'I'1,:Ii·) (1) fa d:t.m, postos em IngAr da
:. '0 'n'l" 0 ·c·-.... ,,·,,'o .. :·1· .. ·1 ...... -"'e " "'1,, .I' ~ el"ro qno J'nn-••H.;'~ ", Jt••:·,······ .••. <.: •• " ••••••• t,:;_••_ .... "'~ •• t: ••

t:I;!":O a ~:t.l!:l p:J!::i.Ol.,!O :l l!~ll.',l.:t. q;;an!i~~ll:: h 3"l !SO:;I!'l\:;S ohlidM
~.::J"l i.:!:'!L;~..\.,,:;:1 t·g ~·.l!'.;l'!.$ d:t i::C'.';.'"I!il:t 'lllCs-:t!:;lJ7.e'"CIIl:J. equa-
• j,. ! :,. ! ...;;b~:~~ ~-::t:".:·:1··c.TI. (Ii) ::, rcc::);,'....-;.t.. :..:!:!.t"!. os Cf:w snt~;C!Ozel"em

(.:. s~ti:-::::·.:oJ i:l~l~ll:!\ It): el!:::;: !'::;:". ilui.'i.[:.-:tl. cOl1halctlte~.

;-:f,; t'.'··,1;]:r.')S :::;0:'0. :1 I:=[.!:,\::i-. {E} cOde emJH:3 ~:i mcmht·os s':1btra
:~::~')3 h. l~:'·:.!~l~-,S, e,};!) <!u:!! ...:;.... r~ciucinio. ci!c:;:ld·) a demonsLrar a
O!· .... :.~;,i,;.;i·J ",Jsl'a 0 cas:) da ::;uu:l·a('l,'~o.- ,

•

t. ~1""'" "~·l'!'·r'!·~.j(.U.~lt ...... _~ ....

.i='.:::'" ~'r. .. :.... ,,._.J .. - "'...... ,"_'",.,•...- ~ ••', .::: .... u· ·-·1'!" " ~,o '0 a quaD_ il" ._';-"V ....... .., .-V .l 1...._·11'.,~--' '-, .... ",. , -

t:d·.~:: ~.:~ S... :"::! i':'.:".: <1 !:.:lt1~C: h~2.t~o ~ to:l (r::c, con:·c:te.o a fneognH~,
" I"" 'e .. , ... -1 ,.1., ..~·L-;"~· .. "'~, .~ "" n··l'!11 ,.Io-quo D'-O '"11,-:-'. .. ~ •... ·.M •_. ~. •• __ r-' ,. . < ..

:';:";2 f, l'~~J .S-o ,:bda, <I '::::i.;l~-.U '11,0 ~l) ('i>tl:~l n5.o e eq'li'.·a.lentc. !I.
P":::~<;~:':l ~ liEo P(;JI" IH,ol:l. ,!:uJ.:-'!::liil-:I. s~!'.::i:> Olttendcndo-se a cir
C:l!:l"t::lr:.cia '1:;e l·onh·:ce-!·.:,,:l'IS :!.dJ.3:.te.

F~~:<1 a r\:slr!:.'~lio ~('ja a "'1ul!~iio

" .- '\'."'1.. _. ( I)

A k = A' k. (I! )

porqu.mto C~ \·~~!'.Ir,:~\ fInc i)~:~i!lm 0 p;)l:vnomio A idcnl1eaOlei1tt:l 'b"nnl
:l ..1' fJda Stl1..~Utl:;~?\q ('1;1 JlI'Y.'lI· eLl !!:C6f'oii:t ("~l'iio ainri3 A h ident!-
C""'lll:'1 t O ~"'I'oI .\ -l' /' /' "'~":I·I'(Jf···,··,·.. I, ... , . - ..~."'" '- .. '" _.

Se :l£',jj':! ihldil'!11f'!i :!r::h<.·: 0,; 1:" :l:'~'I'C'S de (J!) pOl' ". tcrt'mo!';. com
:ln~lo '0 I'l'''i" .;.,!. "~",,,·,,"o'" ,."- ..'.:...,,,.. .. j,.) p::l"" 0 ""0 ,Ii, _','.jl,t,o_.. :; '" ," .. ,". ,..).,,, ,. ~ '- " ..

A I'(!!it!'!c,:.n 'jli': E,:, m.,:,~ .... li\:,·:';l,j,;}l·in. lHH'Cjuanto, SU, pOI' r.x(Jmplo,
$oil \o;:"a u l"uero;' I:;;: -:~) (,:H·.:) mlllt!pl:c:tr :11:1bo::; os llIo:UllJl'fJS dA. cqU:lI;ii.o
d:l(i~, a::i.miltlndo qnu :3 nuo $ejn 1':)i7o de t31 cqu:l\fo, 6 claro que a
equ~tiii(l

A (x-3)=A'(x-3),

que 5e (Ihti!ll) pela D1nltJplic.1~ao, nao sera equivalente <\

A =A',

porque fa:.::'~ndo :x = 3. tcm-se

(ill)

A(3-3)= A' (3-3)

0=0,

•

,
isto ~

•

, I
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o qUe! qUC\' di2l'l' qllC 0 '-alar 3 h·tlo.~forD1on em uma IdcnUdDoc n eC[tl:l,
.,uo {II I.,,; como E'slc ,alCll' nilo con ..em a equa,:.1o (I). pDt' b~·pOUll~SCI

c I ~3S l:U,;t saO e'l ui f~lc1I1t.'~.

1:::.1;10, l:l-:J ;;,cl':JI, IlaO con,t'nl Dlultll,licar on di ... jdil' as ctlua«;ocs
pOI' l1:I.IUUuilJe (lUlJ possa (!llcul'1'31' a luc~'f)nita.

o que :::ignifica que, se antes da I)perf!~ao eram ig1l2es

os dous membl'os. tamhem a sao depois d'eUa ; is to e
p.\'idente, Daqui resultalll dnas trans£ol'ma~ues que sao

de usa continuo na resolu<;ao das equaQ,'jes,

t. lI TJ'ans[OJ'mafl.1o. Con,em muilas -rezes j)(lSS(('}" 'UJn

terma de ~lin iJ(l'iYl OU,t1'O tnemb}~o,o para 0 que Lasta
1i11Jdai'-lhe 0 signal. .

Scja .por examplo 50;-6=8 +2x. Se tiral'Ulos 2x
de !.1lubo::: os memln'os, lerernos

5,£-13-2..:=8+2x-2x: on 5.,,-0-2x=8,
E, se a UlIi 80ntrQ membro d?sta ultima ajulltarmos

G, resultarit

5x-6-2:c +6=8 + 6, au 5x-2x=8+ 6,
Vc-seJ pais, que 0 termo 2x, ndditi,o no 2° membra.

passa a ser sllblractivo no 1'; 0 torUlO 6, suhlractivo

liO '1', tornou-se additivo no 2'.

Do mesmo modo se proya que a cCJl1a<:~o

ax +b= d -ex S8 muda em {h~ +cx=d - b.
Logo, em geral, lJode-se t-"wls!cl'i,· 'l'UtlqueJ' (eJ'mo

de 'wn '1]uJJ)lbJ'o IJara Dull'O, 1)l'l.ulalulo-lhe 0 signal.

41. 2' Tl'ans!brma{x,o, Quando os terillos de uma

eqU"~.no all 'atg'uus deUes sao fl':Jcciollnl'ios, pOde ella

roduzir-se a outra que s6 teuha tQl'll10S inteiros•

•

•

,

,,

,
I

I
i

1,

1
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Seja a equaQao
2a: 3 a;
---=11--
3 4 5

,

-,

que, reduziudo as frac<;oes ao mesmo denominador, con

verle-se nesta

40x_~=1 +12a:
6060

1
60

Multiplieando ambos os membros pOl' 60, 0 que se

reduz a supprimir 0 denominador 60 e pOl' elle multi

plical' 0 inleiro ii, tel'elUOS

40,~ - 45 = 660 -12x,

i'll-se, peis, que todo 0 pl'ocesso consiste em redtt~i1'

os le;')}/Os [i'accio;ull'ios ao mesnw cZenominadol',o
qual sa omitle; e ?nuUiplical' po>' esse cZanominacZo" os
teriJlOS 2·nteiros.

N, B. Se na redueQilo ao mesma denollJinador houver

simplifieaQues, nao lta ralao para omittil-as; e a sua

pratica torna"'; mais si :upies a e'luaQao tiMJ.

Sendo a equaQao algobrien, a regl'a precedente tem

plena appIicaQua ; segundo ella, a e'luaQao

se mada em a~bx - 2a~ba"x + 4a~b~=, 4b'c~x+ 5a6

3a'b~

o d~nomiJlador eOlllUlun dos lermos fraceionarios
a'b~,
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,.-- 42. PI'oponha-se agora resolver 0 equa~ao

,

•

4x
9

3 5--=2[0--
5 (j

au

e finalmente

Da ultima,

•

•,

a qual, pela. segunda transfopmagao, se ronda em
/ 40.~o - 54 :....- 1800.; - 75.

Transpondo 0 tel'1ll0 '180.;; para 0 -;,' membra, para 0

2' - M, resulla

"D.l; - 18D.;; = 54 - 75

ou - HO.1.1 =- 21
A mesma transposiQuo applicada iJ ultima equaQ~o a

con>erte em :

21 = i·iO.~ ou 140.;; = 2-1

Se na equa~lio 40~i) .- 5i = 1SO:~~ - 75 passamc5 os
terlllOS affectos da l!lcognit:J. J n~io para 0 10

, mas pa.ra

a 2' membra, resulta

'i5 - 54 = -180", - '10;;;
21 = HO,1.1
1.{0;1; = 2-1.

di\idindo cmbos os llleInhros per 1~O,

•
•

•

,

I

•,

resulta
21 3

20

c. '0- '" :,~ 'I. + 4 ,~.~ .,., .., ,..... .., ~·.c,I" ·'-·"r.'·iJ··-·· ~,·'o·- 'U,,"·· " - ,"","/1: -"'''0'.... .... ......... ~. --........ ,.<J, - ......"

J.V. B. IncideutemC!lte tb:.)u pt'G';[H.:'0 que 'mt:"[~tl}, os

sigilaes a ambDs os m~;;,b;'cs' n~Z(J '1'tf!..:Y?' a i.'2:~a:;!io.

•

Resolvamos ta.mhC'm a e(fUu(':io, .
formada.

'" 1r" .:;,'a_.~ ~l... .._ "•,
,
,
·

,

•

•

"
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Transpoilclo os lermos cle modo que no l' membro

somente existam a:luelles em que anlra x tercmos

a4b~-c- 2a~·b.:~.l.~ - -ib'}c2o; = 5.:£6 - 3a3Z,'I- !;.a~b'J.

Ora, 0 10 l;lOmLrl> j)ode tel' a forma de lUll producto,

posta em evidC'r1cia 0 factor fE, commUill a todos as ter
mas, deste iJ:~0[lo

( 'b ~ ,-. 'b" ') ~ G .., "b" "b'a" - :t.a:·()c- .- -l 'c- a; = oa - <:J{t"' .J - "-.1a~ '-

e e clar,1 que ,1iyidintlQ ambo3 os membro3 desta e'"Fw

Q~o pelo pal)"llomio U1ultip!icadol' do x, so obtod 0

"alar de:5la ill~ogllita; 0 qual Be-l'c1.
,

5a.G- 3[t'lb3 - 4bi l/!
x-- \/ 2 'b " . ~., ')a D - a~ (;- - ::J,.o'c-

43. REGRA GElHL para resalvel' uma equaQilo do l'

gl'itO, numel'ica ou li~teral. 1.0 E.;.1Jc!lcm-se os clcrlOmi

nado}'es, SC os IUl. Collocmn-se no 1° 1nembi'o todos as
termos em. qt::e eiltra a incoJnittt, no 2° os ta;'mos co
nhec~·dos. 3. n RccZ,,,t,:Jcln-se as tei"lilOS sl?me?ha;ztes; e, se
a eq-utlr;iiO d li!tc;'at ljOe-SC Cin e'Giden.eia a fae.' 0," x. cO/no
1nUin a03 t~i~:~·;c.S do 1.0meJnbi'o. 4.0Dl··:;z'(?em-~e tnilb;js os
9iWiii Di 'os pelo n1.!mei'O ou lJe10 nwnom,io oU'lJoly:wmio
que 'l}~l:lli;:lica x..

4A:. Pa,-.;semo3 a ill papte dj.''i·esol'M.~aO ddt r~i·(lb!(:i!w.;;,

cuias l'e';'"1'a~, como dito fiC3, n~io ti::i'!.l e !rL~;~~I!Ja inra:'!a-. ~

bilidaU9 tlue D.3 OU 2:1 parle au ,.eso[;·/f."Yo ctw C!J1UL:"vCS•. ,
A's VO;~D:; 0 enuuciado do pi:oble:na sa tra(luz im-

mediatar:1cnte e!u equaQao j onll'ns en~cc:,;s8.l'io sagacida

•

,.
••,
"
"
, ,• -
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de para pp:"ccbcr nesse enunciado as comlic;ucs suscc~

pli~·oi~ de SCl'e:.u expl'essndas aigebricamelllc. E :'linda

sllcl:cdc :laO sel'om as mesmas cOlluic;0es P;'opostn:::, porcm
O~i.t(·:.lS, daUDs dCl'iY:ldas, as que fOl'lllmU :l erJlIaC;;lo Ott

e"ln~,ijes. i\este caso se dit 0 nOlle as pl'OpOBtos de

co iI di9i5as a~:pliciJas e as que dellas se ded llzeffi condi9~cs

iiH·lJlicitas.

Eis aqui 0 unico prece.ito geral aprop"iado pal'a bem

cllcnmiuhar 0 esludallte nestas iuycslig:lc;f.iC3: COJlsi

dCl'W' 0 jJl'oblcma com.o ·r'c-so[rielo: e elred1!fl}' com u

aH.1;/iio clos sigiUles algcb}'icos, sobJ"e as (]1frntti!adts

cOi'l-l1ecidits. nt!iile}~OS ou {cU;'os. c sabre fl 2'ilC1)[jil,iia,

SemlJi'e 'j'epl'csenlacla jJO}' umn [et/.'}'a, as 'i}1(.'..::iiiClS OjJC

'1'a9ues e 1Ylciocinios que se}'ia}}~ necessa1'ios se 0 'ra[o}'

da incognita jli estircssc dctcJ'iilinado c sa {mtassc de
vCJ'i{ical-o,

A pratica deste preceito nao offerece uniformidaclo que

permiLta estabelecol'-se regra mais precisa e delinida;

applicando-o, pOl'em, com discernimeuto, sempl'e se

oblem duas express6es algebl'icas da meSilla qllanlidadc;

e, igualando essas duas expressues, forma-5e a equar;ao.
Passemos a exemplos :

45, PRnrEJRO PROBLEM.\.. Aclza>' um numCl'O tal, qtlC

a 'ii1etadc delle, 1izais tm~ te}'~o e 11Uds tt1n qUaJ'to jun.
los a 45 il}'od,,:;a,,~a sommcula 418.

Represente a; 0 nurnero pedido; conlJecido 0 seu valor,

seria preciso pa>'a vCJ'ifical-o sommar 0 valor

•
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!

$ $ d $ r Ade - 0 de -, 0 C - com 0 nmne.r'o lib, a VlJl' so a somma
2' 3 4 '

e 448; logo, a equa~ao do problema e
$ $ $
-+-+ +45=448
2 1:1 4 '

ou tirando 45 de ambos os membl'os

a; '(JJ a;-+- +--=403
2 3 4

Expellil)do desta os denominadores, temos 6$ + 4121

+ 3$ = 4836, ou reduzimlo 13$ =4836; donde

$= 4836 = 372.
13

Co;;"! 372+372+ 372+45=186+124+93+45=448.
euelO 2 1:1 4 .

46. SEGUNDO PROBLEMA. Aj"sto,,-se urn trabalhador

que vence pOl' cada dia de trabalho 1,1280, com a con

di,iio de pagar pOI' cada dia que ncio t,'aballIa1' 560

,",lis pelo seu sltstento. No jim de 30 dias 1"eeebe "nica

mente 1;1600. Pe)'gunta-se quantos elias trabalhou.
Se conhecessemos este numero de dias, e claro que

multiplicando-o pOI' 1280 eo restante dos 30 dias pOl'

560, subtl'ahindo 0 2' producto do 1', deveria ser 0 res to

1600. Assim, applicando a regra (n. 44), seja$ 0 numero

de dias de tl'abalho, sera $ X 1280 = 128<J.r. a quantia

ganha pelo jornaleil'o; 30-$ os dias de ociosidade;

&

•
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(30- x) 560 = 16800 - 560x, a quantia a descontar-se.

Logo, 'l equaQi'lO do problemo a 1280x - 16800 +
560x=1500, que se muda em..... 184()x =16800 +
1600=18400.

18400
donde x= =10, e 30 - x=20;

-1840

islo e, ri jornaleiro so trabalhou 10 dias dos 30 do ajuste.

Ve/-i{ica.ti.o. (1280 X 10) - (560 X 20) = 12800
11200=1600.

47. Este problema se pode generalisar, represenlado

pol'

n
,

• a
.. b- c

o numero total dos dias ata 0 ajusle de contas;

o salario ou ganho de cada tiia de effecth'o trabnllJO;

a perda ou despeza em cada dia deociosidade ;

a quantia que afinal recebe 0 jornaleiro.

,
Seja ainda -
-

a; 0 numero de dius de trabalho; sera tambem

.~-xo numero de dias de ociosicbde ;
e a equa,,~o do prcblema sera ax -6 (n -x) = C OU,

ieita a muHiplica~o,

,
•

doude

ou

•
e l!nnlments

ax-bn+bx=c
ax+bx=c+lm
(a+b)x=c+iJn

c+lm
,c=---

fl .,. /J
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Esta exprcssao ou (ol'mula resolv~ todos os problerr,as

semelhantes ao proposto, isto a, cujas condiQues iorem

as mesmas, variando somente os numeros. Semelbante

formula geral se pode deduzir para qualquer outro pro

blema; e esta generalidade e das principaes vantagens

que offerece 0 emprego dos synibolos algebricos.

48, TEnCElRO PROBLEMA, Di-vidi," um nume,'O ,'e

presentado po)" a em I/llat)"o partes, que estefam ent"e
si como os mmw)'os m, n, .p, q, isto eque scfa

11 :21 :31 :-1:11
: :m:n:p:q.

A' primeira vista parece 0 problema encer"ar quatro

incognitas, a saber: as qualro partes do llumero dado.

Mas, bem entendidas as condiQues proposlas, torna-se

evidente que, achada a l' parte, sera facil determiuar

cada uma das outras pOI' e>tas propurQues

1"2" 'm'n• • • •

•
t-
-,
!
-•
f
•,,,

l
,

!
\
.;.,,

I
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•

f
•

1"3" 'm'''''• • • • J:'

Pelo que, tratamos COmo incognita somente a l' parte,

'que se representa por (1). E' claro que as quatro partes

sommadas develll reproduzir 0 nurnero a, e segundo as

proporr,iies precedentes, sendo a l' (1), terernos

",
, ..
t...
".
<..

f'
I

f. .

a:'4" 'm' c'o • • • x

Lo"o ao

2' = ".%'
n.

311 = px
m

,

•
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Seril, pois, a equa<;llo do problema

rzx..L px + qxm+ I =a
?}~ 1}~ 11t

ou, expellindo os denominadores,

mn +1lill + pC/} + qx = ma,
?'it n

ou ainda (m+n+p+q) C/} mao' dondex- ..L
m+n+p , q

Obtida a l' parte, ~ facil determinar as outras, cUJa

expressM algebrica sera

Os valores numel'icos destas quatro cxpressoes sa

acham facilmente, dividindo 0 ,tumel'o dado pela
somma dos mane/'os m, 'n, p, q, e multiplicando
successivamenle 0 quociente pOl' cada um dos mcsmos
nurmel'OS, regra que coincide com a da arithmetica

(n. 188). Assim devia ser, pOl'que 0 presente problema

n1l.0 Ei mais do que a Regra de Sociedade, da que trata

o numero citado.

Seja pOl' exemplo 0 numero 351 para dividir em quall'o

parles pl'oporcionaes a 3, 5, 7, 11; II 0 mesmo qlla

sllppur a=35i, ,n=3, n=5, p=7, q=11. E substi.

tllindo estes nUIDeros nas f6rmulas deduzidas, au
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•

seguindo a regra que dellas se del'iYa, acha-se para 0

quociente mencionado

35L
26 =13,5

.

E assim a l' parte = 13,5X3 = 40,5 • 2' 13,5 X5 =

67,5; 3' = 13,5 X 7 = 04,5; 4' = 13,5 X H = 118,5.

Verijica9tio. 40,5 +07,5 +9",5 +148,5= 35'1.

§ 2.° Eq"a9i5es e Problemas do 1° g,-do a atlas ou
?'nais incognitas.

49. Suppoe-se aqui 0 numero das equa<;.oes igual ao

das incognitas, e depois se vera que so neste caso 0 pro

blema pode ser determinado, islo e, admittir uma unica

solu<;i1O.
Quando se tem mu1tas equal;5es, a muHas incogaiL1s, de tal modo

IIgad3s e'ntre 51 que nenhuma possa sel' resolvida indl.:pendentcUlcntc
dtlS outras, diz-se que elias sao sillluitanta.r. Quando as tfjllot;iic$
Silll.te!CQ,11C(l.S sAo lacs que 0 valoI' au .alOl'cs de nUla IUCSUla qualqucr'
das Incognitas sejnm scm pre as mtlsmos em todas as equat;5es em que
essa incognita clltrOl', eUns rOI'Ularao um &"!/sGema de eqlla96es. .

- Soll~gao de um system(J, de eqtwfjue...·• ~ a l'~unlilo de tOUIJS as
valol'es que as incognitas do sy~1ema, ]JOdCUl apl'csental'.

Quando 0 ,fvstem.a. de ~oltH:oe$ OU, antes. a. solu¢,o de um sy~tcma

de efiua-ljOes convem a outro S1Jstema, os dous se dizem cqui,uileutes.
- Quando .r(; tem um systcma de cql(a~ijc.r sim.ulLaneas e que se

JOllUlia. uma dM equQ(.5cs com 'Unta au m(l.i~ Oltu·a..t do .rystcma.. fu,-
nUhS'C uma equ~ao glte se Jlddc substituiJ' Qo qUtUqltC" dtu que fO'ram.
4'oJnmadas,

Sejam as cC[Ual;oes

,.
..

A = B, C = D) E = F,

sommando as dUllS priUlel1'3S membra a'-membra tel'cmos

(I)

(Il), que
•

combinado com a ultima e urna das que foram sommadas. C = D.
par exemplo, dara 6 systema

r

.,.
•

.
A+C=B+D; A=Bj E=F. (Ill)
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A+ C=B +D.

Neste s)"stema as dnas eqnac;oes ulLimas sao saUsreilas pelas solu
)5es do SYS1ClU3 (I), no qual essas soluc;Oes fuiam A = B idcnUca
mente j C = D idcntlc3.mente c {arao pOl'tanto Idcnllcamcnte

o que e 0 Olesmo que wzerqlle as solUtQcs do systema (t) do 13DJbC'al
as dl) systema (llJ) e, pllrtalllo, que esle sj'stcma ~ e1luh'alcnle aD
prill1eiro.

A. d-elllonstratao serla inleII'3111Cnlc applicavel no caso da sub
l1"aCI;30.

_ S€. dado um. Iystcma de elJua~iJe$ COnt iglCa~ mnne"o de inco
!/f1ita.s, se tira. 0 ra.!OI· rU. ume dM in.co.'lnila.s em lima da.s equrz,.:ucs
c .rc 0 su:~titue nas outl"CU', (Jnll(J,-se um. 1I0ro 6yttcma. equir:aJ.en.tc
a.o prtlllc,ro.

~-·· ..

•·,
•

,,
I •,

-1,
,

J
,.-;

I ·,
•

I
~, ,
I

,

••
•
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A = B; C == D; E = F. (I)

,

reprcsenlando todas as leLtl'as funcc;oes de todas as incognitas, e que
l1a primell'4 equa~io se Ura

:I: =: B';

collocando depols este "alor em Iogal' de m nas outra3 equ3IWoes :
olllem...se assim 0 systcllla

:r:. = D' j C' = D'i E';:::;o F' (II)

•

"-
r- ,",..,

que seria equh"alente ao (1).
ColD effcito, a pdmeira equacao do systcma (il) , cquivole'nle f1

prlmeil'a de (I), pOl'que neoita 56 se fez tl'aosposicao de quanUdadcs de
modo a tsol:tr x no pl'iUleh'o membro; tOd3 soluQ3:o do SySlt!0l3 (i)
fani, pais, x IdeDUco a B'; nas duns autras equac;oes do s,rstcma (11)
fol x substlluido pclo s.eu 'Valor idenlico B', lo~o 10da soluc;.ao do
prlmeira systcma larDara C'idcl1tico a D', e E' idenUco a F' 1s1o ~,

o systema (Il) tem as mesmas soluc;.Q6s de (I), 0 syslema (I) conlem a
cquac;.iio A = B qne e equh'alenle ll. equaclio :x = B' de (II) e, por
tanto, tad;'! a ~oluc;lio du (11) farll. A lrhmlica a B, Ul.1S. como as outl'as
equac;.oes de (1) pnJclll ser considcl'adas como tendo resuHado da
su!,sllLu1cafJ de n' pOl' ::r; nas C01'l'cspondcnlcs de ([I), e claro ql1~

toda a soluc;!o de (11) f(lr8. C identlco a D, E id~ntico a F. isto e toda
solu(ao de (II) sera tambem ae (I), Logo os dous systemas slio equiva
lentes,

,

T"alando de resolver qualqller systema de equaQoes,

CUillecelllOS pOl' notal' que 0 valor de cada incognita
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•

SCI'a facil de calculal', logo que se forme uma equa,ao

em que !:o entre essa incognita; e isto sempre se COIl

segue pOl' algUlll dos methodos de eliminayG.o, de que

passamos a tralar.
Sejam em !,rimei.!·o logar duas equacoes a duas inco

gnitas

So [1) ou y livc.sso!11 em ambos 0 masma coefficiente, 0
d·;iH'l que cssa incognita dosrrppareceria pala sub
lracc;ao das cqna,ocs melllb)'o a memlll'o. O"a, mulLipli

cando os dous mcmhros lIa i' pOl' 9, coefliciente de 1/

na 2', os mcmbros da 2' pOl' 7, coefliciente de 1/ na i',
o cocfficicnle de 11 em ambas se lernaI'll. em 7 X 9 ou

9>< 7 = 63. Resulta

45x + 631/ = 387
77x+631/=483

'.
e subt. a i' da 2' 32x=913, dop.de X-~=3

f'

•

Iguallllenle Dlultiplicalluo ai' equa~ao pOl' 11" a 2'
pOl' 5, temos

55x +77!1=473
55x+.1Gy=3)5e subtrahindoaZ.sda 1°

. 128
32y=128; logoy= 32 =4.

•
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Sao, pois, 3 e 4 os valores das incognitas nas equar,ucs
dadas; 0 que sa ,crifiea subst.ituindo estes numel'OS a X

e y, ern eada u,na dellas, que se tornar[o em ident.idades.

E' cln 1'0 quo, se as te1'J1108 em x au em y nno ti,8ssem
o mesmo signal em ambas as equa,oes, seria prceiso
empregal' ern vcz de subtracr,ao a addir,M para eliminar

uma incognita e determinar a olltra.

Esta modo de I'.::sol,er UIJ1 "ystema. de e'luaA;3es cbamam, ol'diu:ll'ln
mente. os (>scripl.1l'es de t·edu.c~qo, p"j'qtlc l'cduzem-se as equ3c;6~s a
tUI!Oll 0 meSilla n.1Ct'6ci~Dte para a tncoJ.!IlHa qua se que!' elilninar:
denomina-.se t:unhelIl algumas vezcs 'uut"odo de addig·:"io ou subtn].~QJo.

N. B. Sendo este proeesso Dl ui analogo a red uer,ao

das fl'ae,oes ao mesmo denominador, scria facil intra
duzir simplificar,oes no easo de terem os eoeffieientes
algum factor commum; eorntudo, as rnais das vezcs E\

preferivel empregar a regra geral e simplifiear, se for
possivel, a equa,ao final; 0 que nao embarar,a se far,am

em algurn easo particular as abrevia<;iles que forem
obvias.

50. RBGRA GERAL. Multiplica-se cacla wna das duas
eqt,al'oe,o; pelo coefficiente "ue tem na out"a a incognita
que se quel' elimillw'. Combinam-se as equal'oes "e8,,1
tant~ pOI' Stlut"aCI'"O Ot, POI' addil'ao, con(OI'me tiL:er
"etlas a 11Icognita 0 meS1IlO 01< diu<)'S08 sig,zaes.

Rcsulta tuna c'luw;ao a um,(t s6 incognita que se 're
solve .~eflt<ndo a .-e:/I'a (n. 43).

P6de-se l'epetil' 0 mesmo pl'ocesso para cada uma rlas
duas Incognitas. Ou, achado a 'vaIOl' de t<1na st!bstituil-o

•



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

-~-_...-"'-"~.-------_." . - _.__ .. .,.
•

•

PROBLEMAS DO PRIMEIRO GRio 73

I

,

•,

•

•
•

,
,

•

,

,
~',

em qualque,- das equaroes '(J1'opostas, que; ficando tam

bern com urna s6 incognita, pode ser igualmente resol

.ida.

51. Passemos a tres equaques a tres incognitas, e sejam

5x-6y+4.o'=15
7x+4y-3z=19
2x+ y+6z=46

o proccsso precedente applicado a l' e a 2' pode eli
minar dellas:::, edo mesmo illodoentrea l' e a 3'.Resul

tal'iio duas equaques s6 contenclo x e y, 0 que reduz a

questao ao precedente caso; tratando-as, pois, segundo

o meSillO processo, deterillina-se x e y, e depois dest..s z.
Eis 0 calculo mencionado:

15x-18y + 12:::=45
1'e2' 28x+16y-12z=76

43ro-2y= 121
30x-36y+24.0'=90

1'e3' 8::c+ 4y+24:::=18.i

22::c-40y=-94

Sao, pois, as duas equa~oes entre x e y

43x-2y=i21
11x..,.. 20y= - 47

(dividindo por.2 ambos os membros da 2'). Ora, tentando

applicar a estas duas 0 processo, nota-se que para eli-

,

•
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minar y basta multi]llicar a l' pOl' 10 e do resultac(,

sublrallir a 2'; 0 que da 4I9x = 1257;

,

donde
1257

$= =3
HO

•, -.

•

,-,

,

•J

••

,

Poder-se-hia recome,ar 0 pl'ocesso pora eliminal' x e 7

e de(erminar!J; e, pal'a, eliminando y e x, achal' 0 valol'
de z, Por~m lIa meLhodo mais breve. 0 valor de x, slllIs

LiLuido em uma das ultiJUasequa~ues,d:i 1Z0-Zy=I21:
doude 2y= 120- 121 = 8; e y = 4.

Subsliluidos ambos os ,a]ores de x e y em uma das

tres equa~oos dadas, pOl' exemplo aa 3', resulla

6 +.i+Gz=.W, O.ll G.;=3G, dande 0=6.
-

o s~'stema de valol'es x = 3, y = -I, z = G satisfa::
cOlllplolameBle as eqlla,ucs proposlas, COlllO se pouc I'C

I·jf,cm' pelas sllhsliLuir,ucs,

52. Bern consideranda Os processos pl'ocedenlcs,appli

l'(J\,ois a qualql101' sy:;tcma de cql1:1c;oes e ouLras tant:H

incognilas, somas COltJuzidu::l asl'c-uinLa

REGRA GEllAL.-ComJ;ine-se uma das eqlw,oes com

cada tuna das out1'llS, eliminanda se'lnp,'e a 1Jli1\'11la in·
cognitaj 'NJSultara um syslema de rnen.os uma· eqt!a~c7lJ

c menosuma incognita do que 0 p,'oposto. P-mtique-s,:
('om. este 0 1nCS1no IJ1lC curn, 0 10 systema. e COiitin1.lc-sc:

do m.esmo nwdu ate clu:fjar a U1JUL e'11.w~:i].o a 1.WW, in

cognita. Ac,lllldo a valor desta, detel·minam·se os das

•
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<Jutras po,' s'Ubstitut~oes successivas ern m'dern inDeJ'SI!.
d das etimina~ijes. De modo que a l' incogniLa elimiuuda

6 a que em ultimo logar se determina.

A pratica melhor esclarecera esta regra.

53, Tul 6 0 methodo de elimina,:iio pm' adeli~iZo e
sl,bt1'ac~iio. Slio conhecidos outros meL!todos, outl'O os

quaes dous principaes, P01' substitui~ao e P01' compa-
1'a~ao, ..

omethodo par sl<bstitui~iioconsiste em ti,'a1: etc wna
efJUa~iZo0 vato,' de uma incognita, como .se as outras

.stivessem ja determinadas, e substituit-o em cada wna
dasout"as equa~iies, obtendo assim UDlsystomado monos

uma equa~lio e menos uma incognita, 0 qual se tl'a La do

mesmo modo, continuando atll chegal' a uma so cqua<;iIo;

obtido 0 valor da ultima incognil4, acham-se os dus

outras por meio de substitui<;oes 8uccessivas em ordem

inversa a das elimina<;oes,

Sejam as equn~50s

,

,

10.+4y=3
-5x+20y=4

pIr3 resolvercm-se por SUb8tituil}!io.

Ttrando em (1) 0 '7:uor de x tc:r:mos
n •.. --=.y.

x= 10 •

(I)
(2)

.
~u hSlitttindo om (2) este ',alar 110 IO£,Jr do:r c 1'I'('pal':luJo a IK.lU3t30
I'CJlIll..:lJHc yem

3-4v
-~ +20Y~4

10

,

•

'y-3+40y=~ ..
.u
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tI I
l"=-S=-j

•• -i

.,

·•

•

J,

substltulndo este falor de !I em (I) vem

I
IOx+'x-=3

-i

2 I
%=-=-

10 "

o uethodo pm' compal'al'iio consiste em li"al' de cada

eq!/al'tio o valor da mesma incognita, e igunlando 16m

destcs valm'cs a cada 16m dos oulros, 1m'ilia" 0 2' sys

lema de equal'oes, qlte se tralam do mesmo modo, etc,
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pando este valor por :: em (5) vem

Y+4=9

y=9-4=5 (7)

77

ou

•

pando em (I) as dous valores (6) e (7), rcspcctlvamente par ~ e por y
teremos

ou

All!m dos tres methodos mencionados outro! ha que, como estes,
satisfazem ao objccto que ~e lem em vista: dectre cUes menc(ona
rf-mos 0 methodo de Bewn L(nome do seu invento'r) que e1ncontesta
"dnlente de usa muHo vaul:ljoso.

Sejam as equa~iSes ja d.:lda:l

x+y+z=il
2:t-y+z= 5
3 x +2y+z=24

(1)
(2)
(3)

multfplicando ambos as DHHllbl'QS da (i) e (2), respecUvamcnte, por m
e por it; sendo men quanUd:ldes indeterminadas, mas que Dio coc
Um nenhuma das !ncognHl1;J, ,irit 0 systema

•

mx+my+mz=iim
20 x - n y + n'Z = 5 n

3:1:+2y+ z =24

que e equivalento ao prlnH:ll'o. Sommando agora esla!
membra a membro, vem a crrua~iio

(4)
(5) .
(6)

trcs equa~6e9

m x + 1Il ., + m z + 2 n x - n"y + n z + 3 x +21 + z ==
=l!m+5n+24

ou
(m +2 n + 3)x + (m-n +211 +(tu + n + I), = 11 m +5n+21 (7)

Se a iocognHa a detcrmlu,ll' for :1:, pOl' excmplo, sel'n necesslll'io
delcl'tlliuar m e 11 di:l fUl'llI:l que na cllulll;ao (7) sej:uu nullo! os tar
mos em y c : JS01'n, pols, pl'cciso que so teuha

•

•

m-n+ 2=Oj

m-n=-2j

1

m+n=-i:
tata 6,

•
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hlo esta.helccfdo teriaIDos que a Cqu3o;:tO (7) so rodu:dda a

,. ,
.
)

on
(m +2 n +3) x=U m +5n+24

if m+5n+24
1=

m+2n+3
(8)

COl que nos rcstal'la determlnar tn e n p3.ra conhcclJI':e, Islo so con..
segue tOlllllJ1do as dU3:j equacoe,y de cOll,dit;iio

- O1-n=-2 e m+n=-l (9)
'\,

·1

,
e resoh-endo-as pOl' algnm dos pro,cessos nntes mcnclonados au mesma
r.e1o de B.nout au d08 coeflio;i~nte.r btdeteJ'minadoll. como tambem Ii
conh~cido. Asslm Ululliplic<lodo ambo::> as membros da primeIra pela
Indt::termLnada a teremo::s 0 sjstem:! equ.lvalente, sendo a intlependenle
de men.

:-m-an=-2a
m + n =-1

sO!llnlando as duas ~ell\

(9.)

•
(.+I)m-(,-I)n=-2.-1 (10)

•
futcndo, pal'a conhecel' m, a -:1 = 0, velD,

a=! (\I)
, .' . e a equ3oyao (10) rcduz.-se a·, •

(.+I)m=-2.-i
claude

2 a + 1.
(12)m=-

3+1
raler quo posta em (9 a) dlL

0
n= • (13)

0+1

Pondo pOl' a sen valor (11) em (12) e (t3) yom

3 i
m=--· D=-:

2 • 2

\':llorc.s estl~S que pOitO:l em log-or de m I) n em (8) (orao :r conhccil!l>
n~!'>iUl. .

•

-XI +5+48

" 201 = = _"""-5.

-3 +:t + Ii 5

"

•

( \.I)
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,
•

,

Esla valor do :& $uhstllu:do em (l) 6 (2) d~l'ia 0 systCDHl de dualS
~qU3';OCS a duas illl.:ognilils.

Y+ • = 7 (is)
-y +z=-3,

de que sena facU, pOl' qualqucl' maio, Ur3r 0 valor de y au de =.
mas para plooceder rIe 8cclll'do com a 11l:l:t'cha adopuula, como 6 mals
COD\'cniente, convira "cltar A cqu:u;ao (7) e nella, para Urar 0 valor
de y, eliOlill8r :z: 0':-, fazendo para iSS6. •

•

m+20+3=O
m+2n=-3
m+o·I-!=O
m+n=-i:

condi~oes estas que l'eduzlriam a equaciio (7) a

(m -0 +2) y=Hm +50 +2.

Ilm+5n+2i
Y=

m-n+2

00
(i6) . •

00
(17)

donde

(17 0)

.
Os valores de m e de " serIo agora deduzido3 das equa~oes slmul

tancas (t6) e (17): assim, multiplicando ambos as membra! da prl
meira dossas duas equacoes pela indeterminada b. tcramas 0 systema
equivalents

bm+2bn=-3b; m+n=-l,

cnjas equaooes sommadas membra a membro dar{am a equac;io

(b + I) m + (2 b + I) n = - 3 b - i.

da qual ae til'ara. 0 valor de m elimtnando '1'1, lsto 6 fazendo

I
o~ b=-2'

18dUZ-S8 a equacao (18) a

(18)

•

,

•

·.,.
·
•,
'.
1.•,

... ' . . , ' ..

(b + i) m = - (3 b + i)

3 b + i
10=-

b+i
i-2

III = _.::.._= i
i

T

On

OU, finalmenta

(19)
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iatminando m para obter n., Tem

1>+i=O on 1>=-i

e 1inalmente

vem

e como

ALGEBRA

n=-

(2 h + I) n = - (31) + i)

3 h + i
21> + i

••

80

~

,

.1
~;
<.- ..',
·, I,
1
• ,
1 •·

·, .
•
· ,
·..-'j

•,
I

Os 'Valares (i9) e (20) de m e de n substltuldos em Iogar destas
lettras em a equ3l;iio (17) dariam

.,
". I,

•"

-2
D =--:.;~-(+ 2)=-2

-i
(20)

Ii X i + 5 X (- 2) + 24
i - (- 2) + 2

25
=- =::I 5

5

Os dous nlores a: = 4 e y = 5 de'Tendo cODvir ao systcm3 dado,
claro que permiltirao determinar :, sendo collocados pelas respee
tivas incognitas em lUDa qnalquer das equacues que constitucUl 0
8Istema : assim, escolhendo a cqnalj3.o como mais simples, teremos.

,•

'.
•

4+5+:=1i
z=t1-4-5=2

doude

Fica pots bem claro erne 0 me\bodo de Be.out on dos coelfir;ientes
indetenn.inados consiste em Olultiplicar cada nOla das equlll;oes, de
um dado systema, menos uma, por uma guancidade indetc1·m.inlUlaj
sommar em segujda t6das as equacoes l'esultantes com a restante,
formando assim uma equ<l~ao unica, na qnal se reconhece quae! as
condi~es a estabelecer para que della de;;;appare~:l:u\ todas 35 ineo
gnitas, menos a que se t.rata de determio:Jl' em primeiro logar:
estas condl~oes sao estabelecidas igualando a 2:ero as coefficlentes das
incognitas a eli minar, que sao {aolas quanlas. as cql13ltOeS do syst.enla
menos uma : tem-se assim um systems com menDS uma equac;uo do
que 0 primW ...o e em que as incognitas sao as indetermioodas (que
sao tndependenles das incognitas do s)"stema primilh-o).

Com 0 novo systema pracede-se como com a primdro, e assim ate
chegar a uma unica equac;ao encerl'ando OIlla incognita (a ultima 10
determinada que sa Intl'oduzlo no systema qu~ preceden a ossa
equac;iio) cujo .... alor sera substllnido no sy,::lcmQ anterior, do qnal so
caminbal'o., regressando, aM as ...·alores das pl"lmcil'3s Jndctel"lllinada:i,
que permHth"io determinar nma das incognitas do s}'stema dado.
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i,

I
•\
•r

,

,

TQm:mdo depois a cqu:lt·ao qne ("~:'>l~Hou a principia da somm3 das
equ:l~5t:.:S do sy3tcm:l, dcpt):,.; dn Ulu1t:pllcll.t;.:ifJ dollas pl~l<l.1S lndeter
mluo.das, 0 l~aal:tndo nt:lla a 7.ero C<llia lim d')$ coertlchmlc:> (!:Is
incnp;nHas. co7n CXC:.ljlt:.'io do da Dutra il\C:(lltllita qUI! Sl,,1 pt'ulonde
detcl'minal'. e Pl'osc~uilldo como antes Sd fl!lUJI',1 0 valor de mais Ulllll
incognita. Do mcsma modo se podet'a pl'occtlcr para cada UIl13 tla:f
inco~nit115. c :;,) cheg-31'il assim a uma solu(;iio complela do systema.

o objecto de todos estes methodos e elimina!' SUC"CS
sivamente as incognitas, atA chegal' a uma equa~ao

unica. 0 10 delles tem sob!'e as OUll'OS a vantngem de
concluir a elillli'na~;'jo scm complicnr as equac;oes com
denominadores; no 2° e 3° qnagi sempre cada novo
systema de eCluac.;ao contcm tEormos °feoccionarios, que ~

preciso fazer desappal'ecer.

5&·. SUCCC,-lC ,is vezes que cada urna das eqtla~.ucs

propostas nuo cOJl~enha Lodus as iucognitas; enttlo, com
algUllla sagaeiLlado se oblem a eliminat;~o com !Uais

prestezn. S"jalll pOl' ex"rnplo :

2x-'Jy -I- 2~ = 13
/1",- 9 ""'-30'" ,.; _.v -

.\,/ +2: = 14
;,y + 3",= 32

.. '

EJirnir.ando :; eail'e a l' e 3'; u entre a 2' e a 4',

appat'cce>l1 logo Juns e"lu~~iJcs contcndo X e y, que
fucilllloatc S!3 !·:;SOlVClll.

,
•

!
I
~

~ ".,

l' e .', av .•. . . . . . . . . . . • • 7y - 2x = '1;

112,,- Gx.= 90 I
I 9C' + \" _ '193 I 20y + 6x = 38,.... y _u. _ ....

•

I
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•

·•

•
I
•

,

..
,

•
.,

•

••
1
i
1,
,
I

Exarninando as duas equaQoes em rc e y, v~-se etue,

para elimiuar rc, basta multiplicar a l' pOI' 3 a sommal-
•as aSSlm

21y - 6rc= 3
20y + 6rc = 38

ldy = 41, logo Y = 1 ;

valor que, substituido na equaQilo 7y - 2a; = 1, da

7 - 2rc = 1, donde 2rc = 6 e rc = 3; e na equaQao 4y

+ 2; = 14, da 4 + 2z = 14., donde 2.:: = 10 a z = 5.
Estas abreviaQoes variam, segundo as circumstancias

parliculares d~ cada systJlma de equaQoes, e segundo a

sagacidade do calculador.

55. Dissemos (n. 49) que urn problema edc!cI'Jninado

quando da origem a tantas equaQoes quantas silO as

incognitas.

o processo da resoluQao das equaQoes, quando sao

tantas quantas incoguitas, d:i. para cada uma destas um

uuico valor 0 que prova a proposiQIlO.

HaI'endo mais incognitas do que eqllaQiles, a problema

~ illliclel'minado; 0 que e facil de provar.

Saja a equaQao a duas incognitas 5rc-3y=12, da qual

;e dedllz

3y+12
(1;-

5

n:' claro que a; so ficaI'll. determillnuu quando se del' a
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y urn ,alOf', e esle valol' II al'bitl'ario, pois nao ha con

tliQilO que 0 detel'mine. Suppondo pOl' exemplo ;

.f

•

I,
•

•
pnl)~LE\1AS DO PIU)!EIr.O GRA.O

y=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, &c.,
3 1 4 2

sel'lix=3,3
5

, 4 5,4 5,5 5,6,6

'----'---

R3

3- 8< .5 ' "

•

•

qnalquer destes systemas de valores correspondentes

de x e y igualmente satisfaz a equaQao. 0 pl'oblema,

pc.is, tem infinilas soluQoes.
- Se 0 problema II repre.,entado pOI' dua3 equa,iJes a tres

incognitas, e c1al'o que qualquer nmnel'O pOde ser

substituido a uma das incognitas, resultalldo duas
e\}!lacues entre as olLtl~as duns incognitas, qne assim
ficam determinatlas. Ainua, pois, neste caso ha infinitos

sy3temas de valol'es das incognitas, ou infinitas svluc;oes
•

do problema. a mesmo se diz de qualquer nllmero de

equa~iJes e maior nllmero de incognitas.

Em outro logar se tralara do caso em que apparece

menor numero de incognitas do qlle de equa~iJes.Passe

mos agora Ii resolu~o de alguns problemas.

55. QUARTO PROBLEMA. Pedern-se dous numer'os cuja

somma seja a e a di/ferenfJa b.

Rcpre.;entando por x e y os dous numeros, e tendo

em vista 0 preceito n. 44, formam-se as duas oqua~iJes

x+v a, x-V=b; das quaez se deduz,

1,.

,
.: .

SOlllOl:llldo-as
. a b
2x a+b, donuc x =-+

2 2
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e subtrab. a 2' da 1', 2y=a-b,
a b

y=---
2 2

E5tes l'esultad05 significam que, dada a somma de

dou5 ll11lUeroS e a sua diffel'en~a, 0 maio>' t! igual a
tneia ¢o)ilma, 'Jnais 1neia diffepen~a,. 0 1nenQr ig'ltal

a 1neia SOiiVjUl~ 'inenos 'meia diffei'en9a.

A ·cei"i:;cC19"O dos mlDl'es achados consiste em 5ubs
titui-ios pOl' x e y nas duas equaQues, que sa lornam nas
iden~idade5

i
•
I.

"

c! b a b
_..L _..L - -j- - a'

" ,
:2 2 2 2
a b a b
- +---+ -b;
:2 2 2 2

.

",ei'ado)' e denominado1' da frac9tio,

57. QlJIXTO PROBLEllA. Sabe-se que ajwltando 1 ao
i

numB/'adm' de cel'ta t"ac9lio, {ica"d esta = -, e que
3

i
ajuntando 1 ao clenominaclo}', valeI'd -; pede-se 0 nt.

4

1- .
3'

x
Seja esta -, sera, segundo as condiQoes do problema,

y

x+i
y

ouexpellindo os denominadores, 3x +3 y,4x=y+1
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PRonLEMAS DO PRJ~Ell\O GRiO

Deslas equa~ilos rosulta a; =4, y= i5, sondo

4
fl'ac~ao pedida -. Com efl"eito

i5
4..Ll 5 '1 ·1 4 1I ---- --- "_. -' - -

'15 '15 .. 15 + ,
Hi 4" '1

85

,
pOlS, a

•

•

,,

I

•

58. SEXTO PROBLEMA.. Sendo 0ljeso esrecijico do 0""0

19,26,0 lap"ata 10,47, fez-se uma li[)ad03dmls me
tacs; C1.JjO peso espcci/ico e 1. 0,37; 'PeJ'f!unta.-~e, qual a
pm'r-ao de aU/ro, qual {(, de pJ'a.!a que entral'Cl1Jl.?l!.l l(/a?

N. P. Peso especifico e '0 poso de uma unida' le d~ vo
lume. Sabe-se por experiencia quo no meSlllO ,"olume 0

peso do euro e 19,26 ,'ozes 0 da agua dislillada, e 0 da

prata 10,47 vezes;' assim, tomando pOl' ullidade a peso
e..'p~cifico da agua dislillada, '19,25 e 0 do aUI'D, 10,·\70

da praIa.

Tomemos da liga dos metaes uma unidade de volume

qlle pesura15,37, e seja a; a quantidado de aura, y a d•

praIa nella conlidas; a; e y sorao frac~ues proprias, e

Para forJUar segunda equa~ao, notemos que, se 1 de

Oill'll resa 19,20, a; pasara 10,26m, pOl' uma 1'azao semo-

lliullte 0 volume y de praIa pesa 10,47y ; logo I

i9,20m + '1O,47y = i5,37
•

,

I,

Cumpre,

fracr,uos)

pois, resolver as duas equaQuos .(evilando

•

•

•

•

•
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,
•r

•

x+y=1
1926x + 1047y= 1537.

A l' semudanesta

1041 x +1O-i7y=1047,

que subtralJida da segunda pl'oduz

4lJO=O,57
879x=490, dondex=879

e pOl' substitui~~o na l' y=1-x= 0,443.

Assim, ql1alquel' volume da Jiga dos melocs coul~Il'.

56 'I, de OUl'O e 44 'I, dc prata,

59, SETnro PnooLE:-.JA.Slt['I'0il,zO liymlos ow'o,p,'ata e

coore, e sendo °peso eSJlecifico do cob"e 8,70, do ou,'o

e l1mta os jd mencionados, scja °cIa liga dos t,'es me
taes 14,23,. lJede-se a 1'0",:cl0 de OUI'O, a de pmta e a
de cobl'e, que Challlal'emOS respecti"mncnte x, y, ;;,

,
Esle HuullciaJo cnccrr~ duJ.s COJlui~OcsJ quo so tI'o.-

dUZQill aas eqlla~,jcs

o·-LV+--·l• ., I ... -

1" 96 1 ...,.- ' ..... -0 I . ,;",..iJ,_ . X .:- ·tv, ! 1.'1 -r"~ {. :; = -1,";0

o prublewtl: puis, eindc(.el'llliuat]o; podc-::ic Ll~!I' a UILJU

das incl)S>nit.as qualquer ralor C, ~ub$liluiJo ll:tS dll~ni

eqt13~6c~, deterOlinnr Os YalO1'es dus ouiras du:u; iu
cognitas.

.
Se, pOI'~m, contivesse 0 enunciado rnais outra con<li-

,

t,,
I

t~
t,

,

•

,.

, ' .
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~ao, pOl' exemplo, se fosse a quantidade de ouro 0 triplo

da de cobre ou

,-
PROBLElIAS DO PRIMEIRO muo 8'"

,

•

,

,

,

•

•

w= 33',

seria 0 problema determiuado, pois se traduziria em 3

equa~iJes a 3 incognitas. Para resolvel-as, pois que a ul

tima nao comtem y, convEim eliminar esta incognita

entre as duas primeiras; eis 0 processo;

wnw+ 1047y+1047z=1047
1926x+1047y+ 8793'=1423

879x -- {683'= 376
..

substituindo na ulLima 0 valor w=33',

26373'-168,=376

376
ou 24693'=376, donde:; = =0,152

2469

e pOl' subslitui~iJes na 3' equa~';:o e na l'

z=0,456, e y=0,392.

Logo, em cada unidade de volume da liga entra 0,456
de OUI'O; 0,392 de prata; 0,152 de. cobre.

N. B. Todos os problemas, como os dous ultimos, em

que se lmla de ligas de metaes, misturas de liquidos, e

quesWes semelhanles, sao pOl' alguns reunidos debaixo

do tilulo - Regra de Liga -, de que em muitas arith

meticas se encontram pl'eceitos e methodos. Estes foram

omiLliJos na nossa compila"ao. de al'ithmetica; pOl'que,

em geral, ou as questoes.de ligas se resolvem pOl' simples
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multiplica~oes a di,isoas, OU, sa sao mais complicadas,
o recurso as equa~'1es .algcbricas e preferival a regras
nao demonstradas, como algumas que sa encontram na
arithmatica de Bazont.

60. Sirvam para e:>:ercicio as seguintes problemas, de

qua damos s6mente 0 enunciado das cOl1di~ijes e 0 resul
tado.

8.' PRoBLlillA. Svppondo qt!e em 32 kilos efaqBiT. do
ma,' ha um de sal, perggnta-se qIWn!!Js kilos d'agl!a

doce devein ajuntm'-se aqt<ellts 32, pW'a que em 32 ki

los da mistura sci haja. duas gran/mas de sal?
•

Solur;ao, • • • 15968 kilos

9.' PROBLEMA. A somma dos tres alga,'ismos de Uin

nUmel'o ei1 ; 0 das t'nidaeles e0 dobi'O do dr.s centc

nas; esornmanclo a esse n'lmteJ'o 297, a Sotri:1na se forma
dos mesmos algw'isinos em m'dem inveJ'sa. Pede-se 0

nUme?'o que goza de taes 1J1'op,'iedades.

Solu,tio. E' 0 numero 326.

10,' PROBLEMA. Alguem eml"'ega tom capital de

53:600g000 pw'te a 5 e pade a 6°/" e "ecebe de ju,'os
2:934#000 em um anna. peJ'gunta-se que pw·te do ca

pital rende a 5 0/0' que pm·te a 6 '/0'

S. 28:200,)'000 a 5 %25:-iOOJOOO a G%
11,' PROBLEill. Uma pessoa tem, ein gi,'O mn capital

que ,'ende ce,'to jttl'O,- out"a qlie tem 10,000 contos

mais do que a p."irnei,'a e percebe .rnais 1 '/" ,'eal'i.'«l.

•
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SOLUr;OES NEGATIVAS DOS PROnLE)lAS 80

anitHr:lJi1.ente 800 contos 1n~is que a 11
,' e 'l.G)na, 3'

pessorl. I<,wlo 15,000 contos mais qt<e a 1', e vencclulo

demrds 2 ./" tcm. de """cla mais 1,500 contos pcdc-se
.OS c(!ri~(e.s e jUJ'os ,·especli·vos.

. 1',30,000 contos a 4 ./.; 2', 40,000 contos a 5 '/,;
•

3', .5,000 contos a 6"/,.

§ 3' Sol'ur']cS ne!lrr.,:!c.'ls dos p,-oblemas .. theol'ia
<las q"antidades negativas..

61. A rcsCJh:~:<t.) lIas P!'iJU~:na3 pelas regras da algebra
ni;~'e~ei1!a alg~illa:; reZCi5 ci:'culllsiancias sinfj'ulares quc,

. .
il Pl'i:~l~ira Yista, causrtm ('mhal'uc:.o; mas, bem inter-
prO:';:1(!i.'.5, daD a CO!lhUC~l' !lO~;~aS propried3des que alll

P:::ll~ e gCllCl'n.lisam a- Zi.'7;7ua alycbrica. A analyse de
COllS pl\)b}i~:lln.:3 lllui sirepI ices, em que appareccl1l as
circurustancias a que nos refel'imos, tarnal's. mais clarns

•algumas roflexoes e preceilos, que ensinarao a iliter-
•

preltu· circumstancias .sG1~lclhantes.

Pl'opallha-sc esta questa:): acha·r um 17:um,C}'o, que,
•

sommaclo ao nW1W"O b, 'P,-oeluza somma i,qt,al ao nu-
'1ne~'o a,

Challlando co 0 nuruero pediclo, a equa~ao se1'6. eviden

tem('nle b+x=a, dande x= a-b. Expressao ou (6,-

1Jt!!I<i, que clad 0 valor de x para cada caso particular
cla '1uestao proposta.

Senda a=46, b=27; x=.i6-27=19.,
Se {or a =25, b= 38; :11=25-38,

diminui~aoque nao se pOde effectual'.
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,, <'r-=-·=-......
" ,

Reflectindo, pOl'am, que 38 = 26 +13, 0 valor ultimo

de w pode tomar a forma

w=25-25-13=-13.

Eis 0 resuHado a que se chama uma solUfaO negatiua;

procuremos interpretal-o.

A questao proposta e, no caso presente, achar 0 mv

mero que sommado a 38 p,-od1<Z 25. E' claro que ne

nhum numero pode satisfazer tal condi~ao; 0 problema,

qual se prop5e, e impossive!.

Eutretanto, mudando na eqlla~iio w em - w, sera

para este caso particular 38 - w = 25, donde se deduz

w= 13.
Ora, a ultima equaQiiO representa evidenlemente este

problema : achw' um numero que, subtrahido de 38,

de 0 ,'esto 25;' problema que so differe do proposto em

que 0 numero pedido, de additivo que ara, se tornou

subtrativo_

E considerado que bastou mudar 0 signal ao valor de

w, para tornar possivel a queslao, conclue-se que a solu

faO ncgati-Da w= - i3 indica que 0 problema como foi

euuucl.do e impossivel, mas que, modificado convenien

temeule, lem pOl' soluQiio 0 mesmo numero absoluto que
apparoeera afreelo do sigual-.

62. Seja a 2' questao : sendo actualmente a a idade

de ",n lwi, b a de sq" lilho, pCJ'{J16nta-se daqui a quan--,
, .

tos annoS SCI'li a idade do (it/IO aq1,w-ta pa,'te da do pai.

801",0.0. Seja w 0 numero de anoos pedido; sera no
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fim delles a idade do pai a + Ill, e a do filho b + Ill, sera
pois a equa<;ao

a+x
b+III = 4 ' ou 4b+ 41ll=a +x, ou31ll =a-4b;

a-4b
donde III = 3 .

Se pOl' exemplo, far a=54, b=9, teremos

Ill= 54-36 =6
3 .

Com effeito, sendo actualmente as idades do filho e do

60
p:ri 0 e 5~ aJlllO~, cl'aquia 6 serao 15 e 60; e 15= 4"'

Sejs, por'em, a = 46 e b= 15, sera .

45-60.
x== =15-,20=-5.

3 . . .
Para intOl'pl'elal' osle rosultado, voltemos a equaQiiO

do problema, que no preseIite caso particular e
... 45+x

1;)+ x 4. .

E' facil Jo vel' que esto eq llac,ao encerra contradicQao;

d . d _.1.' f 45 xporquo,re llzmdo 0 segun 0 mOUliJro a' Ol'ma - +- e
4 "

claro quo auabas estas addi'luessao menores respecliva

mellle Jo quo as duos 15 + Ill; pelo que nao podem as

somDla~ SOl' iguaes. Portanto, 0 resultado negativo x=
- 5 indica impossibilidade, como no primeiro caso.

I

•

•
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Mudando, pin'em, xem - x, a equa<;ao se torna,',; em

-
·i.
.,
,

-15x=
45-x

, ,da qual se deduz x = 5,
'.

'.-
• ·-. .
~

..-

: ,

.,. - ..

·~

., ,.'

·, .

,
·,
•• ..

•

•••
•

Pois que nesta equac;ao a inteI'"Vallo de tempo x se

subtJ'a11e das duas idades, segue-se que ella exprilllC

este problema: Sendo act"almente 45 a idade de wn

pai, 15 a de Set, filho, pergunta-se, ha ql<antos annos

B1'a a idade do lilho a qlla>-'ta parte da do pai? EllUIl

ciado que 56 dilfere do primeiro em que 0 inter,aUo decol'

rido se subtrahe, em vez de sommar-so as duas idades.

Interpretac;ao que coincide com a do l'esultado precedente.

Noste ultimo caso a impossibilidade do problema se

,erifica pOI' outro meio.

15 1
Sendo actualmente a rela<;ao entre as idades 45 = S-

e crescendo de quantidades iguaes os dous termos desta

fracgao, p6deeUa tornar-se igual a ~.?nao, porque fiCOll

provado em outra parte que ajuntando a mesmo numerD

1 1
ao numer. e denomin. a frac<;lio cresce; e -:4<3" .

63. A analogia conduz ao seguinte principio fieral :

'1.' Em 11m prablema do iO gJ'ao todo ovala>' nep{[ti~o

cia incognita indica 10m vicio na exp,'essao dus comli

~i5es,J au; na C([l.~(lf;aO que as t gep1·esenta. 2. 0 Esse valor,
'P,-escindindo do signal, Ii sol1l9iio de U?no p,'oblema que

so di/fel'e do pl'oJJosto em qm cel'tas quantidades, de ,
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additi-~as que eram, se t01'na"wn subt,'actioas, ou ,'eci·

1jrocamente.
Demo;1st,.a~,70. Toda a soluQ~o negativa resulta sempre

de que 0 problema e sua equaQ~o nos couduziram a ,sub·

trabir urn numero maior de outro menOl', ope"a~c70 in
exeq!!irel. A quest~o, pois, que della depende, tal qual

foi a p,'oposlo, nao tern soluQiiO possive!.

Quanto a2' parte do principii>, ja notamos, em dous

exemplos que a mudallQa de x em-x lorna a equa<;iiO

em outra que representa UlUa questao possivel, e lellda

por solu~~o 0 mesmo numero absoluto, que appnrecera

com 0 signal.
Esta obser"a,ao pi>de ser generalisada. Seja a so]u<;,10

negati,a x = - p; pois que esta express!lo, resultaudo

da equa~,~o prilllitiva pOI' meio de transforma~iles que

nao a alteram essencialmente, nao e mais do que a sua

expres~o resumida; querendo mudar x em - x na

equaQ~odo problema, ebastante introdllzir a bypothese

na expressao resumida n = - p; ora, feita a mudanQa,

fe'sulta -x = - p, doude x =p, soJu",,'iO de UIU pro
blema possive!.

Se a mudan~a se effectual' na equa<;~o pril11iti"a, sed

o resultado que os terillOS affectos da incognita se 101'

narao, os allditivos em subtractivos. e os subtractivos

em addili,·os. Logo, a nova equa~:Io exprimira problema

so lIi"el'so do proposto, em que algumas quantidades

pa~~am de additivas a subtractivas, e vice versa. Ris 0

que se tra tava de demonstrar.

• •

•

•
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Para enunciar 0 novo problema, 0 meio mais segura e
nmdar na eq,w9ilo x em -x, e I"ad,,:i,- a nova eqt<a

90;0 em linguagem O1yl!na,·ia .

64. Obsl:I'Va9iio. - 0 principia estabclecido no numero

prccedente erigorosamente verdadeiro para as equa,oes;

mas, para que scja applicavel tambcm aos problemas,
necessario e que as suas condi,lies lenham sido com piela

c exaclamente repi'esentadas pelos signaes algebricos.

Em alguns problemas ha circumslancias, que ~s equa

,(jes nao expl'imem (do que se verao exemplos, princi

palmente nas applica<;oes a questOes de Gcomell'ia),

c entao a regra (n. (3), verdndeil'a quanto it CquR

~~o, pode nao ser applicavel a queslao pr,'posln.

Ter-se-ha notado que os raciocinios empregados rcfe

,'em-se todos as equa,lies e nao it enuncia<,;ao dos pro

blemas.

65. A interpreta,ao das solu,aes negativas dos pro

blemas lorna necessario considerar expressoes negalivas

isoladas, e applicar-Ihcs as regras dos signaes eslabele

cdos para sommaI', diminuir, multiplicar ou dividir os
lermos subtracti.os dos polynomios. Porem semclhante

emtensao nao parece susceptivel de uma a prim-;; ao

menos aquelles que lenlaram da-Ia nao puderam fazel-o

com tal methodo e clareza, que salisfa,a os espiritos

retleclidos. As demonsLl'a,lies de regras de signaes no

capitulo l' todas consideram os termos subl,ractivos dos

polynomios, como devcudo effccLivamente ser dimiuuidos

I

t
j'
•
•..••
•
•
~,

•;
~

,
'-'
I
"

..

•

,
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da somma dos additivos, essas demonstra~ees nenhuma

id~a dara o/ferecem ao espirito, quando se tenta appli

ca-Ias a expressees totalmente negativas.

Assim , pOl' exemplo, tendo-se provado que

(a-bjc=ac-cb, p6denotar-seque, se fclra< b, sera

lambem ac < be, 0 que significa que a expressao negativa

a - b, mnltiplicada' pela quantidade posHiva e, da pro

ducto negativo ao - be. Porem 0 raciocinio que, nos

corrduzio a igualdade (a - b) c= ae- besuppoe essen

cialmente que seja possi vel a subtrac~ao a - b, on a> b,
mas ninguem comprehende 0 que seja tirar 9 de 5, 'on

.j de 0; assim logo qne occorre a bypot.hese a < b, 0

mesmo raciocinio perde toda a signiflcat;1io.

A difficuldade prov~m de que no colculo das expres
;ues negativas se procede, como se elias representassem

quanlidadesde especie particular, distincta das positivas;

proposit;ao que alguns tern avan~ado, mas que ninguem

eon;eguio demonstrar, e nem ainda tornar sufficiente

mente clara e comprehensivel, para poder ser incluida
nos elementos da algebra.

•

Qual seja, em geraI, a significat;1io das expressues ne-

gati,as e quesl[o que tern occupado os maiores genios

que illustraram a historia das mathematicas. Comtudo,

lodas as theorias Cjue p"elendem dar-Illes existencia'

pI'opria e distincta das pO$ilivas parecelll-nos origem de

tiu,idas, contradic~.oes e obscuridade. A not;ao mais

dara e intelligivel 6 a que deriva do propria origem
<lestes symbolos, a sahel' :

.. . "'" . .
•

"

•

•
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Uji~a eXj11'essfio neaat£,;Cl e a indica9tfo de 'wna sah
t,'accllo i'1i?.possit:el.

Ou e t£'1ilU (01'mula algeb,~ica que c:opriiiUJ a eli/Ii.. ...
renl'et de duns 'l"antidades, das'l"aes a 'lue se sUP[o";

m.aiO)· net dcd"el'tio da Im'mula acho'll-se m·e;,~i· em
cel'la hypo!hese pw'ticl<lal·.

Comtudo, pm' abl'evial'ao, tratam no calculo as ex

pressocs ncgativas como quantidades; e applicam-l1:fs,

par coni:en~fio,as regras dos signaes, torn.z:ndo exlcu
sivos aos monomios negativos os preceitos do calculo di:S

termos subtractivos dos polYilomios. Esta exle>!sao con·

vencional dos processos dcmonsll'nuos e confil'mada d

posterim'ipela exactid,'o dos rcsu:t"los a que conduzem

as reg!'.:!s e principios algebl'icos.
Processos desta natureza sao especi~.es e caractel'is! iCes

da algebra. Em aritl1metica e geometl'ia os raciocini0sse

refercma objectos raaes, cuja e:'<lstcllcia semdiffi.~uld;J.de

comprehendemos; em alaebra, pOPcl:U, muitas ,"ezes se

discorre e sa combillam cxpri):3s0c.~.. que realmente uno
sigaificam quantidade alciunHl ; sy:ubolos represeatanrlo

operaQoes ine"eC]llireis,

Se estes symbolos, depois de p1'al i·:adas as opel"a~i'ies

que exige a ClucgUl0, conSCl'n~.m 0 ;jGl~ caracler de illex9

quibilidade, pl'e::lD.m 0 :)er\-i~o de ial~icar a e~stellciu ue
alguma contr3dic~il0 au impo5:)ib:lid~lJe nas hypotheses

em que se baseott 0 calculJ. £' C'5t:l, como ,imos, a si

gllifica<;AO d.s so[u,ues !leg" ('..'3" do,; p,'oblelOlas.

Se, por6m, os mesm~s ,ymha];)s se ill~di!kam no de-
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",";',0 dos c~lclllo" de modo que vCllham expr'imir l'eb

t:l-I(~:i on combillugoes possiveis, a questao proposta sa

nelia rcsolyida. Muilas yeleS UIU problema, quo depcnde

de calculo de quanlidades negnlivas, recebe a final uma

solu~ao direcla po,iliva, que salisfaz complelamenle as

condi~iies propos las.
Em um dos capiLulos seguintes se encontrara nova

cODfil'ma,ilO da ohserva~ao precedente; veremos que as

expressoes'; 3 oj a (que se chamam imaginal'ias) nilo
reprcscnlam quant.idade alguma ; e, todavia, esLas for

mulas incluiDdo symholos de opera~oes inexequil'cis,

seDdD sujeilas aos processos ordinaeios, algumas veles

se modificam e condulem a resultados verdadeiros, que

pOl' ouLI'OS meios podem verificar-se.

E' consequencia da conl'en,ao - I"alar como qttan
tidadcs as cxp"essoes negati'Cas, e applica"-lhe as "e!Jras
o,·ililla;·ia.s da algeb"a'-, e consequencia, que as pala

vras somma e di/Te"en9a em algebra n[o tem a mesma

accep~~o que na arithmetica; em algebra nem a addi~[o

inclue neccssariamente a idea de augmento, nem a sub

tl'ac~~o a idea de diminui~[o.

A somma de - b com a e a - b, menor que a. A dif

feren~a entre as mesmas quantidades e a + b, maior
que b.

o polynomio 2(/3 - 3a"b +5ab" - 7/;3 e a somma al
gebrica dos monomios 2a3, - 3a"b, 5ab", e -7/;3; entre

tanlo, a sua accep~[o propria ea ditreren~a aritl1metica

eutre a somma dos terlllos additivos e ados suhtractivos.

•

•
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66. A necess;rhlrle de \leu tical' sobl'e as exp,'essi5es
negu{lfas ns r.:::(':~ma;-:opor·;;~;;C.3 que sO})1':-) as quuiltidades

aLsoJ ui as. cond liZ 0 ~d:: (:lJi·i~ 1:'"1 [!. p: (J iJo:' i ~Ce.s que pm 'cecnl

nbSUl,U:1'..S. c t~m ~idll objedu de iil:C'l'lllinoseis conlro

vepsiCls. Tne~ :::fio est as :

1.- Tvda (j. qUllill;."{fide ne!7at;'c(l d menu')" que ::e;·o.

2.- De du.a:i qUfliitid({(h's 1,;,/'aUa:s d 1nCilm' aq'L~ella

cuJo valm' au:;ol1~lo OB 2)ositivo d ';)wioJ'.

Assim-1 <0,-2<-1, -3<-2 et·c Os que

pl'cteudQll1 dCmOIl.~!l'ar est.1S Pl'O[t'1f.it;;)eg funuam-se no

SCJuillle l"ncioc:nin: rois que ,100 e !ll'Gt:i:3o tir":).t' 1 pf\l'a

chen'.:!}' ao J'csln - '1~ ::;t'~'lH~-~e 11 an e.~I(l rC'~: n 6 meuor qno

zet'o; e uc 0 lil'ill1do 2,:): .j,. ctc., QS l'c:.-tos - 2, - 3, -4,

etc., dcvcm S€P succb.;,:irfunc!lt~ lllC'llores; porque do
meSlllO suhLrn]lel1l1o I) qual.i!o mais so lil'U lnenos deve

resew.

POl' Jlluilo olJSCUl'O que soia esle l'ficiocinio, pol'ece que

nno 0 POd0111 l'cgcilar 0$ que considc.l'am as eXfn-essoes

negativas Cl)1ll0 quanlil]ades. Todnyia, e Iot·(~osO confes~~r

quo til~al'de xcra -1, 2,3, elc., saO pa}:l\q'as que nao es
priluem luea dal'a, IlCll1 pOUCID IlJnll' aOS espiritos a

convicc;.;10 dus fH-illCipios OUHllciauus.

Al1milliUlos~ poi::;, aquellns CXpl'l?s::0es, nao como l'ela
~ues entre qUflDlidndcs existentes, mas s.illlplesmcDlo

como ~ymbo}os n1behl'icos r-c~ull:1nte::; d:l cOJ.lYen~lio 

lIpplicar 1)0" cntcnsilu 38 reg-ras un algel)l'a as CXpl'C8

50('$ negati\'as,

•

,
I .•>
i•

"
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"

•
•
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,

Dissemos que esta extensao se confirma aposte'i'io,'i,
pOl'que, proseguindo os calculos e modificados as sym

bolos, conduzem a resultados verdadeiros e exactos,
•

aliunde verificaveis.

Ora, admiLtindo O>-aetarobem-a>- (a+m);
aj unlando a ambos os memb rosa +m, resulta a+m>m,
m>O, proposigues evidentes (a em saO aqui numeros

absolutos).

Em resumo, aceitamos 0 calculo das expressues nega

tivas, e bem assim os corollarios - i < 0, - 2 < - i,
etc., nao como combinaQues e relaQues eulre qnn nlidades,

roas simplesmenle como convenQues, pOI' meio das quaes

a Algebra combina rcsumidamenle as seus symlJUlos para

cllegar ao resultado pelo caminllo mais curto.

§ 4.' Discussao das prob[e;mas e equa90es
do i' grao

•
,
•

67. Resolvido um problema genericamente, isto e,
representando as dados pal' leltras, conv6m examinar

a que se reduzem os valores das incognitas, em cada

hypothese particular que se possa formal' acerca dos

dados ; esta investigaQao e 0 que se chama a discuss«"
de um problema ou de sua equaQiio ou eqnaQoes. Para

poder estabelecer os pl'incipios qne regnlaro esta dis

cussao, comecemos par deduzir formulas geraes dos

valores das incognitas para uma equaQao, au para urn

sysleroa de duas ou tres equacoes.

--
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Em primoiro log-al\_ toda 3 eCJ.l1ftc;ao a uma incognita
pade l'eduzir-se ..1. forma ax=b, exppimindo tt a somma
algclJr'ica dos UlultiplicaLlores de x, V, :J. dos lermos

conhecidos preriRlllenle tr'ansfel"idos pal'a 0 segundo

membra.
Desla equa~iio se deduz.

forJUula gel'al do "nlor da incognita, unico que satisfaz

11 equRgao ax=b.

b
x=

a

,

•

ac' - ca'
y= av'-ba'

cb'_be,
x= ab'-ba' .

ax+by=e
ax+b'y e'.

Applicando a estas quadquel' dos methodos de elimi

uR~iio (us. 50 a 53), se concluem os seguintes valol'es

das incoguitas (rd,~n1l1as geraes) :

68. Sejam agora duas equac;oes a duas incognitas; e
claro ([ue carla uma dell as se rOLle rerluzir it forma

ax+ by =c, expellindo os denominadores e chamando

{/, b, cas sommas algeIJricas dos Illultiplicadol'es de x,

dos de y, e dos termos conheciLlos. TOlllelllos, pois, pOl'

equac;.jes gel'aes a duas incognitas

~eslas t61'mu13.s l: [:lei! )'t!conhccu' COIllO se po,lel'il d~duzir imme
rlitllnmcnlc a c:o.:pr<:sli:io de cad3 ull1a das incog-nila;; sem appJica,:no
u.)s 1'1·,lr:I!J'.~os :l;1~ aqui e;:;lud::1IIo3. Ohscl'vemos tlut! :IS dU3s inco:;u..itag
silo CSPl'ci~:lS pill' Ull13 fncc,:ao c3tla uma, tendo. por6m, 0 J?lcsmo de-

~.,
,
•

•

••i,
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?.::sol':endo 0 s~·~lcl.l1n ncillln, de lr..:s ~qu::II;Gcs a lrcs inco....uilas
uJ~I.::-::lUlO:; as fon;lu[as, D

69. Seme!hanlclllcnle tI'es equa~ues a tres incognitas

poderao serupre tomal' a fot'ma

ax +vy +c:: =d

a'x + v'y + c':r =d'
a"[J) +b"y + e";; = cl"

das quae. se piJdem deduzil' foeLUlllas geraes dos valores

dag inco;;nitas, 0 estlldanle applicado nao deixal'a de

fesolver esla$ cqtw.~ues e estahelecer as f61~mnlas.

,

_.~.

10'1

,

•

,
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Le'd" - hire" + in/C" - r1/u" + cd'i/' _ .:lc'!J"

all'c" - :.10:'1/' + (;:.1'1/' - j"t'C" + hc'a" _ elf3"
'J" d'" I ';IC -a c -1- I ,z'c" -r.a'd" + cd'u" _ dc'a"

"I,'c" - ac'b" + ca')," -Jm'c" + bc'a" _ cIJ'a"

DISCliSSAIJ DAS EQUAr;OES DO PRIMElRO

x=

y=

nc.:niuJdo>:'.':: tlll~ p:l.r3 '''wlllat' ($10 b3slara CSCrU\"Cl' ag t'qll:J';OCS como
!Co,ahl (lul':$ 0 IOl'mar os dOllS pl'odoclo~. do eoc((icicnle de oX U3 pri
h:cil'.' ,,,:i'l do.:!J U3 ::it',!:111lda clio clJl.:fliciculc de x ua sc:=uuda peto
u': !II!::! !'I':I!l':lI":I, (: i.llllk:I!' qUlJ ,u ult.illlo dl:"~l'a ser suhtruhfdo clo
rrillldro t: lem-su a5-'iIlU U'1 - loll. para d'~UOUllOo.dol· comDlum. 1',)1'3.
101':01:11' 0 liUUH:radM do volul' I."'::r: h.1SI:ll·~·1 lllulLiplica!' 0 lel'ma co
llhi;dJu c da pt'imuira eqtl~l\;iio peIo coefticlente de y u;). seguUlLa,
lilui!i1'lic3r 0 terlllO cOllhcddu un sef:,'Uud3, i.:ito e. Ii' pelo cocl'licicille
d\!!1 Uti priUleil'o, e suJJLrahir cglc I"'oducto do prlmeiro, lercmos 35
~:l.:. j';:II'3 nUlUul':ldor do v3JO~' de ,1:, .cb'.- be'j p<1ra furmal' 0 JlUllIc
r:iti:)l' do valor de y. lJastaL';J. U1ulhplicar 0 termo conhc<:ido I: da
:o:,:unda equatRO pelo coefficlcule de :r: na primeh'a C 0 tl!rmo conlu.'
rid.) c da fi1"lmcira pelo coelliciente de :r: Da scgunda. sublrohilldo 0
t:.!:i!l.l(1 prW!I~Ii) do primeiro, ~r~UlO'; assim, ao' - ca'.

~3i.i res!lmitlall1Clltl: (al"i:unoli. escl'e\,t:odo o'~ dous arranjos ab e ba
d~·s co':!illt'klllc5 d:l~ iuc');fuil:ll!-, acccnlu;tndo :IS 'scgnud:ls Jetl,I':).s llOS
do~'i c .5"i':lr:lIl~"-c."~, Jl;J. IIlCSlll:l ol,lo,'!lI. }It'lo sIgnul-, (ormundo
~:;im I) d.worn:U;'lfl<tI' CvUllllUIll :lOS Lic.ns valon:s.

P:lra 10l'I:.l.ar 0 nIlUh,;:';')r!bl' de lIllla l]lIalqul!1' cia,; incognitas lJast;J.rlt.
:;n.;.sri.{u!l' no;, d~nolllillador C/)llll11UlIl os cC'tl.llidcnles dcssn incognita
pelo.. k:'lnos c,)uhcddl).~ COI·l ....""'pUUUi:lllc,;. Stllll tocnl' nos nccanlos, fslo
':. p.1r:! 1~r 0 llllllli:r:.ltlur do ,"niOI' de .1: lOlll;ll'iaIllOS 0 l1(!JlOll1ilWllor
aY-bl.l' e 1H:l1u sullsl.iluil'i3UlO"; a PO!' C em todos os 1ogal'cs, pal'a 0
de y suhsliluil'i311lQS (. pln't: l:nll todos os loc::II'~s.
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ab'd" - ad'h" + (b'b" - h:l'd" + 1ri',)" - dh'a"

ab'c" - ac'b" + ca'b" -lJa"c" + Lc'a" - cb'a"

•

•

•

em que as ,'alares das hoes inco~nil;)" l.:'m tOd05 0 lOcsmo denomi
n'lr,lor. P3ra form;)1' calc clcn,,;uin:lll,)l" hi'l1';I<l\'LJ ,,·Sl"I'C;'t.:r as dnus
:ll'l'anjos ab e ba. e CUI scguilla cf,!I"C:II' a teltra c em lollos <'5 logare:s em
'tile c3d3 um llcllcs a p,t··le".::.~ ,",-'Cd'Cl" :1t"'-~I,tl\illlll:J J":l'ui~ a :itb"ulula
!c!ll'a de c<l.da gl'UpO UUla \'l'7. e a lCl'..:clra uua::; ,,-czes.

ab e ba

senda as dous arranjo5, coll".C/uemol': ., ~lll !(,I"-.)iro, em segundo 6 em
111'!Ulelro logar eill au e I<HilIJ~Ul t:Ul lJa t~I...!mI;S

abc. acb. cab; b.a~, L..:.1, - ella

accentuando como dlsscmos "'em

ab'e", nc'b", ca'b"; J).:1'c", he'a", cb'a"

F:.c:cJ'C\"cndo estes termos na onlcm em que cstiio e dando-lhe~ a1guaes
altcrnaUvalJlente posil-i\'O e ncgati¥o, terl:lUOS

ab'c" - ac'b" + ca'b" -ba'c" + bc'a" - cb'a"

l')ut' e 0 decon1inador COllln1UlIl tlo.,:; Ires \'":11Qn::o; (Ie ,'t", y e ::.
Para (ormal' os numel'adol'es noieUlOS quo:! bast31'ia; pil1'3 :I: escre¥el'

o~ lious arranjos be e clJ dos codnclE"ntl.!s das (lUlI'~s illCCl!,!!1iu.s, y e .::.
e acHes colloeal' d em todos os lognres possiveis i tel'iamos

bcd, bdc, dbc i cbd, cd.b, deb i

3.cc~nluando como para 0 denominador e escrllvcndo do mesmo modo
tcremos

be'd" - bd'c" + db'c" - cb'd" + cd'])" - dc'b";

p:tra y tomal'iamos os 31'.1':lnjos ac e CG dos coclIicienles das ouLras
ILlcogullas e neUes inll'oduzit'i31llOS d como antes e terlamos

ah'd" - bd'c·' + un'c" - cil'd" + cd'a" - da'c"

p,)l'a ;1 lotnariamos ab e ba. e lcriamos, procedendo em tudo como antes,

.b·d" - .d·b" + d.·b" + bad" + bd·." -bd·...

Sera faeiJ, bern que longo, organizar formulas seme-
•

111antcs para 0 easo de quatro ou rnais incognitas.

70. A appliea~o destas formulas eonsiste em substi

tuir nellas em logar de a, b, c, a', b', etc., os valores

•

t

•

,
r
,

,
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7i. Tendo cada valor da incognita a fOl'ma do frac

~fio, em que caua Lermo pode ser positivo, Iloga'tivo on
.HO, facilmente se va que nas applicuQues padiculal'es

u; iacognitas podem ter cinco especies de valores, a

sau!:!' ; 10 0 -,;o:IOJ' 0; 2° valO'J'es positivos; 3u nefJ(ftivos~

Passamos a discussoo das formulas geraes.

;"J 'l'uwa-sepol' unid3.de 0 mil rt!is. para simpliftcar os calcuIo',

.
'" 1 f'" A -, d f' 0 I' d_;. t.!! UJ'/jUt ; t> a oP'Jna . roten e-S6 esta-o 0

Quando :J1guma das leUras tem valor negativo, cUllll','e

alteuder ao signal na sllbstitlligao e nas opera~ues aritlt-

53IiOO><6-2~1:3400><t_ 3,21600-203400 -'>''>00.v= - _28_
• 6-5 1

2~J:3iOO><1-:S3(\OO)<5 203400)<208000 ~ 00
y= = =25·i

13-5 1

c con [rontadas estas com as duas e(lua~oe. gerues a

duas incognitas, resnlta a=1, b=1, c=53000, ,,'=5,

0' = 13, c' =203400, valores que, substiluidos nas [or

llle.las geraes de no e 'Y, as tor.llam em

Ilumericos que competem a cada caso particular. POl'

esc,up]o, 0 problema 10' (n. (0), posto em elllla~llo, 0

espellidos os denonllnadores, conduz as duas equa~ocs

31+ y= 53600
531 + 6y=293400 (")

,
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IH.'Jeeel' de motlo gel'al a sigllifica<;ao de cada um destes

)'C<ll'lo, '0<.. ''' .. ~.

1.- 0 valor 0 o"c.linariamente repl'esenta uma solu~ao

JlO pl'ohlema, nu senlirlo <las condi~0es com quefoi enun

cia.uo.
Sa, v; [fl'., a incoguita Ii a differen,a entl'e duas quan

lidades, 3fluelle resultado sigllifica que eUns sao iguaes;

se a qllcsliiO e de Uill lapso de tempo, 0 Yalor 0 iudica a

origem do movimcnto, ou 0 {O instant·e do tempo; a

inl()l'pl'eta~ilo em cada caso e simples, atteudendo as

ci I'cuJllslancias parliculal'es.

2.- Os valo"es positi-~os sao tambemde ordinario solu

,oes do problema tal qual foi proposlo. Exceptua-se 0

caso em que alguma condi"ao essencial niio tenha sido

e~p,'ossa na equa~ao; pois, nesle caso, os yalores de x,
que satisfazem a equa~ao, padem n~o satisfazer ao pro

hlema. Se, pOl' exemplo, alem das condi<)uos traduzi

lias al1jcbl'icamcnle se exige que sejam inteiros as

llUlllel'OS pedido~, qualquer valor fraccioual'io posi

lil'o, cmhora Yel'ifiquo a equa~ao, n~o e solugao do pro

blema.

3.' A inlel'prela""o dos va/ol'es negatiDos das inco

guitas ticou estahelecida uo n. 63. E aiuda que alli se

tralou somente de uma incognita, reflectindo nos l'acio

Cillio5 entao elllpl'ogad.)~, S8 conhece que sao applicaveis

nu caso de duas OU lJ1ai:i iucuciuilas; 0 principia, pois, e
be""I, e a elle yolla,'clllos uas applica~6es.

t
r
I
t.
f
r,
,,
!.•,
~.,
•,...
r

•
to,..,
t
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so dcrmos a x valol'cs crcsccntes indefillicla!llentc, quanto

dell.'l'mine pOl' pequcua qu.o saja.

~2 ' .. IMri::.n.,....._...-- '-""-1"""-- .. _-

b
0= -,

x

,

as::im a equa~ao sep3. proximamcnle exacta. Podemos,
pois, toma,' para valor de Xl um llumcro tao grande, que

b
tc!'ue a frac~ao - meuor que qualqu.er fracc;ao que se

x

b
maiores forom, ruais a f,'ac,.ao -se approximara deO, e

x

Ora, ueste casa, a equ:H:o.O so muda em 0 X aJ = b,
<I'm neu!1UUl uumel'v uelel'ruiuJdo pudo vOl'ificar. 0 pro·

~.J!ema: pois, e illlpOssiYol.
E', pOI'JIU, de nolar quc, podcnrlo a eclua~lio ultima

rc·luzil'-se i forma

~e de alf;uma Lyp<'lheso parliculal' acorca dos dados

I'c,ulla a = 0, 0 ralul' ue a; sera

b
x=-o

7:3..LO Pl'OCUl'CIl10S agora intel'lJreLal' as expressoes

m:o:cCl=;S:\.0 DAS EQl;~\~UES DO PRINElRO GRAO 105

A
un fOl'llla ° '

Em primciJ'o !fJgal', sC'ja a equagfto a uma incognita

b
a:v = b, dondc [I] = -.

a

"
•

"t

,.,

,
,
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POl' esta razilo sa diz que 0 infinito satis!az neste caso

aequac;ao, ou que 0 valor de!J) einfinito.

. b
Tal e a significagao do valor 0 .

Este valor em al:;llill caso cOll,titue verdadeira solu

Qao, do que se verao examplos nos problemas de geome

tria; mas e cal'to que a e'luaQ.ao nao admitte para a;

valor algum determinado> ou finito.

73. Sejam agora as duas equaQoas a duas incognitas "

ax +by=e j das quaesl eb' - be' ae' - ea'. x - y - --:-;---:..:.:.,
a'~;+ b'v=e'l deduzimos - ab'-ba' - ab' - ba'

Admitlamos quo seja ab' -b(t'=O, nao 0 sendo as
do us numeradore" que 1'01' abreviaQ:lo chamamos A e B;
terelllos

A B
x=-,y=-o 0

Para iulel'prelar esles l'esullados (que COmO vimos, s6

[lodem leI' pOl' vnloi' 0 i,'·finito), notemos que da h)'Po-

lhese .
•

I' b' 0 d I ' ab' ala? - It = se e( liZ rt = b ,v or que suhstituido

,

un 5cguI!(la e(lufl,~-'O a'x + b'!1 = e', a convorte nesLa

rd/ be'
~ x -I-l/!/ = e', au em (f:» -l-l'.'J= lI"'

expe!lilldo os deJ!ominado,'cs e dividindo [lOl' b'. Ol'a,

sendo 0 'jO memht'u deola ultima equaQao idenlico com

•

•
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,. A
a 10rma'O sem

cia (dl'ma ~ c01'1'espondc a uma impossibilidade de ,'e,
, 0

~e [O'5em tres ou malS equa~ues, prov~r-se hia de

modo analogo que todo 0 'DalUl' de qualquel' incognita

bc' cb' b'c=-QU = c;
b

•

D1SCOSSAO DAS EQOA~5ES DO PR11>IEIRO GIt,i.o 107

•

soltel' a problema, ou ao menos de 'DC1"ifleal' a cl)'1!a~al).

74. 5.' Passamos aos valores que se lornam em ~.o
Tera esta forma 0 valor de (IJ no caso de urna equagiio

a uma incognita, se f6r ao mesmO lempo a=O, eb=O.

i 'ol'em, na mesma Itypothese, a equa,:iiO cOX x = 0 ;
~ lnno 0 numero finito positivo ou negativo rOde saLi~~

fazer a esla equa¢o. Assim, 0 p,"oblem,a i indeter
'1ilinado.

,yo B. E' de vel' que nao pode (IJ tomar

B
'l"e if se l'eduza tambem a '0

",as e,la i~uaJd3dee impo. sive!, pois que 0 Durnerador
•

do \'alm' de x 1130 e zero. Ve-se, ]loi~', que a.~ eqtt{l~jjes •

~ii(l illcolilpa.lIceis, ista 6, nao padent SGJ' ambas scttis
i~i.:a!i po;' nen/mlll S!Jstema d<J 1:alo"es finitos de (IJ e y.

o da l' ax + by = c, deverao tam]lem ser iguaes os

Z~ membros, ista 8,
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75. Aules de pas:ml' ;\s duns t:.clua(;:jcs~ nQ(em03 llllla

excep~'ao que OCCOl'l'e £Pcquclltoll1t'ule ao pr-ineil'io Ilue

D
~e acuba de eslabclecep. Algumas ycze'~ 0 s!JJJl1)o(o "0

ifulica apeaas a existcllCict de lun j(u:lO}' CtJiHmt~m. (lOS
term os da /J'{(,cr;ao, fr.;. tto;' 'jHC se lorna em :;ero 'na
hYl10these ]1(('I'/it:u!rtJ' q/!e }jI'Odi!::lll 0 s!Jlilbolo .. i!ilttt.O u:

(i'ac(;<io simpli/itYfc!a 1)(.:dl!-lc;· ra((u' ddl'i'JHtru~do. '\'03

exemplos melhor se cODlp"Bhenue esl3. uDserrac,ao.

Supponhamos que, l'e:~o~YcuJo urn pl'oblema, chega-
, ,."(,., - uoJ

mas ao resultatlo :iJ =.. ., ([ lle, no caso de ser a = l·,
(C.• - v·

o
se muda emx=O·

Notelllos, porem, que a numel'ador a'-b~ e 0 pro

ducto de dous faclol'es (ae+ ab + 1,0) (a - b) ; e 0 de

nominadol' ae-b'=(a + v) (a-vj; a"im 0 "alaI' de

{f} se transforma em

(a' + ttl> +Ii'l (It - v)
:1]=

(a + b) (a -vj

o factor a-b aniquila-se 113. hypolheso a=v, eli isso 0

que reduz a express~o 3. ~. PoroUl, supprillliudo 0 facIal'

commum, sera
a1 +ab+7/!.

x= ,
a+b



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

DISCUSSAO DAS EQUA~i)ES DO PRThlEffiO GIL~O f09

axpl'essao que, sendo et = b, se reduz a

3a' 3aN'o _

~- - ,
. 2a 2

de~appareceudo assim 0 symbolo de indelel'mina<;iio.
Seja pa"a segundo exemplo

a'-b' (a+b) (a-b)
co= = t

a'-2ab+b' (a-b)(a-b)

o
Suppondo a=b, apparece x=o pOl' causadofaclor

commUlll a-b; supprimindo esle ena mesma hypo
lhese,

a+b 2a
$= =-

a-b 0

valor infinito, ou symbolo de impossibilidade de satis

faze" a equacao.

Vo-se, pois, que 0 symbolo%algumas vezes desap-

,
pm'cec, sim.plifieando-sc a {t'acr;tio que tombu aquella
!Ul'liUt antes de appliert/'-lhe a hypothese pa,'ticulm'
que )'eduzil'a a ze,'o os dous termos,

76. Sejam agora as duas equa~es a duas incognitas
(n. 68),e nellas supponha-se cb' -bc' =O,ab' -ba'=O;

. 0
Sel'i.=t [0= O.

P,efteclalUos, porem, que, admittida a hypotho'se
•
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e que dn outra hypothese be' =ab' se

•

•

.' .:

,

,

,
•..· ,

· ' ,
•
"'. ,,
",

• •
•

•
"-.-

,

, ' ,
I '.,
I .,:.

,
, .,
~ ;,
•,

..~ .i

~!
~J

•

01/ -ba'=O, as duas equa~oesse transformllonas sa

guinte" como j:i. vimos (n. 63) :

aw+by=a
be'

=+bY=II;

be'
deduz c= V;

pelo quo as duits equa~oes coincidom; 0 0 p,'oblema,
>c",lo de duas incognitas e uma so equa,iio, e indete,'
'iUiilWlo (n. 55) .

Em gel'al, quando 0 valD?' de uma incognita toma

a (ei! 'ma %' a nao dar-se 0 caso de um. factor commum

(n. 7G), e:;te mlo,- I! indeterminadu; c tambem 0 Ii 0

1)"olJie,lIa, sa algv,nza outra incogilita ,,,10 tomar a

(v"'ilW- ~ ou se nao appm'eee,' out,·o sy;nbolo de impos,

sibilidade,
E' facij de ver que no caso de duas equa~oes sendo w

indctcl'miuado, ou da fOrma %,0 mesmo succede a y.

Com eli'eilo, combinando as duas hypotheses eb' - be'

=0, e ab' - ba'=O, deduzimos do 2'b= a~', e suh-
a

sisliudo este valor na i',

al/e/
cb- I =0, ou. ab' c' - ab'e' =0, au ca' -ac'= O.

a
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o
Logo, 0 valor de y tambem se reduz a O· Esta PI'O-

}H'iedade nao pertence ao maior numero de eqlnlC;.{iL·S,

lUns somenle ao caso de duas.

77. Na praLica mniLas vczes se prontlzem signaes de

indcLcrminaQilo ou dc impossibilidade. appareotemente

divcrsos dos mcncionndos. Se na resoluQao dc equnQJes

parliculares se faz uso das formulas geracs, rcsulta

~Cllll)l'C nIguns dos gymbnlos analysados; reso}yenuo,

pOl'dm, dil'ccLamellle as equ~QOes numericas, as vezes

os rc'nILados pal'eeem divcrsos. POI' excmplo, sue~Q,lc

que, climio::mdo alguma incognita, :l}JpareQa O=O,flue
~xprime 1ambcm illdetermin~i(;a:o; ou, 0 = a (sendo a
11m nllmcro finito), quc cxprimc illlpossibilidade.

POl'em, 0 = 0 renlmenle nao dillere de 0 X!l'J = 0,

dOOdCw=%;o=a equivale a Oxw=a, que daw

a
=-.o

Ja se provou (n. 55) que todo 0 problema que eontem

mcnOl~ lHlllH,WQ de cqua(lies que de incognitas e inde
!,c}'jilin.ado, E' Lempo lic Gxaminar 0 casa de apparece
rom mais cql1a,iics do 'Ina incognitas.

Scjom em gcral In cqua~11cs a n incognitas, scndo

.m. > n. AJ1p!icando 0 proccsso da eliminac;ao, p6dc-se

fn7.cr d<l.5ul'purecer t"das as incognitas, restarao ?n-n
cqnar-oo, ou igunld:ldcs eutre os dados ita quesliIo. Be

•

•

•

•
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aslas igualdades (que se chamam e'luaroes de comli
9,Io) se vel'ifica,-em, 0 pl'oblema se;-d possivel; e, no
caso cont,-al'io, absw-do.

Em resumo: i.' Havendo meuos equn~5es do que in

cognitas, 0 problema e inrlctel'lllinado.

2.' E' possivel e determinado 0 problema que condul

a tantas equa~oos quantns incognitas.

3.' Sendo maior 0 numero de equa,Ces que 0 das in

cognitas, 0 problema so e poc,si vel se se verificarem a,

e'ltta90es de conlli,iio, quo rcsullam de eliminar todas

as incognitas.

N. B. Para que ,ejam vel'rlndeil'o.~ os principios pre

cedentes, devem as oquagiles SCL' di5tinctas; se alguma

I'esultal' de uma ou de oul,I'ns, ou nellas estiver compl'e·

bendida, nao pOde e,s" en t!'at' lin conta das menciona

das na recopila~iloprecedenLe. De tudo veremos e:s:r.m

plos na

Discussao de alguns problemas (67)

78. Tomemos p3l'a l' excmpln 0 seguinLe problema,

cuja discussfio offCl~ece as }Jl'i Il(:ip~es cil'cumslancias

que analysamos.
R

R' A B

12' PROBLE1LL Um C01')'cio 1)(/./'10 d,; A e caminha 11l/.

di1'ec~ao AR, {a:eildu III lcgila;; l)Oi' !;vra; no 'jnesmo
,
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instante out1'O parte de B na ?nesma' direc>ao, cami-
nhandoll leiJuas po,' hOl'a. PeriJunta-se, a que distan
cias dos pontos A e B te"ao de encontrm'-se.

Soit<>uo. Soja R 0 ponto de eucoalro; ::c e y as duas

di,tancias AR e BR em legnas ; e (6 a di;tallcia conho

citla AB. Seguo-so do euunciado tla Cjuestao, que

::c-y=a

a sera esta ~ primeira equac,:lo do problema_ Para fm'm"r

a outr-a, llotcmosquc os camil:1.1osa: e y devem sericitos
em tempos igunes. Ora, sa 0 i 0 corrc.io anda '1n leguas

. x
em uma hora, and.,,',\ x legnas no lempo -, 0 qne so

1Jl

conclue da propor<;~o

::c
m '1"~'. • ••v • -

'"
Do mesmo modo para 0 seguudo corroio

n : 'l :: V: JL, tempo em qua antla V log-uas.
n

Sod, pois, a sog-nnda e'lua~~o

x y - 
-=-, ou l1x-my=O.
m n

•
Combinada esta com a primei";l::C - y = (I, ublem-se

am, f(.n.
cc= ,y=

.171-110 ?JZ.-1L

IJiscllss.70. i.' Soja p:I1'a l"'imoi"a hypo-ho 0 (I = 0,
8
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(sendo In difi"erente de n); della resulla x = 0, y = 0.

Fordm a = 0 significa eriden temente que as curl'eios

parL~U1 do mesmo ponto; c eIllao x = y = 0 illdica que

o cl1contro eno ponto da partida, 0 que alias e evidenle.

2.' Nao sendo a = 0, emquanto for ?n> 11, os valores

de x e y sao positivos e exprimem uma soluc;ao da ques

tao. Com effeilo m>" quel' dizcr que a correio que
e,ta mais atrazado anda mais ; logo, depois de certo

tcmpo ha-de alcan,ar 0 oulro.

3.' Se for tn< n, ou m- n negativo, os valores de

x e y, scr.1O negativos e podem assim exprimir-se

an

Estes valores negalivos devclll illdicar uma modifica

,ao nas condi,oes do problema, para que seja possivel;

para descobrir em que consiste esta modifiea,ao, nota·

mos que, segundo a hypothese ?n < n, 0 correio que esta

mais atrazado tern menor velocidade, e assim e impossi

vel que alcaIlce a oufro depois da partida. Porem a

elausula de somente se moverem de A e B nao foi ex

pl'e3sada algebrieamente, e sim a de partirem (au pas

sarem) no mesmo instaute pelos dous pontos. Supponha

se. pais, que elles se movialll anteriormente pOI' tempo

illdefinido, segundo a Hnha AB, e ambos da esquerda

para a direita, achando-se a l' em A, quando 0 2' passou

pOI' B. Entao as dous correios devern ter-se encontrado

antes desse momenta em urn ponto R', depois do qual 0

,

, i
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de mais velocic1ado cOrne90U:l. adianlar-se, As distancias

AR' e BI? sao precisamenlc os valopcs neg-ati,'os do x e y.

Com effeito, para exprimir' aJg~bl'ic.1mcllte a nova hy
pothese, basta ll1udar-se os signaes de x e de y, e cntao

as duas equa~oes se ll1udam em

y - X= a1 e as valores dasl am anx= Jy= ,
';ny-nx=a incognitas em. n-1n n-m
soluvao do problema modificado, snppondo '0 encontro

antes e nao depois da eslac1a simu!lanea dos dous cor-

reios emA e B. '
E' facit a verifica~ll.o dos ullilllos valores de x e y pol'

meio das eqna90es respectivas.

4,· Seja agora?n= n, au m - n = 0; os valores das

incognitas sera.o

am an
x=-,y=-,

o °
symbolos do infinito, que revelam impossibilidade do

problema, como ncon provado. Recorrendo ao ennn

ciado, 0 mesmo se descobre, pois sendo m = n, as dous

correioJ tem i!jllal velocidade, e assirn, parlindo de

pontos diversos na mesma direcvao, consel'vam sempre

entre si a mesma distancia, e, pois, nunca se encont1"am.
o infinito se representa lambem pelo signaloo; pelo

que, uma quantidade menor do que qualquer grandeza
"

dada,

. ' A A 'au 0, pode tambem repl'esentar-se pOl' -, sSlm
00
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A . A
--~'_-O-'-, -.o 00

5.' Se tivermos ao mesmo tempo m-n=O e a=O,
os ralores das incognitas serao

°X=-,

°
°=0

.
que significam ser 0 problema indeterminado, ou tel'

uma infinidade de so!th;ues. Com effeito, a = 0 significa

que os correios partem do mesmo ponto; m=n indica

que as velocidades SaO iguaes ; ora, .nessas circumstan

cias, nuuca se separam elles, 0 pois, 0 encontro e em

todos os instantes do movimento.

As e,-!ua~ucs do pl'oblema tarnbem rnostram a inde

termina<;ao; popclue, sendo a=O, e 1n=n, elias S8

mudam em

m-y=O\ on
mx-'my=O/

\ m-y=O
I m-y=O

Tomos, pois, uma s6 equa~ao a duas incognitas, que

exprimem um problema indeterminado.

79_ 13' PROBLEMA. Tem-se duas especies de moedas;

o n"",el'O a das p-,.imei,-as faz ..ma dobla; e sao p'-e
cisas b das segltndas pa,-a fazer a mesma quantia_
Que,--se fa::&!- pagamento de uma dobla erA 0 moedas

dos dous valores; pergunta-se : quantas se dariio de
cada especiel

-,

•
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As equa<),es sao:

x 'I
x + y = e, - + -'-- = 1 ; clonde

a b

It (e-b) b (a-e)
X= ,ey=

a-b a-b

ServirA de exercicio a discussilo desLas f6rrnulas, e,

paea encaminhal-a, apontaremos a, hypotheses quo

conduzem a resulLados notaveis.

l' hypo c=b, ou c=a... uma incognita poslllva,

outea igual a zero; pa[/amento ern moedas
de urn so val01'.

2' !Jyp. a> e > b... valores positivos; ,-esolvem 0 pro
b!ema (se fQ1'em intei,-os) tal qual toi pro
poslo.

S' !Jyp. e> a > b, ou c < b < a... valores', um posi

tivo outro ne3ativo; pagamento em uma espc
eie e troeo em out1'a.

4' hypo a=b sendo e differente ... valores infinitos;

problema impossivel,
5' byp. a = b= e; p"oblema indete,·minailo.

80. 14' PRODLE~IA. Pedem-se ilous numeros, que
estejam ent"e .Ii eomo.m : n, e taes que, ajuntando a
ao primei,'o e h ao segundo, 0 produeto dos dous
nceba 0 augmento p. As equa<)oes silo

nx=my
hx+ay=p-ab;

•

•
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m (p-(l1,) n (Il-ali)
logo x= C 1j= .

'}Ill + '}}:o' nlt + 1nb
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CAPITULO TERCEIRO

•
81. Dos principios e regras estabelecidas no capi-

tulo precedenle: especialmente no n. 55, se conclae
que todo 0 p,'oillema representado por menor numero
de equa~6es do que 0 das incognitas e indelel'nlinado.

Islo significa que as suas equa~oes podem ser satisfeitas

Dor uma infinidade de systernas de valO1'es das inco-
o

gnitas.
A's ,ezes, porem, exige a natureza da questAo que

os numeros pedidos sejam inteiros; e entAo, it incognita
ou incognilas, cujo valor e arbitrario, somente se

podem allribuir valores inteiros, e ainda nnicamente
aquelles que, substituidos nas equar,iles, fizerem tam
bern inleiros os valores das outras incognitas. Esla
condi~ao restl'in;e muito 0 nnmero das solu~ues, ma
ximo tratando somente das soln~ues directas, islo fl, em

•
nnmel'OS posili,'os, caso em que podem ale l'eduzir-se
3. uma so, au mesma a ncnhuma; do que sa ver:i.o exem

plos.

•
1 ~'.

·,
••

•

ProblemaS indeterminados

•

S,
f

'.

••,
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•

Resolver em, nu'meros £ntcii~os os l}}~ol;!(]mas inde/e)'"
millados do 1" greio e 0 objecto no pre,enle cnpilulo;

e s6mente incluimos nestes Ele:llculos as quc$tiies em

que SA considera mais uma inc:o!Jilita do que 0 lluruel'O

das equa,oes.

§ :1.0 Questoes de duas incognitas

82. Toda a equar,ao uumerica do -1° grao a dtlaS

inco;;ni las pOde reduzir-so Idorma a.r + by = c (n. (3),

sendo a, b.. c numeros inteiros, positiT"oS ou negatiYos.
Quando as coefficielltcs a, b "im algum cUr-ism' COII!

mum que "ao 0 seja de c, a cQlw9iio nelo. pade se,'
.satisteila em """W·OS in/aims. POl'que, chamando h

o di"isor commllm de a e b, e diyidindo pOl' elle a

cquac;~o, lemos

abc
~x+-·y=-;
h h h

ora, segundo a hYlllJlhose, 0 :10 membro:e a somma de

dous numel'os inleiros; logo, so l' ·dora Yerificar-se a

eqlla,~o, se for c divisiyol de h.

E, pois, que. 0 facLor commum 'aos tres coefficieules

pede ser supprimil1o, se;;lIe-se que sempre podamos
SUppOI' a ab pl'imos antl'a si.

1.10 poslO, passe mas a resolllC;~O d:Js problemas inde

tel'minal1os; e nalomos que tOllos os sJ'slemas de yalo

•
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res das ineo!!nilas faeilmcnle se dclel'minam, uma vez-
oblidas e:<pre"ucs dc"la forma

w=mp+n
y=m'p +n'

~endo 1>1, m' n, n' nurneros conheeidos, e p qualquer

llumero, lodos inLeil'os. POl'quanlo, fazendo p = 0, 1.
2, 3, ele., eada llm desles numel'OS subsliluido nas

forlDula3 do para we y "alores Lambern inleil'os.

0::; ,alores beraes das inco3nilas da forma mencio

n::t.la cusLumam dcnominar-se funcfocs intei?"as de ulUa

ill.leterm"nada; formam-sa elias em caua caso patti
eular pOI'lDei.) de um al'lifieio anal)'lieo, que nos excffi

1'105 faeilrnellie se pel'ecbe, mas que n~o 1\ igualmenle

simples Iradulil' em ro~ra ~eraL

83. 1° PaODLE)!A. PO.7f11' 150 contos, tendos6mente
nola. de 8 e de 13 COlltOS.

Seja Cl' 0 nUIllOi'O de nola.; de 8 conlo" y 0 de 13.
E:ed a e.qna<:ao d· J rl'ob~elUa.

8.1' + 13y = 1:;0,

equ"~ao que se l,'ala rle l'cslll"er em nUllleros intei,'os c

pfjsitiro~. Vcllu l'iC ~k·tluz

. _ 1:lD-13,/ 7-5!/ ..
x- .'\ =iD-y+ ~ (es.;olandoadlVlsao).

'.

Ora. <endo 11 inleiro, para que a seja lambern w t!

•

,

•
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necessm'io e I! bastantc que 0 ,-alor de JI scja tal, fpC

- .1 -01/
torne em numel'O inteiro a frac~ao 8'. Chaman,lo

a este Rumero inteiro, temos a equa~l!o

7-5y
8 . =a;ou 7-5y=8a; donde

7-8u 2-3a.
y = = 1 - a + --,,,..:...c .

5 5

o valor de 'JJ se muda 19 - Y + a. Pelo que todo 0

yalor inteiro de a que fizer 2-3 a diyisivel pOl' ;i,

darA para OJ e y vnlores inteiros; tudo, pois, se reduz a
2-3a

condi~ao de que a frac~o 5 se torne em numero

inteiro; representando-o pOl' b, sera
•

2-3a
~"..:...c= b; ou 2 - 3a = 5b; donde

5

2-5b 2-2b
a= =-b+ .

3 3

Esta ultima fraccao deve ainda tornar-se inteira; seja

2-2b 2-3c c
--;:;--=c,sera2-2b=3c,b= =1-c--,
222

•

E snppondo

f6rma inteira.

2
finalmenle - = d. resulta c= 2 d de

c
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b=1-2r1-d=1-3cl

«=-1 +3cl+2<l=-1 +5d
1/ = 1+i - 5cl +1 - 3d = 3 - Sd
x=lD-3 +8d-i +5<l=15+ i3d.

As uuas ultimas expre,soes ou valores das incognitas

I'epresentam 0 problema, do mesmo modo que a eqllaQao

~:c + t3y=159. Com effeito, esla equa~o se reproduz,

e'imiuando entre aquelles dons valores a quantidade d,

o qlle serve de "l'erificaQuo.

Fazendo successivamente cl=O, 1, 2, 3,4, etc., Oll

d=-1, - 2, - 3, etc., teremos para x e 1/ uma in
(inidade de systemas de 'Oolo;;es inteit·os, positivos on

negativDs. Desejando, porom, somente os positivos, 0
seu numero se torna mui limitado; porque 0 valor.

y=3-8d

somente e positivo, suppon.do d negativo ou zel'O; pelo

que ficam excluidas todas as hypotheses d=1, 2, 3, 4, etc.

Demais, sendo d = - 2, - 3, 4, etc., em todos estes

casos a formula

X=15+13d

so tOI'na nogativa; unicamento d = - 1 faz (f.) positivo.

Exislom, pois, duas unicas soluQoes direclas da ques

tao, a saber:

Sendo d=O;x=i5,e1/=3
» d=-1;x=2,ey=1i.

•
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,
proprJe-

processo

a que significa : que se podem pagar os 159 contos,

ou com 15 nOlas de 8 contos e 3 de 13, ou com duas

das primeiras e it das outras. Com effeito

8X15+-l3x 3='120+ 39=159
etambem 8X 2+13XH= 16+143=159

84. Urn processo analogo ao precedente deve sempre

conduzir a uma ullima expressilo, em queo coefficiente de

uma indeterminada seja (, 1<Ilidcule; porquanto, analy

sada a opera9ilo, vemos que se dividio 0 maiD?' pelo

menD?' dos coefficientes de x e y (13 pm' 8); 0 mellO"

pelo ,'esto da i· cli'cislio (8 PO)' 5); e assim pOl' diante;

o que equivale a procurar 0 maior divisor commum dos

dous coefficientes; scndo' estes primos entre si, appa

recera necessariamente urn reslo igual a 1, que seri!.

divisor na seguinte transformagilo; logo, as frac90es

hila de desapparecer.

Ter-se-ha tamhem notado que 0 coefficiente da inde

tel'minada na expl'essilo final de x e 0 (Ie y na eCluaQll.o

primitiva; e na de y ao contl'ario e0 de x .
•

85. Este facto e consequencia da seguinte

dade, que se demonstra sern dependencia do

exposto.

Se x = lll~ Y= n 'I'ep;'esenta1n unut solut;tiO intci1'(t,l

da eqlla,!to ax + by = c, tcm-se 'necessai';amcllI3

.'V=m+bp
y= n-~ll
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86. Se entre os dOllS coeflicieI1Les houver divisor

commum, que nao se tenha advertido, 0 calculo mos

trara a impossibilidade de veriflcar a equaQ~o em

numeros inteiros. POI' el:emplo

osegundo membra deve ser numero inteiro, pois que

o e0 pl'imeiro y - n; logo, sendo a e b primos entre

si, conclue-se do principio estabelecido (arithm. 112),

que x -." de,e ser divisel pOI' b; chamando p 0 quo

cienle inteiro, temos

•

125

\x=m+bp

donde \

!y=n-ap

PRODLEYA3 fNDETl:."1t)lI .~ADOS

y-n=-ap

;&-m.
=p

b

•

49x-35y=11

7 dinde 49 e 35 n~o divide 11. Deduz-se,

49x-11 14x-11
y= 35 =x+ 35

sendo p um numero inleiro iutletcrlUinatlo, positivo ou
I .nega.. l\o.

Com effeito, segundo a hypothese

am+ bl!=c

e subtrahindo esla da proposta,

a(x-m)+b(y-n)=o

a(x-m)
donde y-n=- b .
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14:0-11
Suppondo 35 =ct ou 14x-11 = 35a,

35,1+11 7a+H
resuHa x= =2ct + ---,-:--

14 14
7a...!....·11

Seja tambem ' = b, ou 7a + 1'1 = 140,
14

140-11 4
conclue-se a = = 20 - '1 - -,7 .,

equac;ao m"ide.nle imlwssirel sCiul'J a c b i'W1neros 't:!l

teiros. Logo, tambem 0 Ii a equa0~0 p1'op)sta.

87. Este p1'oce550 adlllitle fl'e'luentclllcnte simplifi

ca~oes que ab1'eYiam 0 1'csullado; silllpliflca.;ues que

consislem em tor'nar 0 menOl' que fur possiYel 0 coeffi

cicnte de cada indctel'minada nas tl'ansfol'ma~0es suc

cessiyas; mostrcm05 em urn excmplo cslas ab1'c1"ia~0es.

Scja a equaQilo

17x-49y=-8
491j- 8

dellasededuzx= .!_ =2y +
, I

15y-8
n •

•

, ,Vel'ifica-se esla tlivisiio pal'eia!, notando que 49=2

X17 +15, por'em, comO tam1Jcm4.!)=3x'17 -2,1'1'
demos, em logar tla expresstio snpra, admittil' est-a

x= 49y-8 =3!J"':- ~2!1-8=3yl _ 2 (y.+ 4)
-~17=--- '17 17 -

mals vantajosa que ~ 1', pOl' tcr 11 n'r-nOr cocfficicnte.

•
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Sendo a=1, x= 37, y=13
» a=2, x= 86, y=30
» a=3,x=135,y=47

e assim pOl' dianle.
,

I) melhodo seguido, assim como as abreviagoes, s6-

menle se explicam com clareza em exemplos particu

lares; POretn dos casos tralados faciltnente se collige 0

que em outros se deve pl'aticar.

.
Neste exemplo, a n~o se empregarem as abreviagoes,

seriam necessarias mais duas transformagoes para

cbegar ao resultado precedente,
As f6rmulas x=49a-12, y=17a-4 mostram

que todas as hypotheses a=0,-1,-2,-3, etc.,

tOl'nam as incognitas negativas; porem estas a = 1, 2,
3, etc., ao infinito as fazem positivas. Logo, a quest~o

tem infinitas solugoes. Assim :

!:l8. 2.' PROBLEMA. Achar 0 numero que, dividido
pOI' 9, de 0 resto 7, e, dividido por 11, de 0 ,'esto 4.

Demais, devendo a ultima fracgao converler-se em

inteiro, e sendo 2 primo com 17, deve ser y +4 divi

sivel pOI' 17; pelo que

11+ 4 '
"--'--=a, 11 + 4=17a, y=17a-4.

17

Logo, a:=51a-12-2a=49a--12.
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•

Cbamando N 0 numero pedido, X e y OS

da divisao par 9 e por 11 deve ser

N=9x+7, eN=1iy+4

'l'emos, pois, a equa~.ao

•quoclentes

,

Ox+7=Hy +4, ou 9x-Hy=-3.

Applicando a esta as conhecidas lransforma~oe<,temos

11y - 3 _2..::y-:-_3_
x= =y+9 9

~-3 ~+3 a+t
9 =a,2y-3=9a,y= 2 =4a+1 + 2

a~1=b, a=20-1.

Logo y=8b-4+ 1=90-3.

Seria facil obter 0 valor de x por semelbante subs'.i

tui~ao, mas isso e inum; pois OJ e y nao sno mais do que

incognitas aUOJilim'cs, ··sendo No numel'O pedido ou a
incognita da questao. Ol'a, substitnido 0 'CaInI' dc y na

expressao N = Hy +4, resnlta

N=090-33 +4=000-29

que resolve 0 problema.

Ye-se desLa formula que lodos os ,alores negaLivos

dados a 0, e ainda a hypoLhese b= 0 fazcm Nnetati.o

mas que todo 0 ..lor inteiro e po.iLivo dc· 0 pl'orlll7. I'al'a

•
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•

Estes numeros formam progress~o pOl' differen~a, e

o mesmo aconteee todas as vezes que a questao tem

infiaitas solu~aes.

•

•

89. Tel'-se-ha notado nas equa~1ies e questaes reso[

vidas que 0 numero de solu~iies positivas II as vezes

illimitado, outras vezes mui circumscripto. A' simples

iILSpeccaO dos signaes da equacao ax + by = 0 se pOde
determinaI'se 0 numero de solu~aes positivas lIoun~o

limitado. -
1.' Se as dous tei'mos ax e hy tive,'om 0 mesmo signal,

a nume"o de valo"es positivos eneoessa?';amente limi

lado.
Com effeito, a equa<;l(O neste casu tern a fbrIlla

I ±c-by
aX,by=±c, dondex= ;

a

ora, suppondo - c, sera x essencialmente negativo;

pelo que 0 p1'oblema ntio tem, solu9tio alguma em
nt<1ire·ro.s pos2"ti·vos.

E quando tivermos na fOrmula +c, para ser x posi
livo, II precise que seja

N ..-alor inteiro e positivo. Tern, pois, a questao infini

tas .olu~aes, a sahel':

b= 1,2,3, 4, etc.
N =70,169,268,367, etc.

,

f
•

I

,

,
f,
f
t,
1
e

•

"r
•

j

l'
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o quelimita 0 uumeI'O de sol"e,~e~.

2. 0 0 t'//wnero de SOli!!~ij,".'i 7'0Sitll:U,f; l! -ilUiuitado,
'l1tando os tel~iWS ax e by ll'm sifjl1aes c/i've;'sos na
equapao.

Demonstmpiio. Da equal)iio (t)J - by = ± c sa deduz

by+c
x=-=--

a

,

• I, ,
•

· ••

,

•

•
, .
••
"

"

Este valor no caso de + c e csscncialmeule positivo,

para todo 0 valor positivo de x; logo, existem infiuitas

soluQoes.
Se tivermos na formula - c para fazer x positivo e

c
necessaria que seja by> C ou y > Ii' Mas esta condi~ao

n1l0 limila 0 numero de 'l'alores de y, porque acima do

c
llumero detel·minado Ii se podern tamar infiuitos valores

para y, 0 que fornece infinitlUl soZ1tpoes.

•

.. I j,
•

"

• •

:i 2.- Problemas indeterminados a tres au mais
incognitas

90. Sa em logar de uma equa9ao a duas ,incognitas

,o,\duzi,' a questllo a duas equa9[jes a tres incognitas,

eliminando uma (lellas, fiCar2D10S rcduzidos ao caso

[,,'cce,lentc; c, dopois de achadas as formulas para as

~\:I'v iu\;ogI!itas) sel'a uecessal'io substituil-as em alguma

, I
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» a=4.b-1

5 -4x
=46-x+ '

7

.5-4.x 5-7a 1+/l
~eJa _ = a, teremos <V= . = I - 2a + '
/44

C fa'en,lo as subsliluir,ilcs em x e y na i' cquar,ao

x= i-8b+2+b=3-7b
1/=46-3+7b+ 4b - i =4.2 + lib
==47-3+7b-42-llb=2-4b.

A eliminar,ao de z se obtem, multiplicando a l' por 9,

e, subtrahindo 0 resullado da 2', assim se fOrma a equa

r,ao
327-Hx

Hx+7y=327, da qualy==-;:"::":''::7 -

das equa<;i:iC3, achar 0 valor da incognila eliminuda; e

se esle ti,er forma fraccionar,a, sujeital-o as mesmas

Iransformar,ues que ficam exposlas. Esla regr. se lor

nara dua nos exemplos.
3.' PaOBLE~IA. Tendo-se ?noedas de ow'o do 'Galo,. de

20/$, 16,1, e 9:1, qlle,'-se pM'faze,. a qllantia de 750:1,

em, 47 j;wec/as dos t"es ,)(/101-es.
N. B. Tomando por unidade tI1n rnil ,·tiis, as quanti as

que figuram nO prublema ficam redu.itlas a 20,16,9,

750, supprimidos em cada uma Ires zeros. Esta simpli

ficar,ao occorre muitasvezesnos calculos da nossa moeda.

x+y+z=47
20x + 16y + 9~ =750

-

•

•

,
•

· .•
••

,
•
"•

••t.

·-,
,
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N. B. Porter Z na l' equagaa 0 eoeffieicnte 1, 0 seu

valor so acboulogo de forma iutcira; S~ assim nao fossc

proseguiria a trausformag:iO do valor de s, e nos de xo y
se substituiria pOl' b 0 seu valor expresso na ullimaindc

tel'minada.

Examinando os tres valoi'es das incognitas, eon

cluimos :

1." Sendo b positivo, para que sejam x e ~ e pr,o, 0

3 2
que seja 7b < 3 e 4b < 2, ou b < 7' b < '4; logo, de-

vendo b ser inteiro, nao P?de tel' valor algum positivo.

2." Seudo b=O, x=3, y=42, ;;=2, l' solugao do
problema.

3." Se for b negativo, seraa posilivos x e z, porem y

unieamente no casa de ser 11b < 42, ou b< 3 :1 .

Logo, sao s6mente admissiveis as hypotheses b= -1,
- 2, - 3. Mais tres solugues.

Resumindo; a quest:io proposta se resolve de qualro

maneil'as, que sa acham pelas rol'me~a:; supra, a saber:

Suppondo b=O; x= 3, y=42, ~= 2

» b=-1; x=lO, y=31, ;;= 6 .
» b=-2; x=17, y=20, ,,=10
» b=-3; x=24, y= 9, ,,=14

E' faeil verifiear que qualquer destes sJ'stemas de

numeros salisfaz as equagues e a questao proposla.



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

•

::- .......""'-- .-..""""-----.--... t " •

•

I PROBLEMAS rNDETERM1NADOS 133

91. 0 mesma processa se applica ao caso de tre,

cquat;Ges a qualrO incognitas, on ainda a maiOl~ numero
della;, suppondo' sempre mais uma incognita do que

aqua,ues. POl' meio de climina,ues sempre se obtem

afinal uma equa,M a duas incognitas; achadas as expres

sues destas duas, sub.tituem-se nas equa,iius e sujeita-se

cada uUla das outras incognitas a semclhantes tl'ansfor

ma~"es, ate que todas sejam fWlc90es in/eil"as da mesma

indeterminada. •
.1.' PP.ODLE)I.~. A.chm" p((1'a x "m vauw intei1'o, que

torne l(tJnbe~n numcros 'I."ntdi·os as cxpvcssoes.

r
I

,
",-11

20 • "'- 17
iO •

",-7
15 . •

A questao e.el'dadeiramente de tres e(lua~ues a qua

tra incognitas; pOl'que, chamaudo y, ~, 'V os quocientes

indicados. teriamos

,
",

x-11=29y
x-i7=19z
x- 7=15v

•

•

••

POl'em neste caso e mais commodo prescindir das

equa,oes e operaI' as trau,fol'maQiles sobre as proprias

fraCQiiCS propostas.

x-l1
1.' De.endo --:2:-:9:- ser nUillero iutcil'o. e represen-

taudo-o pOl' a, temos a oquac;ao

",-11
29 = a,daqual",=20a-t. 11.
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Qualquer que seja a valor inteiro dado a a, tornara ro

numero inteiro, que satisfara a primeira condiQao.

2.' Pela segunda deve tornar-se numero inteiro a

fracg[o. -

x-17
19

29a+1i-17 29a-6 10:1-6
- ---cc;;-- - a -l- -.,-;::--.

19 19 '-19

Nao tendo esta expressao a forma inteil'a, cum pre

ainda igualar a ultima rl'ac~.ao aoutra indeterminada b,

e proseguir em lransformac;.0es semelhantes ale chegar

a exprimir as indeteeminadas umas nu.'3 Dulras, sem

denominadores, Assim se obtem

b= 6-10c,
a=12-: 19c;

~onseguintemente x=3i8 - 5Mc.+ 1-1 =359 - 5:51c.
3.' Este 2' valor de x ver'itica as duas pl'imeiras con

digi:les; para examinar se satisfaz lambem a 3' ou trans

formal-o para esse tim, eumpre substituil-o pOl' X na

ultima fraegao assim :

x-7
15

352 - .551c 7 - 1''''
15 =23-3Gc+ '15

e, opel:ando sobre a ultima fl'ac~ilo de modo analoeo ao

preeedenle, chegamos aos resultados

e=4f -3,
d=10 -itf,
c=15(-13;
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e portanlo $= 359 - 8265f+ 7163=7522 - 8265f

Ve-,enestaformula,1'que, sendof=O, $=7522,

l' solu~ao do pHJblem.: 2' quo para touos os valores
f= 1,2,3,4, etc., $ e negativo; 3' suppondo f= -1,
o

-2,- 3, elc., teremos iufinit.s solu~oes. Pois que f
Je,e s~r negativo, para [f} tornal'-se positivo, e mais

com modo mud.r-Ihe 0 signal na expressao de $, e serao
todes as soluc;ues da quest;;:o represent.d.s direct.

mente pel. formula
$=7522 +8265f,

na qual se podem attribuir a f, indifferentemente, os

\31ores,0, 1,2, 3, 4... ao infinito.

92. Sir,a para exercicio mais esta questao:

5.' PR'BLEMA. Achar tre$ nUm/l1'OS tae.s, que a somma
de seliS pi'odllelos ,'e.specti'vamente po,' 3, 5, 7, seja
ig"al a 560; e a somma dos productos por 9, 25, 49,

. . I "9"0sCja 'fJ'w a - - 0

As equa~iies do problema sao

3$+5y +73'=560
9$ + 25y + 493' = 2920,

dus quaes se deduzem estas formulas:

x=35b-20, y=124 - 42b, : =15b;

conclue-se que 0 problema tern someute duus solu~es

dihclas, a saber:
b=1'$=1~ y-8" --'l~, v, - _, ~ - u .

b=2; $=50, y=40, z=30,

•

,
•
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CAPITULO IV
.

Resolus:ao dos Problemas e Equagoes
do Segundo Grao

,

93, ImHoilucQAo, Quando as condiQoes de urn problema

l],.duzio,," algebl"icaruenle conduzem a uma equa~aoem

!]'t,e appttl'Cce a incognita rnultiplicada pOl' 8i me8ma,

a cquaQil') ~o diz do scgundo grao, e pOl' analogia tambem

o problema, Neste caso os principios estabelecidos nos

dous capiLulos preccdenles nao sao bastantes para se

acha!' 0 valor- da incognita, POI'em, quando a equaQOo

tem a fDI'ma aai' = u, podendo esLa mudar-se em

b,
(1)2=

a

a quesL,lo so l'elluz a ex/raMI' a raiz ql,adrada da

qaanlidade j'Cp,'c8cnl(!(lrt por.!!..,
(t

Se em logar lIe b e a tivessemos na equaQlio numeros

pUl'liculares, a ex.ll~nc~'[io da raiz seguiria as rcgras d:l
arilhmelica; t,'nlolillo-,e, POI'em, <Ie equoQoes liltr!';lc'.

convem antes lie cnll"ne oa sua l'esoluf;3.o csbhc!N'.CI'
,

•

•
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os preceHos relativos Ii extrac~o da raiz quadrada das
quanlidades aJgebricas ou litteraes.

§ 1.0 Formagao do quadrado e extracgao da rau
das quantidades algebricas,

calculo dos radicaes do segundo grao•

94. Tralemos primeiro dos monomios ; e aualysemos
a formaQuo dos seus quadrados para descobrir 0 pro
cesso de exlracQao da raiz.

Segundo as regras da multiplicaQao, para elev~r um

monomio ao quadrado qttadra-se 0 coefficiente c dilbram
se os expoentcs de todas as lettras. Logo, para voltar

do quadrado a raiz sera necessaria: 1', extl'ahir a "ai~

quad/'ada do coeffieiente; 2', to'mar metada de cada
um dos expoentes. Assim

V6J.a'''' = Sa'b'. e com effeito,
(8a.3iJ~):l = Wb!! x 8a3b~ = 64aCib~

.j625a~b"c8 = 25ab2a". porqne
(25ab2 ,,") ~ = 625a'b'cS.

Resulta desla regra que um monomio s6 p6de ser a

quadrado de outro, l' sendo a coefficiente 'lwldrada

pel'{eito, 2' sendo pa"es todos os expoenles. "ail seGdo 0

monomio quadrado perfeito, como suecede 0 l8a'b"', a

raiz indica-s6 com 0 signal V e as !?Xpre5:-:U~3,

desta especie cnamam-se rn.onomios i·rj'ac,"onaes. ou
"aclicaes do segttndo grao.

95. Taes expressoes, porem, admitloll1 muit,,, "e"08

simplificaQues fUlldadas lleste prillcipio: A nd:: de Wit

•
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96. Para 'complelnr a regl'a do n. 94 cumpre alten

del' ao signal do monomio que se eleva ao qUfldrado, ou

•

\' ~5a'b ','d="; 9.'b'.' x 5bd= 3abc V5bd

" 39a::b:: = ..,f a,::b:: x 3Ua = ab J39a

V(0.b .•. )2 = G.b.....

mas l~mbem ({;;: l'b. Cj2= ({;;)2. (,;'b)2. (.;-;')2 ....

As 'iuanlidade3 fUl'a do radical, como nos exemplos

i'IWedenle, 3ac, 3abc, ab chamam-se coefficientes do .
i'adical.

-. ;- _. .c....

LfJ~O, ~enritJ iguaes as quadrados de Va.b.o.... e de r;:-
\ b. I·C.... esl,s quanlidades tambem 0 sao.

Ist.) p ,;lo, a e"pI'csslI.O precedents V1Wb., p6de trans

f'll'msr-,e em h.'"x2ab= Jga.','X';20b ; e, pois que
j 0 .

\ ~::c:: =.., ac, sera
1/1"'8<>-'-.-" = 3ac X -/2o.b. '.

Rro regra, para siroplificar um mtnomio irracional,

t'J'.'!mllem-se as mizes de todos as factores quad"ados
j"]. 'f.:i!os. e essas nd;es se escI'evem d esquerda do si
!idal 1/-' ao q"al se submettem as factores quadrados.
:\~!:im

prodl/eto de dous ou mais factores eigual ao producto

das .-ai;es dos factOl'es, isto e,
.;G.b.•..•. =..r;. {b. r;::::

DemoHstra9tio. Segundo a definic;ao de raiz quadrada,

eclaro que

!

,
•

••

I

,
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.j-9= hx-l=3.j-l
v' • "-I" "x j-')a '~1-"'Ia-- '1a~ - -- . Y-l

.J-8a3b=~-4a~x2ab=2a.V20-. \'-b.

97. Procurcmos agol'a, para flualquel' polynom.io, a
lei da fOl'ma\.tio tIo sea qual!~·~.I:O. ua qual se deduza 0

lJl oce.:iSO da ext!'UCr;ao :..:a i.-fiii .

Yimos (11. is) quc 0 'lu",lrauo de 'lualquer binomio

a -+ b tom a forma n" + 2ab + iJ'.

de que se extrabe a raiz. Selldo 0 quadrado 0 prodllcto

do mouomio pOl' si mesmo, segue-se, do n. 15, que

seja qgal (6,. ° seu signal, 0 quadrado sera positi,o
(+ 5a'lJ')" ou (-5a'lJ'f produz igualmente + 25a'lfi.

Do que se segue que, sendo positi-co U1J~ 1nonom.io, a
s"a "ai~ 'l"adlYlda vode ter indiffe;'entemente°signal
+ou-. Po,'exemplo, v4a1=+2a, V2Oaftb'=±5alJ1.
o signal + se Ie 'mais ou .,nenos.

Sendo negative urn monomio, a extrac<;ao de sua raiz

eimpossi"eL porque todo 0 quadrado eessencialmeate

pOStlil'D. Assim .j -0, .j -4,.,.j - 5 s~o symbolos algebri
cO, flue represent am operaQDes impossiveis. Costumam

eUe, scI' denominados q"antidades ou exp"essoes ima
[Iinaria;;.. ~ao sigllaes de i-;npossibilidade ou de ab

sw'do, que muilas yezes apparecam na rasoluQ~o dos ..• •

problemas do sagundo grao.

Comludo, pOl' exlensao, sa usa applicar a estes sym

bolos as mesmas siro plifica~"es que as expressoes irl'&e
cionaes. Assim, segundo 0 n. 75,

,, , ,

.

• •
'.,

•

..
•

, .

•

,• •· .

•,
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Tratando do trinomio a + b+ c, acha-se pela IDlIlti
plicaQlio.

(a +b+ c)'=a2 +2ab+ b'+ 2ac +20c + c'
do que se inIere que 0 quad,'ado de um t,'inomio se

compoe da somma dos quad,'ados dOS tres termos, e do
dobro de cada producto dos mesmos te;'mos, multipli

cados dous a dous. ComposiQaa em tudo .emelliante a

do quadrado de um binomia.

Elevando ao quadrado polynomios de 4, 5, e lllais

termas, observa-se sempre a mesma lei Oil p!'incipio

geral. Segundo elle, se fo!'mam estes quadr-ados :

(3a'-2ab +4b2)2=9a\--j2a~b+41.'b-!-1 GalfJ+ 15b'·
+2·!a'b'=9al --I2a:1b+28a'b'- Wah' +15b'_

(5a'-4ab+ 6bc-3ac) 2-'>511"- 40a"b+16a'D'+130a'bc
-30a3c-48ab'c+24a'bc + 351"c"-36abd' + 8a'c".

98. Pade-se tambem demonstra!' rigol'Osamente 0

principio, que pOl' uma inducQao acabamos de estabe

IeeeI', a sabel' :

oquadrado de qualque;- polynomio d a somma dos

q'ltadrados de todos as te,'mos. '!Iwis 0 d6bro de cada
um dos productos dos mesmos tennos multi1Jlicados
dous a dous_

Bastara provar que, verificada esta prop!'i edade papa

urn polynomio de m termos, sera ella vel'(ladciJ-a paI'a

outro de m+ 1 term08.

Seja 0' polynomio de m termos a + b+ c + ., .+ I,

e procuremos 0 quadl'ado do polynomio que contem

mals urn termo k,

•

•
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Chamando s ai' polynomio, e 0 2' s+k, C

(S+k)2=S2 +28k+ k2

•
au substituindo 0 valor de s,

(a+b+ ... +b+k)=(a+b+c+ , .. +l)2
+2(a+b +c+ ... + l)k+k2.

A primeira parte do 2' membra conlem os qnadrados

dos m tarmos, e dObro de cada um dos produclos delles

dous a dous. A. 2' parle encerra 0 dObro dos produclos

dos mesmos 'm termos pelo novo termo k. Ao que so

ajunta 0 quadrado do ultimo k2•

Assim, 0 principio esla provado para 'In+1 termos, e

daqui facilmente se estende a todo e qualquer poly-
•nomlO.

E' oste um methodo de demonslraQao analogo ao que

ja empregamos. (n. 29.)
o mesmo principio se pade euunciar deste outro

modo:

o quadmdo de qualque;' polynomio eigual ao qua

dmdo do i' tm-mo, mais 0 d6bro do producto do i' pe

102', mais 0 quadrlLdo do 2', mais 0 d6bro de cadlL.

um dos dOWi p1'imeiros pelo 3', mais 0 quad1'ILclo do 3',
e assim ate 0 ultimo.

Passemos a extracqiio da raiz quadrada.

99. Designemos pOI' N 0 polynomio cuja raiz se
pede, e par Rest:! raiz; 0 conceda-se que os dous po

lynomios acham-i16 orclenados em relaQiio a uma leltra,

v. g. IL.

•
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IslO ro~to, exam:nando a fOt'ma~ao do quadrado de R
(n, 98), facilmenl.e se conhece que Os dous primeiros
lermos desse quadrado naG soffrem reducQao com ou

Iros, pois conlem a leltra a com expoentes maiores do
que todos os termos seguintes: estes dous primeiros

lermos sao 0 quadrado do primeiro da raiz e 0 dobro
do primeil'o pe:o segundo. Logo, se N II quad,'ado pe",
(eito, 1', 0 seu p,'irnei,-o termo tarnbem 0 deve ser, e a

mi::; desse prim-eiro ter?lW II 0 l' do polynomio pedido;

2', 0 2' tel'ma de N sera divisivel pelo dobl'o do termo
achado, e 0 quociente sera 02' da raiz pedida.

Para obter os termos seguintes, (o,',memos 0 quad,'a

dodo binomio achado e diminua-se de N. 0 resto, que
chatuaremos N'., conlem ainda 0 d6bl'O dos produclos

•do l' e 2' termos pelos seguintes, e as mais parIes do

fjuadl'aL\o. Porem 0 dobt'o do l' pelo 3' conlem ex
poenle superior ao das seguintes partes de N'., com
as quaes liao soffre rednc<;ao. POI'tanto, divicZindo 0

i' tei ;?no do "esto pelo d6lJi'o do l' da "'aiz, se obtera

o 3", •

Semelhantemente, elevando 0 tnnomio ao quadra
do, subt,-ahindo-o do polynomio p,'oposto N, e divi

dindo 0 1'termo do resto pelo dobro do l' da ,-aiz, se

achal'a 0 4', 0 processo continua do mesmo modo (*).

n Sejam os expoentes da l'o,iz Ol'denada m, m -1, m - 2. m - 3...
Os do quadrado serio, 2m, 2(m. - 1), 2(m - 2), 2(m - 3), 2{m - 4).
A analyse dos tormos do quadrado, a que pcrtcncem estes cx-

poentcs, demonstra a reb"}'a.

•
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N. B. E' absolutamente indispensavcl, depois de leI'

achado os dous lermos da raiz, subtrahir do polyno

mio N 0 quadl>ado do binomio obtido; porque de

ordinario 0 quadrado do 2' termo de R tem 0 mesmo

expoente de a, que 0 dobro do l' pelo 3'; portanlo,

estas duas partes podem tel' solfrido reducoao, Assim,

oj preciso subtrahir 0 quadrado do 2' pat'a poder affir

min'-se que 0 l' terUto do resto oj 0 dobro do l' pelo 3'
da raiz, Semelltante observaoao se applica aos 3, 4, etc"

primeiros lermos da raiz.

. Facil oj actualmente organizar a regra para a extrac

oao da raiz quadl'ada de um polyuomio; basta para ioso

reunir as diversas phl'ases que no decU"l'so desle nn

mero se acham em caNtcteJ'CS italicos. Semra de

exercicio aos nlumnos 0 ennunciado desta regt'a, bern
como 0 desenvolvimento dos raciocinios, de que apenas

apontamos os"fundamentos,

Seja exemplo exlrahir a raiz de

49a'b2-24ab3+ 25a4 - 30a3b+16bl .

25a4-30a3b+49a'b2 -24ab3+16b4 5a'-:3ab+4b'
-25a4+30a3b - 9a'b'2 10a'
1'resto 40a'b2 -24ab" + 16b!

40a'b" +24ab3 -16bi

2' resto.. . . . . . , , . . , . .. 0

Verificaoao : (5a' - 3ab + 4b2)2 =
= 25a! - 30a3b +49a'b2 - 24ab" + 16b!.

Ordenado 0 polynomio em relaoao a a, extrahe-se a
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I'aiz do l' tel'mo, que e 5a', e divide-se 0 2', -30al b,
pOl' 1Oa~; serao as 1" termosda raiz 5a'-3ab.

Eleva-se este binomio ao quadrado, subtrahe-,e do
•

polynomio proposto e divide-se pOl' 10a~ 0 l' termo do

resto, + 40a'b'; 0 quociente 4b' e 0 3' termo da raiz.
Eleva-se ao quadrado 0 trinomio 5a' - 3a6 + 4b';

subtl'ahe-se do polynomio proposto; sendo 0 0 resto,
conclue·se que 0 trinomio ae-hado ea raiz pedida e::racta.

A obsel'n<;ao do n. 96, applicada aos polynomios,

moslra que a raiz pl'ecedente tambem pode ser tomada
com signaes contrarios; assimJ os trinomios 5a2 

-3ab+ 46' e - (5a'-3ab+4b') ou -5a'+3ab-
-46' sao, indistinclamente, raizes do polynomio 1"1'0-

poslo, como se pode vel'ificar,

• •10;- ,

,..

,.
l.,
•
f
•·

f'
·•,-,

•

..
;..~
<. ,
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,
,
•
"

~. -.-
•

J

~

it
•,

100. Tel'minamos com estas observa<;1ies :

1.' Um mono7J1,io nao pode ser quadr'ado de um
polyno-mio.

2.' Um 6inomz'o nunca pode SCI" quadrado per/eito.

3.' Um t,'inornio so pode ser quaelrado pe'-feito sendo
quae/melos 0 l' e 3' tlwmos (suppondo'o lrinomio orda
nado) e, demais, selldo 02' tel'7no 0 dobro do producto
das mizes do l'e 3'. Resulta da forma<;ao do quadrado

de urn binomio.
4.' Quando na extl'ae<;~o da raiz de um polynomio ap

parecer algum resto, cujo primeiro termo nilo seja divi

sivel pelo dobro do l' da raiz, pOde coneillir-so que 0

polynomio dado nilo equadl'ado pel'feito .
\0
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5.' As simplificaQiles do n. 95 podem appliccl'-se as

raizes dos pOlynomios qu~ nao sao qttad"ados pel'{eilos
Sirva de exemplo a expressao \'aJb+4a"'b"'+4ab-'.

A quantidade affecta do signal r niro e quadl'ado;

mas pOde decompor-se em dous factoresab(a'+-iao+4b'),
o segundo dos quaes e evidentemente 0 quadrado de

a+2b. Sera, pais,

Ja'b+4a2b"+4abL-J ab (a'+4ab+4b')=

=(a+2b) {(iF.

E assim nos casas semelhantes.

Calculo dos radicaes do segundo grao

101. Da extracQ[o da l'aiz quadrada das quantidades

litterne-s SA origina uma nova especie de exp"essoes, al
gcbn"cas, denominadas qt<antidades i,.',/'acionaes au 1'a

dicaes do segundo gJ'aO; converu, pois, esll,belecer as

reg!'as necesscrias pal'a effectual' sabre estas quantida

de" as quatra oper"ac,oes fundamentaes,

Delini9liO. Dous radicaes do segundo grilo se dizem

semelhantes, quando a quantidade submettida ao signal

rea mesma em ambos 08 radieaes. Assim, 3a{l;
e 5c[O, 9{'Z e 7[2 sM mdicaes semelhantes.

Addi¢o e subt,·ac9liO. Para sommar ou subtrahir ra

dicaes seruelbantes sommam-se O'U Sttbtrahcm-se os daus

•,

I
!
I
I,

j
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coe/fit'ientes, e a somma 0" di/Tel'ell~a se esc,-eee a es

g"el'da do ,'(ulical commum, Assim,

3a,!O+5clo=(3a+5c){7i
7, lia+3v'2a-1O\' l:'a; 7.;'Fa.-3v 2a-4,j'2a.

Dous radicaes nAo semelllantes algumas vezes vem a

,61-0 par virtude das siruplifica90es do n. 95. POl' exemplo,

{.i8ab·'+b/75a-H,j iJa+5bv Sa 9b/3a;
2" 45-3.[& 6/5-3./5=3,fr):

NAo sendo semelllautes as radicaes, nM se faz mais

do que indicar a addi"M ou subtrac9Ao.

102. M"ltiplica~ao. Para multiplicar dous radicaes,

mllltiplicam-se as q'!tantidades debaixo do signal r
e a/Tecta-se 0 producto do -mesmo signal {7ix{7i (M
econsequencia do priucipio n. 95.

Havelldo coeflicientes, m,,,Uiplicam-se um pelo Ottt,·o

eo P"oelucto Ii 0 coefficiente do "esultado, Exemplos :

301 5abX4o/ 20a-12{lOOa'b-i20a{b'.

2ao/ a'+b''X(-3ay''''''a,'''';-i-''b''')=-6a'o/ (a'+b2)'=
=-6a2(a2+b2).

N. B. Succede muitas vezes, como no'ultimo exemplo,

que 0 producto de duas expressiles'irracionaes, mesmo

imaginarias, oj uma quantidade racional,

103. Di·visao. Para dividir um radical pOl' outro di-

•

•

,
,,
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uidem-se as quantidades affectas do signal ,;- e 0 quo
ciente se atrecta do m.esmo signal. Assim

ra.ra
,;oV Ii

Com effeito os quadrad03 de ambas cstas express5essao

iguaesil mesma quanti dade ~; logo, SaO ellas iguaes. Seha

_ 5a. lib
5a/o:2b';c=2i; V ~

104. Ha duas trans{01'mar;:iJes que sM de muito uso,

jil na avaliacao numcrica dos radicaes, jil preparando-se

para facilitar 0 seu calculo algebrico.

A p,.irnci,'a t1'aits{m'mar;:iio consiste em fazer passar

o coefficionte do radical pua baixo do signal rSeja a

expressao 3a';5b. que (pOl' ser 3a= {!la' se pode

converter em

REGRA GERAL. Pat'a se {aze,. passar para dent"o do
. radical urn {actm' que se acha {d,'a, basta eleva,' esse
(actm' ao quad,'ado.

Eis aqui UlUa applicacao numel·ica dosta tl'ansfor-

•

,
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ma~uo. Quel'enuo nvaliar em numeros inteiros 6,f i3';
-muuamos esla e"pl'c"ao em

,f (f' X13= {468= 21

-----,=ou _
r+,fq p-yq

105. A seO",,,i,, ti'alls(01'))Wfx'lo tern po,. fim tornar

racionaes os denominadores de expressaes da forma

•

aa

sem diffe,.enc;a de lima unidade. Se S6 extrahisse em

intciros a rai" de 13, como iudica a p1'ilJl.eira expressoo,

a fl'acQuo desp,.csatla, tendo de multiplical'-se pOI' 6,

poderia avultn,. n mrris de 1.

.

Em alllbos os casas uppal'eec no denominndor 0 prD-
duclo da somlna pda tliffe,'en<;.a das duas quautidaues p

e yq; e como esle produclo e a differenc;a dos quadradoo

sendo a, p, q, qllaesquer numeros, e nao sendo q qtU2
d1'O.do perfeito. A 1'esoluQ[o dos problemas condm:

muitas vezes a taes expressoes; e e facil de Vel' que,

sendo 0 denominadol' racional, mais simplesmente se

ajuiza da grandeza represeutada pela fracc;ao, au do

grao de approxima~aoobtido nas applicar;iies nllmericas.

EliccUla-se a tl'anSrurm2.~ao multiplicauclo ambos os

termos dn primeil'a fi~ac:t;~O par p -.;q, ou os da segnn

da pOl' l' +yq.

.
•

• •

•
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dlS mC:5maS ql13nt.;d~tdcsJ sera 0 denomiucdor 1J~ -q,
cxpl'es:o::ao l'acional.

a a (p-./v (I)J - a.;q-- -
• p+iq (p + I/q) (1' - , fi) p2_ q

a a (p +./Ijf (I!' +a " 'l- -
p-./9. '(p_,jq) (p + ,I 'l) p2_ q

,

Podc-se reunir as duas expre.,:sG(-s em uma formula
dc~la sorle

•P'-q

a a (;) + " q) (lp ::;:: a v'q--=- -
p + ,I q (1' + m 0' + v' 'I)

Para bern julgar da ulilidade desla transrol'ma~[o,

appliquemol-a a dous exemplos numel'icos ;

7 7 (3+v~ 2l +715 21 + v'~45
l' -

3-";0 9-5 4 4

- ~ 7.['5 (/IT - 1/""8) ... ,--.:-::- ... f 1- ,

Q' 'I/o I \ ;).) - I \ . ::>
~ - - -

lIT+ vi! H-3 8

, V2Uu5 - v· 705
:>

Resta somente exlrahil' as r.3izes dos tl'CS nllmcl'os2..i5,

2695 e 705; limilando-nos :i par'le inleil'a dessas ,'aize,.
, 1

teremos a l' f,'acyao appl'oxlmada ate 0 valor "4 e a 2'

i
ate 8 ; facil e, POl'em, oblel' lll!liol' appl'OXiUla~ao.

---

•
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,

I

I,

I
106. As equa~oes do segundo griJ.o se classificam em

duas especies : equa('oes a dous termos ou incompletas,
eqHa('oes completas ou de tres termas.

As pl"imeiras somente cantem termas canhecidos e

termos afrectos do quadrado da incognita. Chamam-se

1I dOHS termos, porque, mediante transfol'ma~ucs, e

scmpre possivel reduzil-as a 10rma ='= b. POl' exem

pIe, a equa~ao

71 ... -2.,8
- +-x-=-w+
11 5 23 7

se converte, expellindo os denominadores, em

5635 +1771x'=770x~ +10120
• •

ou, trauspondo e reduzlUdo, iO01w=4485.

Se a equa~ao fOr litteral, como esta

a-bw+c=ex2+d-fw

tambem se reduzi"a a dous termos, dando-Ihe a forma

(f-b-c) {JP=d-a-c.

107. A equa('tla a daus tel'11lOS aw= b resolve-se
facilmente; della se dednz

.

w= ~ uunde x=' fli..
a Va

•

,,,
•,,

I
I
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b 'd d ' I dQuando - fOr quantl a e negallva, 0 va or e x sera
a

imagina"io (n, 96), 0 que significa que 0 pro
blema e impossivel, ou que nao ha numero inteiro ou

fraccionario e:xacto. ou appro:rimado, que salisfa,a a

equa,M.

Mas, sa b for numaro posili,·o, a sua raiz poda ler 0
a

signal + ou-, e serao os valores da incognita

,-
x=+,/6,

V"
Applicando osto procosso as duns equn<;oes do numero

precedente, Lemos
,

V'\-'-oJ. ;:\v --1- I. ~. ::>:;> .
Xl = + - = ~ ';""Ii = + _', L sem dllferell,a detout

0,005; e

,Vd - a - c
a; =::I: .

/-b-e

Peln suhstitui<;liO so verifiea que qualquer destes va
lores satisfaz " respeetiva equa<;a:o,

108. E<juartlo cOillpleta do 2' grao, Toda a equaQiic

desta natureza, contslldo tormos conhecidos, lermos

affeetos da incognita e outros do seu quadrado, pode,

•
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mediante transformaqocs, reduzir-se il forma ax' + bx
= c, e di"idi"do todos as termos pelo coefficiente de afl,
e suppoudo pOl' abreYia<;iio,

. " . - .

a c
--p--q- , -
b ' b

tomarl' a equaQiiO a forma afl + px = q, que se trata de

!'c:::ol'.-er.

_v. B. Reduzir nma el./uac;.~o do 2° grao a esta forma
e 0 que se chama p,·epm'al-a.

Observemos que, se f~r possiYel couverter 0 primeiro

membra no quadrado de urn biuoUlio, uma simples

extrac~ao de raiz '1uadrada reduzil'i, a equaqilo a outra

do mesmo grao,

Ora, comparando a '1' membra x' + px com 0 qua

mado do binomio x + a au com af!. + 2ax + a', ve-se

que alt\m do '1' termo commum, basta suppora= ~,para

que seja 2ax = pa;; e assim para que x' + px se torne

no quadrado de x + a ou de x + ~ so falta ajunlar·lhe 0-
f''1

tel'ffiO (L'! ou""I."; e, sendo Pl'CClSO, para n,ao altel'ar a
'i

equoqao, ajuntar a mesma quautidade ao 2' membro,

tOl"cmof? :

I

J

I
/
I. ,',

fli .JI

j " • ( ).'r 'J- r~

p:r'+-=q+'-ou x+ .,
4 4 ..

,
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Assim, em toda a equa~;lo do 2' griw a incognita tem

dous valores, ambos rel"'egentados na fdrmula prece

dente.

Esta fd,..nula se pode tl'adl1zir na seguinte

•

, r.~, ·il,
; • -,,., ' ,
-
•

,
,.. • .

• ,

Logo, extl'ahindo a raiz,

Px+-=±
2

,

I{EGR.' GERAL. P"epal'Oda a equal'ao, iguala-t~ a
incognita d metada do Set! coefficiente tomado COl>, Q

signal contra"io, mais ou menos a ,'ai:: quad;'acla dQ

termo cOllhecido, sommado com 0 quach'ado da'me/ade

do coefficient" da incognita.

109. 'Exemplo :

•

,
, I,,

-'.•., ,

- . 5 1 3 2 2i3
SeJa a eql1ac;.;Io -x--x+ -= 8--x-x~+-

6 2 4 3 12

que se reduz, expellidos os denomilladores a

.. '.'

22(0' +2(0= 360, e, dividindo por 22

10a:~-6x+9=96 -8x-12(O' +273

;\60 (1)'_..I. -
22 ' 22

• 2 360 1
x' +-x=- donde x=--+

22 22' 22

ou

•

':.t :, :.

,-~,

· '.

• ,..: 1

... -.'

.' .,.

,

, ,
, "\" ",,,J,

,

,
-,

-,
•

Para effeetuar os calculos llUluericos, convem comec;ar

par convel'ter a quan ti(iade aJIucta do sigual rem uma
•

,.
..

·. ,,

\
'- . "· ,. ", -.,

, '. ",,. ,.,.,':ill
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56 fl'ac¢o, cujodenominador saja quadl'ado perfeito; ora
•

360 (1)' 360X22 +1 7921
99 + ;n = (99)" = 2'"-- -- ....,.... ....

logo
7iJ~ 89

=-.
(22)' 22

Seriio, pois, os valores de x
-

1 1'0 -1+89
x=--+ -=-..".,--,

22 22 22

ou separando-os

-1+89 88 -1-88 -00 4"
x= 9') =9i>=4, e x= 22 = 2') =-11

~.- ...."'" ....

Soja agora a equa~(o lilteral

4a' - 2x' + 2ax = 18ab + 18b~

que se tl'ansfol'ma nesta

x,''':' a:o = 2a2 - gab· f- 9b~;

applicando-lhe a l'egra, seriio os valoras da incoguita

a
a;=-±

2

•

~-3b
2

•

•
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,
e reg-ras a reso-

ou separando-os e fazendo as reducgiles,

a 3a a 3a
x=-+--3b=2a-3b' x=---+3b=3b-a2 ~ . '2 2

110. Apliquemos. estes pl'incipios

lu~~o de al<;un s problemas

l' PRODLE:.rA. Acha'r um numel'o, cujo t,'iplo j,,,,to
. ao dobro du se" quad,'ado forme a somma 65.

Chamando x 0 numero pedido, sera a equa~ao do
problema

2cc~ +3x = 65

2 65
ou Xi + -x=-' donde

3 2'

3 V') 6" '323X ---+ -+ +_
- 4- 16 2 - 4 - 4 .

Sepal'ando estos valores, e elfectllundo os calculos

- , i3 0 ' , al - ," .temos x=;>ex=-"2' 'pl'lIneu'o v, or;> sa,lslaz a

quest"o, como foi pl'oposta, porque

2 (5)"+ 3><5=50 + '15=65.

Para int(,l'pl-ctar 0 valor negativo, notm'emos- que

mnd~ndo na cqna\~fio x eID-xa nova equat;ao2x:!
3x=65 oxpl'imo ol'identemente outra questao em que

se proponha acha,' um numero, cujo tri)llo diminuido
(nao sommado) do dob,'o do seu quad/'ado deixe 0

,
•

,

,
•

·•,

I

I

,

•,
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resto 65. Esta nova questao e resolvida pelo valor ~ ;

com effeito, resolvendo a equa~ao 2x" -&v=65, appa

recem os mesmos valoras precedentes, mas de siguaes

contrarios, isto e"

13
a;=-5, eco=-;

2

e facil verificar que este ultimo numal'O satisiaz ao PI'O

blema tal qual foi ultimamente enunciado.

111. 2.' PROBLEMA. Alguem comprou duos pe(:as do
mesnw panno, cada uma pOl" 53/J; ",ma, porem, tem
7 covadas menos que a o'ut"a e custm, po,- isso cada
covado mais '100 ,-eis. PCI'gunta-se : qual a nume/'O de
covados da pe{:a ma;ol'?

Conbecido este nUliero, tirando-Ihe 7 resta onumel'O

de covados da menor; e, dividindo pOl' cada um 0 cnsto

53S, oMem-se os dous pre~os, ouja diffel'en~a deve ser

iOo reis. Logo, chamando x 0 Ilumero pedido,

53000 _ 53000 =100.
x-7 x

Preparando esta equaQilO e resolvendo-a se acha x =
64,5 e x = - 57,5. 0 tl,rimeiro valor satisiaz ao pro

blema, como se p6de vel'ifical'; quanto ao segundo 

57,5 Illudando na equaC~G x 0::0 - (l; resulta

, 53000 ,,3000 '- _..:...:.- = '100, ou
-x-7 -x

,

,

,

53000
x

530i)()
~ = tOO,

x+7
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da qual se deduz a: = 57,5 e a: = - 64,5. Ora, csta ulti

ma equa~o (e, portanto, 0 valor 57,5) resolve este

problema: Custando dt,as peras de JJanno a mesma
quantia, 53$, ?nas, tendo ttma 7 cOLados mais que

a outl'a, c"sto" cada cowdo menos 'lO0 ,·dis. Pede·se
o nume"o de co-vados cia pera menor.

N. B. Ve-se que nos dous problemas precedentes os

resultados negativos tem a mcsma significa<;,go que nas

equa<;iles do l' grao; pOl'em, 0 ulti mo offorece esta ob

serYa~o especial, que os dous en unciados nao diffel'em

seu~o em chamar-se a: 0 compl'imento da pe~a maior ou

da menor. E os dous valol'e~ dados pOI' uma s6 eqlla~o,

prescindindo dos signaes, exprirnem os tamauhos das

duas peQas 6-1,5 e 57,5 cuja diJTercll~a e7 covados,

112, 3,' PROBLEMA. Dill mCl'cador vendendo urn ca

vaDo pOl' 24 dob'as pel'deu tantos por cento do p,'ero
da comp,'a qual,tas doUas til,ha c"stado ° animal.

Pede-se °prcro cia comp,'a,

a;'l
E'1ua<;,go-=a:-24, ou r:t;~- 100a:=-2400,

100

ValOl'es da incognita x=GO e=40,

,_._-

....
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•

Discussao dos problemas do 2' grao.

Ambos estes valores sntisfazem 0.0 problema, que tern

duas solu<;oes, Com effeito, sendo a com pro. pOl' 60 do

bias, a perda ou 60 pOl' cento de 60 doblas e 36', e a

prer;o da venda 24.

Sendo 40 dobIas, as 40 pOl' ccnto desla quantia impor.

tam em 16 doblns, perda que deduzida de 40 da 24 para

pl'er;o do. venda.

§ 3." Diseussao geral da equar;!o e problemas

do segundo. grao

113. Quando as quantidades conhecidas nos proble

Dl1S do s~gundo graD, em v~z de serem numeros pal'ti

cubl'es COlllO ate arlui, fOI'em rcpresentadas porlettras

ou srmbolos g'CllOI'ic05, os resultados ohtidos represen

10.1'00, como nos do primeiro grao, formulas gel'aes
pl'oppias pnl':1 resoh~cr t.ocJos as probl~mas semelliantes,

uma ve' dados em numcros as valores das lettras.

Inlcrpretar estes resultados sCJundo as diversas circum

slancias em que se acharsm os dad os, e 0 objecto do.

discussao dos p"obiemas do segmldo g.,ao,
. Anl.es, porem, de entrar no. discussM, sBI'a conve-

niento f"zer sobresallir alguns factos analyticos, que se

'.

•
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ollcerram nas expressoes do n. 98, e s~o alias casos

parliculares da Iheoria ge,'al da composi9iio das equa
90es, que Sel'a tralnda em oulra parle desle curso.

Consideremos a equaQao prepal'ada do 2' grao na f6r

ma a;' +px - q= 0, e represenlemos os dous valores

de w pOl' x' e w" para melbor dislinguil-os; assim

w'=-E.+
2

'r Pa; =---
')
N

,

•

Eis 08 faclos de que fallamos.

i.' E' facil verincar quo a multiplicaQao dos dous

binomios a; - x', x-x" repl'Oduz 0 l' membro da equa

r,ao primitiva. Com effeito,

Assim, 0 i' memb,'o de toda a equa9ao preparada
do 2' grao se decompoe em dous faclo,'es do 1..' [fI'rio
em X, da ffhvrna x-x', x -x", slYn,clo Xl, x" os valO1·es
de x.

Estes valores se chamam raizes da equaQao.

Em geral da-se 0 nome .'aiz de uma equapzo a loda
a C$pr.esstJ,o nwmerica au algefJ,'ica, real ou imagina-

•
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ria; que, substituida po,' x, tmona (6 eqtw,iio identica,

Toda a equa<;iio do 2' grao tem duas raizes.

2.' Sommalldo as raizes ohtem-se
.

x;' + 0:;" = - p

o coetficiente do 2' tel-mo da eqlta,iio com signal

com"a''io Ii a somma algeb"ica das ,'aizes.

3,' Multiplicando-as

, ,P~ p'
ro rx/ =--q--=-q,

4 4

o tlrrcei,-o termo cora 0 mesmo signal Ii 0 p"odtwto

das ,'aizes.

Voltemos a discussao dos problemas do 2' grao, come

~ando peJa aualyse da equ.<;1Io preparada e dos respec

tivos valores de ro, a sahel' :

"

q+f:
4

Notemos em primeil'O logar que estes valores de,x s6

serao "eacs, isto e, podel'ao ser avaliados exactamellte
au pOl' approxima<;ao, quando a qualltidade suhmettida

ao mdical for posiliva,

Ora, qua-lquer que seja 0 sigual dep, esempre positive
,

o ,
1" p-

o termo 4"; e, portallto. 0 signal da quantidade q + 4'

depende do signal de q au -do termo conhecido dn equa

~ao.
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• •

•

114. 1. 0 Sejarn, pois, q e p ambos positivos; separe

mas as dous .valores de x.

P
!C=-_ +

2

Estes dous valores sao ambos reaes e se podem avaliar

exaeta au approximadamente, segundo··a quantiilade de

baixo do radiCe\1 for au uM fOI' quadmdo pe1'tiJito.

o i" valor eessenciahnente positivo, pOl' ser
.,q+i>i, (;()lJlQ ,; faeil de Vel': Este valoI' satisfuz

o se£!~l1ldc, -ral~);' t! ••~i(Jl!Hh.~.'aci1,te n,c(jativo, :-;aLix('ax nfio- ,

a mesma eqna~ao pl'oposla, lllas depois de Illudar-Iho !C

em -!C. Com effeito, pralicada esta llludan~a e resolvida

a equaQao, apparecem as mesmos valores precedelltos,
mas de signaes contrarios .

•

115,2.,0 Seja aind,a q positivo e p negativo. A equa
.;8.0 tamara a forma

prova-se do mesmo modo que ainda estes dous valores

sao, a 1
0

positivo e a 20 negativo; pelo que ·tem as mes
mas significaQoes que as precedentes.

•
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•

116. 3.' Seja agom q negativo e p positivo. A equa

Qao sera da forma

A raiz indicada SQ' pbde.extriliir-se sendo q<~ ; mas
•

satisfeita esta condiQilo as dous valores sao reaes. E, de-

mais, sendo numel'icamente .

03 dous valores de x saO ambos negati1Jos.

117.. 4.' Seja·m finaimeil.te p e q ambos negativos.
Tel'emo's a equa<;ao x'-)lX -q, e os dous valores

•

,,2 p'4 IJ, e x=7.:~- \
p'--q
4

•
arnbos positi·lJos.

N. B. )J:ste u)timo.caso merece particular atten<;ao.

A equa<;i!O respectiva tnlldando-Ihe os signaes se torna

•

,... 'Px-x' = q, all x (p--:-x).= q. .

d tl'~diJ.c~~i6'nlgekiea deste p"oblema : Di'oidi,' 0 nu
mel'o p em d'ilfl~ pa,'les, CU]O in'od-uclo seja igual ao

.
rW,)J;cPO cr·
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• -..

PGrque chamando a; uma das partes, a 0 u t I'a

sera p-rr:, e 0 seu producto a; (P-x), que se d OVO

igualar a q,
E note-se, que a equa~o e a mesma, au sej a x a

maiorou a menor parte; pelo que a mesma equa~i!O devo

dar 0 ,alor de ambas; e tal Ii a razao da exislencia da.

duas solu~iles directas ou positivas.

118, Recopilando: SO' a quantidade q e positiva,
qualquer que seja a signal de p, as dous valol-es de x

sao ?'eaes 0' de signaes contra?'ios.

SO' q Ii mgativo 0' p positivo, as dotls va lares sao a-n~-

bas negativos. ,_
Selido p e q negativos, sao as valo?'es ambos posi t i'l-'O,I

E fillalmente nos dous ultimos casas serlio as vala? 'cs
de x imagina>-ios, se (6,.

p'q>-,
4

easo em que 0 problema Ii impossive!.

•

-
119..h,Jem das hypotheses ate agora feitas a respcito

dos signaes de pede q, podem occorrer circumstanclas

particulares dependentes das grandezas representacla,;

pOl' essas duas lettra.; e ainda que em cada problen~a

especial melhor se apreciam os resultados notaveis, to
davia podem elles indical'-se geralmenle com referencia

as formulas estabelecidas ; eis aqui as principaes :
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...

. "

No 3' e 4' (116 e 117) representados pela equa¢o ro'+
+pro=-q (sendo ppositivo on n'eg'atiYo) S8 acontecer qlie

p' V'., .
seja q=""::, 0 termo P- - q, que eutra em ambos os
.44 .

valores de a;; e. {gllal'a zero, logo, os dou~ ~alores se t~r-
,,"" 0'" .... ,. L l. ".

nara-b en1' x'· .-,,-.~; valores igu?-es,

. ,~.. '~ ,:..~: "., ""._" -~, - . ~.- ,.'
Se for q= 0, os valores de ro serao

x=_E.+ E.; ouro=O, ero=-p.
2 2

Sendo aomesmo tempo q='O, e p =0, teremosa:>=O,

a;=0.. .'-' .

..

...·'9ua.)q~ei' 'destes'tres resultadbS sa vel'ifica iritrodu

zindo a hypothese respectiva na eqtia~ao geral w- +pa;
. '

=q, e resolvendo-a de nOvO.,

Por no!) pareccr interessante aprtlsen.tamos aqu1 Dutra mlll'cha para
discntil' a cqun,\no do segundo:grao. * ': .

Seja a equa~ao

{I);"

x = - n ± ,j~-4~-;
'. '. 2 Ul

,

r6Solvendo-a temos
""1"" • "f., ...•.1,

n ,vn~-"mpx---...,....
- 2Jjl -. .' 4W::.

"

,I' :":.. '.

. (Hh

.,

." . . ..
• , ...•..:".J,

e chamando 3J e:c' os valores de :c reia th'os aos slgnaes + Co - isto
~, as l'aizcs da cquaJ;ao, terer:uos', ~:.

u, x· = - D + Jn~:~-4' rn- r; (2) x" = - n -"n" - 4 m'p;~·':··
211\ 2111

•

•
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,
Admittaruos que so. tcnha sempl'e tn > 0, ~ que sempre ~ passivel,

e f3.~oS tados 3S hypotheses relatlvas ao Yalor d8 '712- 4mp, para
dl.scutfr cada uma : essas hypothese.i 56 -eadem ser

n2 -4mp>Oj 0 2 _ 4mp = 0; n 2 - 4mp < 0

1.0 - Se 71~ - 4mp > 0, temas qoe as doas raizes :c' e x" serio raaes
e desiguaes, pol'q'.le 15endo posltivQ 0 "alar de n Z -4mp. nao haven
mudan~a nos signae::: do radical nas igoaldades (1) e (2) 8, como as
valores. :c' e x" ~6 dift"erem palo signal do radical, este nio mudando,
as ..ala res contlnnarao a sofft'cr a influencia desses slgnaes e sa COD,

ser...arao, portanto, dili'ereDtes entre si.

Este C3!;,) pode-se suhdividir em tres ontros conforme 'p> q. OU
p=o ou p<o:

Sa p> a temos

. n!-4mp<n2

ou Vo'-4mp<n,

ent t"a!or a!)So!l!to e gil nas 19ualdades (1) e ('2) pnzel'mos esse valor
pelo radical. ti claro que os dons numel'adol'cs cansel'varao 0 signal
do termo (- 0); 0 que importa dizel' quc cntao as duOls raizcs :c'
e :c" terio stzoaes dift'ercntes de 11. ~a equacao (I)

S; p=O temos

011

isto ,

n'-4mp= n2

JD'-4.mp='n,

.0" 20 n:x =:c e:x = __ = __.
2m m'

•

Com dEHa s:endo p = 0 3. equacao {l} reda.z-se a

mx2 +u.t.=O .

•

ou :x (wx + n)= 0;

sendo ~ primeil,? memhra entia um producto de daus factores, para
que seJ3 nnllo e bils(ilnte e necessaria que um dos factol'es a seja,
ponhamos pais,

mx+ n=u

•

t~l'emos
n

't=--~
m·

I
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mas como a equa~o , tamhem saUsfe1ta para

x=o
teremos de concluil' que ella tem as dnas raizes - ~ e 0;

m

em fJa!o,' a.bsoluto. e portanto cundul:~1ll0S que 03 "alo1'e5 dos nu
mcrlldoTcs de:c' ex" serao de slgnaes contrarios e asslm tamhem as· .....
duas r..izes ::e' e :r;",

Para raccn.hecer qual dcst4s .dOlLS valorcs ahsolutes e 0 malar at
tenda~se £\ que, senda 1'1 p(l~itivo, tem-se que, ua equacao (1). 0 valor
absoluto

-.D..-Vn'J 4mp

•

";n!-4mp>J1.

Sa p< 0 temes

ou

secli. waiOl' do que 0 valor absol~to

sa ·u fur negativo, tere1l10s que 0 volor absoluto

- n + Vu~ - 4111tl

serb. maiar do qu.~ 0 valor ;tllso1ufo
•

-n+ vu~-4mp.

, pols 0 primeil'o, pOl' set' n negati1o. se torna em

+ n + vn::-4mp

e 0 scgunou em

•• S·-... l ~~

t3Dc:imenle:

n• II
::1:=--.,,,,.. .. "c x =--,., ". '.

•

•

,
•
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•
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•
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•

·.
·' .., .,

•".,.. .

•

..,
\; •t

•

, .:

:i'
•
'.
'", ,

..
, '.' "

'.•
~ " .

\"\ ,i'· . ,.,
", ..
,-". :

n
isto ~. 3S 1:;:13!d3des (tj e (2) forneccl'ao 0 mesmo valor - ~ para.

e z·· : :1 equ3.;ao (I) tcra pols uma unica raiz,o que facilmonte S8
c..-idcnci3 [1;)$ scgninles CODsideralioes :

A i~ualdade

d:i, d.h-idindo ambos as sens memhros pOl' 4m2,

.p 0 2
-=-j
m 4m'

ora, da equa~ao el} tiro-se

"+ D,P 1\XJ -x,..-=v
m m

au collocando em vez de~ 0 sen valor aeima,
m

m n~
x!+-x +-=0

D 4m2

ou alc.da

equat.ao esta que 56 sera satisfe1ta quando se tiver

n
x=·.....-·

2m

A.ln.da que 56 baja um Valor(-~)que coUocado em 111E"at de :t
2m .

na cqu3tao (I) torna 0 :;eu prllllCll'O membra 1~uaJ. identica.mcntc. :10
segundo, 51:! diz qne a cqua~ao lem dlias rai:t!J' i!JuQJ.;$.

- 3.° Sendo 11,' - 4mp < 0, fata e. ul!'gatlvo, os l'adi~cs uns expl'c~

sacs (1) e (':!) indic:lrlaLll raizes que se 03.0 pocem c:o;:t.rnhir, C eS!'t1.~

~Xpl'~!:=Sijcs tOr.1ariaOl a Corma ilU:lginaria .

Ex:uninuwos entretanto 0 caso para cOlllpletar est;). diSCl1':;~5.o.

Sendo

n!l_.1mp<~
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e claro que, sem alte1'31' 0 sentido da deslgualdade, so Jloderao didd1l'
3U1bos as seus membros pOl' 4m~1 e assim teremos

•

on

•

"....

1 :

nZ p---<0
4m2 m

p n'
-==;- + k2 ;
'm 4m! ..

•,

,

seodo k Z uma quantI dade positiva e nao nul!a.
"Dividindo ambos as merohl'os da equaciio (1) por tn teremOi

n p
1 2 + - x+- =0

m .. m

e, pondo em ....ez ~e ~ 0 seu valor acima, vir!
m

n n'x9+_ x+ - +k:l=O
m 4: m~ .

on
....

!

.'

"

..
"

,

"

E:13minando esta ultima expleSSaQ nota-se qo.e, sendo k'J uma quan

Udade positiva dUre,rente de zero, e sendo 0 ~crmo (02+ 2:)2,

positiVQ pOl' natureza, non hum v~lor haveI'll.. qo.~, collocado em ~ogar
de Z, torne 0 primeiro mf:l1nbl'o clesta ultima equacao nullo e. por
tJnl-o, que e im.possivel "eso~c/w (l eguaQlio,

•

Passemos It discussao de um problema

,
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Discussao dos problemas do 2' grao.

Suppoe-se conhecido esle principia de physica : as
intensidades de uma lu:: a distancias di'versas sao na

raziio inve1'sa dos g..,adrados dessas distancias.

120. 4' PROBLEMA. Acha1' na linJia em que s.e acham

duas luzeS differentes A e B a ponto que ambas allu

miam com igual intensidade.

en A e B G'------------..,---
SolU9iio. Seja a a distancia AB entre as duas luzes,

., .
b e c as intensidades'dellas na distancia 1. Seja C 0

ponto pedido e AC= w; donde BC = a-x. Procure

mas a equa~ao do problema.

Pais que a luz A tem a inlensidade b, e a luz B a in
tensidade c na distancia 1, para saber a' iIilensidade de

cada uma nas distancias x e a - a; l",remos, applicando

a principia da physica, para a 1'luz
•

•

,
\

b '
:& . 1 .. b . - . pan a 2' (a - x)' .• • • • .,. J •

x·
c

1::c:( ).a-a;'

" •

,..~, '

devendo ser 19uaes estas dnas inlensidades, temos a
equagao

b c 2ab a' b
- = , au preparando-a x·- X=- ;
x· (a-x), b-c b-c
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,

I, '
resolvendo-a e reduziJldO segulldo 0 n, iO\), loremos

a (b ± .;7iCl
~-

W~ b,-e
•

Esta expressao ainda se pode simplifieal' pOl' que
•

b±{bc=,r b.X {b+·{ b.X,'- e=(·{ b:+ {c) {b

b-e=({b)'-({ c)'=({ b+ {c)({ b- {c);

logo, separalldo os valores,

(L(b + ,lbe) a (.['b +V- c) {b a {b
(1)= b-c = ({b+V- c) (;fb-1 c-V-h'-V-:e

Trata-se de,disclltir estes dons valol'es de (1) ou da. . - .

distancia .AB.

..
121. Disc1<ssao. i.' Seja em primeil'o lugar b> c, au

a luz A rnais forte do qug'B. Entnc os dous Yalores sao

ambos positivos, isto e, 0 pl'oblema tern duas solugoes.

Demais, 0 l' ponlo exisle eutre os dons A e B e ,mais

proximo deste, por!1ue sendo / b> ';c;- conclue-se

2.[b>lo+1C
,r b i. 11- {h' .. a

d017de {b + - > 2~' e, pOlS, AC ou ib {' ,> -2'v c .' ~ + c:-
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o segundo ponto fica a direita do ponto B, pOl'que

evidentemente

.[b a.[b
{b-.[c >1, logo .[b_.[c>a.

2,' Seja b < c. 0 I' valor de x sera ainda positi~o,

porem menor que a, porque sendo .[b< .[c teremos

2 .[b<.[b +.[ c, pelo que

..[b 1 a.[b a
.[b+.[c<2' dondexou .[b+.[c <2'

Canclue-s8 que este I' ponto ainda se acha entre
A 8 B, porem mais proximo de A.

02' valor de x e negativo, e s6 pOde tel' sigllificaQ1I.o
8uppondo um ponto G' a esquerda de A. Era de esperar

•
este resultado pOl' se tel' supposto a luz B mais forte do
que A.

Seja agol'a b= c, serao os dous valores do x

a a.{O
X--' x- =co,-2' - 0 . .

..

.

01. deates valores indica 0 meio da linha AB, o.qlle,
meamo a p";o,-i, era evidente: 0 valor co ~.oslra .q·~e

nao se p6de marcar urn outro ponto, que··satisfaQa a
condi¢o do problema.

.., , ...
N. B, Observemos de' passageni-, qlle se e$ta ultima
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hypothese b=c se applicasse aos valores nllo simpli

ficados que deduzimos da equa~o

a (b-.[bC) . 0
aJ= b se mudarla em (f;=-

-c 0

a (b + "b"c) . 2ab
aJ= tornar-se-hia a:= .

b-c 0

o symbolo de 'indetermina<;ao que aqui apparece

depende do factor commum que foi omiltido ./0-.[C',
o'qual, com effeito, se torna zero na presente hypothese.

4.' SefOr a=O sera a:=O, isto"', reunidasno mesmo
ponto duas luzes desiguaes, sO esse mesmo pan to pade
ser pOl' amhas igualinente allumiado.

5.' Se alem de a=O"f6r tambem b=c, sera x=O,
o

a:=o· 0 i' valor indica 0 ponto em que estao as JUles,

mas a 2' urn ponto qualquer, Em verdade duas luzes

iguaes no mesmo ponto prestarao igual claridade a um
,

ponto qualquer no espa~o.

, Se de cada valor de'xou AC derivar1!1os 0 correspon

dente de a - (f;, au Be, analysados estes nas mesmas

hypotheses darao resultados em harmonia com os prece
dentes.

, ..
Esta discussao e mais urn exemplo da 'precisao com

que a algebra resoive as quest5es 'e deduz os corollarios

de'todas as circumstancias comprehendidas no enun
ciado do problema.

•
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122. Nas discussoes dos problemas temos tido occasiiio

de e.slabolecer entre certas quantidades rela~oes de

desigualdade representadas pelo signal, >, e do sujeilar

eslas desigttaldades a transformaQoes analogas as que

solfrem as equaQoes. Ora, ainda qu~ em geral as prin

cipios dos n." 85 e 36 sejam applicaveis tanto a igual

dades como. a desigualdades, comtudo a respeito de.1&

soffrem elles excepQ5es provenientes da applicaQao dss

regras do calculo as expresSiJcs negativas" COmo se fossem

quantidades absolutas; dessas excepc;oes cumpre estar

prevenido para evitar erros.

Recapi tulemos todas as transformac;oes que soffre urna

desigualdade, tornando salientes as excepc;oes.

123, TRANSFORMA~O paR .l.DDI~O E SUllTRA.cc;AO.-0_.
Sammanda au dirninuinda a 1J,eSrna q~,antidade aos
daus memln'as de urna desigualdadc, esta subsiste no
mesnw sentida, 'E' evidente.

Sendo

8>3, e tweIn

8+5>3+5,8-5>~:-5 .

~3<-1,"",3 +,5<~1+ 5,.,-3.;-5<:::-1-5,0Ic:
.v. ....

I Sam",ando 1Jwmb"a a mernln'o duas au mail desi-
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175lJAS DESIGUALDADES

4<71,tambem 4-2<7-3, au 2<4,
9<"- oJ

Jfultiplica'ndo au dividindo ambos os memlwas· por
gum/tidade negativa a desigualdada subsiste em sen
lido conti'w'ia.

Principia evidente e que serve para eliminar as de
nominadoreg,

Mas, ainda que 9 < 10, 6 < 8, nao Ii 9 - 6 < 10- 8

au 3 < 2,

Pode m0smo desapparecel' a desigualdade; v. gr.
11 < 19, e 8 < 16, e todavia 11- 8 = 19 -16.

124. TRANSFORMA~AO PaR MULTIPLICAgAO E DIVISAO.

Multiplicanda au dividinda ambos as membl'os pO?' um
"umei'O positivo OU absoluta, a desigualdade, subsiste
no 1neSiJW sentido.

'wnldades no 1i1esmo sentido, nesse mesmo subsisle a
• •

d~,igualdade ,·e.sultante.

Sendo a> b, c> d, evidentemente a + c:> b + d.

Estes dons principios nao soffrem excep,llo. .

.Y,loacontece 0 1i1wno S'l,btrnhindomembl'o a membro
duas ou .",ais desigualdades. POl' exemplo, sendo

•

•

,
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plicado,- ou d;'~isor alqebrico, cumpre examinar se 0

dito multi plicador ou divisor e positivo OU negativo.

COROLLA-RIO. Mudando os signaes a ambos os mem
bros irtve"te-~e a desigualdade, porque isto equivale a
multiplical-os por-1.

125. TRANSFORMA.~OPOR QUADRADO E RAIZ QUADR.!D.L

Sendo os clous membros da desigualdade amoos
positivos, ent,'e os seus quadrados ou as suas 1'ai::es
subsiste a desigualdade no mesmo sentido.

Sendo 8>5, 82>52, ou64>25 e.["8>.["5. E'
evidente.

Se forem ambos os mem/n'os negativos. a desigv.al
dade entre os quadrados Ii em sentido cont,·m·iu.

Sando -11 <-7, (_11)2> (-7)2, ou 121 >49.

Tendo os dous memb,'os signaes diversos, nada se
pddc decidir sobre 0 sentido da desigualclade ent,'e os
quadrados. POl' exemplo,

-5<6setransforma (_5)2< (6)2, ou25 < 36 .

- 5 < 3 reduz-se a {-5)2> (3)2. ou 25> 9.

N. B. Nos dous ultimos casos nao se trata de extl'ac<;3o
de raiz, porque a raiz quadrada' rio membro negativo ~
• • •Imagmarla.

126: Para exercicio dos principiantes propomos no

vos pz:oblemas do 2' grim.



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br
•

, "

i',

•

177DAS DESIGUALDADES

•

N. B, A equa~i10 deste pl'Oblema e a mesma do pro

blema 2' (n, 11i); as cOlldi~oes de um e de Dulro, aiuda

que iJ. primeira vista differcllles, ,'cdllzem-se ao meSillO

a saber: urn n~'l1UI1'O a'di'vidi,' po,- x e por x- m, sendo'

ma
EqualjaO aJ!.-ma; = b'

,

__9 (a+ b) p _Il-..!Op_
Equa~o "'- - II) = -p-q q-p

,.

Equa~aD aJ!. + (a +b-c)x=ac,

,

7,0 l'ROBI.EMA, Devia reparti" se a quantia a po/'

cerlo numero de pess6as .. mas algumas (m pess6as) par

ausenles perderll- 0 di,'eilo, e csta circumstancia aug

menta a quantia b ao quinhao de cada um dos pre

Se1~tes, Pergunta-se : quantas eram as pe8s6as ?

5,' PROllLS'IA, Dous negociantes se associaram para

1.tma emp1~eza ; 0 10 concor1"eu, cO'Jn a quantia a e a 2°

"aosesaoecomquanto ;mas ganhw'am ao todo a quan·

tia b, e a entl'ada do 2' Ii tal, que sommada com 0

/"Ci'O ,'esp,ecti-~o fdi'llW 0 valo/' c, Pede·se a ent,'ada do

2' e 0 ganko de cada U?n.

6,' l'RDBI.EMA. Achar um nume,·o. mojo qutull'ado

seia pm'a 0 producto das diffe,'en.ClS entre 0 mesmo

'~WilerO e dous dados a e b em Ulna ,'aziio, conhe

cida, p : q,

•
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dada a differe>l~a lIos quocientes. Amesma cquag:ro se

reduz 0 seguinte:

8.' PROBLEMA. Obriga,'am-se alguns nefJociantes a

pagm' entre si a IJuanlia a; mas fallindo al.lJl£nS (m),
CI'esCeu a cada urll. dos oub'os a dcspeza b. Quanto",

eram?

Estas diversas quest5es reduzidas a mesma equac;ao

silo pl'oprias para mostrar a exlells;lo das appJica<;5es de

uma formula algobl'ica e a ulilidade do, na rosolu<;<.1o dos

problemas, repl'esentar pOl' lettl'as as quantidades co

nhecidas,

§ 4.' EquaQoes e problemas do segundo grao

a duas ou mais incognitas

.127. Esta theoria nilo pade ser aqui completamenle .

desenvolvida, porque (como depois se vera) a resolu<;'o

de duas equa<;iles do 2' grao a duas incognitas depende,

em geral. da resolu~1lo de uma equa<;ilo do 4' grao a

uma incognita. Comtudo ha casos especiaes, em que se

• oonsegue, pelos methodos precedentes, resolver 0 pro

blema; pOl' exemplo, este :

Achar dous nurneros cujo producto seja p, e tacs,

que a veses 0 p,'imei,'o, mais b VB:res 0 segundo, fOrme

asomma2s.

•

•
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RAUICAES DO SEGUNDO GRAO

Equagoes do prohlema

xy =p

a:v+ by=2s

179

D 2 . 2s-ax ..
a 'se deduzy= b ,e, suhstILUlndo esLevalor

na ta.,

_aafl-25:v=-bp.

donda .

5 i )-'--
rc=-+-l /5'-abp,

a aV

substituigao no valor precedente,

a, pol'

•

Estes valores ser~o reaes, quando 5' nlio f6r menor do

'1 uO abp.

Sendo reaes, sao lados positivos, porquB

> ' ., b5 ~"-a 'P.

logo a problema tem duas solu9JeS dil'eclas representadas

pelos dous systemas de ..alores de x e V.

Sondo a=b=1, os valol'es supra llludam-se em

aJ=S±\I;:,':'-P, y,:",-s±\ls!-p.
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Nota-se aqui que os valores de y sao os mesmos de re
em ordem inversa, isto e, que tendo cada incognita dous
"alores, comtudo 0 problema tem uma sci solu""o; 0 que
se lorna claro separando os valores ;

,

t' x=s + .,I8"--p; y=s- .,Is'-p

2' X=s- .,Is"--I'; y=s + \18'_1'.

Para bem intel'pretar asta circumslancia, voltemosas
equaQues do problema, que na bypot.hese presente se
mudam em

.
XY=p

x+y=2s.

Eslas em nada se alteram mlldando x em y, y em re,
logo, as duas incognitas devom depender da mesma
cqlla~ao do segundo grao, e esta dar ao mesmo tempo as
dous valorcs de x e de y. Tivemos urn exemplo seme
llianle no problema n. 111.

128. Enlt'e as equa~i'ies do 4' grilO, e, em geral, de
graD par, ha algumas que se resolvem pela forlllula das
do segundo grao; sITo as que tem a forma

Porque esta, su~pondo xm=y, sa transforma em

'.

•
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donde

RADICAES DO SEGU~DO oRAo

on

'---::--J=::;==

129. Muitos problemas conduzem a eqlta~oes da

nalur'Cla dn precedcute; v. g. esle :

A.char daus nwncl'OS, clljo p"oclucto seja (J e a somma
dos cubos 35.

equa<;ao do ,cguutio grJo, qudacilmente se resolve. Sera,

pois, you

-\J P VP'x- --+ __ '1'
2 4

A ultima formula conluw. dous valores de x, quando

m, e iUlpal'; Yalor~s que SCl'ao imaginarios so fOr nega
p'!.

tin a quaulidade"4 - '1; reaes, se esLa quantidade for

positi,a.

Quando In fOI' pal' a IOrilmla dad. qua Ira valores

para .r, puis ,erdadciralllenlc deve escrever-se neste

easo

,alores que serno' todos reaes, ou todos illaginarius;
OU d:..ms reaes e dous inHlginarios, conforme as valOl'es
de p e q fizerem posili,'as au negativas as quant.idades

submettidas a cada UIll dos I'adicaes.
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x6 - 35x"= -- 21G; donde

,

ovalor de y dado pela t" e suhslitllido ua 2" cOUllo"
a cquaQiio

,
•
, '

• I '• •. I

""~i!

'It "•• ~ i,l
" .',,

(\
y=-=2

IV

w=.' /35 , /(30)"V 2'± V 4 -21(; =

.'/35-19
a;=y 2 =2;

Separando os dous valores de fJ) e calculalldo os carre,.
pondentes de y, telUoS

Donda sa ve, que cada incogllil a tem dous valores,
sendo na realidade, uma unica solu<;ao,

Caba aqui a observaQiio qua termina 0 n. 127.

•

•
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130. Quando m esuperior a 3, a resoltl~no da equa\cUo

depende, de, extrac~~o de raizes, sohra as quaes ainda nos

fallalU preceitos; coml udo, tratando da numeros, esSM

raizes se podem exlrahir pOI' logarithmos (Arith. 207),

Saguero tres exemplos de equaQoes do 4' grilO, que,
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RADICAES DO SEGUNDO GIUO

•

xI_25x'=-'144; x=+4, c x=+3.

Todos Os "a!ores imaginaries:

Dous rencs e dOllS illl;lfiiwll ios :

re,olvidas pelp. formula precedente, dao a incognita

quatro valores egnaes :

•
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CAPITULO V

Potencias e raizes de todos as gni.os
•

131. Int,·odt!c.ao. Assim como a resolu.;ao das equa

~ees do segundo grao suppee conhecida, as regras para

extrac.;ao da raiz quadrada, do mesmo modo para se

poder resolver as equaQoes do 3', 4' grao, etc., e neces·

sario saber extrahir as raize. dos graos respectivos de

qualquer quanti dade numerica ou litteral.

Trataremos no presente capitulo da eleva~ao as paten.

cia., da extrac~ao das raizes e do calculo dos radicaes

de qua/I[w,," {J'·cio .

•.unda que qualquer potencia de mna quantidade se

pOde formal' pelas l'egras da multiplicaQlI.o arithmetica

,)U algebrica entretanto esSas potencias seguem uma

lei de cO>JlJlosi9aO que e indispensavel conhecer, por'que

e della que se derivam as regras para a extrac.;ao das
rlUzes.

Ja se monstrou (n. 98) que a composi.;ao do quadrado

•

!,.-,
",,
•
!'
••,.
"•
•,
)

•

f
I
I,
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A' simples illspec¢o destes polynomios, faciiwOlllo ,e

conhece a lei que todos eiles seguem, pelo que toea '0'
expoenlcs de a e de a:: ; mas nao assim quanto aDs coeffi

cicnlo', a nao ser 0 do l' tel'mo, que e 1, eo do 2' igu,l

132 Proponha-se elevar a qualquer potencia 0 bin~

mio a::+a.
Por meio de multiplica~5cs SUC.ceSSlvas se formam

os seguintes resultados:

de qualquer quantidade, algebrica OU numerica, de

pende da expressao do quadrado de Uln binomio,

Veremos agora que, em geral, a lei de compo8i~ifo

de uma potencia de 'lualquer quantidade deduz-se fa

cilmente da expl'essiio algebrica da potencia do mcsmo

grao de urn binomio.

Come~alUos, pois esta nova !heoria, procurantlo 0
•

desenvoliJimento tla potencia de 'lualquer grao de un;
binomio,

§ i.' Binomio de Newton

(a:: +aj2=# +2aa::.+ a2

(a:: + a;=x"+3ax~+ 3a'a::+ a3

(x +aJ' =a::~ +4ax" +6a"X' + ia3a:: + a~

(x+ a'=x'+5=~+IOa'x'+ IOa~a::~+ 5n~x+a',etc.

186

•
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D1NmllO DE NEWTON 187

:10 c"poente da palencia. Para descobrit' a campasi~ao

das autras coefficienles recarre-se a um arlificio alga

brico, que cansiste em allsl)'sar as praduclas de qllalqller

Illlmero de bioamios, tendo s6mente 0 l' terma cammUllJ,

taes como x + a x +b, x + c, etc.; e depai' suppell'
igl1aes as segundos lermas, a que COllYCrte as pradllclo,;

em polencias. Nesses praductos naa "pparecem ,;e,luc

c;ues ; e, assim ovitados os resnllnuos numel'ico8, IlJai:;

-facilmeuLe se conhece a como sao fannatlas os multipli-

cadores au coefficieotes de cada termo. Eis aqui alguns

das prodl1ctas mencianados;

(x+ a) (x +b)=x2 + alx + ab
+b

(w +a) (x +b) (w +c)=#+ ala;~+ablx+abc
+b +ac
+c +bc

. (w+a) (x+b) (w+c) (x+d)=xL"a x 3+ab
+b +ac
+c +ad
+d +bc

+bd
+cd

'+abc .x+abcd
+abdl

>

+ltcd\
"bcd)

, Do mesmo modo se podem formal' autras prodllclas de

Cjl1alqller nlllnera de binamios, sempre applicando as

regr"s ar.!inarias d'l mulliplica<;ll.a algebrica.
o exame aLtento desLes praduclos descobre que sao

elles causlall temente farmadas segundo as leis segllin

tes :

>
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1.' 0 el<pOenle, de x conlC,a pOl' ser igual ao numero

de billomios mulliplicados; deuresce uma unidade de

lermo em tel'mo, ale 0 ultimo em que e zero.

;

ALGEBRA188

2.' Os mulliplicadores das potencias de x sao:

No l' termo a unidade ;

No 2' a somma dos segundos termos dos binomios;

No 3' a somma dos pl'OduClos dislinctos que se pode

formal' com os mesmos segundos termos combinadas
dous a dous.

No 4' a somma dos productos distinctos que se for

mam dos segundos termos dos billomios, kes a tres;

No 5- a somma dos productos dos segundos termos,
qualro aquatro.

•.,
"

,
"

•

','

•

•
,,
I,'

I P
I[,

" ,
:"':.'.:

.'•
",

E assim par diante ale 0 ultimo termo, iguaJ ao pro

ducto dos segundos lermos dos binowios.
"

"•
"

n,,

,

'I,,'

.'

.~
,.. '

133. Podemos demonstrar, em geral, que a mesma

lei de composi9tio rege 'os productos de qualquer numero

de binornios; e para este tim empregapemos um racio
cinio allalogo ao dos us. 97 e 98.

Supponha-se verjficada a lei para 0 pl'oducto de m
binomiosx + a, x + b, ... x + k; IH'ovuremos que ella

subsiste multiplicundo esse pl'oLluclO pal' um novo fac

tor x + I, Se 0 producto dos rn billomios

" '
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A lei dos expoentes e evidcntemente a mesma que

no producto de ,n binomios.

,

189

,
•
I

novo factor x + I,

BINOMIO DE NEWTON

multiplicando este polynomio pelo

resulta

a:"'+l+ AjXm+B /xm
-

1+ C /xm_,+...+ Nlx'+ P /x+ P1
+ 1 +A1 +BI • +MI +Nl

Quanto aos coefficientes .

1.'0 do l' termo oj a unidade;

2.' 0 do 2" A + I e m'llirestamente a somma dos

1il + 1 segundos terwos do.;; binondos.

3.' B e pOl' hypothese a SOlUma .los produetos dos m

,egundos termos dois a dois; Al 6 a somma dos pro

ductos dos mesmas 1n segundos termos pclo novo segundo
lermo 1, Logo B + Al e a samm' tot'l dos produelos

dos 1n + t seciundos terillOS dois a dois.

4.' Do mesillo modo se "eeonheee C+BI e a somma

dos productos dos m + 1 sCZllildos termos Ires a tres.

E assim os mais coeffieienlcs.

o ultimo PI e clal'ame'nte 0 predueto des ?n + 1 se
gundos tel·mos.

Assim a lei nrifieada para 1n binomios e neeessaria
mente applica,el a m + 1-

o que 'erve para estabelecel-a em toda a sua gencl'a
lidade.

•

[
r,

t
I
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. 134. Actualmente s).lppoudo em todos Os produclOs
acima a=b=c= ... , os mesmos,productos se t01'oa

rao em (a: + a)2, (a: + a)3, (x + a)~ . . , e em geral, seudo

m 0 numero de binomios, (x + a) m •

Quanto aos multiplicadores das diversas 'potencias

de x .
o do, l' termo esempre i.

o do 2' a + b+ c + .,. se muda evidentemente em

mao ,

o do 3' termo ab + ac + be + .. '. torna-se a2 +"a2+
a2+ .., ou a2 repetido tan las vezes, quantos sao os p1'O'
ductos de m lettras combiuadas duas a duas.

o do 4' abc + abd + aed + .,. muda-so em a3, to
mando taulas vezes quantos productos so formam de 1ll

lettras tres a tl'es.

o do 5' sera a~ multiplieado pelo uumero de productos

de m lettras 'luatro a quatro.
E' facil continual' esta lei, eslendendo-a a todos os

outros coefficientes.

Logo, representando pOl' M, N, P, Q, R, etc" 0

nume1'O de prodllctos de m lettras, 2 a 2, 3 a 3, 4 a 4,

5 a 5, 6 a 6, etc" sera

Pelo que, para ficar determinado 0 desenvolvimeoto
da potencia (a: + a)m s6 nos resta descobrir, em gera]

•
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191BlNOldlO DE NEWTON

os vaJores de M, N, P, etc., a saber; 0 numero de

productos distinclos de m lettras, combinadas, 2 a 2,

3 a 3, 4 a 4, etc. Este problema e outros semelbantes

fazem parte da thelYna das combina,oes, cujos princi

pios nos serao uteis em outras occasioes.

135. Theo,'ia das eombina,oes. Para comprehender

o que temos de expOr a este respeito, cumpre tel' bem

presente ao espirito algumas defini~iles..

Chamam-se pe'-Tl/.uta,oes de um producto, as diver·

sas colloca~es em que se podem achar os factores do

mesmo producto; abc, aeb, cab, bea, etc., sao plll-muta
~i5e-s do producto abc.

Combina,oes sao arranjos de certo numero de letlras,

2 a 2, 3 a 3, etc., nao entrando em cada um delles let

Ira algnma repetida. As cinco lettras, a, b, ,C, d, e, com

binadas 2 a 2 dM as eombina,oes ab, ba, ac, ea, a1em

de outras. Combinadas 3 a 3 dao abc, acb, abd, cab, e
•

outras mais.

Productos distinctos sao combinaQiles que differem

uma da outra pelo menOs em uma lettra, como ab, ac,
be, etc.

Os principios da theo,-ia das eornbina,oes necessal'ios
e uleis ademonstraQao da formula do binomio se resu-

•Illem na reso]uQiio dos tres problemas que se seguem.

136. 10 F'ROBLEM.\. Detlll-mina,' 0 numero total de

l'(-",;wta,ocs de urn p,-oducto de n lclt,-as. Soja x osse
Dumero.

L
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Um produclo de 2 lettras evidentemente s6 pOde

escrever-se de dous modos, ab e ba. NU"'Uli'O de per
muta,oes 1X2.

Sendo de 3 lettras abc e claro que, flxando uma lellra

inicial a, restam duas a permutar, 0 que dm 1X2
permuta90es; mas, podendo ser qualquer das tres a lel
tra inicial, 0 numero de permula<;oes sera. tres vezes 0
precedente, ou 1X2X3.

Em um producto de 41ettra~ come<;ando pol' uma del.

las, e permutando as tres restantes, t€!Uos 1 X2X3
permuta<;oes; e, como cada uma das quatro pode ser
collocada em primeiro lugar, sera. 0 numero tolal de

permuta<;oes 1 X 2 X 3 X 4•
Continuando estes raciocinios, conclua-se pol' induc

9110, tao clara quanto rigorosa, que, para 0 producto de
n lettms, 0 numero pedido de permuta<;oes sera.

w=1X2X3X ...... ·.··X?l,

isto e, 0 producto de todos os nwmeros inteiros desde 1

atd n inclusi·vamente.

137. 2' PROBLEMA. DeteNninar 0 mm-nero total de
cdmbina,oes cie m lettms nan. Chamemos a incognilay,

PaI'u combinar m lettras 2 a 2 e claro que cwnpre
combinar cada uma dellas com todas as restanles, que
sao 'in - 1; logo, 0 numero de combina<;oes 2 a 2 e'in·

('in-i).
Combiuemos as m lettras 3 a 3. Cada combina9[lO de

1
I
I

\
I
I
I
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n(n-1) (n-2) ...>d

ou a producto de todos os numeros inteiros ~esde n aUl
1 inclusive, producto que e0 mesmo da formula proce
d.ente (n. 136) em ordelU cOlltraria.

Com effeito, a I,ypothese m=n converte as comb ina

roes em pe,'mulagilcs de urn pl'oducto de'n lettras.

Islo e, a 'W'odttcto de todos as numel-OS inteil'oS desde

o mww"o das lettras mate m-n + 1'inclttszvamenle.

Sendo m=n, osta formula se muda em

y=m (m-1) (m-2) (m- 3) ........ (m-n+ 1)

2 cnm codn uma dns leLli-as restantes, que sllo m-2,
d:1ra '1;1-2 combina~oasde tres, e, pais, que 0 mesmo

'" applica a cada uma da, ,n (m-1) combina~aes de
duas, ,era 0 numel'o total das combina~aes de 3, m

r" -'J) ~n-2).
POI' urn raciocinio em tudo semelb.ante se 'mostra que

o numol'O de combina~5es 4 a 4 em (m- - 1) (m - 2)

(m-3).
E as combinagMs 5 a 5, m (m-1) (m-2) (m-3)

(m-·l).

Analysando 0 ultimo fact,or de cada urn destes pro
dnctos, vemos que, para 0 caso da combinag1io das let
tms It a n, sera 0 diLo ultimo ,factor (m- n+ 1) au
1;, - n +1. Logo, combinadas m lettras nan, e 0 nu
mero das combinagaes

,
"

"

,
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ObS(H'Va9M. As duas formulas que acabamos de deduzir

por urn methodo de induc~ao (nO' 13G, 137) podem ser

generalisadas por meio de raciocinios inteiramente

semelhantes aos que empregiullos em os n" 29,98 e133.

E' para desejar qua 0 principiante sa axercite, organi

sando essas demonstraQjjes.

138. 3' PROBLEMA. Quantos pl'odtlctos distinctos S8

formam de m leUras nan?
Represantamos esla numaro pOl' z.
Se fossem conhacidos os prod"ctos clistinctos. for

mar-se-hiam as combinaQoes, escrevendo cada producto

de todos os modos possiveis; assim, 0 nl<mel'o dos p1"O
d1lCtoS. rm!ltiplicado pelo nwnero de perm"ta90es de

wn delles, dd 0 mlmlJ1'O total das combina90es. Logo.

entl'e as quantidades al, 'II, z ha necessal'iamante esta

relaQil:O

Y=alZ

da qual se deduz 0 nurnero de productos distinctos

...~= m_(;...m__1:-)..:..(1I_~-;-_2-.;;):-,(,-;;n__S,-)'_••....;(;...m_-_n....;+:..-<1)
a; 1, 2, 3... n

139. Formula do binomio; concl"sao. Voltando a
express~o do n. 123, II claro que, para achar os valoras

de M, N, P, ate., basta no valor de z, que sa acaba da

dedBzir, supper 71=2,3,4, etc ... successivamente.

•
•
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Assim leremos :

m (m-i)
Suppondo n=2, 31=:':':-=~~

1X2

ill5

• ':....":.....c:.(1J~l_i~):...(o.:117l_-_2~)
n-3 M_- ,., - iX2x3

•
1n

n=-i, p=
(m-i) (m-2) (111,-3)

iX2X3X4

E assim por cliallie. Isles valores subslituidos na

CXpl'css:Jo uc (a: + II)"' ('L 133) a 101'llam em

+
1n (,n-i) 1",-2), 3

i X
"X" (t"X"'- +". + am,

...... ~ u

•r,j, Hlula do desenvolyimelllo de qual'luel' polencia de

um IJinomio, e que se deuomina 0 binomio de Newton;
uo nome do celebre geometra que 0 descobrio.

140, Alla]YSalll.!o os diYersos lermos da Fd"mula do
•

binomia, fncilmen..Le sa descobre 0 modo simples de
forma~~ tllw.lQl1el' cOC!UCicllte par meio do anterior.

}iOl'ilul-se 0 coefiiciortte de fjualq'l.lei' te1'n'W, 1nulti-
'll·~· f,··..l'· 0 CQ'('I'I';"I""'~" ,I·' '-"/'1"0 P' "'''C"'I··'~/C ,· 7.... " lloc"tefiv ...... ' •••J •.•• ,.'1.'.,. I ., .......,." r.,. ••, .



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

, 'I
,

"

",.,, ,I
, ,
I '

!' :,
iI, •'. ', '

496 ALG!nlU

•
~

••

"

"••

•,
I, J,
t '

"'.' ., .,
, ,

•
"r. ~,

•
,~

,,, ,
~

,
,,. '

, "1.• ,
·':J

fl
I" i",· ,,
1\:1
, "

1
;:1,
'1';:' ~

',~
",' 1 ,",.,
~

',~

j]

-

de x no mesmo lermo, e dividindo 0 producto pelo
numero dos temws que precedem ao termo pedido .

•
POl' esta regra, que Ii mlira traduccao da f6rmula, e

facit elevar Uill hioomio a uma potencia em particular,
Formados os primeiros dous, tel'mos (0 que Ii simples.
,a vista da formula a;m + ma..z;m,., os seguiotes se for
marao calculando os coefficientes pela regra, e succe!
sivamente augmentando ~ ao expoente de a, dimiouindo
~ ao de:l:. Assim.

+252a'a;' + 21Oa'x' + ~20a'a:3 + 45(~'Z' + 1Oa'z+ (I".

N, n_Se acaso os coefficientes e expoentes do binomio
nliO sao ignaes a 4, como em a; + a, cumpre n~o coo
fundir estes ,coefficientes e expoentes com os que
resultam da elevacllo a 'uma potencia; indicando os
calculos para depois effectual-os em cada termo, evi
lam-s6 enganos e ohtem-se 0 resultado com scguranr,a,
POI' exemplo :

(2b'-3c')' = (2b')' + 5( -3c')(2b')' +10( -3c')'(2b ')'+

+iO(--3c3)'(2b")' +5(-3c3)'2b'+(-3c')'=32b20-

•
-250b"c' +720b'2C'_~ 080b'c'+8~Ob4c"-243e" .
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m(m-'1):. ,'1
T= amrxlJ =aTll

•

1,2 ... ~n.

14,2. Suppondo na formula do binomio XI=a ' 1,

conclne-se

m-1 m-1 m-2
2m= 1 + rt/, +m 2 + '" 2 . 3 + etc.

1i'I. - n + 1 = 0, OU n = In + 1.

(m-i) (m-2) ... (m-n+n _
T-n anain D

-, i Q "'"._.v ... :rl.

oque prova que a somma das coejjicientes dn'poten
cia m rlc wn binomio d igual d 1Jotellcia III de dous.

•

,h;irn, ill +1 eO numc,'o de lOl'lno" qno procedem 0

leI""" o<!)'o on 0 llnmero total de tel'illOS da serie, a que

a~ia~ eerirlenteJ

Para a uJt.imo lermo n=m,. donde'

£enrlo ·il. 0 numero de tel"illO:- f(110 preesdcm ao terlllO T.
E;l"bclece-,e pOI' indllc~ao esta fOl'ml1!a analrsando
rada 1i.!ll dos terll10S do dc:~ol1 ...o1yimf:!lto de (;27 +a)tn.

onumero de termos dosle d.es011\01·~-imellto 5e deter

min. suppondo T= 0, para 0 que de,e sel'

141. AIci da serie (n. 130) ,e pOde expl'imil'resumida

e ana]vl.icameillc peJa fOl'mula de Uill lCl'l1lO qualquer,-
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§ 2. 0 E>:trac\,ao das re.izes dos numeros

Os pro('.ess0s e:.:po;;:tos un uri tlnnetica para extl'ahirl

de qualqt.lel~ llumpl"O~ a rail. quadl'ada c a raiz cubica
['oclem se~' amplinJos de mod:) que £e appiiquem as raizes
de lOuos 05 gro'us. Ou Rilles, do pl'ocesso geral que pas

~:lIllOS a lratat' sao cas"s particularcs os relativos as
l'aizC'3 (ill~ldm(h\. e cabica.

A:-::sirn, (cn1lo j~\ ue.3euHll,ido conveU!Cnt0illente 0

1'11odo de cxlr~l!il' e.~ti.l:; clnas palzas, IJa~lnril expo!' a I~e

gra g01~al para que se applique a03 casos particulares

da extrac~ao da l'aiz .la, da raiz 5°, etc.

143. JililI,'C/e(xlo da ,-ai: do gnio n de um numero
inleir-o. Repl'e3anla-so asIa nnmol'o por N.

Se 0 numcro dado nao tiver mais de n alga}'ismos, a
sua ,'ai: (ou a papte inleira della) te,-d "on so. Pa,'a
deseobri,' esse algaJ'ismo (o1'mam-se a.s potencia.s do
g}'ao II dos numco-os 1., 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,. se al
gu?na destas ]Joten,cias coiacicliJ' COin 0 n'l.m~e?'·o N, a
sua 1'aiz sera a PCCUCZfZ exac:la'/ncnte; senuo, a 1'aiz ni'lo
se pode}'a obte)' exactamente, e Se}-a a sua 1Jade intei,-a
a ,-ai; do meno}- clos dOlls n"meros, eil/j'e as quaes se
achao' a pnJposto N.

Funda-so asta rQgra elll que a potancia n de 10 au (10)'

ea unidarle seguich.1 de n zel'OS, on 0 mellor dos numeros

de n +1 algapismos.

Quando 0 numero tivcr mais de n a1garismos, a sua

•
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raiz tera dous ou mnis, isto e, podera decolUp6r-se em
dezenns e unidndes; pelo que, chnOlando a as dezenas,

b as unidades, sera 0 numero dado

n-1
N= (a +b)n=an+ nan - 1b+ n " (Ln-',b2+ etc.-

Donde se va que 0 numero N considerado COtnO po
tencia n de Dutro numero const.ara de c1ivet'$as partes, a

saber: a potencia n das dezenas na raiz (an) mais n ,-ezes

a potencia n -1 das dezena~, mulliplicadas pelas uni
dades, (nan - Ib), mais outras partes. POl'em, a potencia

n das dezenas, devendo ser urn null1ero seguido de n
zeros, nlio se contem nem intlue nos ultimos n algal'is
mos, dos quaes pOl' este motivo se pOde pl'escindir por
emquanto; logo :

Sepal'ando os ultimos n aZgm'ismos, se os- "estante3
fore'Jn n O'M mtr/l.OS~ a 'raiz desse nunw1'O SC1'd. as deze.,
nas da raiz pedida.

Se restarem a esquerda mals de n algarismos, urn

raciocinio semelhante nos condllz a separar olltros n,
e procurar a raiz dos restantes a esqllel'da,

Em geral, divide-se 0 numei"O em clmses de n lettras
da direita pm'a a esq'tei'(Za, e P"OClca-se qUILl a melior
potencia n contid(L na classe da esq lIenZa; a raiz
dessa potenei(t sera 0 1° algm'islJ1o da "'aiz pedida,
ou as dezenas da raiz do numero composto das duas

~ses da esquel'da.

•
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5507.31776 56
3125 1-=3-'-:125::::--

23023
550731776

o

•

144. Sil'vade exemplo eX~l'ahira raiz 5' de 550731776,

Scpal'ados os CIllCO algarismos da direita,'o resw

Subtmhe-se da t" classe a potencia achada; ao "eslo
se ajunta a classe seguinte. Assim forma-se um numero

que contem, alam de outras par~es, n vezes a polencia

n - 1 do 1" algarismo (dezenas), multiplicada pelo

segundo (unidades). E porque a pOlencia n - 1 lias
dezenas II numero terminado em n -1 zeros.

Prescinde-se de n -1 algarismos; e, di'vidindo os
,'estantes (que vern a ser 0 resto anterior com 01" alga
rismo da 2' classe) par n vezes a potencia n-1 do
algarisrno acllado, obtem-se a segundo algarismo da

,'aiz, au um alga,'ismo tIm pouco acima delle.

Para verifical-o, eleva-se a ,'aiz acllada apotencian,

e subt'Y/he-se das duas classes.id ccnsidemdas, se esta

sub~,ac~o e possivel. Nao 0 sendo, lira-se 1 a raiz

achada e repeta-se a verificac;ao.

A' direita do 2 ,-esto escreoe-se at," algal'isino da

3 closse; e divide-se po,' n vezes a potencia n-1·,da

"ais acllada.
Continua-se do >nesmo modo ate haver contem

plado todas as classes do nume,'o dado,

200
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•

~/;>2;CU"9"""O."15"'5~-= 18 com °resto 200887.

~'''\jOL4r;U3'f1nS5'7;>;7''133"= 37 exactamente.

eutr2 si sempJ'e que °forem a e b.

Do 'lue se segue, que nao pMe navel' fracQao, cuja

potencia n scja lHlll,ero illleiro; e, porlanlo, 0 numoro

.
14-5. Extmc,iio de mi::e.s por apP,·oxima,ao. A raiz

de qualquer grao de numero que nM seja potencia per

feita do mesmo grao e sempre incommensunlVel, isla e,
impossivel de ser determinada exaclamente.

Esta proposiQao, ja demonstrada pelo que toca as

raizes quadrada e cubica, e geral, e lunda·se em que,

segundo os principios demonstrados (Arith. 113, 2'),
a

sendo b uma fracQao irreductivel, a sua palencia n

aD
ou b° igualmenfe 0 sera, isto e, aD e b' serao prImos

•

5507 EO comprehcnrJe entre 3125, 5' potencia de 5, 0

i"g5, 5' potoncia de 6. Polo que as dezenas sao 5, e a
sua 5' potencia 3,125, s'lblrahida da classe, 5,507 deixa

a resto 2332, que, com 0 l' algarismo da 2' crasse,

forma 0 di\"idendo 23823. 0 divisor ~ 3125, 5 vezes a 4'
potencia de 5, eo quociente 7. Mas, como elevado 57 a 5'

polencia produz numero maior que 0 proposto, verifi

camas 56, que e, em numeros inteiros, a raiz pedida.

Acha-se do mesmo modo
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i.Jl'ciPO erne nna tiver raiz (xacta e inleil'a, tambem nao

n ICI'a fl'ncciollnl'ia. Esta. t.Qlllludo, se pode approximar
em dec.imacs, tanto quanto SI) queira.

146, Pedc-se, pOl' exemplo, a Ntiz 6' de 23 ate os een.
tesimos. Pois que, centesimos eleyado a 6' polencia
de,em produzir 12 algarismos decimaes; daremos ao
nU01Ci'O proposto esta forma

23,000000,000000

e, c"lrahindo a raiz 6' deste numero COmo se fdsse
inleil'o, teremos 168. de que separando duas casas de
di.zim.a, sera finalmente

,v'ZJ= 1,68 sem dilferenoa de 0,01.

Em geral ; ajuntam-se ao n'l<l1WI'O tantas classes de 11

zeros. quantas casas de di-:;iiHa se quej·e-;n na ,·aiz,. e,
extrahida esta como nos intei,'os, se.pm'am-se com a·"ii'
suZa as casas decimaes que exigc a questiio pi'oposta.

8e 0 llllmere proposlo tem algarismos decimaes, as
zeros deyem ser as necessnl'ios para completar adireila
da vil'gula tantas classes de n algul'ismos, quantas ca~as

de dizima se pedem. Assiro se delel'mina

~"'29"",7.4.3-=7 = 2,329 scm tlifferell<;a de 0,001.

Estas regras sM simples corollarios da formacao da.
potencias e do calculo dos decimaes.
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TratamO$J em peimeiro logar, das l'eg1'3S pa1'3 elcnir
lim mQ!lomio a qualquel' potencia au exlrahir-Ihe a l'aiz

de qualqner gl'i!o.

iA.7. Seja 0 monomio 2(,3b' para ele,al' a 5' polencia,

teremos 5{'gunrll) a dQflni!;ao

(2a'!i')5 = 2a'b" X 2a'b' X 2a'b' X 2a'b'X 2a"b',

Ora, ne,te producto 0 cocfficieuLe 2 Ii 5 vezes rilC~Ol',

e cada cxpocnte <lere sel' repetido 5 vezes; logo,

(2a'b')' = 32a15blO e do mesmo modo

RegTa geral para elevar um monomio a qualquer po

lencia: e!e,a-se a, ella 0 coefficiente, e ",,,/tiplica-se
cada e:cpoente pelo indice da potencia,

10;;0, recipro~amenle, para e"trahir qualquel' rai,

de um monomio, e:vt,'ahe·se ado coefficiente e divide-se
cada tan dos e.))lJOcn tes 1)elo 'l'ndice cia raiz.

Doudo se segue, que um mouomio so pode ser palen

cia pel'feila de qualqucr grao quando: l' a coefficiente
pi" palencia peileita; 2' cada un> dos expoentes f6r
di'visivel pelo indice da miz,

•
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Nno se dando qualquer destas circumslancias, con
sel'Ya-~e 0 signal indicador dn raiz, e a sua expressao
em muilos casos simplifica-se, como depois .eremos.

•

1"". ..,

;

•

, ,
" .
,
•

, "

\ ',"' .. ,~
:. $,

,
•, '

,.,,

"

148, Pelo que toca aos signaes p6de afiirmar-se :

1,' Toda a 1Jotencia pa,' de quantidade positi.a ou
negat;'ua eessencialmente positi'va.

Porque a potencia do grao 2n e equivalente a polen
cia n do quadrado da mesma quantidade aJ'=(a'l';
mas 0 quadrado a2 e essencialmente positivo. Assim,

\

,
•
,
,,

..
.' ,

"",...... .:

, ,· '

.,
,

.'

2.' Toda a potencia impm' deve te,- 0 mesmo signal
da 'l"antidade. PorcIue a potencia impar esempre igual

a uma palencia par, multipIicada peia mesma quanti

dade;

•mono,mo

149, Destes principios se conclue que

1 ' ,1 "ai~ de g,'(io impa" de qualque,

de.e te)' 0 mesmo signal da quantidade.

,
, ,1
..
:\

, l
"'.' '.' ,.. , .'

,

" .
1 •
" '"'

. ! ~,
,o' :- 1",. . ,. , 'r--ru.......=J+ 32a lOb" = + 2a2b; .;- 32a10lJ5 = - 2a2b

2.' A mi::: de grdo pa)' de, qualque"monomio positivo

. '. '.". '. '., -, "j
") • 1

, "

,

" ,.... r
, ,I'j.. "

t
' ,\
:. 11· ', ·1 .',
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=a:"J +3x'y+ 3xy'+ y3 +3zx' +6xy'+ 3zy' +3z~x

+3z'y+z~.

Para applical' commodamente este methodo a qualquer

trinomio con"i"a ,'epreSenla," cada terlllo pOl' uma lettra,

desen,olYer a potencia, e dopois Cazer sl1bstitui~oes e
effectual' os calculos indicado3.

., I'" 1. ,--v-a, ·./-b silo symbo as 'Uil{((jJ.r1W'ZUS, como U\t_a.

•

Passemos ao, polynomios.

-
150. Tendo ja mosfl'ado como pel£ formula de Newton

se ele,a urn hinomio a qualqllel' polencia, indicaremos

agora 0 meio de npplical' a mesma formll]a aos tl'inomios

e a qnasquer ontros polynoillios. Seja 0 trinomio x+y+z
que se trata de elevar ao cubo. Suppondo x +y=u,
teremos

3.• A '"a;:; de lJ,'do llal" de lJuailt;dade n":7ati-va Ii
tliiW i'ai~ ili1pO;.;sicf?l. POl'que Mia Ita quanliuado que

elerada Ii pOlcneja pal' 0.0 l'c:5ultauQ llc3ativo.

flode tel" indin"/"enlrmente 0 si.lJllal + 0" - Exemplo :
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, .

POl' modo semolhontc se eleva qualquer outro poiy

nomio a uma pOlencia de qunlqner grlID.

151. EaJ!,-acr-iio da mi:: m de urn polynornio. Seja

Po polynomio, que sllpporemos ordenado em rela~oa

uma leUra; e seja a raiz Xl + y +:: + .. , que se p6de

suppOr tambem ol'denada em relaQao it mesma lett1'a, a.
pOl' examplo. Elevando esta raiz a potencia rn, e tra

tando como urn s6 termo a quantidade y +z +." sera
(aJ+y+z ...)m OU

, ,
,
•

• •

• •••

".

· ,.. ,
'I ~

~~: 1'~
ill I

," 'f
~:'

" ...... ~·.'

, ..· .. .·., ...

•,
"

•

•
,..

•

: 4

- ,
•
• •

"

.. •j
'I

,

,

Dos principios da multiplicaQ1!o algebrica se concIne

que 0 Lermo x lD
, devclldo conteI' urn cxpoento de a supe

rior aos de todos os olllros terllloS, nilo soffre l'edue~o

alguma, c enecessariaUlcnte 0 l' lermo do polynomio P.
EaJtmhindo, pais, a 1"aiz desta t' tm"mo, ter-sc-lla x,
t' da "ai;; pedida.

Subtrahindo xm de P tel'emos, chamando ao 1'esto R

R=P-xm=

· ,
I ';I

·" ,· '

Neste ultimo polynomio e faeil de provar que 0 termo

maf'-iy cont~m 0 maior dos cxpocntes de a e n~o soffra
: !' .
" • I ~

·' "'.
:' ~,<,,-=' ,~

t- .',-,

• , •



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

.',
•

I
.,,

'"

207

.-- --,.,~",..., .. -- ._--- ---_~_____ _"Oil, .io! .__~.._.... --

POTEN'CU.S E BAIZES

Ora, as duas expressues que comparamos

, 152. Desta analyse resuIla a seguinte,

REGRA. GERAL. Ordenado 0 polynomio extrahe-se a

l'ai~ do to termo q"e sara 0 l' da I'aiz padida.

• •

e neslas e evidente que 0 grao da i' excede 0 da '2',
pois que, x contem maio I' expoente de a do que y.

Logo mxm-1y represenla 0 i' termo do polynomio

ordenado R, e dividindo-o pOl' mxm- I teremos 0 2' termo

da raiz y.

Diminuindo de P a poleucia m +x, prova-sa seme

lhantemente que mxm--1z e 0 i 0 termo do 2' reslo R' ou

p-(x+y)m. Pelo que, dividiudo esle l' lermo pormxm "

ohlem-sa 0 3' z da raiz.

divididas ambas pOl' xm.,y, reduzem-se a

reduc~1io. Com e/feito, lomonda somente 0 i' tet'mo de

carla produclo dos qne cslao indicados (somenle os

i CoS termos, porque ncsses C'ntr~1m as mUiOl'BS expocntes
de 0), cumpre mosh'ar que (Jj'H y C de um grao a res

peile de a, superior
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por m vczes a potencUz
,

~~az.f, e 0 qu..ociente serd

2' termo
teprno da

Divide-se 0

m-i do 1.'

o 2' tet'mo.

Eleva-se 0 binomio d potencia m, Iwbtmhe-se do
polynornio dado, e divide-se 0 l' tei'mo do nooo re;:t"
pelo m.esnw divisoi' p,'ecedente; sept! 0 quociente ~

a' tWlnO da miz.'.

"

"

, ..~ ; '.

"

".~~: t~
(' ,, ';

Continua-se do mesmo modo; a cada novo lermo

achado eleva-se loda a raiz apOlencia tit, suhlrahe-Ee

do polynomio dado, divide-se 0 l' termo do re3to por1lt

vezes a potencia m - i do l' termo da raiz. Esle divisor

6 sempre 0 mesmo.

Facilmenta se applica asta regra li raiz 3', 4',
5', elc. •

•, Calculo dos Radicaes•

• j
, ' I,
,,

• .... •..
:~. -',

153, A extracgao da raiz do monomio ou polynomio,

que nao fdr polencia per±eita do grao proposto, s6ment~

p6de indicar-se, fazendo precedeI' a quantidade 0 si

gnal or, dentro do qual se colioca 0 numero que exprime

o ,grao da raiz; esle numero toma 0 nome de indice do
radical.

Esta indicagao dli orige}ll as eaJ!wessoes radicaes, ou

irracionaes de'diversos grilOs. Taes expressoes admit-,

tern muitas vezes simplificac;;oes, fundadas em um prin

cipio analogo ao do n, 95, a sabel' : A raiz d.e '-tnt pro-
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do mesmo modo

Ii , & ,

"lg2a7hct~.= V&!mGc12 X V3ab= '2ac2 VSab.

•

,

209CALCULOS DOS RADICAES

~as expressues linae. as quantidades, como 3ab, 2ae~,

que pl'ecedclll ao radical e que 0 lUultiplicam, se cl13

maID eoeffieientes do ,·adieal.

154. Dutra simplifica<;M tern Ingar algumas veze",

diridindo 0 indice do j'(ulieall101" wn numero, e ext,.,,·
MiUio a "aio do ;i/esmo !lJ'(io da qurmlidadc sujeita ao

m m_m_m_nl'

VG. b. c. d.,. = Va. Vb. ,I c. .;;L.

3 S 3 S

VfHa.b3c~ = \l27a:b: X \h.ac~ = 3ab Y2ac!. ;

Com elieito, ele,aIido eslas duas expressues i1 potencia

m, ambos conduzeru ao resultado abed,.,; 0 gue so e
possi,el sendo ellas iguaes.

'r---Islo posto, seja a expressao ./Sla'b'.', que nao e equi-

.alente a monoruio allium racional,. pOl'que 54 nao ecubo

perfeito, e os expoelltes de a e e nao divisiveis pOl' 3,

Porem,

d'!!clo e '':gual ao Jjj'OCl'llClo das rai=es do 1i1,CSinO g}"(.io
de cada (aelm". Em termos algebricos.
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;

•

signal .;-. POl' exemplo, dividindo 0 indice pOI' 2, a ti

rando a raiz quadrada a quantidade, conclue-~e

• ,
o/"'=o/2a '., ..

•
• • ,

." .-.
~ -.:...' ", •

0/ 35a'b' = "&boo:
" '!" ...;

E, emgaral, .,".oJ > ..
,, -- ' ..

"" .."a. = va.
Com affeilo, para elevar urn numaro a polencia mn;'

cumpre eleval-o apalencia m. e 0 rasullildo apolencia

n; do que segue-se que extrahir a raiz mn equivala a

extrahir a raiz n, e do resultado a raiz m. Uma destas

raizes nos examplos adoptados enos casos semelhantas

extrahe-se exaclamente, a outra se conserva indi
cada.

.

155. ReciprocamanIe pode-sa multiplicar 0 indice

do ~'adical par quaJ.quer' numero, ele1Jando' d polen
cia do mesmo grao a quantidade submettida ao
signal {.

Serve este principio para redusir dous ou mais radi
caes. ao mesmo grtio, 0 que Ii muitas vezes uti!.

Multiplica-se 0 indice de cada radicalpelo producto
dos outros indices, e eleva-se a quantidade a potencia
do grao indicado pelo mesmo producto .
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Assim

\(?;. e V(.+b)

se reduzem a

l!l t! !Sr.·-,-:
V(2.), au VIGa' e v(a+b'!'-

Passemos as opera,oes sabre as radicaes.

211

••

•

••

·

..

156. Addi~iio e S'l,bt'·ac~iio. Dous l'3.dicaes se dizem

scmelbanLcs quando sao do mesmo grao e e a mesma a

quullLidaue dehnixo do radical.

A subLrac",~o e addic;ao dos radicaes que nao saO se

melhnntes, apenas pode ser indicada. Sa sao semeIhan

Les, opera-se sabre as cofficieutes, cnja somma au diffe

l'cnc;a se faz coefficiente do meSilla radical. Mnitas yezoo .

l'cconuecc-se a semellianc;a dos radicaes depois das sim-.

plificac;ues, ns. 153 e 154.

Excemplos : .

•
3 3 a t a S l'

a{b+ 2Vb=,Vb; s{b-2{b={b. ..
'.•.' .

3aVb ±2<{b= (3a±2c) Vb

r. 3 3 s s
3V4." - 2V 2. = 3{2;-' 2.[2; =.['2;

'.
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, 4

157. 11[t<ltiplic{/(:iio e di·visiio. SAjom prime;".H}w. :.0
uons r.,dicoes (10 mesmo grao para mullipJic3r Oll dL"L
dil', pOl' exemplo :

m m
,j;e{b

,
E facil de vel' que

•

Porquanlo, elevando a polencia rn os dous memll!'os
da cada uma deslas igualdades, os da primeil'a conduzem

a
ambos a ab, e os da segunda a b

Logo,pCl1'a multiplica;' Ot, eli'viclii' 1'aclieaes do 11Icsmo
grdo rnt<ltiplicarn·se ou dioiclcm-se as quantidades aflee
tasdosig'llal,J, esulnnette-se o I'esultaclo aomesmo signal.

Havendo coefficienles, pOl' eUes se comega a opel'a~ao.

Assim

3[;(.""'''C+''''b':::P
cd

ou simpli-ficando,

,
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CaLCULOS DOS RADIC.u:S 213

Se os radicaes nao fomm do mesmo gril.O, cnmpre 1'e

duzi-Ios (n.. 155).

158. F01-ma~iio de potencias e ext,.ac~iio de ,·ai~es.

POl'quanto

m III m m m

({;)n= 0[; X 0[; X 0[; X ...=..r;;;;

pant ele-var a pote-ncia n um ,-adical basta eleva,. a

I[uailtidade a/Tecta do signal. 0 coefficiente se eleva
•amesma potencia.

Exemplos:

• • •(VW)2 = .;tr;;. = 2a .;;;;= 2ao[;

333

(3ba); = 243 ./32a' = 486a{4~'

Quanto a extracQao das raizes, cwnpre mttltiplicar 0

indice do ,'adical pclo,tia "ai:; que sc wtl-aMr, scm
a!lcl'w' a quanlidadc sttbmeltid(t ao ,-adical.

Es.a l'eg,'a e simples corollario do n, 153.

•

1'0das as vezes quo se calculam 1'adicaes, cumpro exa

miu,,,', seol'esultadoadmittc alguma das simplificaQoes,

nn, 153 0 154, e pral.ical-a pol'a obl'eviar as exprcssoes

Jlnaes.
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159. Obserua~ao. 0 calcolo dos radicaes quai fica

exposto, quando se appliea a expressoes imaginarias,

isto e, a sYll1bolos f1w'am.ente algebl'icos, soff,'e algumas
vezes modifica~(jes e excepc,oes, que somente se poderao

redozi!' a preecitos gel'aes quando se houverem mos
trado as diYOl'sas f6rmas que pMe tomar a raiz de qual

quel' grao de uma expressao algebrica; 0 que depende

de no<;oes da theot'ia geraldas equa~oes,que nao podemos
anticipar. Conlentamo-nos de dar aqui alguns exemplos

destas modifiea~oes com os resultados do ealeulo.

1.' Pela regra geral

Porem, 0 signal ± exprime a duvida se + a' proveio

de multipliear + a pOl' + a, ou - a pOl' - a; a, como
esta duvida no easo presante nao axista, deve adoptar

sa 0 2' valor - a. Alias

2.' Pega-se 0 produeto if _ ~ x if _ b. que, pela regra

geral seria if + abo Attendendo, porem, a que
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CALCULOS nos RADlCAES 2i5

• •
3.' Proponha-se multiplicar ,J -. pela ,J-:::b.

Empregando um artificio semelhante ao precedente,

para destacar de uma e outra quanlidade a factor ima

ginario obtemos

Logo

.. , .. .. .
oJ -ax.r- b :--V;x-{bX (N)~-

•
= .r;;;,X -!=t.

4.' Semelhantemenle se formam as diversas potencias

de -!=t.
(r.:!) I = oJ -I

(1=1) 2=_1

(N) ~=-IX-I=+1

Continuando. reconhece-se que as potencias pares
•

,,
•
I

•
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de .; -I sao l'e~es c all.cl'lla,lamellle - i e .+ 1; as

impares sao t.odas allel'ualivamcule

V-l e -V-I
•

Dos eXjloelltes eln gCl'al

:160. E' tempo de dar a conhecer dOllS novos sym
bolos de uso mui commodo nos calclllos algebricos, a

saber: as eXjloentcs {ra.ocio?!m'ias c us .c[cpocntcs nega-. .
tivos. Sao origem desles symbolos as regrDs eslabe-
lecidas para a exLrac,ao das raizes e para a divis.ao dos

•
monOIDlOS.

i. 0 Proponba-se exLrahir a raiz n da quanti dade am.

Virnos que se fOr,,~ multi1'10 d~ n, cUlllpre dividir a ex
poente ?n palo indice n. Mas se esla divisao nao eexacta,

caso em. que a extrac<;a:o da raiz Ii impQs~i\'el a!gchrica
menIe, pade ser indicada a opel'a~<'\o, indica,ndo-se a
divisao dos expoentes. Assilll, segundo D. regl'a da extrac
gao das I'aizes dos monom iDS

,
li .,4 1n m
Ja2 = a.i; \1 a i = ai; ,I"'a."; = a.;'

2.' Raja de dividir-se am pOl' (t"; sera a qllocie.ntc
am-no Se, poeem, fop ?n< n, cnso em que a divi~ao e

impossiye! a]gebricamenlo, com'em indical-a pl'aticaudo

quanta fOr possivel a subll'ac«uo dos expoentes, .'
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Seja p a differen~a absolula entre men, islo e
n=11'l +p. Donde

am am 1 1
mas, tambern --.,. - -.:---:-:= -, Lo~o, a-' =-,

a ll1 + P amXa'P aT' 0 a"

Porlanto a expressao (t-P eo symbolo de wna di-vi

sao 'ltle nao se p6de effectual'; eo seu yerdadeiro yalo,'

S '1 dividido por a ele'vado ao mesillo l!X}Joentc p.
tomado '[Jositivamente. Assim

,
••,

•

Es'tas nOl3Q5es tem a valllagem de simplificar as cx

pressiles a1s'eb,'jcas, omitlilldo os r-adicaes nas e"p"o,;

sues iel'acionaes, e dando' as fl'accional'ias a fOI'lJ"ta
•inteira.

3.' Da combinaQiio de ambas as noLaQiJes p,'eccc.lc)lle;:

resulta outra, 0 expoente rracc!onm'io neglttivo,

i
Se bouyer de extrahir-se a raiz n de -", que equivalc

alii

•
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~ -p
Concluiremos que as expressoes an, a ,

ven<;oes fundadas nas regras da algebra;

lem a estas indiea<;oes respectivallente

m-.
a n s~o con

ellas equiva.

• ,

e podem substituil'-se umas as outras reciprocamente.

161. 0 calculo das qllantidades atrectas de expoentes

{racciona"ios ou negativos se p,'atica segundo as
mesmas regras appZicaveis aos expoentes intei.,os e

positivos.
Demonstra-se este preceito em rela<;ao a qualquer das

opera<;oes 'de algebra, passando das expressoes dadas
para a indica<;l!O de radicaes ou de frac<;5es, effectuando
as opera<;oes, e exprimindo os resultados pelos novos

symholos, Demonstremos 0 principio pelo que toea a

multiplica9tio; e ficara claro 0 modo de proceder a res
peito da divisiio, fO,-nW9iio das potencias e extrac9Q,o
das ,"aizes,

Aflirma-se que

3 S at t~

a i Xa 'i =a i"+ '3 =ati .

'. "-" -Ora, a II = ,fa";, e a 3 = {tlli logo,

•
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I

rna algebrica dos expoentes -7, - 3.

Em geral,

-~ J!. V'- V·- v'·- VQ'- V.. -n q 1 1 aDP

a Xa= anlX afl= aml"[X a"P= aml"[=

'q

V::,p=--=m::rr np- moq'.= a =a
•

e e mcil de vel' que 0 ultimo expoonte e igual a somma

,,~ p
algebrica dos dous - - e =.

n q

Logo, a regro da lllulLilllicagao dos monomios e sem

pre a mesma, quaesquer que ~ejnm os (l.xpoenlcs; eo

mosmo se diz do divis[o, do fOl'lllag"o de potencias e

extrac~.ao de roizes.

Applica,Des cia (d"lntlla, do binomio.

162. Pois que as regl'as das opel'o<;Des algebricas se

applicom ao caso de expoentes fl'occionol'ios, positivos

ou negativos, enatural pensar que a loi das potencias,

•

•

•

•



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

- .

2~O ALGEBRA

"

.'

•

represenlarla pela !ol'm."la do binomio, lambem se es
tende a quaesquer expoenles, islo e, que 0 dc,em'olvi

menlo de (x+ a)" conserya a mesUia Jonna, quer on
seja inteipo J qUel' fl'uccionario positivo au negativo; por

quanlo, a formula do binomio foi deduzida, analysando

se as mullipljcac;oes e Qutras operac;ues lleccssarias a
forllla~no de urna polencia; opera~ues e reg-ras que nao

sao peculia res aos expoentes inteiros e positivos. Esta

illa~ao llOS parece sufficientemeute elar'a, para dispensar

uma dernonslra,:l.O uirecta; aeel'esee que applieando a

formula a expocntes fl'accion31'ios ou negativDs as resul

lados obtidos se podern veritical' e aeham-se sempre

exaetos.

A.demonstra,.ao da fOl'Illula do binoruio em toda a sua

generalidade se deduz pelo melhollo clos coafficientes
illdetcl'1ninados, de que depois trataremos; poue ver-se

ua A1geb,'a de Bourdon essa demonsl,ra~ao, que omitti

lUOS na presente com pila~"o.

Para fazer appliea<;ao a quaesquer expoentes convem

uma tra.nsformaQao ua formula

tl'ansfol'maQlIO que consiste em pOl' em evidellcia 0 faclor
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commum a;m de todos os termos; 0 que 11111l1a a formula

nesta

(
a m-1. m-im-2 )

x m i +".- Lon <) a- +17, (> '. a3+... etc.x T' _x'! ~ ~xJ

Veremos que com esta nova f6rma 0 binomio de
Newton pI'csta-sc mui com~lodamcntc:i maiO!' pm-te das

explica~1ies.

163. Dcsen'/jo[vel' em sth'le a CCCf"'CSf'io

I

1 .
Suppondo m= -, e fuz0nuo substiluigocs na iOhnu13

n

prcceuente oblem-se

, .'.. ( 1 rt 1 17.-1 n~
./((1)+0)=(1)" t+-.-+- -+V 'lIX' n~x~

1 0-1 0-2 n' )+-., ,_.-+ ... -
n 2 ~ (I)' -

'!'(1..L..1:.. a 1 ,,-1 ({.~ 1 "."':'12n-1 ft3 )=x' -.-c::c' - -_ .... '....,+-. . , ·-etc.n x n ~'1t x" n ;:!Jl Jo:t ,L"

•

•

•
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1 CJ 0', )
X;:X.)X 1')(")"> -, •• etc. =tJ. L l ••.,J

I ' •
- - ( " <\ 1 1 16 '1Vft =(27+4)'=3 1+;-J><-_-X-X-..L-X

. • 'i:!.7 i3 ~ ,;~a I 3

ALGEDIl.A.

BasLa Ob801'\'0I' a lei dosLes quaLro tel'II'O"
I .~, para 'fer 0

modo de fOl'mal' os soguinLes ; fa"amo_ do-ta 0< '
¥ .." <;;:) _crie uma

applicaQao numel'ica,

Pede-se a "ai:: cubica de 31. Sendo 27 0 maior cuW

contido em 31, faQamos x=27, a = 4, e, ao me.mo lemp.;,

222

1
"

"

1

,
, ,-

;,
I
"

I

, .,
'~

••

,
=3 +0,'14815=0,00731 + 0,00060- ... elc.

I.,,,,

•
",,

o termo seguinLc so IeI'll \111ic1ade da 5' casa de di

zima ; qU81'enc103ppl'oxilllal'SUIl10ute 4 31gnl'isUlos deci
maes, conlentamo-nos com Os 4- lerJuos acima, que re
duzidos dilo ,f3I=3,1414. PD.!'a maiol' appI'o:tim,~o

sel'ia preciso contiuual' a sOl'i e.
"

f

,
I,

,
164. A examplo do que acabamos de pratic31' com a

raiz cubica, se podc e"LraLil' qua1'luer raiz approxirua.

,
••
I,

• ,

"-;.'
,

.1
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"

,
•

l,
..
I
r
•,
"

,
,

I

,

lamente. Quel'endo a ?'aiz n de um numm'o, divide-ole
este em d'uas pw'les, terna das qlwes seja potencia pel'
{eita do g,'do n; e, substitteindo estas pm'tes, na {01'mtela
po,. xe a, desenvolve-se a serie, da qual se aproveitam os
te,.mos necessa;o;ossegundoaappl'omma>iio quesedeseja.

Este methode etanto rnais vantajoso, quanta menor ea

fra~o a ; pOl'que entae os termos da serie .decrescem
$

mais rapidamente, 0 que habilita a calcular poucos tel'

mos. Quando a serie epouco convergente, a necessidade

de aproveitar muitos termos obriga a calculos muito la.

OOriosos. Convem, pois, que seja $>a, e a differenQa a
maior possive!.

Applicando a regra a raiz 4' de 260, decompiie-se

este numero em 256 e 4 ; sendo 256 a 4' potencia de 4,
faremos n-4, $ 256, a-4; sera,

. " 1

exacta ate os decimos millesimos.
.. .
. :,:

"

•
........&,00. __ •..-

•

,

: .'

,

"•

I
I
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•,
!\\'l

•

~' .~j,
,..

•

.' .'.., ,
!. .'

•

,....

\,

•

I. ,., .
"" ,,f
•,

I, '
· I
'..,.

Acha-se do mesmo modo

7 7 o'

J108= V(182-20) = 1. ,95204. com a mesma approxi-

165. Outras applica90es. Af6rmllla do hillomio serve
tambem para desellvolvoe ~m sorios as eXpt:essuos alge•

llricas. Seja a expressao

1
=(1-z)

1-z

Na formula (x +a)m= x'" +'1'IUlXm-, ... elc., furemos
m=-1, x=1, a-----:-- z; 0, subst.ituindo, teremos

'. -1-1 -1-1
(1-z)-'==1-1. (-z)-1.. 2 (_Z)2_1. 2

.
~1-2

3 (_zn)_ ... etc. ou;

,
· I.... i.\
0,

.,

1~1
• <; , •.~' \

~J" \

:Jf \'.1,,', ,.
r" •'. " "

•

•

o mesmoresllltado so ob tern praticando a divisao do
i pOl' 1-z ao modo or·oin.al'ju. ,

•
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"
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•

Neste caso, ~n=-3, $=1, a=- z; e assim

z 1
teremos 12:= 1, a=--; m=-; e logo,

~ 3 '

-3-1 -3-2
-3X ' X 3 (-z)3 + .. etc.,

2 '

Soja segundo excmplo a expressao

e applicando a formula do binomio ao factor

Para desenvolver em sarie ~"'2"z-_-z-'2, come~amos per

esta tl'ansforma~l!o

on

-3-1
2 (1_z)-3=2 (1-3) (-z)-3X 2 (_z)2_

•

•

i
•

,

,

I,

•

•

15

• ,
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1 1-1 '_2 ( Z)3+-X' X' -- + etc.,
3 2 <l 2

§ 4.' Methodo dos coefficientes indeterminados.

.
166. Tem este nome 0 methodo empregado frequen-

lemente em Algebra para desenvolver em serie qualqucl'

expressao algebl'ica. Para ex.pol-o com clareza, suppo-

b+cx .
aha-se que se trata de desenvolvel' em uma serle

a
que proceda segundo a ordem ascendente das potencias

•
de a: inteiras e positivas. E' cl.aro que tal pOde ser a

serie, porque a ex.pressil.o dada :se reduz a a (b +cx)-',
e esta patencia desenvolvida pela forma do binomio
segue a lei indicada.

Seja, pais,
. .

.

b a =A+Bx+C(C'+D.1,~+E~+ .. _etc.,
+cx .

sendo os cO~fficieJltes A, i3, C, D, E ... func9ues de a, b,
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COEFJlJClENTES INDETER)trK,u>oS
"

i·

c, independentes de x; coefficientes que se trala de de

terminal', e que pO!' issa se costumu chamaI' (bem que

sem muita propriedade) coeffidentes indetc}·minados.

Para det·orminal-as expellem-se os dcnominadores da

cquag~a precedonte; e, transpondo toc0S os termoQ para

o 2' membra e, ordenando, obtem-se

O=(Ab- a) + (Bb+ A.c)x+Cb+ Bc)x'+(Db+Cc)a;'
+(Eb + Dc)xf, + ',. etc.

Ora, esta equa~ao, assim como a l' de que ella S8 de

riva deve verificar-se qualquer que soja 0 valor de a;;
porem suppondo $=0, torna-se ella em

a
O=Ab-a, dondeA=-;

b

sed, pois, este 0 valor de A, independente de 12'; a sua

,ub'tituig~o na ecruaguo fa?, desapparecer 0 termo
•

(Ab-a). Supprimindo-o '" dividindo a equaQ~o pOl' 12',

I'csulta

O=(Bb+Ac)+(Cb+ Bc)a;+Db+ Cc)x'+ (Eb+
+ Dc)afl + '" etc.

Applicando a esta 3' equag~o 0 mesmo raciocinio que

a seguuda, teremos para x= 0

Ac c a ac
Bb+Ac=O; logo, B=--=--X-=--;

b b b b'

,

•

'I
i

!l.,

~,

'.
· I:1,,,.
j I,
I .
•

I
Ii
,',
'j

d,
il
11
.1

II
r

i
I
,
I,
,

,,
•
I,,
•

I,
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•

e esle serb. o' valor de B, indcpandente de x. Suppri

mindo pais, 0 lermo Bb + Ac, e dividi'ldo a cqun~:\o

pOl' 1lJ, appal'ece

O=(Cb+Bc) + (Db + Ge) a; + (Eb + Dc) aJ3 +... cLc.

e como precedealemente suppondo x = O.

•

Acl1n-se do mogmo modo

c (l~5im pOI' dinnlc.

LOfToo ,

• • •
Ct a aa a(~- 0 ac"

-.::.-- - - - - r +- - ()j" - ,t:l -+- ... oh:.
b+c.;; - U u" . iJ·1 • 1/' .'

167. Reflectilldo ,ob,'e a '"lfJly$() 1'1'0'80.1110, V':HIl\ IJUO

o fundamenlo do lDel !louo cllnsi, to HCS 1.0 1"'" i II e ipio ; Ulna

equar;iio da frj"llla O=M+ I\x -I- 1·'x." -I- Qx" + ... etc.

(sendo M, lV, P, Q ... , wdcj)oJJo<tcntcs de x) 80 porler'a

1Jeri[i.cw'-se pw'a todo e qUlt1'jue,- valv?' de x, 8e f6r

cacla wn doscoefficientes septli'aclamente (qual a :rCj'O.

A analyse empregada no exemplo constitue Ullla de-

I

i
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monstra<)iio deste principia, que alias se pode dar pOt'

evidente. Porquanto, sendo M, N, P, etc., indepen

dentes de x, nM pOde haver reduc~ao entre 111 e Nx,
entre Nx e Px~, etc., logo, deve ser

M=O, N=O, P=O, Q=O, etc.

fOl'mam-se deste modo tanlas equa~5es quantos eoeffi·

cientes se tem de detel'minar.

A equagao que se aeha nas cireumstancias da prece

dente, isto e que deve t'e";fica,'-se, qualque,. que SOjlL 0

valo>' da lettra, a cujo Tespeito se acham o,.denados os
te>'mos, toma 0 nome de equa9tio identica; distillgue-se

da equa9ao onlinar;a em que esta so pOde ser veri

f1cada por certos valores attribuidos it mesma lettra.

168. P6de acontecer que a alguma expressao alge-
•

brica nao eonvenha a f6rma do desenvolvimento, segundo

as potencias inteil'as de x; neste caso 0 methodo dos

coefficientes indelerminados naa tera. irnrnediata appli

ca~ao; 0 mesmo caleulo a advel'til'a. Trata-se, pOl'

exemplo, de desenvolver

•
Expellindo desta equagao os denominadores, resulta

0=-1 +3Ax+ (3B-A).x2 + (3C-B)x3 +
+ (3D - C)a:' +... etc.;

•

•

•

•

j
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,

e ap1'licando a esta 0 principio pl'ecedonle, conclue-se

-1=0,3.4.=0, 3B-A=0, etc.

Ora, a 18 condi~ao, - i =0, sendo Dbstll'da, m08tra

que a serie A+Bx+CW2+ ... elc., nao com'em iJ. f"3c,ao

1 1
1'roposta. Se esta, pOl'em, se transforma em -X

3
'

x -[JJ

1'oderiJ.
3

1 igualar-se ao polynomio.4.+Bx+Ca:', etc.,
-IX, ,

e teremos

+... etc.}; applicando °methodo se acha

1
D-- 81'

•

•
•

• j.,
I

•-.
.;-
•
•,,..,..,.,.'.1..
,
•
"

\

'\,

Logo,

.1 1(1 i 1,
,,_ , = - 3 + " x +;:;-X'- +.. ,=-x' [JJ \, ~7

•

etc.) =
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COEFFICIENTES· INDETERMlNADOS

A formula do binomio e 0 methodo dos coefficientss
indeterininados tem muitas outras applica~oes e conso
quencias uteis, algumas das quaes se "erao em outra
parte dest... curso; reunimos aqui somente 0 que nos
pareceu rnalS proprio da Algebra eieme"ta,'.

1

,
•,,,,
•

~),

-,

·

":/
:·,

,
I,,

---
:

·,
1
,
•,,,
,

,
,
!

•

•

,

•

•
:,,

,
J:.
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APPENDICE AO CAPITULO IV

I

Propriedades do trinontio do segundo grtio

maxima e minima

Chama-sa triltomio do 20 gt'oo a e:tpl'essiio da f6rma

mxll + IU. + p. (I)

,, na qual as quantldades mJ n., p sao consfdel'adas constantes, em..
quanto que x pdde tamar todos as .alores desde - a) atl!1 + 00.

Todo 0 valor que col1oco.do em lugal' de x no trlnoml0 Iaz com que
cHese ::tnnulle. chama-sa rai: do trinomio.

- 0 t·dl1.omio do 2" gf'do pock ie7n,pr~ .ser decomposto em factores
do 10 •

Com elIeilo, igualemos a zero 0 trinoml0 dado e teremos assim a
equa~ii.o do 2.0 gl'qQ.

..

e, segundo 0 n. 113.

mx'+nx+p.=O •
(II)

n
'+ ":I: x: =-_

m
e "X'x" =~,

m
. ,

chamando :c' e 3i' as ra1zes da equa~iio (ilJ.

,
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Se 0 valor dodo 6. vari<l\"cl :r; nao 6C31' comprchendido cq.!re %' e :c"
isto ~. se fur menor do que z' au malor do que 3:", as dous factol'cs
(x-x') e (.x-x") terao, no prlmeh'o casa sign::!l negath'o c no
segnndo signal posilh'o e. pol'tanto, seu pJ'oducto sera sempl'O de
signal pOSi tl~o. e conseguintemellte 0 preducto m. ex - x') (x - 21")
sera do signa1 de 1il.

2.- - Be a.s l'aius do t1"inomio (ol'em. iguaes este terti. sentp"e 0

signal do c~lfiiJitJllte do pl-lnUt,·o ter/no.
Senda as raizes tguaes vimos (nota - 2- ao n. ii9) que

p n'-=-

er sendo

m:r;~+71X+p = 111 (::t~ +~x+;)

identicamente. pode-se escrever

( n n")nu'+n.s.+p=m .x'+-+- jm 4.m.~

o trlmOD.l0 se reduziri a

( n')2
m. :S:+2m '

expressao na qual 0 factor entre parenthesis, devendo ser clevado 80

qnadrado, sera sempre positl\'"o e, portanto, 0 sen producto porm
tel'il. sempre 0 signal desta quanUdade.

Conviria, de cel"to modo, fazel' uma peqnena restricc;ao ao caso que
aC<1bamos de cstudar, 0 e que, quando,! tl'inomio tem as ral:zcs iguaes
e qo.e em vez de :c se colloca esse valor, que sabemos S81' a raiz dupla
da equac;lio obtida igualando 0 Lrinomio a zero e que, no ca~o em

questaa, serla _ ~, a expressao m (x + ~)2 torna-se nulla.
2m 2m

3.° Sendo im.agina,·Uu as ralzes do trinom.io cUe con.serva. sempre
o signal do coefftciC'nte de seu primeil"'o terma, ..

Com efrol to. nos temos.

•

•
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D'
Sommalldo e suhtl'ahindo simuHaneamente a mesma qu:mtitlade

4m'
a que esta dentl'o do parenLhasis, temos que 0 segundo membt'o da
iguo.ldo.dc £jean\..

(
m D' D' P)

In ,1'+-x+---+-
m 4m~ 4m~ m

ou

m[(x+'::')' + 4_IU..:;P_-.,..D_' ]
2m 4m~

Mas neSs ,"hnos (nota - 3- - 3.0 D. 119) que sendo imaginarlas a.s
raizcs tcm-se

D' -4mp <0

e, conseguintemente,

e tamos que oim' e scmpl'c positivo, donde sa vA que a segundo termo
dentro da chave t! positivo sempre e, como 0 primeiro e. um quadrado
e pol'tanto positivo, conclu.il'o!.mos que toda a qual1l1dade dentro da
chave e positiva e dahl que

IU [(x+";:')' +4_IU..:;P-c-:;-D_']
2m 4m'

~era sempre do Signal de m.

• •Dlsoussao das variagoes do trinomio do 2- grao

No, C:r;p'I'CS3ao y = mx' + nx + p 0 'Ualo,' da fUn.cceo y varia conti
nuamente qua,~do se fa: vG1'ia,· x de um. modo con,i'mo.

Com effeHo, demos a x um accl'cscimo lL tao pequeno quanta sa
quelra, 6 clal'o que y soff'rerll. uma ffiudanl;a de valor: a dl1ferenc;.a
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flnlre O!'l. dons ,31(\rC'~o:; d~ y. :lntcs do nl'!cr(!~r.imn (1:111:'1 :I :r: e depots,
sera cilalll:ula aCGi'escimo corre.rpomu7Ite de yeo dcsiS'n3.re:no~pOl' /I..

A funcc;::io d01dJ. acima so tOl'!l3.\":\ em

y + k = 111 {x + hP + n (x + b) + p

o.

'J + k = m:t.~ + Olh~ + 2m:1.h + Il.X + nh + p

Se uesta ulLim3 cqna~O:o subtl'ahit'mos, membl'o 3. marohl'o, 6
e'lua,iio

y=mxg+nx+p

Lcl'cmos

k = Olh~ + 2mn + nh

0.

k = h (mh + 2mx + oj

AdroHlindo agora que a quantidade h, que 4 urn dos faclol'cS do
20) lllcm1JL'o. tCllha um \'.1101' tao proximo de zoro quanta S~ q\l(lira, d
<'131'(1 CInc, pal'a urn d.:tdo \'3101' de =,0 \'01101' do pl'olluclo de lJ pela
factor eob'e pnrenthes.ls sa lOl'nara tUo pro:dmo de. :zero qU.:lnlo -o;;a
({Uair3 e. portanto. tambom 0 valor de k : islo exprime-se dizcndo
que quando 0 a.ecrescimo h dado a x tc,,,de Fa~'a ::e"o tambt'lil tende
° Q.C!'I·cscimo k cO'~'espoitdente guc so!!re y.

- TOlllemos agora a equaciio

y=m:t2 +nx+p

e It':1U.:irOl'UleWOS 0 sen segundo membro de modo a tel'mas

•

[( n)~ bp - n']
1 = lllX! + ex + p = m x + 2m + ~ Ul:J

4mp-n'
Nesta expressio a qu:lDUdadc do 4m:l: l! constante e, tlcntro d3

el~\"c, s6 0 rel'rno (x + 21~)?. soll"rcl'il. JHIH'3CU:l quanllo v:!riarcm os

v:llores de:l1.
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(I)

, '

Imp-n'
y=mx 4m,!

X= +00

n
1=-Z:;

_( 2:.)2 imp -n'
K_ x+., + J_,.m ~

TlUNOMIO DO SEGUNDO GRAO

K=+oo

»

»

para x=- 00

Recapitulando teremos (Intiio

Scm f:l.zer, por agora, atlen~io 80 factor m fayamOi

, f :

Continuando,1J a Cl'escer de - 2: at~+ co to valor do temo ( Jt +2.:)'
creJcer3. do mesmo modo e tcremos ass1Pl, para :t:;;II + 00.

& vejamos que varl:8l;ocs apresentarA K quando variar " :

Seja x=-co.

E' claro que 0 20 membra de (1) sed. igual a+oo, temol poll
K=+",.

Fatendo cresccl' aJ. desde - co at' _ ~ 0termo (x + :2)' iN.

creSlcendo ab~ que 56 tornara 1geal a zero, tomos entl6

,

Entiio~ emquanto tit (61' urna quantidade positiva. y nria.r! deo'"
4mp-u!!; .

etndo de + DO at~ m -tul~ c depots crescendo a~ +00.

•

I '•,.
•

t,
"I'
•
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Fic:!. pols c:llabeleclde que, emqa.:mto m ~ positivo, 0 menor valor
que y p6de adquil1r ~

•

. n
e !sto S8 da, como Timos quando a:: = - -.Om. -

Se m e UDl'a quantidade negativa. 0 nlor de '!I parte de - co e
4mp- u'

C'res~e ate m . 4m~ t decrescendo depols at~ - co infinito.

Do estndo feito vA-s8 que para m negativQ 0 maiar valor que 11 pade
4mp- u'

:l. ttingtr , m .
4m'

CoD.v~m aqQ.1 notar que, quando 38 attnbue a. x doi. vo,wru ~g'Ui-
n ..

,H.rtante" de - 2m' y toma. caZores iguo.es tlntre Ii.

Com eIfeito, ~ous valores taes do ~ tertia necessaria.mcnte a C6rma

.' -
x=-(~ +h) ex"= _(~_ h),_.2m 2m, ,

e portu.to 0 termo (% +~) se tornara em

..

•

e a equa~io

• 1Z

[( n)' 4Jn
p -n'],.;= Jl?. ~. +2; +... 4mz

-.

1= m hi + 4mp-nt

. 4m

....
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MAUla E MINIMA

Maxima e minima

2-il

QU3ndo sc tem urnOl (uneena, tal que sc saba 5Jr continua entre
duu$ "'3101'es dados da vUiavcl, parle acontecc(" qadi clando :i ~aTlavel

accrcRcilllOS de um modo continuQ, a runc~iio vat"i. ora em urn scn
lido ora em autro, islo 6, que sendo crescente passe a ser decreSc8nte
ou "lee .erS3.

Sc :). (uDce5a val'iando contrnnamente cessa de ser crescenta para
tOI'1131....$6 dec(·e.~c~nte se diz que ella attlnge nesse ponto a um valor
maximo au simp.te$1Uentc a urn maxinumt ..

So a funccao cessa de sel' decl'cscenle para lornar-se crescente
dlz-S8 que ncs~e ponto ella attinge a um valor minima au simp}es
menle a um 1I1.inimum,

Como deub'o de dcius .alores dados p6J.e acontecer que a (ullet-ao
scja muitas ve:zes crescenta e decrcscente, fica entendido que ella
poullra It''r, entre esses limltes, multos maxima. e multos minima. :
Isla eslabelece claramentc a dl1r~l"l!nta entre as accepoi5es teeho.ica 8
'tulgar das palavras maximum. e 11l.inimu'm.

TUSOftl1),(A. - 0 produclo d~ dUQd quantidQd~s 'VGriavo!is cuja "omma
i constante~ t ffta.zimum o! igucz,l GO guadJ-ado da "emi-somtna. d<u
dou" facl.ol'es qUG/ldo eUts fOI'~ iguat. entre si.

Com elIeito, seja :z: a dHfl,,\l"'Cnoa enlre dtl3s quao.tidades e M.a sua
flomma, que deTera sel" constlmtc. A malor das qnantidades sera
M+x At-x M~-x!
-::-- e a menor serb. ; 0 sen prodncto scriL "
224

quaotidade esta que lera seu valor Dlaximo quando a quantidade XI

M'
val'iavel de que olla depende, for 19ual a zcro, c cnlao se tera -"

4

EXE~IPf.n. - 0 maximum dE' lodo! os productos que 56 podel'io
(01'111;\1" CI)IO as duas pades em que se dh'idir 0 numero 8 ~ 4 X 4 au
o qu:..tth-ado da metadl:! du a. FOrlllCmOS lodos csses pl'oduClos e tel'cmos
Ullla VCI'[llcacuo ulalel'lal do (acto,

8=7+1
8=6+2
8=.+3
8=4+4

7Xf=7
6 X 2 = 12

• X 3 = I.
4 X t= 16

S.mpr~ que 0 J°t6ulla.do a gue so! cliega igualando O~ dous (aetoru,
como acima, 1Uio so! 0pPfle ~ condic5e.r e propl'i.o!datlu das qua.nti

M'
dadu que o!ntJ'Gm nd 1dl!~'tLio, n. sO!IlC'io Q,"ha.1!f" islo I, - i acoeita

4

16

•
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•

f't:l; se, porim, chega-s.: a Un). r8ntlta.do opposto ci nat1u'U'(Z da.r
quantidad.s gue el1trant 11G qucstlo au d..r condit;oe:l previcu que ellcu

y'
devem. satisfa:rer, 0 maxi/llunllwocw'ado seJ'a, menor do /]ue- ••

A prlmelra parte co:n!ll'cho!ndc-sc c13ramcntc em vista do tbeoremaj
quanto. seguada va9lOS l.:x:.lIl\i~:lt" urn excmplo para hem csclarecel-a.

Seja que tenbamos J~ :1~l.1a\· 0 ma.rilJwm do producto

(5 - Slin .s) (2 + sen x)

SOmmando os dous factorcs temes

5-sen x +2 + sen %==7

(I).

•

•• partlow, fazendo Immcdbt.1 applic3cio do tbeorema, acharemos
4D

para maximum do produclll-; 1ll3,. "amos i1~'Ora indagar S8 os d01l3
4

factores podem ser ibl13~, CSC1'evamos iSSQ

5-s~n .s=2+seD.x:

•
de.sta equat;io tira-se

3
sen x =-

2·

•

o que ~ absurdo J!orquc sen :r: nao p6de ser maior do que i.
Vamos pois Vth" qu~ condl.;:ao d~veloa precncher .1en:.: para que se

obtenha 0 maximulll do l'l"oduClO em questaqo
Ji vllllOS que a so.mlll:! dos dous factolocS dados A 7j a sua dHfe

rocea sera. 3-2: $t'll $, que, pOl' abloovlar, cb3maremos y. Fac;amos
7-y 7+y

urn do:> faclore, procUl":ldos igual a e 0 outro a : a seu pro-
2 2

ducto sed

•••

.,
•

•
'.

4~-y'

t •

•

(Il)

•



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

.!_....?-!lF~
0'
f
,,
-
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•
prodncto eate que serA tnaa'ill~unt quando 11 fllr mlnimo; mu

J=2-2 sen So

logo y sera minimulIl quando $e?'1. :c for miJtimum, IsLo ,. quando 88

tiver .ten tJ: = 1 ou a; = OOG. a.ss~m '!/ = 1, e port8Jlto

.:.:49_-,.:Y:..' 48=--12
4 4

o ma:t~1num pedtdo serA pols 12 e se reaUsara qt18ndo "en. IIJ =z i :
doude se concIne que as factores dados

•o
•

,

sao
(5- sen x) e

4 e

(2 + sen~)

S

o producto de Tnuito3 numtros tJG)·ia.veis cu.ja. 8omn-oca .t canttente
i nta,xim,um. quallda U$I!,f mUlur-os forl!m iguctu.

Com clIelto. seja p um Dumero dado -quI.! sa divide em n partes;
~en pl'oducto sera menol' do que pD., isto l!, havela lim maximum.
para esse pl'oducto; 01'3 em quaoto hom'cl' dU3S pal'tes de..<:ig'U3es. 0
prodncto podera sel' llugmCnl<lrlo sulJstiLuiodo-se cada UOla dellas
pela semisomma d:1s dUlls; eclaro pols que 0 pt'odaeto sera ma$ifl1.Uln
quando 3S pal'tes forem todas iguaes.

Resolugao de questoes de maxima e minima oom auxtUo

da equagao do segundo grao

PRonLEMA t. - lJi"idi.,. t,m ntunc,'o dado a em dua.s parIes tau.
gue 0 p~'oducto de um.a. po,' Ollt~'a se}a maximum.

Chamando 31 umo. das partes a oub'a sera. a. -:r:. seja m 0 prodneto
das dnas. assim

•

I

I

,

1
•

•

• . xia-x)==w.

1'-ax + m=O

•

ou

..

o

•
,

I
I
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.' para que 0 v:.'llar do radical snjll real e necessario que m 010 exeeda 3

.'4' e, por~nto, 0 maior valor de m, para que 0 problema sf:ja possivel ,

sera. :

"
,",

a'
m=-

4
,

que conespontla 3.

i
I

•

•

o qne importa diler que 0 prodacto e maximum quando 0 Dumero
dado (~I' divtdido em dU.1!l partes 19uaes,

PROBf,£ll;\ It. - Dicidi)' 'Urn nutnt)'o dado a em duas PO)'ttS tau,
qut dioidimlo umG peta Oull'tt C. depois a segundo pcla prirntira. (J

somma dos 'lllociclltl!.t uja tUillim,wl,

~Ddo a: Uffia l1:J.s parIes a oulra sel'a "-:c e !eoda "I a somma dos
qlloclentes tcm-so

\

i
I

x a-x--+ =ma -:It x
•

,,,
preparando a equ8l;8o. vem

•

(m + 2) x' -. (m + 2) x +.' =0

.' .~ :
, .

•

.
' ..

, .

,

" ;.:;: '. ,
~ " .: ., .., ., .

" ',. ~
,,:~, .' ,.~
.~ '"

: :J:i'1~.r. ;:.... , " ..,
'1

".,.

: .'.

..'. .'.,. .,
";;::".

": ..,:. .'

': .::'::

• a Vmm +"2
1

s.~ _ ±_
2 2

donde

on

•

•

i

" . ,

.'
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2-45hlAXJMA E MINIMA

Conslderando que m ~ uma qu:mtldade posiliV3, ~ claro que 0 si
gnal da frac«;ao que esla sob 0 radical dcpendera do signal do nUlDe

radar, e est8 sera neg3UVQ pal'~ t.nrtn valor de m menor do que 2. e
positivo para todo valor malot" do que 2j enta~ 0 valor minima que

•pOde ser altribuido a m sera 2. que corresponde a oX = "2' Islo e, 0

nnmero dado devera ser dividl.jO em dnas partes igaacs.

P:a09LE){A III. - Conheceitdo 0 p"oclucto p rU dcnu numerOl, cUter
minar 0 min.imum cU sua. .loOUU/LG.

p
Cbamando :c um dos factores de p. 0 antra factor sera - • sua•

K"';'-lII~,~,.-lI!•••••"'_."'. _._a;,:.....:..~ .' __.' _"" ....t!'''=_§~EG"__!. ':i."...~,~,-..,-

somma

p.+•
· '

seja tn 0 minimum dessa somma, teremes
•

1

on

%:a_m:t + p = 0

donde

rn'o radical s6 sera real emquanto T oio C6r menor do que p. demos

rn'
pcl~ i fracclo TO mCDor valor que ella possa ler. islo l!. p e lerClllOS

\

•

•
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•

•

•

•

..

". "

,
..

•

,.
-••.,
•

.'.' .

I

I

· I
•

••
•

"\i,

on

•

que corresponde a

Sc SP. houvcsse de determin3!' (I :lHL;:illlll'n c1:1 ~Ol1lm3 em qucstllo,
scria (al:'il ~eri!lc:lr qut:! ellc nae; E!l':!!'j'C. ?'JI"llI:tl!~O ltC 1'111UlI'UlOS para
UUl dos raclore:!! do produdo 1- u:n nUl:1l't'o x lao E'l':1ode quanta so

qu.oira 0 oulro sando £.a somma sera :J: + £.. que sendo malar do que
x x

3: padcra exceJcl" .. tOl13 quaoticludc d3d3 .

PnOBLE~I.\ IV, - Qual 0 tialm' de x que torllCZ 1»a~:tmunl. ou. mini
mum e £/'i,/amio x' - 8;( + t'H

So.!ja m 0 maslmum all minimum'que so procural teremcs

x2 _ 8 :I. + 12 = m

donde

P:lra todo 0 \':tlor p05litivQ CJue sa al!I,Hlli:) ::t IlL 0 radical 58 conser
\')r3 l'tlal c. pod,,:lUlo. SOIllL'l' cOlldutl(h,s 11 IIL~cr que nuo c:dste ma
ximuUl nem ulinlmum positi\"o pat'a u tt-ina::l io datlu: fa~mos. parem

m = -Ill'

torcmos

• ± J • ,
%=':1 V 4-m

•

,

•

•
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MAXIMA 'E MINIMA 247
" .o malor valor absoluto que p6de 51\1' nnribulclo a m' cons8uando-se

real 0 radical, sera.( q_ue corrC"sponde a 3:=4. e 3ssim teremos

x!-8x + 12 = t!.' -·3~ + 12 = -4=m

•

Sendo 4 0 maior valor Olhsulalo de que P sU:H'i.>pLi-;el 1lt. 0 menol'
Vtl~O~ negativo correspoDdeul~ a rIl s~r.i - \, ql1t.\ "c:-a (lor isso um
Illln1.mum.

PaOBLE:-4J,. V. - Qual 0 t'1110" de x.Jut: IO)'lIa ma.t';lilum au minimum

"x - •. .

Seja m 0 maximum ou 0 Ulinl:l1um. tCl'\!l.l109

2x-2

"

donde resolvcndo.

x = \ + III ± Vlll~ - i

ou alnda

:1= t + In ± V(Ul + I) (Ill - t •

•

•

Quanta 80S valorcs pl)Sll,lvos de 'It. rer(lnhcr.I'-~Ft rnr.l1mcnlfl qno tCldo
valor menal' do que 1 tOl'oada Im8;!llal'(n (I 1",1dlrl\1 e. p(wt:tnlo. COQ
clui remos qne sen mono I' valol' pO!'i li vo ~Cl'a I. 'lne ('{\\'nl,;,pnlldl! a :J: =:3 'l :
quanto aO!l- valol'es nC:;:lth'O$; "p-:;~ '11lC I..tlln \'.""1' lIl~JlOl' dn qUI! - 1
(sera em ralor absoluto lllnl'lr do 'lilt!: II t"l'ua ...; iHlil~ioAl'iO 0 radical
P, consegntntemente -1 sera 0 mah,U' ralul" OI~g3UvO d~ nt, qu.e CQn'tis..
ponde l) :J: = 0,

ASilhn a llxpt"es.",nl) dnn:'l tet"3 pi'lra minimulll L :;;.enllo :r: = 2. 8 para
l11axlmum -I,.!endo :r:=0.

•
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. • . . u- do. e«:pressb:o
PBOBLE1U, VI. _ Detenl1lnar 0 maXunum t 0 m ..nun u.

•,,
•

•

",\_+_.-:, = m

t.eremos

m x'--~:s:. f-m=O

o.

ou ... Joda

I ± II (I + m) (1- m)
:t=

Ul

Todo 0 '\"alor positi'\"o de m maior do que 1 torna tmagtnnl'lo 0
radical • .s=ra porlauto .sen rullol' ,'alol' posltivo, que COl"l'eSpOlldol'a a
:r: = 1, totlo 0 valQr ne~ath·(., de m mellor do que -1 fara 1.Jnagln·ar!n.
o radic;ll. e porlaulo, Sera - I 0 menor valor de que m 6 susccpLlvol
e qne C\liT~Sponde a :I: = - 1.

Assilll sera

M3:1.imum de m = I,
Minimum de 'a = - I,

sendo :r: = t
sendo :J: = - t

P£OBLE..\!A Yll.- Qual 0 ~alo,' de 1 que to)"n4lnct:J:imum OU minimu"",
Q expr-tss(f{J

~~ +2::;::-1

.,:: - .~s. + I

,

•

,
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)[AXIMA E MlNlMA

fl~amOI

vtra

(m - 1) x' - 2 (m + I) x + m + 1=0

ou

m + 1± '/2 (m + \)
x=

U1- t

Todas as valores posltivQS c.onvindo a nl a expresslo naa telU mao.
xhnum.

o menor "alar negativo que 56 p6de, convenlenlernenlc, dar n "" d
- I que correspondc. a r = O.

Asslm -l ~ a minimum que cODveUl.

PaOBLEMA. VllI. - Qual i 0 t:o.;or de x que torna. maximum otI

utin.imum G e:z;preutIo.

x'+1h+9

x~ + 2.."( + 3

Ponh3DlOS

teremos. pl'cparando a equacio,

I

(m -I) x' + (2m -Il) x+ 3m-9=;O

resohendo ,.e·:1

m-7 Vcm-7P
::1= ± -3m +9

w-I (m-I)'
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7 _ m -t \1 _ 'Jill:! - 2m + 40
x = :...===-:-.:.:::':-....::.c'-'-___

Ul -l

~.~-.....

,

•..

Re~la-no~ 3gora esludar as valores qae m p6:le l'l',',·lwr "'rill 1:1'> ...
r.:tc!:e.ll da exrressao acilna se Lorne iI113f.'inOJriu !,:(lIL'lIlll~ p:H;l is;;"

Gtl·~ <1 qn30tid311e que s.e :leba sob 0 51!?u:l1 \r ~. ~llll l.·i"....li" ,).,
Se:. uudtl ~fao em ,n. e appliquemos-Ihe 0 !lldhtHlt.> JJ cOllh...citltJ \,i11'3
d~co!llpol-o ern fadores do primeiro Sa'ao.

Resol.endo a eqlla~ao

-21ll:! - 2m + 40 = 0

on ::lDles

D1 2 +m-'."!O=O

acli.1rtllllos para rai:~(Is - 5 e + .( e pOL'l3Dlo ll.:l'CmOS

UI' + m-~O =(Ul + 51 (Ul- 4)

ou

- ':!;ll~ - 2m + 4.0 = - '2 (Ill + 51 (Ill - 4)

:It = 7 -Ill ±.J '! (III + fll (111 -- 'i)

m-1

F:tc ilm en te, agora. poderemos rccon hecer q l1:lf'S n~ v, II,,'¥''': rN'I~:,l 'lllC

poder30 ser 3ttl'ibuidos a m ~em IOTO,U' illlilyil :tl'ill I' "'lIlk;d.
Com etTdto, elUqllanlo se aLtriJlue a '11> ";Jlul"l~:i lJv:slLl'''os Lacs 'luI'

seja scmprB

1L=40Uln:>4
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~:idirol cOnSfJ"'C'~-~t! "'!:ll e, :10 rnnlr:ld". I.·,·,;,··,' ;"'l.~::ln:\l'i() fI::Ira
O! falllfi:S posili.os rl' < t: as:::illl Il(lj·: 11I= i I', III \:.": ul,J 1111\ l1l:ld-

• i-Ill

:::~:: da fractao dada: cst~ 11l3:i:ilanl\1 I·orr'··~i" !\d"ril :l:r: = = I
111 - 1

Se fore'C111egali'roS o.~ .atort!'4 ~! j,h:l-:l ,,' a 'i";lUu,bJc soh 0 ndl
a!sec:)ns~r..ara neg3li..-a emqu3ulO $" ti''-l''

•

"
_m<-5

• parLullo 0 radical ~cra huagiDaria ~;w. l;",- r

{ ;,. ."" - .'t·:·-i. .
• ••
"'1 ; ••

I· l
";:h ,

-I -
·.1 ~

I '

".' ,

(1)

7-(-:')
= = - '! .

_;'_1

,= I ±.; m' -1m + b

-I_In

x = I ± V16--~'l:-m---l"'I-+-'~

a;=
w -I

~ilJl a rrac(ao dada !'iE"ra maxlmulIl rJll.l:l rll' .~I! th"!\" :r; = 1, ~ llil~

nimUDl quando :r: = - 2.

1~-8x +4111 + 1\ = 11I!

Resohendo a eqoa\,io dada em rcl:l.;ao a II: vern

_m>-5

[l rarlkal se eOll!'<oerT1l':i 1'1'31 : Ili['l·lIl~. P ·rI.1 ,1 " ,(" •• -.' ,~ " I''''';H'

't;;.10r n(",;atl-;o 'lUll }l":'!l:.· :;t:I' dMio <l in t: ',\'11'''' 'l, •• I·'::- ulo.· ,\11..: - :, .:
o minimum da (raccao tlada. jl:ll'a 0 q11ill =,c l,·r.i

•
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,

"

,

Decompondo 0 trlnomio sob a radical acha·se

m'-4m + 5 = [m-(2+ " -1)] [m - (2- " -I)]

o que quer dizer que 56 as nlores imaginarios 2 ± V- t poSltl!l.
por m annullam 0 trinomia, 15tO e, 0 trlnomio sob :t radical sera
sempre posilh'o qnando m. far real; 0 qUI! Illlpoda dlzCl' que a ex
pressio dada m, nao tem maximum.

Estabelecendo porem a condil;ao de ~crcm as dous va)'JrC5 dll:C
Lirados da equa~50 (I), positivos, a quesl5.o moetific3-SC como \"I.IIlOS
\'Ar.

Para que DB eqlucao

• = 4 ±'; U1' -1m + 5

05 dousulores de:c ~ej3.m stltlpr~ po.;;i1i..-os 4 ncccss3rio lllle 5C lcoba

" Ill' - 41ll + 5 < 4

on

w'-411l +5<lG

ou al.ndll

m' -4IU- tl <0

Decompondo
dade teoo-se,

o lrinomlo prlmeiro membra dcsta ultima desigulll-

"

,

m'-lm - \I ~[m -(1 + \'15)] [00 -(2 - ,,!5j]

Ista 4, 0 lrinomlo 3DDu11ar-se-ha quando se 07:01"

•
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MAX ntA E M1NIUA

M:13 para 'Tile se tcnh~

m' -4m- 11 = fm -(2 + Jl5il [m-(2-v'l5jl

senrlo

m2 -4.m-11<O

253

·
!
t
!

t

•

•

I.,,
I.
!,

!

e preciso que 03 dous faclol'es do segnndo membra lenham slgnaes

conh'3l'ios, 01'3, lsso nuo Sf d.i quer quando 1n > '2+ V 15 quer quando

m < '! - V15, lo~o 1a de.era eslar comprehcndido entre 2. + ,fts e

'2.-..; 15. Islo ~. sera

ma3:'ttnum de m = 2 + {15

millinwm de m = 2 - {is.

All! aqul DOS lemos occupado de casas em que se trata demaa-im1nn.
absoluta e de minimum ab~·oluto. Isla 4, de maximum ou mInimum
qUt! I'CPt'I!~CIlt3 II maiol' ou menor de lodas 03 'alores que UQla dada
(unccao pode :ulqnil'!l'; nlio sa deve porem confundir 1950 com 0 que
se dl;)1Il8 maximum ,-elaliro C 71t1nimum relatico, poh, mazimum
rdruil"o do-sa lluando ulIla fUDCClio, crescendo contiDoamente em
eonsequencla de ums Stlcc~Ssao continua de valores attribuldos 6.
varla\'el de que ella dl'peude, attlilge a um "alor tal quI! 1lr1medla
tamellLI ap6". elle priud)da a decl'ellCel', sem soluClio de conti
nUidade minimum relalivo dli.-sc qU:Jndo, ap6s haver decrescldo
continuamente. em conscquen<:t& da ~uc('ellsdo continua de valores dll
varian~l, a LtIuge a func\iiio a um valor 31,6,. 0 qual passa ella a creacer
sem ter apre;o;entildo soluclio de conUnuldade.

Do que lie,," dito aeerca do maximum e do minimum l'elatlvos, bem
se comprehende que Ulll.l:l funeciio dada poders, nao 56 apresentar
multos maxima e mnHo:> minima, como apresentar maximum menor
do qoe mlnlmulI1,

03 dous pl'oblemu que se seguero offel'ecem casas de maxima e
minlo13 relaLivos. .

PBODLEMA X. - Dettwmina,· gltaes 0$ wuores de % que tornam
tnaxinuon ou. minimum a {UW.:c:d9

•

,
•,
•

•

i
..

x:l + 3h: -71
x:+21-- ,

. . .'. ~"".-...~ i.~ ..~ .. ,. _.~;" -._~.._ , ..
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:r.'+3h: -_':'\_:....:.. = m
. +., -x· ~:i - I

8 resch-amos 3. C'IU3l;;lO em re!a~~o a .x, vir&.

17 - rn ± V8 (Ill:': _ t.S III + <\;.,\.= m-l

OUt decampon.do 0 trlnomlo enh'e ptll'tlolb.esis.

x= 17 -Ill ± VS jut - 51 (III - !Jl

10 -1

E' claro que para todo 0 valor real de m. comprc 11.(.' ,ulldu JllIlt'll 5
.9 a quantl,lade sob 0 radical se tornnrla nu"aUva 'ill~ :.c ~j!I'I:1 11U:I-. • <
glnmo; exc1uitios poi:; ~ses ,,'alores nola-,;e, que ]H\ I~:~ 1tl = !" (Ill
outro "SIOI' uwnor do que 5. pnslti\"o ou negaUo;o. quo :'4vJ:l llllrlllflt,lo
a m tere-mos st::llljlre valolVS l\l:lC'i pa1':1 :r; que p:Il'a '111 ;>~. !I. uti flllll'l)
Talar maiol' do qlle 9 que sejn altribulJo a ". laUlLcHI :-IU 1.0:111 loUt'IIWt\

valares re:u,s d~ x.
Sa considcl':arlJ10S que 1n, a pal'tll" de -~. yb, :':Clli 1)1'1 ' f'I'/'!'iI!(·Il.lll

DotarelllOS, (!Ita t1p6s hav;el' allilllido a 5 11iio pOII(·t,." 1'1Wl'd'll', t~'..l1l
,'sl'ia4;1io c:nnUuu:l, c:ssc ..nlQr j:~lll quI.! a: i"Il! torllt! jlll:I~,"llnl.'t"1',1)/'11'

tanto, dll'l!lllCl:i qUtl 11t = ~ e. UHI U1Il.XJ!IIUIlI d:l ftll'lI..:t. r:i" d:ldil : Sl~ ;1'
partir de + co, Ilzeru;os dCCI'csl'el' conUllu:unentc "'Il, 1),1"i m =!1 t.l

deCl'escll.lleoto ul\o podeJ'it Ir alpill sem quI.! X lOJ'JIC-:"UI tlll:ll-!lll:ldo,
dil'cmos pols, qUl! m = 9 e um IIIlui::lllln d:l fUllI:\'l1n I J: Ie 1:1,

Para m=5, Jll;tx.i III 11 III d,'l J'Uilc.;au , [em-I'll x=:l; I"II'a m=!l,
minimum ~b fUllci,;a.), t",lll-:H: :t = 1. ' .

Para eom 0 Ill"'::;cntt,! t.!xl.'lllplo (\eurulo, raz.;ntlo nlll:t ltl!":l .,1:11':1 l'ln
que scja um nlll..&"l/lU'''''' "rll1lir;1) OU m"ninuml ,'e/a: i·I..'o nlllllJ~ VI'., n
que acont.:cer-.i <I 1i1 lju:mdo sc lil!tH' \'al'l:tl' .:J: dtlMlu _ .. _ r.o al,l +u.,
Para Isso lolllcUlO:; a rlll"~";lO d:llia i!, d~col1lpolltlo fJ~ (lolls tl'l/l(lllrl •.~
que coosUtue:m o~ t~I'UluS da (l'i1l't;i10, CSCl'C.... (;1Il0£, el, l,oJs lie lI'aU:l-
formar .

e. + 17)' ,... 360
=tQ(.+ I)'-~

•
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F37.t!11.1o va 1'131' :JJ crescendo a partir de - QO notaremos que qnando
o )l:~U valor l'Sla Da~ pt'llximidades de 1, m est&. dccrescenJo e pl'C1dullI

d~ !); all fJIIC se 3: atlingt!: :1 1, tern-S8 m = 9; com elfelto se:J: est:i.
CI·.:)l:C~lltl., pUI't:l t ~ multo proximo de t, 0 prllllt:lro terma do dena
mln:ultll' d.. rl'ac~ao cJ:I,lA cl't!scendo conlinuamcnte para 2 e porl3.nlu
!Oeu qual.lc-:ulo parct 4 e a dil1~ren~a (x + t) - 8 approx:ima-se muilo.
tl"CI','!:iCcudll CIIl valor a1.lsoluto, de -4j qU3nto ao numel'adol" 0
pl'imt:ll'o t· I'mo VIlI cl'escep.do para 18 e porlanto sen quadl'ado para
3~4 e a di:t""/'cnC;3 (x + 17)' - 300, em valor absoluto, val decrescendo
pat'a - 30 uLI1 que sa :r: = I, tem-se

•

(,--'.:'.+..:1,:-:7):-'--::360.:'. = ~= 9
«+)'-8 4

Contlnuanllo a crcscer :r: de 11m3 manelra continua observaNmos
que 0 valor dB m \/301 crescendo a partir de 9 ".t4 q.ne qu3udo se tem

:I. + I V8, 111. lorna-se inJinlto) se diz entao que a func~io solfreu

uma solncao do continuldade para 0 valor da Yarl:ncl x= V8- t.
pols 56 Cfllltluua % a CroSCCl" passara lambem a funccio 3. cresear de
novo e de lllU modo continuo at~ que quando se tum x= 3 tem-se
UI = 5 ucpul.:> do que, continuando x a crescel' m dccrc3ce.

Como jli. dlSSclllos 9 e um minimum da func~A:o dada, isla ~. um
valor que olin .:ldquil'io quando val'lava em sen lido decrescente e apdN
o qual cntrou n CI'c~Cel" i 5 e um ma.xintum de acol'do com a defi
ni,ilo. l':stc U1QxltllUlU e llst~ minimum tem 0 nOUle de maximllm 0
minimum "Clatl1;O$, pols acontcce que j~stamente 0 malor valor da
funccao eo que telU 0 nome de min.imum 0 0 manOl' do tnamim'Unt.

PRClllJ..lt:o.rA XI. - Dctel"minar os t:alores de $ que tornam tnll.2:imum
d'U 'minimum a lunv~l1o

x'.l-3
,-2

fazeudo

...
tem-se

\

l!-mx +~U1-3 =0
,

•

,
,

.'

,

,
i

..

,

.
1

\
••
1,
•

I.. ,
..

,,
,

•
,

c .
r Ir, ,,

f
I

1
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ALGEBRA

Resoh'endo esla l"quaCiio em t'ela~10 a % vem

Deeompontlo-se 0 triDomio sob 0 radical vern

m ± V(m - 2) (m - 6)
% = =-=-:":""-:,.-"'-'-'_"':':

2

o raler do.:e 56 sera real quando os dous (actores sob 0 radleal
th-erem 0 me~lllo signal. dllodc sa conclue que nl 56 parlera ser au
maior do ql.1~ 6 au Dlenor do que 2, isla ~. se se aWl' varlar m desde
- eo 0 nl:Ji.\r v3lvI' que eli~ poucl'a aflingir SllJn sarra'er soluC3.o de
cClnllnuldadt: s~l'il. 2, a;:slm dlrt'mo$ que dous ~ om maximum; conti
nuando.3 C"C:tCUI' m. !1: COJ1Ser\'C!-S8 imaglnarlo alt! que se tcnha Ol
= G. uf:l'ols 1I1:";w "'Alol' pOdd'it. m Cl'eSCcr all! + Xl, pda que 6 CODS
tllue um lllluimum de m.

o maximulll '1 con~"ponJ~ :J :t = 1. 0 minimum G a x = 3.
o (-stu do de al~ulll"::; quesloes de. gcomeh'la It'ada pOl' certo mats

clut'coca aos eSLuuBlltes; nilo 0 al'rt!s~ntaUlos squi pOl'que a limite de
nosso trabalho nao .J comporla, mas 0 aconsdhamos como muHo uti!.

II

o utuuo das equac&s bil1omia,r, Isto ~, das equtl.l;i5es da (6rma

nm+b=O

nllo p6de fl.el" relto de modo comp' .. to II:1nt."o dos limltcs deste tra
bnlhn. porlluc c:<l~e conhecimcnt!l$ 'llle u:\o perlencem 8l) dominic da
81;:l:lu'1I c!1"'l1lt!llta .. ; palo que no~ OCCUP31'CIIlOS ulllc3mente de Ctll'WS
e delcl'llllllauos ca ..;os. A equa.'i~o

.'(m +11 = f)
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•

p6J.e sempre ser redtlzida a io!'ma

x"±A=O

257

,f,
~;

'. ', ,

00 ;''1
: -!
"

(I)

•

•

Sendo a: e {3 dnas l'alzes cia cqua.;ao (1) tem-se

cz"==t=A c ~'" =+:.4.

dande, dividindo uma pela cub'a membro a D''l(!mbl'Ol

Ista ~I a rel:J.~io entre duns quaesquer das 1'31zc5 da cqunc;ao (1) A
sempre uma rait da equtu;iio

:lQ=±1 :

porlanto, sa conhacel'JUos uma qU::Ilquer dras raizes da equ3(:iio (1),
poderemos obter todas as Qutra:! Illultipl1cando essa pOl' cada oma
das ratzes do gl'ilo tn dn uniuode.

o que aeabamos de dizCI", acel'ca do modo de ohter as raizes da
equac;ao (1), tent toda a gc.ner:llidade, porem con~em Jelllbrnl" que
quando A f6r Imaginario nooi falltu'ao el~mentos para c.!llcuIar arith
meticamente a sua l'oJz do gT:i.o m; DaO nos Cccl!pal'emo~, pois, sen~o
do caso de scr A l'eol : convindo lliJ:da liUlHal' 0 nosso trabalho a
alguns dos valOl'CS de 'm,

No Q. 106 jb. foi tl'atada a. equa~ao

x~=±l

i.e Seja, para re.!olcer a equtv;ao x3 = ± i.

Escrevamos

%8'-l=Oex~+I=O

17

".· ,
"

l,

..·,

,·,
"".,

"

I.

t
r.
;."
I

~
I
!
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ALGEDRA
;. Ii' '

" •

'il
para res.oher a pt'Imcir3 ...·amo~ uh'idir ambos as sens membros por
!C - 1 e tercmos que a cqu31;8o }ll')acd tamar a f6rma

x' + 1 =0•

x"= -1- 6. \C'i
••

•

•

.. -I+h\' 1
X - '- ,

2
x' = 1;

:1:'=1

A prtmetra se p6de eSCl'ever

(x' + I) (x' - !l = 0

2.- SejOt pGI"Q ~esolver a eaua~ao 1 4 = ± 1

Ponh:l::ios

• .. t +\!;l, V-I, ". I-V3, V-::::;'x = _ 1;.. = ,x = ---'---;:--'--_
" 2

(x-I) (~, +. + I) =0,

1- t = ne :t' + ::s: 4- 1 = 0

ou

Para resolver a segunda das equa~oes em que decompnzemos a
equacao dada, isto 6, :r;3 + 1 = 0, ba.stara refiecttr qne as raizes dess:a
equal;ao serae as da prccedente com signaes contrarios i serio, pots.

A primeira destas femcee a nnica raiz real da equa~ioem questio,
a sega.nda as snas rabes fmaginarlas : t.aremos assim as tres ra1u:s

equa~io eujas raizes serio dadas pelas e'ill:'it;ot:'s

•

••

.- ,

•

.

i :1
' ," .
I "I
: .\~ .1,

r. ."I:i~~·l.· ,.' .: ...- ),~

t, •
i', ".!I, I

,
• I, ,

;
• •,

" j, ·
·
•

!
,
l ,,

,
I"· , I,

,". 1:'1
• .....i
,

;1•
,

,,

•
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,-
V -1

x'1_:1=O

•

•

x= 2

MAXIMA E MINIMA

x=

x.. + 2 x2 + i = 2 x:!

equac;oes que nos forOCCCl'ao as raizes da proposta, que serao
•

(x' + i)' = 2>'. .

ex' + 1 + {2: x) (x' +1- {'2. x) = 0 :

(x' + 1)'-2x' =0

Como 2 e 0 quadrado de 1/"2 temos, decompondo 0 pl'imeiro mem
lJl\) ;lC5l:l ultima equai,tuo.

19ualaado a 0 as dous factores vem

ou

•

Quanta a seguntla cqun.;i:i.o, sommemos a ambos os seus membros
f: I.~, tercmos

dos quaes tira-sa

portanto suas raizes sera,) dadas pclas equailloes
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· '.,· , ':'\11 .
,

3.- St}cz, para ruolvcr G eguacao ::tIl = ± t

Ponhamos

·, o primeiro
p6de eserever

•

membro da primeira sendo divisivel par 2S _ i, ~

Divldlndo ambos as meOlbros desta ultima eCIul1~ao par m~ temo5

("+:.) + (x+;') +1=0

x'+ x3 + x~ + 'X+ 1 =0

x=loux-I=O

(x-I) (x' +.3 + .3 +. + 1) = 0

donde se tira

,
,

•,
,
\. :,.
•,

• ,
•
'., ·, • ,
•
!. • ,
, •'- _1,,

• ,,.

'" " lazanda
>.1,'. ,

I..
, , .· ,.....

(I)

','" - t
.J, '".. ... ~

,: ~,

., 1· ~

· '". I-.•,
., ...", J..
·.l~ •
· • l I· ,. "
• ,-, I

• I "
" ,,':,)
,u ',\

.;,.~~ I ,~
t f. .

t. I •

'"",.::" '1.,

ohteremos

1
- = z2_2.'

e. suhstltuindo,

z'+z-!=O,
"-

•
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Mf.XlMA E MINIMA 2G1

i'
>

donde

z= ,,
,.

pondo par z este valor am (1) vem, [lreparando,

ou

••,
\,
I•

••
•
I

x=
-1±{5. ± ViO±2y:-' .;-:::t

4 <\

I
\

I
i
•,

Qnanto il s!li\'unda das cqUll.COCS em que d~composcmos a proposta,
tem ella as suas ralzes Iguaes 6..s da pl'imeil'u lOlOilda3 canl· sIgnal
contrariO, ser1io pois.

i± /r.± V10 ±2 \'5. .;~
x= -+-- 4

4.0 _ Sejo. pa"G ,·csolt.'cl" a cquanio .2:'; = ±i

Ponhamos

Xl = 1 'J i'=-i

•

I
I

I
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A primelra, isto ~,

dt

£laude

ALGEDRA.

(x' + 1) (x3 _ 1.) = 0

• •

,

:xS + t = 0 e :x.3 - i = O.

cujas Taiz~5 tactlmenle so dcterminam.

Quanta a eqtla~ao xli + i = O. tt"!mo s que suas raizcs podcrlio ser
conslderadas como mizes qU2drad3.5 das l.'aizcs de

13 =_1. ..

5.0 - Seja. para re.rolt:et' a equa~iio .::uS = ± 1

Fonhamos ,

x8 -1=0 e

A primeira decompue-se daudo

x 8 -1- 1 = 0

dande

(x' + 1) (x' - 1.) = 0

x"+1 =0 e x4. -1 =0

Quanta :i segund:l tcm ella as suas raizes iguaes '6,s l'aiJ:es qna
dradas de

j',= - 1

•
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Uma equa~io pMc 3presentar-se sob a {drm3 irracional, islo ~,

Cvnter a incognita afl'ccta de l'lgnal \/, de modo que esse signal nao
pO~5a ser e:xpeHdo pl'ntlcanl1o-so a extr3cciio da l'aiz indicada : ~
enlio necessaria laOl;8.l' mao de multiplict\l;OCS de modo a dar a
equacao 3. forma raeloDal : isto s6 se con~cg'ue em geral fOl'Ulando
uma nO.a equ3cao que nao e equlv:l.lenle it dada, mas que Uluitas
"'ie:es contem as solu~ijes desta.

Para dar idea do modo de tradal' de taes eqnac;oes damos um
aempio qne sa resoh'e pOl' meio de uma equac;ao do segundo grao.

Seja a equayio \

•
." oj

•
':

• •,
•

263m~"UCIONAES

-Equa90es irracionaes

I j
I .
•

Ele~aD.do ao quadrado ambos os membra! d!sta equatW50 obtem·se
I :
, I

Rcsolvendo est3 equa.;ao tem-sa

5>'_27<_i02=0

Reduzhido 0 iSolando 0 radical COl UUl dos membras. vem

,
.;1
"· ;,

i "
· I./
•1.,
I.,
•,
•,:,

..
•~
r••
,.,
'",..'
I,
'J•
~l

• 1
0

~
'.
"•

'.

27 ± .; :>\J60 .

iOx=

2 x + 12 = 2 V(6 :s..~ - t5 x - 12 b

2x +7 + h- i8+ 2'; (h +7) (3 x-i8) =7> +i

Elc\"ando 3Dlbos os mcmhl'os desta ultima equMiio 20 qnadrndo e
fa1.l!ndo as connnienles reduc~oes ncha-se a cqual;ao racional do
segnndo gl'8.o

•

,
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donde

AL9EDDA.

%'=9 e x"=- i8-5

•

Senda muHo pran,el que as snccessh"as elcvac;5es ao quadrado
lenbam introduzldo solucoes e~lranhas na equacao dada, ~ tndf.ipen
savel \"crilicar se as solncoes da eqnaljio ohUrla por meio de laes
transfol'maCjo'!s POdC01 ser~ir 3 essa cquacao.

Procedendo a 5ubsUlul.;ao em lugar de a:, ua equac;ao dada. dos
nlores de:c' e de x .. tem-se que, para ::c = :' = 9. esta eqnacao daria

011

5+3=8

assim 9 A raiz da equacao dada; para:& = x" =-
13
-ohtem-se
5

•

o que l1 absurdo. pois que 0 segundo membra. em vez: de ser a
somma dos dous tarmos do :pr1meiro. ~ a sua differenca : asslw 0 valor

• 18_
:J: = - -=- nac conv~m Ii cqu3c;ao dada e, porlanto, eonstltne uma

o
solucao e:dranha, que fol inll'oduziua pclas suceessh"as ellH'ac;:oes ao
qnadL'ado. Ista bem sa comprehcn.Jcl'iL l'~ftect::lIlo em que a equacao
final, obtida pcbs successivas clet'"3~,,)es ao quach'ado, sel'ia a mesma
para outras c.ombinaooes de slgn.:lcs dos l'ad!c.:'ws, isto e, para equa03es
qo.e sao difi'erentes da priml:!I'u e que deycriam ter soluljoes diffe
rentes; com effeHo. CODlbilHllltlO de todos os modos os slgnaes dos
radicaes obtem-se as quaLL'O eqntl~oe,.

J2 x + 7 + V3:t - is = V· 7:<. + i

V2x + 7 - ,I:}::: -is =";7:<. + i

- V2A.+7 +V3:-.: -18 =V7x+i

- t/2x+7-,/3:t -IS =,'71.:+'1

•
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que cocdnzlrlaOl 3 uma masma eqna{ao final, sem 'qu::o, entretanto,
fossem'todas satisieitas pelas solul;oes achadas, pols a' primeira s6 l!

18 d 1-sattsfeita qnando se tam :J: = - -j sen 0 que 8sbs so ncoes Dao con-
S

dm nem f1 segunda Dem it. quart:!..
Conc1uirewos pois fazendo notar que 0 methodo empl'egado ~ em

muHos casas falho, como aconteceria com a segunda e a quarta das
equacoes precedentes.

EQUA~~ES IllR.\CroNAES 265

•

•lfi
L:~
",.,.,
I;
!'!,..,
h·,,
[.'

;j
"I
~,

~'I'r
"•'-I
r;:j',.
q
, .

•

,,
! . . , ',
I

11

Trtmefol'D18c:8.0 da expreBsioVA ± {B

,

Tratando da reso!uQao das equacees· de grio par reductivels aD
2,0 gra.o (n. 128 e 129). via-s8 que a expressio das ratzes de taes equa

M,..-_
~es era seUlpre da forma VA ±: {i : sando m oS. a equllfio

b1qua<irada

::r.' + px9 +q = 0

\eria saas raIzes 6xp!'essas por

•
O'

,

I

d
i,,.

", .

•".,•

expressio esta que muitas vezes ofi'erece dlfficuldade para ser calcu
lada euctamente. Serla, portaulo, couveniente e[ecLuar tal transfer
ma~o que permftta, quanta pososlvel, evltar as dilli6uldades que

,

,

•

j'
·r

I

t
•
'I
,i
•
•
I,.
",.;t

I•
\

• I
(

i
•I,
i
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266 ALGEBRA

prov~m de nma tal forma. E' 0 que vamos {azer : para 1850 Dotemo9
que 0 radical do segundo membra poder! sempre tamar a f6rma .

• •
Seja para decompor a expressao

VA.+ {B

em uma somma. de dous radica.J"J simpleSt sando VB incommen
mravel.

•

de modo tal que. sendo A e B commensuraveis, tambem 0 sejem:& e '!/ :
Escrevamos, pais

. .
• •

(l)

Elevando ao quadrado ambos os membros desta equacio, vem

(ll)

. .. .
lsolando 0 radical do segundo membra e tornando a elevar ao qua·
drado ambos os membra! desta equacio vem

4<y = (x.+.y·- ,A.' + B - 2« + i' - A) fB. ,

on passando todos os termos para a primeiro membro,
·· .

. [ex+y -.AJ' + lJ -. xy.j - 2 tx + ; - Alii= 0
•
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TRANSFORMA~AO DA EJU>RESsio ..;., ± .;-;

Como se telll A, :lJ~ y, B eommensurave!s, pede-se escrever

267

,

••

•

,

•
•

(x + y- A)' + B-4>y= M

2 (x+y-A)=-N

•,,

,

sendo MeN quanttdades commensuraveis : assim podemos por

•
(Ill)

•,

Como JB e lncommensuravel, para que esta igualdade e:rlsLa , pre...
cisa que so ten.ba

,
M=O e N=O

Pondo por Me por N seus valores tel'emos as equaliaes
•

•
(x + Y-A)'+ B-4xy=0

x+y-A=O

que'se reduzcDl a

(IV)

(Vj

A oqo.ac8.o resultante deste systema devendo conter as duas raizes:»
e 11 serla do segundo e grao da forma

j
•
\
I

J
i
I

I
I
I
i
·,
•,,
•
,
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268 ALGEBRA

em qne os valores de e seriam CIS valores correspondentes a:z: e a y
e asslm terlamos

r

r

:- I
r 1

A+VA'-B
%=---,,---

2

A-VA'-B
y = ---'-;;:_.

2

(VI)

Mas , fof prevtamente eslabelicido que.2: e y serlam commensuraveis,
e portanto sera necessaria qne, para que as valoles achados respondam
l questao, A~ - B seja UD1 qnadrado perCeito.
Conv~m notal· que os valores a que chegamos, para :z: e y, sedam

os mesmos para qualquer du equacoes

VA+ VB =±{;.±Vy (VlI)

e que, assim, seria tndispensavel veriflcar se esses valores convero a
aqnavio dada: conseguil'emos iS50 procedendo par e::r:clusao de partes.

Com elfeito, a e~~~io (VII) desdobra-se .nas quatro seguintes

= • .;7-fY

(1)

(3)

(4)

(2)

=

=VA+VB

VA+VB

..; A+vB

VA+ 'VB ~ """ V-;+ fY
•

Quanta A (2) comprehende-sa facllmente que nao pode ser saUs·
Cdta para nenhum valor real de:J: c. de y, pOl'quanto taes vllares
callocados par :z: e '!J nessa aqoae-lio fariam 0 segundo membra de
signal di.ff'erente do prlmeJro :·ucloida esta resta:nos v(!r 0 que sera
d. (3) e (4).

,
,
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TRANSFORMAr;AO Oil. EXPRESSaO VA ± .r;; 269

Estas duas ultlmas equat;3es Coraecol."iUIl, pela primelra eleva~li.o ao
quadrado, a mcsma transformada

.~-- - .......

•

•

(VIII)

mas, quando tratamos de (i) ,.lmos que os valores aebados para :t e y
deveriam satisfuer h. coadicao

e entiio terlamos, subtrahil1do esta ultima equaclio de (VlU)

o que 6 abSU1'do.

Seja agora para transformar 0 radical VA - " U

fa~am09, todes as condJcoes como DO easo anterior,

elevando ambos 09 membros aOo qnadrado vern

-1so1ando-2. Vxy em um dos membros e elevando 'de JlO~O :10 qua-
drado tem-se

-(A-x-y)'+B-hy-2(A->:-y) VB =~;

• •

•

•

•

I •
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,

·.,,
·

i',
·,
·,

.'

·i

'.

I,

,

·.,
•

,

•

mas. Vi sentle incoIll1llensuravelli necessario. para que esb. equa-;io
seja possi"fel, que se tenha

,

(A.-x-y)' + R -4 ':,=0

•
,

2(A.-x-)')=0

donde sa lira 0 systema

x+y=A

systema este que fornecerla os mesmas val01'es (VI). achados no easo
antertor, para oX e y'

Asslm podemos escrever, correspondendo-se as sigu:lc:J nos dous
xnembros,

Examplo. - Tram.sfornuJ.f' 6' radical V6 ± if 20 em dais ,·adica..~.r
simples.

Como obsel'vimos. t! necessario. que se'tenha A9~ B quadl'lldo per
felto para que a questio se~a passivel : isto 'ferHlca-se no presents
exemplo) em que se tem -

,
,

36-20 = \5

,

,
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<fj:.". ~.~..;..;,..•... ~~:,. .- ~....
i 'r '. '· .,:"'., '.
••

TRANSFORMAc;.iO DA EX.PRESSAO vi •± {; 27i

Vcrlficado lsto appIiqnemos a f6rmula aos clados da questio) 'VlrA

on

Sera convenic0.4W que 0 estudante faoa lIppUeaQio da f6rmula a
a1gtl~ examplos a1gebricos.

.-

.
'.

•

•
,. .-:,.. ,

• ,,

" ...... ' ............... .. '. -. ~._. -
_...~_.-
" ;: ,\.,':;

·

·.

·.

•

•
·,

.'
•

•
•.., ,
•

"

•..,.·
•

,

. ,

•

•,..
•

•
'.
•
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CAPITULO VI

Apl"lica(fao dos principios da Algebra

as progressoes e logarithmos

Este capitulo completa os conhecimentos de Algebra

absolutamente indispensaveis ao estudo da 'l'rigono

mel\'ia e da Applicuy<!o da Algebra Ii Geometria.

§ 1,' Pl'ogressoes pOl' differen9a

169. Provamos naArithmetica (n' 192), que em uma

progressao pOl' differellQa

.;. a, b.c", h.i.I., .

.

qunlquer [ermo I pOde ser calculado pela f6rmula

I = a -l- (n -1) r-
t8

,.
'F.
~~
.~:-",jf
:',..
I"
I'• •

; t,

,".
t.

,.',
,·

;
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sendo 0 signal + applicavel as progres'oGs crescentes,

- as decrescentes.

Actualmente a extensffo dada no uso dos signaes alge
bricos simplifica aquella formula, ?_'Itorizando a sup

pressao do duple signal ±. Com cffcilo, uma vez que ,.

pOde receber valores positivos e negativos, a formula

,
•

,,
,

•,

274 ALGEDRA

l=a +(n-I),-
••

se torna applicavel a todos os casos; esta cquaQao cara-
. - -,""'cteelsa as progl'essoes pOl' dltlercnr;a.

POl' ella se calcula qualquGr das quatro quantidades

a, l, n, on }', seudo conltecidas as Quteas tres ; do que S8

viram exemples ua Arithmelica.

,
•

170. E tambem muitas vezes util detel'minm' a

somma de qt,alq1<el- nwnei'O de te"mos, v. gr., desde
a ate I inclusive.

Para tal £lm consideremos a progressao geral

•

- !.

•

~ a.b,c.... h. i.l-.

terminada no termo I, e a invertida

I,
,,

I
.j
I
i

..'
--

..;..Z.i.h.... c.l;.J,.-.

,

,

•,

1

\

j
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PROGRESSUES

Cliamando s a somma dos termos da primeira, e som

maudo os de ambas, resulta

!
'.•
~,.,

Ora, segundo 0 principio demonstrado (A1'it. 1\)5)

a+ I=b+ i=c + h= ...=h + c=i +b=1 + a

logo,

n(a+ I)
2s=(a+l)n,s= 2 .

,.,.
<.:.,,.
~I

'.r,,
,

,

,
,

,.
'.

"

•

(a + l) n
171.Asfol'mulasl=a+(n-1)r,s= 2 '

em que se acham combinadas as 5 quantidades a, I, n,
r, S, prcslam-se a 1'esoluc;ao deste p1'oblema gel'al :

Das cinco fJ"antidades, primei.,.o e ultimo te>'71W de

'l!ii2.1 'PJ'ogressiio, 1~aztio, nu,1neJ'O de tet'mas, e a sua

somma, sendo dadas tres, calculm' as dUGS restantes.

Esle prohlema se subdivide em tantos problemas

quantos s~o os produclos distinctos de ciuco lettras
combinadas duas a duas, numcro que pOde ser deter

m--1
minado pela fOl'mulam 2 (n. -139), a qualsuppondo

•

In = 5, se muda em 5 X i= iG.
•

•

i,
,.
,
I
,
•
!

I
I
I
I
I

I.,

,
•
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172. Sendo dados a, r, n, isto C, 0 primciro toPlUO,

a razlio eo numero dos tCI'IlIOS, para caleulnl' 0 ultimo I,

e a somma s, sorvem SCIll lllodiftcllQao as duns rOI'mulas,

Estes problemas dependcm de equaQiies do i' gi'ilo, a
excep¢o de dous, nos casos em que {OI'Clll as ineoEUil.,

a e" ou 1en; porquc, estas letLras cntl'aurIo om amb"

as equa~(jos, na segunda so acham llluitiplieados lima

pela outra, 0 que cleva a equa~.ao no 2' grao, SCgllCIU

exemplos de algumas destas quoslOos,

,, ,
, ~." I

,.. ,,
I
,i
''/,

I ..
,

, I
:. j

,,
;.: ; I'
, '
" ~ .
, "

•

.- ..,
",

"

,

276 ALGEBRA.

,
-'~

,

" ,,
" ..

, ,
' ..,

" ,:
·i~::~.. ,
r,i

': I

, i
",, ' '

j' - I
": . .
? : -

" ,,
.. :; I

: I
;"',. I
, "I
: ":;; -;
• '., I
",

..
, "

I
•

I
I
!..

n (rt + I)
I=a+ (n-1)?', 8= 2 .

Se for a serie dos llumcros inteiros

-:-1.2.3.. , etc.

n (n + i)a= 1,7'= 1, donde I=n, s= 2

Para a serie dos numoros paros

-:-2.4.6,8 .. , etc.

n (2 +2n)
a=2,r=2, 1=2?\, S = 2 = n ('II + 1)
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l

I
i
•,

E para a serie dos impares

71.3.5.. , etc.
,

I
,

n><2n 2
a=1,.'=2,1=2n-1,s= 2 =n

•

I

A somma dos 50 primeiros termos de cada uma destas

tres series e respectiv!J.1llen~e

•

s = 50 >< 51 ='1275
2

o valor de I', que acabamos de determinar, ensin' a

inserir meios differenciaes cuLi'c dous numeros a e I.

.173, Conhecendo a, I, n, dele'}'minar res, islo <l,
ilados 0 i 0 tenno 0 ultimo e 0 nt,me>'o dos termos

de un,a pl'ogl'essao, calcula,. a somma delles e a'

·;'a:;ao.

,

•

,

.-

"

=2500

s = 50>< 5'1 =2550

s=(50)'

J-a
Daformulal=a + (n -1)nededuz arazaol'=-'--n,-I

d f ' I (ct+l)n d , d'e a segun a ormu a s = a imIDe iatamente a
2

somma dos termos.
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Por exemplo, para inserir 12 meios dilfel'enciaes entre

12 e 77 basta fazer a = 12, I = ii, n= 14, e sera

!
•
I
,
!
!
I
;
•,
I
,,,

278

r=

ALGEnRA

77 - 12
13

65
---5- -ifl

•
J,

,

J
•,

••,
1,
"

i
I
i,,
I
I
i

I,
•,
I
j
I
I

Logo, -:- 12. 17. 22. 27. 32... 72.77.

, {12+77)i4
A somma dos termos sera s= 2 = 623.

§ 2', Progressoes por quociente

174. Seja a progressao de numero limitado de termos

:: a: b:c: ... :h:i:l.

A formula 1= a, ,.n - 1 (Aritb. -1\li) delerlllina (Iualquer

lermo sem dependencia dos anlel'jores,

175. Proponha-se aclzar a somma dos teJ'mos da
•

p/'Ofjressao desde a ale 1 inclusive.

Segundo a defini~ao lemos

b= W', c= br, d = cr, e = dl', ... i ....:...1l", 1= i,',

, ,

•

I
I

]
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PROGRESsOES

e sommando ·eslas equa<;ijes,

271l
•,

I

• · ,

•

Oll, cb amando s a somma dos lermos,

ZJ'-a
s-a=(s-Z},'=sl'-ZI'; dondes=-,·,----,i

Ou substiluindo em logal' de Z0 seu valor a"'-',

(t(I~i)
s= -'-=--;'

,--i

Exemplos. i.' Pede-so 0 S' lel'mo e a somma dos

8 lel'mos da pl'ogl'essao -:-:- 2 : 13 : -18 : etc. Temos a = 2,
,-=3, n=8; logo,

·..: .
I. ".

~ " .:.• •(0

•,., .

· ,
•I , .,..

'.

I .
••

• •

I

e .' .,
\1 .
11 ;

•

2.' 8eja a pl'0dl'ess:1O decl'Osceule, com doze tel'mos,

i
-"- 64 : i13 : 4. : i : 7.-- .. etc,

.\
•
•
I',

,
•

~ ;.
,
", ,.

ri'
t 1-1\
• •
lJ"
r', . '
l'",
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280 ALGEBRA

i
Teremos, a=64, ,'=4,n=12; logo,

(1)11 1l- ,n-i_ _
-w -64X 4 =65536

. ....."..,
,

1

= 256 - 65536 = 85 21845

3 65536

,.,.
, .,

\:,.
••r,
,
~.

·.
~.

,,.
..-

a-h'
s=---

1-,'

1 1
64-65536X4"

1
1--

4

-

••
~, .
.,
'.
I
•,,.
.-".,
•!.

H..
,.,
••I;
.,

• •,.
~~
•

J

176. Suppoudo "= 1 no segundo valor de s (n. 175),
o

muda-se elle em O. Este resuHado, que algumas vezes II

symbolo da indelermina~ao, outras vezes indica a exis

tencia de urn factor commum aos dous termos da frac~ao,

o qual se aniquila ua hypothese particular de que se

trata. A 2' interpl'eta~ao do s)'mbolo e a que convem ao
presente caso : pOl'que sendo ,.U - 1 divisivel exacta
mente pOi' " -1, e sendo 0 quociente ,.n-l + ,.U-' +
"u-;' +... + r + i, sera

S = a?,U-l +m'u-, +m"-' +... + ar +a,

e no caso parliculal' j'.-= 1, s= a +a +... =na.

•

•



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

· .

,

,,
""
"

l'IlCOIlESSUES 281
,

ofactor.' -1, cOllllllurn aDs dous termos da fraCQilo,

d .. " O'
eo que a re uzm a l)Jrma O.

177. Prog.'essoes in(initas. Se a progressao edecres

cente, au .' < 1, aD valor de s (Ii. 175) mais convem

esla f6rma

,
a(1-,-') a moO

s= = -
(I-I') i-r 1-r

Ora, pais que " e f"acQao propria, ,,,. Sel'a tanto

menor quanta maior fCH' n; logo, quantos mais termos

se (omal'em da progressao, menor se tamara a quanti
a1~n

dado 0 mais, pOl'tanto, a somma dos lerffios se
1 -1'

a
appruximara de ser igual a . Assim, suppondo n1-,-
superior a qualquer numero dado,

a1,n
ou n = to , 5era menor do que qualq uer Ilumero

1-.,

conhecido, au pode reputal~se igual a zero e sera

nesle caso

a
s= ,

i-r

••
•,
;;,

..
.,,.
.,.,,
.\
".

•
,

•

., .
'.

,;;

•
: '

,
,

•

,
,

I
",
.\1

"

•

:1
•

.I,

,
1
•',.

,
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282 ALGEBRA

somma dos teriHOS dc t<;il{l P;'OfJi'cssao decl'escente ao
in(inito.

Este ,a1or de s Ii pl'opl'iarnenle 0 limite, para 0 qual

tendem lodas as sommas parciaes que se obtem pela
addi~ilo de um nUl11e1'O cada ,ez maior de lermas da

progressao. A differen<;a enlre cada uma deslas sommas
•, fL

e a express~o 1-" pode lornar-se lao pecluena quanlo

se queira, 50mente e nulla quando se tomam in(initos

lermos.
•

178. A forma pl'eCeLleIlte pode verificar-se, desen-

I d · a el d" rdi'VO ven 0 em Sel'le a expressao p a l'VlSilo 0 -
1 -I'

naria; 0 quociente s=rt + I"a + I'~a +... e evidenle

mente a somma dos termos da progressao proposta,

substituindo ao 20 e seguinte;; as seus valores em fune<;a:o

de a,
Igualmente se pode c1erival' da a1tima expressilo 0

valor preeedente de s; parquanlo, sendo

sera

a
Logo, s- rs=a, dOlld!' s=-

1-,'

•
•

•
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PROGRESSUES

Exemplos. A progressao decrescente ao infinito

'1 1. . l' .. t
77 '3' 9.. ,, e c.

tern por expressao da somma de todos os Lermos

a

283

•

..

1 1 1 1
E na progreSSi'io';-':'1 : 2 : 4 : 8'" etc.• s= 1- ~=2.

2

179. Observa~{£o. A formula s = a nao p6de tel'1-,-
npplica,i'iO alguma as series crescentes; porque na sua

dcduc,ao se suppoe essencialmente ,- uma fl'acQao pro

pria, Sendo ,- > L quanto maior for n maior se tomara

a quantidade a,"
-'--; e cada vez a somma dos termos
1 -- "

a,'" a . , d'ff d as= - rnals sera I erente e l'
1'-1 ,'-1 "-

180. As progressoes pol' quociente d110 occasi1!o aos

mesillos dez problemas, que so podem propor a respeito

das progressoes pOl' differcll,a; ?or'I'.lanlO as mesmas

,
,

•

•

•
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I
l '

", ..

-'

i "

,,
,
• •, '

, '.

, ,

. ,

"

. '

, ,
I !.:,"..
.... ;; i I,,

, .
•

,
:. I,-·,, . ,
'.. I,- ,·~" ..; "

• cinco quantidadGs se, acham combinadas nas duas f6r

lr-a
mulas l=a,..,-I,s= i'

1'-

Ha comtudo esta dislinc,ao. Nas progressues par

differenc;a todos os dez prchlemas dependem de equa

c;oes do i' ou do 2' grao; nas progl'essiies pOl' quociente

elgumas das questoes dependem de equac;Jes de gTaOS

superiores, a saber : sempre que fop ,. uma des inco

gnitas, a equac;ao l = a,-' sera do grao n - i se a for

conhecido, e no caso contrario do grao n. E, elem dissa,

se n for incognita, teremos equaQao de uma natureza

pal'ticular, em que a incoguita e expoellte, equal)i!o que

nilo se resolve pelos principios ate ago!'a expostos.

Excluindo esias combinaQOes de incognitas, restam sa
mente quatro problemas, que as IDl'mulas resoh'em 00

mediatamente, a saber: sendo pedidos l e s, ou a e s,
ou a e l, ou ,. e s. Esta ultima depende de equaQao do

grao n - i, pOl'em, a dous termos.

Eis-aqui as formulas transformadas como COllVem a

cada um destes problemas. Tratando-se de celcular

' .. -

L los . ..

",
"

,"j. i
, . k,'
',,", I..
· " I
• ~':i
"". ,'. 1

" ,.' •

,..

l 'l (,"-1)
aes ... a= ,s=--:

.,..11-1 1",n-1 ,"_ 1

•
•
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PROGRBSSOES

s(,' -1.) W n -' ()"-1)
ael... a= ,1= 1,.0 -1 ,~n_

__,..._~ 9- _ =_ -' '.00: • -
- --- --,-~----.""- "',

285

"

u-l

res...1~=vf, ","
•

181-. 0 ultimo valor de ,- resolve esta questao; inse)·iJ,

meios Jl,·op01'ciorUl.es ent,'e dous 11",ne,'08 a e J, islo e,
(O)'''W,' l/mw p,'ogJ'esS{io de "',,,,mel'o dado de tel'mos,

em <lue a e 1 sejmn os e-:eU'emos,
,

Exemplo, QLlcrendo inserir 6 melOS proporcionaes

entl'e 3 e 384, sera

,
a=3, 1=384,n=8; " ./384V 3

,
.j 1.28=2,

,.,
•

'",., 1

donde a prog,'essao -:-: :3: 6: 12: 24: 48: 96: 1.92: 384.

Algumas das questo~s que acabamos de trll.tar ja foram

I'esolvidas na Arithmetica. Aqui, porem, ter-se-ro

OCCJsiilO ue nolar '[uanto Os principiD~ da Algebra simpli

fica III n sua rcsolucao, e ao mesmo tempo generalisam os

resullados e consequencias. ,

,
,
: '

j,,
,

,
{ ,
"
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•

§ 3.' Theoria dos exponenciaes e dos logarithmos

Alguns dos problemas a: que dllo logar as progre,,"e,

pOl' q'.lociente eonduzem, como jil vimo" a equac;oes em

qU\l a incognita e0 expoente de algum numeroconheeido.

Estas equaC;iJes se chamam exponenciaes, e no caso rna;"
simples se l'eduzem iI forma aX = b; pl'ocuremos meio

de aehar urn valor para x, exaelo ou approximado.

Resolu~i'io da equa~i'io aX = b

.',
;..

,

·.
•

,,, •, ,
, -
• ,

,I·.
;'

"

•

~ ,. r
I I ' ., .'. ,• ,. 1
'. ,
.;: '. '

· ~

1· ,. I ,. '>, ! +:

" l'.> •

\' .. " i:',., ,
;, • 11
. ." '., .
~j. ;.

182, Reduz-se a questao a achat· 0 expoente da po

tencia a que se deve eleva,- 0 num/}ro dado a, pam

ob!er o"t,·o m<11MrO tambem. daclo b,
Seja, pOl' exemplo, 2x = 64. Elevando 2 iI 2', 3',4·...

potellcias, reconhece-se que 2:) = 6·1,; logo, x = 5.
Seja ainda 3x = 343. Formando as potencias de 3, se

verifiea que x = 5.
Em geral, 0 valor de Xi e inteiro na equa~o aX = b,

quando b e polencia perfeita de a.
Ha oult·o caso particular em que 0 valor de {j) se deler- ,

m;tia immediatamellle, a saber: quando a e b sao po
lencias pcrfeitss de um mesmo numero. Se for a = em,

b = en, seg-ue-S8

n
clIl% = eEl; donde mx= n, x=

m

•

,

"
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Para determinar x' procedemos como para com x,
2

elevando 3" as diversas potencias; e porque. .' ,

j
".,
,; ~.': '

"

..

287

•

(~)x'2 =2.

EQUA~OES EXPONENCIAES

Segue-se, x' = 1 + i,
x"

(3)1 3 (3)2 9
-=-<2e-=->22 2 2 4 .'

•

1x=2+rr/

•., ..

Substituindo na equaQao proposta, temos

ou elevando ambos os membros it potencia ((/

Procuremos. porem, um processo geral para deter

minar exacta ou approximadamente 0 valor de x; seja

a equac;ao 23: = o.
Sendo 2' = 4, 23 = 8, eclaro que x se achara entre

2 e 3. Seja

,
.
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e substit.uindo este valor na equac;;ao,

•-. . .
,

i i

{3\1+"," 3 (3)?-J = 2 on - X - - 21.2 2 2 -

t-
(3] .. 4,au _:r; =_
2, 3

A esta 3' equa~ao se applica Pl'ocesso semelhante; eis

os resultad,~ :

on elevando ambos os membros a potencia rc",

,.

,', .

, .
, -.:

•

, .
,

,
"

, .
,,

, ,,
,, ', .,

, I
~j •

:. )
-. "

(~)I =!. < ~ (!.)' =~ > ~
3 3 2' 3, 9 2'

, ..
~"" I •

..
". ~:· .'. ,I,",.,: :

'" iLogo, rc = 1 +-;;;,
a;

substitnindo,
~.. .,, ,..

·• >
"" .

• • •

•

1 I

(

43,,)1+?, 3 4 (4)"'''' 3
=2'0u3'X"3 =2"

I

(
4 }"'''' 9 ( 9 )"'''' 4au - = - ou - = -.
388 3

•
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. .
Continuando do mesmo modo ou ~a ellegara a uma

equac;a.o em qua o. expoeilte a determinar seja numero

inteiro, e neste easo fieiu'a eonheeido 0 valor exacto de

$, OU no easo eontrario sera aquelle valor tanto mais

approximado quanti> maior numero de operaQoes se pra

tjearem.
Com effeito, da eombina~ao dos valores de Ill, m', mU

,

aI", etc., resulta.

EQUAr;U£S EXPU~I::NCIA.ES

'! ,
I '.",I,

I .
II ~

It

~. ,

•

to

289

•

•

••. .

aella-se :x;'" eomp'ra~

...
i +__:1::-1---'

1i+---
12+----,-

12+----;
xl

:xl" = +2.!,.
at"

(
256)af' = ~
243 8'

. {
Desta sa eonelue, m" = 2 + -.m'

•

Continuando 0 mesmo processo,

handido entra 2 a 3; pelo que

e ~ equa<;ao ultima se Diuda em

1
III= 2+ ----=.--

•

I

i
I,
!
I
!

I

I

·
•
••

•,
'l!~
~,

1
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, , '

•

assim, pois que x toma a forma de uma frac~o conti
nua, sera commensuravel ou nao, segundo fOr limitado
ou infinito 0 numero de integrantes. Em todo 0 caso 0

valor de x se achara com tanto maior approxima~ao,

quanto mais integrantes se calcularem. 0 ultimo :,alor

de x, prescinclindo de ~ e feitos todos os calculos, con-
I))'

duz ao resultado

, 111=2,583.

•

· '• •
..

, -': ...,
~ '.

, "
, "I '

, '·,• J',·.~. .--.-, '
,

~ • I .'

• •
, ,

,'1 !
'\ 't" '. ,

0" . ',.,

" "" '
\-

,- ".'

•

A analyse da equa~o aX~ b p~de conoluzir a precei~

tos geraes para distinguir os casos em q1 \e x 6 commen-
, , '

suravel ou incommensuravel. Omittimo. essas investi-
ga90es pOl' brevidade, e porque os logaritlunos offerecem
meio commodo de resolver as equa"oes exponenciaes.
S6mente, para evitar um circulo vicioso, era precise

mostrar que sem dependencia dos logarith,l110S ha possi~

bilidade de resolver aquellas equa90es; e para isso

bastam as n090es expenclidas.

Theoria dos Zogarithmos

,
183. - IntrodtlC9iio. Pelo que fica dito, sendoacons·

tante e positivo ua e,[ua~oaX = y, ser!t'sempre possivel,

dando um valor a 1/, calcular 0 valOI' correspondente

de lV, ou exactamonte ou com a aPP"oxima~ao que sa

,,.'. '
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I : J1
• -Ii•..,
'.' ,j.'
• ••t I .,,- ., .· -,
j .'1

· '.,•I ;,.,
, ,I [)

1 3.
I ij If;

I ~ .1'
I i1;
; ,t ~

r
' 't~~
".•• ;j<,

I i;

•

291

dos valores de y contam
•

com a differen~a de se

i-a'
i-2'a

LOGARlTHMOS

11-
a~'

1

------------

•

Sendo a< i, ainda a serie

todos os numeros absolutos,

y= ... .

qui,sr. Reciproc~monte, dando valor a: ro, e facil deter

minal' y.

Estes ,alores de a; e de y f6rmam duas series, cuja

confl'ontn~aoconc1uz a consequencias importantes; demos

a a; todos os valores imaginaveis, inteiros, fraccio

nnr-ios, positivo. ou negativos, e analysemos os valores

correspondentes de y; consideremos os valores intairos,

ficnndo subentendidos os intermedios ou fracciollarios.

Seja

(J) = .. - 5, - 4, - 3, - 2, - 1, 0, t, 2, 3, 4, 5... ;

-A serie dos valores de y comprehende todos os

numeros absolutos maiores ou menores que a ullidade,

qualquer que seja 0 valor de a.

Co
- iii

m e[eito, sendo a> 1, os termos-, -, -etc., slo
a a2 as

frac~oes _proprias que decrescem indefinidamente do

tarmo 1 para a osqnerda, e os termos a, a', a3, etc., slo

pelo contrario numer03 mniores que 1, crescendo em
progl'essao ao infinito,

•
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•
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•

"

-,.J
.., "•
•

•

, .
acharem adireitaos menores que a unidade a, a2, a3, etc.~

. 1 1 1
e a esquerda os maiores -, '2' -; etc.

a a a

E resultando todos estes valores da equa~o y = aX,

segue-se que tOMS os nume>'os absolutos im.agina~eis

podem. ser potencias de um numero invariavel a, sendo
os expoentes inteiros au f1-acciona~-ios, positivos ou
negativos.

N: B. - Cumpre todavia que a seja differente de 1,

porque todas as potencias de 1 sao iguaes a 1.

184. lsto posta, chama-se logarithmo de um numero

o expoente a que 'e riecessario-eleoa~' um numero inva
t'iavel pa~'a formar 0 proposto.
- Collocados em uma tahoa todos as numeros inteiros e

adireitade 'cada um a seu logarithmo,-isto 1!, 0 expoente

~ <rue '8 preciso elevar a numero constanta a para formal'

Os mesmos numeros inteiros, ter-se-ha uma taboa de

logarithmos. 0 numero invariavel toma 0 nome de base

do -systema de, logarithmos.

, Em qualquer systema 0 loga1-ithmo de base e1, II 0 de
i ezero. Porqua, para qualquar valor de a tenios

•

.. :;..

- ,

." ." .-.,..

donde 19. a=1

donde 19. 1 =0

•
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x=O, 1, 2, 3, 4, 5 ...

293LOGAlUTIIMOS

(desi:,nn-se 0 logarithmo de um numero Icollocando a
esrl':el'da rlelle as lettras 19).

185. Ter-se-ha nolado (lue a no.,ao dos logarithmos

aqni dada Jilfere da definigi!O da Arithmetica; porem,

3 differen~a nao efundamental, porquanto os dous sys

temas de Yalores deduzidos da equagao aX = y (n. 183)

•

constituem as duas progressoes fimdamentaes a qua se

refere.a deJini9i!0 arithmetica.

A nog.10 ultima e muito mais analytica e caracte

I'istica; della com mais facilidade que da outra sa

deduzcm as propriedades dos logarithmos. Mas, a uti

lidade desles, para simpliJicar os calculos, fez nascer 0

.lesejo de os incluil' na Arithmetica, e -em falta de

conhecimento das equagoes, especialmente das expo

nenciaes, nao havia outro meio de estahelecer a dou

Irina seuao 0 das progressoes.

Demonstremos agora aJgebricamente as propriedades
dos logarilhmos.

186. JlIultiplica{Yl1.o. Representem y, y', y".. diversos

numeros, x. al~ x"~ .. , as seus loga:rithmos, sendo a a

base do systema. Conforme a definigao, teremos

Y-a3: '- xl "_axl'- ,y-a,y_ , ...

•

I. !
;. .',•• r.
I •
i -;I,.,
I,'n .'

,~ < :;:,

" ,'1,.
t o.r ,.·..·-(, ,
· ·f·
I "1'1
, \

<- ,

". 'f, .
I

• ., tI, ..
• 'II
• '0

";I.' ., i' .
:~, 1

" .\:, I
• - •

1,1q

q,....
'1.1'\', I

~~.l

t.ll
• k...I

l:"K;;'.,
eo,
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•

. Dondo yxY'Xy"X ... .=a"xa'"'X.Q
•

ax + x· + ,," + ... e conseguintemente

.!g(yXy'Xy"X .. .)=a: +w' +w" .. ,
=lgy +19y' +19 ~

Logo, 0 loga1'ithmo de urn producto Ii ig-u
dos logm'ithmos dos factores .

..
187. Divisao. Das mesmas equa~oes aci=

.isto e, 0 tg. de um quociente Ii igual ao ~!

'dendo menos 0 tg. do divis01'.

188, Potencias e t'aizes. Proponha-sa el.
m .

mara y Ii potencia -. Da equa~o y = aX se>
n

~ ~X (.!!!) my'= a' ,eportantolg y' =;ID=

o 19. de qualque" potenci{tde um ~ume~

aD tg. desse nume".o, multiplicado pelo ex:
polencia.

•

•
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LOGARlTHMOS

Suppondo m=1, temos
•

. -

189. Os logaritltmos vulgares que a Taboa de Callet
- -

contem ate 0 nume,'o 108000 pertencem ao systema em

que a base a = 10; dependem elles, portanto, da equa

~.ilo 10'= y. Fazendo sueeessivamente y=1, 2,3,4,5..,
sera preciso para c:llcular a Taboa resolver estas equa-:
Qiles

Logo, 0 19. da Hdz de um m,mero eigual ao 19. do

"!<ine/·o. dividic;a pcla i:tlcliee da raiz.

Ja mostramos u. Arithmetica ° uso que, para abre

nar os calculos, ,e pade fazer destas propriedadei!, que

pertencem a tod"s os systemas de logarithmos; novos

exemplos destas applica<;iles terminarao 0 presente capi

tulo. Cumpre, p3rem, antes disso, e a vista da defi

niQl:O de 10garitllmos, expor 0 _modo pOl'· que p6de

ser calculada uma Taboa em um systema determi-'.,
nado.

•

-,

-,
.... i',· ~

•
_ ;; 1 19y

19y=-Igy=-.
11 n

"10'=1; 10'=2; 10~=3; etc.

a cada uma das quaes e applic.vel 0 methodo' n. 102;
,E', porem, de notal' 'Iue basta c.leular os log. dos nu."

•

•
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meros primos 2, 3, 5, 7. 11. •.; porque, segundo 0 que

fica pro"l"ado

19 4=2xlg2

19 6=lg2+ Ig3

19 8=3Xlgl2

19 12= Ig4 + Ig3

e assim pOl' diante.

•
.,.,

.. "..

•

190. 0 systeOla dos logaritJunos vulgares depen
dente da equa'~o 10'= y possue propriedades impor
tantes, em parte ja expostas na Arithmetica. e que tar
nam milito commodas as applicaQoes. Sendo

<1)= ... - 3; - 2; - 1; 0; i; 2; 3; •• ~

y= ... O,OOi; 0,01; 0,1; 1; 10; 100; iOOO; .. :

e destas series facilmente se coBige que:

1." Os logm·ithmos dos ??umeros 1naiores 'que 1 slio
lJositivos, e negati-vos as das rrac{:oes proprz'as.

2." A camctBl'istica de qualqtter loga;'ith7lw tenz. '

tailtas ttnidaiies quantas liJU1"as menDS 'uma tem 0

nll,me}~o na parte inJei1'a.

'3," ;Qui!;ndo dottS au mdis nunzeros s6 iU!ferem nil
posi,{;o da ~vil'gula. isto e. sao dectipldS uns dos auI1'OS,
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os seus algarismos tem a mesma parte decimal (s6
differem na caracteristica).

Funda-se nestes principios 0 uso das Taboas de
Callet.

LOGARITllMOS 297

..
I ~;:',, ..".., "

•

1i'l1. Calculada a Taboa de logarithmos de um sys
temali facil construir a de outro qualquer. Com effeito,

seja b a base do systema que se pretande calcular e X

o logal'ithmo de um numero N no masmo systema,

desigllando-se 0 do systema conhecido por 19 N. Tere

IUDS b' = N, e tomando os Ig. de ambos os membros no
s)'stema jil calculado

,
. I I, .

•
I .', ,

, ,, .
I';

, ,
. , . .,

,

,

19N
Xlg b = 19 N, donde X = 19 b •

,: ".,
, '.

":.,
.'•

,. .
. ,;

",.

,

•

192. Logal'ithmos das fra~iJes. (j cal.culo destes
logal'ithmos nao foi desenvolvido complelamente na

Logo, a 19. de um nW1Wl'O em· qualque,. systema a
dcle,.mina:>· Ii igual ao 19, do mesnw numera em outro
systema jd canhecido, dividido peto tg, da nova b~e,

10mada na ~nesma syslema conhecido.

o que fica dito do numero N, sa applica a todos os
oulros, as quaes Ii necessario dividir par]g. b; ou mul-

tiplicar por 1. Este multiplicador -invariavel sa chama
10 b

o MODULO da nova Taboa em relacao Ii outra.
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. arithmetica, porque, para dar-ilie a necessaria exte~o,
cumpria primeiramente estabelecer as regras do calculo

das quantidades negativas. Actualmente as applica<;tJes

nenhuma difficuldade offerecem, tendo toda a genera
lidade as propriedades demonstradas (ns. 186 a 189),

. porque podem os valores de x na equa<;ao a' = y ser

positivos ou negativos.
Quando, pois, se houver de sommaI' ou diminuir loga

rithmos positivos ou negativos, ou uns e outros, appli

cando as regras da addi<;[o e da subtrac<;ao algebrica,

sera facil chegar ao resultado e determinar 0 seu signal.

Sirm de exemplo 0 calculo pOl' logal'ithmo. da

expressao

•x=
5 r7;;.--;:::,---,,,,",,,,,,,;;--:7=C;C-;-;;=-

(8,07 X 0,0317 X 0,00019)3
(0,037 X84XO,000002)7

• Acba-se, applicando os pl'incipios da al'ithmetica, Q

fazelldo uso da Taboa de Callet,

19 8,07 = + 0,9068735

19 0,0317 = - 1,4989407

19 0,0.0019 --.:. - 3,7212464

A somma destes tres logal'ithmos e, atlendendo ao.

slgnaes,
.

0,9068735 - 5,2.201871 = - 4,3133136

•
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,
resto + 23,5054822

5' parte, 19 ID = 4,70109640

19 Num... -12,9399,,08

- 19 Denom.. + 36,44M230

Ig 0,037 = - 1,4317983

19 84 = + 1,9242793

Ig 0,000002 = - 5,6989700

19 numerador = - 12,9399408

LOGAlUTIIld:OS

19 denominador = - 36,4454230.

Logo, a; = 502405,4.

Passemos a outras applica~es.

o 19. do denominador se calaula do mesmo modo, a

saber ;

Para t~rmiDal'0 calaulo cumpre subtrahir este logari.

thmo do numerador, e do l'esto tomar a quinta parte.

Assim :

e mulliplicando por 3

Effectuando a somma segundo os principios da Algebra

e multiplicando por 7

,

"

i,

I

I

I
i
I,

I,
•
I
I

I
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193, Eq"a9iJes exponenciaes, Da 'equa~iio a,T = b sa

19 b
deduz x 19 a = 19 b, donde x = 7-

19a
Seja, pOl' exemplo, a equa~ao tratada no n, 182,

2' = 6, applicando a formula, temos :

Ig6 '0,7781512 __
:D=ig2= 0,3010300 = 2,58<:>,

que pouco differe do valor achado x = 2,5S3,

194, A resolu~ao destas equa~Oes facilita a de olguIE

dos problemas apontodos no numero 180, entao impos

siveis de r'esolver, Estao, neste caso, todos os pl'obiemas,

em que seja incognita n ou 0 numero dos termos d.

progressao pOl' quocientes; porque entao a equ.~o

1= ao,D- I se torna exponencial.

1
Desta equa~ilo se deduz r n- 1 =-; logo,

a

19 I-Ig a
(n-1}lgr=tgl-lga,en=1+ /go_ '

Proponh.-se, pOl' exemplo, achar 0 nwne;-o OOS

tel'mos da P"ogl'esstio que p"incipia po,' 3 e acaba
em 6144, sendo a ,-azao 2.
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2Z. _~~~_..,., ...._~-,...-.".~_-_~~. -__._..__.

_ ,lg6144-193_
1

+3,3113300_
12'l_1 T Ig2 - 0,3010300 - .

_ (100+')'
C-c 100 '\ ', ,

.._-~

Ii}
Ij,~
'ij
I~
••I'"f '!r

flIt
· I '",..
oj •
>-

i(
i •-I.:.
'. ' ~, ,
, 'i'lI.,r .,.
I.

I
I-

f
I';
, '

301LOGARITHMOS

:\este caso, a=3, 1=6144,,'=2; e subslituilldo Illl

fONlu]a supra

195. As queslOes de ju,'os compostos tambem muilo

se simplificam com 0 emprego dos logarilbmos; e, prin

cipalmenle, quando a incognita e 0 tempo em que certo

capital wnceu juros. A formula dos ju!'os compostos

deduzida na Arithmetica e

•

I

I

I
. '

represenlando c 0 capital empregado, i a taxa, t 0

nume!'o de annos ou de mezes, G a qualltia produzida

a'final, ou a somma do capital com os juros de juros. Pa!'a

ental' frac,Des, supponba-se
-

•
", . '
';

•,
,,

,
t
~ =,. e sera G=c (1 + r)'100 ' ,

i.' Posta wna quantidade c a juros compostos d
taxa r, qual a q'Ulntia accumulada no jim do tempo t?

A formula, tal qual se acba, resolve esta questilo.

2,' Tendo a quantia c empregada a jv-roo composto

I

,,

,.
, ~I

I
I, •

'~

:"
r:
~.., '

I ,,
'I• 'c :
~·\1

i l'
0',.,
I', I

'I!,
o •
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pelo tempo t p"oduzido a !luantia C, qual a ttla;a do
j,,,"o?

,

o termo V7 calcula-se facilmerite pOl' logal'ithmos.

3.' Qual 0 capital que empregado a ju,'O com.posto Ii
taxa 1', pelo tempo t, produz a quantia dada C?

Resolve-se dando aequa<;;lI:o esta forma

E' esta uma questil.o de desconto composto.

4.' Qual 0 tempo (}nt que uma quantia dada c,
emp"egada a j,wo eomp08to d taxa 1', p"odgzira a
quantia dada C? -

Sendo agora t a incognita, a equa<;;ao oj exponencial,
e so resolve polos logal'ithruos deste modo

IgG-Igc
Ig G=lg e +t Ig (i + r). t= 19 (i +r)

Exemplo. Ji}m quantos annos se dt<plieard urna

quantia c, ajuro eomposto de 10 'I,?
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Neste caso 1'=0, i; C=2c; e, substituindo,

t= 1!/2e-1gc = Ig2+1go-lgc= 192 =7a.' 3m.' 8d.'
19i, 1 19i, i 191, i

Se 0 capital se pretendesse triplicar, quadruplicar, etc.,

as formulas serao respectivamente

otempo t II independe'n!s da quantia empregada c.

196. Examjnando as series do n. 183 se conhece que

os valores de y sao todos essencialmente positivos, e
assim os n"meros negati'Oos nao te-m logarithm.os.
Comtudo, tendo de calcular numeros com diversos

signaes, muitas vezes se pbde applicar os logarithmos

prescindindo dos signaes dos numeros, e, achado 0

resultado examinar segundo os dados qual deve ser 0

seu signal.
Seja, por exemplo; aI=....;2X5X-3. 
Prescindindo dos signaes, se fbrma 0 resultado 30 0

calculavel por logarithmos; e. com effeito, rtJ = 30.
, ! "r

•

, 00

w..
0-,
"d;
,",
, i:

'I', ,

"',:,
",.-

,

•

"--. -...
•

I
- I
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Abstrohindo do signal -,. ;lcha-se 19 x= 32; mas,

, 3~~~
como (-8) '= y!(-8)5eresultadonegativo,x=-32.

Cumpre, porem, nao esquecer, que este processo,
consistindo em meras tentativas, p6de conduzir a falsos
resultados, principalmente quando a expressao encerra
explicita ou implicitamente a f6rma im~ginaria.

~-
A expressao x:;:{,......"'} ... eand~a a.o r~sultadox=8;

,
mas,.(-4)'=V.<..... 4'jl.=V.....64<, valor imagin~io.

i 97. Terminamos -resoo\'endo dous problemas, que
dependem de equaQlles uteis em 'muitas circumst3ncias.

i., PROBLEMA. Sab8J!do-se.que a popula(:iio de um

paiz cresce cada anno um centes.imo .do que era no jim

do precedente, pergunta-se em quantos annos se tor
nal'a dez 'Dezes maior ?

Chamando r a percentagem do augmento annual da
populaQ[o, e claro.q.ue pGde·tel'·aq.ui ·applicayao a fimnula
dos j uros compostos

O=c(1+r)'

dando por valoresa .C,ll e.~B alg;ll'ismos de-populaQao-·no
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10c = c (1,01)'

lq10
donde t = 19 1,01 = 231.

•

•

. 305

...r c'" -

LOGARITHMOS

principia e no £lm de periodo, eat 0 numero de annos.
Assim no caso proposto C= 10 c; r = 0,01; e, substi-

tuindo,

2.' PROBLllMA. Pede-se a quantia que deve Sry,. empre
ga.da a j""o composto de 9 po" cento ao anno, de modo
q"e, "ecebendo-se 700 S ,.,!is annualmente, no fim de
15 annos fiq·"e embolsado capital e juros.

Sendo l' a percentagem do jura, c a qunntia empres

'tada, esta nO fun de t annos produz

c(1 +r)'

f[uantia que dove ser igual asomma totill das annuidades
com seus juros compostos. A cada uma destas se appliea
a mesma f6rmula; a 1]ltima annuidade nao venee juros,

a penultima a vence pOl' urn anno, a anterior pOI' dous,

o assim pOl' diallte. ·Devemos, pais, sommaI' estas quan

hdndes :

a, a (1 + '0), a (f + ,.)2, a (1 + r)3, ... a (1 + r)t-t
2ll

•

•
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que sao evidelltemente os termas de uma progressao por

quocientes : a somma e (n. 175)

Pelo que sera a equa~o do problema

(1 + ,-)'_1
c (1 + ,oj' = a, donde,.

(1 +r)I_1
c= a

r (1 + r)'

Applicando esta formula aos numeros propostos, acba

se c = 5: 642S520.
As formulas de juros composlos e cle annuidades tell

applica<;~o em grande numero de quesliles ecollomicas.

•

•-
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CAPITULO VII

Nogoes sobre as series

•

198. Lemma I. - Senclo a umG qu.a'l'l.tidade. po,iti"G e malar do
que L am CT6,tCet'a i.ndejinido,me'llte cam m.

Podendo 1I't sel' in tetra au fraccionarJo, supponhamal-a, a principio
inteiro. Como se tem a.> 1 p6de-se escrever

a=l+l:t.

seado 01: uma quantidade positiva qualquer, tem-se
•

(1 + .)' == 1+2. +.'

on

(1 + .)'>1 +2.;

mDllipl1cando ambos os mambros desta desigualdade par {t +=J. v1r1a'

'i '

:t .
! ,
;..

•

•> ,
,

•

•
,.
•

•

,

•
•

•••

•

••

!

ou afnda

(i +oj' > 1+s.

., -
.. '-·.i, .
...

~....
•

'.,

•
• •

·,
••

•
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•

..
o

• •
'0

•
•

.' .
OJ''o o'..

•

Procedendo sempre de modo analogo, concluiriamos

(I + oj> > 1 + m.

Oil

8, como m cresce 1D.definidamente, tambem cresee 0 tc;rmo m 0. e, par.
tanto, 0 segnndo membro desta dcstgualdade, 0 que tmporta dhe.r
que G-, que ~ maiar, tambem eNlscerlL indefillidamente•

•
199. Seja agora m fraccionario e fal;amos

p
m=n+-,

q

•

senda 11 a parte lnteira de m, tem-sa pots,
•

, ~

,
o· .

'. .". I

• • •
' .. :

•

•

!
Nao podendo a.q tomar-se Olenor do que a unid3de e afI cresc~I1do

~
sempre com 11., e claro que 0 producto ~ X all crcsc.ol"! tambem com
n, e partante, com m.

200. Lemma n. - pa,ra. todo 0 'Calm" positi't'o a~ a, meno1'do gW' i,
am tende pa1"a zero quando m cre.Jce indejinidametlte.

I
Seja a <i e igual a ~: Lasia Irac~i1o c. deo.omfnador a' eD~

a
sarlamente maior do qne 1 8, como se tcm.. ,.... ..

1
am=-.'

""';' .~. '
,l 'I j:
· I • ,

r,~ .~

.,",. .
~~' ;'

e (l,' crOSCG sempre com m A claro

menle qnando m cresce do me-SITW

i
que - ou am rlImlnull Inil~nolila(,
mndn, I~ttl I!. am tende p3r:l :zero.
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(X," = a,

.II!IL.:~!I!I!""'''''''''''''''''''~<'''''''''=.~.''''S==: _~~ . ,-,.-::;

(1 -f

NOGUES S0D3E AS tElliES

a>1

donde

porc:m lewos pclo leUlma (i)

e pod~ro:mos prJrt",nlo por

kr-se-ba

"201. Lemma III. - Qua1que,' que seja 0 I:alol' positivo ck (1) r;
t~'!!~lcsempl'cpal'a i. C1'CSCClldo III in(lcli:ni4amente.

:5uppOllhalllC's, a pl'incipio, que seja

on

3-1
.<

"'
nao podendo ::c sel' negaUYo, eo clal'o que quando m crescer iude/ini-

, m

d3Ulente;t tend~iL para zero e. pol'tanto, 1 + I;J; au Va para a uuidacte.
Supponbamos agora a (1 e far;.:J.mos

1
a=a'

leremQs

•

.l
, I'
I •
[..,,.
It'

II "•".
I·~,
Iii
\1:;
.I.,,.
I ,, .

I: •

'i.rI,
r...,
'.,

m 1
Va=-.,

/;;;
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tndcliDidamente e, port3nto, l.3.mbClll-
"

m

Sendo a,' malor do que i, va' tende para 3 uoMade, quando m cresCi
m

1 ou V-;:
m
.;-;.

, .

"

1

.'.
l
-
••

....
~

~•
r,
• .--..
· ,

•,

·

m
A expressiio {;. quando a> i dlmtnne sampre de valor angmen..

m

t3.ndo 1n e, como V; DaD pade viI' ;) ScI' mellor do quo a unldade
m

diremos que 1 el1mite inferior de r;, quando so tem

a> 1;

•m

a esprcssao '1-;' quando (J < 1. cresco indcfinidnmcntc com om e como
naa pade vi.r a SCI' malo!" do que a unidado) IHr~lUOS quo i f HmilP

m
superior V-;;'quando so tam.

a < i.

202. Chama-$IJ sede 'U1lla st!fJ!I.e.nc.icf incir.fi'J/.icl(l, de 'e1'ntOS taes que,
a pat,tir de tGln Ctwto, cada u,m r,-i~'lna-,sc dd algwi/'/. 011. dt! algttns dos
11l'eoedelltes segundo 1Un.a. ",T/a lei.

Desta dcGnicao conelua-;.;c tltlC st.!oclo conhec1l1.. 3 lei de fOl'mat-ao
dos termos da s~I'le 0 OJ. Orul!l1l ,~tle tim qual([lICt', podcl'-sc-ha scmpre
compor ullIa fUllcr.:ao F (n) tal quo.! C-XIH'illltl u~se tel'mo: C!ita fanc4ino
F (n) toma pOI' 1550 0 nOUle d~ /.£'1'1/1.0 r/('!'aJ, da. ,fti1'ie"

..\5 runcco~ al:;chl'lcas qllll Illio pCJrlcllI ~Cl' calculadas exactnIDcnte
podem, em geral, SCi' tran~forlll;Jda$ em sdt'lc~; asshn as ul\'lsoes e
cl;II'ac~oes de rah:es que st! uiio pOUt.llll fazct' ex<tclamente dao sompre
uascimento a s~l'ies, conto Sllj'lHl

Va' I , I 1 x· ! 1 3 '"+x =0+"2" ---" -"- + -" -' -'--a 2 4 a' 2 4 6 0'

1 t 3 5 x·
-"-' -" -, (1Il)2 4 6 8 ,1 .. " ,. "

,
,..

! .',.,.,'
,,-
~,
.'. ,
,

t
j,',.
r;t

'.,
•
(,
e
F ,
j,'

x+1 2 2 2
= 1 + -+-+-+

x - 1 x x:! );3

1 1 x x:.: x~ x"
a + ),;. = -;- - it.:': +.--;:1 - 1'1-1. + a It

,

"

, " .. , .

"' .... ' (TI)
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,
i
t

l

•

~:t $~i'i.~ en nnl3-se que :I p:trlir do segundo, exclusll'c, cada tcrn~o

fur.!ll3-SI! multiplic:llldo 0 pr~cedcnle scm pre pela mesma I1 1l•mll-

c::ujl!.!..; a::;sim sendo It. a' ordt!Jn de UUl termo qualquer <1 padlr

• •do segondQ, inclu.sh·e, tcremos que 0 t("'lnO fJ/:/'al da serie sera.

. (I.)n-I
F (n) = 2 7"

pcis, (az€:Jdo Desla expressao n = 1, n = 2, n = 3.11. = 4.., e.te., obte
remos suCccssiTamente 0 segnndo, 0 tereeiro, 0 quarto, 0 qumto, etc.,
t!rmos da s~rIe. 0
~a s-el'ie (II) cada termo f6l'Dla-Se do precedente multlpHendo

sempre pela mesma quantldade - ~, de sorte que 0 te,'mo geral, ista

~, a exprcssao que do, em funocio da sua ardem 'Ill urn terma
qnalqucr da serie. sera

{_x)n-t
F (n) =-

a'

r\a serle (Ill) cada termo f6rllla-se do pl'ccedente lUulUplicado pOl'

20-5 :t- -2 n - 2 a:!

e a sen te1'lno ge,'oJ sera.

[
- 1 1 3 5 «n-5)J .,-,

F (n) = (-1)'-' x x_ x -x- x ... --,--
2 " (j 8 (20-2) a ~ll-J

Dentro dB cha~a e::tistirao lantos factore! quanlas forem as nnldades
de 71.. 0 lermo geral acima pel·roitti.l'D. calcular qualquer termo da
C1rdem n da serie, tomnndo denh'o do parenthesIs tantos facto res
quantas forcm as untdades do 1l.. .

Ate aqui s6 temos visto casas de s~l'les em que cada lermo s6 de
peade da sua ordem e do precedente; ha .porl!m casas em que um
terma depende tambem de mais dd am dos precedl'ntes : asslm

•

•
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t!: um caso em que 0 quociente achado representa uma serle em q?Je
cada termo, a partir do tercetro, fMma-se sommant.lo os prodtJ.d"~

que se obtem towanda os dous termos que precedem ao que se quer
•

calcnlar e mnltiplicando 0 pt'imeiro delles pOl' _...:!:. e 0 segundo
q

p'por- 
q

Esta st!:rie bem como as dnas pl'imei1'3S que {or3m mencionada e
que, como est!, representaw de;::cn~oh'[mento de fl''-'!ct;oes racioD..ai:':,
denomina-se se;·ie ~·ecDl·i·cnte e belli dclinlremos dit:t:r.do que - ~erie

reCOI'1"enU Ii aquella en~ que cada tel·mo, {l pm'tir de. 1011 dete;;·;niila:dlj.
fdl-ma-.se 1n.ultiplicamdo '1m, ou 'ma.is des qllt: 0 p1-ecedem. eada. um
.semp)·e pOi' Ulna mesma qllR'2tidarle, e som.-;nalldo as p;'!idw;tG8 Q.nir.:
f01-mados.

Sabre ° modo de de5\!n,ol~er em st!l·ie qma qu:mUdade cnjo ~alor

0.30 se p6dc c:1lcuJar ,?cniio de urn modo approximndo, ji:. Sf lallon I:.G
capitulo V ond~ (oram c5tud~d3:: as :Ipl,!i"~,:,'ies da formul2 do hiilC.::li10
eo mcthoc.lo dos coeffidentcs illddc..minados: nao nos cccnpar.:m:os
pOl' tsso scnao do e:s!lldu dn $~l'ic sl.'~ulldo :1 sua nntu.·",za.

o cat'acler de illtkjiliiJa que e inhcl'o:nle as Sel'ies nao permU't:
fntroduzll·ns nos CiilClllr,s como 'luantidntlc de .a[or eucto, de~~.:-=

pOl' isso lel' em ,ista. ;]::J.t,;,s do seu clUpr.:>S'o, 0 el'ro que S~ comre.:.tt,;-rJ
tomando um rlctcrmin:ldo nUllIel'O de tcrlllos em luna se.l'ie dada, de
modo a eel'liBcar-se que C':SI} eno fit'31'A dentro de um limite tal, que
o erro de que ,'il·a alr~cto a l'cst11tado final nao elLceda a uma quanti
dade previamenlc delcl'miD..1da.

A somma al£"ebl·iea de n termos de uma s~ric, quando se snpp6e n
infiuitamente gl'nnde, e ° que se chaUla lomma da slh'ie, Para caIen
Iar tao approximadamcut.(.! quanto se queh-a a somma de nOla serie,
quando csta ~'Ol1Wla nao pode crescer indefinidamentc, (ornece a
algebra recul'SOS que adian Le c$tudal'cmos,

As s6rlcs podem ser cOJl,ccryc)ltc.r, i1tdcte>·mina(lal e di'Cel'gentes,
Uma If!1'ie se tli:-: conccrgcllte quando a somma de n ttWIllOS, a

pcwti?' de mit ce,to, podelldo n se1' UbO f1,'ande quanta se queiYa,. 11M
pdde e:cceder 0. um li'mite dado,

Uma prog'l'cssao pOl' quocicnte cuja razao ~ menor do que -a unidade
~ examplo, facit de l'econhccl!l', do uma serie convel'gente.

Uma aid~ i i1ldettl'minada quando, dlu/do-ae 0. n 'raZor tndejir..i
damciltl! Ct'CSCt!llti·, a somma (los n ler1n08 vtwia entre lfmites fiJ;os,
tendendo' Ol'l~ pa"a U1n ('l"CllJal'" o-utro.

A serle

+ 1-1 + 1 - 1+ I .....

est! no C:lSO das s,h'les indelel'mind.3s, pols e claro que, para n par,
a somma das n termas e igual a zero e que, sendo n im.par \l somma
dos n termos t!: igual a 1.

•
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Unw Icrie i divergtmte guando a. 4om.ma. des D tCJ"1)lOS cresce inde
finidamentt. com D.

Uma progressiio par quociente cnja ratite ~ maiar do que a UIlidade
e exemplo de ama sf!rie dfvergente.

...\.5 serles dil"ldem-se nlnda em dons generos, ao primeiro genera
pertencent a.r se-des qu.e tem 0 mesmo signal ent todos as tennos j a.o
segundo as qut! ltnn .:."eus tCl"1n08 cOIn si."naes a,Jt.~l"1lados.

56 3S series conyerlenles sel'30 consideradas alJui. pOI'que $6 elias
encontram appltC<l1;40 nos caleulos. e no13remos que 56 3s series (:OD
,er£i!:nles e as indeterminadns tem applic3~O as expressoes somma. cU
uma. sirie. limite de umG serie-, pois em rclacao lis series divergentes
Denbuma applica.;ao teriam tacs expressoes.

••

·,

I
I

NO«;UES SOBRE AS SERIES 313

,...

, "

I,
• •,,

Propriedades das series cOIl.vergentes

203. PROPRIEDA.DB 1. - Em toda. a se1'ie aonvcrgente 0 le,'mo gcral
tem pa:ra limite :ero.

Seja u::r; U01 terffiO de ordem n de uma s~rfe CCIn,cl'gente. rapresen
temos por Sn a somma desses termos e par Rn a reslo tla s~rJe. Isto
e, 3. somma. dos termos dcpois dos n. prime1ros, scndo S a somma da
~r1e. teremos

tomaDdo em vez de n termos n _ 1. teremos

Subt1'3hindo n scgnndn cq1l31;ao da priUllJira, membra a membro,
teremos que. sendo Sn - Sn_t = un vira

Mas quando as sommas Sn e Sa _ t npproDolalll-se indefinida mente

•

•
'f
,~, I
-.', ,"., ,
""-
, '

.'•'. -
.~'",

I

: .-
" '
"
"

,.



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

314

_._..,

ALGEBRA

---..

o resLo corrcs-

do llmit~ S os respecU'\'os restos. islo e, Rn e R n t. 'tendem para tel'{)

e. porLanto. t.ambem Un. podemos pots eSCl'ever

lim. Un=O

204. Pnol'nJ!roAll& n. - A lOnlma de um TJ.1t?nC1"O oonstante p qual
gtur, dos termos consecutivos de uma. se1"i4 con:ve?"'ocntc tellt pa."(J.
limite ze,·o.

Seja Sn + p a somma dos n + p primeiros term oS ,

pondente serA. R n+ p j poderemos cscrever

=8

-

Subtrahindo a primeira tgualdade da segundo mc.~n"lll1'o:'l Ill,'mbt'oe
notando que Sn + p - Sa = aosp torroos que se ;scf-,.r"'ttCIll ao tic ot'tlcm
n. teremos

"n+, + .. +. + ........ +p + R. + p - Ro> =0

Mas sendo os reslos ~+p eRn Dullos 00 llmil.o .. l.:tmhvllI 0 sCI'a
a somma Un + t + ~ + t +."... un + p temeS po I $

Um.(un + 1 +un+:!l + ..... un + p ) =0

205. PROPRlEDl'DE In. - Uma. sirie cu;"os ter1nOS ....iio. ent valor
absoluto, t'espectira'llcnte »tenores do gue ostennO.$' de unla seriA: oon
~e-"g~te cu;o..s tel"1IL08 tados Um. 0 mesmo signa.l, d 001U:;Ct·pcntc.

Seja S~ a som.m3 dos 12. pl'lmeiros termos da pri ll."lcll'a s~t'ie, que
podera ter os termos allerD3damente positivos e negatlvos. Sc:jam 0.'

e b' respecUV3menle a somma dos seus lermos post I;i vos e nogatlvosj
Sn a somma dos 11. pd.metros tel'mos da segunda sdric. a a sommn dos
tel'mos correspondeoles a a' e b a somma dos termos COl'l'cspondentcs
a b' : teremos

SA =a +b e S'Jl =a'- b'

•
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Sendo 4 e b somotas posltivas, que CI'C'scem com n, e teDdenda cada
uma para urn limite. ternos

lim. S = lirn. a + lim. b

e porl:lUtl) a' e b' que, sendo crescentes, conserV3m-se respecllvnmente
menores do que a. e b, tenderlie tambem para limites detel'mlnados,
e teremos pols

lim. S = lim. a' - lim. b'.

jsto~, a ;;CIDUl:l S'n dos n primeil'OS termos do s~ria em qucstao tende
pttra nm limite fixe. que e a ditrcrcll~3 entre as l1mites de a: e b',

206. PROPRIEIl.\DB IY. - Em. toda se,-it: cOJU:t"UC7Ih: a somma de
um llWiU':l'O qualquer p de termos, gue St: .reguem. ao de ordem n. tellde

para. :('1"0 quando n C"1!8Ce illdcftllidamcl1te.
Com elfeito. seja a s~rie con...el'gentc.

~ 1
'..'.· ,
f;~~
~ -,

•• •

, ,
'I· .
H:~
•
~,.

"

U, + U, + U, +..... Uo +U, +,+ • • • • •

,.
",'.•

.,

Seja Sn a somma dos n pl'imeil'os lcnuos a Sii +tl a somma dos
n +p teremos

sendo Sp a somma dos p terlllos que lie consideram em segmda 30 da
ordem n.

M:u:, cl'escendo n indeflnldamcnte. n SOUlma dol' termas que so Ihe
scgat.:lll tende conslanleDlcnte para 1.el·O, islo e, Sp lcnde para ZeI'O,
qllalqller que seja 0 numcro Jl de tennos que se constderem,

Esla pl"oposic;3.o lem sido gcralmente ('uunclOlda de modo que.' cir
cnm~tancia de teuder p p:'Il';), 2CI'O Itllll !:tldo considerada como sulli
c1ente pilt'a que a serle que a saUsrnz st.:ja COn\'cl'[;Cnte. porem CaluJ,1n
no s~u Tl"aite des siriu demansh'a a incxactldiio dl.!slu po.1'le da pl'O
posi~uo; peto que nilo a enunelamo~ sanao em l"elac;1I.o 1\ prilllcil'3
parte

•
•

,
•

',J' l
" ;;
."
"..
•.'
, ,

•,.
••,
.
it '
fj·.
••

II!

'.,
I~
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207, Regra I, - Unuz SCI'W ent que, a parti,' de Cel"ttL o)'cle,il, Q, l'da~

~'i:o d~ um te)mo pal'a com· 0 p,'ecedente tencU pa,'a urn Um.ite fn!!ll?r

dtJ que 1, t! co,~vergente,

•

Regras de coc.vergenoia

Un + 1
Com effe1to, sendo uma func~ao de n que tende ptlra um

un
limite I menor do que ::I., quando se faz n crescer indefinidalill:'nte, e
rle,cudo, depols de certo ponto, t"ariar sempre DO Clesmo stlnU,I..., e
c1:lro que se ell;:: fur dl'cl'e:"ccnlc 3C'.1b;::ra pOl' ser meDOl' do que 'Ina!
'1ue\, numero :to compl'ehcndido entre 1 e Ie, $6 fo1' cl'escer:t(', u:,'i:!:lUO
!;CI' sempl'e J..nfcriol' a l 0 sura com maior rad.o a ~, tem-se pols
sempre

, .

•
•.f
•

- I

• !•

> I

", , ~!,

• .. ' ,1· .'." "
't'J

,
,••

• ••I'l . ..

,

• •

·:, .•

Un + s
-=-.:....: < n........

Un + t

<. (1)
U n + p - 1

.~.,l,
I, •
• ., T

•

Multtplicaodo ambos as membros da primei1'3 dessas desfglJahl3de~

par tt,.i mulUplicando depois membra a membro a deslgnaldade re
snHante pela sC!gunda. a nova que assim se fdrma. pela tel'ceira e
:Isshn par_diante, acharnos

..
.,' ,,

•"I ' I.., ',.·.'•

como porem
,

·\"'-
.: .' '
~1, ~:

'.· ,
Ii" •

I .
, : I,
:! ",•., r·,

fdrma uma progressio geometr1ca em que a razio cr l! menor do que 1,
e como a s~rie

tem sens termos meDores do que os corl'espondentes nessa ProfTessao,
Jeri convergente, porque a progrl'ssao 0 e.

·w·;i'ile, .... .,.,
1:':l

•, ..
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A s~ric dada poderia tel' as lermas alternadamenle positivos e ne
gativos. mas Isso niio destrde a dCUlonstl'ac:ao, que se funda na pro
priedade eli).

208. ObsenalWio. - As deslgualdades (1) dio como vJmos

'.,
~.--

J;

t:,
"· ,..".. , '

..,,,
j

somm:md.o esias desig;naldades membra a membra e ajun~do 0 terma
Up a ambos as membras da que resulta, aeba-se

,.;-
".
'1", ..

~.::

'..',
..

"..
o segundo membra contern dentl'o do parenthesis uma progressio geo

i
metrica cnja somma e • e pOl' isso tem-S9

i-a

,..

r'

.~'•
i~:
I! ,
",,} ,, ..

, ,
~i: ;

I i.
", ..,,,

• t·,
, ,..

•••.., ,,

um
, .

Seudo l inferIor a t'p6de-se admittir'; Un scmpre ·in"ferior a
numero dado IX, eomprehendido entre i e l c assim teremos

,
209. RBGU II, - U17l.a serie de £ennos PosWvDS.e co1t'Dergen£e ou. .'

diverge'flte .segundo VUn tends pa?"a ttm limite 1 inferior ou sup,,:iClr
a unidade.,

PodeDdo~se tamar 0 termo Un to.o afaslado quanta se queira, seo po
derla. fazel' menor do que qualquel' quantidade dada e, portanto,' tam-

i .
bem 0 seu prodncto pori _ 0:: doude S9 cO:Qclue que a Jlua~tidade

i
.,.."- Un representaril. 0 enD que S9 commette tOlllando para somma
I-a
cIa. serie a somma dos n primeil'os termos.

•

•,
~:..,
.~,.
•..
r
r' ,

•
i... ",

"...
10-
[,'

0 .f:
!!'

• ~
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Un <=tl., Un + 1 <:r. D + 1
, Un.+s<a:tl.+ t

, ••• ,

sommando estas de:slgualdades membra a membro vem

e como 0 segundo membra desta designaldade ~ Ulna progregsao gao-
mel.rica euja rauo ~ menor do que 1 e que, portanto, tem um limite,
concIne-se que 0 primeiro membra, que Ibe ~ constantemente inferiol',
tambem 0 tera, islo ~, a serle dada ~ coDvergenle.

n

Se Urn. VUn > i a quanlidadc Ct seria tambem mator do que t e,
portsnto, 3. somma dos termos da progressio

.• n

saris limttada, e como~C Ulll3 func<;.ao de n que tern 0 Umita Z
maior do que 1 A claro que so a p6de considcl'3l' sempre maior do
que 0 numel'O a comprehendido entre em 1 e Z e 3ssfm ter-.se-hia

•

011

n 11+1 n+~~__

~>o:,~>(X,... ,VUn+p> til

, .

e poltanta a s~rie dada teria as sens termas sampre maiores do que as
correspondentes de urna progt'essao crcscentc e seria por 1no di,er-
gente. .

Damos em segtlida algumas applical;oes dos priDeipios preeed~D.tes.

,

•
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xn - 1

:-::-:::--;---:7 = Un
1.2.3... (n-1)

REGRAS DE COlilVERGENCIA

U n + t X

U n + t X
lim = lim -=0

un n

---

X X:!::.3 Xn- t

i+-+-+ +...+ +...I \.2 \.2.3 1.2.3... (n-I)

Esta serle resulta do desenvolvimento de eX

CDm elJetto, fac;amos 0 terlllO de ordem '71.,

210. 1.0 A ~lrie e.:t'Pone'7l.cial

ter6moB no limite, fmo e, quando sa suppoe n infinitamente grande.

o segu1nte serla Un + t e como tem-sa evldentemente

I-
I

l
I

21t. 2... A serie logaritnmic(T.

, contle1'gence para, todo valol' de x cO»lp~·ehe/l.d-ido enh'e + t fJ - t.
Com efl'eito, tem-se

n

. fX"=~V n II

fD.

" ", ,
•

'"1"~I'l,, "
:il

(
"'J".
x'I ...,.
~l,f

f~

r, ',,
(,
II,, .

"

I,
~

~
"", .
.,~
".'
I~
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n

e, como ...;-;, tende para 1 quando n cresce Inde6n1damente, teramos
,,

isto 6 0 limite de -Iun e inferior, em valor absoluto. a 1 po.rque
snppuzt!Ul:0s !:C comprehendido entre + 1 e.:.... 1-

Da m<:SCl3 sorte l"cconbcccl'i3.lDOS que 0 descn~olvimento do binomio
(t-xp scria uma serle convergente em quanto oX (osse comprebendido
entre+ie-I.

212. Regra III. Se .mt uma serie de tet-ntos positivos e llegativo~.

em onlem gUoJqtle'l", .re 1n'Udam. os si!l,~ac.r dOl ttrmos ,tegativos e
ditNO re.rulta. uma. Se2"ie COll1:~l'gi!1'lle a, prilllcira tamhem. 0 serei.

Com effeito. scja a serie cujos termos tern signaes quaesqller

Ut+U,+us+· Un . (I)

e seja •

u; + U~ + U~ + . . "
Un' ••••• (II)

•

•
a serie que se obtem depots de mudados os slgnaes negativos em
positivos. Na serle (ll). que I! cODvergente, temo8

R'lim
D
-0

•
Fadm na s~rle (I) 0 resie Rn podendo conter termos positivos e

negativos naa p6de exceder a R'n que 56 as contthn positivos e 19uaes
em valot" absolute aos de Rn ; ora se tem-se lim R'n = 0 tam-se
tambem lim Rn = O.

213. Regra lV. UntG sme de ternlOS alce1"'1lculamenM positivO.t e
ntgativos i cMlf1tt'gente se seus teMnD.! acabam por decrescer indefl
nidamente.

Esta condicio evidentemente necessaria segundo a proprledade (m)
~I como vamos Tel', sufde-Iente. ,

•
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·
•

Q, - u.. +u,- u, +." .. ,- n + n _ u +" .,.,_ u :
- • 0 n+.1 0+2 n+p

1'1. + 2, ... , ... , n + p pl'imclt·os let'mos : leremos

8 = 8 -(a _ a ).
0'" u+t D+~ DTil '

Utilisando cOo\·onl('nlc:mcnlc eslas igualdades e notanda que COD51
dcraruos n p:u', 3ch:1l.....1110S 38 d~siguahladl.:s

8 <8 <8 . 8 <8 <8 .n 0+' n+t ~ 0. 0.+3 n+11

Sc em vez de partir do tel.110 de ordem n, p31'tissemos do de
ol'dem 1'1.+1 'demonsll':ll'l:UllOS 00 lllcsmo modo que, qualqaet· que'
fr"ls~c }J, lel'lamos S~l1lpl'e Sn + p comprebendido entre ·Sn + t e Sn +, e
pOl'l:luto enh'e Sn+3 C Sn+4 ule .... Isla <la-se (fUalquer que seja p c,
como liS dl.lft!l'cncas enlre as difl'cl'enlcs somm8ll conseeutivas

tendcm para :zero quando n crescc Indefinidamente, pOl' deerescerem
IndetinldaHlentc os tcl'lllOS da serle quando 1'1. cresce do mesmo
modo, l! claro que a sel'ie lem um lfmHe.

•
•,
,

I,

"

,

,,

t

,

"•

••

,

•

•
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•
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"
,, Series recmrentes

I

214. Xns nJ';. tii c tiS "illin$. como sc pnt..lcria obler a SGm1l1tHIU

:lr.t.o.:~ () lilJlite da ,fO;iW/lHlc um nUl1h.'I'O Ind..:linidaUlcnlc crescC'nte dt.
\I)I'1I1n" UI{ pn)!!l..~s,;i'ill 1,01' qlll1clc·n:('. de nUIlHlr,) iUimit3.rlo de termo
qU:llHlo 0. l'tlziio C! interior ~ unidl'ldc : 3ssim, a pl'Ogl'c3siio

• a -I- l'<l -I- 1'2a + 1'5a+ ..

I
I
,

1

tom ~U<l SOIllUl:l S, Ill) li:nik, ig-ual a _!~a,,--,_..

So b. C1:pl'CSSao a npplicarmos um dos processos propriO!
l-r

dcscn\'ol\"cl-::l em SI~I'ic, nht(!I'ctnOs em resnllado a progrc.is50 :iC!I:13,

Q1H' (0 Ulll:l sc,·if.' 1'''CW'j'tmtc em que cada ler1l10 forma-se ~~mpre do
pl".·t::cl!('nlc lllultipliel1t"1o pela meSIDa qu::mtidatle ",

"Ol11l0S P01'':IU dar Ulaim' gcnel'alidade :i dc(jnt~o de "i,'u reeur
'·CII!C. S..:j:l a seric

se pad.:lI'UlOS ('ol'mar 3 cqua~ao.

A +a,A ,+',A .. + a,. ,A ,...L,+8,.A ,.,=0 (1)n n- n-. ..- 11-... ... n-...

em que 811 a,l 3s..... aJ.: representnm qUllntidades cOnstantes e em nb...

mera qualqucr h, dircmos que a serie dada e '·eeu,,,·cnte.
Poderemos pols enuncial' assim a deliniljao que acabamo.'J de consti

t~lr ; Sbie ,'celt/Tenic t! aqltella em gue um tcr'mo qua17NeT, 0. par
tir de ll1na. CCl·ta o,'t/em, (:Jl'ma.-se do 1weccclentc multiplic.a.uo &::mpr;;
pela mc.lo·'/1lQ, qWLllticlade ou da. "omma de alOUlI" dot p·.:ce.:ll:!u:.!
fU.ultipl~cados 1·e.lo'Pc.::li~ameJl£c pol' quantidade" se-mpl'e G.l' "l-!!.lo'UUU.

a
1
,4!..... ClU numero igual aD dO.lo" terlllOS a sommar.

A equa¢iio (1) conslilue a escalo. de l·ela-;.iio da serio.
As s~ries recul'rentcs classHic3Ul-se pOl' ordern segur.do se tc:o

k = 1, " = 2, Il = 3 ..... , Isto e, segundo 0 llumerO das quaaHdades
31' a,. <13 , chalU3.ndo-se rcspccli.amente da pl'tntcira de &l:gundJJ.
da tel·cetra ordain.

,..·

1,

...,
j
'j
II
I

215. 0 Josenvolvi,UlClllo
,

de uma h·aclj5.o simples ..Ill. scmpra
a' + lJ':r.

,,·.
•
"r,
".
~,,
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D35clmento a UJIl;J side reCU"I"ellle do. pdilu[;'a ol'(lc1I<., fsto ~. :l ullIa
progressao pOl' quoclente, com o[olto pade-so csel'ever scmpl'~

a +:J h'x = :l (n' + L':.,: ) -1

e de~cn\"ol'\"er 0 segundo membra pela formula do Mnomio. vcri6e<ando
"5~im :J proposi~iio; ou ainda, applicar 0 methode dos coe/!icientes a.
determiltc,", como se segue.

Fa~a-se.
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i":, ,· .••,. I
~ ,

I,,
:,. I
I, I
", ,,

"

.~ ~i
•
• ,

r,',.,
•, '·.
;,

, \
•

a = A + AI:x + A x!! + A,l'3 + .... + A x D +.....
a' + b'lt :l n

e:xpelHndo 0 denominadol' tem-se, rcunlndo lodes os termos em um
$6 membro.

a' AI X
O
+3:A t

-a. +b A,

::t
1
~ a~ A~I;(2 + 3: A'J

,b AI +b A,

,
"' + .... + a' A," rI= 0 :

+ h' AIH

·',.1· ,
I

I

,.,

,.
equacIio csta que de>era subsisth' para qualqucr valor de %, pelo que
todos as coeffielentes de 3: d":\'cr30 ser igU3CS a IerO, c. asslm, lem-s8 , .,

a' A-a =0 donde
a

A=
a'

•

",,,
11-: "

,

a' A,+ b' AI = 0

a' A, + b' A, = 0

...................

........... ........
a' Au+ b' An•1 = 0

•

>

»

>

b'
A,= - -AI

a'

b'
As=--At

a'

. .

. .
11'

An= - - An_I
a'
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o a serle

ALGEnIlA,

se tornarl8

a' a' a a' a'
-- - As.. -- AI X~ __ A,:13 + - -AD_ t XU + .
W b' W W b'

a'
na qual cada termo forma-se do precedente multipllcado por -ii:t,
isla 6, 0 cocffictcnte de cada lermo forma-se do precedente multlpli.'cado sempre por - ~.

216. Theorem3. - Toda a (,"acflO"o raciona.l pode str tran..rforma.da
Wt Unto. st:;·i~ }'CCU,'I'('1/tl'.

C!)!ll ctTeitO, tada :J fl':Jc.;:ao rociaDa) pode ser l1ansformada em uma
somma dQ fl'3Ct·ues ~illlpl~.s. e COIllO e!llas podem ser, cada um;) pOL'
sua vez, descD\"o:Jhidas ~m sel"iC!, a SQmJn;l d3!l £eries a qne elias diio
nnscimento constiluid. ulIla st,;l'i(,! loLal qu~. como as pal'clacs, sed.
reCUl'l'ente. (Vide a nota allab:o sobre a decoanposl~ao das (l'self-6cs /11.

(l) Quando so tern uma fracviio racionaJ em que 0 grim do numa
radar e malor do que a do dcnollltnador. p6de-se sempl'O clecompul-a,
pl'atlC:llldo a didsao depoi:i cia ol'dcnados OlS dous lerUios sCfl'ondo as
polencias cl'cscentes do a:, em 1lI11 ccrto polyoomlo intol!'o em x e uma
fl'Oc.l;ao. cujo dcnotnluadol' ~ lie g'1·D.0 SU})l!l"!Ol' 30 numel'3dol'. 0 quo
vamos dlt:er 3ccre3 da dccomposicl(o das fl'3cc5e5 l'acion3e5 56 e appli
covel 30 caso de tel' 0 numcl'adol' gl'ao in(Cl'lol' 30 denomtnador.

Soja a f1'ac~ao 1'aclOoal, nas condic6cs propostas.

a + bx + ex'! k.s.n

a' + b'x + c' x2 k'xal

que se quel' deeompor em fl'acci5cs simples i preparemol-a de modo
que I) terma XIII do dcnontinadol' lenba pal'a coefficienle :1 unldadc,
basta para j550 fazer

abc k a', h' c j

k,-a, ~= ~,~ . Y, "'k-=A; k,=a,~=~'.~=Y't."

e p1'atlcar a substltnt~ito dos novos v:llores em lug:lr dos prtmetros l
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,
Vlmos jtl que a frac'iao simples da~a n3scimanlo a UllJa

a' + b' u
'erie )"eClu-r'!lltt dll; p"il1ll!iru ordetn c como tendo-se uma rrac~ao

raclonal qualquer

SERIES RECURRE~TES 325 ,,
;
i,
I

,,
r

a + bx + ex" + pxm -t

,+ b' + ... + "'3 x; c:t- qx

sea pdde l)"lOS(ol'Jllar t:!1n tll118 SCltlllU:l tit.! fl',1('l;'iiCS sImples em nU1l1ero

19uol am, podclldo carla ull1a nellas dUl' Il:l~cil1ll.:JtI,o a 111113 serie da
pl'lmei1'8 ordenl, e claro que l.l frac~iio cousidl:raua IlCldab. S(H' k:lDS-

"o'

I,
••

elIectuando as transrorma.;oes conYenlentes: obteln~se assim a rt'ac~ao

« + fiX + yx2 +..... + h;n

'+k' "':i+ + m:t l"'x,... ... x ..... 3.
(II

,

Fal;tamos 0 denominodol'

(1' + P'x + ).'x' + ..... + xm = 0 (11)

e repl'esentcmoJ> por P, q, r .... as m ralles desl.D. l.IqUJ.;iio; poderelliOS
C~Cl·l.wel' a Igualtlade

",.,

c:+Bx+yx"+ .... +).x.n A A' A"
. = + + + ....

« + Wx + r'x~ + .. , .+ XlIl X - P x - q x - l'
(JIll

•

"

rr~l
siUlpllficar eSCI'U\'CI"e11l0S a f1'3Ct;uu (I) assim -F

{x}
Isto r~ito, para

e como se lem

n<l qual (:t - p), ex - q), (x - I'}, ..... siio os 1'3clol'es ~m qn~ sc. parle
decoll.1p6l' 0 pl'illll~h'O lI\twllll'O .ttl CCI'l:ll>:IU (Ill ~ A, A', .\."..... sao
IlllallULIadeli a dell:I'!lIlnar IJ qnu ~o (um;"uc!:I cia:; Iltl;lU~ldad;.::s (1" ~, ....

. .'"" 1" ..... p, q, 1'.

F(x) = (x -p) (x- q) (x-1'),.", ,

poderemos p6r

A("f-l') (x - I"fl (x- r) .. , A'(~ - p) (x - III (x - rl. ..
i(x) = + 4

~-p X-II

••
'.

•

/'
•

I
•

I
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forlll:Jdn em ullla ~t!l"ic d., ordem om, fQrm:;Jda peta somm:J tl,)s sedes
pM\"cniellll..'s d:'Js lI£ rr;\{'~':;c:s simple.:> : fica pois esL1.hdeddo, que a
orllcln da scriu r~curn:nte e i;.:uaL ao DHl.ior ex.poente uo l1~nomi

0:1I10r da fr3:c~al) g'Crall·j7.. Sl!ndo m. 0 numcro de s~ries p3fclae;; for
madas, e 0 primciJ'o lel'010 de cada uwa sClldo indepcndl,,1otc da lei
de forllla~a(t. ha-;eriio m. lermo.:> l1a sc.ric total, a jlO1rtir do primclro
inclushOI), que nuo ::;eri\,} sujeitcs a lei de fOIOma(aO, que, partaDto. so,
sot ffi3nlfcstari do :t:rmo d~ ot"tlt:m fn + t. fnclu~il"e. por diaDte.

Pl'opOnhaulos-nos. pOl' cx.cw-1Jlu a uescD"oh'cr a frac~ao

a+hx+cx"l

e fa(amos

a+b~+cx~

. L' . d' • =A+B~+Gx·+Dx·+Ex· .3+ x+cs.::+ :to

A"(x-p) (.-q)(x-r) ...
+. + .....

x-r

on

f(.) =A (x - q) (x - r)... +A'(. -p) (x - ")... + A"(x - p)(. - q)",

[l azendo nesta equa~5.o successi;"arllculc

:t=p, x=q. x=r.... ~

ter-se-hla

f(P)= A (p-q) (p-r)... ; l(q) = A' (q-p) (q-r)... ; f(,')= A"(r-p)(r-q)".

ou
,,

rip)

A = (P-q)(P-I');

l(q)
,A.'= .

!'!-pHq-,·j'
.4,." = f(r) .....

(r - jlJ(1"-IJ.I...

Termlnllndo csta noLa que, excedendo aos Umites deste trahalho,
aqut Inserilllos unlca..mente para de algum modo justi6c3r a proposi
cao qUI:: a determinou, obsel'\'aremos que 0 methodo de decomposh;ao
t:wplX:.S'udo aqui so lem inteit'a e ciemon$trada appUcac£io quando as
rtlizes 1'. q. 1·..... sao desi:;llaes e commenslll·avcis. Nno 1ndicamos
aquf 0 modo de attendCl' ao caso de haTerem raizl!s is-uacs porque
cscedc, como ja disS81ll0S, os limite:> deste traLalho c pouco adianta
ria pal'i 0 que nos resta dizel' sobre as series recurl"cl.Ites.

,
•
I
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Expellindo'o denomlnatlor, reuwndo todos os termos em um mem
bra e ordenando-o em l'ela/;!.o fi.s patencias cresccntcs de %, vcw

•
~

-------.---------,-- -,
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i
I

•·,
,

• I

,
•

a' A :xo+o'B ]: + a' C x~+ ::I'D Ix. +a"E 1.' + etc. •

•-A +b'A + b' B +h'C + b'D + etc. , '
=0

,
-b + c' A + c'n + e'C + etc. "

-c + d".-1. +d' B + etc.

el1l10 esla equa~.50 deve n~I'Jfi('ar-se p:l.l'a
ut:cc~sa1"lo que S~ knha

,
qualqu<ll' "alor de::x: ~

•

,
I ',
,

a' A-a =0
a

A= 
a'

,'D +b'C+ c' B+ d' A=O
- b' C - c' B - d' A

D = .......:-=-.......:,.::-.......:-=
a'

.'B+b'A-b

,'C+b'B+c'A.-c

=0

=0 dOIlde

B=

C=

b- b' A

a'

c-h'B-c'A
a'

·'

,'E + b' D + c' C+ d' B = 0

Teriamos pots

-b'B-c'C-d'B
E = .......:~--:,..o-..:;..o..'

"

a+bx+c:r.! a b-b'A c-h'B-e'A=-+ x+ x'l+
a' + b'x + c':,;' + d'::t3 a' a' a'

-d'A-c'B-b'C -d'B-c'e-b'D
+ x'+ 1'+ .....a' a'

,

o segundo membra dests ignaldade ~ urna serie em quo, a partir do
quarto incluslve. cada. tcr.lD.O fOl'ma-::e da ~omma algebrlca dOli pro8

,

,

•

••

••

,
I
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•

duclOS que se obtent nluHiplicando as tres termo::!. qne 0 pr;;:CCD.o:lm
d' c' b' I

rcspeclh'amenlt:l por -; x:l, - a' x2, - ";. :to Assim, a escala da rc.

1a~iio dd tal s~rle sera cou5lituida pebs lres quaatidades CODs!~n(!:;

- d'

a'

c'--
a'

h'-, .•

•

217. Agora que temos dcfinldo 0 que' uma serle recnrrcnte e
aada Idea do modo por que elltls ~e orlglnam. resia-oos eslndar 03
melos de Introdu1.ir 0 sen uso cas <lpplica~oes a que cllas seprestam.
como au...,,11lar, n3 aoah'se m8 thfmalic3.

" -
Tl'cS quesl6es toremos para 1550 a I'csolver, a saber:
i.. Dctel'mhlar 0 tel'Ino geral de uma. sth'ie Tt'cw'rente dada, dlJ

modo a po:let- dt'f,:nniIlQI' lOll q!(atquc)' de .reus £e,'moj" sem. se" )leers.
sal-in dele/'milla)' lodos as que (l1)/"e.c!lclll. .

2.- D.:le,'millal' a ,)'omma de lun dado numt""O dt' terJn'lS da $cri~,

3.- D~tej'mi1ta," 0 limite Sn da somma de mn 7lume~'o n iUim,icado
de term03.

Termo geral. - Para helll cOll1pl'cheode.mos a mDl'ella a segui.
para dctCl'lUinar 0 tCI'mQ gel':ll d~ Ulna serle l'CClll'renle priuclpicmos
pcla sel'le que se orl!:dna do d~scnvoh'iOlento da frac~ao .adona!. -simples

•
a' + b'x

c que ~ uma progrllss5.o pOl' quocillDte cnja 1'al3.o
h'

11 - ~ x e enio pr1-a •

a

•meiro tcrmo 11 --;.: Dcsta serle um tCI'UlO de ordem qnalqucr n tem par

express50

(
h ' )'-' 1,,-1a 1 n-l

a' --;; x =± a,n x.

correspondeodo 0 signal supcriol' ao C350 de n ser impar e 0 We,lrior
.1.0 caso de n par.

218. RecOl'~Ddo agora qne [lOla f1'3CC;iio racional qualquer di 035
clmento 3 UD1<l sel'le l'CCUI'I'<:lHlc, que e :'\ !'~~lllma. tt:rmO:l tera10, Uas
lieries que resultal'iaffi das fmcl;'lIt:..'i simi.tlcs cut que lit: pode dccCJUlflor
a fraccao primIU"3, COIllIH'ch..'ud I'CUlf,lS !acJlmcnte que 0 l~rU10 gceaJ
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0: + I'h:: A B
-,-:'-:';-'--,: - -- "- -"-
0:' + (f s. + J.::! p-x q-x

a + b:t

a' + b' x + c' x2

jt virnos que pode scr transformada em

11.1 Sl!l'ic que resullat' d·~la Cr.-cvno. seri a somma des tennos gcraes
t1'os .!I~r!e3 prodUllda$ p~las frac/toes simples: asslm, a fracvao

•

a'+~'~+X2=O;

..
," Iii• .r
1·:~11
> .'"
I,' l'f,., '

1:i !

I
: ;'Ji

- I

'.; Ii, ,

Iii I,
~ 'I

.,.~,
>, , •-, .

!I ),~:

:lj! 'I'. -

ijl~
r~
"\ ~l

"''''>-. ,I',
"~, ..~
;I
, -

•

n-l D-1 0-1

Ax +~=(~+B)x
n n n n

p p p q

•

, ,
p q

o-t n-t
Ax. 13:"

sendo A. e B qU311titladcs que se podem determi.nar em fuuct!o cr, fi,er' P';
e p e '1 raizes da cqU:lvao

e 0 !erma seral da s~rie que resulta do desenyolvimento da fraclt10
primiUva sera, segllD.do 0 que dissemos

sendo pols Ae B consta.nlcs, as duas fl'3c/toes 3cima darao, cada uma,
Ingar a UlD3 s~rie recu1'I'cole de prlmcira ordem cujos tcrmos geraes
serna respectivamenle

•

_219. Occorc agora considerar 0 caso em que as raizes p. q. r ... ni(o
sao toda,S dcsignacs. pois nesle <:aso a dl!composi"ao da fr:lc"ao dada
em frac ... ilc:s simples nao poderla ter lug3r do modo porque tCLD)6
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proccdldo, porqnllnto se se
'que tralamos aclma darla

ALGEBRA

tern p = q a decomposl~ao da fracyao de

•

mas, se p = q p6de-sp. escrever a fract50 dada sob a f6rma

Cl -+- ~x
(x -pl'

podenda a ultima destas fracl;oes escrever-se

. ~ .
-'~><,-'~

(x-p) (.-p)

ou

~, pol'lanto.

~ (I + P:\
• -p. (x-P»)

•

•

a+~x= a + p + ~p =
(x-p). (x - p)' • - p (x - pl'

•

a+!3-p- -
(x- p)'. p-.

Frocltocs esbs ultima5, cujos numol'adores sao Independentes de :I;

o dcscnvolvlmcnto da
. .+~p a+~p
tl'a~ao on 311tes soria

(x-p)' (p-x)'

•
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,,
.' ,...,
, .

ou

,

·,,
,.
,'.
•

(. + ~ p) (p - xl-' = • + ~ p
P' (

XX' x' x' )1+2-+3-+4-+5-+...
P p:l p~ p"

" .

,

ofactor entrc parenthesis eutlla serie, enjo termo geral ou de ordem
n .:r.n- t

qnalquGl' n, e illpresentado pl:la c:spressao , e portanto 0 termo
pn-t

geral da scrie toda sera

a:+~11 oxn- I

p~ 110- 1

,:

o dc.)cnvolvlmcllto tla s~guuda frac\lio, lsto l!:, d~ P scri1
p-x

•

i ',

( Ix " " )-+-;+-,+ -:+ .
p p. p p'

•

••

l xn-
,

cujo terma geral scr:i e, COUlD 'se tem
p"

e claro que a dill:'Cl'CDl;3. das ~el'1cs Q,blidas, dcsen\'nho~llc1o as dttas
fl'<Icr;.lius quo se acllnJll 110 se:.;-unl!O illt!l1Ihro. l't'pl'eStlulnt'li 0 JCSl\lI\'ol

,\'lmcnlo uo pl'jm~'il'(l, ~, pol'l::lIlt.o. :1 tWfCI'CIJl,'3 1..·lill"l~ Wi lc-I'U1l1S ~"I'aCS

das IllCS1lI3S d1l3S li~l'ies SIlI'it. 0 It!I'lllO seral do do.!sCIl\·vldllll'uLo da
fract30 que sc acJl3.~no pl'lUieiro lut!Olbro, isto e, no C.'lSO d~ Stl ler
p = q a frat'A;-ao

,

•

• • •,.

••
I ,

: r
, I
I

, ,·,,

• •

",
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332 ALGEBRA

darla lug.1r 3 nma Sl'rll! reCUl'l'entl', clljo lerma geral serla

• + ~ P.
p;:l

II xo-1 _ fs xn-I = [n
pn-1 lJn

" + Cn - I) ~ P] <"_I
p:1 pn-I

ve-sc. poi~, que no C;JSO du conler railes Iguaes a eqtl:lr;ao que se
(6I'n1;1: i!:ualacrto a zero 0 Ilcnominador d:l. rrac~1io dada a decompo
sir;:iio JC;$U (l'a.Co:~IO nao pOllcl'a fOI'QCc(>r sempre fl'ac/yi:ics simplc& da

f · AI' • Aurllla -- Inns( 3rn COlilO \'!mos aclm3 expl't:$SOes lacs como ,
:t-p' {x_P)W

o que nao ~ entrelanto ol.$laculo a appIicar;:ao do proceS$o seg-nido
para dlltcrminar 0 It'!'mo gel'aJ no caso de. sel'em todas as I'aiz~! dl'si
l:1l:te5. pois a5 exprc:i:ool'';; de tal forma podeUl-se faeilwente desenvolver
Ih:13 f'Jl'/uu13 do binomio c dclcl'winal' 0 tel'mo geral do desem'ol"i
men to.

220. Niio tendo ~itlo feila 3. hypolhese particular de havel'eul 1'3izes
Imagln3I'i:tl': pout! Jlal'~cel' 3 prlllh'ira \'ISt3 que 0 pl'ocesso elll)lL'cgado
\'enh3 em tal caSD :t pt'l,duzi!' cXfu·cs.;;ues de fOl'mn imaginal'ia ; pOl'em
e faeil, fazcudo a hYi'()thcsl!, n: ..illcur que os imaginnrios se l"~duzem

complp.talllcnte em consequenci:! das transrorm3~uesporque pussa a
CXPl'cs;:;uo do LerJ1lO gcral.

SOlllma dtJ U'ln mL1>lCI'D dete1'mi1lado de tef"'lnOS de uma sc,'ia ,·eaur-.
renee,

Seja a serle re~Ul'rente da terceira ordem

Como vimos, peIo "hcol'eOla com que cl1celoll10s: 0 estndo das sel'ies
recu.l'l'eutes, a scl'ie de ClUe 51! tralu dar:'! JUlial' ns st!cruinlcs elJu3 'Woes

a AI + 0' A"j. + a" .\3 + .-\~ = 0

a A;:l + ;\' ~\3 + a" ..\.4 + A5 = 0

a A3 + 3' A4 + n" A.. + Au = 0

,.'", , , , .. _., .
, , . , .. , . , . , , - .
a An-,1 +. a'An_! + a":\II_l +An = 0 ,

(* )

Dcslgncll10$ p'or~D a somma •
do nUD1cro II., dalermlnado, de termos
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desta serie e sommemos membra a membra as equat;3es precedentes,
Br:i

a (AI + A, + A, +... ~) + a' (A, + A, + A, +.... A"...) +

+ a" (A, + A, + A. + ....A._,) + (A, + A. + A. + A,,)

e, porlanto, sa.bstituindo Sa em Ingar da somma dOB 11. termas,

a (S, - A.", - A,_. - A.) + a' (S. - AI - An-I - A,,) +
+ a" (S, - AI - A, - A, ) + S, - A11- A. - A3

donde

. a(An...+A.-.+.q+.·(AI+A'-I+A.)+a"(A,+AI+A.)A.+A,+Aa
50= a + a' + a" + i

Venda assim S . expressQ em fUDCt·aO unicamenle dos tres primel••
ras termos da serie, dos tras ultimo.:; c das qllanl.iclades que form~m
3; escala de relavao.

Da marcha scguida no caso pl'csente so coneIne, pOl' simples 1nducr;ao
que para Ullla s~rie de ordi!l1l Tlt entnlt'ao na somma de um numero
limitado de tc.:mos. as ?1l- pl'imcil'os C os m ultimos.

221. Sornma tota.f au limite de 1tma sel'i<! 1'CCU1'l'C1ite. _ Se appIi
cando 0 met.hoda pt'CCcdeulc considertll'moS que as equ31,'ocS (*) sCjtlnl
em numero illilllltado, poucl'emos d<!tCl'llllnal' 0 limite de mna s':"'ie
de qnalqucl' ol'dcm ou a respccliva (1"('/c!:ilo gcra.tl'i:.

Com el1't:ito, .s~j3. que, COUlO antes, sa lltuha uma ficl'ie J'CCUl'l'cntc
de te.rceil'a ol'dc1Jl, cuja fl'ac(:ao gCl'all'iz se qUCl' conbccal': tCl'emos
as equac;Cios scguintas eIll numel'O ilIJmHado

a AI + a' A2 + a" ~\3 + A. = 0

a .<\.1 + a' Aa + a" A4 + All = 0

a A$ + a' Ai- + a" All + A~ = 0

• • • • • • • • • • • • • • • • • • •

Somm3.ndo membra a membro estas equacoes obtem-se

• (A, + A, + A. + ) + a' (A, + A. + A, + .. -) +
+." (A, + A, + A.+ ) + (A, +A. +A. + ...) =0

. ',.•• _l,. <

•

,

...- ),

H.. '
ir i

I .1
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•

•

Dcslgnando pOl' S a S01mna. total ou limite (13 serie em ques.Uio c
snDslituindo S n::t nltillla equa('.ao e1l1 Ingar das qU3ntld:ldes que so

_8cham denh'o dos p<tl'o:nthesis. vew

ou

s (, +- " + a" + I) - " A, - a" (A, + A,) - (A, -+ A. + A.)

au alnda, tir.:tnJo 0 v:llor de S,

a' At +." (.\ + A,) + (At + A, +A,)
S = _"-_:""":"--,--"-""':-"--0-_-"

a + a' + a" + i

'0 segnndo membro de!lta igualdade ~nstitne a frac~50 ger;1trlz cia
serie dada.

o wcsmo methodo appUcado a Serie de primeira ordem darla

fJ. Ill;! sl1guada ordem

a' A, + (A, + A,)
S - .- .

a + a' + 1

II de tereel ra

s = .' A, + 0" (A, + A,) + (A, + A, + A,)
a + a' + a . + 1

s ~ a' A, + ," (A, + A,) + .... CA, + At + A,) - (_\ + A, + A, + _\)
a +:1' + OJ" + (t'" + 1

dl;l onde se p';'ldera. faclhncntc conduil' :J 11.:1 p:lI'3 um8 SE'ric d..: U1',!I'111
qualq u(jr m.

•

•

J,

\

•
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222. Vamo~ a~or.l .cr como sa podera reconhecel' se uma .!ler!e dada
recnrrllote, p:tra [sso prlncip1emot por demonstrar 0 s~gulnte.

TheOl'cma. - Toda. a seri~ reCtU'rente convergente da fdrma.

A+A X+A,4'+A,3'.,..: ..... A xn-1+A xn+.....
I 11-1 0.

prOt:t1lt do de.rtl'l'Voloi77'1.ento de U1llG (racoii.o racioncll, !Jc: e .leu
limite e i do. forma.

•

I..
•
I.

•
•

St. + St_1 0: 1 x + Sk-.., ":'! x~ + St tlt_1 x.t - 1

l+O'tx+ .... CXtx!o;.
, ,

•
no. qual k ,'epre.renta 0 numero de quantidtldt.:r IX1' 0:,;'«,. tlO'1

'lue con.rtituefn (Ii escala de relacao da; serie , S. (J, $ommn IUJ.f It pri
?tteiros termos.

Com effcito. ,,{mas quando defintmos uma sOl'ie rccul'Nnhl l que
ella dava sempl'e Jugar a equacao

qnalqa.cr que fosse nj ass!rn, pots, fazcndo sueccssivament8

n=k. n=k+!. n=k+2..... n=k+l

fOrm31'emOS as cql1a~oes

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . .. . . .

e como se tern I.nmbcDl, pcla mCSDla dcfinilt30,

Sk + SIl:""t IXI x + SJ,;:', (12 ~s +.... S1' O:k_t :l;.k-t =01

"

•

•

i
•I
,
•

·1
'01
'j

r,

:i
" ,

I,

,

",
"••
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temos qae. somm:mdo membra a membra as 19naldades (D), e su.b
trahindo da l'esul tante a 19ualdade C, e grupando as termos seme
Ihantcs, yem

(S, +1 + ,_ S,) + (5,+ ,-S._I)"' ,+(5'+1 _.-5,_,)", ,'+.....
+ (5'_1_lk_') SI)«'_' ,-, + S, + .' ", "= 0

portim Sk+l+pSk+1' Sk+l_f ..... Sl+t t~m 0 mesmo limiteS e,
portanto, pondo S em Iugar de-stas quantidades na ulUma equavao e
tirando sen valor, v£ra

223. 0 methodo que sa segue, para veriftcar se uwa serle ~ recur
rente, , deviclo a Lagrange.

Sando dada uma serie 8, se ella for recnrl'ente de pl'imelra ordeoo,
a

tera proviDdo de frac~iio raelona! da f6rma. b' e enlao teremos
a + •

a
S =-:-.,::,..,..

a' +h'.
011

1 a' + b'x a' h'
-- =-+-.=p+q-S- a a a ..,

tsto ~) a unidade dividlda pela serie dada dara Ingar a am qaoclenle
eomposto de dous termas e que ~ uma funccao iIltelra de :l:: da f6rma
p+ q•.

81 a serie S fosse de segunda ol'dem. t&ria provindo de !rac~ao ra
a + bx

ClODS 1 cia f6l'ma, b' , " e teriamos
s+s:+cx·

! a'+b'x+c'x! a' ab'-ba' a2 c'-h(ab'-ba')
- = =-+ x+ :tz=
S a + b::t a a2 a~(a + b~)

•

1
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AtGEDiu

e suhstituinda.-o na q"e a p"G.:t:de para cOl~heccr Sn_2. It a.s3im. pOl'
dicl1IU. chega"l'iamos a erp"~$iio de S. qUi! te"ia a {ol'ma. de lI?i\/J

fract;iiO ,'aciollal.

225. I.a - Seja a serie

s = 2 + 4 x. + 8 :.:2 + 16 :0;3 +.....

Facamos a dl\"isio da uDidad~ par csta serie

2 + 4. x + 8 x:: + tG:.:3 + .
I

1-- - •.,-
- t -2:.:- -ix!-Sx' -16x:' - .

+ 2 . + ~ 2 ~ S ' . I''t ··1 +X. 'I. , )i: T VA .••••••••

+0+0+0+0

assim tcmos p

valOt' de S. vem

. I,=-,-,- q ~--

. I 1
I, dond!: - = -- x C..: '} .

" - t1rando 0

9
S = 

1- :h:
9

tsto l!. a serie dada ~ pl'ovell1ente da fracc;.ao l'acioon! simples 1 -= '2:J:

226. 2.a - Seja a serle

t.3, 7, 18. 47, 123, 322. M3. 2207.5778 ..

quo podurcmos escrevel', sendo

S = 1 + x + 311 + 7 x' + t8x4 + 47 x5 + 123 xG + 32.2 x1 + 843xl +
+ 2207 19 + 5778 :t.Ul+....

•

•

. '

'.
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338 ALGEDRA

e sulutituilldar-o no. que a pi"G.:.:de para cOllhe.:C1' 8
0

_1:' e tU.rim pw
dia711e, cmgaria.mos d exp,·e.~·iio de S. quo! teJ"io, a lonna de Ilmao
fraet;iio racional.

Applicagoes

225. 1.. - Scja a scrie

S = 2 + 4 x. + S:J:~ + 16 ;(.1 +.....

Fa~amos a dh-isao da unjdad~ por csta serlo

2 + 4x + S x~ + 163:3 + .
1

1-::- -,
2

-1-2::;:_ 4 x~-S.x3 -10xo\ _ .
, 2 ' + 4 ., + 8 3 ' 16 I +,.. x. x X T 1: •••••••.•

+0+0+0+0

•

•S = -
t -:!:l.:

asslm 'Lemos p

valot, de S, vem

I.
- -::;-, q = ~- 1,-

, J I
don de: - = -- x c,:s ~

t1ra.ndo 0

•

•boo d. a serle d<lda e pl'oveniente da- frac,.ilo l'ao1oDs! simplils 1 -.:. ~ x

226. 2. ll _ Seja a serle

1. 3. 7, 18. 47, 123, J22, 8·i3, 2207,5778 ..
•

que podcremos escrcver, sendo

S = 1 + x + 3 x~ + 7 x3 + 1Sx" + 4.7;(5 + 123 x.G + ~..2 :1:7 + 843 x. +
+ 2201 x. + 5118 ."+....

•

•

•

•

•

,

,
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APPLICA~OES

p+qx=l-x

339

!,
I,
1
I

•

8\ = - 2 - 4 x - t t x' - '!Q x3 - 76 1.' - 199 xS - 521 x.6 - .

e

1 II 29 HI9 521
s.. = -2--2x--:x~ --x'-38x" - -x~--x'- .• 2 2 2 2 .......,

e

Ss=-u- 15 :!-40 x:! -1U5x3 -'" . . .

e rcsta 2ero.

Assim te.riaroos

fazendo as necessarias substituil;oes achal'iamos finalmente

t -2:t + x!! _:1:3
S = ;:....,..::..:.:..::..:.:=-~

1-3x+1.'

•

•

•

•
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Eslo resnltado nos le\"a a co'ocluJr que 3. serle S CfB uma serle rt
3-71:

curl'i:ote, resultantc da fracc3:o ! 3 • a qual se hanam rea-
- x +x1

nido o:s. dous torIDas - xc - 2: acontcccndo por 1550 que a Jei de
1'CCU1'l'encia D1anifestc-se no quinto lel'mo em '"cz de 0 ser no tercclro,
COUlO succcdel'fa se {ossom SUPlll'.:l5S0S 05 tious IH'iOlCil'OS lcrmos.

Series exponenciaes e logarithmicas

227. JD. vlmos. us. 183 c 184, como da cquBJ;iio y = ~1 sa tiran

Ig Y= x 19 a

c, admHtlndo que a losse a base do system3 ue logarItbmos conside
fado. UnhaDlOS que 19! = x. 0 ohjocta que le010:,> agora em "1::La e
cXllrimir 0 nUUlero Y em funcC5.o de seu logaritbmo :c: para jc::::o es
crevamos

aX = A + Bx + Cx2 + Dx3+ .... , (I)

senda A, B, C, D.... coefficientcs a dt:ltel'ml03r e lndcpcndentes de z, e

a1=A+Bz+CzS+ Dz3 + .... ;

subtrahlndo 11 segunda equa{ao da prlmeirs, membra a membro, l'em

aX _ al = B {:t _ z) + C(%2 _ z'l) + D {x3 _ z3) + .... ;

d1vldlndo ambos os membros desta Igualdade ppr 3;~=8 di'ils5.o do
segundo membra se faria. es:actamentc c tercmos

aX _Ilt:--=-- B T C (x tzJt D (x' + xz + ZIJ + E(x'tx'z+",'+z') +_
.1-2'0 ,

•
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Ai: + Bk x + Ck x:! + Dk :'(3 + .... = B + 2 Cs: + 3 Dx: + /1 Ex3 + .....

a quantidade que se acba denlro do parenthesis sendo divisivel par x-z
tem-so entao

(11)

341

(III)

.ax-az=a(a:t-:r._l)

SERIES EXPOENCIAES

hi ])3 he
b--+_ +-+,...=k

2 3 4

Pora dc~envoher 0 numerculor do pl'imelro membra poremos

=B+ C(x +z) + D(x1 + :s:z+ z~} + E{x3 +::t!z+ n! + Z3)+ .••

0' (b+ x-z-1 b:+ (x-z-t) (x-Z-2)b'J+...] =
o , 3 .- ..

e pando em Illgar do a.x 0 sen valor na egualdade (I) vem

x-z (';'-2)(x-z-1)
(l+bJ'-'=I+ 1 b+ 1.2 b'+

(x-z) (:':-2-1) (x-z-2)
+ 1.2.3 b' +....

( 1) [(T_ ,) b+ (X-Z) (~_- z-t) b' +.' .'-, - = 0' • _,

«-,) «-2-1) «-,-2) 1>3+"'J
+ :!.3 ;

razenda agora :x = z (.em-se

fazllndo

(
b' b3 hi b:. )as h-- +- + - + - + ... = B + 2C:s; + 3Dx.' + 4E:s;3 +.. ,j
2 3 4 5

e, portan to,

e, fuendo dentro do parentheses a = 1 + b, lel'cmos de dcsen\'olver
pela rormu13 do binomlo a quanUdade (t + b)X-Z e torlamos
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I.
,
,,,,
•,,,
!

e d1sto cODeIne-sa

Bk Ck
B =Ak. 'C~ -, D=-.

'! 3

A equaciio

Dk
~--1:. _ " •••

4

•

,

ax = A + n~ + Cs.! + ....

devendo ser satisfelta pOl' lodos as valores de :J; 0 sera para a = 0, e
ent5.o teremos A = 1 e conseguin temente

B= k.
k~

C=-.
3

k'D-
- 2.3'

k'
E=-,

2.3.4
k'F - .- ....•

" 3 • -•••-t.;)

substituindo-se esles \"3101'e5 0.3 igualdade (1) e deUa tirando 0 ,"alar
G%. tem·se

k! x' 1 3 x3 k4.:o.:'
y = ax = 1 + Ia + ., + + 2 3 4 +.... (IV)_ 2.3 ..

228. Se So 5UpPOC. x = 1 tem-sa

• =1
k k' k t • k"+- + - + - + +....,
1 2 2.3 2.3.4

ista e., a e:o:pressao de a em k.
Se o.05t.o. ultima igualdade se suppoe k = 1 e chama-se 8.0 valor

correspondente de a vem

1 1 1 I
e=1 + -+- +- + -+.....

1 2 6 24

serie cODvcrgcntc esla em que 11 somma dos ODze primeiros termos
dal'Ja

I e = 2,7182818

•

,
I

I
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343SERIES EXPONSNCIAES

1
vez de %.::= 1 na f61'1l1a.la (IV) ftzessemos:r. = - terlam09

k
229. Se em

lDill3..Ddo as Iogar! thmos vi ria

l.y=Jl.a=I,e,
ou

1. a=kl. ej

sendo a a baze de am systcma de logariLbmos eujo carl1cterlstlco e I,
Ura-S8 ainda

1
k=

I.e

•

,
!

Pondo este '-alar de k na forlllllla (IV) vcm

;c x:l ;[3

Y= /l:r. = 1 + -+.) . +.1 "+... , :I. (I. ,.) I. .. II. ,,)- I. .. 3 (I. .,)"

formula esls que exprillle y em fllDCI;UO dE> sen logarHhmo .1:, podcndo
a haze cr., a que elle pertence, S81' qua11fuCI'. Par:t cdcul8l' y bost:mi
poi:> conhecer :q e I. e no systema conshlel':luo.

•

,,
I
I
i,

230. Sc fosse G = e virIa y exprasso em funcc;iio do sen lognl'ilhmo
tomado com a baze e teriaUl0s

% X X';: x3

y=e =1+l+I.~+U.3+'"

porqnc, em um dado systema, 0 logarlthmo da baze ~ sempre fgnal a 1.

•

• •

. •

,
•
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•• •Expressao de um logarithmo em funor;ao do numero

que !he corre~?on.de

231.1'omando a cquacao j6. ostabclechla k 1. c = 1 a. sendo a uma
quant1dade qualquel', e collocando em vet de " 0 sou valor, dopois do
haver nelle substituido b PO!' sou 'aIOl' 0.- i. ohtem-sa

[
'-I (.-1), (n-l}' (.-1)' ]

1•• = I. e I - 2 + 3 - 4 +....

isto d, 0 logarithmo do a expt'osl,o Olll ftlllC~fto do (~(I do lOl{nl'ILluuo,
em UDl systoma de Im7.(\ CIHUllIuCH', 110 1It1IlW\'ll conilucll1o e : pOl'l\m a
51;rl0 uo ~cgnDdo mcniln'o 1;6 t! ~t1rn(~iIlJlh~llI'~llln CIlll\'l!/'/-:,ontcl p:lI'3 os
valoros do a muito {lI'O.:dlllOJi tl3 unlet-ute, 0 IItltJ hllIJurLa I;I'<lullu IUct)II
voIliouto para 0 catcula de I. a. Para obvlar a t..11 Ill.couvun(out.c noto':
111011 quo BO tom

'"1. a :; 1U 1. J; ,

m
I. "r;;~ I, c

donde

[(", ) ('" )'~-;;-l _ r;-I +
I 2

I. a = 111 I.• [~-;;- 1 _ 0-;; - y
-I-

t 2

•

Potlcndo·so tomar m tilo grtlndo rrnauLo so quult-D., so podcr:i f<lzer
m

r;. ta·) llroxima da Ullid<ldc C!u.an~') convcnh<l para torn:l[' a s~rio

•

,
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2. 4, 8. 16. 32....

fanJ;1uo y = t + 11 e y = 1 - u, obtc['ialUos as dU3S i~u3IJ;)dtls

... ,
r;. •

•

. ,
1: ••
•

"1 ".-"

, :j
" 'i. -

•

,." ,

It.rf
It ..,
".- ... -

'~" ,-',
.'., t ., ' ,
•.. ,
~. ,

.••• !

•

(v_I):: _ (;I _1)t :: J
3 .4[

'-1 ("-11'
x~l,,=I.. 1 - 2 +

[
u u'

1. JI + u) = 1.. T - T +

232. Ha ainda meios 00315 (aceis de calcular 0 logal'ithmo. do qUB

fornece a ultima exprcs:sao 3('.hada; com cm~lto, hmdo-se aulUiltil.!o
que G fosse 11ma quantldadc qualquer podt::rcDlos o:;cre\'er

porque entao sa reallsarA a extrAc50 da raiz m de a por successivas
extraccoes de raizes quadl'adas.

assn cODTcrgente, oMendO-5C ~sslm um mcio faei! p3ra cillcul.. r I. eI,

quando m f6r escolhido entre as nuwaros dOl serle.

",, "-

[

• u u~ u3 114 ]
I (l-u)-I.. +--.-+----... ,.. 12;~ 4. .. ..

233. P6de-sc ::Linda abler serle muito mals l'il.pldamcute COllver
gonle, suppondo

Sendo U Ulllll fracl;ao, a serie que se acba no seguudo membra sl!ra
tanto mllis convergcnte <Iuanto mauor (or u.

,,

'.
,""• l1 "

I .

·'1 ',. .1
11: ..

(I)u'. J+-:-- ......
I •

•
membra :1 membra, veal,sll.btr~hindo a ~c;guQda da primt::lr3.

(\ + u) = I +
tl - u)

z

u
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e, porlanto

donde

-'. .

ALGEBRA

zu=,,,::,.,.--=2n+z

•

( Z) n.Lz
L t +"""0""" = 1. ~ """ 1. (n + z) - 1. D=

[ ,
1. (n + z) = 1. n + 2 1. e

2n + z

tz~ l z&
.L_ +_ .

I • • T
3 (2n + z)3 5 (2n+%~)

• 1 z' ]7' ('2D+zF+······

•

(l!I)

1,

234. Esta serie e sufficientemente convergente para forDecer, com
grand~ llpproxi..IlI:u;iio, 0 JogariLbmo de n. + :, conhecendo-se L 11. L /!

e :r: llsslm. fazendo
•

•
terlaffios

[

II
~ ~ ,

l._=_l.e 3'3 .!- + ..:. . .!- + ..:., --:. +....J_,·u 7-'oJ ;) oj' j'

•

Expressao csta em que a somma dos 01 t-o primci l'IlS totralOS do. ~~ria

(Ilrncceria 1. ~. com approxlma~U:o ignal a das taUo3;; ordinaria...... pais
Linha-se

1. :2 = 0,6931472 X 1. e:

como se vt1 0 1. 2. depende, nesta f61'mula. de l. e on l. 2,7182818, que
dc.crla SCI' tornado no systema considet'ado: ass[Ol, DO s)'stema 'enja
bale e 0 proprio nnwero e, ter-se-b1a

1 • - 0 6·WII.... ..,·. _ _ .... I"',

•
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........SE.! v '-.........._~~=. _ ~-~ ..,.-...-

!'.: 0 ,..\',..11'1\1:1 1'(ln~id(,l'mlo ros~(: a cI'dinario, 1:<:10 e, Uvcsse pal',i baze
10. "..:ria ll~ I,: ••'::al'iu lulU3r a 1. c em tal !'yst(,llla e acharlamos

,,

,

3n

,

SERIES LOGARITIIMICAS

e pOl'taoto

log. 2 = O,GCl3u'i2 X O,4.3t;n.\:) - 0,3010300.
l
•
I

~35. Os Io~rilhmo!'\ do sr~tclll3 cnja haze l! 0 Dumero e tern 0 nome
de _ IO!Jal"ithmos 1IC})f)'iall(),1 - que Jcmbrn a nome de seu InYenlor
~eper l~:lpl<:r) a quem se alli'ibuc a In\'en~ii(J lias l.•g-al'ithmos. Pal'a
05 IO;::'lJ'HhulOS des:e s:;slenl3 l'csen'31'cmos 3 nol<J~iio L. e para as
cruiO:l.l"ivS :I iloJl:ll;ao loy.

05 !"!;'Jd:!m,ns Il~Jlcd'tilOS suo lambeul l'lHlmados logal'-ith'mol na-
tW'acs (1\1 hypc/'bo/icos.

SI: un f"l'lHu!n (Ill) sa suppuc que a hnze do~ lO~3rlthlllog seja 0
nUll:~I'(l I! p.,rlcr-;:ll-hn, como \'imo!; cOllslrui!' 3 lnllo:l dos looaritlunos

1H'1IC1'i:Jjl'~' e para passal' dcste syslcm3 P:ll'tl. OUll'O qu:l1cfUCl' ~cl'h.
Decc:mnio C(lUhCCCl' I. e ncssc syslcm3, 0 C1uC SC Ohtclll 31lplic:mdo a
iorlllul:l do n. 191: com eil'elto, seja x 0 logal'ithmo de c no systema
que se quer ealcular. b B baze dcsse s)'slol1l3 lCl'emos.

•

!.,,
I
I,

lomBada 05 logarilhmos do .rystema. neptwiano nestn formula, t.cm-se

xL,b=L.e=1

on, tomaudo l. e Da baze b

I.e_x=
I-L. b.

236. Se 0 systcm3 a caIcular fosse 0 ordinaria,
rl:J,UlOS

cuja haze ~ to, le-

1
log. e = c--'~

L. 10

1A.. expl'cssiio ~ represenlada pelo DnlllCl'O O,·~3~29.H8HI .. ,... e
L. lU

COIl~tlt\lC 0 modulo pn1'3 pnss31' do sy.rtema neJluio.no pal'a 0 syste1na
decllllal ou d~ haze 10: para e1fcctu31' essa pa.ssa:;clll e necessarIo, sc-

•
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34S ALGEBRA

gundo a formula ( ) mulUpllcar cste modulo pelo log1:Hhmu nq:-e
riano do numero dado.

o modulo para passar do ~!I$teTI14 ordinaria para (I •.systema 't'~e
riana serla

L 10 =

Outros muttos proce:::sos t~m sido empreg"<ldc.s pan calcnla!' :IS L:!
boas existeotes. com roafs au menos rnciUdad~. pOI~m 0 que ~c::~a~1j3

de di;:~r permltte fazer idea complela do modo de c(JI!~ktlil-as com
faciliclade e por 1550 nada mals ad1antaremos a esse respcito.

. .
•

•

•

·..
•

.-

·• .-

,

•
•

•
•
,

..

•

•

,,

.. .
,

•

•
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CAPITULO VIII

Theoria elementar das derivadas

. . .
237. Quando em uma runce-no y = rex) sa d4 a :z: 'Om aecr8scimo h.

a fU.l'!cC50 11 soffre por 1550 urn accrcscimo correspondente : so a fune·
eric 6 continua p6de-se razor h tao pequeno que 0 accresclmo corres
pondentc de y seja menor do qUQ qualqncr quanUdade dada', A
npressiio f (:J:+bj - f (x) representa 0 accre~cilllO que saffren a (unce-Io
em conseqnencfa do 3ccresclmo h que sa attributo a v:lrlaval 4:.

COJlv~m antes de prosegulr 'neste estudo relembrar as noc-5es que,
'carea dtls funce-5es, Coram d3.das no 8m do cap. I. e por Isso chama
mas a atten.;&o do estudante.

Seja que se considere nma fUIlCl;'iio continua £(:1:) e que sa tenha

f (:x) = AxlJl + B:x=-I + C1m-' + .... Lx! + lli +N.

Attrillulndo il variavel :t: 'Om aecrescimo h teremos

f(.+ h)=A(.+ bl'" +B(.+ b)m-. + C(. + h)m-' + ....

L (x + b)' +.y (x + h) + N

Desenvohendo 0 segundo membra pela formula do blnomlo tore
mo'

•,

[
m em -I) b'

.t:+h)=A ~!:lI+mhxm-l+ 1.2 xm- 2 + ....

•

,

•,

"

;,
I

j
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m (111-f) (1Il-~) ... (m_:n+3)hm- 2
• X 2 +

-r- 1.:2.3,.. (01- '2)

melli-i) .... (ll\-m+2) hfll - l ]
+- x+hm +

1.2.3... (m -1)

•

•

.

[
(m -1) (m - 2) b'+3 x,P-I+(1ll_1)u::t.w-::l+. _") rm- s +.

1.-.

(111-i) (m-2) ... (Ill-m+2)hm -: ]+ x+hn - I ofi..2.3... (Ill - 2)

[
(",-2)(1D-3h' ]

+C 3:1l1 - 2 +Cm_2}hs:m- S + 1.2 xm-' hm-! +

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .- . .

+ L (x' + 2 b.x + b') +

+Mh+

+ N'j

gl'Up311l.l0 scp:l.l'adamcnte as terntOs que c(lllt8m as mesmas potcnci:ts
de h C clJlloc3udo-os em ordcm crescento dcssas potenclas. tem-se

f (x + h)-

11} = [ A xm + B xtll - t + C xm :.! + L~! + M x +N] h~ +

(3) [Am(ID-I)xm-'+ B(1ll-I)(m-2) xm-3 + C(m-2)(m~3J.m-4+ ...

b'" + Li.2] 1.2+ .
•

1

I
"j
i
~
I

I
i
I

•
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(5) + [Am(m-IHm-2) ... (m-m+2)1 + B(lU-1 )(m-2) ... 3.~.1.] +

hIll. - I
, +'

or 1.2.3 ... (m-I)

THEoRa ELE,m~TAR DAS DERIVADAS 351

hm -'
... (m-m +2}:t + Ci. 2. 3 ... (Ul-2)] 1.2.3... {m-:!J +

+ ~ .~ m (m-I) (01 - 2) .... (m-m +3) 1'+3(m-l) (1ll-2)....

A.nal:S3ndo as terlUOS deste dcsenvohl1ncnto now-se, que 0 terma (1',
c.:iCfficlt:nta de bO, Islo e. iodependenld de h, eo polynoml0 rex); que
o tel"n:o ('!), cocffieicntc de It, rai dcrlvado do precedcnte f (x) lllulti
pUc:;odo cada Ulll de ii-CUS tCl'lllOS pelo l'l!Spccti\'o c:cpoente de :r: a
di!ll.inufndo esse ex-pocule de Wlla uUi,d3de; que 0 lel'mo (3), coclfi-

h'
tien te de -. roi derh'ado do pl'eceuente COUlO asle de f (x) e, llll:ll-

I .,
••

:u"nt~. que 0 terma (6), cocfficlcnte de hm del'ivou-se do que 0 prl'
c~tli! segundo a me$1l13 lei. 0 coefliclcote de h l!i 0 que se cham3 a
primeira. derit:ada. ou dcJ"i'r;ar]a, de p'inleira o)'dem de f (x); ° coef-

h:l
5:eji!nt~ de - derit:a4a do. s-egwnda ol·dem. de C(:t) e. fi.aalwcote, 0

t.2 0

h w
cilefficlente de a derivada de ol'clem,a de f (x).

1.2.3... (m - I)m

bm

(0) + [A m(m - t)(m -2) .... ~.2.1.] 1.2.3 .... Cm-I)m

(I)
I

238. Representando respecUvamente par r (s), c" (x), f'" ex) as
deri1adas. das dllfeND.tes orden3 de f (x}) poderemos escl'e\'Cl' :

f (x + h) _ f (1) = h. r (x) + h' . f" (1)+~ . 1'''(1)+.....
1.2 1.2.~

on dirtdindo ambos os membros por h,

(x + h)- f(x) . h, h'"
f h = f (x) + - r (x) + I' (1) +.,.,..

1.2 1.2.3

hm+ fm (x)
!.2.3... (m -1) m

~l,,.,',' ."...,
~ oj
• •

~ll'J
~
,~~

••,

•

••
'~'

'l.'••

~
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•
" ,

• 4

•

I' 'I d f(x+h)-f(x) r()lmlee h = x,

240" Seja que se teuba X, Y, Z, U ·fonccoes qa.3esquer de. t!ma
mcsma val':lavcl .2:; X.. Y lt Z .. U1 a qoe se tornam essas fonc~oe.s

depois que :r; reeehe 0 aecrescimo h, eX', Y', Z') U' as derivadas
cOI'!'e3pondentes; sa tivermos

ALGBnnA

o que so p6de expl'imir dlzendo que
A dC'·ivada.. de uma rtmc~t1o t! 0 linlite para, 0 qua.l tende a. rdat;:'i6

~l1h'e 0 accI'e.rcimo da {u,nccM e 0 cia -eario.'Cel. quando e.tt.: t:1U:t

pu."(J, zet·o.
Atl~ndendo 3 marcha que lem·os seguldo rcconhece-sc que 3. deri ....:ilIa

de t (z) + a, sendo (J, constante, sen Idcnllca Ii. derhada de f (r);
que a dorh·ada de af{te) SC1'li a.(x) e que a de-f{:C) scci-r{:r.!.

OnSERVAJ;XO. - Do modo de fOI'ma~io das derivadas de i (r) coc
clno-.il! logo, que ass:!s derivadas naopodem ser senao em nUUlcl·u1ll.
porquanlo::l lJOteneia m de It n5.o se enCOnl1'3ndo senl'ii) no tCrIW, .4./;:0:.
du do:st,:l\vulviUleuto de t(:J: + h}, que f! independentc de x, a derh"~t.l~

de Ol·dem m seria 1.2.3.... m X A. ista ~. urna quanlldade con~1ante

cujn dCl'l\"ada serra nulla.

239. Constderando agora que 0 accresclmo h p6de tender p3r.l
zero ria medlda qlle sa quell'a, reconhece-sc que os teL'moS do st.'£wnd,)
memtro d~st.a ib'l1aldacle. com e:!C:cep~o de f' (x), tendem taUlb.:w pOir3
zero, e porbnto a sua somma: assim poderemos e3cre.er

352

'.J'
,~
j'I

t~
f'
I"
~
~'
~I

~
j

I.,
II
j'
1
I,

I.
I
i

,
,I

x=y+z+u

teremos tllmbem

•,
•

,
e, como tem-se 110 limite, •

,

•,
I,

X,-x -X'- ,
,h

tercmos tamhem, no lim:lte

•

,,,,
I

X' =y' +Z'+ U',

•
<,,

•

•
1
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e portanlo

Z Y-",'-,--,-Y
b

242. Sc sa tem X = Y.Z.U.V....• ruenda.

X' = YZ' + ZY',

TBEORIA ELEMENTAR DAS DERIVADAS 353

isto ~, a doJ)'ivada de um pt'oduClO de dllDS tuner-Dcs i igtlaJ a lomma
dos p"odllctos que sc fOl'mom" ,nult;plh'cmdo cada f"nCl;ij.o l)tla dtli
t:ada do. OUtl'(l.,

e, como quando sa tem h = 0 VI torna-sa em Y, tam-sa no limite

241. Se se tlvel' X = Y X Z, gUal'dando as not:l.l;ocs precedentes,

tereOlOS

1s10 ~. a. der£raaa de uma somllt(1. de fUllct;ueS cle unto. mesma tlaria.tlel
t igual a, somma das de)'ivadas de todas essas func(.oes.

,

z. U. V = F (x)

tam-sa

X' = Y' F (x) + Y F' (.);

fazendo
.

U. V.... = F, (.) donde F (.) = Z F, (x)

vem

F (xl = Z' F, (x) + Z F,' (.)
I...
",
I.

e, porl8nlo.

x· = y' x Z. U. V ..... + Z· X Y. U. V.... + Y. Z. X F', (.).

23

,
•

,
(

~,
,
",,
I
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Continuando a. prollcder do me;;mo modI), at~ quando F U _ 1 (:\) {"'r)m_
pl'ehendcr 56 um do:> r"CIOri.'ii tltHIns, ucdu:dn!li;05 ::I 1'.'flT'" :::..·..:u:I:!:·:
A d,'I'irQtla de Uln 111-o,[lfClo fl~' '01(1(;(01 j~·'C!(;.·';<i. lll"lCf;c..~ II.: "Il.:w

')/csma. t'QI"iaveI x~ c ifJuut It SQiUHIll lic.s ju',;.:ltt,..lu8 1J1l,' Sl: lJ~/l'm 'lllul

tiJilica'lldo a del"ivatla· de caua Wi!. dos {ttelOrcs 1Je1o lwoJUr.l/o de loclQS
01/ outl"os.

243. AdmttUndo agora que todas as rUDc~\jes Y. Z. U. y .... St!j3nl

iguacs, isla f que se tenha

x = ylll

e claro que X' sora 19ual, peia regra preccdente, 6. somma de 111. fermos
que cantero y' como ft.lctor C ontro factor farillada com 0 produclo de
m-1 das funcl;oes dadas c que sel'a YlIl-l e, pol'tanto,

X'=m ym-1 xY':

assfm pois eslabclecclllos a l'e.g'ra que : A dtn'i~'ada da pot.?'ncia til de
mna. f;'ac(}iW tJ igual a'J lwodw;to do eXpOe)lle m da {Imc(}iio pcla.
lJotencia 1JI-1 do. 1i1.:'.:o'jllQ, !Iowrlio e pela dedva.,ja cIa fllncr.iLo.

Seja f (x) = xm X (a-x}p. tem-se

f (x) = (a - x)P X m xm- 1 _:s.m X p (a- x)P'-1

00
,

f (x) = ,m-', {a- <)'-' [m (a - x)- p xl

244. Se sc tem X = 1Z' tern-se, depots de haver dado a :J: 0 accrcs-

e, pftss31lLlo no llmilu,

-z
b
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TREORIA ELEMENTAR DAS DERIVADAS 3::;::;

comoZlse torna em Z e Zl -Z em Z quando h tende para zero, tem-se
h

x,=:o_L
Z'

Y I
Tendo agora X '=' Zque 111 0 mesmo que X + Y X ztem-se. se-

gundo as regras estabelecidas,

ZY'-Z'Y
X' = :....:...;;.:::...:.z'

•

o que se pdde enunclar dtzendo que : A derivada de U1na fJon.cc,i.o
, igual a dineren~ entre os prodUOlO.J que $e abtem mt~lliplic,t1Ido a.
d~-ivada do nu,net'udor pelo de1lominador e llice-llt'l·.ra, dioiditlo pela
quadrado do dcnomi,uJdor.

Applfcando a regra precedente A expressao J: = ..!:... ohtem-sezm

ou

m Zm-S. Z'
X• -=- -Z'm

m Z'- Ztn+ 1

..
•

x· ,. - m Z-m-,. Z';

mas a derivada de.!.' tambem a de Z-m, temos, portanlo, que a
Zm

iUU.lDO valor de X' seri. tambem a derivada de Z-m, 0 que conlirm::L:
p313 as potencias negativas, a regra do D. (24.3)

2x~-5x-3
Appliqnemos as regras dadas a frac~ao 3. derivada S(!I'i..

3 x'i - 5:1t: + "

(4 % - 6) (3 %' - 6 % + 4) - (6 x - 6) (2 %' - 6 x •• 3;_
=

(3 x' - 6 x + 4)'

5 x' + 3 -4 x - 5
= 3)(2 _ 5 x + 4)'

•

•



Grupo de Pesquisa História e Educação Matemática

www.hedumat.uff.br

-
• --..

ALGEBRA

245. ~ se te111 Y= r (x) c z X F (y), n fnnecrio :, qun dcpnndc
. I' , II n' de y """ l,nt' ~11:l vo;: d('p~ndc c1~ ~. LollHl 0 nOlUe
1~llIlh.'1 1:1 :11 e c , 'i'" ~, . •
d,~ (11",',:.70 ,:e (ltllC(>i.O de .'1:. fJandll.n :r: 0 ;lr\I\I'C~(:1I1l0 It, 11 l'ccchcl'a
um ;')t(:I·,"~cilllO Cf.>I'l't'.C:PIIUdclIW k 0 .:- 11111 :\I:'~I·I'.~t·llHO l; ,!:;cndo : llll~(l
fllllC..':'ir, IlIl,dinL:t de,'r: qU.:l rcccbCll UlIl aCC\'C:il:illlO 1 elll Cous:t1I1CnCIIl
do nC~I'(:scllllO It dado, Hll'lavel :1:, .u sua tlcl'l\'atia em l'lllat:.ao a (,lsLa

h J' .•..
r:lda~el sera - •c, como se tem no lID1l.u

I
•

1 1_=_x
h k

tem-J!~ tauiliem

k
h •

I • k_ = F (y). - = r (.).
k h

lhnitA..!- = F' (1) >< i' (x)
h

o que so p6dc cxpl'lmlr di7.!'ndu que: A flt;rivatla lin 'Ull/R. fm,ocllo dt:
{u.1lcr.iio iigullt ao Jl1'Ofltwlo cla.r flt'J·jllr.t.flas dt: lmln·$ n.f fUJljJ(~ik.f.

tomadas em ,'clat;ij,o ft t:a.1'il'0t!l fie fj1tC l!lla, dC'lf~nd'1 i1')mh:lliauUl~lLf~.

246. QU:1Ddo so lom duas Vlll'lavuis x n '!J 1I":1IIm04 pur tal r"l:u..i'io
que, p<lra qualquel' valor conhneillo dB nuw. 111J1l;l~ (t ollLI'~ Hqllll
d~lel'Jnin~d~, 5e diz que as v~l'irtvcl~ 0; II Y IlUU rllJlt:vli~":1 !Ill1:1 d:J, nuLI'1I
e se pode eSCl'CVCl' 1) = f (x) c x = <p (y), J.;''ll:J:-; dll"~ f (.-V) tl '1! (1) HI)

dizem invC'·sa u.ma.. do, Ottt,"(/,: v. g. so so Lum !I =%11\, lillJl-I~o l:.lluJlom
m •
~

u = Ii y; se se tom y = ax , tcm-sc l.:llltbulil .1: = l. y. sllndu a 3. ooso
do sysloUl~ considcl':IdOj isla 6, l'niy. 111 (\ f1lVtIl'S;1 cia l)oLcncln 1)~; ('I

logJl'lLhmo (\ a fnne~iio ill\'CI'Sa 11<1 llxponcllcl::al.
Be tendo y = .~ {::) e .:ll = If (V) sc conoe.. (Jill lnj;tll' lIu !I sou valor

r (.2:) teu\-so

x = ~ [f (x)]

~uja t.Icl'lvada l paia l'cgl'a das fU1tC~iJes dc. (ul'/,ccues. soria.

I = ~. (y) X f' (x). sendn ~. (y) = \
f' (x)

,
•,

I
I,
I,
•
,,
i•
\

\
" •;,,.,,
i
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THF.ORU. ELEMENTAR Di\.S IJ.81UVADA.S

(lU. ponuo em !ug-ar de :c seu valor q:. iI).

Assim, lUll'a, a "tel' ct. tl,>,·irt"da. Ire uma. fU'lcr:~10 i'l.vtJl'sa J«(. ..ml,·fl..
divicl,;-I,"c ((, "//.lIi..i.,dc pd~!, d'rivo.da. dcsta C S1.t,{J,)"itite-sf: a l'ari:,t.l'd de
'J1I~ ella depend!.!. 1J~llJ, (tOlCt,.'UO COI"l'cspOndeJlle.

,
Supponhamos y = r;, tern-sa x = yn ex' = n,n-I c, pol'lanto,

I
y' = ......:.--;

,-J
oy

•

. ,
c, substituindo y par :;cu valor {;.

.!I
I l 'l' = -..,":' = - x,J ,

n
ox

.
• •

"

m
Tenuo-sc X. = .fY. ~eudo X c Y ftluet;ocs quaesqucr de ~ tcm-!$(,.

,
X' = .!.. y n-l Y'

n

n

24"1. Scndo X = VYm =
("15t.:s do rlUlCI~U~S
• • •

(y~)m concIuc-so, Vela ccgl'a dus rune-

m
--Im ,

X'=-y y'
o

•
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dcri.ada de

1-
Al.['lic:lUllo 0 I{U'; fil:.J diloJ i e::pn:5Sio Z = {Tj ou Z = U' I vem

tj"r1fl,: :;P r.'9ndue 'lue:J reg-rJ rln n. (::,j:-:). 1,.31~ adHlr II
lUll" I't.{o:lldll, I! t:s.tcnsi\"a il:,; p'Jkud"·,, fl'iH;·:i,:llJl'ias.

,
1 ,

Z'=2 U
1

U'= ,_ U',
2vU

i,:ln e, a derit·(I.;l•• de mil iv.r;-':~fJ (10 "'C.'Jltil(~" :Jj'ao c ·ig//al a deJ"ivada.
tiCI '1t:Gntid'l-lc .. o:J IJ "a,!i~"'t;, diri'[i,;a j.do ciobl'O do nx.dical.

il-e<
SL!J'3, f (xl = 11 J h:mwlluu a d~l'i ...ada sazundo as l'egras pre-

1 1+, -
cedentes ter..:lI1os

-(1 +~) -(t -x)

r (,j = _--:1.:..'-';+-:;:'::1'=_= -(I -I- ,)- (I-x) _

'-'. . /1
1

-+ : .if - x- V _ 2 (1 + x)' V 1 + x

1
=---';==

(1 + x) V1- x'

Sejn y = I. s. Indicnndn 1 UIll IOj:nrilhmo de ooze qual queI', dando
a x 0 accl'csclmo h l~rcul0s, seuua k 0 COl'l'cspondenLa de y.

y + k = I. (x + h)

donde k 1. Ix + h) - I. x 1 (1 + _~)
h= h ~b.l. _

ra,:cndo
h 1 1 Cl

- = - daude - = - I tern-se,
x Cl ' 11 3:

-

>
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Se a baze do systema de logarithmos for e lcremos

Sendo X e Y fUDc~oes qnaesquer de :1: e tendo-se X = l. Y teremos

•

-"..... - ._-- ,----....--- -- ---

1.•
x'= -y

'" Y'l.e
X'=':'~y ,

k • I..
limite - =1 =-

h x

THEORIA ELEMENUR DAS DERIVADAS 359

Decrescendo h a~e zero, 0: cresce aU 000 13 Ilol'lanlo, (t + ;y~ lCllde

para 0 valor de e: assim ter-sc-ha DO liWite

Islo e, a. dt!)'ivada tU um logarithmo C iguaJ. .0. de1'ivada cla, qtutnti
dade de que sc dCI:t! tOllUW 0 logal'jtlmtO, mUllilJlicada, pelo lO!la.rillun,o
cIe c, na base considcl'ada, tlldo dividldo par cssa i)uo.nticladc.

&48. Seja '!l = a/', dondc 1. y = 3: 1. G ou:x::::o 1. 1, sende. a a baze
do systema, pelo que dissemos antes teremos,

•_---~-......~...._..,,====
--------"' •• ' L

]
1,,
1

•-
on, por sel-em IC e y funcc;lJos inversas,

I

I
j

J
d

~
u

y i
y' = -=aX. - = 3x L. a

I.e I.e
,

se a base a do s}"stcma considcl'ado fosse ,igual a e. tcriamos

I' = at

•

i,
,
t
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360 ALGEBRA

I Sa ttvessemos, pais, X = aY lerlamos

X' = aY. Y' L a,

Isto e, e derivade de uma' func~iJ.a e.-cponencial e igual a
funct;fi.o, multiplicalla lIe/a dtn-il:ada c/':J corJlocnu it lJclo 10.
neptriaJto do, base.

A derivada de L. (I: + " 1 + '1~ ),segundo as l'e';I'as ja estal:
sera

1 + ..1

.; I +<'
~ :-:~-;:==L. &

<+';1+<'

I 1
a:= L. e=

1/ I + <' 1/ I +. <'
249. Se sc tem z = u., towanda logarllhmos a ambos as D.

da 19ualdade, tem-se

1. z =- v 1. u·

tomandD as derivadas dos dous membros. tem-se

z·l.e'l n'l.e
==v.u+v

• u

dande

sa a base de system a (osse c teriamos

•

•

•

:r:=Z("'L.U U')+v-
.U
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TIII~ORIA ELBi\fENTAR DAS DEl\IVADAS 361

Sendo 11 = V = :r: ter-sc-hia z = 301: e

(
I. x )

z'=:t1: -+1
I. •

e seudo os logal'! thmos neporianos

, z'=:<X(L.x+l)

............,.' , , , ..

{(XI + nh)-{(xl + (n-I)It]

It

•

=~•

= l!>h
{ (Xl + h) - r (xl!

h

r (XI + h) - [ (XI + h)

h

{ (x + h) - r (x)
h = r (x) + •

sendo £. uma quanUd.1de que p6do SCI' tno proxinlll de %01'0 qunnto se
queira, tomando lz sufficielllcmente pequeno. Segundo a hypothese
lcm-so r (x) = 0 e, portanto, lem-se

250. Qua.ndo a. dcrimda. de UIll!J. qua.ntida.dc eoonstemtementtl '7lull~

cssm'luantida.de , COlu·tantc.

Com effl:!llo, soja f (x) uma quantldade cuja dCl'h'adn e conslantc
mente igual 3. zero. Tomemos dou.s valores xI e x~ qU8l!sqnel' cia va

:\" .. - XI
ria..el x e favamo:i :c~ - Xl = Jl. h dondc h =. . Scndo n

n
Illnilo grande l~ sera. multo pequeno. Mas pelo u. (2-10) leDios que 0

r (x + h) - I (x) .
H01ile de - ea derlvada de (z) e, portanto. POdCDlOS
. h

CSCl'e,'er

•.'

I,

:;,
j

J
)

;.,,
~

j

1
i
j

Sommando membra a membro e expcUindo 0 denOinina.dor, \'!ria,

",
~
1
"
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q

,

llllbJl"'J ((Ill) 0 PI'jlll~i1'O l~I'lHO tlUl'l'ilUuil'O IllclILhl'O de t:tltla iqu Iht.1I111

th.:~:ln;t:-:-c I:OIll 0 .segundo do. scgulllll!,

f (XI +n h)-f(.,,)= ('I +" +.... ,0) h'

x~ - Xl [I"
IWlt. CO]\IO so lom Xl + nil = x2 0 h = I lemos, nzullt 0;1 toUu-

n
sLi LUiJ;.ao,

el+~2+·····En )f (x,) _ f (x,) = (x, - XI
11

Sapponhamos c igual OU\ valor nbsolnlo !l mOltor das qu:.mLilhltlcs
Ell Eel .... En, como cslaS sao em UUlltOl'O n LOI'cmos

como se p6do Lomat'11 lall]no h ll.~:l Lfin pmtnlllio qU:lllLn :\t! 'pl"it':l,
purh.--so lornal' n::sllli ~ lnO Ill'oxilllo do ZIH'O (!U;I1lLII ~ll Ipll1il'n, 1', 1'''1'
l;lnLo, r (X2;)- (Xl) lJ()dt:-~ll lOl'n:II' IlWl\(/I' dn quu lIu:1Iq1ll'I' lJll:llll.i
Uclado dada, islo 0, Hullu : 0 1(110 IIllt'ul'!,a IIl;:ct' 'lUll, llualllllul' 11110

soja 0 valor de .v, 'T' (x) Lelll ~Cllll"'O U lHCllUlO va{(w.

251•.Duas fu.Jt.ccua.... clIj((,S d~l'i,L·adQ..S ~Uo i!J'UQ,(!s noo rUQ'cJJ'j:m. ."/:11£'0
lK'" um.a. (I01utalLtc.

l)OI'QUC se r (x) = cpl (x) p31':l, lotIos os vnJol'cs du $, :1 dilrtH'lIIl~:n

r (X)_,I (x.) ~ (:(lIlHl'IlIIl~l1ll!nl(lllullllj ma~. como (!HLa dillin'(!u'.'.a Ii it

dCl'ivada de r (x) - III (xl, sondo ossa dorlvada nulla (\ pOl'quo a (urrl~

J.'Oll~a quo a protlmdu cconsl.olnto.

252, Quando 1)0 IIolUi 1lUIU dCl'ivaua ~oc, sendo A e a. quaulidatlu.~

consLa:nles, a fuoccfto pl'im1U\'3. tS

_+1
fu

_+1 +c,

Isla Ii ootcm-.sc a rIJ/ncli',~o ]ll'imiti·va, al~,(l,"MJttaltdoele uma uni/ladc 0
eXl'0illltc de X; diddindo tlC.1.1o /101' C,1i:~ ~,"CPO(.mte Msim al'onwntado c
sommando depoi$ UllkLo COlutantcJ al'bip'arw. C

•
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THEoRa ELEMENTAl'. VAS DERIVADAS :303

(:lHIUdc, porcm) a:= -1 c--;ta rcgl'a fo.lha. Dlas colao a dCl'ivada
A

p6dc scr posta sob a f6I'1Ua- e a funcciio primitiva sera
•
All.x+C.

253. Quando a dorlvada de uma funcCao f(:C) II posHi,a para UID.
(("+h)-f(·)

valor pal'~lcular ~ de x, scudo It muito peqllcno, a rclacao h

4 tamlJem posiliva e, pOl't.:mto, scndo It positivo. tern-se

f (a + h» f(a), -

•
o que Importa dizcr r (~) Cl'cscecom ::c. Se, porem, a del'tvado.l! nega

_ f(a+h)-f(.)
Llv3 para x = a, a rolac;ao 6 tambem negatlv8 pal'a h

h
multo pequeno; sendo, pol:;!., k positivo, t.em-se

f(a+ h)<f(a),

I,
I
1
I
I

1

l::lto II, f (.s:) decresce quando :r: augmenta.

Derivadae daa funcgoes oiroulares

" .. .' ,. .

..:. -.'
• •

,

254:. Derivada do sen z. D3ndo a:x: 0 accl'escimo h tam-se, pOl'
defin1cao, derivada 4e SCI~ 2' Isu.al a

sen ex + 11) - sen x.

h '
•

mas

•

!len (s + h)-sen x = 2sen icos (::t + :)

I•I
! •

•j
t

I
•,

'1
•
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sen (1 + b) - sen x 2. sen ~ cos (x + ~ )
h

=
h

•

OU, di"idimlo no segtlDdo membra ambos os terwos da fl'a~ao POl"~

sen h
sen (x + h) - sen x , ( h)

h - -:-h~C()S x + 2-,
•

sen!
S~ndo h uma quanUdade muito pequena, a rclayuo j ll'ndep<ll'" I

h,
!]lIando

limite

It dimiD.ae,
h

e - tende entao para zero. teDl-se. pois. U"J
2

II
sen ex + h) - sen %.

m. = cos 1
h

\

:\.SSilll : derivada de S6n. ro e cos x, Isto 6 (sen. ..x)' = cos ::r..

255. Derinda de C08 z. Tem:'se

cos 1: = sen ( ; -x)

ista l!. cos x fica sendo uma Cuncyao de runct;;ao de ( ; - 1)
A regra do n. (245) darla

= - cos (; - x) = - son ::1:.

•••

•
I
I
1
!

I,
•

j
I
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cos x

'_---.1_ ',,;..;nat ••.~,,'".0.•"'''-''''''.''''."....-=...l-.-.......... .:.,. - ~~-~.~~

isto e, rlel'lvado. do cos x i1!unl:l - "",n x

.\ (cos x)' = - sen %

,
256. Del'l\'':llb de lQug X-1\:Ol-::;e

sen x
tang- x -

(l:lng ~;)' =
cos! X + scn~' x

C(\:5~ x

I
= ---;:-

cos~ x

I
(lang x)' = -'-

coso..! x

257. Del'i\'ada lie cot. ~.~T(!m-se

cot. .. --- -

(cot x)' =

•

_ sen~ x -CO::l~ x 1
=-

sel1~ x sen~ x

.--,. I. . .
(cot. x)' = --:,

sen:! x
'...

258. Dertvatla do sco..x. Tenl..se

1
secx=

cos x

sen x
(sec. s)' =

coa~ x

i,
•
I
i,
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•
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259. Derivada de coseo. !D. Tem-s8

I
coseo. :z: - Ben z

:·.··.t .. .,.: • "~

•· -.
,.
"

'"

dODds, tomando as derhadas

con
(cosec. x)' = - =:;;.

s6n' :J:

--, ,

260. Passamos agora a coMfderar as CunccOOs Ma, len. m, aro. cO$:»,
a,'C. tang .x, arc. cot X, a,"c. sec:l:, arc CO$t.2:. :e, que slo as lnversas
de sen te. cos a:, tang x. cot. x, sec:e. cosec ::c. A funcyJ:o arc. seD:l
entende-se areo cujo sena ~ igual a a:: assim dOB mai8.

- Derhada de 'we. .1en :c. Tem-se fazendo

1 - arc leD Z,

mas. como

sen y -= x tem-sa oos y 11=I :t: t/ t _ 2,.

tem-se, appl1cando a regra das funcljoes 1nversu,

..

bto "

1
(arc sen x)' _ --;:===

:1::0/ I-:Eo

261. Derivada de aro. COS' a:. Ponhamo8

'1 - aro. cos.&

· ,,,· ............

...

"

. . 'J'

I
1
~
~l.,.,
<,,
",
'l
j

1
d
'!,
•..•,
;
~
./

L
douds

x = cosy • x· _ - sen y;

,,
•,-,
·,

•
"J,
; ~

l
I,
I.,

I
I
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DERIVADAS DIS FUNCr,OES cmCULARES 367

j
mas tem·se sen y = e, porlanto, applicando a regra das

±VI-2"
func!ioes 11lversas, tem-sc,

I I
'1=- =~==:

± V1 - x' ± V1 - x"

Isla 6

1
derinda de arc cos x = -:--;.==::

±VI-x'

262. Derivada de a,'c, tang :c. Ponhamos

1 c= arc. tang. %

donde

:... ......

•

:s.=tangye
1

x' = ~ = t + taDg~ 1,
cos y

mas i + tang:! y = t + X', portanto, pl'ocedendo como aolma, 'lem

I
T = •

t + x'

isto l!,

,.,.,.

del'ivada de at.'c.
I

tang x=l+x' ,

263. 0 theol'cma do ne (251) permitte, sendo dada oma darivada
qualquerr''CSludar 0 lueia de }'eslabelecer a (uncl;l(o que the deu nas
cimento, pOl~m. offerece em grande numera de casos sCl'ja e m'uitas
vezes insnperavel dlfficuldadc: nao nos estenderemos, pols. sobre tal
assumpto enos lfmH111'emos, al~m do que dissemos no n t (252), a
tndlcar alguns casos d'entre os mats simples.

•

,

•
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_ Qual a fnncc;ao que detl nQ!3cimcnto 6. dol'iv.1da cos"" OJ'
sen m x

E' =
III

_ Qual a funcc;iio que den nnsclmento 6. dtll'lvad:l ~'cn om !t1'
cos m ~

E'= - .
III

_ Qual n funccao que dllU nascill\cnto 6. dc\'ivada a¥J'I

ax 1. e
E' = .

1. •

2

•

•

- Qual a fuac~[i"o cujl1 dcrivalln

Effeclu3ndu .. ulvlsfio :u:hn-so

2 - xS
=x2 +

1. - x

2- x:l
~ I

1 - :t

I
x + I -1- i""'-~X

a lIt!l'h'ntln 'lUll c~hi 110 ~(~llud() llHlIllllt'o l'i lIlUn MOUllllil llIll quo mulA
tl!I'mO «(evu S,ll' :l dl;I'h',lt!;t do un) lUI'IlI0 tln (lInc~iiu du ~lUll ulln
111'uv6Ulj l":llI11~ 'litO :t rUllc\~:1u ,sul'h

x 3 x~

3.-"2 + x + L. (1.+ x).

•

Theoria elcmentar das dUfereD960

264. Se so tom nl1~:t sel'le tl~ q\l~ntidados. quo so succotlom :;!llguutlo
uma Jui qualquol',

00 u, Uo;! U3·· ••••• • •••• uo

e so a suhLr.:liHl e3.tla lima ucllns d()~ogulntc.r61·nl:l-SCUllla nova sorte
de ql1:m LI tbt.l.c~, que ,gO chama1t1 di g;:'·j·IH;,~t.tr])J';meiI'((.s da:; q n nnUdtldcs

•

•

t
J
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THEOI<IA ELE.I1E~T.-\R DAS DlFFEltEN<;'~S 3(;9
•

prlmitivas. Para designar estas dilr~rcn~as adop\a-se 0 Ca1.'3ctel'istico
6. coUocado antes da quantidade erue foi subtrahida: assim tcrlamos

•

6.u =o-n
11-1 n a-t

,

. Se entre as quantidades

sa tomam de novo as dill'el'ent;aS, COIllO fizemos para as pl'lmciras.
obtem-se nova serle de quantldades, que sao as di/fel'en(jQ,$ aegunda.s
das da primeira serle. Para deslgnar essas novas diffcrenv3s adopta
so 0 caracterlstlco !::J.'!, assim tem-se

,... ' I'. '. t = 1'.. - I'. n ,n- n 11-

265. M differenr.ar seg-unda.r (ofllecel'iam. do mesma modo, as
ditle)'en~ao$ terceinu e assim pot' diante.

Searlo as quan tidades uo • n, .... u em numero n + 1 as dlffe-
• t n

renc;as primeiras serlam evidentemente 11, as segundas n -1 t as ter
celras n -2, etc., de modo quo as ditrcrcncas 11k serJam em numero
'de n - k + 1 c, finalmente. da ordcm n a dl[feren~a 6,0 serfa uma
unica, isto e. n - n + 1.

u~ dil/erenr;a de o1~dem gualgue)' pade ofe)' etcpt'edro, em f-u:nct;/lO
da: guantidades primitiva,sj 170m elfeito tetlhfe, pel0 q"Ue tlema, o.oima

,

'mas

logo tem-se

A'a.O=Ot-U.1-(t1:t-~)' t111Ut=U3-Ut-(U,-Ot) e .6,2.Ut=u.-ua-(ua-u,J..
J,
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,,

A:lU =u -2a +U , A!U =u -20,+'0 e~:lu.. =n.-2u,+'"Uo ~ 1 oLlt S i_

6 como

"u = A'u -!:l'u !:l' u = !:l'U - D.'ULlOU t 0 t 2 I

tem-S8

"u =a -U -(u -a)-[u -u -(u -u)]=L.1.o 3!i! I!! ttl)

•
A3n =0 -20 +u -u +2n -0 =
L..lt 4 3 ~ 3 ~ I

=u -3u +3u -0
J,!! !l

Dos nlol'ils dedoztdo~ para 3S dJ.ffereD~as b..~ U01 lJ. ~ u
t

' b..~ 02 0

6,3UO' 6 3u
j

fadm·se clarameD~ a Jel que liga urna dllIcl'enca de 0.1'

dem qaalquer, as qnantidades primiUvas, pois as cocfficicntcs Dumc
ricos dos '\"'310res des /),.9, e fj,,3 sao l'cspcctlvamente os lllcsmos do
quadrado, do cubo de (x-a.). 0 que leva a Cl'lll' que p,~lI'a urna dlffc
rcn~3. b..n as coefficlentes sedam identic.os aos do desenvolvlmenlo do
blnomio {:.: + a)n. Com effeito, seja para ex.primlrt em func~iio das
qoantidadcs primitt.as, a di1I'eren~a ,6°110,

Ponhamos a priDclpio

e

!:J.D-tu,=U.. _AU ,+Bu .-Cn .+ ±u.. n- n-_ n- I

,

o ,~~

•

•

.
~c.:;;;;:__ ;....... --

•

--r----- -

' .

•
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THEOlIIA ELEMENTAR DAs D1FFEREN~AS 371

•

•

•

•

dU-llS dlfi'eren~~ da mesma ordem sao sempre os mesmas, tel"emOS
depots' .

don de se vA que na passagem. do ditferen~a I::.n- I a differenga 6 n os
cocfficicntes de u u ..... formam-sa sega.ndo a 11l8Sllia lei comn 0_1

que sa passa da potencia n _ t do binomio x - a :i sua palencia ~l c
quo, pol"lanto, sendo os ·coeffictcntes de uwa dill'eren1l8 /:1::' os do qua
dl'ado dO:J: - a, os de 'As seraa as do cube. os de 6.4 os do. fluada
potencia e llnalmente os de fj"Q.. os da potencia n de x-a. Ass1m. ..- .. '" .

An o(n-I) 0(0-1)(0-2)
L.l Uo = un - D. UO_ 1.+ 2 Ua-~ - 23 Un-3 +...

I. I ...

•

266. Um tel'llW de ol"dem. f[lI.alqu6t· Up pOtU ser expresso em funcfl£o
de U o (! de .sUM p dilfere1tt;M 8ucce.rsivas.
com eJfeit:l, tem-so

•. ,
U2= Ul + D. 01=uO+l:1 Uo + 6. 1Io+6.2 0.0=110 + 2!.6. Uo + 11'09

. .
+ 26 u, + 6' u, + (6 u, + 6' Uo) + (6' Uo + 6' Uo) = n' +

+ 36 u, + 36' Uo + 6' u,

donde se conclue immediatamente a leI seguinte:
o tel'InO up de ordem p + 1 forma-se multlplicando Uo e suas djjfe

re'nc;.3S successlvas. l'espectivamente pelos coefficien'es do desenvolvi
menLo de (x + alP

,
••
•
•-

•
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•

267. As formtllas (A) permittem tamhem, sendo dado 0 termo tto e
suas 110 d.ifferen~ successlvas D. U~h A' ho.. ! calcular 09 tarmos UI.

uz, Us'" ug

A lei deduzida para 0 termo up 6 gel'al. como 'Vamos ver.fA,dm1ttlndo .
que ella seja 'Veri6cada para um termo de ordem dada,

pCp-I) p(p-I)(p-2)
n.=lIo+PLl. uo+ 1.2 Ll.'''o+ I. 2. 3 Ll.'Ilo+·.. Ll.·U,(B)

Se esta f6rmula da a expressao do· tel'mo IIp de ordem p + t de
UllJa serie qualquer '00' nt t U2 .••• up poderiamo5 applical-a a serle do.
qnantidades 6. Uc, D. Ult 6. u,•..• 11 up c conhccer 85Sim a cxpressao

l
do termo 1:l. upt de ordem p + i, em funcQao do prim.eiro t!:. '00 e do
suas p diffel'en~as 5nceessivas !:J. 'J UO. A3 Uo,.... IJ. p-1 Uo e teremoB

Comparando osta f6rmula com a f6rmulll (B), nota-se que olla ~

{armada augmontando em (B) uma un1dadl3 aos indices dos /:i..
Sommando (D) com (e) tem-se

"..
. (p + I) p, (P+I)p(p-I), .

u,,+'="o+(p+I)Ll.uo+ t.2 Ll. "0+ 1.2.3. Ll. ",+ .....;

Nasca ultima formula 0 primciro tcrmo tem para coefficien.te a
.mma dos coefflcientes do 10 e do 20 da formula (B); 0 segundo texn
• somma dos coefficicnles do 20 c. do 30 da mesma fOl'mula, e, como na
f"rmula do binomto a somma dos coeffictcntes do dous termo9 consc
eutlvos da potencla p , 0 coefficicntll do tarmo quo tem a ordem do
primeiro dcsses daUB na potencia p + I, conc1uimos que se 3. lei tS
verdadeira para a termo up 0 ~ t.1 whcm para a termo Ut-I e CODa....
pentemente para um terDlo qualquer.

•

\
1

, ;
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I
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268. IJitferenJ;lU da.r fun.cc:oe.s inteirtu, - Seja u = I (3:) e uo- ul'
u,..... ete. valores da func/(ao correspondenres a ",alores eauid1stanteS
da varinel::D. Ponhamos

u = Axn + Bxn-t + CXn-l..... +

8 seja h a diff'erenc;3. constante de dons "alores consecutivos de ••
terem.os

expressio esta que e do grao n - 1 em rela~io a :» e cia f6rma

Para obter a dUferenlitl ~, U, baslal'a sn.bstitutr nesta a; par:J:: + h ..
como li'J u = l::.. Ul - /1 DO' acha-se

~I U = n (0. -1) A h'J XO-!!; + Bt h' xtl-3 + C, h' 1tl-6 + .....

o grio das diff'ereul;as 1:1 00t fj"2 lIo. ete. dimiuuindo de uma ant
dade para a seguinte, a differeD.;a f1n Uo de ordem n sera tndepende.Dt.e
de x 6, portanto, constantc, e sera

t;.U Q = I. 2. 3...... A hu

Sendo esta dureren~a constante, as das ordens aega.1ntes serio todaa
nullas.

269. Tal proprlodade das fUllc~C5es inteiras permitte obter, par addJ
~es snccessivas, todos os valores de uma funcljiioJ co:rrespondentes a
valoros equldlstantes da val'1avel, quando se tem ealculado um numel'O
destes valores fgual ao grio da fune~io.

Soja 0 polynoml0

•

•

Temas, aegundo 0 que dissemos ae;ma,

A'1 .. t. 2. 3. A'

. ••,
. • •.. •

~ v .. .:I. ••
• .

,,"

•
• •
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5e no polynomio dado um Iugar de:D so subsULucm os V3lo1'OS cquf
distantes :r. = _ 1, :r. = 0, x .= I, llcham-sc p:t.l'll Y os Yaloro5 - 13,

- 1, 1.
Disponhamos as elementos do modo scgulnta :

374 • ALGEERA

. . ~ ~ .......' -.,.,, '
, ''l" \

•

•

•

x Y 6Y 6' Y 6' y

--
G

6
~~

6

,= - I ..=-13 12 '- 10 I;

= 0 = -3 2 G

- I =-1- I G

"
Para obLer novos valorcs do y sOI'1i nOI:c,ssnl'lo Hn1l\U\Dr ou subh·Dhlr

successlvamentc a 111 y 0 valor du ~;o. y; nhLtllldo-~o :l$sim 49 <11.11'0
ren~as scgundas, passa-se b.s dllTlll'OllyilS pl'1l1lUil'as u{loataa aos TAIOl'U3
d~ y, pais tem.se I

x Y' ,6Y 6' Y 6'Y

-5 - 281 112 _ :1\ G
-4 - 169 78 "R G- ..
-3 - 91 ·50 '" 6- .....
-2 - H 28 - \6 r.
-1

,
\3 12- - to 6

0 I ,
~

,- • - G
+1 + 1 - 2 -I- 2 G
+2 - 1 G -I- 8 G
+3 - I + 8 -I- 1~ G
+4 + 7 + 22 -I- :/II

,
G

+ 5 + 2!l + \' + ~Ii r.'.
+6 + 71 , +' 68 -I- 32

,
6 ..

+7 + 139 +100
+8 + 239' , .

~

!
•
I,
,/
1 I

•

/
I
•1
I,
<,
1•" .
\
I,
"

••
I
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