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TAVOLA

CAPITOLO I.

Della trigonometria rettilinea.

'ÌL A

—

j

St considerai! sei cose in un triangolo rettilineo , cioè , tre angoli

e tre lati. Con tre di queste sei cose ai determina sempre un trian-

golo
,
purché vi si trovi un lato '

. . Pag. i

Se s’avesse una serie di triangoli calcolati sopra tutti gli angoli pos-

sibili , si troverebbe necessariamente in questa serie un triangolo

equiangolo ad un triangolo qualunque dato i e a

11 seno è la perpendicolare abbassata dall’ estremità d’ un arco sul

raggio , che passa per 1’ altra estremità
;
il coseno è la parte del rag-

gio compresa tra il piede del seno ed il centro ;
il seno-verso è la

parte del raggio compresa tra l’ arco ed il piede del seno
;

la fon-

dente è la perpendicolare inalzata sul raggio all’ estremità d’un arco

e terminata al raggio prolungato , il quale passa per l’altra estremi-

tà
;
questo raggio prolungato si chiama secante 3 e 4

Chiamasi complemento d’ un areo o d' un angolo ciò che bisogna ag-

giungere o togliere da quest’ arco o da quest’ angolo per fame il

quarto della circonferenza ovvero un angolo retto 3
I coseni

,
cotangenti e cosecanti sono i seni

,
tangenti e secanti degli

archi complementari. . . 3 e 4
II coseno ed il raggio hanno il medesimo rapporto che il seno e la

tangente , ovvero che il raggio e la secante 4 e **

11 raggio è medio proporzionale tra la tangente e la cotangente , ov-
vero tra la secante e il coseno 5

li quadrato del raggio è eguale alla somma de’qnadrati del seno e del

coseno ivi

11 seno della somma o della differenza di due archi è eguale al

seno del primo moltiplicato pel coseno del secondo, più o meno
il seno del secondo pel coseno del primo

,
il tutto diviso pel

raggio 6
11 coseno della somma o della differenaa di due archi è eguale al pro-

dotto de' coseni di ciascuno di questi archi meno o più il prodot-

to de’ seni , il tutto diviso pel raggio ivi

Da queste espressioni si deduce il seno d’ un arco multiplo d’ un
altro ,8

Essendo dato il seno d’ un arco si trota il seno della sua metà. . ivi
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IV

Si chiama supplemento d’ un arco o d’ un angolo ciò clic ci bisogna
aggiungere o togliere per iar la semi-circonferenza

, ovvero due an-
goli retti Pag. io

Un angolo ottuso ha il medesimo seno che il suo supplemento. . ivi

Non sono i valori assoluti dei seni , che si calcolano
, ma il loro rap-

*

porto col raggio io
La lunghezza d’ un arco è maggiore di quella del suo seno e minore di

quella della sua tangente ivi

Il rapporto di queste due linee ha per limite l’ unità ivi

Nota. Le linee
,
le quali sono per tutto convesse nel medesimo senso

,

sono tanto più lunghe quanto più esse s’ allontanano dalla linea

retta

Come possa trovarsi in una maniera molto approssimativa la lunghezza
dell’ arco ,

il quale corrisponde ad un seno piccolissimo. . . ivi

Nota. Serie , la quale esprime la tangente col mezzo del suo seno. ìa
11 seno del quadrante non è altra cosa che il raggio; ed il seno del ter-

zo di quell’ arco è eguale alla metà del raggio ivi

Della divisione del circolo . . . . i3
11 seno della metà del quarto di circolo è eguale a — y a. . .

Della costruzione delle tavole trigonometriche. 2
. . . . ivi

Loro uso ij

I seni ed i coseni cangian di segno allorché passano nel semi-

circolo opposto a quello ove i medesimi si trovano in prin-

cipio ai

Le tangenti prendono il loro segno conformemente alla loro relazione

coi seni e coseni

Un arco negativo ha il suo seno di segno contrario a quello dell’ arco

positivo ed i( suo coseno del medesimo segno ivi

Ricerca di diverse relazioni delle linee trigonometriche. . : . a3
li rapporto della somma alla differenza de' seni di due archi è lo stesso

di quello delle tangenti della semi-somma e della semi-differenza

J di questi medesimi archi. ... a6
Tavola delle formule trigonometriche le più usitatc.. . ah ag e 3o
In qualunque triangolo rettangolo il raggio sta al seno d’ uno degli an-

goli acuti come l'ipotcnusa sta al lato opposto a quest’ angolo. . 3i

II raggio sta alla tangente d’uno degli angoli acuti come il lutodell’an-

golo retto adiacente a quest’ angolo sta al lato opposto . . . ivi

Come si calcoli un lato qualunque d’un triangolo rettangolo quando
si conoscono gli altri due 3a

In un triangolo qualunque i seni degli angoli stanno tra loro come i

lati opposti 34
Rapporto tra i lati d’ un triangolo ed i seni de’ suoi angoli. . . ivi

Mediante la proporzione enunciata qui sopra si risolvono tutt’ i casi

d’ un triangolo qualunque , eccettuato quello nel quale si conoscon

due lati e l’angolo contenuto, e l’ altro nel quale si conoscono i

tre lati 36
La somma di due lati d'nn triangolo sta alta lor differenza come la tan-

gente della semi-somma degli angoli opposti a questi lati sta alla

taugente della lor semi-differenza ivi

Come sì trovi immediatamente il terzo lato 38
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V
11 seno della meta d’ un angolo è eguale alla radice quadrata del

prodotto delle differenze tra la semi-somma de’ tre lati del trian-

golo e ciascuno de’ lati
, i quali comprendono l’ angolo cercato ,

divisa pel prodotto di questi due lati , essendo preso il raggio per

unità Pag. 4<>

Esempi della risoluzione de' triangoli rettangoli ed obliquan-

goli 4° e 4*
Applicazioni della trigonometria all’ arte di levar di pianta

, ov-

vero determinazione de’ punti situati tanto sopra un piano
,
quan-

to nello spazio per rapporto a una linea data tanto orizzontale ,

quanto inclinata ,
la quale si chiama base 44

Nota come si possa misurare un angolo ivi

Cosa sia la riduzione degli angoli al piano orizzontale »... 47
Determinazione d’ un punto per mezzo degli angoli formati dalle

rette condotte da questo punto a tre altri presi nel medesimo
piano ivi

Nola. Sulla livellazione 5o
La differenza di livello di due punti c la quantità di cui uno c più

elevato o più basso dell’altro nel senso perpendicolare alla super-

ficie terrestre ivi

Cosa sia la differenza tra il livello apparente cd il livello reale, ire

Della risoluzione de’ triangoli col mezzo delle serie 0 i

CAPITOLO li.

Della trigonometria sferica.

Un triangolo sferico è quello , che forala sulla superfìcie della sfera tre

gran circoli , i quali si tagliano due a due Gii

Costruzione
, sulla quale riposa tolta la trigonometria sferica. . ivi

Equazioni , le quali contengono implicitamente tutte le relazioni , che
hanno tra loro le sei parti d’ un triangolo sferico 55

Nota. Espressione del volume d’un tetraedro per mezzo degli angoli com-
presi tra le sue costole o spigoli 56

Preparazione dell’ equazioni precedenti per applicarle immediatamente
alla risoluzione de’ triangoli sferici 5g

Cosa sia il triangolo supplemcniario . . 58
Formule rese semplici pel caso ove il triangolo sia rettangolo. fu

Trasformazione dell’ equazioni fondamentali per applicarci comoda-
mente il calcolo de’ logaritmi (Va

Formule, le quali abbracciano tutte le combinazioni degli angoli e

de’ lati d’ un triangolo sferico 69
Formule di Nepcro
Recapitolazione delle formule necessarie per risolvere un triangolo sie-

rico jj
Osservazione sulle diverse condizioni ,

le quali debbon trovarsi soddi-

sfatte affinchè i medesimi dati convengono ad.uno e a due triangoli

sferici '6
Applicazione della trigonometria sferica alla riduzione degli angoli al

piano orizzontale ivi
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CAPITOLO 111.

Dell" applicazione dell' algebra alla geometria

Idei generale dell’ applicazione dell’algebra alla geometria. . Pag. 80
In qual maniera 1' algebra serva a combinare teoremi di geo-

metria per porre in equazione, e per risolvere i problemi relativi

all’ estensione ivi

L’ arca d' un triangolo è espressa dalla radice quadrata del pro-

dotto della semi-somma dei tre lati moltiplicata per le differenze

tra questa semi-somma e ciascuno dei lati 83
Espressione del volume d’ un tronoo di piramide o di cono retto

a basi parallele ivi

Problemi di primo e di secondo grado , nei quali le linee non son

valutate in numeri , ma son considerate in loro stesse. • 84
Cosa sia la costruzione dell’ espressioni algebriche 87
Come si effettui quella delle quantità omogenee

,
le quali si rappor-

tano a linee ,
ovvero ad estensioni del primo grado 88

Costruzione delle radici quadrate. / 89
Cosa bisogna fare quando la quantità non è omogenea. . . a 91
Costruzione delle radici dell’ equazioni di secondo grado ad una sola

incognita. 93
Risoluzione grafica di quest’ equazioni ivi

Del significato dei segui+ • — per rapporto alle linee e del loro

uso nella risoluzion dei problemi, 95
Ogniqualvolta si tratta di distanze da un punto fisso e contate so-

pra una medesima linea o sopra linee parallele
,
quelle

,
le quali

sono affette dal segno— , debbono prendersi in un senso opposto

a quelle
, le quali sono affette dal segno * 97

Osservazione sopra i segni della secante e Nota sul medesimo sog-

getto 98
Analisi completa del problema ove si tratta di condor per un punto

preso dentr’ un angolo retto una linea ,
della qaale la parte in-

tercettata tra i lati di quest’ angolo sia d’ una data grandezza. . 99
Risoluzione di questo problema data da Newton pel caso ove il

punto
, dal quale dee passare la linea di grandezza data

,
è ad

egual distanza dei lati dell’angolo retto 104

Costruzione dell' espressioni algebriche ,
le quali appartengono ad

aree ovvero a volumi 106

Idea fondamentale dell’ analisi di Descartes

,

mediante la quale si

rappresentan le curve col mezzo dell’ equazioni a due indeter-

minate . , . 108

Equazione d’ una linea rotta ivi

— d’ un circolo no
Cosa sieno lo coordinate , i loro assi

,

la loro origine * * »

Come si distinguan per mezzo dei segni -|- o — i quattro angoli

,

che formano gli assi delle coordinate 1 12

Cosa sia il luogo d’ nna equazione e come si ottenga quella di una

curva qualunque IV‘
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L'equazione generale di primo grado appartiene a una linea

retta • . . . . Pag. i i3
Son necessarie due condizioni per determinar questa linea. . . i>5
Equazione d’ una retta

,
ciré passa per due punti dati ivi

Espressione della distanza tra questi due punti. . . . . . nS
Equazione d’ una retta

,
la quale passando per un punto dato fosse

parallelo ad una retta data. ivi

Equazione della perpendicolare abbassata sopra una linea data per

un punto dato ivi

Nota sul segno
,
che dee portar la tangente dell’ angolo (ormato da

questa perpendicolare e 1’ asse delle x . 117
Ailin di trovare il punto d’ incontro di due rette ,

le quali si ta-

gliano , fa di mestieri supporre che le coordinate dell' uno sieno

le medesime che quelle dell’ altro. . . * 118
Espressione della lunghezza d' una perpendicolare abbassala sopra

una retta data per un punta dato. ......... 119
Espressione del seno

,
del coseno e della tangente dell’ angolo

,
che

due rette fanno tra loro

Equazione generale del circolo , la quale si ottiene ponendo l’ori-

gine delle coordinate in una maniera qualunque. . . .. iai
Come si determini quello, che passa per tre punti dati. . . . 1 za
Equazioni del circolo le più semplici. 122 e iu3
Problemi

, i quali rapportatisi a linee rette , comprendendovi quelli

delle pag. 83 e 99. ia3
Equazioni

, le quali danno la relazione , eh* esiste tra gli angoli

ed i lati d’ un triangolo * ..126
Espressione dell’area d' un triangolo col mezzo delle coordinate dei

vertici de’ suoi angoli. 3o
L’ area d'un triangolo non dipende punto dalla sua posizione per

rapporto agli ossi delle coordinate ; si trova infitti un’ altra espres-

sione , la qual non dipende che dai Iati ivi

Equazione ,
la qual fa conoscere la relazione tra i lati d’ un qua-

drilatero e le sue diagonali 1

Espressioni del raggio del circolo circoscritto a un triangolo . ivi

Espressione del raggio del circola iscritto in un triangolo. . . i34
Seda un punto preso nell’interno d’ un triangolo equilatero si ab-

bassi una perpendicolare su ciascuno dei lati di questo triangolo
,

la somma di queste tre linee sarà eguale all' altezza di esso. ivi

Combinando 1’ equazioni della retta c del circolo si determinano le

proprietà resultanti dall’ incontro di queste linee i35>

Applicazione dell’ equazione , la quale resulta da questa combina-
zione

,
alla ricerca di più teoremi di geometria 1 36

Determinazione analitica delle tangenti condotte al circolo per un
punto esterno e per un punto della sua circonferenza. . . i38

Come si trovi la posizione , che dee avere una linea condotta per

un punto dato
,

allineili; la sua parte compresa in un circolo dato
sia parimente data. . : 140

Equazione generale delle curvo di secondo grado 1 4 a
Loro diametri 1 \ 3

liquazione resa semplice quando essa rapportasi a queste linee, ivi
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Vili

Esame de' valori , che può prendere l’ espression generale delle or-

dinate nel caso ove la quantità m sia positiva . . . Pag. 145
Cosa sia il centro della curva

,
. 146

Costruzione e forma della curva relativa a questo caso . . . . itit

Essa riducesi ad un punto prima di divenire immaginaria. . . 147
Esame del caso ove m è negativa 148
In questo caso pure la curva ha un centra ivi

Costruzione e forma della curva 149
Quando la curva si riduca a due rette

,
le quali sono in generale i

suoi asintoti i5o
Esame del caso ove m— i 5a
Forma e costruzion della curva ivi

Ravvicinamento dell’ equazioni delle tre curve riconosciute prece-

dentemente : la prima si chiama Ellisse , la seconda Iperbola e
la terza Parabola 54

Esame del caso , nel quale i quadrati delle coordinate mancano am-
bedue nell’ equazione i 54

Cosa sieno i diametri coniugati 167
Trasformazione delle coordinate d’una curva . ivi

Nota sull’ impiego degli angoli in queste formule 161

Applicazione di questa trasformazione all’ equazion generale di se-

condo grado per ridurla agli assi delle curve
,

eh’ essa rappre-

senta • i63
Prima trasformata i65
Determinazione de’ suoi coefficienti e de’ casi , eh’ essa abbraccia. 167

Seconda trasformata comprendente 1’ altro caso dell’ equazion ge-

nerale 169
Queste due trasformate non danno che le tre forme di già osser-

vate (
pag. i 54 ) ;

la prima trasformata comprende 1’ ellisse
,
di

cui il circolo è un caso particolare ; e 1’ iperbole riportate ai

loro assi 170
Cosa s’ intende pel secondo asse e per l’ asse trasverso nell’ iper-

bole 172

Cosa sia l’ ipcrbola equilatera ivi

La seconda trasformata conviene alla parabola ivi

L’ellisse e l’ iperbola hanno due vertici . . . ^ 173

La parabola non ne ha che uno , e non ha centro ivi

Equazioni a tre termini
,

nella quale la parabola si trova pure com-

presa e riportata al suo asse .... ivi

Applicazione delle trasformazioni precedenti , mediante la quale si

riconosce che 1’ equazione di secondo grado , ove i quadrati delle

coordinate mancano ambedue ,
appartiene ad un’ iperbola

,
dalla

quale si determinan gli assi di grandezza e di posizione . . ivi

Nota sull’ equazion dell’ iperbola per rapporto ai suoi asintoti ,

dedotta dall’ equazion generale di secondo grado . . . '. • >74
Trovar l’ equazione d’ una curva tale che , se si conducano da cia-

scun de’ suoi punti a due punti fìssi ovvero fuochi

,

alcune rette ,

la somma di queste linee , le quali si chiamano raggi vettori ,
sia

costantemente eguale ad una linea data ....... 175

Questa curva è un’ ellisse
;
sua costruzione per punti

, e mezzo mec-

canico per costruirla con un movimento continuo 176
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IX
Cosa sia l’ eccentricità Pag. 177
Altra costruzione dell’ ellisse per punti ivi

Trovar l’equazione della curva, nella quale la differenza de' raggi

vettori è eguale ad una linea data . . 178
Questa curva è 1 ’

iperitola
;

sua costruzione per punti e mezzo
meccanico per descriverla itti

Trovar l' equazione d’ una curva tale die ciascun de’ suoi punti

sia tanto lontano da una retta data di posizione quanto da un
punto fisso , ovvero fuoco dato di posizione ... .. . 179

Questa curva è la parabola
;
sua costruzione per punti e sua de*

scrizione con un movimento continuo 180
Problema generale , il quale conduce successivamente a ciascuna

delle curve di secondo grado riportate alla lor direttrice . . ivi

Equazion delle curve di secondo grado riportate al parametro. i8a

Nell’ ellisse e nell’ iperliola il parametro è una terza proporzio-

nale ai due assi ed è ancora la doppia ordinata condotta pel

fuoco 184
Nell’ ellisse e nell’ iperbola i quadrati delle ordinate stanno Ira

loro come i prodotti delle ascisse corrispondenti , e nella para-

bola come l’ ascisse corrispondenti 1 85
Applicazione della trasformazione delle coordinate alla ricerca dei

diametri coniugati . ivi

Essendo dato nn diametro qualunque , trovar la posizione del suo
coniugato 189

La somma de’ quadrali dei semi-diametri coniugati _ncll’ ellisse ,

ovvero la lor differenza nell’ iperbola è eguale alla somma dei

quadrati dei semi-assi , ovvero alla lor differenza iy4
I parallelogrammi circoscritti all' ellisse , o iscritti tra le due parli

opposte dell’ iperbola son tulli eguali al rettangolo degli assi. 195
Equazioni ,

le quali fanno trovare i semi-assi allorché si conoscono
1 semi-diametri coniugati c 1’ angolo

,
eh’ essi formano . . 196

In un’cllissequalunque vi sono due diametri coniugati eguali. ivi

Qualunque sistema di linee
,
proprio a determinare i punti d’ una

curva
,
può somministrarne un’equazione caratteristica. . .197

Esempio ricavato dall’ellisse ... ivi

Equazioni polari di questa curva , dell’ iperbola e della para-

bola 198
Equazione polare ,

la quale le comprende tutte tre 199
Dimostrazione dell’ identità delle curve di secondo grado colle se-

zioni fatte in un cono da un piano
,
e cosa s’ intenda per se-

zione miti-parallela aoo
Determinazione delle linee rette , le quali tagliano, ovvero toc-

cano le curve di secondo grado 204
Espressione della tangente dell’ angolo , che dee far coll’ asse delle

ascisse una retta ,
affine di toccare una curva di secondo grado. ao5

Espressione della sullangtnte in ciascuna delle curve di secondo
grado 208

Nella parabola la suttangentc è doppia dell’ ascissa 309
Costruzione della tangente all’ ellisse itti

Espressioni delle nurmuli c suimcrmali per tutte le cui ve. . .aio
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Espressioni delle suttangenti , tangenti
, sunnormali e normali par-

ticolari alle curve di secondo grado Pag. ivi

Determinazione sintetica delle tangenti alle curve di secondo
grado. . . ai t

Relazione degli angoli
,
che la tangente forma coi due raggi vettori

nell’ ellisse e nell’ iperbola col raggio vettore ed una parallela

all’ asse nella parabola'. ivi

Ciascun ramo dell’ iperbola resta sempre compreso trai lati d' un
certo angolo

, senza mai poterci arrivare a 1

3

Equazione dell’ iperbola riportata a’ suoi asintoti a 1

4

Cosa sia la potenza dell’ iperbola aiti

Se si conduca una retta qualunque per un punto dell’ iperbola
,

le

parti di questa retta, intercettate tra ciascun ramo della curva , e
il suo asintoto son eguali tra loro ivi

Costruzione dell' iperbola per punti allorché si hanno gli asintoti ,

e un punto 317
Delle iperbole coniugale ivi

Del numero di punti
,
che son necessari per determinare di specie,

di grandezza e di posizione una curva ai secondo grado. . . a 18

Della costruzione dell’ equazioni dei gradi superiori per le curve. 319
Applicazioni al quarto grado. . tue

Problema della duplicazione del cubo. aai
Problema della trisezione dell’ angolo aaa
Metodo generale per costruir 1’ equazioni d’ un grado qualunque

,
che

rappresenta i diversi principi
, sui quali riposa la risoluzione nume-

rica dell’ equazioni. aa4
Nota. Un’cspression frazionarla può cangiare di segno passando tanto

per l ’ infinito

,

quanto pure passando per zero. . . . • . 337
Come la costruzione grafica possa schiarire e facilitare questa risolu-

zione. ivi

APPENDICE

Contenente % primi principi delT applicazione dell' algebra

alle superficie curve ed alle curve a doppia curvatura.

Equazione del piano e della linea retta. a3o

Delle coordinate d’on punto nello spazio ivi

Equazione generale del piano a3i

Designazione degli otto angoli trièdri formati dai piani coordinati col

mezzo dei segni e — . 234
Equazioni della linea retta. • .ivi
Equazione del piano ,

il quale passa per tre punti dati. . . . a36
Come si riconosca che due rette sono in un medesimo piano. . 237
Equazione del piano parallelo ad un piano dato c che passa per un
punto dato

, e quelle delle rette parallele nello spazio. . . . ivi

Equazioni d’ una retta e d’ un piano respettivamente perpendi-

colari. . a38
Espressioni della distanza tra due punti nello spazio ed equazione

della sfera 23^
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XI
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TRATTATO ELEMENTARE
D I

TRIGONOMETRIA
RETTILINEA E SFERICA

ED ArPEICAZIONE

DELL’ ALGEBRA ALLA GEOMETRIA.

CAPITOLO FRIMO

Della Trigonometria Rettilinea.

i . In un triangolo rettilineo vi sono sei cose da con-

siderare
,
cioè

,
tre angoli e tre lati : ma bisogna conoscere

un certo numero di queste diverse parti per determinarne le

altre. Segue di fatti dalle proposizioni dimostrate relativa-

mente ai triangoli eguali che si può sempre costruire un
triangolo allorché si conoscano tre delle sei cose

,
che Io co-

stituiscono
,
e che fra le cose cognite vi si troyi almeno un

lato. Affine di non lasciar nulla da desiderare sulla Teo-

rica dei triangoli
, fa di mestieri poter applicare il calcolo

alle costruzioni geometriche
,
perchè T esattezza di queste ul-

time è limitata dall’ imperfezione degl’ istrumeuti , laddo-

veccliè nulla arresta il calcolo, il quale siamo sempre pa-

droni di spingere fino a quel grado di precisione che si vo-

glia. Tale è T oggetto
,
che ci proponghiamo nella Trigo-

nometria rettilinìa. •
^

Quelli
, i quali hanno intrapreso i primi a sviluppare

mediante una serie di operazioni numeriche ,
o con delle

formule algebriche le relazioni
, che Iranno tra loro le di-

verse parti d’un triangolo, Iran dovuto trovarsi arrestati

dalla difficoltà di far entrare nel calcolo la grandezza de-

gli angoli
,

i quali misurali da archi di circolo non pos-

La Croix Trigonali. i
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a TRATTATO ELEMENTARE

sono esser paragonati con linee rette : ma dessi hanno ben

presto riconosciuto che
,
se potevano con un mezzo qua-

lunque calcolare una serie di triangoli
,
gli angoli de’ quali

avessero tutti i valori possibili
,
questa serie ne conterrebbe

necessariamente uno, il quale sarebbe simile al triangolo,

che si dovrebbe determinare ,
qualunque esso si fosse -, cosic-

ché allora semplici proporzioni sarebber bastanti per de-

durre le parti del secondo da quello del primo. L’ esempio

seguente schiarirà ciò ,
che queste nozioni possono conte-

nere d’ astratto.

r;*. ». 2 . Suppongo che nel triangolo ABC, fig. i.»
,

si co-

nosca l’ angolo B ,
1’ angolo C

,
ed il lato BC •, si cercherà

nella serie dei triangoli calcolati quello
,
che ha due angoli

b , e c respettivamente eguali agli angoli B ,
eC; desso

sarà necessariamente simile al triangolo proposto ABC ; e

poiché tutte le sue parli ab
,
ac, b

c

son cognite
,
avremo

le proporzioni

bc : ab :: bc : ab, 6c : oc :: bc : ac,

in ciascuna delle quali i tre primi termini sono dati. Tro-

veremo per conseguenza

AB:
BC X ab

bc ’
AC:

BC X ac

bc
•f

e siccome si ha d’ altronde A = a
,
tutte le parti del trian-

golo ABC resteranno determinate.

3. Or che si scorge il partilo
,

che può ricavarsi da

una serie di triangoli fatti con tutti gli angoli possibili , ed

i lati dei quali fossero di già calcolati
,

è naturai di cer-

care i mezzi di formare una simil serie. Per considerare in

primo luogo il caso più semplice , suppongo che i triangoli,

che ci proponghiam di determinare
,
sieno rettangoli •, è fa-

cil vedere che potrem costruirli tutti in un quarto di cir-

ri*. *. colo abbassando da ciascuno dei punti dell’ arco AB , fig.
i,

delle perpendicolari MP
,
M' P'

,
M" P"

,
ec. sul raggio AC

,

e tirando i raggi MC, M' C, M" C, ec., i triangoli MPC,
M'P' C ,

M" P" C ,
ec.

,
così formati saranno rettangoli in

P, P' , P", ec., e gli angoli MCP, M' CP*, M" C P", ec.

avran successivamente tutti i valori possibili’, finalmente

gli angoli CMP
,
CM'P' ,

CM"P" ,
ec. , i quali coi prece-

denti formano un angolo retto
,
saranno pur tali come l’ e-

sige la natura dei triangoli rettangoli ; e non potranno esi-

stere dei triangoli rettangoli ,
i quali non sieno equiangoli
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DI TiUUOKOMETRlA. 3
con alcuno di quelli

, che somministra la costruzione pre-

sente. È a proposito l’ osservare che questi ultimi han tutti

una medesima ipotenusa
, eguale cioè al raggio dell’arco AB.

4- Potrebbesi altresì formare una serie di triangoli ret-

tangoli
,
che avessero tutti uoo dei lati dell’ angolo retto

eguale al raggio del circolo -, basta per ciò alzar fa tangente

indefinita AT dall’ estremità del raggio AC
,
e condurre per

il centro C e pei punti M
,
M'

,
M" , ec. ,

le secanti CN ,

CN' , CN" ,
ec. È evidente che i triangoli CAN , CAN'

,

CAN"
,

ec. avran successivamente tutte le combinazioni

d’ angoli ,
i quali possono esistere in un triangolo rettangolo-,

e fra questi triangoli se ne troverà necessariamente uno si-

mile a quel triangolo rettangolo , che vorremo.

5. Nei triangoli CPM
,
C P' M' , C P" M" ,

ec.
,

l’ ipotenu-

sa dei quali non cangia , i lati PM, P' M', P" M"
,

ec. ,

i quali crescono nel medesimo tempo die credono tanto

gli angoli ACM
,
ACM' , ACM" ec. quanto gli archi AM ,

AM' AM", ec. , i quali misurano questi angoli, han rice-

vuto un nome a causa di questa lor dipendenza : la linea

PM si chiama il seno dell’ arco AM ; la linea PM' è pari-

mente il seno dell’ arco AM'
; e così delle altre. Segue da

ciò che il seno d’ un arco è la perpendicolare abbassata da
una dell' estremità di quest' arco sul raggio

, che passa per

f altra estremità. Le linee CP , CP' ,
CP", ec.

,
le quali

diminuiscono allorché gli archi AM, AM'
,
AM" , ec.

,
au-

mentano, son respettivamente eguali, come paralelle com-
prese tra paralelle

,
alle perpendicolari MQ, M' Q*, M" Q" ec.,

abbassate dai punti M , M'
,
M" , ec., sul raggio CB, per-

pendicolare al raggio CA
5 ed è manifèsto che le linee MQ,

M'Q' , M"Q", ec. sono, per rapporto agli archi BM, BM',

BM"
,

ec. , ciò che sono PM
,

P' M' ,
P" M", ec. per rap-

porto agli archi AM, AM', AM", ec. , e che in conse-

guenza MQ ò il seno di BM
,
M' Q' quello di BM'

,
M"Q"

quello di BM" , ec.

Due archi , i quali sommali insieme
, 0 sottraiti l'uno

dall’ altro danno il quarto della circonferenza , si dicono com-
plementi l’ uno dell’ altro. Gli ardii BM , BM'

,
BM" . ec.

,

son respettivamente i complementi di AM , AM' , AM" ,
ec.

Sono state denotate le linee ielle MQ , M' Q'
, M"Q"

,
ec.,

come pure le loro eguali CP, CP', CP" , ec. , sotto A
nome di coseni degli archi AM, AM', AM"

,
ec. DLriro

queste nozioni il coseno <f un arco qualunque é H ser/o del

complemento di quest' arco
, ed i eguale alla parte d/l rag-

gio compresa tra il centro
,
ed il piede del seno.
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4 TRATTATO ELEMENTARE
I triangoli rettangoli CPM

,
CPCW', CP"M" ec.

,
i qua-

li hanno tutti una medesima ipotenusa
,

son dunque for-

mati dal raggio del circolo
,
e dal seno

, e dal conseno di

quello dei loro angoli acuti, che ha il suo vertice al cen-
tro (*).

6 . Passo ai triangoli CAN , CAN'
,
CAN" , ec. ec.

; le

loro ipotenuse son le secanti degli archi AM, AM'
,
AM", ec.,

perchè si chiama secante d' un arco il raggio condotto da
una dell' estremità di quest' arco

,
e prolungato fino all’ incon-

tro della tangente condotta per l’ altra estremità. Le por-
zioni AN, AN'

, AN", ec.
,
prese sulla tangente AT

, son
le tangenti degli archi AM

,
AM' , AM" ,

ec.
,
perchè si è

convenuto di chiamar tangente d’ un arco la parte
,
che in-

tercettano sulla tangente indefinita condotta da una estremi-

tà di quest’arco t due raggi
,
che lo determinano (**).

7 . Se per l’estremità lì dell’ arco AB,
fig. 3, si conduca

la tangente Bn prolungata fino a che dessa incontri la se-

cante CN ,
la linea Cn è la secante dell’ arco B.M comple-

mento di AM, e si chiama la cosecante di AM; la linea

Bn tangente di BM è la cotangente di AM
, perchè si chia-

mano cotangente
,

e cosecante d' un arco
,
la tangente

,
e la

secante del suo complemento. La cotangente
,
e la cosecante

,

come si vede
,
non fanno parte de’ medesimi triangoli

,
co-

me pur la tangente
,

e la secante
;

cosa che all’incontro

succede pel seno e coseno.

8. Le tangenti , e le secanti hanno coi seni
, e i coseni

delle relazioni semplicissime
,

col mezzo delle quali si pos-

sono trovar l’une allorché son cogniti gli altri. 1 triangoli

CPM, e CAN essendo simili danno CP : PM :: CA : AN,

(*) La parte AP del raggio AC compresa tra il piede

del seno , e l' estremità dell’ arco
,

si chiama seno verso.

Questa linea non è però d' alcun uso nella Trigonometria.

(*#
)
Si vedon qui le parole secante, e tangente prese in

un senso differente da quello
,

che loro abbiam dato ne-

gli Elementi di Geometria. In questa parte delle Matema-
tiche la secante

,
c la tangente son rette indefinite ,

una del-

le quali taglia il circolo
,
e V altra lo tocca

;
ma in Trigo-

nometria le medesime denominazioni si applican sempre a
linee d' una grandezza determinata : quando vi può esser e-

quivoco ,
si chiaman quest’ ultime secanti

,
c tangenti tri-

gonometriche.
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DI TRIGONOMETRIA. 5

PM X CA
d’ onde ricavasi AN =—

;
ponendo in luogo delle

Vi*

linee CP , PM ,
e AN le loro designazioni

,
cioè cos AM

,

sen AM, e tang AM
,

e rappresentando il raggio CA per

_ . „ R sen AM
R, avremo tang AM = —

cos AM
Dai medesimi triangoli CPM

,
e CAN deducesi pure

CU y CA
CP : CM :: CA : CN, il che conduce a CN =—A—;

t/r

ma CN=sec AM, CM= CA= R, CP = cos AM-, dunque

R*
sec AM—

cos AM
9. Se si paragonan tra loro i triangoli CAN, e CBn,

i quali pure son simili
,
poiché son essi ambedue rettangoli,

e l’ angolo ACN = CnB
,
come altemi-intemi rispetto alla

recante Cn
,
avremo la proporzione

AN : CA ; : CB o siwero CA : Bn

,

la qual somministra

n CA1
... R*

Bn=—— ; ciò che riducesi a cot AM = —
AN tang AM

Questa pi-oporzione e quella , eh’ è stata trovata per

la secante
,

fan vedere che il raggio è medio proporzionale

tra la secante
, e il coseno

,
tra la tangente

,
e la cotangen-

te
,
poiché si ha

cos AM X sec AM = R*, tang AM X cot AM = R\

io. A tutto ciò, che precede ,
altro non manca, per

essere in istato di costruire le Tavole necessarie alla Tri-

gonometria
, se non che di conoscere i mezzi di calcolar

solamente i seni
,
e i coseni. 11 coseno pur si deduce im-

mediatamente dal seno
,
poiché il triangolo rettangolo CPM,

il quale contiene l’ uno e P altro , ed ha per ipotenusa il

raggio somministra ,

PM'
1

-J- CP
a = CM3

,
ovvero(sen AM) 1

-f- (cos AM) 1 =R\
e vale a dire

, che il qmdrato del raggio è eguale alla

somma dei quadrati del seno
,
e del cosino j dal che ne segue
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6 TRATTATO ELEMENTARE

cos AM=V R*— { sen AM )’.

Li proposizione seguente, la quale dà l’ espressione del

seno
,
e del coseno delia somma

, o della differenza di due

archi
,
merita la più grande attenzione

,
perchè dessa con-

tiene implicitamente tutte le proprietà dei seni

,

e dei coseni.

il. Sieno due archi qualunque a, e b ; avremo

, , , . sen a cos b + sen b cos a
sen (a± b)= "

,

. . . . cos a cos b X sen a sen b
cos ( a + b ) r= •

Fi*. 4. Per dimostrar ciò, prendo sul circolo AMB, fig. 4 ,

l’ arco AM = a
;
porto da ciascun lato del punto M gli ar-

chi MN
,
e MN'

,
eguali a b ; tiro la corda NN' ; dai punir

N , M , N'
,
abbasso sul raggio AC le perpendicolari NQ

,

MP, I

S

/Q/

;
per il punto M conduco il raggio MC, e dal

putito E, dove desso incontra la corda NN'
,

abbasso so-

pra AC la perpendicolare EF ; pei punti E, e Pi' conduco

le rette ED
,
N'G paralelle ad AC.

Ciò fatto osservo 1 che NQ è il seno dell’ arco AN=
AM -f-MN = a-\-b

, e che CQ è il coseno dell’arco mede-
simo

;
2.

0
che N'Q' è il seno dell’ arco AN' = AM —

MN' — a — 6, e che Cty n’è il coseno. Ma la corda NN'
essendo necessariamente divisa in due parti eguali nel punto
E

,
poiché il raggio CM passa per il mezzo dell’ arco NN'

secondo la costruzione, segue dalla similitudine evidente del

triangoli NED
, NN'G die NG è pur divisa in due parti

eguali nel punto D, e che DN = DG. Di più DQ = EF,
GQ = N'Q', DE == FQ, a motivo delle paralelle; e per-

chè DE è la metà di N'G, FQ stira la metà di Q'Q; di
maniera che Q'F = QF = DE- Finalmente

NQ = DQ + DN = EF + DN

,

N'Q' = GQ = DQ — DG = EF — DN,
CQ = CF — FQ = CF — DE

,

CQ'= CF + FQ' = CF + DE ;

ponendo per NQ
,
N'Q'

,
CQ

,
CQ' le loro designazioni re-

spettive
, cioè

,

sen
( a-\-b

), sen ( a—

b

), cos
( a-f-ò ), cos

( a—

b

) , avrò
sen

( a-f-6 )
= EF + DN

,
cos

(
o+ò )

= CF — DE

,

sen
(
a—b )= EF — DN

,
cos ( a—b )

= CF + DE.
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IH TRIGONOMETRIA. 7
Altro non resta che a calcolare le quattro linee EF,

CF , DN
,
DE ;

le due prime s’ ottengono dai triangoli si-

mili CMP, e CEF, dai quali ricavasi

cm : pm :: ce : ef, cm : cp :: ce *. cf.

Ora
, poiché AM = a

,
ho PM = sen a ,

CP = cos a
;
se-

gue pure dalle definizioni del seno, e del coseno (5) che
EN è il seno dell’ arco MN ,

che CE n’ è il coseno
,
e che

in conseguenza EN= sen 6, CE= cos b\ d’altronde CM= R;
sostituendo questi valori nelle proporzioni di sopra

,
trovo

PM X CE senacosé
EF

CM
=

R *
,

CP X CE cos a cos 6

~ CM R
'

Paragonando in seguito i triangoli CMP, DEN, i quali

son simili perchè i lati del secondo son perpendicolari a
quelli del primo, e deduco da questi triangoli

cm : en :: cp : dn, cm : en :: pm : de.
Sostituendo ai tre primi termini di ciascuna di queste pro-

porzioni le loro designazioni riportate qui sopra
,
desse da-

ranno

nv EN X CP senécosa
DN

;qì R »

PM X EN senasen b

CM R ’

Riunendo questi valori ai precedenti per formar quelli di

sen ( a-\-b
) ,

e di sen (a — b ), si ottengono le quattro

equazioni

. , , . sen a cos b+ sen b cos a
sen

(
a + b

)
=

£
,

. , , sen a cos & — sen b cos a
sen (a — ò)= ,

. , . , cos a cos 6 — sen a sen b
cos(a + &)= ,

cos
. , . cos a cos b 4- sen a sen 6

<— *>=
R ’
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8 TRATTATO ELEMEUTARK

le quali riduconsi alle sole due
,
che compongono I* enun-

ciato della proposizione.

Mediante queste equazioni si posson trovare il seno, e

il coseno d’ un arco doppio
,

triplo , éd in generale multi-

plo di quello
,

di cui si conoscano il seìio
,
e il coseno. In-

fatti
,

se si prenda successivamente b — a
,
6 = aa, avremo

sen ia — 2 sen a cos a

R ’

cos 2a = cos 0’— sen a*

R ’

sen 3a = sen a cos ia -f- sen 2a cos a

R ’

cos 3a= cos a cos 2a — sen a sen aa

R
’

e ricaveremo dalle due ultime equazioni sen 3a ,
e cos 3a,

allorché sen ia
,
e cos 2a saran calcolati.

, , . 2 sen a cos a ,

12. L equazioue sen ia — 5 conduce ancora
R

dal seno d’ un arco a all’espressione del seno della sua metà.

Se sostituiscasi per cos a il suo valore V R’ — sen a’ (*),

s’ ottiene allora

2 sen a V R 1 — sen a*
sen aa— ,

ed inalzando al quadrato, si trova

R1
sen 2a*= 4 R 1 sen a1 — 4 sen a4;

prendendo sen a per l’incognita in quest’equazione, la qual

può risolversi come quelle di secondo grado ,
s’ ottiene

sena= + //'j.R*±_LVR1 -sen 2«’.

— 2 2

(*) Si previene il Lettore che d’ora in avanti denoterò

il quadrato del seno dell'arco a per seni1
; espressione

,
che

non bisogna prendere per il seno del quadrato dell' arco a

,

così sen a* = (
sen a )’.
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Se si faccia ia = a'
,
avremo a =— a', ed inconseguenza

sen— a' = + — R* + — R V RJ — sen a"
,

ovvero

sen — a1 = +— V 2R1 + 2R cos a'aa ’

ponendo cos aM in luogo di R*— sen a'* (io)
,
moltiplican-

do le quantità sotto il radicale per 4 i
e dividendo al di

fuori per 2 ,
il che non porla alcun cangiamento all’ espres-

sione. Tal è la formula
,

che dà il seno della metà d’ un
arco allorché si ha quel di quest’ arco.

i 3 . Si può giungere a tal resultato mediante una sem-

plicissima costruzione.

Se dividasi l’arco AM , flg. 5 , in due parti eguali, la fjs . ».

corda AQM si troverà egualmente divisa in due parti eguali

,

e QM sarà il seno di MN ,
ovvero della metà di AM

;
il

triangolo AMP
,
rettangolo in P

, darà

AM = VpMa+ APa
;

e siccome AP= AG — CP= R — cos AM= R— cos a', e

d’altronde PM= sen AM= sen a1

,
avremo

AM sen o'*-|-R*—2R cos a'-f-cos o'*=V 2R
1—

- 2R cos a',

a motivo che sen a' 1 cos a'* = R’ (io)
;
e ne dedurremo

QM= AQM= — V 2R1 — 2R cos a'.
2 2

Non si trova in questa maniera che il secondo valore

di sen — a' ; l’ altro è MQ' ; poiché l’ arco MN'A', il quale
2

compone con l’ arco AM la mezza-circonferenza
,
ha pure

per seno PM
,
poiché questa retta è infatti la perpendicolare

abbassala dall’ estremità M sul raggio CA' ,
il quale passa

per l’ altra estremità (5) ; e siccome nell’ equazione
,
dalla

quale siamo parliti
,
nulla ci fa conoscere quale di questi due

archi ci proponghiam di dividere, dobbiam trovare nel tem-

po medesimo tanto il seno della metà del primo che quello

della metà del secondo. Seguendo la costruzione , avrebbesi

Lacroix Trigonom 2
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IO trattato elementare

A'M= V .PM
a + A/P

3= V PM3 + (
A' C+ CP )*

= \/ sen a1 ' -p( R -}- cos a' )*

= y sen aH -{- R* -f- aR cos a' -f- cos a
l%

= y aR 1 -(- aR cos a1

,

ed in conseguenza

M(y = sen — a'= — y aR* 4- aR cos a! ;
a a *

resultato ,
il qual’ è il primo valore di sen Fa di me-

stieri osservare che benché sen a'
,

sia lo stesso nei due

valori di sen — a'
,

l’ arco a' è differente : per uno di essi
a

P arco è AM
, e per P altro A'M

,
eh’ è il supplemento di

AM
,
poiché s’ intende per supplemento <f un angolo

,
o

d’ un arco quel che bisogna aggiungere a quest' angolo o a
quest’ arco per farne due retti

,
o la mezza-circonferenza.

Concluderemo pure da ciò che precede, che il seno del

supplemento d’ un arco è lo stesso che quel di quest’ arco.

Darò in seguito delle nozioni generali sui differenti archi,

i quali possono avere un medesimo seno
,

una medesima
tangente ec.

\!y. Segue da ciò che precede, che il seno d’ un arco

qualunque AN è la metà della corda AM dell’arco doppio

ANM
,
e che la corda AM è il doppio del seno dell’ arco

AN metà di ANM
;

di manierachè, allorquando i seni son
cogniti

,
se ne deducon le corde

,
e vice-versa.

i5. Non sono i valori assoluti dei seni
,
che si ha biso-

gno di calcolare
,
ma solamente i loro rapporti col raggio,

poiché uopo è conoscere in tutti i triangoli CPM , CP'M' ec.,

jig. 2
,

i rapporti che i lati hanno tra loro. Possiamo in

conseguenza
,
per maggiore semplicità

,
prendere il raggio

come unità
,
ed esprimere i seni

,
PM , P'M' ,

ec. , in parti

decimali di quest’ unità
, oppure , com’è stato praticato altre

volte, suppor questo raggio diviso in ioo ooo parti.

j 6. E’ a proposito 1’ osservare che la lunghezza d’un

arco è sempre minore di quella della sua tangente
,
e mag-

giore di quella del suo seno. Infetti
,

se si prenda al disotto
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DI TRIGONOMETRIA. TI

del raggio AC
, fig. 6

,

1
' arco AM' = AM, si tiri la corda n( . t.

MM', e si condacano le tangenti MT
,
M'T

, è facil vedere

che queste tangenti debbon incontrare ambedue il raggio AC
in un medesimo punto

,
poiché i triangoli CMT

,
e CM'T

sono eguali. Le linee MT, e M'T essendo eguali nello stesso

modo che le linee PM, e PM', e gli archi AM
,
ed AM'

,

avremo aAM < 2MT , e 2AM > 2PM
,
perchè la lunghez-

za d’ un arco di circolo è compresa tra quelle porzioni

corrispondenti dei poligoni inscritto
, e circoscritto (

Geom.
i 5 i. ) (*)•, e ne concluderemo AM < MT, AM > PM.

Farò osservare a questo proposito che il rapporto tra

la tangente
, ed il seno d’ un arco tende sempre più ad av-

vicinarsi all’unità a misura che 1’ arco diminuisca : infatti da

sen a sen a
tang <1=— ricavasi =cosa: e siccome coso si

cos a tang a

approssima sempre più all’ unità, ne segue che la tangente

,

ed

il seno si approssiman parimente sempre più all’ eguaglianza,

perchè il limite
(
Alg.i34 )

del loro rapporto è 1
’ unità.

17. Segue evidentemente da ciò che
,
se il valore della

tangente
,
e quello del seno d’ un pieeoi arco AM ,

non dif-

feriscon punto in un certo numero delle lor prime cifre, que-

ste medesime prime cifre daranno pure un valore approssi-

mativo dell’arco. Prendendo
,
per esempio , PM= 0,000 1,

si Uova

.(*) La proposizione rammentata di sopra è un caso par-

ticolar di quest’ altra : Le linee che sono per tutto con-

vesse nel medesimo senso, son tanto più lunghe quanto desse

si allontanan dipiù dalla linea retta. Infatti ,
se si conduca

alla linea curva ACB ,
fig. 7 ,

interna rispetto alla curva fì*. 7 .

AMB, una tangente DE, questa tangente sarà minore del-

l’arco DME , ed acremo ADEB < AMD. Tirando inse-

guito pei punti H e L intermedi tra A e C , C e B
,

le tangenti FG
,
IK, formeremo una nuova linea spezza-

ta AFGIKB, la quale sarà minor della prima
,

poiché

FG < FD -f- DG ,
IK < IE -{- EK. E' manifesto che si

costruirà nella stessa maniera una serie indefinita di linee

spezzate
,

le quoti onderanno sempre diminuendo a misura

che desse si approssimeranno a confondersi con la curva ACB

,

la quale sarà non solamente minore di AMB , ma ancora

di tutte le linee spezzate
,

di cui abbiamo parlato.
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13 TRATTATO ELEMENTARE

CP = V CM* — = 0,999 999 99$ i

CM X PM
e MT = — rr = 0,000 ioo ooo ooo 5 ;

tir

valore, il quale non differisce da PM che alla tredicesima

cifra ;
si può dunque prendere questo numero per il valore

dell’ arco AM espresso in parti del raggio (*).

18. Per applicare le formule dei numeri ia, n,e io,

bisogna conoscere almeno il seno d’uno degli archi com-
presi nel quarto di circolo

,
ora vi son due di questi archi,

di cui il seno è facilmente cognito
,

cioè, il quadrante e il

suo terzo. Infatti , il seno del quadrante non è altra cosa

che il raggio
,
ed il seno del terzo di quest’ arco è eguale

alla metà del raggio.

». Il primo di questi valori è evidente dalla
fig. 2, ed il

secondo resulta da ciò che il lato dell’ esagono regolare in-

scritto ,
ovvero

,
eh’ è lo stesso

,
la corda dei del qua-

o

(*) La medesima cosa dimostrasi riducendo in serie

l’espressione della tangente. Infatti si ha

sena sena ... sena
tan9 a=— =~~ : (8, io); ma =...

cosa y 1—sena 1 \i—sena1

2
.

sen a ( 1 — sena*) s sviluppando l’ ultima quantità mediante

la formula del binomio troveremo

i 3
tana a = sen a 4 sen a3 -4- — sen a3 4- ec.

• 2 8

JET manifesto che fino a tardo che sen a sarà una piccola

1

frazione decimale il termine — sen a3 non potrà influire che

sulle ultime cifre dell’ espressione di lang a, e che nelle pri-
me avremo tang a= sen a.

Per sen a = 0,0001
,

si ha ^ sen a3=o,ooo ooo ooo ooo 5}

resultato
,
che non può cangiare se non che la tredicesima

cifra.
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DI TRIGONOMETRIA. l3
drantc

, fig. 9., è eguale al raggio (
Geom. 146. ) ; la metà fì*.

di questa corda sarà dunque il seno del terzo del quadran-

te (i4).

Partendo dal quadrante intero, la formula

sen - o'=- V 2R? — 2R cos a'
2 2

somministra il seno della metà
, poi quello della metà di

questa metà, o sivvero del quarto del quadrante, e con-

duce a tutte le frazioni comprese nella serie.

1 1 1 1 1

7 ’ 4 ’ 8’ 76 ’ 3^
,eC ’

La medesima formula , allorché si parte dal terzo del

quadrante, determina successivamente i seni delle frazioni.

1 1 1 1 1

6 ’ 17 ’ 48 ’ £6
’
“•

di quest’ arco.

Si fa manifesto da ciò che ,
se detto quadrante fosse

stato diviso in un numero di parti eguali ad alcuno dei de-

nominatori delle frazioni suddivisale, traverebbonsi diretta-

mente i seni di ciascuna delle sue parti
, e se ne formerebbe

una Tavola scrivendoli di fronte agli arabi
,

ai quali dessi

appartengono ; ma la cosa non va cosi ; i soli Astronomi

Indiani sembra che abbian diviso il quadrante in 24 parti

per calcolarne i seni. Un uso antichissimo
,
ed altre ragioni

in seguito hanno fatto adottare delle divisioni differenti dal-

le progressioui stabilite qui sopra.

19. Si divideva per il passato la circonferenza intera

in 36o parti
, che si chiamavano gradi -, si suddivideva in

seguito ciascun di questi gradi in 60 parli chiamale minuti
;

ciascun di questi minuti in 60 parli chiamate secondi
,
cia-

scun di questi secondi in 60 parli chiamate terzi
,
ec. : il

segno dei gradi è il carattere posto alla destra del nume-
ro

,
ed al disopra

;
quello dei minuti1

, quello dei secondi"
,

quello dei terzi1", ec.-, di maniera che 42° 3 i' i 4" 5'" si-

gnifica 42 gradi, 3 i minuti , 14 secondi
,
e 5 terzi.

Poiché nella misura degli angoli non si ha alcun ri-

guardo al valore assoluto degli archi
, ma solamente al loro

rapporto con la circonferenza intera , sembrerebbe assai na-

turale di prender la detta circonferenza per unità
,
e d’es-
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primere gli archi per mezzo di frazioni tanto decimali che

di qualunque altra specie. Frattanto alcune considerazioni

particolari hanno determinato i Dotti incaricati della rifor-

ma dei Pesi e Misure a prender l’ angolo retto per l’ unità

degli angoli
, ed in conseguenza il quarto del circolo

,
o qua-

drante per 1
* unità degli archi. Dessi lo han diviso in ioo

parti eguali, che hanno chiamate gradi
,
e che hanno so-

stituiti agli antichi gradi
;

poi ciascuno di questi gradi in

cento parti eguali. Queste ultime divisioni rimpiazzano i

minuti

,

i quali possono essere suddivisi tanto quanto vor-

remo, seguendo la progression decimale.

Impiegando nel corso di quest’ Opera la nuova divi-

sione del circolo
, esprimerò gli arehi con dei numeri de-

cimali scritti secondo P uso ordinario *, ma io porrò al di-

sopra della cifra delle unità , ed alla destra la lettera » ,

per denotare che 1’ unità è il quarto di circolo
,
e per im-

pedir che non si confondano le misure d’ archi con gli altri

numeri
;
o*

, £35 ,
per esempio ,

rappresenterà l’ arco eguale

£35 £35o . ,

'

a
,
ovvero del quadrante, e sarà in conseguenza

;
iooo ioooo

composto di £3 gradi, e 5o minuti (*).

20. Il raggio del circolo, sul quale ci proponghiamo
di Costruir le Tavole

, essendo i , e la sua circonferenza es-

r*s. 9- sendo denotata ordinariamente da
,

il seno di AB,
fig. 9,

ovvero sen — *= 1 : si ha d’ altronde cos — *= 0 : facen-
2 a

do dunque a'= «
, la formula

sen ^a1=— \/ 2R*— 2R cos a'
(
1 3

)
fa vedere che il sem

(*) Sembra che le principali ragioni
,

che han fatta

tcegliere Vangalo retto per unità, sieno i.° che il circolo

intero
,
a parlar propriamente . non misura un angolo

, poi-

Fig. ». chè in tal caso il raggio mobik CM ,
fig. 2 ,

è ritornalo ad
applicarsi sul raggio CA ; a.° che il seno

,
al qual si rap-

portano tutte le altre linee Irigoìinmetriche
,
prende nell esten-

sione del quarto di circolo , ovvero dell angolo retto
,

tutti

» valori, di cui è suscettibile.
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DI TRIGONOMETRIA. l5

della mela del quadrante ovvero di — * è— y"a (*),

a 2

L’ arco AB= — « essendo preso per unità
,
AM sarà

di o* ,
5

;
avremo dunque

sen o»
,
5 = cos o* , 5 = — V 2= 0, 707106781185.

Adesso
,
se si faccia 01

,
5= a', troveremo

sen — a' — sen o* , 25= 0, 382683432365 ,
2

cos — a'= cos ov
, 25 = o, 92387953251 1

,

ma continuando in tal maniera a dividere ciascun arco in

due parli eguali , non caderemo sopra alcuna delle parti de-

cimali del quadrante; arriverem solamente a degli archi di

più in più piccoli
,
e che per questa ragione si approssime-

ranno quanto mai si voglia ad essere eguali ai lor seni (17).

Alla quattordicesima divisione
,
per esempio

,
si arriva ad

un arco il quale non è che
i 6384

del quadrante

,

e il di

cui seno è 0,000 og5 873799, minore per conseguenza che

0,0001; la piccolezza di quest’arco è dunque tale che desso

non differirà dal suo seno nelle 12 prime cifre decimali.

A più forte ragione sarà lo stesso per gli archi minori;

ora è manifesto che lutti gli archi
, i quali si confondono

coi loro seni
,
e con le loro tangenti

,
sono proporzionali a

queste linee : avremo dunque

(*) Possiamopure convincercene a priori
,
poiché il trian-

golo CMP
,

fig. 6 ,
è allora isoscele

,
e si ha in conseguenza f;*. 6.

di dove
zPM1 = CAf = 1

,

PAÌ2 z= 1 e PAI= l/- = L/2X4 = -
1 r 1 r A a
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sen

di dove

i» i» i» i»
^ - • cnn • • •

i 6384 * iooooo **
i 6384 * iooooo

ovvero :: 100000 : 1 6384- >

16384 sen -j^;

,

sen o? , ooooi == = o, ooooi 5707963,
100000

almeno nelle dodici prime cifre decimali. Si troverà per la

stessa ragione

sen 01 , 00002 — 2 sen 0? ,
00001

sen o»
, oooo3= 3 sen 07 , 00001

sen 07 , 00004— 4 sen 07 , 00001 ,
ec.

Avendo cura di calcolare nel medesimo tempo il coseno , e

la tangente di ciascuno di questi archi
,
vedremo che si può

seguir questa via fino all’ arco , il cui seno
,
e la tangente

si confondon pure nelle dodici prime cifre decimali.

Mentre non si volessero avere i valori approssimativi

se non che fino all’ottava decimale, potrebbesi proseguire

allora fino all’arco di o? , 00 1

.

Per elevarsi in seguito ad archi maggiori ci servire-

mo dell’ equazioni

sen 2a= 2 sen a cos a
; cos 20= cos o*— sen a*

sen
(
a + b

)
= sen a cos b + sen b cos a

003
(
a ±_ b

)
= cos a cos b + sen a sen 6 ;

facendo successivamente a= ov
,
oòi,o=o7 , 002, ec. nelle

due prime, ne dedurremo
sen 07 , 002, cos o» , 002 ,

sen 07 , oo4 ,
cos 07 , 004, ec.;

e prendendo in seguito a=oi
,
001 , 6=07 , 002, a=os , 002,

fc=o7 ,
oo3

,
ec.

,
otterremo col mezzo delle due ultime

sen 07 ,
oo3

,
cos 07 , oo3,

sen o?
,
oo5

,
cos 07 , oo5 ,

ec.

Ciò
,
che abbiamo esposto

,
serve per far comprendere

come si possan formare le Tavole trigonometriche. Esiston

<T altronde dei metodi più speditivi per calcolare i seni de-

gli archi qualunque col mezzo di serie convergenti
,
le quali

deduconsi dall’ equazioni del nrnn.° 11. Si troverai! queste

serie nell’ Introduzione del mio Trattalo del Calcolo diffe-

renziale
, e del Calcolo integrale.
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21. Per facilitare i calcoli si sono sostituiti fin da gran

tempo ai valori dei serti
,

coseni
,

tangenti

,

e cotangenti i

lor logaritmi
;
e nella maggior parte delle Tavole altro non

trovasi se non che questi ultimi
;

di modo che
,

col lor

mezzo
,

si risolve sempre l’ uno o f altro di questi Pro-

blemi.

i.° Essendo dato un arco , trovare il logaritmo del sm
seno

,
ovvero quello del suo coseno

,
oppure quello della sua

tangente
,
o quello della sua cotangente.

2.
0 Conoscendo il logaritmo del seno , ovvero quello del

coseno
,
oppur quello della tangente

, o quel della cotangente

<f un arco
,
trovare quest' arco.

La soluzione di questi Problemi dipende dalla dispo-

sizion delle Tarde ;
disposizione

,
la quale non è la stessa

in tutte
,
e che trovasi sempre spiegata in fronte di ciascuna

di esse. Ecco perchè non ne farò qui menzione. Mi limi-

terò ad indicare le Tavole di Callet, come le migliori re-

lativamente all’antica divisione, e quelle di Borda , ovvero
quelle dei Sigg. Hobert e Ideler

, per rapporto alla nuova.

Le Tavole Trigonometriche non abbracciano che l’esten-

sione del quarto di circolo -

,
ma desse danno

, malgrado ciò,

i seni
,
e i coseni

,
le tangenti

, e le cotangenti per tutti gli

archi, comunque grandi essi sieno, come io lo forò vede-
re esaminando l’andamento delle linee trigonometriche ri-

spetto ai diversi gradi di grandezza
,

pei quali può pas-

sare un arco di circolo. •

r -22. Per ben comprendere ciò che viene in appresso
,

bisogna ben concepire la legge di continuità
,
che regna sem-

pre tra i differenti resultati che si deducono da una me-
desima espressione algebrica

,
oppure da una medesima co-

struzione geometrica
,

la quale consiste in ciò che ciascun
valore'', che prende l’espressione, di cui si tratta, è
sempre preceduto, o seguito da valori, i quali differisco-

no tanto poco quanto si voglia dal primo , ed in ciò che nella

descrizion d’una linea ciascun punto è sempre preceduto, o
seguito da punti, i quali gli sono immediatamente con-
tigui. Ciò posto, se si concepisce che il raggio MC, fig. io, Fig
in primo luogo soprapposto ad AC

,
giri intorno al pun-

to C come su d’ una cerniera
,
questo raggio formerà suc-

cessivamente con AC tutti gli angoli possibili; ed il pun-
to M ,

situato alla sua estremità
,
passerà per tutti i punti

della circonferenza del circolo ABA' B'A
,
ovvero

,
eh’ è lo

stesso
,

la descriverà. Seguendo con attenzione il movimento

,

che io indicato
,
si vede in primo luogo che nel punto A

,

Lacroix Trigonom. 3
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ove l’arco è nullo, il seno è parimente nullo, ed il co-

seno non differisce dal raggio AC. Allorché il raggio CM
si è distaccato da AC, il seno PM aumenta a misura che

il puulo M
,
che d’ ora in avanti chiamerò il punto descri

'

venie
,
s’avanza verso B; e quando vi è pervenuto, PM

diviene eguale a CB
, o sivvero al raggio. Nelle medesime

circostanze il coseno PC va sempre diminuendo, e divien

nullo allorché il punto M è in B
j

1’ angolo ACB è allora

retto
,
e 1’ arco AB= 11 punto M continuando nel

suo movimento al di là del punto B , il seno decresce
,
ed

il coseno
,

il quale adesso cade sul diametro AA'
, da un

lato del punto C opposto a quello dove esso era prima del

punto B
,
aumenta. Ciò è dimostrato dalla sola ispezione

della figura -, P' M'
,
seno di ABM'

,
è minor di BC seno

di AB ; e CP'
,
coseno del primo di questi archi, sorpassa

il coseno del secondo
,

il quale è nullo. È a proposito d’os-

servare che P'M' e CP' son respettivamedte il seno
, e il

coseno dell’arco A'M', contato dal punto A' , e supplemento

di ABM'
;

dal che ne segue che un angolo ottuso ha il me-
desimo seno , ed il medesimo coseno che il suo supplemento,

Allorché il punto M' è arrivato in A' il seno è nullo,

come nel punto A
,
ed il coseno è di nuovo eguale al rag-

gio. Nel punto A' l’ arco ABA' è eguale alla mezza-circon-

ferenza
,
ovvero a * -, P angolo ACM è arrivato al suo mag-

gior limile j ma nulla si oppone a ciò che il raggio CM

,

ed il punto descrivente non continuino il lor movimento

,

e non passino al disotto del diametro A A'. 11 seno, il quale

diviene allora P"M", cade pure al disotto del diametro, ed
aumenta a misura che il punto M" avvicinasi aB', mentre
che il coseno CP" diminuisce. Al punto B', ove l’ arco AB A'B'

3 3
èi -7 della circonferenza, ovvero— *, l’uno è eguale al

4 2

raggio CB', e l’ altro è nullo. Finalmente da B' sino ad A
il seno P'"M'" ,

sempre al disotto di AA', va continua-

mente diminuendo , ed il coseno CP"', il quale si trova al-

lora dal medesimo lato ove desso era nel primo quarto di

circolo AB ,
aumenta e diviene eguale al raggio in A. In

questo punto il seno è nullo
, il punto descrivente ha ter-

minata una rivoluzione
,
ma desso può ricominciarne un’al-

tra -, e considerando sempre come un solo arco la totalità

dello spazio percorso da questo punto fin dal principio del
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movimento
,
avremo degli archi maggiori della circonfe-

renza
,
e die avranno i medesimi seni

,
coseni

,
tangenti

,
cotangenti

,
di quelli, che sono stati descritti nella prima

rivoluzione. Queste considerazioni conducono a delle conse-
guenze importantissime per 1’ analisi , e che io ho svilup-

pate nei miei Trattati del Calcolo differenziale e del Cal-
colo integrale.

a3. Bisogna cercar adesso come F espressioni algebriche
dei seni,e coseni corrispondano alle diverse circostanze,che ho

esposte. Per questo suppongo primieramente a— — * nel-
2

l’ equazioni

eos ( a + b )=cos a cos b + sen a sen 6 2

sen
(
a + 6 )

= sen a cos 6 + sen é cos a
)

(A).

Osservando che cos — *=o, e che sen — * = si trova

cos(-i * + 0)= + sen 6,

seB(-^* + &)=cos5.

Bisogna notare dite cose in qnèst’ espressioni
,
cioè, il loro

valore assoluto, ed il segno dal quale esso è affetto.

Questo valore si verifica sulla figura
}
poiché AB es-

sendo eguale a — c, se si prenda l’arco BM' per 6, l’arco
2

AM* sarà —- ir -j- A ; ma P'M' essendo il seno di A'M' , co-

me pure di AM', sarà desso il coseno di BM', ovvero di b
r

laddove CP' ne sarà il sena.

Quanto poi al segno — dal quale cos
(
— * -j- 6 ) è
2

affitto ne risulta che se si riguardano come positivi 1

il seno,
ed il coseno d’ un arco minore del quarto della circonfe-
renza, il coseno d' un arco maggiore sarà negativo

,
mentre
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che il suo seno sarà positivo. Se facciasi ancora 6 = ~

avremo cos «•— — i , sen *= o.

Supponendo in seguito che nell’ equazioni (A) a= *

,

otterremo
,
posto ciò che precede

,

cos
(
* + b

)
=— cos ò.

sen
(
* + b

) = + sen b.

Il valore assoluto di queste formule può verificarsi colla

stessa facilità di quello delle precedenti: il loro segno di-

3
mostra che qualunque arco compreso tra *

,

e — «ravrà il

suo seno
,
ed il suo coseno negativi ; ed allorché b — —

si ha 3

3 3
cos — «•= o , sen — *=— i.

2 2

Finalmente quando«=—«, l’ equazioni (A) si ri-

ducono
,

in virtù dei valori precedenti
,
a

3
cos( — * + &)= + sen 6,

2 — —

sen
(
— # +b)=z — cosò,
2

e da ciò segue che qualunque arco compreso tra £
2

ovvero 2* ,
lia il suo coseno positivo ed il suo seno ne-

gativo.

Recapitolando questi risultati vedremo
1 .° Che dal punto A sino al punto A' , ove l’ arco

ABA' = «•
, i seni son positivi :

2.
0 Che dal punto A' fino al punto A , ove l’ arco

ABA' B' A= ,
e vale a dire da * sino a 2* ,

i seni son
negativi :

3.° Che dal punto A fino al punto B
,

ove l’ arco

AB = —

*

2 l
i coseni son positivi :
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4° Che dal punto B fino al punto B' , ove l’ arco

3 1

i 3
ABA'B' =— e vale a dire da — * a — *

, i coseni son
a a a

negativi :

5.° Finalmente che dal punto B' sino al punto A
,
ove

3
l’arco ABA'B'A= a*, e vale a dire da — *a a ir, i co-

a

seni son positivi.

Ed osserverem senza pena che i seni cangian di segno

allorché dessi passano al disotto del diametro A A', e i co-

seni allorché passano da un lato all’altro del punto C ,
ov-

vero che detti coseni cadono al di qua , o al di là del dia-

metro BB' perpendicolare al primo.

Con queste attenzioni estenderemo le formule del n.° 1

1

a tutte le grandezze possibili degli archi AM
,
ed AN; e i

FI«- A
valori conclusi da queste formule si accorderanno con quelli,

i quali si dedurrebbero dalla costruzione , e dai ragionamenti

del n.° precitato, se si applicassero immediatamente agli ar-

chi proposti
;
esercizio il quale può essere utile al Lettore.

24 . Seguendo il corso delle tangenti
,

troveremo che

desse vanno sempre aumentando dal punto A fig. io, fino fi

al punto B
,
ove l’ arco AM è divenuto eguale ad «. A

2

questo punto la secante NC confondendosi con CB , è pa-

ralella alla tangente AN , ed in conseguenza più non rin-

contra ; di tal maniera che l’ arco AB non ha, a parlar pro-

priamente, tangente trigonometrica. Frattanto si dice che

la sua tangente è infinita; ma per quest’espressione bisogna

intendere che prendendo il punto M tanto vicino al punto B
quanto sarà necessario, troveremo una tangente AN mag-
giore di qualunque siasi quantità cbe vorremo. Questo è

pure ciò che dimostra l’ equazione

sen d
tang a= la quale dà per tang o un valore tanto più

grande quanto cos a è più piccolo
,
ovvero quanto più ci

avviciniamo al punto B.

Allorché a=o» , 5o , si ottiene cos a = sen a
,
ed in

conseguenza tango», 5o=i.
Dimostrasi la stessa cosa mediante il triangolo CAN

,

fig. 9,
il quale diviene isoscele in questo caso, poiché l’an- r>s r
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goto ACN essendo eguale alla metà d’ un retto, la stesso ne-

cessariamente succede a riguardo anco dell’ angolo ANO, la

tangente AN è dunque eguale al raggio.

Quando l’arco AM è maggiore di ~*ì «1 ra99*° MCI

non incontra altrimenti la linea AN al disopra del diame-
tro, ma al disotto. La vera tangente AN' è eguale eom’ò
facil vedere, ad A'n' tangente dell’ arco A'M' , supplemento

di AM', ma si trova posta in un senso opposto. Nel terzo

quarto di circolo la tangente
,
eh’ è stata nulla al punto A',

ripassa al disopra del diametro AA', ed AN è ancora la tan-

gente dell’ arco AA'M". Il raggio divenendo nuovamente pa-

ralello ad AN nel punto B' ,
la tangente è infinita anco in

questo punto passato il quale dessa ritorna al disotto del dia-

metro: infatti l’arco AA'M'" , per esempio, ha evidente-

mente per tangente AN'.

a5. Ora esamino ciò che risulta dall’ espressione alge-

... sena
urica tanga= .

cosa

È manifesto che il suo valore sari positivo in tutti i

casi ove il seno
,
e il coseno saranno del medesimo segno,

i 3
il che ha luogo da o fino a — * , e da « fino a — « :

a a

. 3
desso sarà in conseguenza negativo da — «sino a «•, e da — «•

fino a 2«-
;

dal che ne segue che
,

per le tangenti
, come

pei seni
, e i coseni

,
i cangiamenti di segno corrispondono

pure ai cangiamenti di situazione. Troverebbcsi parimente

che le cotangenti son positive da o° fino ad «•
,

e da *

3 i 3
fino a — «, e negative da — * fino a « ,

e da — « fino a 2«*.
a 2 a

a6. Nel calcolo incontransi alcune volte degli archi ne-
gativi, il seno ed il coseno dei quali possono pure deter-

minarsi col mezzo delle formule del n.° 1

1

. L’ espressione di
sen

( a—b
)
cangiando di segno allorché vi si cangia a in b ,

c 6 in a, fa vedere che sen ( b—a )= — scn
(
a— b

) j
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DI TRIGONOMETRIA. a3
così quando a > b , l’ arco negativo b— a ha un seno ne-

gativo.

Se si costruisse la
fig. 4*, in questa ipotesi, prenden- fìS 4*.

do AM=ò , MN= a
,
e portando quest’ ultimo arco al di-

sotto del punto M, per operare come è stato detto nel n.° 1 1,

l’ arco AN' si troverebbe al disotto di AC in luogo d’essere

al disopra : il seno Q;N# eangerebbe dunque di lato
,

nello

stesso modo che l’ arco. Quanto al coseno
,
desso resterebbe

dal medesimo lato
, e col mezzo delle formule si trova pure

che cos ( 6— a)= cos(a— 6).

27. La proposizion dimostrata nel n.° 11 , ha ancora

delle numerose conseguenze
,
alcune delle quali saranno in

seguito necessarie ; ecco perchè io le porrò adesso.

i.° Sommando tra loro le due equazioni

sen
, ... sen a cos 6 4- sen 6 cos a
(a + ò)= T. ,

. sen a cos 6— sen b cos a
sen ( a — b

)
=

R
,

avremo

2 sen a cos 6
sen ( a+ 0 ) + sen (a — 0 )

= ,

R
di dove

R R
sen a cos è= — sen (a+ *>)+ — sen (a — b ).

2.
0

Togliendo la seconda equazion dalla prima avremo

. ... . .. 2 sen b cos a
sen

( a b )
— sen (a— b)= -

R
di dove

R R
sen 6 cosa=— sen(a-J-i) -sen (a

—

b ).

Allorché a=b
,
questa formula e la precedente danno

R
cos a sen a= — sen 20.

2

3." Sommando tra loro le due equazioni

_ . . . . cos a cos b — sen a sen 6
cos

(
a -j- è )

=
R

,
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, .. oos a cos 6 4- sen a sen 6
cos(a-b)= T.

,

avremo

, , . . , , , . a cosacos 6
cos(a + 6) + cos(a— 6)= ,

1\

d’onde

R »
cos a cos i= — cos (a+ 6)4- — cos (a— 6).

Allorché a— b, questa formula dà

cosa*
R

,
R— cos 2a -J—-,

2 2

osservando che il coseno è eguale al raggio allorché l’arco

è nullo.

4-° Togliendo la prima dalla seconda, conseguiremo

cos (a— b) — cos
(
a + 5 )

= ,

di dove

sen a sen 6=
-^

cos (a— 6 )— — cos ( a b ).

Allorché a= 6 ,
questa formula somministra

R* R
sen a — cos uà.

2 2
l • .

.
§

.
' • I - . .

r i

5.° Se si faccia a -f- b= a', a— b — b', troveremo
,

sommando queste due equazioni, 2a—a'-{-U, e togliendone
la seconda dalla prima

,
2b =. a' — b‘

5
segue da ciò che

a' + V , a1 — V
a— —

,
b— .

2 3

Ponendo questi valori di a e di b nell’ espressioni di
sen a cos b, sen b cos a, cos a cosò, sen a sen 6, preceden-
temente ottenute, troveremo

sen-L (a'+ò, )cos (a' — b')—^
(
^n a'-j- sen b'

)

cos — ( a' -f- b' ) sen — ( a'— b')= — (sen a'— sen b' )
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DI TRIGONOMETRIA. 25

cos — ( a' -f b1

)
cos—

(
a'—V)=— ( cos a' + cos 6' )

2 2,3
sen -i- (o'+ fr

, )sen-^ (a*— b'
)= ^ (cosò1 — cos a').

Dividendo la seconda delle formule precedenti per la

prima, avremo

008
"a*

^^ ^ ^
8611

"a
( o/— ^ )

*en — ( a'4- V ) cos — ( af — V )
‘ 2 7

2

scn
(
a'— V

)
cos

( a' -f- 6'
)

cos
(
a'— V

)
sen

(
a' -J- b1

)

sen a' — sen b1

sen a' -j- sen bf

Osservando in seguito che -^
n
^

A
(8), e che in con-

cos A R ' ”

cos A R
seguenza

wo r» a «

a = , otterremo
sen A tang A

tang
(
af— bf

)

tang (a'+i/)

i

sen af— sen b*

sen a' -f- sen b>

Concluderem parimente dalle due ultime formule ripor-
tate qui sopra che

I

cos V- cosa'
tang^(«, + 6/ )tan^(af-V )

cos af -f- cos V ~~
R»

Dividendo l’ espressione di sen
(
a + b

)
per quella di

cos ( a + 6 ) , avremo
sen

(
a + b ) sen a cos b + sen b cos a

,

cos
( a + b )~cos a cos b + sen a scn 6’

dividendo in seguito il numeratore ed il denominatore della

frazione del secondo membro per cos « cos 6, desso diverrà
Lacroix Trigonom. 4
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seti a + sen b

cos a ~ cos b
- •

. — sen a sen 6’
i 4. .

cos a cos b

e siccome in generale
sen A

cos A :^ A
(8) ,

si otterrà con

questo mezzo

tang
(
a + b )

tango + tang 6

R ~ R R(tang a Hk tang b )

tango tang 6
J

R*+lang o tang
6’

1 + R * R

, . ,
R*

(
tang a + tang 6 )

finalmente tang (
o ± 6=-^ uingatuugò •

R

R*
, v

Rammentandosi che cot A= (9) ,
troveremo

tang A

. -1
R* R* + tang otang & __

00 ' a— '
tang

(
0 + b

)
tang o + tang b

R* R*
R* + cot o ’ cot b

R a
4. R* »

cot a~coti

e riducendo, arriveremo a •

, ,
. . cot a cot bX R*

cot (o± b
,

cot b + cot a

i

28. L’equazione

tang-^ [a1 — V)

tang -i
( a'+ V )

sena'— sen

sen a! -f- senV

dalla quale resulta che la somma dei seni di due archi sla

alla lor differenza , come la tangente della semi-somma di

questi archi sta alla tangente della lor semi-differenza , si

ottiene immediatamente per mezzo d’ una* costruzione geo-

metrica elegantissima.

Digìtized by Googl



DI TftlOOIIOMCTftlA.
_

VJ
AM ed AN , fio. n , essendo i due archi a' e f

, fij.h.

avremo MP= sen a’, NQ= sen V ;
conducendo NG para-

iella al diametro AB
,

e prolungando MP fino in M'
,

re-

sulterà

M R= M P — NQ= sen a7 — sen V ,

M'R = M'P + NQ= sen a1

-f- sen V (»4)*

Ciò fatto , se dal punto C come centro
,
e con un raggio CD

eguale a quello del circolo ACB, si descriva un arco EDG

,

e si conduca al punto D di quest’arco una tangente termi-

nata dalle rette CM e CM7 è manifesto che DF
, DH

saranno le tangenti degli archi DE e DG , i quali misu-

rano gli angoli MCN e NCM'
5 e siccome questi angoli

hanno il lor vertice alla circonferenza del circolo ACB,
dessi avran pur per misura la metà di

NM= AM — AN= a7 — 1/

,

e quella di

NM' = AM7+ AN=a' + òf;

avrem dunque

DF= tang-^ ( a

'

—

ò

7

), DH =tang (o'-f-J7
).

Ma a motivo delle paralelle MM' e FU, avrem questa

proporzione

mr : m'r :: df : dh,
• i

sena'—sen6, :seno'+sen6,::tang^ (a7—à'Jjtang-i (o'-j-ft
7

);

ciò che riducesi all’equazione proposta.

Sarebbe facile di modificare la costruzione suddivisala

in modo da dedurne le diverse equazioni analoghe a quel-

le che abbiam dimostrate.
- 29. Siccome si ha spesso occasione di far uso delle for-

mule ,
alle quali sono precedentemente arrivato

,
le ho riu-

nite nella Tavola seguente con altre, le quali deduconsi
con metodi focili a immaginarsi. 1 numeri, che si leg-

gono accanto a ciascuna formula
,
indicano gli artieoi i ove

desse sono state trovate, ovvero dai quali possiamo con-

cluderle.
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Tavola delie Formule Trigonomelriehe le più usilate.

sen a* + cos a* = R* (io)

sen
(
a + 6=sen a cos b + sen b cos a)

cos(« + b)~
cos a cos b + sen a sen 61

sen a cos 6 ss
t . ? * . .

•

— R [sen(a+fc)+senX<i—6)]

cos a sen b= — R [ sen(a-j-ft)-^sen(a—6)]

cos a cos 6 = ^R [cos (a+ &)-{- cos (a—&)]

sen a sen 6 ss—
* 1

R [ cos(a-}-6)—cos(a—6)]

1

sen a -f- sen 6=
2 1' I— sen — (a+ò)cos —(a—6)

)

sena— sen 6 = ~ cos —
- (a-f-6)sen —(a—b)

cos a -{-cos 6= 5* CO» 1 (a+6)cosl(a—i)

• *cv 1
• «te

cosa

—

cosò— -- W^n "2 (°"^^sen ^C®

—

f V
"

ssenacosa
ii), sen —a= — VaR*—2Rcosa (i3)

2 2

cosa*— sena* 2 cos a 2*— R* .

cos aa= s
= r (11)
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Seguilo della Tavola delle Formule Trigonometriche.

/
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Seguilo della Tavola delle Formule trigonometriche.

sen <z+sen b
tang ~ (a+6)

sen a—sen 6
tang (a—6)

sen a+sen b
tang-i (o+6)

sen a
tang-io

cos a-j-cos b R R+coso R

sen a+scn b
cot — (a—6) sen a

cot JL a
a

cos a—cos b R R—cosa
1

R

sen a—sen b
tang

(0—6)

cos a+cos b R

sen a—sen b
cot 1 (o+6)

cos a—cos b R

cos a+cos b
cot — (a—6)

sec o+ sec 6

cos a—cos b
tang (o+6)

sec a— sec 6

R tang a
sen a =z ,oosa=-

R*
= (8, io]

19 19

R=sen i?=coscw=tang —=cot — =seco?= cosec i»

= — sec
(
23, a4)

2 O

sen a= — corda 20 (i4)>
2

sen
( 19 ± b

)=+ cos 6 ,
cos (

1» + 6 )= + sen 6

sen(2* + 6)=

+

scn6, cos (2» + b)=— cos 6 /

sen
(
3? ±b)=— cos6, cos (

3? + 6Ì= + sen 6 ;

sen( 4? + 6)= ± sonò
,
cos (4? + 6)= -fcosft
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3o. Principio adesso a parlare dell’ applicazion delle Ta
vola Trigonometriche, alla"risoluzione dei triangoli

,
jwr la

quale bisogna rammemorarsi che col mezzo di queste Tavole
,

allorché un angolo è cognito
,

il valor del suo seno
, quello

del stio coseno
,
quello della sua tangente

, e quello della

sua cotangente son parimente cogniti, e che reciprocamente,

quando il valore d’ una di queste linee è dato, quello dcl-

1’ arco debb’ essere riguardalo come dato.

Sia CDE
, fig. 12 ,

un triangolo rettangolo in D , da F|i ia

uno degli angoli acuti C ,
come centro, si descriva , con un

raggio eguale a quel delle Tavole , 1
’ arco AM

;
si ablrassi

MP perpendicolare sopra AC ; finalmente s’ alzi la tangente

AN per formare i due triangoli delle Tavole , cioè, CPM

,

che sari quello del seno e del coseno , e CAN quello della

tangente e della secante. L’ uno e l’ altro saranno simili al

proposto triangolo
,

e paragonandoli successivamente con
quest’ultimo ne ricaveremo

CM : PM :: ce : de) to

cm : cp :: ce : cD>
ovvero

{R
CA : AN :: CD : DE ovvero IV

sen C
cos C
tang C

CE : ED
CE : CD
CD : DE

L’angolo E essendo complemento dell’angolo C, avre-

mo cos C= sen E; le due prime proporzioni possono unirsi

in una sola ed enunciarsi cosi : Il raggio sta al seno d’ uno
degli angoli acuti del triangolo rettangolo proposto

,
come

l'ipotcnusa sta al lato opposto a quest’angolo.

La terza dimostra che il raggio sta alla tangente cf uno
degli angoli acuti del triangolo rettangolo proposto

,
come il

lato dell' angolo retto adiacente a quell angolo acuto sta al

lato opposto.

11 raggio essendo sempre dato servirà conoscere due
dei tre altri termini di ciascuna delle proporzioni, che ho
enunciate per trovar quella che resta. Così in virtù della

prima determincrem sempre una di queste tre cose, cioè,

/’ ipotcnusa
,
un lato ed un angolo acuto

,
allorché se nei

conosceranno due sole.

Ilo posto semplicemente un angolo acuto , benché la

proporzione esiga che quest’angolo sia opposto al lato dato

o cercato, perchè Uno degli angoli acuti fa trovar l’altro

immediatamente
5
cd in conseguenza, se quello che si co-

nosce ovvero quel che si cerca
, non soddisfi a tal condi-

zione, si può tosto impiegare il suo complemento.

Per la seconda proporzione determineremo sempre una
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di queste tre cose

,
cioè

,
i due lati d’ un angolo retto

,
ed

un angolo acuto allorché se ne conosceranno due sole.

Segue da ciò i.° che, conoscendo un lato ed un an-

golo d’un triangolo rettangolo, si possono calcolare gli altri

ìlue luti ; a." che conoscendo due qualunque dei lati
,
si pos-

sono calcolar gli angoli acuti.

Questi due casi non comprendono quello ove si hanno
due lati qualunque d’ uu triangolo

,
e se ne cerca il terzo-,

ma questo caso si risolve subito mediante la
.
proprietà co-

gnita del triangolo rettangolo, la qual somministra

CD'* -)-DE
a =CEa

, e di dove ricavasi CE=

Se si conoscesse l’ ipotenusa CE ed uno dei lati del-

l’angolo retto, DE, per esempio, avrebbesi

Osservando che CEa _DEa —(CE+ DE)(CE—DE),
e prendendo i logaritmi dei due membri dell’ equazione

CD=V (
CE -f- DE ) (

CE— DE ) ,
si troverebbe

1 CD= ~ [ 1 (
CE+ DE

)
-+• 1 (CE — DE

) ].

Allorché si costruiscono formule, le quali debbon
servire a calcoli numerici, fa di mestieri procurar sem-
pre di prepararle in tal modo che vi si possano applicare

comodamente i logaritmi
,
e vale a dire che non siamo ob-

bligati di passare dai logaritmi ai numeri
,
e di ritornare

da questi ultimi ai primi se non che il meno che sia possi-

bile. Applicando i logaritmi alla ricerca di CD col mezzo
della sua prima espressione, conosceremo evidentemente l’og-

getto di quest’osservazione speciale.

Terminerò quest’ esposizion dei principi, i quali con-
ducono a risolvere i triangoli rettangoli

,
osservando che i

due casi trattati in ultimo luogo si risolvono pure mediante
le due proporzioni riportate sul principio di quest’articolo:

poiché i.° se conoscendo CD c DE si voglia trovar CE ,

potrem calcolare uno degli angoli acuti
,
C

,
per esempio,

col mezzo della proporzione R : tang C : : CD : DE -, avendo
trovato quest’ angolo calcoleremo l’ ipotenusa CE colla pro-

porzione R : sen C CE : DE, nella quale conosceremo
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i tre termini R, sen C e DE; allorché conosceremo

l' ipotenusa CE cd uno degli altri lati, CD, per esempio,

calcoleremo l’angolo acuto opposto al lato cercato mediante

la proporzione R : sen E ovvero cos C ; : CE ; CD ; poi

troveremo il lato DE colla proporzione R t sen C : ; CE : DE.

3i. Si può riepilogare ciò cheabbiam detto sui triangoli

rettangoli iu una maniera comoda denotando i lor angoli

per A
,
B

, C ,
essendo A l’ angolo retto

,
e chiamando a,

b e c i lati
,

i quali son respetlivamente opposti a ciascun

di questi angoli
,
come lo mostra la fig. i3. Avremo pri- Fig.is.

interamente pel primo principio

R : sen C :: a ; c, R : sen B a : 6,

di dove ricaveremo

c senC b scnB

~à
~

“ÌT ’ ~à
~

IT"
Eliminando a da queste due equazioni

,
il che si fa divi-

dendo ciascun membro della prima per il suo corrispon-

dente nella seconda, troveremoV senC.

6 senB’

^ senC tangC , .

e siccome sen B = cos C
,
e —- =—

,
ne resulterà

;
*
f , "l

• COSvi |l.,
,

c tangC . . , . .—= — ;
equazione

,
che rappresenta il secondo prin-

b R • . , ,
•

• i

cipio enunciato nel numero precedente.

Finalmente
,

se si quadra ciascun membro delle due
prime equazioni, e si sommino in seguito membro a membro
l’ equazioni resultanti osservando che

sen C’ 4- sen B1 == sep C* -j- cos C*= R* (io) avremo

c» b
%

— 4- — = i , ovvero b 2 + c* = o*.
a1 a

Segue da ciò che le due equazioni

c senC b senB

H ÌT? —R\, .

‘

.

bastano unitamente alla relazione
,
che esiste tra gli angoli

B e C
,
per risolvere tutti i casi dei triangoli rettangoli.

Lackoix Tìugoh. 5
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3a. Il principio , sul quale è fondata la risoluzione dei

triangoli rettangoli
,
conduce a quella dei triangoli qualun-

que essi sieno, abbassando dall'angolo B del triangolo ABC,
*

fi9- i4i ima perpendicolare BD, formerem due triangoli

ABD, BDC, rettangoli in D; avremo nel primo

R : sen A :: AB : BD
e nel secondo

r : sen c :: bc :: bd,

le quali proporzioni somministrano

R X BD = sen A X AB, R X BD = sen C X BC

,

d’onde in conseguenza procede

sen A X AB =sen C X BC ovverosen A : sen C : : BC : AB.

Allorché la perpendicolare cade al di fuori ,
1’ angolo C

non è comune al triangolo ABC ed al triangolo BCD
, ma

1’ angolo BCD e l’angolo BCA, equivalendo insieme a due
angoli retti

,
hanno il medesimo seno (22).

La proporzione ottenuta qui sopra può convertirsi in

principio generale, ed enunciarsi così: In un triangolo qua-
lunque i seni degli angoli sono Ira loro come i lati opposti

a questi angoli.

33. La medesima proposizione dimostrasi pure nella

maniera seguente
,

la quale sembra più analoga all’ idea ,

che ho di già data della Trigonometria nei num.‘ i.° e 2.
0

Ftg.is. Avendo inscritto il triangolo ABC,
fig.

i5, in un cir-

colo
,
se si descriva col centro 0 di questo circolo

,
e con

un raggio Oa, eguale a quello delle Tavole
,
un altro cir-

colo afte, e poi si uniscano con le rette, ab
,

ftc, ed
ac

, i punti ove i raggi AO
, BO , CO incontrano il cir-

colo delle Tavole
,

formeremo un triangolo abe simile al

triangolo proposto
,
e di cui i lati ab

,
bc ed ac si dedur-

ràn dalle Tavole.

La similitudine dei due triangoli ABC ed abe divien

manifesta allorché s’osserva che le rette aO, ftO e cO
essendo eguali

,
come raggi d’ un medesimo circolo come lo

sono le rette AO
,
BO

,
CO

,
i triangoli AOB ,

BOC ed
AOC hanno i loro lati

,
AO e BO

,
BO e CO

,
AO e

CO tagliati proporzionalmente nei punti a e ft
,

ft e c , a
e c

, ed in conseguenza le rette AB -e ab
,
BC e ftc

,
AC e

ac soo respettivamente paralelle : si ha dunque
<

ab ; bc : ac «ft : ftc ; oc,
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1 , i . i

; I — ab — be i — ac.
2 a a

Ciò posto gli angoli del triangolo abc avendo i loro

vertici sulla circonferenza
,
son misurati dalla metà dell’ ar-

co
,
che sottende il lato

,
che loro è opposto

, e ciascun di

questi archi ha evidentemente per seno la metà di questo

medesimo lato
(

a 4) : dunque

— ab =sen c = scn C T
a

— bc= scn a= scn A ,
a 1

i— ac— sen 6= seu B

,

a '

ed in conseguenza

AB ; BC : AC :: sen C : sen A : sen B.

Il paragone dei triangoli AOB ed aOb dimostra di p iù

che AB I oà : ; AO : aO
,
ovvero che AB : a sen C : ;

AO : aO ,
e vale a dire che ciascun lato del triangolo ABC!

sta al doppio del seno dell'angolo che gli è opposto come
il raggio del circolo circoscritto sta a quel delle Tavole (*).

34 . Denotando, come nel n.° 3i , i tre angoli per A,
B, C, ed L tati respeltivamente opposti a ciascun di questi

angoli per a, b r c r avremo ,
dietro a ciò che precede ,

le proporzioni

sen A l sen B :: a : b r

sen A ; sen C :: a : c T

sen B : sen C b ; c r

(*) Pbtrebbonsi considerare le linee rette ab, bc ed ac

come i séni medesimi di questi angoli A
,
B, C

,
prendendo

per unild il diametro del circolo abc. Egli è in questa ma-
niera che il Sig*. Carnot le ha presentate nell' opera inti-

tolala Geometria di posizione. Vi si trova ,
(Retro a questa

definizione, una dimostrazione semplicissima ed elegantis-

sima della proposizione del n.° 11
,

e delle sue derivate le

più importanti.
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dalle quali ne dedurremo l’ equazioni.

b senB c senC c senC

a senA’ a senA’ b senB'

Risolveremo immediatamente con queste proporzioni un
triangolo : i .° allorché si conosceranno due angoli e un lato,

poiché allora tutti gli angoli saranno dati
, ed i lati cer-

cati saranno necessariamente opposti a due di questi angoli,

se
,
per esempio

,
a è dato

,
come pure gli angoli B e C,

toglieremo la somma di questi angoli da due retti per aver
l’ angolo A

,
e le due prime proporzioni faran conoscere i

lati cercati b e c; a.° quando avremo un angolo e due
lati

,
uno dei quali sia opposto all’angolo dato

;
se questo

è ,
per esempio , l’angolo A

, coi lati a e b
, calcoleremo

l’angolo B per la prima proporzione, e conoscendo allora

due angoli ricaderemo nel caso precedente.

Vi son due casi, i quali non essendo compresi negli
altri

,
che ho esaminati

, sembrano sfuggire al metodo : que-
sti son quelli, nei quali si conoscon due lati e f angolo
contenuto

,
ovvero i tre lati

; ora mi occuperò dell’ uno e
dell’altro.

35. Suppongo in primo luogo che si conoscono i due
lati a e 6 e l’angolo contenuto C. Ponendo l’ equazioni

c senC c senC

a senA ’ 6 senB

sotto la forma

a sen C= c sen A
,

b sen C = c sen B

,

per sommarle membro a membro, ed in seguito sottrarle

una dall’altra, si trova

(
a-j-&)senC=c(sen A-j-senB),

(a—6)scnC = c(sen A— senB);
dividendo l’ultimo resultato pel primo, il lato incognito o
disparisce, e si ha

a—

b

sen A — sen B

a-\-b sen A -J- sen B'

Ma abbiamo veduto (27) che

sen A — sen B
tan^ 2 ^

A R
^

senA+ saiB-
taiig _L(A + B)

2
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ne concluderemo dunque

tang— (A — B)
g— b_ 2 ^

tang-^ (A + B)

di dove ne dedurremo la proporzione

a+ 6 : a—b :: tang (A+ B) : tang-^ (A— B),

la quale si enuncia così : La somma di due lati d' un trian-

golo sta alla lor differenza ,
come la tangente della semi

somma degli angoli opposti a questi lati sta alla tangente

della lor semi differenza.

Tutto è cògnito in questa proporzione eccettuato A—B,

poiché
,
se si tolga da due quadranti la misura dell’angolo

cognito C, il resto sarà quella di (A+B) ;
prendendo per-

ciò il valore di tang ~ (A—B) ,
otterremo

tang “ ( A—B )=^ X tang± (
A+B ) }

formula, che farà conoscere A— B. Ponendo in seguilo

A + B= m, A — B = n,

c sommando quest’ equazioni ,
concluderemo

m+n
2A= m + n

,
ovvero A= ,

' a

dipoi togliendo la seconda dalla prima
,
otterremo

m— n
2B=m— n ,

ovvero B=
’ Ol

(*) Possiamo pure
,
per maggior brevità

,
segnare la

proporzione

a : b j: sm A : sen B (32),
dalla quale immediatamente ricavasi

a+ a : a — b : : sen A+ sen B \ sen A — sen B ;

e ne concluderemo
,
per U n.° 28

,

a + b ; a— b : ; tang ( A+ B ) : tang ^ (
A—B).
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Si fa manifesto da ciò che, conoscendo la somma m

e la differenza n dei due angoli dimandati A e B, trove-

remo il maggiore sommando la metà della somma colla me-
tà della differenza, ed il minore togliendo la metà della

differenza dalla metà della somma.
Allorché avrem calcolali tutti gli angoli

,
troveremo il

terzo lato colla regola della n.° 32 .

36 . Possiamo pure trovare immediatamente il terzo lato

abbassando una perpendicolare sopra uno dei lati dati, dal-
r%.«6. l’angolo A

,
per esempio, sul lato dato BG

, ftg. r6. Avre-

mo
,
per la proprietà cognita dei triangoli obliquangoli

,

AB3= ACa
-{-BCa+2 BC X PC

,
il segno superiore aven-

do luogo quando la perpendicolare cade dentro del triangolo,

come nella figura
,
ed il segno inferiore nel caso che dessa

cada al di fuori ;
di più , nel triangolo rettangolo ADC si

ha
(
3o)DC=AC X sen DAC=ACX cos C, facendo R = i ;

concluderemo da ciòABa= ACa
-j-BGa— aAC X BCXcosC,

ed in conseguenza

AB= j/ ACa+BCa— aAG.BC.cosC,

formula, la quale riducesi , secondo i simboli stabiliti
, a

c= V a 1 + 6 ’— aab cos C;

e darà il lato c per mezzo degli altri due a c Ir, o dcP-

l’angolo C.Un segno solo basta riguardo al termine 2ab cos C,

perchè
,
quando P angolo C è ottuso , il suo coseno è nega-

tivo e cangia per conseguenza il — in+ come lo esige la

costruzione geometrica.

37. Questa formula non si presta tanto comodamente
al calcolo logaritmico

;
ma siccome si Ita

cos aC= 1— 2 sen C1

(27)

,

avremo pure

cos C= 1— 2 (
sen C )* r

scrivendo C in luogo di C j e in virtù di questa trasfou-

mazionc otterremo
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c= a'-J-6’— 2«6 + 4«6(sen— C)*=

%

//(a— by+ iab (
sen-i C )*.

asen — C
2 1-7

Facendo in seguito - -

a _ b
V at> — tang *

ì

ne resulterà

c = (
a—

b

) V 1 + tang a
a—

b

,
poiché

COS a:

COS a

= — 1
. Calcolerem facilmente la tang * col

y/ i-J-tang*
1

mezzo della prima formula
,
ed allorché saremo arrivati al-

l’aDgolo », avremo

a—

b

per la seconda c= •

cos «

38 . L’ equazione e — \/ a* -f*
6*—aab cos C fa cono-

scere l’ angolo C allorché i tre lati a, tee, son dati
;

poiché inalzando ciascun dei suoi membri al quadrato
,

se

ne ricava

a* -j- 4* — c*= aab cos C.

di dove

cos C
a» -j- 6» — c»

aab

ma quest’espressione essendo poco comoda per il calcolo

logaritmico ,
fa di mestieri cercarne un’ altra.

Se si scriva aC' per C , e pongasi i—a sen C'
1
in luogo

di cos (1(27), avremo quest’espressione

c*—a1—4* c*—

a

1—6*4- 2ab
2 "o c' - +—^r~=—sì—

=

c*— ( a— b y ( c-f-a—b )
(c—a-f-4)

2aò 204

ed in conseguenza
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sen C'* =à—! r-~- !
—'=

(c + a — 6) (
c— a+ 6 )

2 2

ab

ma è facil vedere che

c-j-u—b (c-f-a + 6) r

21+ ìt
2 = »

05

se dunque si faccia c -f- a+ 6 = f ,
avremo, prendendo

la radice quadrata ,
o rimettendo ~ C in luogo di C'

,

sen
2

(

ab

formula, la quale conduce alla regola seguente:

Per trovare un angolo d’ un triangolo allorché i tre lati

sen cogniti
,
dalla semi somma dei tre lati togliete successi-

vamente ciascuno di quelli
,

che comprendon V angolo cer-

cato ; moltiplicate i due resti tra loro; dividete questo pro-

dotto per U prodotto dei lati
,
che comprendon V angolo cer-

cato
,

e prendete la radice quadrala del quoziente ; avrete il

seno della metà di quest’angolo.

39. La soluzione di tutti i casi de’ triangoli obliquan-

goli non dipende, come si vede, che dalle tre regole enun-
ciate nei num. i 3a

,
35

,
e 38

,
e riposa sul principio ,

dal

quale si è ricavata la soluzione dei triangoli rettangoli nel

n.° 3o: sarà dunque facile, con un poco d’ attenzione, di

ritener queste regole: ed il calcolo degli esempi che darò,

sarà bastante per porre il Lettore in istato di ben applicarle.

Esempi della risoluzione dei Triangoli rettangoli.

i.° Conoscendo nel triangolo rettangolo BAC, fig. i 3 ,

lS
l’ ipotenusa a ed un lato c

, trovare l’ angolo oppposto C
a questo lato. Sia l’ ipotenusa a=i 3m{,ri

, 178 ,
il lato c=7B‘,
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357. Avremo

(

3 i), per determinar sen C, la proporzione

a : c :: R : sen C,

dall» quale ricavasi

e prendendo i logaritmi,

r __ RX c
sen C= ,

1 sen G= IR + le— lo.

Per maggiore semplicità, si fa quasi sempre il raggio

eguale all’unità; il suo logaritmo è allora zero
,
non bi-

sognerà in conseguenza tenerne alcun conto, ed in luogo

d’ effettuare le sottrazioni
,

s’ impiegano i complementi arit-

metici , la teorica dei quali vien esposta alla fine de’miei

Elementi d’ Algebra. Ecco l’operazione:

le = I7 , 357 = . . 0,8667008
comp. arit. la= comp. arit. 1 13,178 =8,88oi 5o5

somma, ovvero 1 sen C = 9,74685 i3 ,

che
,
nelle Tavole corrisponde a ov

, 377 =C.
2.

0 Conoscendo l’angolo C = o*
, 5837

,
l’ ipotenusa

a= 33™
,
a53 ,

trovare il lato b. Avremo
(
3 t)

R : sen B ovvero cos C ; : a ; b
,

di dove ricavasi

, a X cosC—R~ ’

16 =la-|-l cosC—lR= la+ lcosC;

ora, la = 133,253= . ...-4 i,52i83o8
1 cos C = 1 cos 01 , 5837 = 9,7841210

somma, ovvero 10 = '. . . i,3o595i8,
che corrisponde nelle Tavole a 20”* ,228 = b

,
coll’ errore

minor d’ un millesimo.

3 .° Conoscendo il lato c=5m
,
3gi,e l’angolo B=o»,35oa,

trovare il lato b. Avremo ,
' . »

’ - t • -» 4

.

R : tang B :: c : 6 ,

di dove ricavasi

c X tang B
. </ —

,

• R
16= le+

1

tang B— IR
;

Lacroix Trigonom. 6

Digitized by Google



42 TRATTATO ELEMENTARE
ora

,
le = 1 5,3gi = 0,78(6693

1 tangB= 1 tang o?
,
35o2 = 9,7876255

somma
,
ovvero le= 0,5192948,

che risponde nelle Tavole a 3,n ,3o6 = c.

Esempi della risoluzione de’ Triangoli obliquangoli.

Fig i6.
I -° Conoscendo nel triangolo ABC, fig. 16, il lato c

’ e gli angoli A e B , trovare il lato b.

Sia A= 1? ,28o5, B= 01 ,5879, c— 27",348; l’an-

golo C sarà 2? — (A-f-B) = 2? — 1 1 ,8684= o? ,i3i6, ed
avremo (3a)

sen C : sen B ;; c ; b.

di dove ricaveremo

c X sen B

sen C

16 = le -f- 1 sen B — 1 sen C ;

ora ,
le = 1 27,348 = 1,4369259

1 sen B = 1 sen o» ,6879 = . . 9,90183941 sen B = 1 sen o» ,6879 = . 9,9018394
comp. arit. 1 sen C=comp. arit. 1 seno? ,1316=0,6877217

,

somma, ovvero 16 = . . 2,0264867,
che risponde nelle Tavole a io6'*,289 = 6.

2.
0
Conoscendo nel triangolo ABC i due lati a e 6,

e 1’ angolo contenuto C ,
trovare il terzo latoc.

Sia a— 28*" ,442 , 6=i7 ,n ,8o3
,
C = o?84a6; comin-

cerano in primo luogo dal trovare gli altri angoli. Avre-
mo (35)

a + 6 : a—6 :: tang
A+ B A—

B

-—!— • tantr

di dove

A-B (“8
tang__=

A-f-B
) (

« — 6 )

a -f-6

1 tang | tang ^±^+ 1 (a - 6 )
-

1 ( a + 6 ),
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ora

,
A B= 2» — C = — o* ,8426 = 1? ,i 574 ,

e

A -4- B—-=<*,5787,

<* + * = 28,442 + *7,8o3= 46,245,
« — ^= 28,442— 17,803 = 10,639,

f tang ——- = 1 tang or ,5787= 0,1084874

ì (a — b
)
= 1 10,639 =: 1,0269008

eomp. arit. L ( a + b ) = com. arit 1 46,245=8,3349352

somma
,
ovvero log taDg

thè corrisponde a 01 ,1828.

A—

B

9,4703234

A-|-B a
Dunque — 1

-B

A+ B

a

-B

= k— o» ,7615,

:B= e? ,3959.
2 2

Adesso per determinare il lato c , avremo la proporr
zione

sen B 1 sen C : : b : e ,

di dove

b X scnC
C ~ — v

sen B

e le= 15 1 semC— l sen B r

ora ,15= 1 17,803= r,25o493a
1 sen C = 1 sen or ,8426 = 9,9865885
eomp. arit. lsen B=comp. arit. I sen o» ,3959=0,2346572

somma
, ovvero- le = 1,4717399 ,

che corrisponde nelle Tavole a 29* ,G3o=c.
3." Conoscendo nel triangolo ABC i tre lati a , 6, e,

trovar l’angolo A.

Sia 0= 29m ,o37
,
5= 18'" ,743 ,V= i3'"782.

Secondo il num.° 38 , sommeremo i tre lati a, 5, e, tra

loro, il che darà 6i,56a; e dalla metà 30,781 toglieremo
successivamente b c c

;
conseguiremo i resti i2,o38c 16,999

avremo in seguilo
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1 16,999= i,23o4a34

I ia,o38 = * . . i,o8o5543

comp. arit. 1 18,743= 8,7271609
comp. arii. 1. 13,782 == 8,8606878

somma 19,8988264,

la cui mela
,
ovvero 1 sen A = 9,9494133

,

che nelle Tavole corrisponde a os ,6987 = — A
;
dunque

2

A = i» ,3974.
4o. Ilo’ opera della natura di questa non potrebbe mai

contenere tutti i casi particolari delle applicazioni di cui la

Trigonometria rettilinea è capace
;

io mi limiterò ad indi-

care la soluzione di tre problemi
, i quali si possono risguar-

dare come la base dcH’arle di levar di Pianta.

Ecco l’enunciato del primo.

Essendo data di grandezza e di posizione sopra un
,i7 .

piano una linea retta AB
,

fig. 17 , determinare
,
per rap-

porto a questa linea
,
la posizione d' un punto C situato nel

medesimo piano
,
ovvero (il che è lo stesso) trovar le di-

stanze AC e BC.

Per risolverlo, fa di mestieri misurar la linea AB la

quale è la base dell’operazione, e gli angoli CAB e CBA
contenuti tra questa base e le rette

,
che uniscono le sue

estremità col punto incognito C, le distanze cercate AC e
BC si calcoleranno allora colla regola enunciata nel n.° 3a;
c tostochè le avremo trovate, costruiremo, mediante una
scala di parli eguali

, sui tre lati dati il triangolo ABC, il

quale farà conoscere la posizion respettiva dei tre punti A,
B e C(*).

(*) Io non insisto punto sull operazione della misura
degli angoli pei che la vista degli istrumenti

, che s' impie-

gano a tal effetto ,
insegna più di tutto ciò che può dirsi

a questo riguardo
; e per concepire la possibilità di questa,

misura baslà immaginare che siasi posto nel punto A il

centro d' un settore di circolo
, di cui i raggi sieno diretti

secondo i lati AB e AC dell' angolo
, che ci proponghia-

mo di misurare. Quelli ,
che vorran dedicarsi alla pratica

di levar di pianta
,
polran consultare il Trattalo di Trigo-

ijlgilired by Gì
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Potremo in seguito ,

mediante la risoluzione del trian-

golo rettangolo ACP, nel quale conosceremo il lato AC
e l’angolo CAP, trovar la lunghezza della perpendicolare

CP abbassata sopra AB
,
ovvero della più corta distanza dal

punto C alla linea AB, e la grandezza del segmento AP.
Questi dati serviran pure a denotare la posizione del punto C
a riguardo della linea AB. Troverebbesi parimente la situa-

zione d’un punto D, il quale potrebbesi vedere ad un
tempo stesso da due qualunque dei tre punti A, B e C.

4i. Allorché si è determinato immediatamente il pun-

to D per rapporto alla linea AB , misurando gli angoli DAB,
DBA, abbiam tutto ciò eh’ è necessario per conoscer la di-

stanza scambievole dei punti C e D; poiché avendo riso-

luto il triangolo DAB, nello stesso modo che il triangolo

CAB
,
e tolto in seguito l’angolo DAB dall’ angolo CAB ,

si conoscono allora nel triangolo CAD i due lati AC e

AD e l’angolo CAD, che dessi contengono : l’applicazion

delle regole del n.° 35, somministra gli altri due angoli DCA,
CDA ed il terzo lato CD, eh’ è la distanza cercata. L’an-

golo DCA dà la posizione della retta CD ; e considerando

AC come secante
,

il paragone degli angoli DCA e CAB
fa vedere qual sia l’ inclinazion di CD a riguardo di AB.

Partendo dai punti C e D, e considerando allora la

retta CD come una nuova base, potremo determinare dei

nuovi punti, che non si potessero veder dai due primi A
e B

5
e continuando così di mano in mano

,
fisseremo la

posizion respettiva dj tutti i punti d’ un Paese. Con questo

metodo è stata costrutta la Carta di Francia, diretta da
Cassini.

4a. Il secondo problema, di cui debbo occuparmi,

non è altro che il primo reso più generale supponendo che
il punto da determinarsi sia situato fuori del piano

,
sul

quale si trova la linea AB. Sia C questo punto
,
ed ABC'

il piano su cui giace la linea retta AB, fig 18 . La posi- Fis ,s -

zione del punto C sarà cognita
,
se sarà cognita quella del

nometria di Cagnoli
,
V articolo Levée des plans nel Dizio-

nario di Matematiche dell’ Enciclopedia Metodica
, il Trat-

tato d’ Agrimensura del ’Sig. Lefevre , e finalmente i Trat-

tati di Geodesia teorica e pratica del Sig. Puissant
,
nei quali

si trovano i metodi più esatti e più propri alle grandi ope-

razioni trigonometriche
,
non meno che alle operazioni par-

ticolari.
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piede 0' della perpendicolare abbassata da questo punto sul

piano ABC' e la lunghezza della perpendicolare CC'
, la

quale denota di quanto il punto C è elevato al disopra del

punto C'
, il quale si nomina la sua proiezione. In questo

caso gli angoli C'AB e C'BA non sopo più quelli
, che si

misurano , ma si prendono in loro vece gli angoli CAB e.

CIBA situati nel piano CAB
,

il quale passa per le linee AG
e BC condotte dai punti dati A e B, al punto dimandato;

e per fissare la posizione di questo piano misureremo inol-

tre l’angolo DBG formato dalla linea GB con la linea BI)

perpendicolare al piano ABC?, ed in conseguenza parateli»

alla retta CC' (*). Si risolve il triangolo CBA come nel

nuin.
0
precedente

,
poiché s’ hanno anche adesso i medesimi

dati ;
in seguito nel triangolo C'BC , rettangolo in C'

, si

conoscono l’ ipotenusa GB e P angolo C'BC ,
il quale è la

differenza tra l’ angolo retto DBG', e l’ angolo misurato DBG,
onde si calcolano i lati CC' e G'B. 11 primo è P altezza del

punto G al disopra del piano C'AB, e conduce, unitamente

al lato AG , a determinare AG' ,
per mezzo del triangolo

CAC', rettangolo in C'. Ciò fatto si hanno i tre Iati del

triangolo C'AB, ed il punto C' è m conseguenza dato.

43. Per maggiore semplicità ho supposto la linea AB
nel piano , al quale si riportano i punti da determinarsi al-

lorché poi detta linea non vi si trova, fa di mestieri os-
9- servare di più l'angolo DBA,

fig. jg, che dessa fa in que-

sto caso con la linea DB perpendicolare al piano A'BC' r
sul quale vuol riportarsi il punto C. Ciò eseguito si calco-

lano in primo luogo , come qui sopra r i lati AG e BC
del triangolo ABC, i Iati CC' e C'B del triangolo ret-

tangolo C'BC ; poi nel triangolo BA'A
,

rettangolo in A'

,

ove si conoscono AB e l’angolo ABA' , complemento dol-

l’ angolo osservato DBA
,

si calcolano BA' ed AA'.

Adesso , se concepiscasi AG" paralella ad A'C', ne re-

sulterà il triangolo AC"C rettangolo in C"T nel quale co-

(*) Quando si tratta di punti situali sulla superficie

della Terra si sceglie per il piano ABC un piano oriz-

zontale } le rette CC e BD sono allora verticali ; la lor

direzione è data da quella del filo à piombo ; ilpiano CCB
,

il quale passa per queste linee è verticale , e si trova de-

terminato per mezzo del punto C
,

il qtiale scorgcsi dal

punto B e della linea DB. La linea CB è una linea oriz-

zontale giacente in questo piano.
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noscoremo AC, lato calcolalo del triangolo ABC e CC"
differenza tra le linee C'C" , ovvero AA' e CC' calcolate

precedentemente : potremo in conseguenza calcolare AC"
ovvero A'C'. Ecco dunque il triangolo BA'C' determinato
per mezzo de’ suoi tre lati

,
come lo è il triangolo BAC'

nel num.° precedente.

44- Prendendo a piacimento i lati BC ed AB, e se-

guendo l’ andamento , che ho già tracciato
,

si può calco-

lare il triangolo A'C'B nella veduta di conoscer l’angolo

C'BA'
,
formalo dalle linee C'B e A'B

, le quali sono nel

piano A'BC' le proiezioni de’ raggi visuali BC e AB
,
con-

dotte dal punto B ai punti A e C.

L’ angolo C'BA' compreso tra queste due proiezioni è
l’angolo CBA ridotto dal piano inclinato, nel quale desso
si trova, al piano A'BC', sul qual si riportano gli oggetti,

e che ordinariamente scegliesi orizzontale. Darò in seguilo (Ga)

un’altra maniera di ridurre un angolo da un piano ad un
altro : ma il più spesso

,
siccome i due piani

,
che si consi-

derano
,
son jtoco inclinali tra loro

,
si fa questa riduzione

con dei metodi approssimativi molto più corti : di queste ri-

duzioni ne sono stale compilate altresi delle Tavole.

Per adesso mi limiterò a far notare che
,
se si osservas-

sero nel punto A gli angoli EAC
,
EAB , e che col lor

mezzo si riducessero l’angolo CAB all’ angolo C'A'B
,
e che

poi si calcolasse A'B ,• moltiplicando AB per il coseno del-

l’angolo DBA' ovvero per il seno dell’angolo DBA: co-

noscendo allora immediatamente gli angoli C'BA'
,

C'A'B
ed A'B, la determinazione del punto C' rientrerebbe in ciò

eh’ è stato già detto nel n.° 4o.

La riduzione al piano orizzontale non è la sola
,
che

siavi da fare rispetto agli angoli osservali
;
raramente suc-

cede che uno possa porsi nei punti notabili, i quali si scel-

gono per vertici degli angoli
,
e che ordinariamente sono le

punte dei campanili
,

delle torri cc. : da ciò ha origine una
nuova riduzione

,
la quale si chiama riduzione degli angoli

al centro della stazione. Fa di mestieri consultare sopra
questo argomento, come sopra tutte le attenzioni minutissi-

me, ch’esigono le grandi operazioni trigonometriche, l’o-

pera del Sig. Delambre intitolata Metodi analitici per la

determinazione d’un arco di Meridiano
,
ed i Trattati del

Sig- Puissant di già sopra citati.

45. 11 terzo problema, che debito adesso risolvere, ha

por oggetto la determinazione d'un punto per mezzo del-

l'osservazione degli angoli compresi tra le rette condotte da
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.

questo punto a tre punti dati -, e desso presentasi corno uno
( ,

dei mezzi più comodi per por sopra un piano, ovvero su

d’una carta , un punto die non vi si trovi notato. a* 1

Allorché si considera questo problema nel caso il più >

generale
,
desso riportasi alla Geometria dello spazio , ed io

n’ho data la soluzione grafica nel Complemento degli Ele-

menti di Geometria ;
ma quando i tre angoli sono in un

medesimo piano
,
ve n’ è sempre uno , eh’ è la somma o £

la differenza degli altri due, di maniera che basta osservare

,
questi ultimi per concludere il primo; ed a questo caso

si posson ridurre gli altri servendosi della riduzione degli

angoli al piano orizzontale, insegnala nel n.° 62.

La soluzione grafica di questo caso consiste nel descri-

Fig.»o. vere sulle linee AB ed AG
, fig. 10

,
che uniscono i tre i'

punti dati A
,
B

,
G

,
due segmenti di circolo capaci degli

‘

angoli BDA
,
GDA osservati nel punto cercato D

,
tra i h

punti A e B
,
A e C. Le circonferenze dei circoli si taglie- fc

ranno in primo luogo nel punto
, eh’ è stato loro reso co-

mune dalla costruzione , ed in seguito nel punto D
,

il quale

sarà evidentemente il punto cercato.

Io non entrerò nella discussione dei differenti casi
,
che

può presentare il problema relativamente alle diverse situa-

zioni respeltive dei punti dati A
,
B

,
C e del puntò cer-

cato D. Mi ristringerò solamente a far notare che la somma
degli angoli osservati BDA

,
CDA indica se siam situali

dentro 0 fuori del triangolo ABC. Nel primo caso dessa

sorpassa due retti
,
nel secondo dessa è minore

;
e se dessa

fosse precisamente eguale a due retti , saremmo posti sulla

linea retta BC. Ciò è troppo facile a dimostrarsi perchè io

non mi trattenga a provarlo.

Ecco una delle maniere d’ applicare a questo problema
il calcolo trigonometrico. 1 dati sono le parti del triangolo

BAC, e gli angoli osservati BDA e GDA: farò in conse- /

guenza
AB — a

,
AC = b

,
LSDA = « ,

CDA =: t
,
BAC = y

,

e prenderò per incognite

ABD = x
,

ACD = y ,

perchè questi angoli essendo trovali
,
ne conosceremo due

con un lato in ciascun dei triangoli BAD e DAC , dei

quali potremo calcolare allora tutte le parli
(34). Ciò po-

sto
,

i triangoli BAD c DAC daranno

sen BDA : sen ABD ; : AB : AD

,

sen CDA ; sen AGD ;; AC ; AD

,
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a sen x

sen *’

b scn y;

49

sen « : sen x :: a : AD =

scn e ; scn y :: b : AD= f'i-À

sen e

concluderemo da ciò l’ equazione

a sen a? b sen y ,

'

lk\„,

*

sen * sen c
’

la quale riducesi a i

a sen « sen a?— b sen * sen y= o.

Ma nel quadrilatero ABDC si ha

ACD = 4 ang- retti — ADR — ADC — BAC ABI) ;

di dove y = 4 an
f>-

reUi — *— c — V — x i

facendo
,
per abbreviare

,

4 ang. retti — « — c — y = 8

,

conseguiremo y = 8 — x
,
ed in conseguenza

a sen € sen x— b sen a (sen 8 cos x— cos 8 sen ar)— o ;

dividendo tutto per sena;, otterremo

a scn £ — b sen a
^

di dove ne concluderemo

cos a: a sen e •+ b sen * cos 8

scn x b scn a scn <5

Se si divida quest’ espressione in due parli
,
avremo

cos x
sen 8 cos 8

sen x
')= o

»

• .'ai

colar= a sen c

; +
COS 8

oppure

. cos 8 /
cot x eoa -

(
•

sen 8

ovvero finalmente

cot a: = col 8 ^

b sen « sen 3
1

sen 8’

cos 8 / a scn e
,

\

h sen «cos 8* /

a sen c . \
+ * h

** >{

.•il «fi

. .Am' W
. MOT.tl

ih t

b sen * cos 8

Ecco il problema risoluto, poiché, mediante l’angolo

x
,

si ha 1’ angolo y.

Lacroix Triyorwm. 7
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Nota sulla Livellazione.

E' utile osservare come col mezzo del triangolo ret-
Tis's- tangolo ABA1

, fig. 19 ,
siasi determinata nel n.° 4-3 V al-

tezza AA' del punto A al disopra del punto A1

, che gli

corrisponde nel piano A1 C1 B
,
perchè se quest’ ultimo è

orizzontale
,

la linea AA1 è la differenza di Livello tra il

punto A ed il medesimo piano
,
ed in conseguenza anco tra

il punto A ed il punto B.

L’ operazione
,

la qual fa conoscere questa differenza ,

si dice Livellazione: dessa eseguiscesi in più maniere secon-

do la natura degli istrumenti
,
che vi s’ impiegano

, e V e-

stension degli spazi
,
che vi si considerano ; ma il suo fine

è sempre quello di determinare di quanto un punto è più

elevato, ovvero più basso d’ un altro nel senso verticale,

oppure perpendicolarmente alla superficie terrestre. Esistono

dei Trattali speciali di livellazione
,
ai quali rimanderò il

lettore ; ma deggio avvertire che sin da che si possiede nel

Circolo ripetitore un istrumenlo portatile
,
proprio a misu-

rare gli angoli con la maggiore esattezza
, si può

,
com’ io

/’ ho indicalo nel n.° 4-3 ,
trovare immediatamente la dif-

ferenza di livello di due punti mediante la misura dell’ an-

golo che fa con la verticale
,
che passa per uno di questi

punti
,

la retta che gli unisce.

Ho supposto nel Testo le due rette DB ed AA1 pa-
ralelle tra loro -, ma questa circostanza non ha luogo per le

verticali
, se non che in un intervallo assai piccolo

,
a motivo

della convessità della superficie terrestre. Supponendola sfe-

rica, ipotesi presso a poco esatta
,

le verticali concorreranno

nel centro € ,
come lo dimostrano le linee AC e BC

,
fig.

r**'> ai ; la linea BA1 perpendicolare a BD sarà solamente tan-

gente al punto B della superficie terrestre
, e la differenza

di livello , secondo la difinizione data di sopra
,
sarà A»

,

e non AA e vale a dire la differenza tra i lati BC e AC
del triangolo ABC , nel qual si conoscono il lato AB mi-

surato
,

il lato BC eguale al raggio medio* della Terra
,

eh’ è di 6 366 198 metri, finalmente l’angolo B compreso

tra questi lati
,

è supplemento dell' angolo osservato DBA.
Ciò posto

,
se si prenda

-
1

’

’ r-‘ : : .»

BC— a, AC — b
,
AB= c

,

’• ^
'

t
• ! ^

,

’ >

eonscguirmo ('36) r
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b = V a’ ~h c
J— aac cos R;

t ticconte c * sempre piccolissimo a riguardo di a
,

dò a
quest' espressione la forma

. I
,
c*— ciac cos B) •[ ( . ac/c D\ |b=a i ^ \

J=a i -f - ( coi B)

|
a ì (

a '-aa '
)

Facendo in seguito
,
per abbreviare —— cos B — m

pot sviluppando per la formula del binomio
,
otterremo

b=ari +
. cm i c*in* l= a

)
I + T-r-rr-+ ec <i

e la linea cercata A» essendo eguale ab— a, * supporrà

b= a -j- S
,
d’onde resulterà

,
dòpo la riduzione ,

1 c’m*
,

5= em 1- ec.
a a

La quantità m, e le sue potenze li colcoUran facil-

mente col mezzo dei logaritmi prendendo — — cos B1 per-

che allora

C li-
cosB=cosBf—cosB=.asen —(BA-Bt^sen — C B— Br

).

aa a ' a

Quando l’angolo B è retto
,

la linea BA si confonda

con BA 1
; e se si consideri allora il punto a'

,
intersezione

di BA' e del raggio AC , si ha c= /?*', e 5 diverrà <**',

vale a dir la distanza tra il punto *' preso sulla tangente
,

ed il punto «, che gli corrisponde sulla superficie terrestre ,

, ovvero la differenza tra il livello apparente ed il livello

reale. In questo caso in =— ; cosi
aa

il che fa conoscere la quantità
,

di cui la superficie terre-

stre s' abbassa al disotto della sua tangente a una distane

a

« dal punto di contatto.

i
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11 più spesso riportasi in primo luogo il punto A in A'
sulla tangente BA' ; di poi

,
a motivo della piccolezza del-

l’ angolo C
,

si riguardan le rette AA! ed .W come con-

fuse l’una coll’ altra
,

e si prende per A*- la somma delle

rette AA1 ed

Possiam dispensarci dal misurare la distanza AB
,
pur-

ché s’ osservi l’ angolo EAB nel medesimo tempo che l’ an-
golo DBA. Si conoscono allora , nel triangolo ABC , t due
angoli B e A, supplementi degli angoli osservati

,
e si

ha (35)

b—

a

b-j-a

lang — (A

—

E)

tang — (A-J-B)

Facendo, per abbreviare

tang — (A—B)

-=m,
tang — (A+B)

e b = a + 8, si trova

8 ?.am= m
,
ovvero 8 =

aa+8 i—

m

ora
i

i—

m

= i m -j- m* + ec. (Elem. d’ Algebra
)

:

dunque

8=aam ( i + m + m* -(- ec.
)

-,

serie convergenlissima quando gli angoli A e B si avvici-

nano ad esser retti. Il più spesso servirà il primo termi-

ne 2am.

Quando s’ opera con esattezza
, fa di mestieri correg-

gere gli angoli EAB e DBA dalla refi-azione
,

che pro-
vano i raggi di luce traversando l’ aria da A fino a B; ma
ho riportati principalmente i due precedenti problemi per
servir d’ esempio dell’ applicazion delle Serie alla risoluzione

approssimativa di certi casi dei triangoli rettilinei.
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CAPITOLO SECONDO

Della Trigonometria Sferica.

46. JL triangoli sferici
,
che si calcolano ordinariamen-

te
,
son quelli ,

che vengono circoscritti sulla superficie della

Sfera da tre gran circoli i quali si tagliano due a due. Un
di questi tali triangoli determina sempre un angolo trièdro

,

e reciprocamente da un simil angolo se ne deduce pure un
triangolo sferico. Infatti ,

sia ABC
, fìg.

22
,
un triangolo

sferico qualunque, e siansi condotti da ciascuno de’ suoi an-

goli al centro della sfera, di cui detto triangolo fa parte,

i raggi AS
,
BS

, CS ; i piani ABS
, ACS

,
BCS

,
saranno

quelli dei gran circoli
,

sui quali son presi gli archi AB
,

AC , BC
,

Iati del proposto triangolo
,
e questi archi mi-

surano gli angoli rettilinei compresi su ciascuna delle facce

dell’ angolo trièdro SABC tra le sue costole 0 spigoli SA e
SB

,
SA e SC , SB e SC. L’ inclinazion di due piani mi-

surasi
,
come si sa

,
dall’ angolo rettilineo formato da due

rette condotte in ciascuno di questi piani da un medesimo
punto della loro comune sezione perpendicolarmente a questa

linea : segue da ciò che
,

se per il punto A si tirin le

rette AI ed AK
,
ambedue perpendicolari ad AS

,
ma la

prima nel piano CAS
,
e la seconda nel piano BAS ,

1’ an-
golo rettilineo IAK misurerà I’ inclinazione di questi due
piani. È facil vedere d’ altronde che la linea Al sarà tan-

gente dell’ arco AC
,
e che AK sarà tangente dell’ arco AB;

e siccome si prende per 1’ angolo
,

che forman due linee

curve
,

quello che comprendono le due tangenti condotte

dal punto ove dette curve s’incontrano, l’angolo IAK sarà

dunque anco la misura dell’ angolo fatto dagli archi AC ,

ed AB. Sarebbe lo stesso a riguardo di ciascuno degli altri

due angoli del triangolo
; le inclinazioni delle facce del-

1’ angolo trièdro SABC hanno dunque la medesima misura
che l’ angolo corrispondente del triangolo sferico BAC. Il

triangolo sferico, c l’angolo trièdro son composti inconse-

guenza di sei parti
,

le quali si corrispondon tra loro
,
cioè

i tre lati del triangolo , i quali corrispondono agli angoli

formati dalle costole dell’ angolo trièdro
,
e i tre angoli del
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triangolo, clic -corrispondono alle inclinazioni scambievoli

delle facce del triangolo trièdro.

Eulci'o
,

il quale si è occupato a più riprese della Tri-

gonometria sferica alfine di presentarla sotto dei nuovi punti

di vista , ha dato nel 1779 (*) una Memoria
,

la quale

si può riguardare come un Trattato completo di questo ramo
delle Matematiche. la sua forma interamente analitica mi

ha impegnato a presentarla a’ miei lettori facendovi i can-

giamenti necessari per non l’appoggiare che ad un solo prin-

cipio, e semplicizzame alcuni resultati.

47. Tutto ciò, che ho da dire sui triangoli sferici, ri-

posa unicamente sulla costruzione seguente
,

la quale in con-

seguenza è importante di ben intendere.

Dall’ angolo C del triangolo ABC si abbassi una per-

pendicolare CD sul piano ASB dal lato BA opposto a que-

st’ angolo : dal punto D si conducano le linee rette ED
,
DF

respettivamente perpendicolari sopra SA e SB ; si tirino

le linee CE e CF
,

le quali saranno respettivamente per-

pendicolari alle linee SA e SB ( Geom. ). Segue da ciò

che gli angoli CED e CFD misurano le inclinazioni dei

piani CSA e CSB, sul piano ASB , ovvero, eh’ è la stessa

cosa , danno il valore degli angoli A e B del triangolo

sferico ABC. Denoterò d’ ora in avanti gli angoli di questi

triangoli colla lettera posta al lor vertice
,
ed i lati

, che

ai medesimi son opposti, con una lettera simile, ma presa

nell’alfabeto minuscolo- qui, come nel n.° 3 i, il lato BC
opposto all’ angolo A si chiamerà a ,

e così degli altri. 11

raggio delle Tavole essendo supposto eguale all’ unità
,
avre-

mo allora

CE= sen CA = sen 6 ,
SE = cos CA == cos b

,

CF = sen CB = sen a
,
SF = cos CB = cos a.

Nel triangolo rettilineo CDE
,

rettangolo in D
,

e di cui

T angolo CED = A
,
troveremo

CD = CE sen CED= sen b sen A
,

DE= CE cos CED = sen b cos A.

Per mezzo del triangolo rettilineo CDF
,
parimente rettan-

golo in D
, e di cui 1

’ angolo CDF = B
,
otterremo

(*) Ada Academiae scientiarum Pdropolitanae , anni 1779,.
Pan prior ; vedete pure lo Sviluppo della parte elementare

delle Matematiche di Bertrand
,

Ginevra 1778 ( T. 11 ,

Fg. 57 6 ).
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CD = CF sen CFD = sen a sen B

,

DF= CF cos CFD= sen a cos B.

Le due espressioni della linea CD essendo eguagliate tra

loro, danno immediatamente

sen b sen A= sen a sen B (A)
;

resultato , eh’ è , per rapporto ai triangoli sferici
,
analogo

a quello del n.° 3a.

È mauifesto che si debbono avere ancora le due equa-

zioni seguenti :

sen c sen A = sen a sen C

,

sen c sen B = sen 6 sen C.

Adesso pel punto E conduco EG perpendicolare so-

pra SB, e pel punto D tiro DII paralella a SB: formo in

questa maniera un triangolo rettangolo HDE
,

nel quale

HED= ASB
,

poiché togliendo l’ angolo GES dall’ angolo

retto SED
,

si ha per resto HED •, e l’angolo ASB
,
ov-

vero ESG è pure la differenza tra un angolo retto, e l’an-

golo GES. Dalla risoluzion del triangolo EHD dedurremo
per conseguenza
HD = DE sen DEH= DE sen c= cos A sen b sen c

;

ma SF = cos a — SG + GF = SG + HD
,
e SG= SE

cos ESG = cos b cos c -, avrem dunque

cos a — cos b cos c -J- cos A sen b sen c -,

equazione, ch’esprime la relazione
,
eh’ esiste tra il lato a,

gli altri due lati b e c e l’angolo, eh’ essi contengono.

È chiaro che considerando in particolare ciascun di que-
sti ultimi lati, troverem parimente due equazioni simili alla

precedente
,
e formeremo in tal maniera tra le sei parti del

triangolo ABC le tre equazioni

cos a— cos 6 cos c+ cos A sen 6 sen et

cos 6 = cos a cos c - - cos B sen a sen c
J

. . . (B).

cos c = cos a cos 6 + cos C sen a sen è)

4.8. Queste tre equazioni contengono implicitamente

l’equazioni (A). Per convincersene è duopo prendere i valo-

ri i che desse danno per cos A , cos B
,
cos C

,
e sostituirli

nell’ equazioni

sen A* ss i •— cos A*

sen B* = i — cos B*

sen C* = i — cos C*.

Si trova per la prima di queste
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cosa*—2 cos acos 6 cos c -f-
cos b* cos c*

sen A 1 = i — scn 6* sen c*

sen b' scn c» — cos «»+a cos g cos b cos c—cosò 1 cosd _
sen ò

1 sen c*

(
I cosi

1

) ( I
—prer*)—costose*—eos a»-Hcosacoskosc __

' sen ò* sen c*

, cos q*— cos 6* — cos c*+ a cos a cos b cos

sen 6* sen c*

moltiplicando i due termini di questa frazione per sen a ,
e

prendendo in seguito la radice quadrata ,
otterremo

Y , —cos a*—cos 6*—coscH-acosqcosftcosc.

senA=senaX - sen a sen 6 sene

Se, alTìn d’abbreviare, si rappresenti ^r M la q^nU^

die moltiplica sen a nel secondo membro di quest equazio-

ne, avremo
sen A= M sen a ;

troverem parimente

sen B= M sen 6 ,
sen C= M sen c ,

c, per l’eliminazione di M, ricademmo sull’ cquazmne^A .

E a proposito l’osservare che i tre lati a ,b, e e"11™?
tutti della stessa maniera nell’ espressione di M ,

®

è per questa ragione che delta espressione e comune ai va

Jori dei seni di ciascuno degli angoli ( )•

1*1 Denotando ver N il numeratore della quantità M ,

ver v c , « , tre costole contigue d'un tetraedro qualunque,

é per a, b, c i tre angoli
,
che desse formano ,

resulta da

una Memoria d’Eulero che il volume dt questo tetraedro e

eguale a ± «£y X \ N, e cho -i N riducesi a

^scn i(a+b+c)sen ^(a+a—c)sen J
(a+c—b)sen ^(b+c—a).

Nel tetraedro SABC*=zc=y=i -, il suo volume è dun-

que eguale a^ N. (
Vedete i Novi Commentar» Acad. Pe-

tropoliianae T° IV ,
pag. 160 ,

cd il sesto Quaderno del

Giornale della Scuola Politecnica pag. 270.
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DI TRIGONOMETRIA. 5j
L’ equazioni (B) serviranno dunque per risolver un

triangolo sferico qualunque siasi allorché si conosceranno ire

delle sue parli, osservando che il seno e il coseno non deb-

bon essere risguardali che come una sola incognita
,
poiché

si può sempre esprimer l’uno per l’altro.

L’ applicazione dell’ equazioni (B) ai differenti casi
,
che

possono presentarsi
,
divien più facile mediante alcune tra-

sformazioni
,
che vado ad effettuare.

4g. Si possono cangiare gli angoli nei lati
,
che sono

a loro opposti e reciprocamente
,
osservando di dare il se-

gno — ai coseni. Per dimostrarlo fa di mestieri eliminare

cos a dalle due ultime equazioni col mezzo della prima
;

troveremo

cos fc=cos6 cos c'-f-cos A sen b sen c cos e-f-cos B sen a sen c
,

cos c=cosò*cos c-|-cos A sen b sen c cos 6-j-cos C sen a sen b.

Sostituendo in questi resultati 1 — sen c' a cos c*, 1—Sen 6*

a cos 6’
,

i medesimi si riducon più semplici ;
il primo di-

vien divisibile per sen c
,

il secondo per sen b
,
ed essi pos-

sono in seguito scriversi nel modo seguente

cos B sen a=cos b sen c—cos A sen 6 cos cì

cos G sen a=sen b cos c—cos A cos 6 sen cj >'

Se si moltiplichi la seconda di queste equazioni per cos A,

poi si sommi colla prima e vi si sostituisca 1 — sen A* in

luogo di cos A*
,
otterremo

sen a ( cos B -}- cos A cos C) = sen A 1 cos 6 sen c
;

ma segue dall’ equazioni (A) che sen c sen A= sen a sen C 5

facendo la sostituzione di questo valore nel secondo membro
dell’equazione di sopra, essa diverrà divisibile per sen a, ed
avremo per resultalo

cos B -J- cos A cos C= cos b sen A sen C

,

ovvero, eh’ è la stessa, cosa,

cos B —— cos A cos C -j- cos 6 sen A sen C.

Paragonando quest’ equazione coll’ equazioni (B)
,

si vede
eh’ essa dedurrebbesi immediatamente dalla seconda cangian-

do le lettere grandi in piccole, e reciprocamente , e dando
a tutti i coseni il segno— . Difatto, operando di tal ma-
niera, s’ottiene

— cos B = cos A cos C — cos b sen A sen C
;

equazione
,

la quale riducesi alla preedeente allorché vi si

cangiano tutti i segni.

L&croix Trigonom. 8
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Li relazione
,
che ha l’ angolo B coi due angoli A C,

ed il lato b
,
che dessi intercettano , esiste necessariamente

in ciascuna delle combinazioni simili d’angoli e di lati: si

hanno dunque nel medesimo tempo le tre equazioni

cos A=

—

cos B—

—

cos C =

—

cos B cos C
cos A cos C
cos A cos B

cos a sen B sen C)
cos b sen A sen C>
cos c sen A sen B)

(B')-

50. Bisogna osservare che prendendo i coseni negativa-

mente si passa dagli archi a
,
b

,
c

,
e dagli angoli A , B , C

ai lor supplementi
,
poiché — cos A = cos

(
2»— A ) ,— cos a — cos

(
a» — a ) , e così degli altri (23). Se si so-

stituiscano questi valori nell’ equazioni di sopra
,
facendo

,

per abbreviare ,2» — A= A'
,
2» — a= a1

,
ec.

,
esse pren-

deranno la forma

cos A'=cos B'cos C' cos a' sen B' sen C'ì

cos B'=eos A' cos C -j- cos V sen A' sen G'> ;

cos C'=cos A' cos B' -f- cos cf sen A' sen B')

equazioni perfettamente simili all’ equazioni (B)
,
e che ap-

partengono in conseguenza ad un triangolo sferico ,
i cui

iati sono A', B' , C',e gli angoli a', b' , d. Un tal trian-

golo ha dunque i suoi angoli misurali dai supplementi dei

lati del triangolo ABC ,
ed i suoi lati misurano i supple-

menti degli angoli del medesimo triangolo: desso è deno-

tato nei libri di Trigonometria sotto il nome di triangolo

supplementario
,
e si dimostra che i vertici de’ suoi angoli

sono i poli dei lati del primo, e viceversa.

51. L’ equazioni ottenute nel n.° 49 sotto la designa-

zione (C) , le quali contengono cinque parti del triangolo

sferico ABC
,
possono trasformarsi in altre

,
che non ne con-

tengono più che quattro. Bisogna per questo sostituire in

sen b sen A
luogo di sen a nella prima — , e nella seconda

sen B

sen c sen A

sen G

cotB=

cotC=

11 A ... . COSO
,,

;— (47) ; e siccome—-= cotp ,
troveremo allora

senp

cos b sen c— cos A sen b cos c
]

sen A sen b

sen b cos c — cos A cos b sen c[

sen A sen e

. . . . (D).
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DI TRlCOtlOUETMA. j S3
È facile di formare

, coll’ ispezione di questi valori
,

tutti quelli
,
che son loro analoghi

,
permutandovi le let-

tere in una maniera convenevole; ma importa soprattutto
osservare che

,
poiché dessi sono dedotti dall’ equazioni (B),

vi potremo cangiare della maniera medesima che in que-
st’ ultime i lati in angoli

, e reciprocamente
,
dando ai co-

seni ed alle cotangenti il segno contrario a quello
,
che

dessi hanno , e otterremo

cos B sen C -f- cos a sen B cos C
cot 0= L

sen a sen B

cotc
sen BcosC-|-cos a cosBsen C

sen a sen C

m
52. I cinque sistemi d’equazioni (A), (B), (B*), (D),

(D;

)
somministrano immediatamente la risoluzione di tutti i

rasi
,
che può offrire un triangolo sferico qualunque siasi.

Il primo sistema esprime la relazione, ch’esiste tra gli an-
goli

,
ed i lati opposti.

53. Ricavansi dal secondo le sei fòrmule seguenti

cos a — cos b cos c —
f- cos A sen b sen c \

cos 6= cos a cos c -f- cos B sen a sen c )

cos e = cos a cos b cos C sen a seu fr
)

cos A =

cos B =

eos C =

cos a — cos 6 cos c
|

sen b sen c

cos b— cos acosef

sen a sen c

cos e— cos a cos 6

sen a sen 6

y

di cui le tre prime fanno conoscere un lato col mezzo de-
gli altri due e dell’ angolo

, eh’ essi contengono
,
e di cui

le tre ultime danno gli angoli per mezzo dei lati.

54- Il terzo sistema produce
,
come il precedente

, sei

formule
,

le quali sono

cos A = — cos B cos C -J- sen B sen C cos a
cos B= — cos A cos C 4* sen A sen C eos 6

cosC=.— cosAcosB-j- seu A sen B cos c

cos A 4- cos B cos G
cos a =5 ! —

sen B sen C
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60 TRATTATO ELEMENTARE

,
cos B 4- cos A cos C

COS Ò — !

sen A sen G

,

cos c= cos c + cos A cos B

sen A sen B

Le tre prime Caran trovare un angolo allorché si co-

nosceran gli altri due
,
ed il lato intercettato tra loro: le tre

ultime daranno ciascuno de’lati allorché lutti gli angoli sa-

ranno cogniti.

55. Il quarto sistema
,
facendovi tutte le permutazioni

possibili
,
somministra le sci formule.

cot A =

cot B =

cot A —

cotC =

cotB=

cot C=

cos a sen 6 — cos C sen a cos b

sen C sen a

sen a cos 6- cos C cos a sen b

sen C sen 6

cos a sen c —- cos B sen a cos c

sen B sen «

sen a cos c —- cos B cos a sen c

seni Bsen e

cos b sen c —- cos A sen 6 cos c

sen A sen b

sen b cos c —- cos A cos b sen c

sen A sen c

per mezzo delle quali si determineranno due degli angoli

d’ un triangolo sferico allorché si conosceranno il terzo an-

golo ed i lati , che lo contengono.

56. 11 quinto sistema finalmente conduce alle sei for-

mule seguenti

cot a— cos A sen B -
f- cos c sen A cos B

sen c sen A

cot b— sen A cos B -f- cos c cos A sen B

sen c sen B

cot a = cos A sen C + cos b sen A cos G

sen b sen A
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DI TRIGONOMETRIA.

sen A cos C 4- cos 6 cos A sen C
cot c= :L-

sen o sen C

6i

COt 6 :

cos B sen C + cos a sen B cos C

sen a sen B

sen B cos C 4- cos a cos B sen C
cote = ! — ,

sen a sen C

le quali serviranno a determinare due de’ lati d’ un triangolo

quando si conosceranno il terzo e i due angoli tra i quali

è frapposto.

57 . Le formule concluse dai sistemi (B), (B')
,

(D) e

(IV
) , (53 , 56) meritano la più grande attenzione tanto per

la loro eleganza quanto ancora per la propietà
,

eh’ esse

hanno
,

di far conoscere se l’ arco ,
ovvero l’ angolo ,

elio

desse esprimono, sia minore 0 maggior d’un quadrante

ovvero d’ un angolo retto
;

proprietà che non avrebbero
1’ espressioni dèi seni dei medesimi archi. Infatti

,
il seno

d’ un arco essendo lo stesso che quello del supplemento di

quest’arco, tanto per il suo valore, che per il suo segno,

ogni qualvolta che non si conosca che il seno d’ un arco
,

non è possibile di saper se quest’arco debb’ essere minore,

o maggior d’ un quadrante
;
ma allorché abbiamo il coseno

,

0 la cotangente , e che si sa d’altronde che quest’arco non

può esser eguale alla semicirconferenza
, eh’ è il caso de’ lati

dei triangoli sferici e degli archi
,
che misurano i loro an-

goli
,

si vede dal segno del resultato se 1’ arco cercato sia

compreso 0 nò tra i» e w ;
il coseno e la cotangente

hanno il segno— nel primo caso, ed il segno -j- nel secondo.

Se dunque si ha cura di dare alle quantità cognite ,
eh’ en-

trano nelle formule riportate qui sopra
,

i segni
,
dai quali

debbon esser affette dietro al valore degli archi
,

ai quali

appartengono , il segno del resultato farà conoscere la specie

del lato 0 dell’angolo cercato, e vale a dire, se desso sia

minore o maggior d’un quadrante, se desso sia acuto ov-
vero ottuso.

58. Queste medesime formule molto si semplicizzano

allorché il triangolo proposto è rettangolo, vale a dire al-

lorché uno dei suoi angoli è retto. Difatto, se si supponga
che C = 1 f y avremo. r

sen C = i
,

cos C = 0
,
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62 TRATTATO ELEMENTARE
ed otterremo

cos e— cos a cos b (53)

cos A cos B
cos c= = cot A cot B (54)

sen A sen B
cos A= sen B cos a
cos B= sen A cos b j(54)

sen a= sen c sen A
,
sen b= sen o sen B (tf)

\

cot 6=:
cos B

cot o=
sena senB

cos A

cote:

senè senA

cos b cosA
;

cotc=
sen 6

cosa cosB

sena

(56) , di dove

l

tang 6= sen a tang B

tang a = sen b tang A

tang b= cos A tang e

tang a= cos B tang e;

e non prendendo tra queste formule se non che quelle, che
differiscono essenzialmente, avremo le sei, che seguono

cos c= cos a cos A

cos c= cot A cot B
sen a = sen c sen A
tanga=sen6tangA
tang a=cosB tang e

cos A = sen B cos a,

le quali pei cangiamenti, di cui son suscettibili, serviran per
risolvere i triangoli sferici rettangoli in G, in cui il lato c,
opposto all’ angolo retto, chiamasi ipotenusa

,
come nei trian-

goli rettilinei. Si otterrebbero delle formule analoghe pel caso
ove il triangolo sferico proposto avesse un dei suoi lati eguale
al quadrante

; ma non mi tratterrò sopra questo caso.

•
Affin di poter applicare comodamente i logaritmi

ai calcoli dei triangoli sferici, fa di mestieri trasformare le
formule dei num.> 53 , e 54 in altre, dì cui il numeratore
id il denumeratore sien decomposti in fattori; questo è ciò,di Euler ha fatto in una maniera quanto semplice altret-
tanto elegante.
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_ „ . . cosa— cos&cosc
i.° Dall espressione cos A = <

sen 6 sen c

sa tra quelle del n.° 53
,

ricavasi

cos (6

—

c

)

—cosa,
,

i — cos A= r— (i i)
sen b sen c ' '

-compre-

cosa—cos( 54-c)
i -4- cos A= t —

-,1
sen b sen c

. i— cosA i , „

dal che ne segue
,
a motivo di—= -= tang — A* (27)

i-f-cos A 2 ' "

1 cosò— e)— cosa
tang —< A = ... . j

2 cosa—cos (0—J-c)

ma cosp—cosq=—2 sen ~-(p+?)sen (p—q ) (27) ;

dunque tang

t/ sen

Lk—F -
(b—c+a)sen —(6

—

c—a)

sen ~ (a-j-6-|-c)sen i-(a—6—c)

1 — cosa=-

Operando nella stessa maniera sulle altre espressioni del me-
desimo n.° 53

,
arriveremo a dei rcsultamenti consimili.

2.
0 Prendendo nel n." 54 l’espressione

cos A4-cos Bcos C
cos a= —

,

sen B sen C 1

se ne deduce

cos (B+CVfcosA
1 —cosa=— 1——

—

sen B sen C ’

. cos A+cos
(
B—C )

sen B sen C ’

... 1 , cos ( B4-C
)
4-cos A

donde tang *r-a*= 1—!

—

LI ,

2 cos (B—C)-f-cosA

macosp+ cos 5= 2 cos •— (p+?)cos ^ (P ~~ ? ) (27 )
:
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64 TRATTATO ELEMENTARE

dun.» tang-i
2

—cos — (B-|-C-f-A)cos ~ (B+C—A)

cos — (B—C+A)cos — (B—C—A)
2 , 2

formula
,
che H segno — del numeratore non rende imma-

ginaria perchè l’arco A + B + C , sorpassando un qua-

drante, ha il suo coseno negativo (*).

(*) Euler, all' effetto di dare maggior uniformità ai

suoi resultati
,
impiega sempre le tangenti degli archi da de-

terminare •, ma si può
,
in ciò che precede

,
arrivare un po-

co più semplicemente al seno.

t.° Si ha i — cos A — i sen ~ A* (27), e per la for-

mula

coi p — cos q= — 2 sen p-j-q )sen^( p—q )

si trova
• - 1

•

cos(b—c)—cosa=—2sen ~(b—c+a)sen — (b— c— a),

ovvero, cangiando il segno dell’ arco b—c— a e del suo

seno
,

cos(b—

c

)—cos a= 2*en J. (a+b

—

c )sen ^-(a+c—h);
2 2

ponendo questi vederi in quello di 1 -r- cos A

,

e prendendo la

radice quadra di ciascun membro, si ottiene

sen —-A —
2 sen b sen c

2.
0
Se si osserva parimente che

1 — cos a= 2 sen — a*,
2

e che f espressione di cos p -j- cos q dà

Y\
1 1

sen —•
(
a—j—b—c )

sen —,
( a + e — b )
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DI TRIGONOMETRIA. 65
3.® L’ espressioni del n.° 53 danno pure

cos a — cos b cos e= sen b sen e cos A

,

cos 6 — cos a cos c= sen d sen c cos B ;

e dividendo la prima di queste equazioni per la seconda , e
osservando che dietro l’equazione (A) si ha

sen b senB

troveremo

cos a— cos b cos c

cos b— cos a cos c

sen B cosà

sen A cos B*

Se in seguito aggiungasi 1* unità a ciascun membro dì

quest’ ultima equazione, essa diverrà

cos a—cos 6 cos c sen B cos A

sen A cos B ’1 cosà—cos a cos c
1 scnAcosB

e la cangerem facilmente in

( cos a -f- cos b
) ( i—cos c

)
sen

(
A+ B

cos 6 — cos a cos c sen A cos B
mediante la riduzione dei due termini di ciascun membro al

medesimo denominatore.

Togliendo l’unità in vece di aggiungerla, avremo

cos a—cos b cos c sen B cos A
cos 6—-coso cose

1 ~
sen A cos B

1
’

di dove ricaveremo . .. ,, .

(cos a— cos6)(i-f-cosc) sen( B—A )

cos 6 — cos a cos c sen A cos B
'

cos(B+C)+cosA=2Cot 1(5-J-C+4H-cos - (B-{-C—A ),

troveremo

,
(A+2?+Q«tfi

(B+C-A )

sen B sen C
Lacrojx Trigonom.
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Dividendo questo resultato pel precedente otterremo

cos a — cos b ^ i cos c sen ( ^ .

cos a -f- cos b i — cos c sen
(
B -f- A)

e siccome stando alla Tavola della pag. 27 1

cosa---cos6 _ tang J_
^ )

tang L (
6—a ),

cos a -f- coso 2 2

1 4- cose 1 ,—3 = cot— c’

,

1 — cos e 2

1 1

sen p = 2 sen — p cos — p,* o *>.

troveremo

tang — (6—a) tang — (b-\-a) cot— c‘

sen— (B—A) cos — (
B—A)

= • • (*)•

sen — (B-J-A) cos — (
B-j-A)

2 2 . .i,

Ma aggiungendo e togliendo successivamente l’ unità da cia-

sen b sen B . .

scunodei membri dell’ equazione = ——r 5
poi ai"~

^ sena senA

dendo i due resultati l’uno per l’altro arrivasi all’equa-

zione

sen b—sen a sen B—sen A f . .

.

sen ò-j-sen a sen B-|-sen A’

la quale può essere trasformata così

—(B—A)cos - (B+A)

tang — (b—a)cot — (6+a)=—
2 2

sen^(B+A)cos.i-(B-A)

col mezzo delle formule della pag. 27 ;
moltiplicando dun-

que tra loro membro per membro questa equazione e l’e-

quazione (a)
,
ed osservando che
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DI TRIGONOMETRIA. 67

tang
(
6 + a )

cot (
6 + 0 )

= 1 (9)

,

otterremo

(scni.(B-A ))*

( tang
(
6—a )

)*cot ~ c*= ~
i

2 2
<senl(B+ A ))*

estraendo la radice da ciascun membro
,
conseguiremo

sen —
(
B — A )

1 I 2
tang — (b— o )

cot — e
— ;

sen ~ (
B + A )

dividendo l’ equazione (a)
,
per quest’ ultima

,
avremo

cos — (
B— A )

tang i.(a+ 6 )coti« c= ^ *

2 cos-(B+A)
2

Rammentandosi— = tang » (9) ,
dedurremo dalle due

cot p
o r w/ 7

equazioni di sopra l’ espressioni

sen i*
(
B — A )

tang — (
6— a )

= tang — e
2 2

sen — ( B -J- A )
2

cos —
(
B — A)

tang — ( 0+ a )= tang — c ,

2
cos — ( B + A

)
2

che faran conoscere due lati d’ un triangolo sferico
,

del

quale avremo il terzo lato ed i dne angoli ,
eh’ esso in-

tercetta -, poiché denotando per b> ed a1
i valori degli ar-

chi 6 4- a e b—a
,
ne resulta
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6 = i.(6' -f a'), o = i(ò'— a').

4-° Prendendo ancora nel n.° 54 l’ equazioni

cos A -f- cos B cos G = sen B sen C cos a
cos B -j- cos A cos C= sen A sen C cos b ,

e dividendo la prima per la seconda, troveremo

cos A -j- cos B cos C sen B cos a sen b cos a

cos B -f- cos A cos C sen A cos b sen a cos
6’

Sommando e sottraendo successivamente l’ unità da ciascuno

dei membri di quest’ ultima
,
poi dividendo i resultali l’ uno

per l’altro, ne concluderemo, come di sopra,

cos A—cos B i—cos Ò sen (6—o)

cosA-}-cosB ^ i-J-cos C sen (ò-j-o)
’

tang — (
B — A

)
tang — ( B + A

) tang — G*

sen
(
b — a

)
cos — (

6—a )2 2

sen
(
b+a

)
cos ~(b a)

(b);

seni—seno senB—sen A
e siccome 1 equazione j-r—- = ——

sen o-f-sen a sen B+sen A
impiegata nella trasformazion precedente

,
può scriversi così

sen— (b—a) cos — (ò-j-a)

tang ( B—A ) cot^ (B+A)=~
?

;

sen —(6+o) cos ~ (P

—

a
)

moltiplicando
,
e dividendo per quest’ ultima l’equazione (b),

trovasi finalmente

sen — (b—a )

tang -
(
B—A )= cot - C

scn-(ò-j-o)
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tang - (
B + A

)= cot -C
cos — (b—a)

nnt J P 2
•

2
cos (6-j-a)

formule, le quali rimpiazzeranno le precedenti allorché co-
nosceremo due lati e l’ angolo

,
eh’ essi comprendono.

60. Prendendo tutte le variazioni
, di cui le formule

trovate qui sopra son suscettibili
,
avremo

!
V/ sen — (a-fò—c ) sen — (a-f-c

—

b
)

tang— A —r 2 2

^ 1 j
sen — (ò-f-c

—

a) sen — (a+i-f-c)

• MS sen - (6+c—a ) sen — (a+6—c )

tang - B 2 2

^ ì 4 |

sen — (a+c—6) sen — (o-f-6+c)

! §/ sen — (a-\-c—b
)
sen — (6-j-c—a)

tang — C —r 2 2

2
1 1

sen — (a+6—

c

)
sen — (a-j-6-f-c)

, !/ -cos -(B+C—A) cosI (A+B+C
)

tang — a —r 2 2

3
1 1

cos —(A-j-B—C) cos — (A+C—B )2 2

1
!/' —cos —(A-j-C—B) cos — (A-j-B-j-C)

tang — b ~r 2 2

cos ~(B+C—A) cos - (A+B—C )2 2
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tang
. f/loos —(A+B—C) cos - (A+B-K )

fh C —r 2
1

cos —(A-j-C—B) cos — (B-^-G—A )

(

#
)

scn — (B—A )
1 a= tang — c
2

sen — (B+A )
2

cos — (B—A )

= tang — c -
2

cosi.(B+A)

sen - (C—B )
I 2= tang— a —

sen ~ (C-J-B )

i
008 r (G—

B

)= tang — a

cos-(C+B)

a—

c

tang —
2

tang — 6.

2

seni,(A-C)

sen (A-j-C
)

tang b

cos — (A—C )

cos (A-J-C )

(*) Per ricavar queste formule dalle loro analoghe del
num° precedente

, fa di mestieri osservare che »—<—y—»

—

( c + y ) ,
e sen (p—q )=— sm (q—p) ,

cos (p—q) =
cos

( q—P ).
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sen — (6

—

a)

tang -- =cot-C
t

sen — (b-\-a)

7t

ax— (b a)

tang « =cot— C

a» — (6+a)

.
C_B ,

»-(»-*)
tang —i =cot-A.

2 2 i
sen r (

c+6
)

tang
C+B

,
i—~ =cot —

cos r (c-6)

cot ~ A-
2

cos ~(c-H>)

a

—

c . , „
tang —- = cot — B —

2 "2 I

SCI) -{a+c)

A+C i D
008

2
(<I^

tang -i- = cot - B
2 2 I

cos - (a+c)

Dalle dodici ultime formule si deducono le seguenti
,
le quali

servono a trovare il terzo angolo
, ovvero il terzo Iato d’un

triangolo
,
nel quale si conoscon due lati

3
e gli angoli op-

pOStl !

tang ~ e= tang ~ib—a)

seni.(B+A)

sen ~
( B—A)
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tang I c = tang i+o )

tang I a= tang - (
c—b

)2 2

tang I a= tang ~ ( c+6 )

tang I b = tang — ( a—e ).

\

tangi. 6= tangi( o+c)

cot!c=tangi (B—A)

cot I C= tang ! (B+A)

cos ~ ( B+A)

cos I
(
B—A)

sen -
(
C+B)

seni. (C—B)

cos I
(
C+B)

cos I ( C—B)

seni (A+C)

sen I (
A—C)

cosi (A+C)

cos —
*
(A—C )

a

sen I (
6+a )

sen I ( b—a )

cos I ( 6+o )

cos I ( b—a )

cot I A= tang -i
(
C—B)

sen I
(
c+6

)

sen I
(
c—b )
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col ~ A= tang ~ (C+B
)

col — B= tang ~ (A—C )

cos '-(c+b)

cos — (c—6)
2

sen ~(o+c)

sen —(a

—

c)
a ' ’

cos — (a+cj

cot - B= tang - (A+C )
- (*)

cos — (a—c)
2 '

Se si uniscono con queste equazioni l’ equazioni (A) le

quali serviranno nel caso ove conosceremo due lati ed uno
degli angoli opposti a questi lati

,
ovvero due angoli ed uno

de’ lati opposti a questi angoli, avremo tutto ciò, che bi-
sogna per risolvere un triangolo sferico: ciò, che precede,
può dunque essere riguardato come formante un Trattato
completo di Trigonometria sferica. Combinando tra loro le
diverse formule ottenute successivamente

, potrebbonsi de-
durne molte altre d’ un uso frequentissimo nei calcoli Astro-
nomici. Siam debitori, in questo genere, al Sig. Delambre
de’ resultati elegantissimi e numerosissimi

,
e delle applica-

zioni importanti de’ metodi approssimativi
,
ovver delle serie

ai casi
,
che ne son suscettibili.

Recapitolazione delle formule necessarie per risolvere
un triangolo sferico qualunque.

61. Omettendo le variazioni , che può presentare un
medesimo caso, non si trovano che le sei seguenti:

i.° Conoscendo i tre lati
( a, b, c ) trovare uno degli

angoli (A) :

(*) Queste formule e le precedenti son conosciute sotto
il nome d’ Analogie di Nepero

,
perchè desse si deducono

dalle regole date da questo Geometra per risolvere i trian~
goti sferici (Logarithmoruin canonis descriptio).

Lacroix Trigonom. io
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tang

m/sro —
— À —r —1

(a-J-&—c) sen —(a-J-c—6)

sen (6-j-c—a) sen -^(a-f-6+c)

2.
0 Conoscendo i tre angoli

(
A

,
B

,
C ) ,

trovare uno
de lati (a) : ,

tang

'fZ—cos i(B+C—A)cos -(A+B-f-C)

7 a=r ^
(•).

cos ~(A+B—C)cos -(A-J-C—B)

3.° Conoscendo due lati (b, c), e l'angolo compre-
so (A)

,
trovare gli altri angoli

(
B

,
C ) ;

cos— {b—c)

tang — (B-j-C)= cot— A
a

, i a
cos— (ò-f-c)

sen —(6—c)

tang 1 (B—C)= ~ coll A.

senJ-(6-f-c)

(*) In luogo di questa formula e della precedente s’ im-
piegano spesso le seguenti

sen

sen

(a-j-b—c) sen — (a-j-c—b)

sen b sen c

, a
__f/~cos i(.A+B+C)cos ~ (B+C-A )

sen B sen C

ottenute nella nota della pag, 64 , e che sono analoghe a
quella

,
di cui fa uso pel caso simile della Trigonometria ret-

tilinea (38).

Digitized by Google



M TRIGOCtOMKTlUA. "5

Per trovare in seguilo il terzo lato (a)
,
vedete la for-

mula del 6.° oso.
4." Conoscendo due angoli

( B , C ) ,
ed il lato com-

preso {a), trovare gli altri lati
( b ,

c);

tang ~ (b+c) =s

cos — (B~C)
2 ' '

I

lang — cr

eosi(IH-C)

tang — (b—c)= -

sen (B_0

sen — (B-f-C)

tang—

«

Per trovare in seguito il 3.° angolo(A) ,
vedete h» for-

mula del S.° caso.
'

5." Conoscendo due tali (a-, c)\ ed un angolo oppa-

sio (C)
,
trovar l’ altro angolo opposto (A) ;

. sen a sen G
sen A= .

sen c

S.° Conoscendo due angoli (A, C), cd un lato opposto

(c)
,
trovare l’ altro lato opposto (a) ;•

sen c sen A
sen a= —

sen L

A/fin di trovare in seguito per questi dae nltimi casi

T angolo (B) ed il lato (b)
,
compresi uno trai lati

,
t’ altro

tra gli angoli dati o calcolati
,
cangeremo nelle formule del

3.® e del 4-° caso b in a, B in A ,
e reciprocamente-, con-

seguiremo

cos — ( a—c)

tang - (A-fC)= - cot-B,
3

!
3

COS — (
a-t-c)

2

tang_(a+c>=ì
cos — (A C)

f

tang-b
}

«^“(A+Q
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ove tutto è cognito ad eccezione di cot —B e di tang — b,

le quali saranno in conseguenza determinate.

Col mezzo di questa recapitolazione e di quella che

trovasi alla pag. 62 ,
non vi è cosa più facile quanto risol-

vere un triangolo sferico qualunque ,
applicando

,
dietro agli

enunciati di sopra, le lettere A, B, C, a, 6, c, agli an-

goli
,
ed ai Iati dati e cercati. Il calcolo aritmetico s’ ef-

fettua mediante la somma e la sottrazione de’ logaritmi

nella maniera indicata negli esempi riportati al n.° 39 ; so-

lamente non s’impiega che la Tavola de’ logaritmi delle li-

nee trigonometriche
,
poiché non si tratta che d’ archi di

circolo.

Allorché
,
nei quattro primi casi , le circostanze del pro-

blema lascieran dubitare se gli archi o gli angoli cercati

equivalgono a più o men del quadrante, ovvero dell’an-

golo retto
,
leverem la difficoltà ricorrendo all’ espressioni

dei coseni e delle tangenti delle incognite (57). Ma ne’ due
ultimi casi può succedere che il problema proposto sia su-

scettibile di due soluzioni
, e ce ne assicurerem facilmente

studiando la maniera di costruire un angolo trièdro allorché

si conoscono due delle sue facce e l’ inclinazione d’ una di

esse sulla terza
, oppure allorché si conoscono le inclinazioni

di due facce sulla terza, e l’angolo delle costole, che de-

terminano una delle prime. Io non saprei entrare adesso in

queste particolarità (*) ; ma eccone almeno qui i resultati.

1
,° Il triangolo sferico non può esistere che in una sola

maniera coi dati a, c e C

allorché C= 11

C< 1»,
C< I»,

C> iv,

c > IV
,

a < iv
, c > a

a > iv
,

c > 2V —a
a < iv

, c < av —a
n > iv

,
c < a;

cd è suscettibile di due forme

(*) Fa di tnestieri consultare lo Sviluppo nuovo della

Parte elementare delle Matematiche di Bertrand, Tom II
Trigonometria

,
Sezione V.
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allorché C < iv
, a < i?

,

c < a
C<i», a> i», c < 2» — a
C > i’

,
a<i», c > 2» — a

C>!», «>IV, c > a
C < ov.>iv , a— i» .

77

a.
0
Coi dati A

,
C e c il detto triangolo non può aver

che una forma

allorché c = n
c > li A > iv, C < A
c> 1», A< iv, C < av —

A

C < I», A > iv, C > av —

A

c < IV, A < t», C> A;

c desso ne ha due quando

c > IV, A > iv, C > A
c > IV, A< iv, G > 2V —

A

c < IV
,

A> iv, C < av —

A

C < IV , A < iv
, C < A

C < OV.>IV
,

A=1 1 .

6r. Per dare un’applicazione della Trigonometria sfe-

rica
,

sceglierò il seguente problema. Conoscendo un an-

golo MSN ,
fig. 23

,
misurato in un piano inclinato e gli ng.a,

angoli , che fanno con una verticale SS' * lati SM e SN
del primo

,
trovar V angolo M'S'N' formato sul piano M'S'N'

orizzontale
,
omero perpendicolare a SS

' ,
dalle proiezioni

M'S', N'S' delle linee MS e NS.

Le tre linee SS' , SM e SN determinano un angolo
trièdro

, di cui il punto S n’è il vertice
,

nel qual si co-

noscono i tre angoli piani MSN
,
MSS' e NSS'

;
e poiché

la retta SS' è perpendicolare sul piano N'S'M'
,
essa è pure

perpendicolare su ciascuna delle linee M'S' ,
N'S' situate're-

spettivamente nei piani S'SN
,
S'SM

,
e formanti in con-

seguenza tra loro un angolo eguale a quello, che misura

l’ inclinazione di questi piani : il problema proposto riducesi

dunque a determinar quest’ inclinazione. E di questa ma-
niera appunto che trovasi risoluto il detto problema col mez-
zo di operazioni grafiche nel Saggio di Geometria sui piani

e sulle superficie
,

ovvero Complemento degli Elementi di

Geometria n. £i.

Ma si può ottener l’ angolo cercato considerandolo co-

me facienle parte del triangolo sferico BAC
,
formato dai

circoli resultanti dalle sezioni
,
che i tre piani MSN

,
S'SM,

Digitized by Google



7
R

,

TRATTATO ELEMENTARE
SbN farebbero in una sfera, il cui centro fosse in S, ed
il cui raggio fosse eguale a quel delle Tavole. S’hanno in
questo triangolo i lati AB, AC, BC, i quali sono le re-
spettive misure degli angoli dati NSS'

, MSS' , MSN , e l’an-
golo richiesto e precisamente l’angolo A

; esso si troverà dun-
que por mezzo della prima regola del num.° precedente.

Com esempio di calcolo suppongo che siansi osservati

l’angolo MSN di o? ,7597= BC,
l’angolo S'SM di o?,59 i 3= AC,
l’angolo S'SN di o? ,654.2= AB.

Questi angoli rappresentando i lati d’un triangolo sferico,
di cui cercasi l’ angolo A

,
io fo

0=09 17^97 1 &=o1 ,5^13, c=09 ,65^2

,

ed impiego la formula

sen
1

(«-R—c)sen 1 (a-fc—
6),

sen b sen c

( noia alla pag. 74 ).

Gli archi — (a-fb c ) , — ( a-\-c—b) si forman pren-

dendo in pnmo luogo la semi-somma de’ tre lati a h r

l’anlir^to^T^nf—U"° d
1

,ali
’ 1 quaii «»^W

rfi S- ’
clip° l Sl Pcondono oqaritmi dei seni

« ' WJta*' aritmetici di Wdmi dcM, de, rat,, come lo dimostro l'operazione tàgueme.
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DI TRIGONOMETRIA. 79
01 ,7597
O ,5910
o ,6542

Somma. 21 ,0062

Semi-somma 1? ,0026 11 ,0026

o ,59i3 o ,654a

i.° resto, o? ,4ii3 2“ resto, ò» ,3484

1. sen 01
,4n 3 = 9,7796340

1. sen o1 ,3484 = 9,7

1

62989
Compì, arit. del 1 . sen o’ ,691 3 = 0,0964168
Compì, arit. del 1 . sen o’ ,6542 = 0,0674914

Somma. 19,6598411

log sen — A = 9,8299205

,

il qual nelle Tavole corrisponde a 01 ,47254= -^ A; e

raddoppiando quest’ arco
,

si trova A = 01 ,94508, ovvero

solamente A=zo?
,945 1 ,

limitandosi a quattro decimali
;
tal

è l’angolo M'S'iN' corrispondente al valore dato per l’an-

golo MSN.
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CAPITOLO III.

Dell’ applicazione dell' Algebra alla Geometria.

63. L applicazione dell’ Algebra alla Geometria ha pri-

mieramente per fine di far servire le operazioni algebriche

a combinare insieme più teoremi di Geometria, onde de-
durne delle conseguenze. Egli è così che nei due capitoli

precedenti sono arrivalo alle principali formule della Tri-

gonometria rettilinea e della Trigonometria sferica. Un teo-

rema , il quale stabilisce una relazione tra più linee d’ una
grandezza definita

, può sempre esprimersi col mezzo d’una
equazione ;

e tutte le trasformazioni
, che si operano sopra

questa equazione
,
essendo tradotte in linguaggio ordinario,

somministrano degli enunciati
,
che son delle conseguenze del

Teorema
,
dal quale siamo partiti : ma questo punto di vi-

sta non offre che una picciolissima parte di ciò
,
che dee

abbracciare l’applicazione dell’ Algebra alla Geometria. Que-

sto ramo delle Matematiche
,
considerato in generale , non

si limita alla ricerca delle proprietà dell’ estensione col mezzo
dei metodi algebrici : vi si vede ancora come si possa rap-

presentare mediante le dette propietà tutto ciò
,
che significa

un’espressione algebrica qualunque, riportando sempre le

costruzioni delle figure alle operazioni del calcolo
,
e ritor-

nando da queste ultime alle prime. Questo è ciò
,
che di-

mostreranno successivamente i diversi problemi trattati nel

presente capitolo.

La scrittura algebrica
, sì utile per esprimere le condi-

zioni dei problemi , i quali riguardano i numeri
,
non è me-

no comoda per quelli
, i quali hanno rapporto alla Geome-

tria. Questi ultimi posson mettersi in equazione come i pri-

mi allorquando siamo arrivati a trovare nej loro enunciato

la relazione delle incognite , e delle cognite o date
;
ma fa

di mestieri perciò chiamare in suo soccorso alcune delle pro-

prietà delle specie di grandezza, che si considera.

64. Per esempio
,
poiché un triangolo è determinato

dalla conoscenza dei suoi tre lati, la sua area debb’ esserlo

pure con questo mezzo, e ci possiamo proporre il seguente

problema.
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APPLICAZIONE DELL* ALGEBRA. 8l
Conoscendo i tre lati d’un triangolo , trovare V espres-

sione della sua area.

L’ area d’ un triangolo essendo eguale alla metà del

prodotto della sua base per la sua altezza, si fa immedia-
tamente manifesto che il problema ridueesi a determinare
l’altezza; ed abbassando nel triangolo ABC,

fig.
1 4-

>
una per- Fi* 'A

pendicolare sul lato AC , si forman due triangoli rettangoli,

i quali somministrano delle relazioni tra i lati AB, BC,
la perpendicolare BD

,
ed i segmenti AD e CD formati da

questa perpendicolare.

Infatti
,

se si denotino per c
,
d, c" i lati AB

,
BC

,

AC del triangolo
,
per l il segmento AD , e per u la per-

pendicolare BD , i triangoli rettangoli ABD
,
BDC daranno

ABa = 1BD2 +ADa
,
BCa =BDa +DC3

;

osserveremo inoltre che nel primo triangolo della figura

DC=AC — AD=rc" — f,

e nel secondo

DC = AD — AC = X — c".

Ponendo in luogo delle linee le lettere
,
che le rappresen-

tano
,
e facendo attenzione che

(
d — <)*= (< — c" )* ,

formeremo, per l’uno e l’altro triangolo, l’ equazioni

c*= c/ *= m*+( c" — <)*,

le quali non contenendo che due incognite t e u
,
ne de-

terminano i valori.

Se si sviluppa la seconda equazione , e che dessa si

tolga dalla prima
,

i termini u* e 1’ spar iranno
;
conse-

guiremo
' C* —

C

, * = 2C»t — c"*(*),

di dove ricaveremo

# _ c* — c" -f c"*

5? »
, ...

.

e P equazione c* = u* -|- <* somministrando

« = + V c* — <*,

(*) Farò osservare che quest' equazione posta sotto la

forma d‘1
=c'‘ c" 1—ac^t, presenta

,
riguardo al lato c'

ovvero BC
,

il teorema del n.° 76 degli Elementi di Geo-
metria.

Lacrqix Trigonm. 1

1
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ue dedurremo, mediante la sostituzione dei valore di I,

quello di

u= + t/^EEEHll-r 4e"-

ovvero

± V 4c* c"' — ( c*— ef*+ <?'• )*

* ac*i

Si può col mezzo di questa formula trovar l’ altezza d’ un
triangolo quando sì conoscono! suoi tre lati", e siccome l’e-

spressione della sua area si misura colla metà del prodotto

della sua base moltiplicata per la sua altezza
,
ne dedurre-

mo da ciò , che precede
, l’ area d’ un triangolo tostochè si

conosceranno ì tre lati.

La lettera u denotando la prependicolare abbassata sul

lato c" del proposto triangolo, l’area di questo triangolo sarà

— c" u = — vV c"‘— (c*— c^-fc"*),
a 4

ponendo per « il valore di sopra trovato.

Taf è l’ espressione dell’ area d’ un triangolo per mezzo

de’ suoi tre lati. Considerandola con attenzione
,
è facil ve-

dere eh’ essa non è qui presentata sotto la forma la più ele-

gante , e che le si possa dare
,
poiché dessa non sembra sim-

metrica per rapporto a ciascuno de’ lati c ,
cf , c" , il che

tuttavìa dovrebb’ essere
,
perchè cangiandovi queste lettere

le une nell’ altre , essa non dee cangiar di valore. Segue evi-

dentemente da ciò che la medesima può esser ridotta a non

contenere che delle combinazioni simili delle lettere ,
eh’ essa

contiene ; e si arriva a questo fine osservando che la quan-

tità c"*— (c*—

c

75
-f- c77 ’)

1 essendo la differenza di due

quadrali, si decompone nei fattori
*/

•xcc" 4- e* -J- c"*— ri*
,

acc77— c* .— cm -f- c
7*,

i quali riduconsi a

i quali pure si decompongono nei quattro seguenti

c-f-c'-f-c
77

,
c-\-c"—

c

7

,
e-j-c'—

c

77

,
d-\rc"—c

,

avrem dunque
P * *

j V (C-f&'—c) (c-K—
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Adesso, se si fa attenzione die

c'-f-c
"—

c

= (c-j-e'-J-c")—oc

C -j-c"—et= (c-j-c'-^-c")—id

e -^-c' —c"~ (c-f-e'-J-c")—ac",

e si pone c-f-c'

—

a/\ troverem finalmente che l’ arca-

dei triangolo ABC è espressa da

-J
V a/-a(7—«ì- »(/—«') *(f-~ *')i

e si riduce a

^ nf-c)(r-cr)(r-c")-,
forirmla commendevole tanto per Tutilità , di cni essa può
essere per valutar 1’ area d’ una figura piana qualunque ,

quanto per la sua eleganza : (fessa «Smostra che t urea il’ tot

triangolo è espressa dalla radice quadrata del prodotto della

semi-somma dei Ire luti moltiplicala per le differenze tra <pte~

sta semi-somma e ciascuno dei lati.

6S. 11 metodo indicato negli Elementi di Geometria
,

ai num. ! 234 e 268 ,
per trovare rattezza intera d’ una

piramide
, o d’ un cono troncalo da un piano pnraldlo alla

loro base
,
essendo ridotto in formula , condor» ad una c-

spressione notabile del volume di questi corpi
;
ed ecco in

qual' modo.
Se si denotano per a e A i due lati omologhi delle

basi d’un tronco di piramide ,
ovvero i raggi di quelle d’un

tronco di cono
,
per y l’ altezza di questo tronco

, per A
l’ altezza della piramide 0 del cono intero

, avremo la pro-
porzione

a—6 : a ’.l g l A , donde A= «9

a—b'

L’altezza della porzione tolta essendo A

—

g ,
avrà per •-

spressione

h—g
a—

A

Ciò posto
,

le basi del tronco essendo simili , staranno
tra loro come i quadrali delle Toro linee omologhe ; di ma-
niera che

,
chiamando S la base inferiore

,
e s la base su-

periore, avremo

S : s II a‘ ; 6’, ovvero S l o* :: * : A*.
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Denotando in seguito per m il rapporto delle grandezza S
e a*

,
conseguiremo

S= a* m ,
s =r 6“ m

5

ed i volumi del corpo intero, e del corpo detratto saranno

espressi respeltivamente da

mqai
1

a^b' "3 (h-g)s=L
mqb 5

’à—b'

ponendo in luogo di S; s, A, e h—g i valori trovali qui

sopra. Togliendo finalmente la seconda espression dalla pri-

ma
,
avremo pel volume del tronco

m?(
al+oi+6l

)=‘^ gitna'+mab-^tnb1
).

. >

Ora ma* e mb' son già le basi inferiore e superiore del

tronco ; e se si faccia ab=c*
,
c=r\/à6

,
questa espressione

denoterà una media proporzionale tra le lince a e ò , ed in

conseguenza mab~mc% esprimerà l’area d’un poligono simile

alle basi dell tronco e costrutto sul lato c

,

ovvero d’ un
circolo del raggio c.

Segue dunque dal resultalo precedente che il volume

d,' un tronco di piramide , 0 di cono è eguale al terzo della

sua altezza moltiplicato per la somma dell' aree delle sue

due basi
,

e d1

una figura simile costrutta sopra un lato
,
o

sopra un raggio medio proporzionale tra quelle di queste due

basi
; e siccome mab—sj ma*

. mb', si fa manifesto che l’area

di questa figura è media proporzionale tra quelle delle basi.

Se si alzano sopra queste tre figure delle piramidi 0 dei

coni della medesima altezza del tronco proposto
,
la somma

dei loro volumi sarà equivalente a quella del tronco sud-

detto.

66 . Nei problemi precedenti avevasi in vista un resul-

tato numerico : qualche volta si cercano delle linee.

Che sia proposto
,
per esempio

, d’ inscrivere un qua-
drato DEGF in un triangolo ABC

, fig. 24 5 bisognerà sup-
porre il problema risoluto

,
e cercare in seguito tra le linee

date immediatamente dal triangolo e dal lato del quadrato
fina relazione

, la quale possa esprimersi algebricamente.

Per questo abbasseremo Ja perpendicolare BH , la quale

riguarderem come cognita
,
poiché sappiamo condurla ; e

paragonando i triangoli simili BAC e BDE
,
BAH e BDI

,

formeremo le proporzioni
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ab : bd :: ac-.de,

ab : bd :: bii : bi ,

le quali conducono a

ac : de :: bh : bi.

Quest’ ultima dà una regione tra le linee cognite AC, BH
e le linee incognite BI, DE; ma BI dipende da DE, poi-

ché Bb=BH—IH, e per la definizion del quadrato 1II=DE,
denotando per a e 6, i dati AC e BH

,
e per x l’inco-

gnita IH o DE, avremo

di dove
« : x :: b : b— x,

bx— ab — ax.

Da questa equazione di primo grado concludesi

ab

Allorché le rette a e b son riportate ad una misura

comune , ovvero espresse in numeri , la formula suddivisala

somministra
,
mediante delle operazioni aritmetiche , il nu-

mero ,
che esprime la lunghezza della retta IH

;
prendendo

questo numero sulla retta BH , avremo il punto I
,
dal quale

bisognerà condurre la retta DE.

Non è necessario, per determinare il punto I, di ricor-

rere ai numeri, perchè le operazioni indicale nell’espres-

sione di x possono effettuarsi sulle linee. Si vede infatti che
quest’ incognita è il quarto termine delia proporzione se-

guente

a + b : a :: 6 : x,

e che in conseguenza tutto si riduce a trovare una quarta

proporzionale alle tre linee

a-\~ b, a e b.

Riguardasi in generale come elegante il collegare con la

figura
,
che contiene i dati del problema , le operazioni

,
che

bisogna eseguire per ottenere la soluzione; sì può in con-

seguenza, nel problema presente, impiegar l’angolo retto

CHB alla determinazione della quarta proporzionale da ri-

trovarsi. Porteremo dunque sopra HC prolungata

i.°HL= a = AC, a.
0 LK = 6 = BH ;

tirando BK, e poi conducendo IL paralellamentc a BK, il

punto I
,
mediante il quale avremo
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hk : hl :: bh : ih,

apparterrà al Iato DE de! quadrato DEGF.
67. Possiamo arrivare nella stessa maniera a proble-

flii d’ un grado superiore al primo.
Sappiamo che dividere una linea in media ed estre-

ma ragione vuol dire dividerla in modo che uno de’ seg-
menti sia medio proporzionale tra la linea intera e l’ altro
segmento. Per risolvere algebricamente questo problema r de-
noteremo la linea intera per a, il segmento incognito per x:
l’altro segmento sarà a—x

,
ed avremo

a ; X :: x : a—

a

r,

donde concluderemo

a* — ax= a:*;

risolvendo quest’ equazione
, ricaveremo

Le operazioni indicate in questa soluzione possono ef-

fettuarsi solle linee col mezzo del triangolo rettangolo ;
poi-

ché «*
-f- o* essendo la somma dei quadrati delle linee a

4

o, il radicale>[/a-+^a- l’ ipotenusa AC, fig. a5,

del triangolo rettangolo costrutto sopra i iati AB = a ,

= — «• Non si tratta
,
per ottenere i due valori di x,

che di combinare, per sottrazione e per addizione, la li-

nea AC con la linea BC= — a
,

il che s’ effettuerà por-
2

tóndo BC da C in D sopra AC
,
e da C in IV sopra il suo

prolungamento
5
poiché avremo

AD=AC— o* 4-4 a*— — a, di dove xz=. AD

AD'=AC-j-DC=

a

1
-j- a‘-f- ^-«,di dove a:=—AD*

.

La retta AD riportala in E sopra AB mediante un
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arco di circolo è la soluzione data nel n.° i 3a degli Ele-

menti di Geometria
;
e ponendo sotto la forma

a'—ax -f- x
*

l’equazion del problema
,
se ne ricava la proporzione

x+ a : a :: a : tr,

la quale riducasi a

ad» : ab :: ab : ad,
poiché

' AD'=AD + aBC= AD + AB.

Segue da ciò che la linea AD7 è pure divisa in media ed

estrema ragione nel punto D
,
e che il maggior segmento DD'

è eguale alla linea data AB. Vedremo più sotto (77) l’e-

nunciato
,

al qual corrispondono nel medesimo tempo i due
valori di a:, e ciò che significhi il segno— ,

da cui è af-

fetto il secondo.

Gli esempi precedenti bastano per dimostrare che la

risoluzione algebrica dei problemi determinati di Geome-
tria presenta delle circostanze analoghe a quella dei pro-

blemi relativi ai numeri. Bisogna in primo luogo porre il

problema in equazione
, e ricavare 1’ espression deU’ inco-

gnita; ma in vece d’impegnar il calcolo aritmetico per va-

lutare quest’espressione
,

fa di mestieri effettuar sulle linee

cognite delle operazioni grafiche corrispondenti a quelle, le

quali sono indicale dai segni algebrici. Nel problema del

n.° 66, l’equazione del quale non era che di primo grado,

s’ è determinata l’ incognita col mezzo di linee proporzionali;

e pel problema qui sopra
,

l’ equazione del quale saliva al

secondo grado ,
siamo ricorsi alla proprietà del triangolo

rettangolo. Queste determinazioni son ciò, che dicesi la co-

struzione dei valori dell’ incognita
;
ed io vado ad esporne

i principi
,

i quali sono comuni a tutti i problemi di que-

sti due gradi.

68. Un’osservazion generale
, e che avremo spesso bi-

sogno di verificare, si è quella che quando nell’enunciato

d’un problema non entrano che nelle linee, e la quantità

cercata è dessa pure una linea
,
la sua espressione conterrà

sempre un fattore di più nel numeratore che nel denomina-

tore
;
e ciascuna di queste quantità è composta di termini

omogenei tra loro. L’espressione di t, trovata nel n.° 64,
soddisfa a questa condizione : i termini del suo numeratore

hanno due fattori
,
ed il Suo denominatore uno solo.
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Segue da ciò che quando l’espressione d’una linea qua-

lunque non contiene de’ radicali
, si può , rappresentando

tutte le quantità, che dessa contiene
,
per linee, ottener

la lunghezza della prima senza ricorrere ai numeri
, e so-

lamente cercando col compasso delle quarte proporzionali

a linee date. Per dimostrarlo
,

sarà bastante l’ esempio se-

guente.

Sia
abc-\-ds—e'f

gh+i'
:

questa espressione il numerator della quale è composto di

termini contenenti ciascuno tre fattori, mentre che i termini

del denominatore non ne hanno che due, appartiene , dietro

l’ osservazione suddivisala
,
a una linea. Se si faccia

abe — hd1
, e'f— k'd'

,

gh= k"d, t* = W'd,
avremo

t
_d'{ k+d-k')_d

(
k+d-k1

\~ d
(
k"-\-k1'1

)

~~
1V'+k'"

’ ’

otterrem dunque t cercando una quarta proporzionale alle

tre linee A:
//—|-A:

///

, fc-f-d

—

k' e d allorché le linee inco-

gnite rappresentate da ft, k

k

", V" saranno determinate.

L’ equazioni poste qui sopra conducono a

k
abe ab c

~d~ 7* 7
eIv e

d
X

d
-
’

valori
,

i quali si formano mediante

d i c

le proporzioni seguenti

*• H * d*
- *’

d:e::f

d:g::h

a ,e "7 * 7~

d : Ì :: i =
cercando dunque i quarti termini di ciascuna col mezzo
delle linee proporzionali

,
avrem successivamente le lun-

ghezze delle linee rappresentate da
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ab abt ef e'f gh *•

1 ’ 3= ’ 1 ’ d7 ’ 1 ’ ~d ’

le quali daranno
k

,
k>

,
k» e *"'

5

e mediante quest’ ultime troveremo t.

Riconoscesi facilmente che lo spirito del metodo , di cui
ho fall’ uso per costruire un’ espressione algebrica

,
consiste

nel trasformare il numeratore e il denominatore dell’ es-
pressione proposta in prodotti d’ un certo numero di fattori

semplici o di primo grado
;

il che è sempre possibile coi
mezzi, che io ho impiegati.

Vi sono dei casi ove questa trasformazione può effet-

tuarsi immediatamente senza che siavi bisogno d’ introdurvi
dell’ indeterminate : tal è quello dell’ espressione

,
c (a*—6*)

aa

-f-ò*
’

il numerator della quale equivale a

c(o + h) (o — ò),

e di cui il denominatore può essere scritto così

V'5
r+Fx V «* + &*>

si «inseguisce allora

t
_ (

a—b ) ( a-\-b ) c

dò, che si ottiene mediante le proporzioni

i °+6 :: c :

c
-

,

Va’-H»*

VffqF* :*-b :: <f±!±
e

. Lgjlf .

Vo*+ò* Vaa

-fò* Va'+6
‘

Il radicale impiegato in questo calcolo si costruisce fa-

cilmente
,
poiché desso esprime l’ ipotenusa d’un triangolo

rettangolo
,

di cui i lati sono a e b.

69. Il Triangolo rettangolo e il circolo somministrano
i mezzi di costruire la radice quadra d’una quantità qualun-
que espressa in linee. L’ uso del primo è evidente allorché

Lacroix Trigonom. 12
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la quantità compresa sotto il radicale è la somma © la dif-

ferenza di due quadrali. Difatti
,

si lianno in questo caso

e b* ; una di queste espressioni può
essere riguardata come 1* ipotenusa d’ un triangolo rettango-

lo , di cui i lati sono a e 6 , e l’ altra come un dei lati

adiacenti all’ angolo retto in un triangolo della stessa natu-

ra
,

di cui l’ ipotenusa fosse a ,
ed il terzo lato 6.

Costruiremo , mediante una serie di questi triangoli

,

f espressione V •+ b‘ c’-j-d'i avendo ottenuto primiera-

mente V rappresenterein questa linea per * ,
il che

darà

a* + b' = «*

,

e la quantità proposta diverrà

y a*4-c*-fd*

costruiremo il radicale V «’ -j-c* come il precedente, e chia-

mando < il resultalo di questa operazione., avremo

*»+ c*= e*
;

altro non resterà da trovare che y -j- d*
,

il che si farà

prendendo 1’ ipotennsa del triangolo rettangolo
,

i cui lati

sono < e d. È facile d’ estendere questo metodo al caso do-

ve il radicale da costruirsi contenesse un qualunque numero
di quadrali.

70. Passo adesso all' impiego del circolo nell’ estra-

zione delle radici quadrate. Sappiamo che la perpendicolare

alzata sopra un diametro è media proporzionale tra i due
segmenti di questo diametro ( Geom. i 3o ) ;

otterremdun-

,6. que y ab prendendo
, fig. 26, AP = a, BP = 6, e de-

scrivendo un circolo sulla somma AB di queste due linee

presa per diametro : la perpendicolare PM ,
alzata dal pun-

to P
,

essendo media proporzionale tra AP e BP
,

sarà

y ab.

Possiamo trovare ancora una media proporzionale tra

due linee qualunque a e b prendendo la maggior delle

due pel diametro AB del circolo, e portando l’altra da A
in P; alzando in seguito l’ordinata PM, e tirando la corda

AM, avremo la media proporzionai dimandala ('Gewn. i 3 ij.

Col soccorso di questi metodi costruiremo tutti i radi-
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cali di secondo grado, qualunque siasi la quantità
,
ch’ossi

contengono. Sci
,
per eselmpio

,

j/s+k-ìf;

faremo bc — ak
,
~f= a*7

;
l’ espressione proposta diverrà

V a' -f-
ak— ak'= ^ (

a-\-k—k‘) a;

e per ottenerlo, servirà prendere una media proporzionale

tra due lineo respetirvamcute eguali ad a-\~k—A? ed a. È
d’ altronde manifesto che le quantità k e k' si determine-

ranno per mezzo delle linee proporzionali dietro a ciò, cli'è

stato detto, nel n.° G8; poiché l’equazioni
,
dalle quali esse

dipendono, danno

a
’

e conducono in conseguenza alle seguenti proporzioni

a i b :: c : k,

„ de , de def ,,

a a ag

71. lai quantità, che ci propongliiamo di costruire, po-
trebbe non essere omogenea ; ma ciò non succederà che al-

lorquando avremo fatto afrune linee eguali all’ unità, ovver
quand’ avremo rappresentato un numero con una lettera

,

ovvero una linea con un numero
;
ed i metodi indicali di

sopra non saranno impediti da questa circostanza purché si

faccia ricomparire in tutti i termini, ov’ essa dovrebbe tro-

varsi , e con degli esponenti convenevoli
,

la linea presa

per unità.

Se si avessei/ a-f- si fosse saputo,mediante l’e-

nnneiato del problema, il quale ci avrebbe condotto a que-
st’espressione, eh’ essa dee appartenere a una linea, vedreb-

besi che ciascuno dei termini compresi sotto il radicale do-

vrebb’ essere di secondo grado, e che in conseguenza, deno-

tando l’ unità per n, bisognerebbe scrivere an in luogo di a
,

bcti* bc
e —jj- iti luogo di ~ il che nulla cangia nella grandezza as-
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soluta di queste quantità, poiché n=± i = ns

,
ed in gene-

rale n,n=i, qualunque sia m. Avrebbesi in tal maniera

ben i m / /
,
bcn%\-T=J/ n[a+—y

espressione
,

la quale costruirebbesi facilmente.

Osserverò che
,

dietro quel che precede
,

potrebbesi

estrarre, mediante un’operazione grafica , la radice quadrata

d’ un numero qualunque prendendo una media proporzio-

nale tra due linee, una delle quali rappresenterebbe l’ uni-

tà
,
e l’ altra avrebbe con quest’ ultima il rapporto espresso

dal numero proposto.^'
,
per esempio, si otterrebbe pren-

dendo una media proporzionale tra due linee, una delle

quali fosse i 2* dell’ altra; poicbè^^2’==^' iX

72. Non v’è cosa più facile adesso che costruir l’es-

pressione delle radici dell’ equazione di secondo gpado x* —
ax— b*, la quale può rappresentar tutte quelle di questo

grado. Infatti
,
ricavando il valor di x

, si ha

x=— a+ tr '4 a*+ ò*
j2^4

non si tratta che di costruire il radicale1/ •^a*-{-b
i
(Gg),r 4

e di prender in seguito la somma e la differenza del re-

sultato e della linea ^ a
,
per ottener la grandezza di cia-

scuna delle radici della proposta.

Se quest’equazione fosse della forma x'— ò%
si avrebbe

x=— a + 4 a*

—

2 ' 4
la sua costruzione , in questo caso

,
non differirebbe da

quella del precedente che in ciò che il radicale sarebbe es-

presso da uno dei lati dell’ angolo retto d’ un triangolo ret-

tangolo in luogo d’ esserlo dall’ ipotenusa
,
e che questo trian-
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goto cesserebbe d’esistere se si avesse a < 6 ,
perchè al-

lora avendo preso sopra nn dei lati d’ nn angolo retto ABC,

fi9 - 27 , UDa grandezza AB= b
,

il circolo DE, descritto ri* *7.

dal punto A come centro
,
con un raggio , il quale fosse

minore di AB ,
non arriverebbe all’ altro lato BC. Questa

circostanza si accorda con la Teorica dell’ equazioni di se-

condo grado
,

la quale dà delle radici immaginarie pel caso

di cui si tratta.

Potremo applicare ciò, che precede, al problema se-

guente. Essendo data la somma 0 sincero la differenza dei

due lati contigui £ un rettangolo e la sua area
,

costruire

questo rettangolo.

Infatti
,
sieno ò* la superficie del rettangolo dimandato,

a la somma
,
oppure la differenza dei suoi lati contigui , e

x uno di essi
;

l’ altro sarà espresso da a—

x

nel primo ca-

so , e da a x nel secondo ; la superficie sarà (a

—

x) x
pel primo caso , e (a-f-x) x pel secondo *, di maniera che

avremo queste due equazioni

ax— x% = 6*
, ax-\-xl =6’

,

le quali essendo risolute, daranno dei valori di x costrui-

bili col metodo antecedente.

73. Non è necessario risolvere l’ equazioni di secondo

grado per trovarne graficamente le radici *, desse si otten-

gono immediatamente mercè delle proprietà delle linee rette,

le quali si tagliano in un circolo.

L’ equazione x'-\-ax—b' essendo posta sotta la forma

x (x-J-a) = à’,

si rapporta alla proprietà delle secanti e delle tangenti
,

che partono da un medesimo punto (Geom. 128J ;
poiché,

se si descriva
, fig. 28 ,

con un raggio BC= — a un circo- r:K ,u
2 .

lo , e gli si conduca una tangente AB
,

di cui la lunghezza
sia b

, e pei punti A e C si tiri una secante AC
,
chia-

mando x la linea AD, avremo evidentemente

AD*= AD+ DD*= AD+ 2BC=x+ a
\

Ì •
•

e la proprietà citata di sopra somministrando

AD X AD*= AB3
, ne risulterà
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x( x+ a )= b

1

ì

eli’ è r equazione proposta.

Se si avesse x*—ax=6‘, bisognerebbe (are x = AD1
-,

avrebbesi allora

AD= i— a e x (x— a)= 6*.

fa costruzione presente non essendo soggetta ad alcuna
eccezione, dimostra che fintantoché 6* sarà positivo nel se-
condo membro al tempo stesso che xp lo è nel primo

,
le

radici dell’ equazion proposta saranno sempre reali.

L’ equazione x*—ax=—6* si cangia in ax—x'—b*

,

e può scriversi allora nel modo seguente

x ( a—x) = fc\

Sotto questa forma essa rapportasi alla proprietà delle cor-
de , le quali si taglian nel circolo

;
poiché

, sé descrivasi
sopra un diametro AB= a

, fìg. 29 , un circolo
,

si alzi

dal punto A una perpendicolare AG = 6, si tiri in seguilo
CM paralella ad AB

,
e dai punti M e M'

,
ove CM in-

contra il circolo
, si abbassino sopra AB le perpendicolari

PM e PII', avremo

> AP X BP= AP
(
AB—AP

)
= PM3

,

ovvero

AP (a — XV) =&*•,
dipoi

AF XBP'= AF(AB— AF)= FM'2
,

ovvero

AP' (a — AP'j = 6‘;

dal che si fa chiaro che prendendo successivamente per x
le rette AP ed AP'

,
ricaderemo sull’ equazion proposta

ax — x' =6*,

e che in conseguenza le rette AP e AP', ottenute coi me-
todi sopra- indicati

, sono i valori dell’ incognita x.
E manifesto che quando AG sorpasserà il raggio del

circolo
, ovvero a, la retta CM non incontrerà più il

circolo, c non somministrerà in conseguenza alcuna deter-
minazione

; ma allora le radici dell’ equazion proposta sa-
ranno immaginarie.

Le radici dell’ equazione x' -J- ax—— 6’ non differi-
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ranno da quelle dell’ equazione x* — ax —— b' , se non

perchè desse sono affelle dal segno — ; ma la loro gran-

dezza s’ otterrà sempre mediante la costruzione
,
che ho già

indicata.

74. Nell’ applicazione dell’Algebra alla Geometria il se-

gno — s’ interpreta in generale come a riguardo dei nume-
ri

,
rovesciando in una certa maniera 1’ enuncialo del pro-

blema, ovvero prendendo le linee, che ne son affette, in

un senso contrario a quello
,
nel quale esse s’ eian supposte

in principio.

Prima d’ andar più avanti debbo rammemorare che le

quantità negative deggiono la ior origine dalle sottrazioni,

le quali non possono effettuarsi nell’ ordine
,

in cui esse sono

indicate
,
perchè la quantità da togliersi si trova maggiore

di quella, dalla quale dessa dovrebbesi togliere. Riconoscesi

da tal circostanza che v’ è errore nell’ enunciato del pro-

blema , o almeno nella sua applicazione al caso particola-

re, che si è avuto in veduta-, e rettificando quest’errore,

vale a dire modificando l’ enunciato in modo da render pos-

sibile la sottrazione
,

la quale non s’ è potuta eseguire
,
ar-

rivasi ad un resultato positivo ; ma rispetto a certi proble-

mi , a tutti quelli , i quali conducono a dell’ equazioni di

primo grado per esempio, non si ha bisogno di prendersi

questa pena. 11 segno del resultato indica egli stesso il ro-

vesciamento, di cui l’enuncialo è suscettibile, ed i valori

negativi ,
impiegati conformemente alle regole stabilite per

effettuare le operazioni sulle quantità affette dal segno—

,

soddisfano nello stesso modo ai problemi come quelli
,
che

son positivi. Ecco per qual motivo si è cangiata la denomi-
nazione di radici false

,
che gli Analisti davano per 1’ ad-

dietro alle radici negative dell’ equazioni.

È dunque parimente per mezzo della sottrazione che

si debbono spiegare sulle figure geometriche i valori ne-

gativi
,
che 1’ Algebra dà a certe linee; e per sottrarre una

linea da un’ altra serve portar la prima sulla seconda a
partirsi da una dell’ estremità di quest’ ultima : ma vi sono

sti quest’ operazione grafica alcune osservazioni da fare, le

quali dipendono dalla maniera
, mediante la quale si de-

scrivon le linee.

Sia primieramente CD
, fig. 3o

,
la linea da sottrarsi

da AB -, siccome la prima è minore della seconda
,
portan-

do questa prima da B in c
,

la loro differenza Ac sarà po-

sta alla destra del punto A : ma se s’avesse da toglier (/D*

maggiore di AB, e si portasse sempre sopra AB, a partirsi
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dalla medesima estremità B ,

la linea da togliersi
,

la dif-

ferenza delle due rette proposte sarebbe espressa da Ac' sul

prolungamento di AB , e sarebbe posta a sinistra del pun-
to A ,

vale a dire
,
da un lato opposto al resultato Ac della

prima operazione : egli è a questo cangiamento di situazione

che corrisponde il segno—

.

Sembierehbe a prima vista che si dovesse effettuare la

sottrazione indicata sulle linee C' IV ed AB
,
portando la

minore sulla maggiore
;
perchè questo è ciò

, che si fa sui

numeri allorché si toglie il minor dal maggiore : ma biso-

gna osservare
, a riguardo delle linee

,
che desse sono in

generale impiegate ad indicare delle distanze da un certo

punto, al quale se ne riportan dell* altre, e che riguardasi

come fisso : esse prendono dunque il loro accrescimento dal-

F estremità opposta a questo punto ; ed allora la sottrazio-

ne, la quale, di sua natura, è inversa della somma
, dalla

quale resultano in generale gli accrescimenti
,
debbe ope-

rarsi pure in senso inverso da quella della somma, ed in con-

seguenza andando verso il lato ove le linee diminuiscono.

l)a ciò proviene che
,

se il punto A sulla retta AB è il

punto fisso, di cui io parlo, la sottrazione di CD, ovvero

di C' 1/ debbe operarsi a partire dal punto B. La continuità

delle linee
,
e la possibiltà di prolungarle indefinitamente

nei due sensi danno a loro riguardo il mezzo d’ eseguire

,

come lo abbiamo veduto
,

la sottrazione nella maniera me-
desima

,
benché la quantità da sottrarsi sia divenuta la piu

grande delle due. Ecco un problema semplicissimo
,

il quale

confermerà ciò che abbiam letto adesso.

75. Condurre in un triangolo dato ABC, fìg. 3i, pa-
rallelamente al lato AC una linea DE

,
cAe sia eguale a

una linea data MN.

Essendo dati i lati del triangolo, farò

AB = a, AC = 6, MN= c,

e prenderò per incognita la distanza AD
, perchè la posi-

zione d’ una linea paralella ad una linea data è determinata

da un solo de’ suoi punti. Facendo AD = x
,
avrò BD=

a — x
,
ed i triangoli simili BAC e BDE daranno

ovvero

dunque

ab : ac :: bd : de,

a l b li a— x : C)
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ab—bx=ac ,

ab— ac a(b— c)

97

Il valore di x si costruisce (68) togliendo da AC= b
la retta CF=±:c, poi tirando FD paralella a CB ; poiché

la similitudine dei triangoli ABC
,
AFD somministra la se-

guente proporzione

. ac : ab :: af : ad
I .

\
• . ,

. . t . •
•

? . . .

" v . .. a(b— c \

b : a :: b—c : x=^-
b
— ).

- tv • Mi -
.

•

•! !.. , .
-

ic < Se la linea MN divenisse maggiore di AC
,
essa non

potrebbe più trovarsi posta nell’interno del triangolo ABC;
insognerebbe prolungare i lati AB e BC ; ma allora il

punto D passerebbe in D7
dall’ altro lato del punto A

; e
questo è precisamente dò ,

che indicano il calcolo e la

costruzione.

Infatti, se si ha MW> AC, ne risulterà c>ò ; la

quantità b—c sarà in conseguenza negativa
;
ma facendo

la sottrazione delle linee nel modo , eh’ è stato indicalo nel

num.° precedente, il punto F passerà in F7

,
e la linea F'D 7

condotta pel punto F' paralellamenle a BC non poU'à in-

contrare (die il prolungamento del lato AB in D'.

i.. 76. In generale, ogni qual volta che si tratta di di-

stanze riportate ad un punto lisso , e contale sopra d’ una
medesima linea

,
o sopra linee paralelle

,
quelle

,
le quali

sono affette dal segno— , debbono prendersi in un senso

opposto a quelle, le quali sono affette dal segno -f-.

Infatti, se si considera la situazione resiiettiva di due
punti

,
le distanze dei quali da una retta qualunque sieno

espresse da a -f- 6 e a — c, è manifesto che la distanza

scambiévole di questi punti è fc —|- c, poiché a -j- b— (a—c)=Ò+ C ;e per situarli in questa maniera per rapporto ad

una retta qualunque A'B'
, fig. 3a

,
fa di mestieri tirare in

primo luogo, tanto da un lato che dall’altro di questa li-

nea
,
ad una distanza AA7= a una paralella AB

;
dipoi

condurre in seguito due altre linee paralelle a quest’ ultima

,

l’ una QM al difuori delle prime, e,ad una distanza AQ=ò

,

l’altra Q'M' al didentro, e ad una distanza AQ'=c. Con
questo mezzo tutti i punti tali come M e M', posti ai rin-

contri dell’ ultime paralelle, e d’una perpendicolare alla

Lacrohi Trigontm. i3

Fig. 3».
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linea A'B'
,
avranno tra loro la distanza richiesta, e si tro-

veranno in una situazione opposta per rapporto alla paralella

intermedia AB
,
dalla quale i loro allontanamenti respettivi

sono espressi da + b
,
e — c. È facil vedere che dessi sareb-

bero ambedue dal medesimo lato di AB se le loro distanze

dalla linea A'B' fossero espresse da a + 6, e a + c, per-

chè allora la loro distanza scambievole sarebbe b —c.

Per questa ragione i seni , i quali son le distanze dal-

r estremità degli archi al diametro AA1
fig. io, ed i coseni,

’
'

i quali son le distanze dal diametro BB' ,
cangian di segno

passando da un lato all’ altro di questi diametri (a3). La

tangente segue la stessa legge a riguardo del diametro AA',

e per la ragione medesima.

77. Queste considerazioni non s’applicano così immedia-

tamente alla secante, perchè la sua direzione cangia a ciascun

istante: frattanto desso ha nulladimeno un segno proprio

alle sue diverge situazioni
,
ed il quale ricavasi dalla sua

B*
espressione analitica see ", ma non è ,

in generale, che

per rapporto a quelle linee ,
le quali conservano la mede-

sima direzione ,
che il cangiamento di segno corrisponde

sempre immediatamente al cangiamento di lato (*).

rie.*s. Le rette AD e AD'
, fig. 2.5 ,

le quali rappresentano

le radici dell’equazione di secondo grado a*

—

aa^zx'fi'j)

,

benché appartenenti a valori di segni differenti ,
non son

opposte-, ma se si trattasse d’ applicarle alla soluzion d’un

problema ov’esse fossero considerate come distanze da un

punto fisso
,

misurate sopra una linea di direzione co-

stante, bisognerebbe portarle da differenti latU ispello a que-

sto punto dietro la regola del n.° 76. '

Infatti, il problema del n.° 67 ,
per esempio, può es-

sere enuncialo nel modo seguente:

(•) Si può ,
secondo quel

,
che mi sembra

,
dare una

spiegazione molto naturale dei cangiamenti di segno della

secante osservando che questa linea prende realmente una

situazione opposta allorché desso incontra la tangente col-

V estremità opposta a quella
,

colla quale essa la incontrava

in principio. Infatti ,
negli archi BA1 e A'B1

,
pei quali

1 espressione analitica della secante è negativa ,
non è piti

il raggio CM
,
che incontra la tangente NN1 ma ti raggio

opposto.
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Trovare sulla retta AB=a un punto E tale che la sita

distanza AE dal punte A sia media proporzionale tra la

sua distanza dall’altra estremità B e la linea intera AB.
I due valori dell’ incognita essendo allora AD e AD* ,

1’ ul-

timo, il quale trovasi affetto dal segno—
,
debb’ esser por-

tato in AE'al di là del punto A per rapporto al punto B.

Questa conclusione è facile a verificarsi; poiché il valore

di AD', corrispondente a

—

x nell’equazione a'— ax~x' y

verifica l’ equazione a’-f- ax=xc', la quale resulta «lai can-

giamento di x io —

x

;
e quest* ultima equazione sommi-

nistra la proporzione

o+ a: : x x : a,

la quale rìducesi a

AB + AE', ovvero BE' : AE' :: AE' : AB
1

.

11 problema seguente è adattissimo per far conoscere

come bisogni interpretare le diverse soluzioni, che offre una
medesima equazione.

78 . Per un punto E
,

fig. 33 ,
posto come si voglia a

riguardo di due rette AB ed AC perpendicolari tra loro
,

condurre una retta in modo che la parte D'F' di questa retta

intercetta tra lo due linee proposte sia d' una grandezza

data m-
Per conoscere la posizione della linea D'F' r già ob-

bligata a passare ne! punto- dato E. ,
non è necessario

che determinarne un altro punto ,. il quale può scegliersi

come vorremo: prenderò per ciò AD1
; e poiché il punto E

è dato
,
supporrò come cognite le linee GE e . HE con-

dotte da questo punto paralellamente alle linee AB ed AC ;

farò ih conseguenza.

GE=<*
,

HE=Ò, AD= y.

Ciò posto, i triangoli simili EGIP e F'AD' danno

GD* : GE :: AD' : AF';

ma
GD^AD»—AG=AD'—HE=y—

b

;

dunque

y — fi : o :: y : af'=
II triangolo F'AD' essendo rettangolo in A ,

somministra

F equazione . - _

Fij.53.
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ad72 +ÀF'2 =w1

'1
,

la quale, per la sostituzione dei valori di AD*
,
AF'

,
IVF*

,

diviene

g1

y
1

(y—b Y
e

y*— 2&y 3+ (
6’+ a*— »*) Jf*+- 'ibm

1

y —

ò

5 m1= o (i)

allorché dessa sia sviluppata e ordinata.

Questa equazione sale al quarto grado
, perché il pro-

blema proposto ha in generale quattro soluzioni. Si vede

infatti
,
mediante l’ ispezione della figura

,
che si può sod-

disfare in quattro maniere differenti alle condizioni del pro-

blema proposto
,
cioè

,

Con le due linee IFF' e D"F" condotte nell’ angolo

retto BAC , ove si trova posto il punto E :

Poi colle due linee DH,Fm e condotte negli

angoli CAB' e BAC'
,
adiacenti all’ angolo BAC.

Non è diffidi vedere che le soluzioni relative all’an-

golo BAC possono divenire impossìbili allorché la gran-

dezza m è al disotto d’un certo limite, il quale dipende

dalla posizione del punto E a riguardo delle rette AB ed

AC-, ma le altre due soluzioni saranno sempre reali
;
poi-

ché le linee ¥"'D'" c F""D"" posson passare pel punto A,

il che le renderebbe nulle
,
ovvero divenir paralelle

, una
ad AB

,
l’ altra ad AC

,
ed in conseguenza infinite.

Non è meno evidente che il problema si scmplicizze-

rebbe senza perdere alcune delle sue soluzioni se si prendesse

il punto E ad egual distanza dalle rette ÀC e AB
;
perocché

bisognerebbe allora conoscere una di quelle dell’angolo BAC
,

ed una delle altre due, per ottenerle tutte quattro.

Se si sapesse condurre D'F'
,
per esempio

,
si conclu-

derebbe D"F" prendendo AF" = AD'
, a motivo che il

punto E sarebbe similmente posto a riguardo delle due rette

AC ed AB; e se ne dedurrebbe, per la ragione medesi-
ma, D""F"" da D'"F'" prendendo AF'"'=AD"'.

Dopo quest’ osservazione farò GE=IIE
, ovvero a=b\

e l’equazione proposta diverrà

y
4— aay’-j-aa’y*— m’fy

1— aay-f-a’
)
= o . .

. (2).

Non si vede ancora come questa equazione possa es-
sere risoluta più facilmente della precedente

; ma la rela-
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zione osservata qui sopra tra le diverse soluzioni inette

la cosa in tutta evidenza.

I triangoli D'AI-' e D"AF"
,

D"'AF'" e D""AF""
essendo eguali , ne segue che gli angoli D'F'A e D"F"A

,

x e l)""F""A , sono complementi F uno dell’ altro

e che in conseguenza, allorché conosceremo gli angoli D'F'A,

D"'F'"A
,

avrertio gli altri due
, e tutte le soluzioni del

problema saranno cognite. Ma poiché non si hanno in que-

sta maniera che due soluzioni da trovarsi immediatamente,

egli è vantaggioso di determinar 1
’ angolo , che la retta

,

compresa tra le linee AB e AC, dee fare con una di que-

ste linee
,
per esempio

,
con AB.

Prendendo per incognita la tangente di quest’angolo,

il triangolo D'EG dimostra che

tang D'F'A= tang D'EG= — y—.
GE a a

Se si faccia^^= x, avremo
a

y= az a ;

e sostituendo questo valore nell’equazione (2), conseguire-

mo, dopo fatte le riduzioni,

a* x4 -|- aa4 z3 -)-
(
oa4— a 1 m?

)
z1

-f- aa
4 z -{- a4= o,

( aa*

—

m' )

ovvero z4 -|- az3
-f

- 5 — — x* -+ az -}- 1 = o (3).

E manifesto adesso che, se la quantità zf soddisfa a que-

sta equazione, la quantità ~ vi soddisferà egualmente (*);

e scrivendola nel modo seguente

x4 az3
-f- az*+ az+ 1 = x*,

o*

(*) Questa equazione è di quelle
,

che si chiaman reci-

proche. Si trova nel Complemento degli Elementi d’ Algebra

la maniera (rabbassarle tanto quanto è possibile; c, per la

trasformazione indicata a quest’effetto
,
la proposta si riduce

immediatamente al secondo grado.
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rieonoseesi facilmente che qualora si sommi x% con ciascun

membro, il primo diviene un quadrato perfetto

z4+ a*3 •+ 22*+ az 1 + •**= (*’+ *+ * )*

si ha dunque

(** + *+i )*=S ** + *’>

di dove

Z'+Z+l =±zf/
t

£+ I

il che riducesi a

, ,
o + Vm*+a* i

z* _| X_J !— z , = o.

Questa equazione debb’ essere considerata come equivalente

a due equazioni di secondo grado
,

per motivo delle due
forme

, di cui è suscettibile il coefficiente del suo secondo

termine e facendo
,
per abbreviare

, V m%
-j- a*= n

,
essa

dà successivamente

, i
a—n

iz %
-\ 3 4-1=0

a

* + £t«,+ I = 0.

a

Se si denotano per zf
,
z" le due radici della prima

,

e per zf"
,
z"" quelle della seconda

,
avremo

,
in virtù del-

l’ ultimo termine eguale all’ uuità
,

zf zf'= i $ z1" zf1"—
i ;

e siccome z esprime la tangente d’ un angolo presa, supposto

il raggio=i, ne segue che i valori zf e z" appartengono

a due angoli complementi l’uno dell’altro, e che lo stesso

succede a riguardo di z'" e zf'" (9) ,
conformemente a ciò,

eh’ è stato osservalo nella pag. 101.

Risolvendo l’ equazioni suddivisale
,

si ottiene per la

prima

z= — -—- + — V (
a—n )

I—4«‘>
2ta

-r 20 T '

per la seconda
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— ± - V(a+«) , -4a*i
2fl aa -

ma ,

V (
a—n )*— 4a*= V (

n+° ) (
n—

V (a+n)*—4a*=V (
n—a ) (n+3a);

e poiché n= sorpassa necessariamente a, si vede

che i due ultimi valori di z saranno sempre reali
,
laddove-

chè i due primi diverranno immaginari allorché avremo

n <[ 3a. ,
'

Prima d’arrivare a quésto punto i medesimi valori di-

venteranno eguali se n= 3a, vale a dire se 3a;
e facendo svanire i radicali

,
s’ ottiene .

m‘ + o* = 9«*; \ V
domile r »' *i

*
> .. *

i
•

*i ,
• i . m

—

m*= 8a% ovvero m == V 8a*= 2a y a »

ciò che dimostra che non potremo condurre nell’angolo BAG

pel punto E alcuna retta minore di 2a V a-

La quantità n essendo allora V 8a*-j-a* = 3a
,

i due

primi valori di z divengono eguali a 1
,
e gli altri due so-

no — 2 + y 3. Segue da ciò che le due linee D'F' e

D"F" si confondono facendo con AB un angolo di or
,

5i

Nel caso generale, se si fa

y (a—n)’ — 4 =V (n+a
) (

n—3a
)—p ,

V («+»)* —4a*= V (n—a
) (

n+3a
)
z= g,

conseguiremo pei quattro valori di »

y _ _ «—«—

p

y,_ a—w-h>— aa * 20
’

v

y//__ £+?=? -»»_ «+»+?
20 ’ 20

Conoscendo le tangenti z*, z", x"1

, a"", ne concluderemo
i valori di y col mezzo dell’ equazione

y = os-|-a (pag. ioi). .ì,
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Questi valori saranno respettivamentó

AD- =_iz±^.+,= i±riz.
3 3

AD» ——^T"+P + g =
•> 2 *3

ATy,;__«+«—

?

—
3 . 2 i

-

ADh,,= a+H-fy
_j_ g.— q »—

?

r •> ' ri, Il : a /<. 4 ..

Essi si cpstruiran facilmente; poiché la quantità n è
l’ ipotenusa d’un triangolo rettangolo, di coi i lati sono a
e m; le linee p e q s’ottengono pure eoi mezzo dei trian-

goli rettangoli (69) ,
ovvero còlle medie proporzionali(7 o);

ed allorché avremo le lunghezze delle quattro rette suddi-

visale
,

i punti IV , D"
,
W"

,
D'»' saranno dati (•).

79. In luogo di prendere per incognita T angolo, che

dee far eoo AH la retta dimandata , sarebbesi potuto cer-

care di determinar la distanza tra il punto dato E ed il

punto K
,

mezzo della linea D'F'
,

péfr concluderne D'E.

Facendo EK = x
,
e ponendo

,
per abbreviare

,

1 ,t:v
•

’.l ' 1 ir 1

F,K= D'K= ~=zl, sarebbesi avuto
• • 1 i. > 2 . i.ì iti*. • • .. : . 1

D'E = D'K + EK = i + a:
>

F'E = F'K— EK = i— a;

r V
‘

« - •
• — •’> ,*

I

F'II — t/EFa — EHa = Vj[l—xy—a
1

-,

ed i triangoli simili D'GE , E11F' avrebbero dato . . ,

D'E :EG :: EF' :F'H ;

. t
-re, - - —

— -

(*) Se si paragona V analisi ,' ohe ho fatta , delle di-

verse circostanze del problemi di sopra con quella
,

che si

trova nell' Algebra di Bezout ( 3." Voi. del Corso ad uso

della Marina
,

edizione dd 1781 ,
pdg. 33$) vedremo quanto

quest ’ ultima è incompleta e fallibile y essa iion indica se

rum che le due soluzioni rappresentate dalle linee D'F e

D"F'. * ;
'•

t - »
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ciò, che rìduccsi a

i+ x : a :: i—

x

: yj (
i—xy—a*,

di dove si sarebbe dedotta l’ equazione

a
( l—-x ) = (

l + x
) V (

l—x )*—a*,

la quale, per 1’ elevazione al quadrato
, e pel suo sviluppo,

sarebbe divenuta

afi— ( a'
) —la'l' = o ;

e potendo risolverla come quelle di secondo grado, se ne sa-

rebbe ricavato in primo luogo

x%— l*-j- o*+ Va*+ 4a
*

dipoi

as=+ *+a'±V5H^=±
espressioni facili a costruirsi dietro ciò

,
che abbiamo veduto

nei num.1 69 e 70.

Questa soluzione così notabile per la sua eleganza è ri-

cavata dall’ Aritmetica universale : Newton l’ha data per far

vedere come una felice scelta d’ incognite semplifichi la so-

luzion d’un problema. Ciò, ch’egli ha fatto nel problema,

di cui mi occupo, gli è senza dubbio stato suggerito dalla

considerazione che la distanza EK non può avere che due
'grandezze diverse, una relativa alle due soluzioni D'F' e

D"F"
,
e l’ altra alle soluzioni D,,/F,,/ e DW,,F/,H

,
e che

in conseguenza i suoi quattro valori debbono, fatta astra-

zione dal segno, essere eguali due a due. Concluderò da ciò

che per determinarsi nella scelta dell’ incognita
,

bisogna

cercar quella , che nelle diverse circostanze
,
che può offrire

il problema , subisca il minor numero di cangiamenti.

80. li picciol numero de’ problemi risoluti precedente-

mente serve per far vedere come l’ Algebra possa applicarsi

alla soluzion dei medesimi. Abbiam dovuto conoscere da
questi esempi che le circostanze concernenti la situazion dello

linee possono sempre esser dedotte dalla considerazion dei

triangoli , e mediante le proprietà di queste figure espri-

mersi algebricamente. L’ arte di formare i triangoli
,

di cui

si tratta, e che resultano
,
tanto esplicitamente , che impli-

citamente , dalle condizioni del problema proposto
, non

I.acroix Trigonom. i 4
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può ,
come la facilità di porre in equazione i problemi nu-

merici ,
acquistarsi se non che con 1’ assuefazione

(
#
).

Le diverse espressioni costrutte in quel, che precede,

non si riportano che a linee, perchè i problemi, che
ci han condotto alle medesime

,
non hanno altro fine che

la determinazion delle linee ; e questo è ciò
, che accade

il più spesso, poiché la determinazione delle figure ridu-

cesi sempre a quella delle lor dimensioni. Frattanto può
presentarsi qualche caso dove si cerchi immediatamente un’

area o un volume-, l’espressione, alla quale si arriva, dee,

se dessa è omogenea
,
avere nel primo caso a ciascun ter-

mine del suo numeratore due fattori di più che a quelli

del suo denominatore , e tre nel secondo caso.
'

. ab’c—aid-\-d‘{

Per esempio
,

1 espressione— — può denotare

n a’-j-ò5 c'—d1

un area
,
e l’espressione ——— un volume. Nell’ es-

pressione finale del n.° 65 la lettera m non dee contarsi,

perche dessa esprime un rapporto
, e non una linea.

Costruire questa espressione vuol dire far un rettangolo,

1’ area del quale sia equivalente alla prima, ed un paralel-

lepipedo rettangolo
,
di cui il volume sia equivalente alla

seconda-, e perciò si prepara, mediante l’ artifizio analitico

del n.° 68 , la prima formula di maniera eh’ essa riducasi

ad un prodotto di due fattori
,
la seconda in modo eh’ essa

diventi un prodotto di tre fattori.

Infatti, se si prendono

a6’c=ms
fc

, a!d=mlk'
, d‘*=m lk"

,

c'—mk'"
,

ad=mk""
,

la quantità m resterà arbitraria
,

le quantità k
,

k'
,
k"

,

(*) L’ Aritmetica universale di Newton contiene una
collezione di problemi tanto preziosa per l’ eleganza delle

soluzioni quanto per la varietà degli enunciati : la Geome-
tria di posizione di Carnot ne contiene degl’ interessantissi-

mi , e che conducono a proprietà considerabilissime del-

l’estensione. La lettura di quest’opera
,

e di quelle di Tom-
maso Simpson sarà utilissima alle persone , le quali vor-

ranno esercitarsi nella risoluzion dei problemi.
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km

i
forni determineranno colle linee proporzionali

,
ed

avremo

ab 1
c—rt

3 d-J-d* mik—m''kl-\-mik"

c’+od mk"'-\-mk""
5

m'tk-k'+k") ' m (k-k'A-k")

ki»+k""
— m ‘X ’

resultato il quale può essere riguardato come l’area d’ un
rettangolo

,
di cui la hase fosse m

, e di cui V altezza fosse

la linea rappresentala dalla formula

m
(
k—k'-{-k")

k"'-\-k""
-

Poiché è in nostro arbitrio di prendere a piacimento la

linea m
,
possiamo farla eguale ad una delle quantità im-

piegale nell’espressione da costruirsi, ovvero all’unità ,

mentre se ne sia prescelta una. L’esempio di sopra esposto

si semplicizza molto allorché si prende o»= a ; si «inse-

guisce allora

b'c=a%k
,

d=k'
,

d4=a ,i"
,

e%=akf"
,

d=k""
,

ab'c—a'd+d* _ <t
5
(
* -d+fc" )

*
c’-J-ad

~ a(kn'Jrd)

n y a (
^ d-\-k" )“ * (A"'+d)

*

Questo metodo s’applica facilmente alla seconda espres-

sione proposta

a> + fts c'—d?

Prendendo immediatamente a in luogo delta quantità

arbitraria m
,
faremo

6}c*=a6
Jfc

,
(P=a6i', b*==a*k"

y

ed otterremo

a7+65 c’—

d

7
__ a7

-f-a
6
fc

—

a6k>

_ 0«(a-fk—k') __,„a (a+k—V)
* a+k"

‘
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L’ultima formula può essere evidentememente presa pei

volume del paralellepipedo rettangolo
, la base del quale è

il quadrato costrutto sulla linea a
, e 1

’ altezza è la linea

retta rappresentala dalla formula.

a(a-\-k—k')

a+k"
81 . L’Algebra serve non solamente a trovare la gran-

dezza delle linee e delle parti dei!’ estensione paragonate

le une coll’ altre
,
ma essa somministra ancora il mezzo di

determinar le figure formate da queste linee , ed in gene-

rale le formule dello spazio. Descartes, osservando il primo

che queste figure e queste forme stabiliscono delle relazioni

di grandezza tra rette
,

è arrivato ad applicar l’ Al-

gebra alla Teorica delle Linee in generale
,
e mediante que-

sta scoperta le Matematiche hanno interamente cangiato

d’ aspetto.

Se si concepisca, per esempio, che da tutti i punti
risM- d’ una linea qualunque DE

, fig. 34 ,
si sieno abbassate delle

perpendicolari PM, P'M'
,
P"M" ,

ec. sopra una linea ret-

ta AB data di posizione, e che a partire da un punto A
preso a piacere su questa linea siensi misurate le distanze

AP
,
AP', AP"

,
ec. , ciascuna di queste distanze e le per-

pendicolari , che Ior corrispondono, saranno collegate tra

loro in modo che una di esse si concluderà necessariamente

dall’altra. Infatti, quando la grandezza di AP sarà fissata,

l’ incontro della curva DE con la perpendicolare alzata dal

punto P sulla linea AB darà la grandezza di PM
5
e quan-

do avremo questa grandezza
,
che supporrò rappresentala da

ab
,
otterremo AP prendendo sopra AC

,
perpendicolare ad

AB
,
una parte AQ=aó

,
e conducendo in seguito la retta

QM paralella ad AB, la quale incontrerà la linea DE in

un punto M, pel quale arreni necessariamente PM=aò.
Nulla c’ impedisce d’ immaginare che le linee AP

,
PM

sien riportate ad una linea comune presa per unità, e che

sotto questo punto di vista esse non sieno rappresentate

da numeri
, o da lettere. Se la relazione di’ è tra AP

e PM, tra AP' e P'M', ec.
,
può esser espressa da un’e-

quazione algebrica
,
questa equazione caratterizzerà la linea

DE
,
e potrà farne conoscere successivamente tutti i suoi

punti : questo e ciò
,
che vedremo adesso sopra due sempli-

cissimi esempi.
r '*- 35, 82 . Prendo per primo esempio la retta AE

, fig 35

,

condotta pel punto A
;

tutte le perpendicolari PM
,
P'M' ,
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F"M" ,
ec. abbassate da ciascun de’ suoi pumi sulla linea AB

determineranno una serie di triangoli APM, AP'M', AP'M', ec.

tutti simili tra loro, e che daranno

ap : pm :: ap' : p'm' :: ap" : p"M", ec.

ovvero, dò che riducesi allo stesso,

PM _ PW _ P"M"

AP AP' 7ÀV"'

La relazione di tutte le distanze AP dalle perpendico-

lari PM è in questo caso focile a conoscersi
, essa consiste

nel rapporto costante
,
che ciascuna delle prime ha con quel-

la delle seconde
,
che le corrisponde

;
e se si denoti questo

rapporto per a, avremo

PM=raXAP, P'M'=aXAF, P"M"=oXAP", ec.

Tutte queste equazioni
,

le quali sembrano particolari

per ciascun punto della retta AE, possono esser comprese

in una sola
, denotando la distanza dal piede della perpen-

dicolare al punto A
,
qualunque essa siasi

,
per x

,
e rap-

presentando la perpendicolare stessa per y\ poiché avremo

allora y=ax. Questa equazione , la quale contiene due in-

cognite x e y ,
non può dare il valore che d’ una sola

,

e ciò dopo che avremo determinato arbitrariamente il va-

lore dell’ altra : allorché si assegna a a: un valore qualunque

AP
, y prende il valore corrispondente PM. Se si ha

,
per

esempio, a= si trova PM = — AP, vale a dire che

prendendo PM eguale alla metà di AP il punto M è sulla

retta AE, e non altrimenti.

La linea AE non si termina a un tratto nel punto A;

si dee, per abbracciare tutta la sua estensione, concepirla

prolungata in AE' al disotto della linea AC
,
ed a sinistra

della linea AC. Quest’ultima parte è compresa pure nell’e-

quazione y=ax
5
poiché si posson dare a # in quest’ equa-

zione dei valori negativi
, e questi valori esprimendo le di-

stanze dalla linea AC
^
debbono esser presi dal lato oppo-

sto a quello ove si son portati i valori positivi (76): essi

daranno dunque dei punti tali come p ,
posti in addietro

del punto A. Ma i valori corrispondenti di y essendo pur

negativi
,
debbono esser presi dal lato opposto a quello ove

si son portati i valori positivi
,
vale a dire al disotto di AB,

come pm
5
ed è manifesto d’ altronde che , se Ap è preso
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eguale ad AP
,
pm sarà parimente eguale a PM : caderem

dunque in questa maniera sui punti del prolungamento AE#

della retta AE.
83. Considero in secondo luogo il circolo descritto dat

36- punto A
, fig. 36, come centro, e con un raggio eguale alla

linea AD. Ciò, che distingue i punti della circonferenza

dagli altri punti del piano
,

d’ esser tutti ad una medesi-

ma distanza dal centrò A ,
la quale sia eguale al raggio AD;

ed in conseguenza in ^qualunque parte che si prenda il pun-

to M su questa curva , le rette AP e PM saranno i lati

d’ un triangolo rettangolo
,
di cui l’ipotenusa AM sarà eguale

ad AD. Facendo dunque

AP=x, PM=y, AD=r

,

avremo

x'+y'=r%
,

c ricaveremo da ciò

y= Vr*— «*;

equazione
, col mezzo della quale dandosi un valore a x,

ovvero AP , avremo col soccorso del calcolo , e senza che
siavi bisogno di costruir la lìgura

, y ,
ovvero PM , o al-

meno il rapporto di questa linea col raggio. Prendendo per

. i

esempio x = ~ r
,
otterremo

Concepirem fàcilmente che si posson dedurre dalla me-
desima espressione le linee PM per lutti i puDti della linea

AB compresi tra A e p. .L’ equazione y =£ y r
% — x%

prova egualmente che la descrizione geometrica della cir-

conferenza del
t
circolo , che questa curva non debb’ esten-

dersi ai di là del punto D
;
poiché

,
per prendere il punto

P al di là di detto punto
, farebbe di mestieri supporre

*>AD
,
ovvero> r , ed in questo caso il valore di y dis-

vorrebbe immaginario.

Benché io non, abbia considerato se non che il qua-
drante DE, gli altri tre, i quali completano la circonfe-

renza, sono compresi nell’ equazione
;

poiché
1’ ordinala y avendo per un medesimo valor di x due va-
lori

,
cioè
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1

y r* — x'
,

e — V r* — x1

,

il secondo debb’ esser portato dal lato opposto al primo
(76),

e somministra per conseguenza tutti i punti del quadrante

DE'. Ma si posson dare a x dei valori negativi
,

i quali

debbon portarsi da A in IV
,
poiché i valori positivi sono

steli portati da A in D ,
ed a ciascuno di questi valori cor-

risponderanno due valori di y : il valor positivo darà i punti

del quadrante D'E
,
ed il valor negativo i punti del qua-

drante IPE'.

84. Benché non si ricavino dall’ equazioni

y— ax, y = + V r* — xx

che valori appartenenti a punti sempre disgiunti , nul-

ladimeno la continuità
,

la quale resulta dalla dèscrizion

della linea retta e del circolo, che si rappresentano re-

spetlivamcntc da queste equazioni
, non è punto violate

,

perchè si possono sempre determinare col loro mezzo due
punti tento vicini l’uno all'altro quanto vorremo; poiché

basta per questo di prender per x due valori consecutivi quasi

eguali
,
e nulla non limite la piccolezza della differenza

,
che

si può por fra di loro.

85. Questo maniera di rappresentare il corso delle li-

nee, vale a dire le circostanze della lor forma e della

lor situazione riportandole ad una retta con perpendi-
colari

,
merita la più grande attenzione

; si vede che dessa

riducesi a determinare la posizione d’ un punto qualunque
col mezzo della sua distanza da due rette AB ed AC per-

pendicolari tra loro. 11 punto M fig. 34, è difettoso deter-

minato allorché si hanno le distanze AP e AQ , poiché
esso si trova all’ intersezione delle linee PM e QM con-

dotte pei punti P e Q paralellamente alle rette AB ed AC.
Le linee AP ed AQ

,
e le loro eguali QM e PM si

dicono coordinale. Ci serviamo ordinariamente della parola
ascissa per denotar quella

,
che si suppone cognita , e si dà

all’altra il nome d’ ordinata. Così, negli esempi precedenti,

ove ho sempre espresse le linee PM col mezzo delle linee

AP , PM era l’ ordinata ed AP l’ ascissa. Le linee AB
ed AC, le quali determinano la direzion delle coordinate ,

si chiamano gli assi delle coordinale.

Bisogna osservar bene che nei punti situati sulla linea

AB la distanza AQ o PM è nulla
,
e che in conseguenza ,

se dessa si rappresenti per y, abbiamo per tutti questi punti

y = 0 ; per la medesima ragione si ha QM 0 AP
,

ov-
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vero 2=0 per tutti quelli, i quali son posti sull’asse AC;

e finalmente nel punto A
,

il quale dicesi 1’ origine delle

coordinate
,

si lia nel tempo medesimo

ac— o
, y = o.

Non dando che i valori assoluti dell’ascissa AP e del-

P ordinata PM , il punto M resta ancora indeterminato a

qualche riguardo
;
perchè non si conoscono allora che le di-

stanze di questo punto dalle rette indefinite BB' e CC',

fig. 37 ;
e conservando queste distanze medesime

,
potrebbe

detto punto trovarsi indifferentemente in uno qualunque dei

quattro angoli retti BAC, B'AC
,
B'AC' BAC' ; ma le com-

binazioni dei segni affetti alle coordinate AP e PM fanno

conoscere in quale di questi angoli si trova il punto pro-

posto. Infatti , essendo convenuto di dare il segno -j- alle

parti della linea AB andando da A verso B
,

il segno —
sarà quello, che bisognerà assegnare alle parti di AB' an-

dando da A verso B'. Parimente
, se abbiano dato il se-

gno -f- alle parti di AC andando da A verso C ,
le parti

di AC' andando da A verso C' saranno necessariamente af-

fette del segno — . Ciò posto, avremo

[
BAC , . .

pel punto M
dell’ angolo

B'AC,. .

B'AC', .

BAC',

.

-}- AP ovvero 4- x
4- PM + y— AP X
-f PM + y— AP — X
— PM — y
+ AP + *
— PM — y-

La scelta delle linee AB ed AC perpendicolari tra

loro non è la sola
,
che possa farsi per determinare sopra

di un piano la posizione d’ un sistema qualunque di punti,

qualunque combinazione di linee capace di fissare la posi-

zione d’ un punto
,

per esempio
,

le sue distanze da due
punti dati

,
sarebbe egualmente propria a quest’ uso ,

ma
nel maggior numero di casi le coordinate perpendicolari

son quelle, l’impiego delle quali presenta maggiore facilità,

e vedremo in seguito più esempi della maniera
,
mediante

la quale si passa da queste coordinate alle diverse maniere

d’ assegnar sopra un piano la posizione dei punti.

8b L’ equazione
, la quale esprime le relazioni tra le

AP e le PM per una linea data , si chiama 1’ equaziotu
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dì questa linea; e viceversa quest’ ultima si chiama il luogo

dell’ equazione , alla quale dessa appartiene.

È manifesto che qualunque problema geometrico in-

determinato contenendo due incognite, conduce ad un luo-

go geometrico. Se si trattasse, per esempio , di formar tutti

i triangoli rettangoli
,
che si possono costruire sopra un’ipo-

tenusa data a
,
chiamando x e y i lati dell’ angolo retto

di questi triangoli
,

1
’ equazione del problema sarebbe x%

Hi e si soddisfarebbe al problema col descrivere so-

pra un raggio eguale ad a un quarto di circolo , ed ab-

bassare da tutti i punti di questo quarto di circolo delle

perpendicolari sopra un suo raggio : il quarto di circolo sa-

rebbe il luogo di tutti i vertici d’ uno degli angoli acuti di

questi triangoli.

L’ equazion d’ una curva s’ ottien sempre esprimendo
analiticamente o una qualunque delle sue proprietà, come
lo abbiam fatto per la linea retta

,
o le circostanze della

sua descrizione , così come ne abbiamo usato a riguardo del

circolo. Reciprocamente , un’ equazione qualunque
,

consi-

derata in sé stessa , dà pur origine ad una curva
,

della

quale essa fa conoscere le proprietà Quest’ ultimo punto di

vista essendo il più generale ed il più fecondo
,
perciò d’ora

in avanti dedurrò le linee dalla considerazione dell’ equa-

zioni.

87 . Di' tutte l’ equazioni a due indeterminate la più

semplice è quella di primo grado; ed essa appartiene alla

linea retta la più semplice di tutte le linee. Quest’equazione

può essere rappresentata da Cy= Ax-j-B; ma dividendola

per C
,
essa non perderà nulla della sua generalità

,
e di-

verrà y= ~x-{-~, ovvero y— ax-\-b, facendo ~ =a,
u C li

jg—= 6
;
è sotto questa forma ch’io impiegherò d’ora in

Ci

avanti questa equazione.

Supponendo primieramente che b sia nullo, avremo

y
y= ax, ovvero ~—

vale a dire che in tutta 1
’ estension della retta il rapporto

di PM ad AP
, fig. 35 ,

sarà costante. Questa proprietà
,

la quale altro non è che l’ espressione della similitudine dei

triangoli APM , AF M'
,

ec.
,

e dalla quale resulta che
Lacroix Trigonom. 1 5

Fig.35.
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ec. in qualunque parte si prendano i punti

P ,
F

,
ec. sulla linea AB

,
non può appartener che alla

linea retta AE condotta pel punto A
,

origine delle coor-

dinale.

Il rapporto — ovvero il coefficiente a, dipende dal-
cc

l’ angolo ,
che fa

.
la retta AE con 1’ asse dell’ ascisse AB

;

ma nel triangolo APM
,

eh’ io suppongo rettangolo in P

,

il rapporto di PM ad AP è eguale alla tangente dell’ an-

golo PAM (3o) -, a rappresenta dunque la tangente di que-

st’ angolo.

Considerando l’equazione y-=zax-\-b
,

si vede che la

nuova ordinata y non differisce dalla prima y—ax che in

questo, cioè, eh’ essa la sorpassa della quantità b •, dal che

ne segue che
,

se si prenda AD= ò, e che si conduca la

linea DF paralella ad AE , dessa sarà il luogo dell’ equa-

zione y = ax -f- 6 -, poiché avremo >

PN =PM + MN = PM + AD,
P'N'=P'M' -f M'N'= I*M' -f AD ,

ec.
;

e bisogna osservar bene che il coefficiente a resterà lo stesso

per tutte le rette paralelle ad AE.
È faci! vedere che niente nell’ equazione y= ax -f-6

limita i valori , che si posson dare a x
, e che in conse-

guenza quelli di y diverranno tanto grandi quanto vorremo;

ma nel medesimo tempo nulla limitando il corso della li-

nea DF nello spazio indefinito BAC, troverem sempre delle

ascisse e delle ordinate tanto grandi quanto basti per rap-

presentare i valori di y e di x, i quali soddisfaranno al-

1’ equazione proposta.

Facendo ar=o, avremo y=b
,
e questo valore appar-

terrà al punto D
, dove la retta DF incontra l’ asse AC

delle ordinate. Allorché x sarà negativo, troveremo

y =— ax + ò ,

ed ax essendo minore di 6 , y sarà sempre positivo ,
ma

minore di b
,

ovvero di AD. Il corso della linea DF di-

mostra che questa circonferenza non può aver luogo che

nella parte DF' corrispondente ad ascisse Ap ,
situate

dal lato opposto dell’ ascisse AP
,
che io aveva scelto per
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rappresentare i valori positivi di x ;
è dunque da questo

lato che bisogna prendere i valori negativi di x.

Per trovar il valore di x
,
che corrisponde al punto f,

ove la linea DK incontra 1
’ asse AB dell’ ascisse

,
bisogna

fare y — o ;
il che dà

b
ax -\-b = o, e x— = Af.

a

Allorché x restando sempre negativo sarà divenuto mag-

giore della quantità
,

lo stesso y diverrà negativo-, ma al

di là del punto f la linea DF si trova al disotto della li-

nea AB; l’ordinata p‘ vt caderà dunque da un lato oppo-

sto a quello dot’ essa era situata in principio; e per con-

seguenza i valori negativi di y debbono portarsi da un lato

della linea AB opposto a quello, che si è adottato pei va-

lori positivi.

Queste osservazioni, le quali confermano ciò, che si è

detto nel n." 76, non sono particolari alla linea retta. Non
vi si potrebbe far mai troppo attenzione

,
poiché è dall’ uso

delle quantità negative nelle figure che dipendono in gran

parte le diverse forme, dalle quali sono affette le linee curve.

L’ equazione y
— ax + b non contenendo che due co-

stanti a e 6, il valor delle quali particola rizza la retta
,

che si considera
,
distinguendola da qualunque altra

,
ne se-

gue che due condizioni sono bastanti per determinar questa

retta. Quelle, che si offiron le prime, sono d’assoggettare

la detto linea a passar per due punti «fati
,
ovvero ed essere

paralclla o perpendicolare a una retto data, ed inoltre a

passare per un punto dato. Avremo in seguito bisogno di

conoscer la forma , che prende 1’ equazione y=ax-\-b per

soddisfare a queste diverse condizioni : ecco perchè vado ad

esaminarle ciascuna in particolare.

88. Se si cerca l’equazione della linea retto , che passa

per due punti ,
le ascisse dei quali sieno * e

,
e le or-

dinate c e c'
,
porremo successivamente * e *'

,
in luogo

di x
,

e e c' in luogo, di y ,
ed avremo

,
per determinar a

,

e b
,

le due equazioni.

< ci* b- \

dalle quali

ricaveremo

a*' 6
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a?-f-

a'C—«t'

ut 1 "flt

per l’equazione della retta cercala.

Si può dare a questo resultato una forma più sempli-

ce ;
poiché

,
se si toglie dall’ equazione y — ax -\-b una

delle due equazioni di sopra
,
per esempio la prima

,
b di-

sparirà
,
ed otterrenTo

y — t=z a (*— * )-,

quest’ ultima equazione sarà quella d’ una linea retta assog-

gettata a passare pel punto , di cui le coordinate sono »

e c, e che faccia d’altronde con l’asse AB un angolo qua-

lunque : ponendovi in luogo di a il valore trovato prece-

dentemente
,
avremo

La distanza dei punti proposti ,
ovvero la parte

,
ch’essi

intercettano sulla retta cercata, avrà per espressione

V(^— )• + («'-«)•,

ciò è manifesto evidentemente
,
supponendo che N e N*

rappresentino questi punti-, poiché la loro distanza NìS' es-

sendo l’ ipotenusa del triangolo rettangolo NRN'
,
ne segue

che

MN3 =NR3 + WR3 = (
AP* — AP J* + (

P'N' — PN )\

89. Per ottenere l’equazion della linea retta, la qua-
le passasse pel punto ,

di cui le coordinate sono a e c
,
e

che fosse paraleila alla linea rappresentata dell’ equazione

y=*'x servirà di sostituire a1 in luogo di a nell’ e-

quazione y—c=a(x—») ,
la quale digià soddisfa alla pri-

ma condizione -, poiché , secondo il n.° 87 , il coefficiente

di a; è lo stesso nell’equazioni delle linee rette paralelle tra

loro : avrem dunque per quella, che cercasi,

\ * *
-

y — t = a' (x— a).

90. Finalmente
,

se AE ed AI
, fig. 38

,
sono due

rette perpendicolari tra loro, che passino per l’origine A,
e che sull’ ascissa AP s’ alzino le ordinate PM e PM' ,

si

trova, paragonando i triangoli APM e APM'
,

clie il rap-
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ALLA GEOMETRIA. 117
porto di AP a PM è inverso del rapporto di AP a 1*M' ;
di maniera che

,
se a è il coefficiente di x nell’ equazione

di AE (87), questo coefficiente sarà - in quella di AI. Ma

le ordinate di quest’ ultima cadendo al disotto di AB
, deb-

bono
, pel n.° 76 ,

essere affette dal segno— 5 l’equazioni
delle rette AE, AI saran dunque

y= ax,- y

(*) Arrivasi pure a questo resultato senza appoggiarsi

am'°
76 ’ indicazione o angolo delle due retteAM, AM1

,
fig. 39, che passano per V origine

, deter- n-s-
mina la forma del triangolo compreso tra i punti M e M'
corrispondenti alla medesima ascissa AP e l'origine Ai
triangolo

, di cui i lati son facili a calcolare col mezzo del-
V equazioni di queste rette, ch’io già suppongo

y= ax
, y= a'x.

Infoiti, se AP=\
,
si ha PM= ax

, PM1= a'x

,

MM< =. PM—PM = ax — a'x
;

» triangoli rettangoli APM, APM> danno

AM* = TP* + m* ~ x * + a» x .
f

AM1* =AP* -f- PM1
* = x*+ a'*x*

;

e quando queste rette divengono perpendicolari tra loro il
intingolo MAM1 divien rettangolo in A

; MA7
,

la quale
n è allora i ipotenusa

, dee soddisfare all'equazione

MAP* =AM* + AM*
,

che t valori suddivisati cangiano in

( ax—a'x )*= ax 1
-)- a*x*-f a'*x*.

Sviluppata
,
ridotta e divisa per ax 1

, essa riducesi

a aa/— 1
,
di dove concludesi a' = —

, come qui sopra.

E' bene osservare che il segno—indica qui il cangia-
mento

,
che dee subir la figura quando V angolo MAM1

àmen retto ; circostanza
,

la qual non permette più che le
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Considerando in seguito le rette DF , Gli , respelti-

varoente paralellc alle rette AE ed Al, ed in conseguen-

za perpendicolari tra loro
,
troveremo per le loro equazioni

I

y = ax b

,

ey=- x-\-b'
( n.° preced. ).

i .

* '

Se la seconda dee passar per un punto
,
di cui le coor-

dinate sieno a e e, la sua equazione diverrà

t
/ »

« —• c=— •—(£ — »}.
' a

91. Due linee, le quali si tagliano, hanno al loro

punto d’ intersezione le medesime coordinate
;
dimodoché

,

per trovar quelle del punto d’ incontro delle due rette date

dall’ equazioni
w

y = ax -f- b t

y = a!x-j- ò',

altro non dee farsi che supporre che l’ incognite x e y
hanno il valore medesimo nell’ una, e nell’ altra equazione:

avremo in tal maniera

il che darà

ax -j- b=za'x-\-l/-j

x=b—V
^=-a’

ey= a'b—aV

a'—

a

Si fa manifesto da questi valori che il punto di concorso

è tanto più lontano dagli assi AB ed AC quanto più la

quantità aJ—

a

è minore, e che finalmente x e y diven-

gono infiniti allorché a1= a , vale a dire allorché le rette

proposte («ssano d’ incontrarsi
,
ovvero son paralelle.

92. Può esser utile di conoscere la lunghezza della per-

pendicolare abbassata da un punto dato sopra una retta da-

ta -, e vi arriveremo cercando le differenze tra le coordinate

di questo punto, e quelle del punto dove la retta data in-

contra la linea
,
che le è perpendicolare. •

due linee AM ed AM' sieno dal medesimo lato dell'asse

AB , come s' era supposto in principio
; l' Algebra opera

dunque sulla situazione di queste linee un raddirizzàmento

analogo a quello
,
che ha lump per le soluzioni negative net

problemi numerici ( Vedete gli Elementi d’ Algebra. )
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ALEA GEOMETRIA. J19
L’equazion della prima essendo

y=ax+ b,

quella della seconda sarà

y— t = —
se » e e denotano le coordinate del punto dato*, ma si

può porre l’equazione y—ax-\-b sotto la Torma.

y— i=ax-\-b— c

—

la quale riducesi a

y—.c=a(a?—«)+ ò—<+<w>
ed unita a y — c=—— (#— « ), essa darà

ar-
ci (

c — a* — 6) c— a*—

&

i+a* ,y i+a*
Sostituendo questi valori nell’espressione

V(*-*)’ + (y-0* (88),

avremo
,
per la lunghezza della perpendicolare cercata

,

c— a*—

b

V *4«*

93. Ciò che precede, conduce all’espressione del se-

no, del coseno e della tangente dell’ angolo •, che formano
tra di loro due rette date. Sieno

y=zax+b, y— afx—V,

l’ equazioni delle due rette proposte: è manifesto che l’an-
golo

,
ch’esse fanno fra loro, non muterebbe se si facessero

muovere ambedue paralellamente a sè stesse fino a tanto
che desse passassero per l’ origine delle coordinate

;
ed allora

le loro equazioni si ridurranno a

A

y=ax
,

y=za'ar (87).

In questo stato appunto io le considererò
, e le rappre-

senterò colle linee AM ed AM;

, fig. 40. Avendo preso so-
pr’una di esse un punto M'

, le cui coordinate son deno- F‘r,5°*

late per « e c
,
la perpendicolare MM'

,
abbassata da que-
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120 APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA

sto punto sull’ altra linea AM, sarà espressa da E
,

V i-i-a'

a motivo di 6=o , (92) ;
ma

,
se si faccia AM' = r

, le

coordinate del punto A essendo nulle
, avremo

<*' + €*=:»•*;

c perchè il punto M' è sulla linea AM'
, l’equazion della

quale è y—a'x ,
ne seguirà c=«'*. Questa equazione com-

binata con la precedente darà

r o'r*= — •

, <= —

-

.

V i+a' 1 V i+o'*

sostituendo questi valori in quelli della perpendicolare, tro-

veremo

r (a1 — a
)

Vi-f-a* V i+a'»

e Se si dà alla perpendicolare MM' il nome di seno
,
che le

abbiamo assegnato nella Trigonometria
,
avremo

r
(
a'—

a

)

i+a* Vi+a'*’

prendendo r per raggio.

Se si tolga da r1
il quadrato di questa espressione

,

avremo quella di ÀM2
,
ovvero del quadrato del coseno del-

l’ angolo MAM', cioè

r*( i-j-.a*) (i-j-a'*) — r*(a'—a)* r^i-J-aaa'-f-aV’)

(H-af(T+S'‘) - (1+a 1

)
(1+a' 1

)

5

sen MAM'=

e prendendo la radice quadrata
, otterremo

cos MAM'

—

— r
( f +

-
aa^L_ .

V(i+ol

) (!+«'*)

finalmente
,
facendo r=i

, ricaveremo da queste due espres-
sioni ,

tang MAM'= sen MAM' a

'

—

a

cos MAM' i-j-aa'.

Avrei potuto dedurre immediatamente quest’ ultimo va-
lore dalla formula . • .
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. . ,
tangp + tango

t>\r — i i i+tangptaugg

riportala nella Tavola della pug. 34, poiché l’ angolo MAM'
è la differenza degli angoli BAM' e BASI

,
e che in con-

seguenza, se si denotino questi ultimi per p e <7 ,
avremo

tangp = a1

,
tang q— a, e tang

(
p—

q )
=~~

,

come qui sopra ;
ma questa formula riposa su quelle del

nuni .

0
11

,
ottenute col mezzo d'una costruzione

,
ed io mi

sono proposto di ricavare dalle sole equazioni delle linee

tutto ciò
,

eh’ è necessario per l’ applicazione dell’ Algebra
alla Geometria.

94 . L’equazione del circolo ottenuta nel num. 83 non
è che particolare-, perchè si è dato al centro una situazione

determinata ponendolo nell’ origine delle coordinate. Per ge-

neralizzar 1’ equazione di questa curva bisognerà aver l’ e-

quazione del circolo DED'E' , fig 36 ,
prendendo per ori-

giue delie coordinate il punto A"' situalo in una maniera

qualunque per rapporto al centro A ; e per questo
,
sarebbe

bastante di scrivere analiticamente che la distanza da que-

sto centro a ciascuno dei punti della circonferenza è eguale

a r. Ora ,
se si denotino per p e q le linee A'"A' ed A'A,

le quali saranno allora le coordinate del centro A per rap-

porto agli assi A"'B' ed A'"C'
,

e si faccia A.'"Q—x
,

QM=y ,
avremo (88)

AM = r =V (x—py+(y—q) %
,

di dove ricaveremo
,

quadrando i due membri
,
e svilup-

pando
,

x*—opx -j-p’-f-J/
1—%qy -J-g*=r*.

Quest’ ultima equazione è la più generale
, che pos-

sa ottenersi pel circolo riportandolo a coordinate rettan-

gole: dessa non può esser particolarizzata che per la de-
terminazione delle tre quantità costanti p , q e r

,
delle

quali le due prime fissano la posizione del centro
,
e la

terza rappresenta il raggio. Segue da ciò che son necessarie

tre condizioni per determinare la posizione e la grandezza
d’ un circolo : questo è pure ciò

,
che abbiamo veduto ne-

gli Elementi di Geometria.

Lacroix Trigonom. 16
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123 APPLICAZIONE DET.t’ ALGEBRA

Se si volesse determinare il circolo, il quale passa per

tre punti
,
di cui le coordinate sieno

* e c
,
*' e c1

,
a!' e cw ,

porrebbonsi », *" in luogo di a; e c, t'
,
c" in luogo

di y, formerebbesi in tal maniera le tre equazioni

«*•— 2p»-|-p
, -}-< — «jr*= r*

,

— 2
p»' -j- p* -j- c'— ayc'-J- 9

*— r*
»

a"*—2p«"+p* — 2<7«
,,+

y

1 =r*,

le quali non contengono che tre incognite, cioèp, q e r.

Se si toglie successivamente la prima dalla seconda e

dalla terza
,
avremo

,
scancellando i termini

,
che si di-

struggono
,

2 f (
»—»' )p+ (

<—

c

f

) q ]—(«*—

»

f
* )—(c*—

)

=o

,

a [ (a

—

a.
11

)

p

+ ( C—«") q ]_(a»_a"*>—(«*—
t» 1

)
= o;

queste due equazioni non contenendo p , q, se non che al

primo grado
,
fan vedere die il centro del drcolo cercato

non può aver che una sola posizione
;
e quanto al raggio,

siccome si ha immediatamente

r= V **— 2p»-j-p’-j-C*—

2

ql-\-q*

esso non è suscettibile che d’ una sola grandezza : non si può

dunque far passare per tre punti che un solo drcolo.

I resultati della risoluzione dell’ equazioni di sopra,

essendo inutili a ciò, che dee seguire, io non la termine-

rò
,
ma farò osservare eh’ essa potrebbe abbreviarsi per l’ef-

fetto della simmetria di queste equazioni
,
la quale condur-

rebbe facilmente alla costruzione data negli Elementi di

Geometria.

g5 . L’equazione generale del circolo

x*—ipx-\-p' -j- y*— iqy

si semplicizza in più maniere
,

le quali meritano d’ essere

osservate
,
perchè le forme , eh’ essa prende allora

,
sono

impiegate frequentemente nell’Analisi.

Se vi si faccia p= 0 , q= 0 ,
si ricade sopra .

Per porre l’origine delle coordinale sulla circonferenza

del circolo, bisogna di fare p
1 + y*=r*

,
poiché yj P*+ 9

*

esprimendo allora la distanza del centro deli’ origine , ne
segue che questa distanza è eguale al raggio: l’ equazione
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del circolo riducesi in questo caso

,
per motivo di quella

cbe abbiamo già posto
,
a

x* — apx + y* — ipy — o.

Finalmente
, se per maggiore semplicità si prendesse

l'origine all’estremità IV del diametro, il centro trovandosi

allora sull’ asse dell’ ascisse , la sua ordinata diverrebbe
nulla

,
la sua ascissa p sarebbe eguale al raggio r

, e l’equa-

zione suddivisala cangerebbesi in

x* — orx+ y* = o.

Quest’ ultima equazione, e la prima x*-{-y‘= r’son
quelle dell’ equazioni del circolo

,
delle quali si fa un uso

il più frequente.

69. Essendo ben inteso ciò
, che precede

,
tutti i pro-

blemi, i quali posson proporsi sulla linea retta, e sul cir-

colo
, si riducono facilmente all’ Algebra , senza che siavi

bisogno di ricorrere ad altre proprietà delle figure che alla

relazione, eh’ esiste fra i tre lati d’ un triangolo rettango-

lo (•). Sia
,
per primo esempio

,
questo problema.

Essendo date due linee rette AE e DE, fig. 4 i
,
da-

gli angoli
,

eh’ esse fanno con una terza AB
,

e dalla parte

AD
,

eh’ esse intercettano su questa terza
,

trovare sopra

una linea AG
,

perpendicolare ad AB ,
un punto G

,
pel

quale conducendo una retta GK paralella ad AB
,

la por-

zione HK compresa tra AE e DF sia d'uno grandezza

data.

Per formar l’ equazioni delle rette AE DE
,
chiamo

a ed a' le tangenti degli angoli EAD , EDA
,

eh’ esse

fanno respettivamente con la retta AB; prendo quest’ ulti-

ma per l’asse dell’ ascisse, delle quali pongo l’origine nel

punto A, nello stesso modo che quello delle coordinate y,
ch’io concepisco paralelle ad AC; e fo AD=*. La prima

(*) Nelle Note
,
che il Sig. Legendre ha poste alla fin

de’ suoi Elementi di Geometria
,

egli deduce questa rela-

zione dalle prime conseguenze della soprapposizion dei trian-

goli eguali con un mezzo elegantissimo : ma le considera-

zioni
,

eh’ egli impiega per quest’ oggetto
,
sono disgrazia-

tamente troppo astratte per rum poter servire di base ad un

libro elementare
, e portar nello spirito quella convinzione

intima , la quale residla dalle nozioni ricevute immediata-

mente da’ sensi.

rif.4'-
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retta avrà per equazione y=ax, poiché essa passa pel pun-
to A

;
la seconda dovendo passare pel punto D

,
pel quale

si ha

y = o (85) ex— *,

sarà

osservando che y diminuisce mentre che x aumenta
,
e che

in conseguenza a! debb’ esser presa negativamente : avrem
dunque le due seguenti equazioni

y— ax, y
— — a! {a — a).

Per ottenere i punti H e K, dove le rette, che dette

equazioni rappresentano
,

incontran la linea GK paralella

ad AB
, serve di farvi y=AG

, se dunque si pone AG—i,
avremo

t— ax, t=— a'
(
x — a);

prendendo il valore di x in ciascuna di queste equazioni

,

conseguiremo

Quest’ espressioni son quelle delle ascisse Ah ed Aft ,

la differenza delle quali somministra hk — HK a motivo
delle paralelle

; e denotando per m la grandezza
,
che deb-

b’ avere HK , troveremo

m=-
aa'—t

di dove ricaveremo

i

aa' m = oaaf— ta — ta'

.

e per conseguenza

(
«—m) aa!

a,-\-a!

Tal è il valore di AG, che soddisfa al problema proposto.

97 Suppongo che in vece di dare alla linea HK una
grandezza cognita

, si dimandi eh’ essa sia eguale alla li-

nea AG ; ciò che riducesi ad inscrivere un quadrato in
un triangolo

(66). In questo caso
,

invece d’ eguagliare am 1’ espressione di HK
,
bisognerà eguagliarla a t *, il che

darà
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od—

t

d « *

di dove ne dedurremo

*ad

att'+ a+o'’

98. Sia proposto ancora il problema seguente digià ri-

soluto nel n.° 78: Da un punto E, fig. 33
,
posto come vor-

remo, condurre una retta in modo che la porzione D'F' di

questa retta
,

intercettata tra due linee
,
le quali forman tra

loro un angolo retto BAC
,

sia <T una grandezza data.

Se * e i denotino le coordinate del punto dato E
,

y—1=

—

a(x— *) sarà l’equazione della retta ED* con-

dotta per questo punto. Per ottener la lunghezza di D'F',

èduopo determinare AD7 ed AF', vale a dire il valore di y
allorché x =0, e quello di x allorché y=o; ipotesi, le

quali somministrano l’ equazioni.

y— c=a«, — <=—«O— «),

dalle quali ricavasi

y = c -}- oa= AD7

,
x— = AF'

;
a

e siccome F'IV=f/ -f- AF'
a

,
ne resulta

FTy==/^(£+ M)*+i(c+ a»)*=
<-Ì^ VT+d.

Ponendo F'IV = m ,
ed alzando al quadrato

,
per far di-

sparire il radicale, s’ottiene

Quest’equazione essendo sviluppata e ordinata per rap-

porto alla letterra a, si cangerà in

, . , ,

<*+ »’—m* 2t <*

e4 +-< oH « + r *+ ZS= °»

ed ascende, come si vede, al quarto grado; ma, se si fac-

cia c = vale a dire, se si prenda il punto E ad egual

distanza dei due assi AC ed AB
,

essa diviene

Fij.SS.
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•mi1— m%

a'+ia'+Z—JZ- a’+ a«+ 1=0,
A

e rientra nell’equazione
(
3) del n.° 78 allorché cangiasi a

in z ed « in a.

99. Fo adesso l’applicazion delle formule, che ho tro-

vate per la linea retta
,

alla ricerca delle principali proprietà

del triangolo. Prendo a quest’ effetto due punti M e M'

,

f*9- fa > i quali formino coll’ origine A un triangolo qua-

lunque : denoto le coordinate del primo punto peF. . f,

quelle del secondo per af
, d:

le distanze AM
,
AM' , MM' , le quali formano i lati di

questo triangolo, saranno, seguendo il n.° 88, espresse re-

speltivamente da

V“‘+<% V («'-<)’•
.

Se si fa AM= c
,
AM' = cf

,
MM'= c"

, avremo queste

equazioni

c* = ** + c*

,

—aa'a-j-a’-j-t'*— <*
,

e se si tolga 1’ ultima dalla somma delle due prime, conse-

guiremo

c*+ c»»— c"*= a(«t'+ cc'),

di dove

ao! -j- «' — c»+ cf
%— c"\

2

L’ equazioni delle linee AM ed AM' saranno

e C' .Q .y=-®, y
— -jX (87);

il coseno dell’ angolo
,
eh’ esse forman tra loro

,
avrà per

espressione (93)

/ r (»*' + «')

V ( ) (
-'’+c' 1 )'

, «'

.

( +='.

n^x
Facendo il raggio r=i, come quello delle Tavole dei seni

,
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e sostituendo in luogo delle quantità «• -$- c*

,
«'* -j- d*

,
(Jl*

**'+ «' » loro valori c% </*,—
, otterremo

2

cos MAM'=_
</'»

ICd
equazione

, la quale dà una relazione, fra i tre lati del trian-
golo MAM', ed un de’ suoi angoli. Se si fa attenzione che
1 angolo MAM' è opposto al lato MM'= c"

,
saranno con-

vinti che si debbono avere per gli angoli AMM' AM'M
respettivamente opposti ai lati AM'rnc' AM=c, l’ equa-
zioni

^

cos AMM'= c* -f- c"— d%

2cc" ’

cos AM'M=d %
c"*— c*

ac'c"

Denotando dunque per y", y gli angoli MAM', AMM',
AM M

, otterremo le tre equazioni seguenti

c* + d* — 2cd cos
c* 4- c"* — 2cc" cos
d* -j- c"* — 2c'c" cos

Se si sommino insieme la prima e la seconda di que-
ste equazioni

,
poi la prima e la terza

,
poi la seconda

e la terza otterremo tre resultati
, i quali diverranno re-

spettivamente divisibili per ac
,
id

, 2c" allorché avrem
scancellati i termini comuni ai due membri di ciascheduno,
ed 1 quali daranno pure

y"= c"»

r1= d'
v —c%

(A).

e — (/cos y"— c"cos y'zr o )d — c cos y''— c"cos y= o > (B)l

c"— c cos •/— (/ cos y r: o
|

È bene osservare che queste equazioni si ottengono im-
mediatamente abbassando successivamente da ciascun angolo
del triangolo una perpendicolare sul lato opposto, e calco-
lando 1 segmenti di questo lato.

Si ha nella figura 16

BD=AB cos B
, CD=AC cos C,

BC=BD-fCD=AB COS B-f-AC cos C.

Pij.I*.
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Facendo BC sz c
,
AB= &

, AC — c" , e conservando le

denominazioni degli angoli
,
conseguiremo

c—d cosy', -j-cM cosy', ovvero c—

&

cos y" — c" cos/=o.

Arriverebbesi nella stessa maniera alle due altre equazioni (B).

100. Benché quest’ equazioni sieno in numero di tre;

desse non posson frattanto far conoscere i lati allorché i tre

angoli sono dati
5

poiché
,

se si cercassero i valori di c

,

d
,

c" col mezzo dell’ espressioni generali dell’ incognite
,

determinate dalle tre equazioni di primo grado, trovereb-

besi 0 ,
a causa che il termine cognito manca. Ma queste

medesime equazioni si cangiano in

1 —

p

cos y" — q cos y* = o

p — cos y" —
<7 cos y = o

q — cos y — p cos y = o

& ^
allorché si fa —=p, — =5 -, esse danno allora il rap-

c c

porto de’ lati del triangolo proposto
,
e resta di più un’e-

quazione di condizione
,
la quale si ottiene eliminando p e q.

Questa equazione è

1 — cos y" *— cos y*—cosy*— acos y" cos y' cos y= o,

ed il suo primo membro è precisamente il denominatore co-

mune dei valori dell’ incognite c, c*, c" dedotti dall’ espres-

sioni generali citate qui sopra. Eguagliando questa quantità

a zero , i valori dei lati c
, & ,

c" divengono
,
ed i lati

restano in conseguenza indeterminati, come lo dimostra la

trasformazione operata sull’ equazioni (B).

L’equazione di condizione
, che abbiamo indicata, con-

tiene la relazione
, che debbono avere tra loro i tre angoli

y , y'
,
y" perchè la loro somma sia eguale a due retti

,

come lo esige la natura 'del triangolo rettilineo. Per assi-

curarsene bisogna col mezzo de’ valori di sen (p+q) ,
cos

tP+q) (ri) sviluppar l’equazione cos [11 —y"—y')=cosy;
troveremo primieramente

— cos (y" -f- /)= cos y

,

osservando che sen a’=o e cos 2* =— 1; otterremo in

seguito
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— cosV'cosy'+ seny" sen •/ —cos y,
*

é ' \ r %
' •

ro8y + cos y"cos»l = sen y" sen y'

,

( cos y -}- cos y"cosy')*= sen y"*sen y'*=

(
i—cosy"*)( j

—

cos y")’i

129

j
Pel*

(B) del

num.° 4-7 sono a riguardo dei- triangoli sièrici
,
e condurreb-

bero
,
per mezzo di seippiici trasformazioni

,
aUe formule della

risoluzione dei primi triangoli.

iof. Per aver l’area del triangolo MAM', fig. 42 ,
Fi*

bisognerà dal punto A abbassare una perpendicolare AD
sub lato MM' , il quale passando pei punii M e M' ,

le

coordinate dei quali sono * e c, *' e <' ha per equazione

y— C:
— c

(x— *3,

ovvero

c'—

<

y —-,

—

n

i'C—C'a.

, Paragonando quest’ ultima equazione colla formula

y= ax -f- b
,
troveremo ’

.
•

c' —

e

a =
ma se s’ osserva che nel n.° 92 le lettere * e c denotano le
coordinate del punto, dal quale partesi la perpendicolare,
coordinate, le quali son nulle nel* caso attuale

,
poiché que-

sto punto è l’origine, l’espressione della perpendicolare ri-
ducesi a

— b q'e—l' a .

Vi-}- a* *
'

e ponendo c" in luogo di V ( a )’-}-(<'— « )’ otterremo

aC'— *'e ;
'

.

- ÀD =
Con questo valore avremo per l’ arèa del triangolo MAM'

Lacrois Trigonom.
1

7
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MM' x AD ' *€'_«'< »

-=S= :

a a ’

espressione assai notabile
,
perchè dessa dà l’area di tutti

i triangoli, i' quali hanno il loro vertice nel. punto A, me-
diante le coordinate dei vertici degli angoli adiacenti alla

lór base.

Si può cangiare la detta espressione in un’ altra
,
la

qual non dipènda che dai lati. Per questo bisógna multi-
plicare tra loro le .due equazioni

a'
1

-J- C'*—
ì

e, togliere dal prodotto il quadrato di

c'+c' 1—c" %

«»' -j- cr=
j conseguiremo *

a

«’c' 1+ a!
1?—wce'— cV*—( c" 1

y
- 4 '

’

prendendo le radici quadrate
, e riduccndo tutti i termini

del secondo membro al medesimo denominatore, troveremo

oc'—a'e ~ y 4c*.C,>— (c’-f-c'*

—

c"* )»,

e l’ area del triangolo MAM' avrà per espressione

j V te'*' — ( +

c

1*— c"' y,

Io sviluppo delia quale s’accorda. col resultato del n.° 6£.
102. Se si concepisca adesso dir quarto punto M", le

cui coordinate sieno a", c", e si rappresentino per d, d', d"
le distanze AM"

, MM'7

,
M'M"

, avremo * ' v

«•».*+ e"* — d’
(«"—*)* -j- (€" —

=

( C/| _
Sviluppando queste equazioni . e sostituendò nelle due ulti-

me, in luogo delle quantità a*
-f- e», -f-c

,a ,a"*4-c
Hl

,

i loro valori e’
,
c' 1 e d 1

, otterremo

c' -f da— 2 («a» -f e t")=d>*
c'

J+ d’— 2.(a'»"-j. c'e")— d,,a

;

se, per abbreviare, si faceta -, ;
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e*+d*

—

df* j J'+d'-d1*
,- — an — a
,,

,

avremo

à, = *a" 4- <c"
, d

/(
=«w» 4- de». v

Prendendo in queste equazioni il valore di <*" e quello di
<"

,
i quali sono

*"= Cd,-<dn
«e'—»'e

’
<" =

ai'—afe ’

per porli in »"* 4- c"*'~ d4
avuto riguardò all’ equazioni

<*’ + <’=c*, a'* 4-<'*=c'*, troveremo ,

c*d
;;
* + e'

4*!/— ad,d„ («a'4-ccO^d1 («€'—cVc)* (C).

Rimpiazzando in seguito la quantità <**' 4*k' e <*£' — afe

coi loro valori «
1

c4
4~c'4—cf1 4

ì £—1
, — V 4cV*-.(e»4-el1—

. e" 4

y
«

ottenuti qui sopra
,
e rimettendo

i

c*4-d'—df* c”+d'—d"*
i ’ a

per dndltì questa equazione altro non conterrà clic le sei
distanze

AM* AM', MM', AM", MM", M'M",

le quali formano i quattro lati c lo duo diagonali del qua-
drilatero AMM'M". Allorché i quattro Iati di questo qua-
drilatero, ed una delle sue diagonali saranno qognite, po-
tremo trovare l’altra diagonale.

io3. Se si volesse determinare il punto M" mediante
le condizioni che le tre ^istanze AM"

, M"
,
M'M" fossero

eguali, quésto punto sarebbe allora il centro del circolo
circoscritto al triangolo proposto

,
ed avrebbesi

*
.

_

d=d'=d"-, J
..

ciò, che somministrebbe

l’equazione (C) diverrebbe,
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cV4-|-c'V—2cV s

(ouc' -}- «')= 4 d*(«tf—«'<)*

,

e si ridurrebbe a

cW'*= i 6d*S*

,

ponendo per om' «' il suo valore
,
ed < osservando ebe

,

se si denoti per S la superficie del triangolo AMM' eguale a

aX!— *'{

(101) ; avremo
2

* »

-. («t'— «'c)= 4S*.

Ricavasi da ciò
~

• cric"

<s’
espression semplicissima del raggio del circolo circoscritto

al triangolo proposto; e scrivèndo —
\ 3

fj
*

e — in luogo di d„

e d„ nei valori di «" e di c", si hanno le coordinate del

centro di questo circolo.

104. Non Sarà nulla più difficile di trovare le coordi-

nate del centro del circolo iscritto ed il raggio di questo
*'ig.43. circolo. In questo caso il punto il', fg. 43 ,

si trova al

di dentro del triangolo, ed in una situazion tale che le per-

pendicolari abbassale da questo punto su ciascuno de’ lati

AM
,
AM' , MM' son eguali tra loro. Per esprimere ana-

liticamente questa circostanza , è dùopo formar Tequazioni

delle tre linee suddivisale, e di dedurne, mediante la for-

mula ’ del n.° 88 , le lunghezze delle perpendicolari condotte

dal punto M"
, di cui le coordinate sono «" e c". Ora que-

ste equazioni son respetti vatnente,

< e* .

a/t—olV

a/—

a

(88);

le perpendicolari abbassate su ciascuna di esse avranno per
espressione

yV-f-c*
1 1

'
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(»*_„)<»/_({<_ + — a'C

V (<*'— *)“+ (<' — <)’

€ potranno scriversi nel modo seguente

ut"— »«C afe"— a"C'
1 '

ponendo pei radicali i loro valori c
,
e1

,

Se ci rammentiamo adesso che la formula
,
che dà la

perpendicolare abbassata da un punto sopra
,
una linea

,
è

stata ottenuta mediante un’ estrazion di radice quadrata
,
e

eh’ essa è in conseguenza suscettibile d’ esser presa positiva-

mente o negativamente, ne concluderemo che ciascuna del-

l’ espressioni suddivisale ha due valori. Per non impiegare

che quelli, i quali son positivi fa di mestieri osservare che,

dietro alla figura
,

la linea AM' allontanandosi di più dal-

P asse dell’ ascisse AB che la linea AM
,
ed il punto M"

essendo compreso tra la prima e la seconda deesi avere

t' . c" t' « i" ^ «

i"’ 7 e Ji' *’

ovvéro, ciò eh’ è la stessa cosa ,

<x" C' > «C'>*'C, *«" > *» < ;

dal che ne segue che, per dare un valor positivo, l’espres-

sione della seconda perpendicolare debb’ essere presa con

segni contrari a quelli
, eh’ essa ha qui sopra.

Dippiù il punto M" trovandosi ài disotto della retta MM',
di cui l’equazione è

fa di mestieri che

oé> +
ovvero che
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il che somministra .

_ »' e» < «"e — »"e» + od — a'<

,

ovvero .

'
'

< ad — a'C-,

condizione, dietro la quale l’espressione della terza perpen-

dicolare è positiva.

Se, dietro a queste considerazioni, si faccia

®e" — a"c t »'«"— =" —7—-*'
, r *

— (
«c" — a"c.) — (

a"e'— ®'c"
) 4. (

«C»_ »'e
) _

‘ r 1 “
1 n- i« V «

c"

e si sommino, i prodotti cc
,
e'c'

,
e" c" ,

conseguiremo
,
me-

diante le riduzioni
, ,

/. ec+e1 c1 + e" c" =zj£' — a'C.

Questa equazióne ò facile a verificarsi ;
poiché i prodotti ec,

e'c', e" c" esprimon le àree de’ triangoli AM"M , AMHM',
MM"M' moltiplicate per 2; la somma di quest’arce è egua-

le a quella del triangolo totalo AMM'
,

la quale abbiarn

denotata per S, c si lia

— afe = 2S (101).

Allorché e— e1= ef' s’ottiene immediatamente

2S
e~

c + cf + &' 5

c quando c= c1 = c" s’ ottiene .
)

1

e ef + e" t=—

•

c

La prima di quest’ espressioni è quella del raggio del

circolo iscritto, e la seconda fa vedere che se da impunto
qualunque preso nell’ interno d’ un triangolo equilatero si

abbassi una perpendicolare su ciascun de’ lati di questo trian-

golo
,

la somma di queste tre linee sarà eguale alla sua

altezza

;

poiché
,
prendendo il lato c per base, e chiaman-

do h l’ altezza ,
si ha S — *

eh, il che dà e + e' -f~ e" = h.

Potrebbesi pur ricavare un gran numero di conseguenze
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ALLA GEOMETRIA. 1 35
dalla teorica , chq ho esposta

,
ma ciò

,
che precede

,
serve

per questa opera
,

ed osserverò che esistono pei poligoni

, rettilinei qualunque dell’ equazioni analoghe all’ equazioni

(A) c
(
1$) del n.° 99 ,

le quali si ottengono nella stessa

maniera
, e condurrebbero alle proprietà di questi poligoni,

come quelle conducono alle proprietà del triangolo. Il Sig.

Lagrange ha dato sulle piramidi una Memoria
,

alla quale

ciò
, che si è dòtto

,
può servir di preliminare

,
e che si

estenderebbe ai poliedri facendo uso dello formule riportate

nel quinto capitolo del primo volume del mio Trattato del

Calcolo differenziale e del Calcolo integrale (*).

io5 . La combinazione dell’equazione della circonfe-

renza d<;l circolo con quella della linea retta
,
conduce alle

diverse proprietà, le quali resultano dall’incontro di queste-

linee, e dà la soluzione di tulli i problemi nei quali l’ in-

cognita non passa il secondo grado.

Sieno = y ,— <= a (x — «) queste due
equazioni : impiegarle alla determinazione di a? e di y ,

ovvero considerarlo come contenenti le medesime incognite,

vuol dir suppone che i punti , ai quali appartengono le

coordinate a;, y, son situati nel tempo medesimo sulla cir-

conferenza del circolo e sulla linea retta proposta
,

vale

a dire
,
sono le intersezioni di queste lince; ed in generale

egli è manifesto che, per trovare i punti d’incontro di due
linee qualunque ,

bisogna supporre che le loro equazioni non
contengano che le medesime incognite.

Eliminando in primo luogo y col mezzo del suo valore

preso nella seconda equazione, troveremo

x' -f- (ax -f- c — a*)' — r*.

Questa equazione del secondo grado essendo sviluppata
, da-t

rà due valori di x ,
perchè infatti la linea retta dee in-

contrare in generale il circolo in due punti
;
ma si può ar-

rivarc a resultali più semplici prendendo per incognita

la distanza del punto
,

di cui le coordinale sono * e « ,

da uno de’, punti d’ intersezione della retta e del circolo :

se si denoti questa distanza per z, avremo (88)

(*) Vedete pure la Poligonometria dell’ Iluilier, la sua

Polièdromctria inserita nel primo volume delle Memorie
presentate all’ Istituto dai Dotti stranieri, la (leomctria di

posizione di Carnot
,

c la sua Memoria sulla relazione
,

ch’esiste tra le distanze di cinque punti presi nello spazio.
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V • X =V {X à -j-(y _C )V, _

di dove ricaveremo ** _•••

«* == (*— — \
e ponendo per y—cjl suo valóre a

(x— a), conseguiremo

f = (*— *)*(! —«*)» ;

/
donde ne dedurremo

x r az— 4/ e .

7
X «=

il die darà
V i+o*

’

* + • y = «

V

. az

Vi+o* Vi+«*
Sostituendo questi ultimi valori nell’equazione x*-\-y'zzri

,

la cangeremo in quest’ altra

z%2az
+- K+ oXaz

+ a z*

yr+a» *+«'•;y i -j-a*
.
«+01

la quale riducesi a

y«+*

= r

e che farà in primo luogo conoscere z, ed in seguito x e
y col mezzo dell’ espressioni precedenti.

”

fìk-44- Egli è manifesto che, se il punto E, fig. 44, è quel-
lo

,
di cui le coordinate sono a e c, che MNM' ed Eli

sieno il circolo e la retta proposta
,
a esprimerà la tan-

gente dell’angolo EeB, ed i- due valori di z apparterranno
alle rette EM ed EM'.

' 106 . Si sa per la teorica dell’ equazioni che 1’ ultimo
termine è il prodotto di tutte le radici

;
se dunqde si chia-

mino z' e z" quelle dell’ .equazione suddivisala
,
avremo

z'z" = «*
-f- e* — r*y .

-

espressione, la quale non dipendendo dalla quantità a, re-
sterà la medesima qualunque sia questa quantità, vale a di-
re, qualunque sia l’ angolo EeB, di cui essa è la tangente;
e siccome z' e z" rappresentano le due linee EM ed EM',
segue da ciò che il prodotto EMX EM' è il medesimo per
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tutte le linee condotte pel punto E, ovvero che, se si tiri

una seconda secante Ero'
,
avremo

EM X EM' = Em X Em'

,

di dove resulta che le secanti EM' ed Em' sono recipro-

camente proporzionali alle loro parti esterne EM cd EM

,

così come dimostrasi negli Elementi.

Allorché il punto E è al di fuori del circolo si ha

a* + « > r%

poiché a*+c* esprime il quadrato della distanza del punto

E dal centro A ; ma quando questo punto è interno nd
circolo , come lo dimostra la figura 45 , c' e z" son di

Fi*as-

segni differenti, perchè l’ultimo termine a1
-}- c’— r’divien

negativo a motivo di r\ D’ altronde il prodotto

EM X EM' resta indipendente dall’ inclinazione della linea

MM' per rapporto ad AB •, e conducendo pel punto E una
seconda corda mm'

,
si ha ancora

S

EM X EM'= Em X Em'

,

di dove resulta , come si dimostra negli Elementi
,
che le

corde d’ un medesimo circolo si tagliano in ragione reci-

proca
;
e si vede che questo teorema ed il precedente non

ne fanno, a parlar propriamente, che un solo, poiché dessi

deduconsi dalla stessa equazione.

Ricavando dall’ equazione

a
( * + )

z% + —
- z + «• C’ — r*= o

V • + O*

i valori di z
, si trovano

~ (* + <«) + ( i +«*) — (
c — «« )*

Z . - .

~
*»

V'+«‘
m_ — ( » + ca

) — Vr» ( i -f a*
)— ( t— )*

<

V «

tali son 1* espressioni delle lince EM ed EM'.
Desse posson essere sempUcizzate cangiando le coordi-

nate in modo che le ascisse x ed * sien prese sulla retta

AE
, fig. 44 i la quale unisce il punto E col centro A del fi*. 44.

circolo proposto
, partendo sempre da questo punto

,
e le

ordinate essendo perpendicolari a questa retta : avremo allora

Lacroix Tngonotn. 18
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6= 0, »= AE
,

— » + V r’
(

i + a? ) f—a
1 *a

2» —
; ,£Z27«, iT~- )

• V i -fr-a* ,)
, ;
ji ;r

, - M _ — » — Vr* ( I + a* )
— aV

2
/
- •'

>

y i a*

l’equazione al circolo non cangerà punto, ma quella della

retta EM diverrà

y = a(x— «).

107. Supponendo che il punto E sia esterno riguardo

al circolo, si ottiene

MM' = EM' — EM= LV f 1 1 +«*) — aV
.

y 1 -j- o*
ma egli è manifesto che questa linea diminusce a misura

che la linea EM
,
girando intorno del punto E

,
tende ad

uscir dal circolo
, ed i punti M e M' finiscono con coin-

cidere in N allorché questa linea non ha più col circolo

che un semplice contatto : a questo punto si ha dunque
MM' = o

,
ed in conseguenza

i

r* (1 -j- a?) — a” a* = o

r
a=

V»1 -»-*

Ecco 1
’ espressione della tangente trigonometrica del-

l’ angolo ,
che dee fare con una linea AE una linea EN

condotta pel punto E in modo da toccare il circolo, ed in

conseguenza la soluzione algebrica di questo problema: Con-

durre da un punto preso fuori d' un circolo una tangente

a questo circolo.

108. Le medesime considerazioni serviranno pure a de-

terminar la tangente condotta da un punto preso sulla cir-

conferenza del circolo •, e per maggior generalità porrò que-

sto punto in una maniera qualunque. Denotando sempre
per <* e € le sue coordinate , avremo per l’ equazione del

circolo, alla quale queste quantità debbono soddisfare,

** + c
1 = r*

,
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il che ridurrà l’equazione

2 (
* 4- ca

)+ 2 + «' + «* — r* =o
V » +o*

»(.+«)

v>+»- .
•

ed in questo stato essa si decompone in

i3g

2= 0 .

2 (
a+ Ca

)

V 1 + a*

le sue radici saranno dunque

* — o, = _ a
(
a + ca

>
;

Vi+a*
’

e la differenza di questi valori, ovvero la lunghezza della

porzione della secante compresa nel circolo, sarà

a ( a + ca)

V 1 + a%

Affinchè questa quantità svanisca bisognerà che s’abbia

. a
a -j- (a= o , ovvero a = — ;

resultato, il quale s’accorda con ciò, che dimostrasi negli

Elementi
; poiché la retta condotta pel centro del circolo

e pel punto
,

le cui coordinate sono a e « ,
ovvero il rag-

gio AN
,
avrebbe per equazione y =— x (87 )•, l’equazione

A

y — c= a(ar— «) divenendo, pel valore di a trovato di

a
sopra ,y— c =—f (

x — a
) ,

rappresenterà la retta per-

pendicolare a questo raggio, e che passa pel punto, di cui

le coordinate sono a e c , vale a dire per la sua estremità

N(9o).
Se si volesse conoscere la distanza dell’ origine A delle

coordinate dal punto ove la tangente NT incontra T asse

delle ascisse, bisognerebbe, nell’equazione di questa tan-

gente
,

far y = 0 5 il che darebbe
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1 4.0 APPLICAZIONE DELL’ALGEBRA

a motivo di a* -f- e
,=r*.

109. Si può mediante quel
,
che precede, risolvere il

problema seguente. Trovare la posizione , che dee aver la

linea EM condotta pel punto dato E
,
perchè la parte MM#

di questa linea . compresa nel circolo sia d' una grandezza
data m. Aflìn d’ arrivare ad espressioni più semplici

,

prenderei, come alla fine del n.° 106, la linea AE per asse

delle ascisse
,
ed eguagliando a m la differenza de’ valori di x,

ottenuti nel n.° 107 , avrei

2 yr* { , -f- a )
— a a*m= ;

y 1 + o’

facendo sparire i radicali, conseguirei

m*(i -fa’)=4r*(i -fa’)— 4a*«*;

di dove ricaverei

V 4r*— m*
a—- - —

;

V 4*’— 4r'-f-m’
sostituendo questo valore iay=za(x— »), otterrei l’equa-
zione della retta cercata.

Sin qui non è che la soluzione analitica del problema
,

il quale mi occupa
; fa di mestieri adesso costruir l’espres-

sione suddivisala. Affine di pervenirvi , osserveremo in pri-

mo luogo che il numeratore sj 4r* — m% esprime il latod’un
triangolo

,
di cui ar è f ipotenusa

,
e m il terzo lato. Da-

remo in seguito al denominatore y 4*
1 _ 4r» -f- m’ la forma

V 4«*— C 4r» — m'), equivalente a/^
e che fa vedere che questo denominatore è pure il lato d’ un
triangolo rettangolo avente per ipotenusa 2* ,

e per terzo

lato il radieule y 4r’— m’
,
ovvero il numeratore, del quale

ho indicata la costruzione.

Denotando per q e per p le due linee ,
le quali ot-

terremo con queste operazioni
,

io ho
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r equazione y = a(x— *) diviene

y— j( x — *),

e ne resulta che , se si prenda sopra AE , a partire dal

punto E, una distanza EF= p, e per l’ altra estremità

di questa distanza s’innalzi una perpendicolare FG=g, la

retta, che unirà l’estremità di questa perpendicolare col

punto E
,
godrà della proprietà compresa nell’ enunciato del

problema; poiché l’ angolo FEG avrà per tangente trigo-

,
. q fg

nometnca a =— =
p EF

no. Debb’essere manifesto, dietro a ciò che precede,

che i problemi di Geometria possono esser trattati con due
metodi ben distinti: l’uno consiste nel determinare l’ equa-
zioni delle linee

,
le quali contengono i punti cercali

,
par-

tendo dalle proprietà di queste linee ; e l’ altro nel dedurre
immediatamente dalle considerazioni de’ triangoli simili

,
c

de’ triangoli rettangoli ,
che presenta la figura resultante

dal problema
, supposto risoluto

,
col sussidio ancora di

qualche costruzione preparatoria , le relazioni delle rette
,
le

quali determinano la posizione di questi punti.

11 primo di questi melodi
,
alcune volte più elegante

del secondo
,
è sempre più generale ; ma il secondo è spesso

più semplice
; e ciò debb’ essere

,
poiché ,

mediante que-

sto
,

si prendon le cose di meno alto
,
e sì parte dalle pro-

prietà più vicine a quelle, che ricercasi di scuoprire(*).

in. L’equazione del primo grado non ha dato che

una sola specie di linee, vale a dire la linea retta; l’equa-

zione del circolo s’ è trovata di secondo grado : ma que-

st’equazione
,
ottenuta nel n.° g4 sotto la forma la pili ge-

(*) Io ho tracciato l' andamento fecondo c uniforme

del primo di questi metodi nella Prefazione del mio Trat-

tato del Calcolo differenziale c del Calcolo integrale ; e i

lettori , t quali vorranno conoscerne più particolarmente

1’ applicazione , troveranno di che soddisfare al lor gusto

nella seconda Edizione della Raccolta di diverse Proposizioni

di Geometria ec. pubblicala dal Siy. Puissaut, Dotto com-

mendabilissimo
,

addetto wksso al Corpo degl’ Ingegneri-

Geografi-
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nerale ,

non è ancora che un caso particolare di questo me-
desimo grado, la di cui formula è

Ai/
1

-f- ftry + Cx* + Dy -f- Eìc=F (i):
'

resta dunque a discuoprire le curve
,
le quali corrispondono

agli altri casi di questa formula. Osserverò in primo luogo

che si può
,
senza diminuirne la generalità

,
scriverla così :

, . B C D
,
E F

9 +A ^A* +A»+ A
*= ÀÌ

e facendo
, per abbreviare

,

ne resulterà

y
1 -j- bxy cx% -j- dy -{- ex= f.

11 mezzo, che si offre il primo per determinare le cir-

costanze del corso delle curve cercate
, è quello di esaminar

l’andamento de’ valori dell’ ordinate per rapporto a quelli,

che si possono assegnare alle ascisse
, e per questo di risol-

vere l’ equazione suddivisala per rapporto a y. Operando di

tal maniera si trova

y=z — 1 (&c -|- d) + ^V 4 ( f
—ex—cx*

) + ( &* +d )*.

Sviluppando la quantità , la quale è sotto il radicale
,
ed

ordinandola per rapporto a x
,
conseguiremo

_ —(Ite-J-dJ+V (4/-J-d*)—a( ie—bd )x—(4e

—

b')x
%

y * ~~ ~~~

2

Facendo, per abbreviare,

4

/

,

-j-d
1
==p ,

2€

—

bd=n
,

4c—

,

avremo

bx -j- d , V P — snar— mx%

y— — ±— .

2 2

Si vede immediatamente che il valore di y è composto
» —L ^
di due parli di cui una, espressa da ——IL— ,

è l’or-
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ALLA GEOMETRIA. i43

dinata d’una linea retta avente per equazioncy=— —— d,

la quale si costruisce prendendo sull’ asse AC' al disotto di

AC, fig. 46 ,
una parte di AD == d, e conducendo pel Fig.46.

punto D una retta DE facilmente dal lato delle x negative

un angolo DEA
,
la cui tangente sia eguale a ~ 6 (87) -, di

bcc }~ d
manierachè AP essendo x , PN sarà —— Egli è ma-

a

nifesto adesso che, per avere i punti, i quali appartengono

alla curva cercata
,
bisogna portare nella direzion di PN ,

tanto al disopra quanto al disotto della retta DE, delle

parti NN e NM' eguali a

— y p—2Tix—mx%
,

poiché avremo con questo mezzo

m=— ^(bx+d)+ ~ VFFinx—mx *

,

PM'=—

~

(
bx-\-d )

—

l

~~ yp— nx— mx\

Io retta DE gode pure della proprietà riguardevole di

dividere in due parti eguali le lince condotte parulcllumentc

ad AC tra due punti della curva cercata
,
ed è per questa

ragione che le è stato dato il nome di diametro
;
ma vi è

questa differenza tra la linea DE, e i diametri del circolo,

che questi ultimi incontrano ad angolo retto tutte le linee,

eh’ essi dividono in due parti eguali
, laddovechè il primo

lo fa obliquamente : franando vedremo ben presto che que-

ste due circostanze derivano da una medesima legge.

uà. L’equazione qui sopra si semplicizzerebbe molto
prendendo per ordinate le rette NM e NM'

,
vale a dire

lucendo

Ar-j-d

9+-f-=<;
verrebbe allora
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t
—

-t- I VP— 2nx— mx 1

,~~
a

ma le ascisse AP non sarebbero più contate sulla linea ,
dalia quale partono le ordinate. Per ridurle a questo stato.
Hi di mestieri prenderle sul diametro DE : questo è ciò

,

che s’ affretterà ponendo DN=a, ed osservando che, se si

tiri DG paralella ad AB, avremo

DG =DN cos D 3= s cos D.

L’angolo D è lo stesso che l’angolo E
,
di cui la tangente

è -6; il suo coseno è
a 1

//rrriT
=
v'ipr(p:io)5

l
e poiché AP==DG

5
ne resulterà

as

,
ovvero x — qs

,

x=
V4 + 6‘

facendo
,
per abbreviare

,

a

+
Il valore di x essendo posto in quello di t, si trova

t—+ P —

2

nqs -r- mqV
,

la quale equazione debb’ esistere tra s et, ovvero tra le

rette DN e NM per ciascun punto della curva , ed in con-
seguenza la sua equazione riportata alle coordinate DN e
NM. Quest’ ultima

, benché più semplice di

_y*+ òaa/ -j- ex* + dy + tx—f ,

è pur generale, poiché le trasformazioni effettuate fin qui
non hanno introdotta alcuna condizion particolare.

L’ espressione di t essendo affetta in generale da un ra-
dicale di secondo grado

,
non potrebbe avere valore reale

se non fino a che la quantità p— %qns— mq's* sarà posi-
tiva. L’esame di questa circostanza presenta più casi

,
i quali

io discuterò successivamente.
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u3. Suppongo in primo luogo che la quantità deno-

tata per m nel n.° ni sia positiva,' e pongo l’espressione

p— inq$— mq's' sotto la forma

mq

'

(^—— »— »'V
V mq * mq J '

per non aver da considerare che la seguente

p an

mq' mq * ’

dalla quale si può lare sparire il termine ove « non è che
al primo grado, prendendo

*=«—— ,( E!em. Alg. 209 ) ;

e dopo la sostituzione e la riduzione essa diventa

pm + n*

m'q'
— u*.

Affin di sapere cosa sia u
,
è necessario costruire il suo va-

lore in », e 1’ espressione

1
n

mq
: DN -f-

mq
dimostra che l’origine dcll’u debb’ essere posta indietro ri-

spetto a quella delle s ad una distanza OD= — , perchè
mq ’

r

allora

DN = ON

Ciò fatto, si ha

t

OD = m —
mq

-±\!/
r
mq

t pm-\-nx

, )

\
m'q'

~ U
>’

e si vede che 1’ espressione di t sarà eguale fintantoché

g»<g±*
m'q

'

’

eh’ essa poi sarà nulla quando
pm + n*

m* r=
m'q

'

Lacroix Trigonom.

ovvero
t/pm + n*

•0 u= + §/ -———

.

r m'n'm q'

*9

I
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Questi ultimi valori indican dunque le intersezioni della

curva col diametro DE ; e portandoli da ciascun lato del

punto 0, a motivo de’ loro segni, otterremo i punti 1 ed
1' posti ad egual distanza dal primo.

Al dilà di questi punti la quantità

pm -|- n*

m’g 1
u*

divenendo negativa, le ordinate t saranno immaginarie, e
la curva non avrà alcun punto corrispondente alle ascisse

maggiori di 01 ed 01'-, dessa sarà dunque contenuta nello

spazio compreso tra le linee IH, l'H' condotte pei punti I

ed 1' paralellamente alle ordinate.

1 14. I due valori di t in u non differendo che pel loro

segno, e restando gli stessi, sia che si prenda u positivo o
negativo

,
ne segue che all’ ascissa ON = ON' corrisponde

l’ ordinala N,MW eguale a NM', e posta in senso contrario,

di manicrachè i triangoli M"IVO e M'NO son eguali
,
ed

in conseguenza la retta M'M" è divisa in due parti eguali

nel punto 0 . Questa proprietà
,
di cui gode il punto 0 per

rapporto a tulli i punti della curva
,

gli ha fatto dare il

nome di centro
, per analogia col centro del circolo

;
ma

pei- le altre curve i raggi non sono eguali che due a due,

perchè i diametri sono ineguali.

11 5 . La forma della cuna, che rappresenta l’equa-

zione tra t ed u
,

riconoscesi facilmente dalla costruzion di

questa equazione
;

per effettuarla
,

faccio immediatamente

P™ + n* _ fl
/>

.

~my ° ’

proviene

t — + - V m(l' (
a‘*—

—

+ IV mq\ yj a" — u1

2 2

Prendendo allora a' pel raggio d’ un circolo avente il suo

centro nel punto 0 ,
u per ascissa , il fattore V a1 ’ —u*

esprimerà l’ordinata di questo circolo alzala perpendicolar-

mente ad 01. A riguardo del fattore ~ V*”?
1

,
desso non

dee rappresentar che un rapporto, si voglia aver riguardo

all’ omogeneità dell’ espressioni (71); io lo denoterò dunque
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ALLA GEOMETRIA. \!fl

V , , .
è'* i mp+n*

per -, ,
ed avrò in conseguenza — = ^—

,

di dove ricaverò

« = 4- -, Va'
1 -**1

-

Si vede ancora che l’ ordinata NM s’ otterrà cercando

il quarto termine della proporzione

- a':v :: V a,%— u* : *.

Allorché avremo determinata la grandezza f
,

la porte-

remo lungo la linea MM', tanto al disopra quanto al disotto

di DE
,
a motivo del segno +.

È manifesto che la curva resultante da questa costru-

zione sarà rientrante in sè stessa
,
come il circolo ,

e non
si estenderà che nello spazio compreso da u= a' fino a
u=— a'

5 poiché al di là di questi limiti il radicale, ov-

vero 1’ ordinata del circolo sarà immaginaria.

Il maggior valore, che possa avere l’ordinata f, è ma-
nifestamente quello , che corrisponde al punto O, pel quale

u = o
;

si ha in questo caso

t=±V-,
prendendo dunque le rette OL ed OL' eguali a 6'

,
i punti

L e L' saranno i limili della curva nel senso delle sue

ordinate ,
come i punti I ed l' lo sono in quel delle ascisse,

ii 6 . Egli è importante osservare che
,

se la quantità

rappresentata da a11 fosse negativa
, il radicale y a1

1

— u’
resterebbe sempre immaginario, e l’equazione proposta non
potrebbe esprimere allora alcuna linea. Risalendo al valore

di a'% il qual è —
»
vedremo eh’ esso sarebbe nega-

tivo se p fosse affetto dal segno— ,
c si fosse avuto nel me-

desimo tempo pm > n*. *

Quando in questo caso pm—n 1
s’ ottiene (u5) a’—o,

V
b'— o

;
ma si ha sempre -, l\mq\

2
ed in conseguenza

t
— + i yfmjr. V — m1 — + - qu V — «» i— 2 — 2 1
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l£8 APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA

equazione
,

alla quale si soddisfa ponendo t = o , u= o;

si può dunque dire che la curva riducesi allora al solo punto

O ove <=so, u=o, e che questo punto è il limite, verso

del quale tendono , a misura che i diametri II' e LL' di-

minuiscono
,

le curve date dall’ equazione suddivisala.

Inalzando al quadrato i due membri dell’equazione
‘

essa si cangia in

ed in

= \ (

pm -f- n*

tny ì

4mt* —pm—n*=o.

Allorché p è negativo dessa si cangia in

4m< -f- m* q*u* -\-pm — n*= o;

e quandopm >n\ il suo primo membro essendo la som-

ma di tre quantità essenzialmente positive
,
poiché si sup-

pone che
,
m è pur positiva

,
essa non può divenir nulla che

nel caso ove si avessero separatamente le tre equazioni

4m<*= o
,
m'q'u* = o

,
pm — n* = o.

Si può soddisfare alle due prime facendo fc=o, w=o; ma
l’ultima esprime una condizione, senza la quale la proposta

è adatto assurda. *

117. Suppongo adesso che m sia negativa
;

la quan-

tità p—

2

nqi— «15V diverrà

{

p

an , f

, -
j

_ . + .•

j

i

faremo sparire il termine—— s prendendo s— u + —,
. . mq mq

pìy.47. e la quantità —
,
la quale rappresenta DO

, fig. 47, aven-

do qui il segno + ,
si porterà sulla parte DF affetta alle

ascisse positive. Avendo in tal maniera il centro 0 , e l’e-

quazione proposta diverrà
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ponendo
n
=+a,>

,
secondo che la quantità pm—n*

m'q À ~

i b»
sarà positiva o negativa

,
e facendo sempre

^
mq 1=^v

otterremo

*= + 5;v«'±rf‘.— a*

Questa equazione sembra contenere due casi distinti
,

dessa non ne contiene nulladimeno che un solo ;
poiché ,

se s’ inalzino i suoi due membri al quadrato
,
ne dedurremo

di dove

a'* f _ 6/*u* = a'* V%

,

V* m* — a'* t*= ò' 1 a'* 5

equazioni
,

lo quali non differiscon l’ una dall’ altra se non

perchè nella seconda a1 e t tengono il posto
,

che occu-

pano V e u nella prima , e reciprocamente : bisogna dunque

d’ esaminare ciò che significhi una di esse.

Considererò in particolar la seconda : se ne ricava

l’ordinata t si costruisce cercando una quarta proporzionale

alle tre linee

a1

,
6'

,
e V ua — a'*

,

di cui l’ ultima è una media proporzionale tra u — a1
, ed

u-f-a', e non si trova reale che fintantoché u>a'. La curva

cercata nou ha dunque da «= o fino a «=+ «', eda
u = o fino ad u — — a1 alcuna ordinata reale; e siccome

u — a! ed u =— a1 danno egualmente <=o, ne resulta

che questa curva incontra il diametro DE nei punii I cd I'

ove si terminano le ascisse 01 ed 01'

,
eguali ad a1

,
ma

eh’ essa non s’ estende punto tra le rette IH cd l'il'.

Al di là de’ punti I cd l' si ha u > o' ,
tanto posili-
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vamente quando negativamente, l’ordinata t aumenta quanto

mai, e nulla limita la grandezza, alla quale essa può giu-

gnere. Dietro a queste considerazioni egli è manifesto che
il corso della curva è simile a quello delle linee K1A, K'I'A',

separate dall’ intervallo II' , e i di cui rami IK ed Ik ,

I'K' ed Vk' s’ estendono all’infinito.

Se si considerasse questa curva per rapporto alla retta

LI/, vale a dire prendendo t per l’ascissa ed u per l’or-

dinata
, la sua equazione somministrerebbe

„=±£Vm^:
In questa forma u non potrebbe divenir minore di 01 ed

01'
, e la curva non incontra mai il suo diametro LL'. Si

£1 manifesto da ciò che l’ equazione

aMl*— 6,1u*= a'V 1

conducendo pure a

t — +ì' V + a11
,— al

dee appartenere ad una curva QL q,
Q'L'q' della medesima

specie che DIfc
?

K' l' k
,
ma rivolta per rapporto al dia-

metro LL' delle t
,
come quest’ ultima lo è per rapporto al

diametro II' delle u.

118. Se si avesse a' — o, ovvero pm — n’=:o(i 17)

,

1’ espressione di ( ridurrebbesi a i= + ^
V mqlu

‘

, e ,ja_

rebbe le due equazioni distinte

t— l

-qu V~™7 t
— — - qn

2 2

le quali non rappresentano che due linee rette condotte pel
punto 0 . Affine di costruirle prenderemo a piacere un’ a-
scissa OR

ì conseguiremo

<= + - OR.gV~«l

0 portando questi valori da R in S ed in S', ricaveremo
OS ed OS', le quali saranno le rette richieste.

Vado a paragonare a queste rette la curva KI/c pren-
dendo per un’ ascissa qualunque ON = u la differenza MV
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delle ordinate corrispondenti NM, e NV. La prima essendo
espressa da

Vm<Z“- V —a'*i ovvero ~ qu V m i— —̂

,

e la seconda dà

r«u V»ì)

otterrei

M\ = ~qu\lm — ,“?WV m

= l

-quy/7n^-f/

La differenza i — i — ~ divien più facile a valutarsi

allorché si sviluppa l’espressione^/[ — ora, la ra-

dice del primo termine i essendo t
,
faremo

ed avremo

i — ~ = i +23+ **;

ma più supporremo u considerabile
,
più la frazione —

1
sa:à

piccola
, e meno la radice i z differirà dall’ unità; tra-

scurando dunque
,

secondo il metodo dato in Algebra al

n.° 21 5, a1
nell’equazione suddivisala

,
avremo

a"

2U1 '

Per approssimarsi in seguito davvantaggio a questo va-

lore
,
faremo z= -4- zf

, e calcolerei» similmente a*,
2UJ

Digitìzed by Google



I 5a applicazione dell’algebra

a/4 9

la quale troveremo — ’
e cos* seouit0 (*)•

Avrem dunque

MV= Iqu V»| 1 - 1 +5.+

+ & + H*
di dove si vede clic più u aumenterà, più MV diminuirà,

ma senza poter mai divenir nulla.

Sedile da ciò che piu la curva s allontana dal punto

piti desia avvicinasi alle rette OS ed OS' senza poter nul-

ladimeno incontrarle -, di manierachè queste rette sono i li-

mili delle parti Klk
,

K'I'/c' della curva proposta
,

le quali

non possono mai uscir dall’angolo SOS', c dal suo opposto

al vertice»

119. Nel caso ove m— o si ha semplicemente

( = ì " V P
—2nqs

5

riducesi la quantità ,
la quale è sotto il radicale

,
a un sol

termine facendo

P— — s = u

,

2nq

e con questo mezzo s’ ottiene

l — + -i V inqu
,

ovvero t =+ Ve'w,

rappresentando — nq per ef. Si vede facilmente che questa

equazione dà t~o nel medesimo tempo che u—o ; e che

Fig V-
in conseguenza il punto del diametro DE , fig. Ifi ,

sul quale

s’è presa l’origine delle u, appartiene alla curva cercata.

Adin di trovar questo punto fa di mestieri fare m=o nel-

l’ equazione

(*) Si può ricavar pure questo sviluppo dalla formula

del binomio.
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posta qui sopra
;
s’ ottiene « e portando questa quan-

tità sopra DE dal lato delle ascisse positive
, avremo il punto

I dove la curva proposta incontra DE.
Se la quantità é è positiva

, non potremo prendere u
che positivamente; ma nulla limiterà la sua grandezza

, nien-
te più che quella di t , di manierachè la curva debb’ esten-
dersi all’ infinito da questo lato solamente

, come lo indica la

linea Rlr. Essa sarebbe dal lato opposto se é fosse sta-

ta negativa
,

perchè bisognerebbe allora prendere ti nega-
tivamente.

L’ equazione t—+_\j e' u si costruisce prendendo una
media proporzionale tra I’ ascissa IN=u ed una retta eguale
ad ef

;
il resultato è l’ ordinata NM

,
la quale bisogna qui

come nei casi procedenti, portar tanto al disotto di DE che
al disopra.

Fa di mestieri osservare che l’equazion primitiva

4= ì VP—2n?s

riducesi a t— +-^ y p quando n= o, poiché allora la cur-

va considerata in quest’ articolo si cangia in due linee rette

condotte paralellamente all’asse delle s
,
ad una distanza

,

~ V P 'aDt0 al disotto quanto al disopra di quest’ asse. Que-

ste due linee si ravvicinano all’asse a misura che p dimi-

nuisce
,

si riuniscono su quest’asse quando p=o, ed esso
diviene in questo caso il luogo dell’equazion proposta.

lao. Dietro a ciò
,

eh’ è stato trovato nei num.* pre-
cedenti, l’equazione

y'+ bxy + ex'+ dy -j- ex=f

non può prendere che una di queste tre forme

Lacroix Trigonom. ao
,

i
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a'V+ 6,1u*= o'
,6'1

<=±^V
J

‘i

t=± V c'm
[ j

**=e'u,

secondo che m è positiva ovver negativa o nulla: desse

corrispondono ai casi ove la quantità 4C— 6*, la quale ridu-

4.AC B
(n ^)ecièdel medesimo segno che 4AC—B*,

ovvero facendo

sparire

radicali
6'*u*— — o'*6'*

cesi a-
A*

è positiva
,
negativa o nulla ;

desse sono comprese pure

nella sola equazione

l=± ~ Vp— 2tiqs— mq*s%
.

Le curve rappresentale dalla prima
,
le quali rientrano

in sè stesse, e comprendono uno spazio rinchiuso da tutte

le parti (n 5), son denotale sotto il nome d’ ellissi. Quelle,

che somministra la seconda
,
composte di quattro rami in-

finiti formanti due parti separale (117), si chiamano iper-

bole
,
e le rette

,
tra le quali esse son contenute (118), asin-

toti. Finalmente la terza equazione è quella delle parar

bole{ 1 19).

Affino di terminare la discussione di tutti i casi com-

presi nell’equazion generale

Aj/
a

—f- Hxy Cxa

-f- Dy &r=F (1)

altro non resta che a considerar quello ove i due coefficienti

A e C son nulli
;
poiché ,

quantunque le trasformazioni

operate fin qui divengano illusorie quando A= 0 ,
l’ equa-

zion contenente a:
1

,
quando C non è nullo ,

può essere ri-

soluta per rapporto a questa quantità, e le formule dei num.‘

precedenti servono pure cangiandovi y in x e x in y ,

vale a dire, facendo dell’asse delle ordinate quello delle

ascisse: ma il caso ove A e C son nulli ambedue, sfugge

interamente a queste formule, perchè l’equazione (1) ,
ri-

dotta allora alla forma

Tixy + Dy + Ea:= F

,

non è più che del primo grado per rapporto a ciascuna delle

coordinate x e y : desso merita dunque un esame a parte.
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Pongo quest’ ultima equazione sotto la forma

xy + dy+ex —f -,

dò non ne diminuisce in nulla l’ estensione -, e ne ricavo

f— exy=
~x^d‘ì

l’ ordinata non divien dunque mai immaginaria.

Se si faccia in primo luogo y = o ,
trovasi

Tal è l’ascissa del punto E,
fìg. 49 ,

ove la curva cercata Fig.fe.

taglia 1’ asse delle asdsse AB
,
e dessa passa in seguito al

f
disotto

,
poiché y divien negativo quando x > — .

Quando
€

x=o viene 1.
-, valore ,

il quale indica il punto F dove

la curva incontra l’ assi; AC delle y.

Passando alla parte negativa dell’ asse delle x ,
1’ or-

dinata y continua a crescere
,
perchè il denominatore ar-J-d

diminuisce per la sottrazione di x e diviene o
,
allorché

x=—d. In questo caso il valore infinito
,
che si trova per

y ,
dimostra che la curva non potrebbe incontrare la retta

OS condotta sull’ascissa AG=

—

d perpendicolarmente al-

l’asse AB.
Allorché x , continuando ad essere negativo , è mag-

giore di d, il valore di y cangia di segno, ma comincian-

do ad essere maggiore di qualunque quantità , clic vorremo:

si fa dunque manifesto da ciò, che bisogna prendere al di-

sotto di AB
,

dall’ altro lato di GS
,

un ramo K' 1' simile

a HI
,
ma andando in senso inverso , vale a dire

,
avvici-

nandosi ad AB a misura che 1’ ascissa aumenta negativa-

mente.

Resta a sapere ciò che divenga y a misura che x au-

menta
,

tanto positivamente quanto negativamente
;

e i>er

questo io divido per x i due termini dell’espressione di y\
proviene

i-e
x i
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resultato, il quale tende quanto mai verso jr=— e a mi-

sura che le frazioni £ e — diminuiscono , ovvero che x
x x

aumenta. Tirando dunque
, ad una distanza AH ss e al di-

sotto di AB
,

HS' paralella a quest’ asse ,
avremo un li-

mite , verso del quale i rami IÀ ed VV s’ approssiman

quanto mai ; ed in conseguenza le parti Hlfc e KW della

curva cercata non esciranno giammai dall’ angolo SOS' e
dal suo opposto.

Ciò
,
che abbiamo veduto

,
serve per dimostrare 1’ a-

nalogia
, che v* è tra la curva

,
che considero adesso o

quella eh’ è chiamata iperbda
;
sarebbe parimente facile can-

giar l’equazione di questa ultima nella proposta prendendo
per asse delle coordinate gli asintoti indicali nel n.° 118.

Io non mi fermerò su queste particolarità , dovendo tornare

sopra questo soggetto con un metodo più generale (129).

Mi limiterò a dimostrare che, se si prendano nell’ esempio
attuale delle coordinate a partirsi dal punto 0 ,

ove s’ in-

contrano gli asintoti GS e HS', facendo

x — t — d , y= « — e,

T equazione proposta diviene

ut —f -{-de i

forma
,
sotto la quale si vede bentosto che i due rami son

simili.

121. Ciascuna di quest’ equazioni sembra ridotta alla

forma la più semplice; ma le coordinate non vi sono per-

pendicolari tra loro, come nell' equazioni della linea retta,

e del circolo
,

di cui ho fatto uso fino al presente : frat-

tanto la situazione delle ordinate è collegata con quella dello

ascisse sotto la condizion che le prime sou paralelle alla ret-

ta , la quale tocca la curva all’ estremità del suo diametro.

Per convincersene
,
bisogna osservare che i punti Meli',

fìr- 4 6 . fig. 46, 47 e 48 , si confondono in un solo nel punto I ;
47 e 48

‘ circostanza
,
la quale forma il carattere essenziale dei punti

di contatto C107). Infatti, la somma delle due ordinale

,

ovvero la distanza dei punti M e M' essendo espressa da

V a"— u* per l’ ellisse, da • y u — a,%
per l’ i-

perbola e finalmente da 2 V «'« per la parabola
,
divieo
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nulla nel punto I ove si ha u=a' per le sue prime curvo

ed u= o per la terza.

L’equazione dell’ ellisse essendo simmetrica per rapporto

alle due indeterminate t ed « ,
di manierachè l’ espressione

di u in t ha la medesima forma che quella di t in u
,
po-

trebbonsi prendere ancora le t per ascisse e le u per or-

dinate , e si vedrebbe che il diametro II', fig. 4-6 , è egli F;g 46.

stesso paralello alla tangente condotta pel punto L. ÌjC rette

li' e LL' godendo ambedue delle medesime proprietà, si

chiamano per questa ragione diametri coniugali. Egli è ma-
nifesto che nel circolo i diametri coniugati debbon essere per-

pendicolari tra loro
,
poiché la tangente condotta all’ estre-

mità d’un diametro qualunque gli è perpendicolare: il nu-

mero de’ diametri
,

i quali godono di questa proprietà è in-

finito pel circolo. Non è lo stesso a riguardo dell’ellisse;

ma
,
benché per questa curva l’analisi precedente non ab-

bia fatto scoprire che con due diametri ooniugati , che si ta-

gliano obliquamente
,
essa ne ha nulla di meno sempre due,

i quali s’ incontrano ad angolo retto
,
così come lo vedremo

più abbasso.

Se si ravvicini ciò, ch’io ho fatto sull’ equazion gene-

rale del second’ ordine ,
a ciò , che abbiamo veduto nei nu-

meri 87 e 94 per la linea retta e pel circolo , ricono-

sceremo che l’equazione d’una medesima linea prende delle

forme differentissime seguendo le coordinate
, alle quali essa

rapportasi. Può dunque esser utile di saper cangiare queste

coordinate afiìn di poter passare a quelle
,

le quali danno
per la linea proposta l’ equazion la più semplice

;
ed io va-

do a cercare in conseguenza le formule generali per cangiare

le coordinate d’una curva in altre situate d’una maniera
qualunque, tanto per rapporto alle prime che tra di loro.

122. 11 più gran cangiamento, che si possa apportare

nel sistema delle coordinale senza cessar di prenderle rette,

e respettivamente paralelle a due lince fisse, consiste nel

dar loro una nuora origine e nuove direzioni, lo abbrac-

cerò tutto ad un tempo questo caso generale e supporrò
che ci siamo proposti d’esprimere i valori delle coordinate

AP= :c, 1>M= y , fig. 5o, relativi agli assi AB ed AG , f;s.5o.

per due altre coordinate A,,'P" = f, P"M = u, riportate

agli assi A'"B" , k"'C"
,

di cui conoscasi la posizione a ri-

guardo de’ primi.

Avendo condotte per la nuova origine A'" le rette A'^B',

cd \'"C' respettivamente paralelle ad AB e ad AG , le

distanze AA' cd A'A'" saranno date dall' ipotesi ; c rap-
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presentandole per » e per c, avremo

AP = A'P + AA'= X'"?1 + *

,

PM=P'M +A'A'"=P'M+ <.

Tirando in seguito pel piede della nuova ordinata P"M le

linee P,;Q e P"R
,

1 ’ una paralella ad AB, e l’altra ad
AC

,
osserveremo che poiché gli assi A'"B" ed A'"C"

son dati di posizione a riguardo di AB e di AC, si deb-
bon conoscere tutti gli angoli de’ triangoli A"'P"R, P"MQ,
ovvero

,
ciò che riducesi allo stesso

, i rapporti de’ loro lati

omologhi-, facendo dunque

A"'R P"R __ F'Q _ QM
A'"F' ~ l‘"M

~ Pì P"M
~ q '

avremo

A'"R= m. X'"P"=mi ,
P"R= n. A'"F'= nt

,

A" Q= p. P"M =pu, QM = q. F'M = qu
,

di dove ricaveremo

A'"F= A"'R -+-F'A = «U+pu,
P'M = P"R + QM =nl

c finalmente

x = AP= AH,F + a= m/-f-jpu-|-a,

y= PM= P'M + <= «« + 2“ + c -

Tali sono i valori più generali
,

che posson prendere

le coordinate x c y facienti tra loro un angolo qualunque
allorché le medesime si esprimon col mezzo d’altre coordi-

nate del medesimo genere, ma situate come vorremo. Ecco

adesso come deduconsi quelle
,
che convengono ai differenti

casi particolari , i quali possono presentarsi.

i.° Se si supponessero le nuove coordinate paralelle alle

prime , c che non si facesse che cangiare la posizion del-

l’ origine
, le linee X'"GU ed A^'C' si confonderebbero in-

sieme nelle stesso modo che A,MB" ed A"'B'
;
avrebbonsi

in conseguenza

«1=1, n = o, p — o, e 5= i,

c ne resulterebbe

# = <-$-*, y = W C
j
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ciò , eh’ è facile di vedere a priori
,
poiché allora A"l*"

,

ed A'"P' si confonderebbero nello stesso modo che P"M ,

e P*M.

Eguagliando a zero , o * o e, conserveremo nel suo

posto, o l’asse AC o l’asse AB.
2 ° Se non si volesse cangiare che la direzione degli assi

AB ed AC , c si lasciasse sempre l’ origine nel punto A ;

le linee A"'B ed A"'C cadendo in questo caso sopra AB
e sopra AC, avrebbesi nel medesimo tempo

a— 0 e « = 0

il che somministrerebbe

x= mt pu, y — nt -{-qu.

Si vede che supponendo m= i e n=o

,

di dove re-

sulterebbe x= t -|- pu
,
y=qu, farebbesi coincidere la li-

nea A^'B' con A"1v
, ed in conseguenza non si sarebbe can-

giata che la direzione dell’ ordinata : dimoslrerebbcsi pari-

mente che x= mt e y—nt -j- u sono i valori di a: e di

y relativi al cangiamento della direzion delle ascisse.

ia3. Fa di mestieri osservare eh’ esiste tra le quantità

m ,
n

, p e q ,
le quali dipendono dalle direzioni delle

nuove coordinale, una relazion necessaria
,

di manierachè

non si può prenderle tutte quattro arbitrariamente
,
poiché,

se conoscendo l’angolo degli assi primitivi A^'B' ed A^C1

,

si fossero dati ancora degli angoli B,,A,,,B' e C"A'"l\"
,

la posizione de’ nuovi assi A"'B" ed A"'C" sarebbe inte-

ramente determinata da queste tre cose, cosi, allorquando

tre delle quantità m
,
n

, p e q scn cognite , si costruiscono

facilmente gli assi de’ due sistemi di coordinate.

Infatti
,
sieno date tn

,
n e p •, tireremo immediata-

mente una linea qualunque per rappresentare l’ asse A'"B',

e prendendo su questa linea una grandezza arbitraria A"'R,

costruiremo un triangolo A",IU)"
,
di cui i lati A'"W

,
l’"l\

ed A,,,P" sieno tra loro come le quantità m , n e i
;

il lato

P"R sarà paralello all’asse A'"C' ed il lato A'"P" darà

l’ asse A,,,B,,
.

Prendendo in seguito un punto qualunque M
,
e con-

duccndo MP' paralella a P"R
,
altro non resterà che a de-

terminare la coordinata P"M paralella ad A'"C" ;
ciò, che

si effettuirà tirando P"Q paralella ad A'"B" , ed osservando

che P"Q ; 1*"M :: p : I. La retta P"M essendo così trova-

ta
,
termineremo il triangolo P"QM

,
di cui il lato P"M
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sari paradello all’asse A'"C"
;
ed il rapporto de’ lati P"M

e QM darà la quantità q.

Allorché passeremo da un sistema cognito di coordi-

nate ad un altro sistema egualmente cognito
,

le quantità,

tn
,
n

, p e q ,
calcolate secondo le loro, definizioni

, avran-

no tra loro la relazione, di cui abbiamo parlato: ma se-

gue da ciò
,
che precede

,
che la posizion dell’ origine es-

sendo data, non si può determinare la direzione de’ nuovi
assi in modo da soddisfare a piò di due condizioni differenti,

e che nell’ espressioni x = mt-{-pu-{-*,y— nt-{-qu-\-c
le quantità x e y , t ed u non potrebbero essere le coor-

dinate d’ un medesimo punto relativamente a due sistemi di

coordinate rette e paralelle fintantoché m
,
n

, p e q sa-

ranno qualunque. Ecco un mezzo semplicissimo di trovare la

relazione
, la qual debb’ esistere tra queste quantità.

Se si conducano pel punto M le rette MG e M1I Ri-

spetti vomente perpendicolari ad A'"B' ed A'"B"
,
e si sup-

pongano cogniti gli angoli MP'B'=C'A'"B', e MP"B"=
C"A'"B" , avremo il rapporto di P'M a P'G e quello di

P"M a P"H. Chiamando g il primo e A il secondo, ne

resulterà

P'G= P'M X 9 e P"H= P''M X A
;

tirando in seguilo A'"M e rappresentando A"'IW e P'M
per xf e y

1

,
i triangoli obliquangoli A'"P'M ed A"'P"M

daranno

A^M3 —À'"P'
3
-{-P'M

3 + 2A'''P'XP'G=^' 1-!-y*+2gx'y',

A^M3 = A"'P"
3 +P"Ma +2A'"P"XP,,H=t1+M1+2Afu.

Eguagliando queste due espressioni di A"M3
,

conseguiremo

xf
2 + y

1* + o.goc'y'= t
2 -{- u2

-f- oJitu
;

ponendo per xf e y
1

i loro valori mt -j- pu e nt + qu ,

avremo

(
m2 +na

-j- 2gmn ) t
1 + (p

1+ 9*+ 39P?)
“*

-J- 2 [ mp-j-nq-j-g (
np-\-mq

) J
tu— t

2 -j- u*+ 2htu.

Questa equazione dovendo aver luogo qualunque sia la po-

sizione del punto M ,
bisogna che la medesima si verifichi

sempre indipendentemente da t e da u
;
condizione ,

la qual

somministra le tre equazioni
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m* -f- n* + igmn = i
, p

1 + 7’ + 277)7= t,

mp+ ”7 + 9 («P + m?) = A.

Eliminando 7 dalle due prime
,

il resultato

(m* n*
) pq— (p* -\-q

, )mn=:pq— mn

esprimerà le condizioni
,

alle quali debbono soddisfare le

quantità m, n, p e 7.

1 24 - Si suppone il più spesso che le nuove coordinate

u e t s’ incontrino ad angolo retto nello stesso modo che le

prime
;

in questo caso l’ equazioni suddivisale si sempliciz-

zano molto. Gli angoli MP'B* e MP"B" divenendo retti

,

P'G ovvero gy
1 e P"II ovvero hu svaniscono

;
di ma-

nierachè si ha solamente

1

,

P
2+ ?*= 1

1

mp-\-nq=o,

di dove ricavasi

m’rri — n% p“=i — 7*,

mY= 1 — n*— 7
1+ n'q

%
;

ed a motivo di mp—— «7, s’ottiene

«*+?’= i-

Paragonando questo resultato coll’equazione m‘ -j- n*= 1

si trova 7=»», il che dà p=—n;si ha dunque finalmente

od— mt— rati, y'—nt -j- tnu

,

osservando che le quantità m e n dipendono 1
’ una daH’al-

tra in virtù dell’ equazione ira* -j-n*=i.
La figura 5 i

,
costrutta per questo caso particolare,

fa vedere che tra è il coseno dell’ angolo B'A'"B", che ra n’è

il seno
,
e che si ha

A"'P'= A"'B— P"Q= mt— nu
,

/ P'M = P"R+ QM = nt + ma
,

com’ io P ho trovato (*).

(*) Non vi sarebbe coso più forile quanto quella di can-

giare mn solamente qui , ma ancora in lutto ciò
,
che prece-

de
,

le denominazum delle lettere m
,
n

, p e q in seni e

Lacro Triqonom. 21

Fig.Si.
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Aflìn di cangiare nello stesso tempo in questo caso l’o-

rigine delle coordinate e la direzione de’loro assi bisognerà

dunque prendere

coseni degli angoli compresi tra gli assi delle coordinate, e

si avrebbero allora le formule riportate in più opere
,
che

si son pubblicate dopo le prime edizioni della presente. Ma

il simbolo ,
che ho adottato

,
compendia l’ espressioni e

conserva meglio l'eleganza analitica. E’ senza dubbio per

questa ragione che i Sigg. Lagrange e Monge hanno ge-

neralmente preferito nelle trasformazioni di coordinate,
che

contengono i loro scritti
,

delle semplici denominazioni let-

terali alle linee trigonometriche ,
che d,' altronde Eulero aveva

introdotte in questi calcoli fin dal 1748.
.

La posizion respettiva de’ quattro assi
, 1 quali si ta-

gliano nel punto A"1

,
essendo determinata da tre angoli

,

eh' essi fanno due a due ,
si possono sciogliere in piu ma-

niere i dati del problema. La seguente m e sembrata motto

semplice.

Io pongo ,
fig. 5o

,

ff>A!"B= 9 ,
C'A'"C"=z | ,

C'A'"B=m ,

di dove

C'A'"B"= ®

—

9 1
CI>A"'B"= «—4 ;

SS/ 1
1

rv/ mrri n ri ahirn e/*™ pauali . auro, dietro

,° 122 ,

sen (<*>
—

t)A'"R sen C' A'" B"
m— A"1P" ~ senC' A!" B sen ®

’

P" R sen B" A"' B sen

” A1" P" — sen C' A1" B> sene3’

P' Q sen C' A'" C" sen 4

p ~~ P'M ~ sen C' A'" ff sen »’

QM sen C" A1" B sen (®—4 )

q ~~ P'M sen C1 A"1 B sen »
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x=mt— nu -J-», y=nt+ w*M+ e(n2),

avendo riguardo all’ equazione

m*+ n*= i

,

e non potremo disporre allora che di tre quantità , cioè di »,

C e d’una delle quantità m ovvero n.

ia5 . Vado ad esporre adesso le semplicizzazioni
,

le

quali si possono apportare all’ equazion generale

Ay'-j-Bxy -|-Ca:*+ Dy+Ex=F . . .
.
(i)

Resulta da ciò che

A'" P = ,+*—

«

seri « sen<o

PM= y>= *^l
sen ®

senato— 4. )

sen a
u.

Non ti è più bisogno di considerare alcuna equazione

di condizione
;

poiché non vi sono nel calcolo che le quan-

tità necessarie alla determinazione de’ sistemi di coordinale.

Se si supponga che l’angolo C'A"'P degli assi pri-

mitivi sia retto
,
avremo sen <0= 1 ,

e verrà solamente.

x'— t cos 9 -f- u sen |

,

y'= t sen 9 -f- u cos j.

Egli è manifesto che V angolo C"A"'B" degli assi del-

le nuove coordinale è espresso in generale da ®—9—4 ; se

desso dovesse esser retto nel medesimo tempo che quello de-

gli assi primitivi
,
avrebbesi

1 ?—^ di dove 4=—?»
e

sen — sen?, cos J= cos 9 (a3)

,

ed in conseguenza

x1— t cos ?— u sen ? ,

y'— t sen ? -f- u cos ? i

nello stesso modo
,
che dedurrebbesi immediatamente dalla

figura 5 i
,
ove l’ asse A"'C" cade daW altra parte dell'asse

À'"C' per rapporto all’ asse A"1ff -, circostanza espressa dcd

cangiamento di segno dell’ angolo!.

Fij.Si.
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l64 applicazione dell’ algebra

col mezzo della trasformazione delle coordinate, e non ces-

sando di prenderle perpendicolari tra loro.

Se si faccia

x— mt— nu4-*> y—nt -f-mu-j-c,

il resultato della sostituzione di questi valori nell’equazione

(i) sarà pure un’equazione completa del secondo grado in

u e <; ma siccome vi avremo introdotto tre quantità arbi-

trarie, potremo imporci altrettante condizioni, le quali sem-

plicizzino questo resultato, eguagliar, per esempio, a zero

i coefficienti delle quantità mI
, t ed u

,
affine di fare spa-

rire i termini, che ne sono affetti: otterremo allora un’e-

quazion della forma

A'r+ C'w*=:F',

simile alle due prime del n.° 120 . Questa forma è notabile

i.“ in ciò che i due valori di t essendo eguali, e di segni

differenti, ne segue che l’asse delle nuove ascisse u è un dia-

metro (in); 2 “ in ciò che ciascun valore di «, preso po-

sitivamente e negativamente
, dando i medesimi valori per

t, ne resulta che l’origine delle « posta nel mezzo del dia-

metro è il centro della curva
(

1 1

4

)-

II calcolo divien più semplice allorché in luogo d’ef-

fettuare nel medesimo tempo, mediante l’ espressioni suddi-

visale, i cangiamenti d’origine e di direzione delle coor-

dinate, si trasportano in primo luogo gli assi paralellamente

a sé stessi. Se
,
per questo

,
si prenda

x=x'+*, y= y'4-<>

l’equazione (t) diverrà

t

Ay* B.z'y' -f- Cx
1*

(
2Ac -f li* -f D )

y' -)-
(
2C* 4" E

)
oc?

(
Ac1

-f B*€ 4-C*1 4- De -j-E«= F
(
2).

Le quantità * e c essendo ambedue arbitrarie, pos-

siamo disporne per fare sparire i termini affetti da xf e da

y'; ponendo l’ equazioni

2.\C 4“ Ba 4" D— 0

.

dalle quali ricavasi

BD— 2AE
“—

4AC— B' ’

aC« -j- Bc -j- E zzz 0 (a)

.

BE— aCD

~4AC— B*
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Dopo di ciò altro non resta nell’equazione (2) che i ter-

mini affetti da y
,%

, afrf ,
x1 * e de’ termini indipendenti

dalle coordinate x1 e y
1

;
questi ultimi si riducono col mezzo

dell’ equazioni (a). Infatti
,

moltiplicando la prima di esse

per c
,

la seconda per « , e togliendo la loro somma dall’e-

quazione (2) ,
dopo d’ avervi soppressi i termini

,
i quali

debbono svanire
,
conseguiremo

A^*+ Baty+ C^*—A«*— B*e—C«’=F . . .(3).

Pongo adesso gli assi delle coordinate in una nuova di-

rezione
, ma sempre ad angolo retto

,
prendendo

(
n.° pre-

cedente
)

xl=mt— nu
,

y'= ni mu

e questi valori essendo sostituiti nell’equazione (3),
la can-

giano in

An* -j- Bmn -f- Cm ]
t
*

4- '

2( A—-C )mn-f B(m*—n*
)]

ut

4- Am*—Bmn+ Cn* 1 u*— Ac*—B«e— C#’= F

Le due quantità me» non dovendo soddisfare che
all’ equazione m* -j- n*= 1 ,

ne riman una da determinarsi,

ed io ne dispongo per togliere il prodotto ut, eguagliando

a zero il suo coefficiente, il che somministra l’equazione

a(A

—

C)mn -{- B( m*

—

n%

)
= o ...

.

(m).

Facendo in seguito, per abbreviare,

An*+ Bmn -f- Cm’=: A'

Am*— I5mn+ Cn*= C'

At*+ Bac + G»*+ F+ F'

,

1’ equazione (4) diviene

A'l’+C'u*=F,

e prende così la forma dimandala
,
supponendo sempre che

si possan trovare de’ valori reali per m e n, i quali son
dati da equazioni di secondo grado.

126. Questi valori si deducono dalla combinazione del-

P equazioni

2 (A—C) rnn -j- B (m*—«*)= 0

,

f»*-f-n*= 1 i

la prima dà

I
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se si faccia

Applicazione dell’algebra

B(m*-
mn=

B

2(C—A)
’

.=y, s’ alzi al quadrato il valore di mn,

a(C—A)

si elimini n* col mezzo dell’equazione m*+ n*=i
,
conse-

guiremo
y*

m*—m*=-
i + 4r‘

’

di dove ricaveremo

m*

indi

_i
, i/i

-%-r 1 i + 4y‘4 i+4y*

«•=?-+-

i V i+4y !

* a Vi+4y*

ponendo in luogo di y la quantità ,
eh’ essa rappresenta , e

sostituendo i valori di m* e di n* nell’ espressione di mn,

troveremo
,
non avendo riguardo che ai segni superiori dei

radicali

,

=r+ 2V(C-A)’+B'

I G—

A

2
2 V (C—A)’+B*

^
—

—

B

'IV- -/ I
-

I valori di m e di n ,
ricavati da quelli di m* e di

n*
,
saranno affetti dai segni + ; ma si vede dall’ espressione

di mn che questi segni debbono essere scelti in modo che il

prodotto mn sia del medesimo segno che B (*).

(*) Se , com’ egli è indicato nella nota pag. 161 ,
«

faccia Bf' A'" AI— ,
avremo

m=cosv, n=sen<?

,

di dove
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Sostituendo i valori di m’
,
n* e mn nell’ espressioni

di A' e di riunendo i termini, i quali hanno il me-

desimo denominatore, vedremo con un poco d’attenzione che

il loro numeratore sarà divisibile per V (
C—A)‘+B*> e che

A'= (C+A)+ i. V(C-A)‘+B*,

C' = ~ (C+A)- ~ y (C—A)’+B*.

L’esame di queste espressioni conduce alle conseguenze

seguenti :

i.° Le quantità A' e C' son sempre reali.

2.
0 Se A e C hanno il medesimo segno, il qual può

supporsi allora+, cangiando, se bisogni, il segno diluiti

i termini dell’ equazione (1) (pag. i 63
) , A' sarà sempre

positivo e C' lo sarà solamente quando

C + A >V(C-A)*+B’;
J

'

condizione ,
la quale riducesi

(C+ A)* >(C— A)* + B*

,

ovvero a aAC > — 2AC + B%
ovvero a 4AC > B'

,

e dalla quale resulta che 4AC—B* è una quantità positiva-

3.° Se A e C son di segni diversi
,
ovvero che A es-

sendo positivo 0 reso tale
,
C sia negativo conseguiremo

mn= sen 9 cos 9= — sen 2? ,
(i 1)

,

m*—n*=cos —sen ?*=co« 2*,

ed in conseguenza

mn B
— sen 2$

cos 2* 2
tan^ m’—

n

J
'a(C

—

A)

formtda ,
che dà immediatamente l' angolo

,
che fa V asse

dei t con quello delle x.
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A'= ~ (A-C)+ i V(C+A)’+B*

,

G' = - (A-C)- -
i V (C+A)a+B*

;

allora A' sarà positivo e C' negativo: ma a motivo del se-

gno—

,

dal quale è affetto 4«\G , la quantità 4-AC— B* è

nc0atn^ue ^ ^ che u S(.gno di G' dipende da quello della

quantità 4-AB—B*.

4." Finalmente
,

se 4AC = B1
,
conseguiremo C'= o ;

circostanza notabile non solamente perchè dessa riduce ad

A'P = F' la trasformata A'!
1 + C'ii= F', ma ancora per-

chè lq medesima rende infinite 1’ espressioni di « e di e

(pag. i65
)

-, non si può dunque in questo caso far dispa-

rire” nel tempo stesso i termini affetti da y' e da xf nell’ e-

quazione (a).

127. Affine di riparare a quest inconveniente
,

laro

immediatamente nell’equazione (1)

x— mt — nu
, y = wf + mu }

ciò, che darà

' An4+ Bmn + Cm*]
-4- ?,(A—C)mn -4- l>(m’

—

na

) J
ut J zci

X ' Arn3—Bmn+ Cn1

]
n1

+ (l)n + Em)f+ (Dm—En)u=F

Porrò anche adesso l’ equazione

2(A— C) mn+ — n1

) = 0 . . .(m)

,

per far sparire il prodotto ut-, i valori di m e din, come

pure quelli de’ coefficienti di V e di u1 saranno dunque

gli stessi che quelli del n.° precedente
,
e la trasformala qui

sopra diverrà

A'r + CV -j- (Dn + Em)f +(Din — En) u= F (6).

Affine di terminar di semplicizzarla, resta da cangiare

1’ origine delle coordinate facendo.

t = V + ,
u = u' + e

,

ed otterremo

Digitized by Googl



ALLA GEOMETRIA. iSu
AV*+CV* -fOAV-f-Dn+Em)!' A

-HaW-j-Drar-Eny . (.

4-A'»'+ C'c'
1 +(D«+Em)«'-KDm—En)«'=F

j

Egli è ancora evidente sotto questa forma che il termine af-

.fetto da uf non può disparire quando C = o, poiché l’e-

quazione .

aC'« -{-Dm — Eu= o
,

.

la quale bisognerebbe porre m questo caso, darebbe e' infi-

nito : disporrò dunque delle due quantità arbitrarie *' c c'

per togliere il termine affetto da e quelli, i qoali sono

indipendenti dalle coordinate u'ef; ciòcche produce l’e-

quazioni

aA'*' -j- Dn -f- Em= o ,

AV*+ G'eM + (D» + Ehi) «'+ (Dm— Ew) c'— F= o.

Facendo in seguito
,
per abbreviare

,

aC'c* + Dm — En = — F7,

avrò l’ equazione

AV + CV» — EV=o.
Per riconoscere tutti i casi compresi in questa trasfor-

mazione
,
bisognerebbe cercare quando »' e c1 posson esser

determinate dalle due prime equazioni poste di sopra : ma
è necessiti!, per l’oggetto presente, considerare il sol caso ove
C? = o (*) ;

ciò
,
che riduce queste medesime equazioni a

2AV+ Dn + Efrt= o ,

A'»'
1 + (Dn + Em) *' +(Dm — En)e' — F = o,

c la trasformata in V ed u' ad

A't'
a = FJu'.

) (*) Tutti gli altri casi sono compresi nell’ equazione

A'r -fC'd* = F
,

la quale si cangia facilmente in

A'V -f- Oa 1 — E'u' = o,
i

facendo u = u' + ,
ed E' = + a V C'F.

'

Lacroix Trigonom. aa
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Si semplicizzano ancora Venazioni tra <*' e «'toglien-

do la seconda dalla prima moltiplicala per «' ed osservando

die 1
’ ipotesi C' = o somministra <

Dm — En = — E*.
’

Si ottiene allora

sA'a' -4-Dn+ Em = 0 ? r.n

A'*'—E'«'—F se o !
'

Finalmente l’ ipotesi G'=o, la qual corrisponde a 4AC=B’
essendo stabilita nei resultati del n,° precedente,gli cangia in

A' ==C + A
, _

C . A ' y/~£c

~ C+A
W C+A

mn
C+A*

Allorché Dm—En=o si ha E'=o , e 1’ equazioni (a
1

)

non contenendo altro che l’ incògnita possono non ac-

cordarsi; ma in questa ipotesi e facendovi C'=o ,
la tras-

formata in t ed li (pag. 168) prende la forma

A't* + D'< = F,

ed altro non contiene che la coordinata t.

128. Tutti * casi dell’equazion generale

Ay1
-J- Rry + Cx* + Dj/ -J- Ex= F

son dunque compresi nelle tre trasformate

<

: -
: - A' t

1 + C'tt» = F'

,

K't'
% = E'

,

?.

h'I* + D'

t

— F
;

le due ultime corrispondono al solo caso pve 4AC^=B* e

la prima a tutti gli altri.

,r Lontre forme indicate nel n.° 120 si trovano nelle due

prime equazioni suddivisale ,
con la sola differenza che le

coordinate sono adesso perpendicolari tra loro ;
e per questa

ragione- si chiamano assi i diametri, ai quali sono allor ri-

portate le curve ,
che rappresentano queste equazioni, di cui

io vado a rammentare le circostanze principali.

i.° Se le quantità A' e C sono ambedue positive, il

che corrisponde ai casi dell’ equazion generale
,

nei quali

4AC — B 1 ha il segno + ,
la trasformata
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ALLA GEOMETRIA. . 171
A't* + C'u

1 = F'

dando •

appartiene ad un’ ellisse (i ao). .
>

Si trovano i semi-assi 01 ed OL
, fig.

52 ,
cercando fìj.s».

il valore di,u allorché <=o e quello di t allorché u=oj
s’ottengon così

e rappresentando queste linee per a e ft
,
se ne conclude

F' ' F'

' C7
= a*, di dove C' =—

,

»? — 1 d’onde t= + — V a ‘ u*
>

6
* 1

o* ~ a

resultato il quale è simile a quello del n.° n 5 celie si co-

struisce nella stessa maniera.

11 caso attuale comprende pure l’equazione del circolo

,

la qual si presenta quando C'=A'; poiché allora la trasfor-

mata diviene

A'(l*4-u
!‘)=F'

,
ovvero l* u* = ^ ,

e le eoordinale sono ad angolo retto.

L* equazione A'<*+ C'u1= F' diviene assurda quando
A' e G' restando pQsilivi

,
F' è negativo -, ma dessa può

verificarsi facendo i= o
,
u = o allorché F' = o , e non

rappresenta allora che il punto dove è l’ origine delle coor-

dinale : questa è 1
’ ellisse ridotta al suo centro (116). Po-

nendo nel valore di F' ( pag. iG5
)

quelli di « e di < ,

esprimeremo senza pena pei coefficienti dell’equazione (i)

le condizioni
,

cui essa dee soddisfare per significar qual-

che cosa.

i.° Se A' ,
C' son di segni differenti

,
il che corri-

sponde al caso ove £AC—

B

1 ha il segno— , l’equazione in

t ed u prende necessariamente una delle forme seguenti :
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A'<’—C'u’=F'
A'**

—

Cu*——F'
;

• • .
*

se si pongono per A' e G i loro valori in a e b, proviene
,

dopo le riduzioni,

di dove t ss + — V "H ®* >

.
~ a

Questo due eqnazioni appartengono ad iperbole (120);

ma la prima di queste è attraversata dall’asse de’ t e non

da quello delle u
,
perchè non vi si può avere 1=05 il con-

. trario ha luogo per la seconda.

Fa di mestieri osservare che quantunque il valore t=

Y — b
1

,
il «fuale corrisponde ad u= 0 nella seconda, sia

Fig.55. immaginario, non lasciasi d’innalzare nel centro 0
, fig. 53

,

una perpendicolare OL= Y

6

1= b
,
e -che per l’ analogia

con 1
’ ellisse si chiama secondo asse la linea LL doppia di

OL-, ma si distingue col nome di asse traverso la linea 11
,

la quale incontra la curva
,

il che non potrebbe farlo la li-

nea LL'.

Allorché C

=

A' gli assi divengono eguali
,

e l’ Sper-

inola è equilatera.

Egli è manifesto che quando F'—o l’ eqnazioni dell’ i-

perbola si riducono a

A't'—CV=o ovvero t= 4- « 1

e non rappresentan altro' che due linee rette (118).

3.° Quando si ha 4AC=B* la trasformata essendo

A'<*= E'u'
,
ovvero tf •=.

appartiene ad una parabola
,

la quale incontra al suo asse

Fig.s4. , fig. 54 ,
all’ orìgine delle coordinate t1 ed uf.

Quando E' = o\ e l’ equazioni (a') (pag. 170) concor-

dano
,
viene A't'

x=o -, resultato
,

il quale dando due volte

t‘=zo
,

indica l’ asse 1B ,
su cui i rami della parabola ten-

dono a riunirsi allorché E' diminuisce.

L’ ultima trasformata

Digitized by Google



• ALLA GEOMETRIA. 173

A'r + iy(=F

non dando pure {ter t che due valori determinati
,

indica

due rette paralelle all’ asse delle u.

Finalmente egli è a proposito d’osservare che l’ equa-

zione

AV+ CV*— EV =o (127)

è comune all’ ellisse, all’ iperbola e alla parabola
;

si ha

la prima di queste curve quando A1 e C' son del medesi-

mo segno -, la seconda quand’ esse sono di segni diversi
j
e

la terza allorché C'=o.
11 punto, sul quale si trova l’origine delle coordinate,

essendo posto a una dell’ estremità dell’ asse
,

si chiama il

vertice. Nell’ ellisse e nell’ iperbola vi sono due vertici se-

gnati I ed F
, figura Sa e 53

;
la parabola non avendone fì8.s,,

che un solo
, fig. 54 ,

non ha centro, ed è per questa ra- ss * 54.

gione che la sua equazione non potrebbe prender la forma

A'l*-f C'tt*= F'.

129. Dopo d’avere riconosciuto per le formule dei

num.‘ precedenti a quale specie di linee si riporli un tal ca-

so particolare che vorremo dell’ equazion generale
,
si ha pur

bisogno
,
per segnar questa linea

,
di stabilire gli assi delle

coordinate delia trasformala per rapporto agli assi primitivi,

c di costruire le quantità A', €' F'
,
ovvero E'; questo

è ciò
,

in che il lettore
,
per quanto sia poco abituato a

particolarizzar delle formule generali
,
non potrebbe incon-

trare difficoltà : così io non credo che sia necessario per

mezzo di operazioni
,

le quali non son di quelle
,
che si

pratican di sovente
,
d’ entrare in una enumerazione di re-

gole quasi sempre scancellate dalla memoria allorché accade

d’ averne bisogno *, e l’ esempio seguente
,
benché semplicis-

simo , servirà d’ altronde per dimostrarne l’ inutilità.

. Sia l’equazione

xy + Dy + Ear=F
;

paragonandola con l’equazione (1), ne concluderemo

A=;o, B=r, C= 0

,

1 4AC=o, B*= 1

5

c poiché 4AC non è eguale a B‘, è alla trasformata

A'I’ -f CV= F'
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che riportasi il caso
,
che si considera. Si trova in seguito

(pag. i 65 . )

.=— D, c=— E, -F'=F + DE;.

poi (pag. 167.)

ed in conseguenza

l
- /* — i ifcF+DE ovvero 1*— u*=a(F-f-DE) -,

la curva cerata è dunque un* iperbola
,

di cui i semi-assi

sono eguali 'a V a(F -j- DE)
,
ed è traversata dii quello de’f

(118). Risalendo alle trasformazioni operate dai valori

x= x>-\-*,/ y= y'-t-i,
xfzzzmt— nu, y'=nt-{-mu,'

si vede in primo luogo che l’ origine delle t e delle u cor-

risponde al punto ove x= *
, y— c

;
prendendo dunque

,

Fig.s;. fg. 55
,

le distanze AA'=—- D, AA"=— E, il punto A,H
sari questa origine. Calcolando in seguito il valore di m

,

ovver del coseno dell’angolo, che forma l’asse de ’

t

con

quello delle x
,
troveremo il numero ,

il qual cotri-
’ ’ y*

sponde a 0? ,
5

;
e facendo l’ angolo A"A'"B" eguale a o*

,

5
,

poi conducendo AW,CM perpendicolarmente ad A'"B"

,

avremo gli assi delle t e delle u
;
prendendo finalmente

A"'I ed A"'V = y 2(F -J- RE), determineremo i vertici I,

ed 1' dell’ iperbola
,

la quale è il luogo dell’ equazione pro-

posta.

Lo stesso andamento condurrà sempre al resultato per

qualunque esempio che fosse
,
ed io ho scelto il precedente,

di già trattato nel n.° 120 , alfine di dimostrare che la curva

indicata in questo num.° pei suoi asintoti è un’ iperbola
,
e

di trovarne i suoi assi (*).

(*) Polrebbesi dedurre immediatamente dall’ equazioni

generale delle lùtee di second’ ordine l’ equazion dell’ iper-

bola per rapporto ai suoi asintoti, trasformando le .coordinate

rettangole in altre
,

di cui V angolo sia indeterminato. S’ in-
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Spesso pure si cerca qual sia la curva dotata d’ una pro-

prietà particolare
,
che ignorasi appartenere a una curva dir

già conosciuta
;
ma allora l’ equazion relativa a questa pro-

prietà rientra in alcuna dell’ equazioni
,
le quali sono state

discusse
;

questo è ciò
,
che dimostreranno i problemi se-

guenti. .

i 3o. Trovar V equazione éF una curva tale che
,

se si

conducano da ciascun de’ suoi punti M ftg. 5a
, a due r,'s- s*-

punti fissi F e F'le rette MF e MF;

,
la somma di que-

ste linee sia eguale ad una linea data.

Se si rappresemi per ia la linea dat?
,
per 2C la di-

stanza FP dei punti fissi
,
prendendo per origine delle coor-

dinate il punto 0 mezzo di FF*
,
di manierachè OF=OF'

—c e facendo OFf=x
ì
PM=y, troveremo _

FP— c

—

x, F'P=c-f-T.

I triangoli PMF
,
PMF'

,
rettangoli in P

,
dando

MF=/^FPa -|-Pr, MF'= PPa
-f- PM

a
-,

T

otterremo

MF=y (
c—xy -fy

1
,
MP= V ( c+a:*)* -f- y*

5

ma ponendo MF=z, conseguiremo MF'—aa— z, poiché,
per l’ enunciato

,
si ha su tutta la curva cercata

MF + MF'= 2a,

ed in conseguenza > .

* = V(c—*)* + y*
I

20— x— V "( C-J-X)* + y\
Inalzando al quadrato

,
per far disparire i radicali

,
ne re-

sulterà

z%~c*— 2ex -{- x* -f- y*,
4-a’— = c*+ 2ex -j- x* -j- y*,

togliendo la seconda di queste equazioni dalla prima’, resterà

troducon allora quattro quantità arbitrarie (ia3), delle quali
se ne dispone per fare sparire i termini affetti da t% u% t,

u y c*d
,
che riduce F equazion generale di secondo grado alla

forma Wal— F
; ma si trova che le quantità m e n non

han de’ valori reali fuorché pel caso
,
in cui l+AC— B’ ha

il segno—
,

vale a dire per F iperbola solamente.
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176 APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA

4-fl
1 + 4« == — ItCX v

di dove
'

* •

a1—ex
g— ~ . .

a

sostituendo finalmente questo valore di z nella prima espres-

sioni di a*, perverremo all’equazione arcata, la quale sa-

rà
,
dopo le riduzioni

,

a4 -f- c’a:’ = a* c* -(-

o

1
(x* -f-

j

a
).

Quest’equazione non essendo che di secondo grado, fa

vedere che la curva cercata non può essere che una di quelle,

le quali sono state discùsse precedentemente
;
e per ricono-

scere a quale specie essa appartiene, io do alla sua equazione

la forma

a'y%
-Ha

'—c'
x)x%=ali~^a'c%

.

Paragonandola allora con A'l*-f- G'u'^zF
1

,
dopo avere scrit-

to in quest’ ultima y e x per t ed u
,
avremo

\'=a*
,
.€'=0*—

c

a
, F'=o4—<*V=a*(a*

—

c
1

) ,

di dove concluderemo ch’essa è quella d’ un’ellisse; poiché

«essendo minore di a, le quantità A',
,
F' sono essen-

zialmente positive (128). Ponendo, per abbreviare, a3-—c’

= b
1

,
otterremo

ay -f-
6* x% — a1 b1

,

di dove ricaveremo

I semi-assi 01 ed OL di questa éllisse son respettiva-

mente a e ò; e siccome —c*, ricavasi da ciò

c’= a1— ò*
,

c= V a*— b* ;

il che fa vedere che, allorquando si conoscono gli assi II'

ed LI/ d’ un’ ellisse, si posson trovare sul maggiore dei due
i punti F e F', pei quali MF -f- MF' = li' col descrivere

dal punto L, come centro, e con un raggio eguale alla

metà del grand’asse 11' un arco di circolo; poiché alle in-

tersezioni F e F' di quest’arco di circolo con l’asse li' si ha
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li’ enunciato del problema, che ho risoluto, offre dun-

que una proprietà comune a tutte I’ ellisse
,
cioè che la

somma delle rette MF e MF'
, le quali si chiamano raggi

vettori
,

condotte ai punti fissi F e F1 presi sul gran-

d'asse e che si chiamano fuochi, é sempre eguale al gran-

di asse.

i3i. Questa proprietà somministra un mezzo semplicissi-

mo di trovar tanti punti quanti vorremo dell’ellisse, ovvero

di descriverle ancora con un movimento continuo. Infatti ,

se si prenda a piacere un’apertura di compasso FM, mi-

nore di 01 ,
dal punto F

,
come centro

,
si descriva un cir-

colo con quest’apertura di compasso, e si prenda in seguito

per centro il punto F' , e per raggio la differenza F'M tra

il primo raggio FM c l’asse II', e si descriva un secondo

circolo
,
desso taglierà il primo in due punti M e M' ,

i

quali apparterranno all’ellisse. Ripetendo questo metodo con

diverse aperture di compasso, otterremo de’ nuovi punti del-

l’ellisse richiesta ; e se questi punti son un poco moltipli-

cali, potremo, unendoli con un tratteggio libero della ma-
no, terminar la curva d’una maniera tanto più esatta,

quanto in maggior numero saranno i punti determinati.

Allorché l’ellisse debb’ esser grandissima
,
dessa descri-

vesi con un movimento continuo fissaudo ai punti F e F'

l’ estremità d’ una corda
,
la cui lunghezza è quella dell’ asse

1F; si tende questa corda col mezzo d’ uno stile M, il quale

si fa strisciare lungo della medesima corda fino a che si

trovi il medesimo al punto di dove egli è partito: allora

desso ha descritto l’ellisse richiesta.

Egli è utile di rammentarsi che la distanza c dà un

fuoco al centro si chiama eccentricità.

V equazione y— + ~ V a*

—

x' somministra una co-

struzione per punti comodissima nella pratica. Avendo de-

scritto dal centro 0 dell’ellisse richiesta
, fig. 56, due semi- Fi*- 56 -

circoli
,

l’ uno sul grand’ asse e l’ altro sul piccolo
,
presi

per diametri
,
e condotto un gran numero di raggi ON

,

ON', ec.
,
abbasseremo sull’asse II' le perpendicolari PN,

PW
,

ec.
,
e condurremo pei punti R

,
R'

,
ec.

, ove i raggi

ON ,
0N;

, ec. incontrano il più piccolo de’ due circoli

,

le rette RM
, R'M'

,
ec. paralelle ad IP

;
i punti M e

M' ,
ec.

,
che queste paralelle determineranno sulle perpen-

dicolari PN, P'N' ec. , apparterranno all'ellisse cercata.

Mediante l’ operazione
, clie ho indicata ,

non si ottiene che

Lacroix Trigonom. a3
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la metà di questa curva

;
ma ripetendo la costruzione al di-

sotto dell’asse II', l’avrem tutta intera.

Alfine di riconoscere l’esattezza di questa costruzione,

è da osservarsi che iu virtù del parallelismo delle rette RM
ed li' si ha

on : or :: pn : pm ;

c poiché 0>’=a, OR= 6 ,
OP=«, ne resulterà

a : b : : ^~ax—x%
: pm ,

di dove

PM= — Va''

—

xx — y.

i3a. Modificherò in quest’articolo il problema, che
ho risoluto nel num.° precedente

,
e dimanderò che si ab-

bia MF'—MF— IP^raa, fig. 53 ,
in luogo di MF-j-MF'= ia

,
vale a dire

,
che la differenza dei raggi vettori sia

costante. Conservando d’altronde le denominazioni dell’ar-

ticolo citato, avremo

MF—//pp3 +PMa = z + V(c—x) x-\-y',

MF'=^/ F'p
2

-f-PM
3 = aa -f 2 = V (

c + x )* + y'
,

di dove ricaveremo

z'— c
1— 2ex -f- x*-\- y *

,

4 t+az -}- zx— cJ-f- icx+ **+ y
1

ì

togliendo la prima di queste equazioni dalla seconda
,

ot-

terremo

ex—a1

4a* + 4az= £cx
,
ovvero z=

,

e mediante questo valore di 2 arriveremo all’equazione

(

ex—a* \ 1—-
— j—c' — 2ex -j- x* -f- y'ì

la quale, mediante lo sviluppo, si riduce a

(c*— a1

) x— o’y*= a’(c
l— a')-
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Nel caso attuale, ove c>a, fa di mestieri prendere 6*=c*—

a

il che somministra

b'x1—a ,y*=a ,b* -,

equazione appartenente all’iperbola
,
la quale gode in con-

seguenza di questa proprietà
,
che la differenza de' suoi raggi

vettori MF e MF' è eguale all'asse trasverso li', sul quale

si trovano i fuochi F e F'.

lo ho digià fatto osservare che questa curva non ave-

va
,
a parlar propriamente

, che un asse (128), ma che ,

per conservare l’ analogia
,
si concepiva un secondo asse LL'

condotto pel punto 0, perpendicolarmente al primo
5
b espri-

me la lunghezza OL della metà di quest’asse, e l’equa-

zione 6’=c*—a* dando c = y a* -|-b‘
,

fa vedere che, per

trovar i fuochi F e F'
, è di mestieri prendere le distanze

OF ed OF' eguali all’ipotcnusa del triangolo rettangolo

costrutto su i due semi-assi 01 ed OL.
j 33. La proprietà , di cui godono i fuochi F c F'

,

può servire alla costruzion dcll’iperbola per punti. Per que-
sto

,
dal punto F

,
come centro

,
e con un raggio FM

,
il

quale non sia minore di 1F
,
ma d’altronde qualunque, de-

scriveremo un arco di circolo; dipoi prenderemo un rag-

gio F'M maggiore 0 minore del primo d’una quantità egua-

le ad II' -, ed il circolo descritto su, quest’ ultimo dal punto
F', come centro

, taglierà il primo nei due punti M e M'
appartenenti all’ iperhola.

Per descrivere una porzione qualunque d’ iperbola con
un movimento continuo

,
si assoggetta una riga a girare in-

torno del punto F' ; si fissa all’estremità R di questa riga

ed al punto F un filo
,
la cui lunghezza sia minore di F'f!

«Iella quantità 11'
;

si fa in seguilo girare la riga appoggian-

do contro di essa con uno stile M il filo RMF
,
di maniera

che desso resti sempre teso : Io stile M descrive in tal me-
niera un arco di curva

,
il quale appartiene all’ iperbola

,
di

cui l’asse è II' e di cui i fuochi sono F e F'.

i34. Io mi proporrò ancora di trovar V equazione d’una
curva tale che ciascun de’ suoi punti sia tanto lontano dalla

retta AG
,
data di posizione

, fig. 54, quanto da un punta

fisso F
,
egualmente dato di posizione.

Se si prenda sulla retta AB, condotta pel punto F per-

pendicolarmente ad AC
,
un punto I situato nel mezzo del-

la distanza AF, questo punto apparterrà necessariamente alla

curva cercala
,
poiché desso sarà tanto lontano dalla' retta AG
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quanto dal punto F. Facendo

IF=A1= <J, IP=*, PM= y,
avremo

,
per un punto qualunque M

,
la distanza

QM== AP= AI+ IP= c'4-a*

cd il triangolo rettangolo FPM darà

MF =}/ Fp
3

+PMa= ^(C — *‘) + r ,

. »
poiché FP = 1F — IP. Sviluppando

,
troveremo

MF= — 2c'x -\- x*-\-y*
\

ma
,
per l’ enuncialo del problema

,
QM= MF

,
dunque

c1 -j" * = V -j- y
1
.

Inalzando al quadrato e riducendo, si ottiene

o.éx—— ic'x + y
1

,
ovvero y'—lpfx

\

equazione della parabola
( 1 28).

135. Affine di costruire la curva dietro alla proprietà,

che ho impiegata nella ricerca della sua equazione
, fa di

mestieri con un raggio FM, preso a piacere
,
descrivere un

circolo, fare AP= FM, e condurre pel punto P, paralle-

lamente alla linea AC
, una retta PM : il punto M , ove

questa retta taglierà il circolo
,

apparterrà alla parabola ri-

chiesta -, poiché egli è evidente che la retta QM
,
essendo pa-

rafila ed eguale ad AP, sarà eguale ad FM.
Questa medesima proprietà dà luogo ad un movimento

continuo, mediante il quale si descrive la curva. Per que-

sto
,

si pone lungo di AC una riga
,
sulla quale si fa muo-

vere una squadra
, di cui uno de’ lati rappresenta la retta

QE
5

si attacca al punto F l’estremità d’un filo, la cui

lunghezza è eguale a QE
,
e di cui l’ altra estremità è fissa

nel punto E ; si tende questo filo con uno stile applican-

dolo contro il lato QE , e lo stile descrive una porzione di

jiarabola.

1 36. 11 problema
, il quale ha condotto qui sopra al-

l’ equazione della parabola
, può esser modificato in modo

da abbracciar le tre curve di secondo grado: bisogna |ier que-

sto enunciarlo nel modo seguente. Trovare V cquazion d’una
curva

,
nella quale la disianza Ira un pinta qualunque M,

if.sj. ed il punto fisso F
, fig. 5] ,

stia alla disianza MQ Ira il
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medesimo punto M ed una retta AC data di posizione in

un rapporto costante.

Sia i : n questo rapporto, e si tiri dal punto F sopra

AC la perpendicolare AB
; è manifesto che la curva cercata

incontra questa retta in un punto 1 tale che

if : ai :: i :

di manierachè
,
se si denoti 1F per d , ne resulterà

AI= nd.

Facendo IP= a:, PM=y , otterremo, in virtù del trian-

golo PMF ,
nello stesso modo che sopra

,

MF= V (
C — x y -f-

y*
;

e siccome QM==:AP==AI-|-IP==nc,
-f-a;, avremo

V (c<— xy : nd + x :: i : n ,

di dove ricaveremo

ncf -\-x= n V (
cf— x )*-f-

t/‘ -,

inalzando al quadrato otterrem finalmente

n*y’-|-(n*— i )x
%— a(n-f- i)nc'x=o.

Questa equazione, d’una formula assolutamente simile al-

l’equazione A'C -f-CV*— E'u'=o del nrnn.° 128, appar-

terrà all’ ellisse
,

all’ iperbola o alla parabola secondo die

avremo n> 1 ,
n<i

,
ovvero n=i , e fa vedere in conse-

guenza che la proprietà
,
che fa il soggetto del problema pro-

posto è comune alle tre curve di secondo grado, per rap-

porto alle quali la retta AC è detta direttrice.

Dando all’ equazione suddivisala la forma

)c' ar= °,

ed osservando che più n aumenta , più le frazioni — c -

diminuiscono
,
vedremo che nella supposizione di n infinita

dessa dee ridursi a

if -\-x*—iclx= o -,

equazione
,

la quale è quella d’ un circolo
,

il cui raggio è

Digitized by Google



l8a APPICAZIORE dell’ algebra

c?

,

e pel quale l’origine dell’ ascisse è posta ad una dell’ e-

stremità del diametro
(94).

137 . Abbiam veduto nel n.° 128 che l’ellisse, l’iper-

bola e la parabola
,
possono esser date da una sola equa-

zione
; ed è notabile che quest’ ultima può dedursi pure im-

mediatamente da una qualunque dell’ equazioni

»=£. («*—**)> <*• — o*),

le quali
,
riportandosi al centro, sembrano particolari all’el-

lisse e all’ iperbola. Per questo basta di trasportare l’ori-

gine delle cordinole ad un de’ vertici delle curve
,
che rap-

ìg. si presentano queste equazioni. Infatti
,

se nelle figure 52 e
e S3

- 53 si faccia IP=xl

,
avrem per la prima

x ovvero OP = OI— IP=a

—

x?

,

e per la seconda

x ovvero OP= 01 lP=a-{-

La sostituzione di qiiesti valori cangerà l’ equazioni riportate

qui sopra in

2Ò* 6 *

le quali si ridurranno a

y'=px>— V-
a

a?'
1

,
y'=px> +£ af%

,

se si ponga — =p\ e l’una non differirà dall’altra che

pel segno di a\ l’ispezione della figura 53 dimostra pure

che l’ascissa IP , essendo riguardata come positiva
,
l’asse 11'

è necessariamente negativo.

Ponendo per b1
il suo valore, relativo tanto all’ ellisse,

che all’ iperbola
, s’ottiene

2
( a

~(i3o), p= 3(C

q
— (i3z);

ma egli è a proposito d’ introdurre la distanza 1F in luogo

di c
,

la quale rappresenta la distanza OF
;
e facendo IF=e',

si trova per la figura 5a
,
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c ovvero OF= 01 — IF = a —

&

,

per la figura 53

c ovvero OF = 01 -+• IF = a + cf
;

questi valori danno

Laef—2C/1 id %

,p=

i83

a a

espressioni , le quali pure non diferiscono che pel segno di a.

Ambedue le dette espressioni essendo riunite nella for-

mula

Larf~L?.c?'
, , _ 2cf**=—

—

=^ +V ’

hanno egualmente per limite

p— l^f

allorché si suppone a infinita-, ma in questo caso l’ equazioni

y'=p*+ p-
a

riducendosi a

y* =pxl

,
ovvero y' = l^cfx

,

per l’annientamento della frazione — e danno così F equa-
2fl

zione della parabola (i34).

L’ equazione

y'l=pxl— — x1 '

2a

è dunque propria per rappresentare ciascuna delle linee di

sccond’ ordine : dessa apparterrà all’ ellisse quando a sarà

positiva ed al circolo se p = 2a -, all’ iperbola quando a
sarà negativa

,
ed alla parabola allorché a sarà infinita

(

#
).

(•) l ’ espressione p= - la quale si rapporta

aie ellisse ,
prenderebbe un valor negativo se vi si suppo-
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i38. La quantità p si chiama il parametro : questo è
nell’ ellisse e nell’ iperbola una terza proporzionale ai due
assi poiché il suo valore

_aò‘__ 46
*

^ a ao

conduce alla proporzione

20 : 26 : : 26 : p ;

c nelle tre curve esso esprime il valore della doppia ordi-

nala , che passa pel fuoco. Infatti , allorché si prenda aP=<P,
proviene

p(20C, -)-C
; ’)

20

di dove concludesi

a 4cuf+vfm

4y*=p —p\ c iy-p-

i 3g. L’ equazioni

sp-

essendo poste sotto la forma

ti— io*-*'
),

y*= ^ (
io* + **

) ,

se ne deducono le seguenti

y
1 _P V

%

__ P
* (20—aP) 20’ aP(2a+aP) 20’

dalle quali resulta che il quadrato dell’ ordinata PM è in un

russe cf > 2a
;
e F equazione y*=px'— — x'* cangiando-

si in

y*=— px' + P
2a

x'*

apparterrebbe all' iperbola -, ma c* esprimerebbe allora la di-

stanza tra U vertice e il fuoco il più lontano
,
ovvero IF

fig. 53 .
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rapporto chetante col prodotto delle linee IP ed l'P

,
le

quali sono respeUivamenie e ta—or
1 per l'ellisse

, fig. 5a, fì*. t%

af e «a -f- x
1 per l’

i
peritola

, fig.
53 . Queste distanze tlel

* s3‘

piede dell’ ordinata da ciascuno de’ vertici della curva es-

sendo chiamate ascisse, si dice che nell' ellisse e nell
9

im-
bola i quadrali dell' ordinate stanno tra loro come i prodotti

dille ascisse corrispondenti.

Infatti
,
se si denoti per X' un’ascissa differente da r1

,

ma sempre contata dal medesimo punto , e per Y l’ordinata

corrispondente ,
avremo

Y*=— ( aoX'—X'* ), \r= P- (
aoX'+ X" ) ,

%a . aa

di dove ricaveremo

y* : Y’ :: ocf (*a — x>) : V (m— X')

per l’ ellisse
,

'

y* : y* :: * (m + *) : X' («a + x')

per l’ iperbola
,
sopprimendo sempre nelF ultimo rapporto

/ • V

* ... p
di ciascuna di queste proporzioni il fattor comune ^

L’ equaziotie della parabola y* = pocf essendo trattata

nella stessa maniera, dà solamente

y» : y* :: J ; x'

,

il che fa vedere ctye nella parabola i quadrali delle ordi-

nale stanno come te ascisse corrispondenti.

14.0. Segue dal paragone delle formule riportate nei

num.* iao e 128 che vi sono per ciascuna curva di secon-

do grado almeno due sistemi di coordina^ , nei (juali l’ e-

quazione di questa curva si presenta sotto la forma la più

semplice : uno di qhesli sistemi è quello degli assi e l’altro

quello de’ due diametri coniugati; ed io vado a mostrare che

v’ è un numero infinito di sistemi di coordinale
,

i quali,

godono della medesima proprietà. Per lar ciò
,
applicherò Ja

trasformazione delle coordinate adequazioni relative agli assi.

Sia primieramente quella dell’ ellisse y
J = — (a

1—*5

),

la quale riducesi ad

°*y* + b'x* ~a'b%
,

Lacroix Trigomm. a4
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osservo iu primo luogo di’ è inutile di trasportar l’origine

delle coordinate., ia quale bisogna lasciare nel centro^-p non
avendo da cangiar che la direzione degli assi

,
prendo sola-

mente -
. .

'

w .
/

m x= mt -}-pu
, y= nt 4* qu (122).

'

Io lascio indeterminato F angolo-
,
che le nuove coordinate

dehbon fare tra loro, e di cui il coseno è rappresentato da

h (ia3
), e non terrò in conseguenza alcun conto dell'equa-

zione

mP + ”? + 9 (nP + ™l) — h >

non sarà lo stesso a riguardo dell’ equazioni

+ n * + 2?mn = 1
j P* + 9

S 4“ =t’r
perchè le coordinate x e y essendo reciprocamente perpen-

dicolari
,
ne resulta g= 0'

, di dove

m’ 4" * i jP* + 2’ = 1 »

delle quattro quantità m, n, p. e q non resteran dunque

Che due, bielle quali sia possibile di disporre. Facendo la so-

stituzione de’ valori di a; e di y. nell’ equazione

a'y' 4" b'x' = a'b'

,

*

otterremb * * ’
:

(a'n
%

-j- b'm'jt* -f- 2 (a' nq+ b'mp) ut

+ ( aY 4* b'p') «*= a* b' i

e
,
per semplicizzare -quest’ ultima

,
porrò

a'nq b'mp = o-$

il che la riduce ad
• ^

(a'n' + b'n?) t* -f (a'q* 4- b'p') u* = a'b'.

Aftìn di paragonare quest’equazione con

a,,(’4-ò'V=:a'W‘

la porremo sotlo là forma

a'n

'

4- b'm

'

. a'q

'

4- b'p' .

.
- -W— ‘+~

a'b' ' u - 1 '

t

*

,
ut' ^

h" ^ "'r 1
’
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desse non potranno allor divenire identiche indipendente-
mente da t e da u se non cbe per la supposizione d»

1 .
à’m* 1 a'q'+

b1 ' a'b' ’ ?*“ à'b'
’

il che darà . ,

‘

o*n* -f- b*m* a'q ’
-f- 6

‘p’’

Per assicurarsi della possibilità di questa.trasformazione,
fe di mestieri vedere se la determinazione delle quantità »»,
n

1 P 6 f sia soggetta a qualche eccezione. L’equazione

a'nq -f-
6* mp — o

,

posta sotto la forma <

n q __ ,
i*

m p """a1 ’

farà sempre conoscere il rapporto di p a q ovvero quello
df w a 11. Se si ricavi

v

q 6
1 m

1

p a 1 n ’

e se per abbreviare, si faccia

b'm

conseguiremo

q= pr\

sostituendo in p* -f q' —
1 , no dedurremo

P* (1 +r*)= 1 ,

di dove concluderemo

- 1 . r
P- 7===>- ?=-==*,.' •

Vi-j-r’ y I -f r*
espressioni^ le quali rcsteran sempre rca/t qualunque sia r.

L’ equazione m* -{- n*=i non potendo determinare che una
delle due quantità m e n

,
lascia assolutamente indetermi-

nato il rapporto —
,

il quale entra nell’ espressioni di p e

di che, per quest* ragione
, divengono suscettibili d’ una

l
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l88 APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA

infinità di valori diversi. Esiste dunque di&Uo un’ infinità

di sistemi di coordinate, nei quali l’equazion dell’ellisse ha

la forma v >

o'*t* -f- VHt* i= a''b>',

assolutamente simile a quella dell’ equazione agli assi

a'y' + b
%x* = a'b\

. _
-

i4i. Operando sull’ equazion dell’ iperbola

J*
•

y*— — ( x*— a1
) ,

ovvero a’j/
1— b*x%— — a*A*

‘

»

com’ io l’ ho fatto su quella dell’ellisse, avrem successiva-

mente

(a*n*— 6’m’Jf* a(V«5— b* mp)ut -j-fa’q
1 — Ifp')**

—— a*6*, a'nq— b'mp =o, •

a*n* — 6*ma
„ ,

a'q 1 — 6*»*
,—st—'+ rtr

x “=- , >

e paragonando 1’ ultima equazione a

t* u* _V~ a' 1
~~ 1 ’

troveremo

, ,
a’61— n1

aV-iV 1

a'b1

a'q' — 6*p*

L’ espressioni di p e di <7 saranno della medesima forma in

questo caso come nel precedente, e potranno dare in con-

seguenza un’infinità di valori dopo quelli
, che assegno-

j
1

_ |

remo al rapporto —
;
potremo dunque ricavar per l’iper-

bola una conclusione simile a quella, che abbiamo enunciata

per F ellisse.

142. Io passo alla parabola; la sua equazione x
può essere trasformata in un’altra, la quale le sia simile,

mediante le formule

x — mt pu , y— ni -f- qu.

S’ ottiene infatti la resultante

nV Cinqui -j- g’tt? = (mt -f- pu) ,
-
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ALLA GEOMETRIA. 189
dalla quale bisognerà far disparire i termini affetti da <*,

ut ed « ,
ciò che si effettuerebbe ponendo «=o

, p=

o

;

ma ne seguirebbe m= i
, q— i , x—t , y=u , e si ri-

caderebbe sulle coordinate primitive : non succederà così va-

riando nel medesimo tempo l’ocigine. Se si sostituiscono a x
e ad y i loro valori i più generali

mt+pu+*, ni + ^+ 1(122), .

si ottiene allora

n't* -J- inqul 4- q*u
%

, t
v

+ 2<(nt + f«) — 4^ ( mi -}-pu
)

(= oi

+ «‘-
4^ S

A»

Potendo disporre adesso di quattro quantità a motivo delle

due nuove indeterminate » e t , e farem disparire i termini

affetti da ut e da t
,

ed i termini indipendenti da t e da
u ponendo

inq = o ,
itn— = o

,
e* — fac?

— o.

La prima di queste equazioni può essere soddisfatta in

due maniere tanto per n=o ,
quanto per q=o ; ma n=o

dà m=o nella seconda equazione ,
ciò

,
che non potrebbe

accordarsi coll’equazione m,4'n*= i. Adottando il valore

q = o
,

il termine q*u* svanisce 5 ed altro non resta che

n‘f*= 4c
,pu ovvero P= -

n%

equazione simile a quella
,

la quale rapportasi all’ asse della

curva. La supposizione di 9=0 ,
introdotta nell’ equazione

p* -j-g’= 1 ,
somministra

da acri — Qcfm— 0 ricavasi

n se*

e questa equazione, combinata con m*4~«*=i, determina

n e m. L’equazione c*

—

4*c/=:0 determina pure <*' allorché

< è cognito; ma quest’ ultima quantità resta suscettibile di

qualunque valor che vorremo.

1.43. Le osservazioni precedenti conducono a questo

problema : essendo dato un diametro qualunque
,
trovare la

posizione del suo coniugato. Lo risolveremo osservando che

quando nella iigura 5o del n.° 122 l’ angolo CAB ov- F'ì- 5»*
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igO AHPUCA2IOHE DELL’ ALGEBRA

vero quello
,
che fanno tfa loro gli assi delle sue coordinate

primitive x e «/ ,
è retto i triangoli P^À'^R e P"MQ

divengono rettangoli ,
1’ uno in R

,
L’ altro in Q $

dal che
• ' AWR

ne segue che m= rappresenta il coseno dell’angok)

P"A,HR
,
ovvero B^À^'B' e

P"R

V"P"
n’ è il Seno -, che

p — — ^ rappresenta il coseno dell’angolo MP"Q
,
ovve-

r M. "* '

r

ro C^A'^B' e q — n’ è il seno.
. . ,• P M
Se si riportano queste medesime denominazioni alle fi-

f‘£.
58
gure 58 e 59 ,

prendo 11' per l’asse delle x
,
OF per

quello delle t ed OH per quello delle m, otterremo

n sen FOl

m cos FOl
lang FOl

,

q sen UOl

, p cos 1101 1

e siccome 1
’ equazioni

tang i|OI 5

a*nq -{- i’mp = o ,

<fnq— fr^wipzzro,

ottenute nei num.; i£o e i£i , possono esser poste sotto la

,
forma

. v

11'--*
m p

+
o*

*

ne resulterà

b%

tang FOl. -tang HOI= + — ,

il segno superiore riportandosi all’ellisse ,
e l’ inferiore al-

l’ iperbola : determinerem dunque facilmente uno degli an-

goli FOl e HOI quando l’ altro sarà cognito.

Fig.se. 144 . Si posson sostituir nell’ellisse,
fig. 58, agli an-

goli FOl, HOI le coordinate de’ punti F e Hj poiché

se 6i denotino
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conseguiremo

; ALLA GEOMETRIA.

OE per <*, EF per e.

OG per <*', GH per c
1

,
%

___ EF (

“*f°i=óe=5’
.

* r

GH «'

lang HO1=— = -,
,

-

ed in consulenza

«c»

.

r
cV

il che somministra

b
1

r» * ?

*9 »

a'<X' -(- b'aa!~ o
; ,

equazione
,

la quale unita con quella dell’ ellisse

a'c
1 + &V= 0*6*

1 O

farà conoscere tanto * e c
,
quanto *' e t' vale a dire

- uno
de’ punti F , H quando l’ altro 6arù dato.

Nell’ iperbola
, fig. 5g, « e e non apparterranno più

ad un punto della curva * poiché il diametro OF non l’at-

traversa
$
ma siccome non si tratta qui che della direzione

di questo diametro
,
possiamo prendere in luogo del punto F

il punto R corrispondente all’ ascissa 01
,
e fare in conse-

guenza

il che darà

donde

*= 01 = a ,
c s= IR -,

tang FOF=
e

a

c i'_b%

e u-l'— o*
’

acc' — 6V = o.

* Determinando e col suo mezzo, questa equazione farà

conoscere il punto R
5
bisognerà combinarla con

a’cr*‘—6V* =.— 0*6*

se, sarà il punto H quel, che si cerca.

1 45 - Nella parabola si ha q = 0 ,
segue da ciò che

l’asse delle u, OH
, fig. 60, è paralello a quello delle a:,

e che la posizione non dipende che dal punto 0 ov’ esso

Fi*.*,.

Fig,6a,
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incontra la curva. Questo punto sMrova determinato da la

quantità *, che rappresenta evidentemente 1 ascissa IG, laL corrisponde, sull’asse IB
,

al punto del}a curva ove

si ha nel tempo medesimo t= o ,
u= o *, e 1 equazione

!L_; — dà allora la tangeiHe trigonometrica dell’angolome
rnmnreso tra l’ asse delle t e quello delle «.

P
Farò osservar di passaggio che allor quando s’ è trovata

la posizion del diametro, il quale è il coniugato d un dia-

metro dato, si ha quella della tangente dalla curva al punto

ov’essa incontra quest’ultimo-, punto, U qual st può pren-

dere arbitrariamente. Infatti (121), nell’ellisse e nell ìpei-

r,f. se boia fiQ 58 e 5q ,
il diametro OF è paradello alla tangente

Fig.%. HtV® nella parabola , fig. 6o
,
questo diametro è egli stesso

taneente alla curva in 0.

Reciprocamente, quando si sa condur la tangente in un

punto qualunque della curva r se ne conclude immediata-

mente la posizione del diametro coniugato.

i46. Nell* equazioni

o'*t* + à'V = a,%V* ,
—W ==—«W ,

di cui la prima appartiene all’ellisse, e la seconda all ìper-

bola ,
le rette a'

a e b' rappresentano i due diametri con-

iugati : infatti ,
quando <= o, proviene

Fig.58
e 59 .

i —r? n! ovvero OH= a1

, fig-
58 e 5g ;

ed allorché u= o ,
proviene ;

t*= 6H
,
ovvero t* = — b

,%
;

il che dà ,
per l’ iperbola

,
come per l’ ellisse ,

OF = b' (128).

Egli è facil vedere che le quantità m, n, p e g pos-

sono, col mezzo dell’ equazioni m‘ +«*==»

e di quelle, le quali resultano dall’ espressioni di o<
,
e di

6'*, esser eliminate dall’ equazione di condizione, la quale

determina la posizion respettiva de’diametri coniugati, e cne

si debbe arrivare a una relazione tra queste linee, ed 1 se-

mi-assi. 11 calcolo s’ effettua semplicissimamente nella ma-

niera seguente. „ w,

Ricavansi immediatamente dall’ espressioni di a' e V
,

relative all’ ellisse (rio), 1’ equazioni
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ALLA GEOMETRIA. ig3
a'Vg*+

o

M6*p*=o*i* ,
Va*»»* •+- V'b'm'zx «»i*

;

ed unendovi respetlivamente

?’+/>*= i> «* + «*=*»
avremo due sistemi d’ equazioni

;
«ino in g* e p’

,
l’ altro in

n* e m\ Il primo sistema dà immediatamente

a*6* — a'*6* _ 6*
( a’ — a'

1

)

^ u'
J
a*— a'*ò* a'* (a’— 6* )

’

t
a' *a* — a’ò* a* (a'*— é*

)

P —
a'*a*— a'*6*

==
a'*( a’— 6*

)

’

affìn d’ óttenere n*
,
m*, bisognerà cangiare a' in V in questi

valori
,
e proviene

, _ è’
( a*— b'

%

)” — V%
(a*— ò*

)
»

a% (U %— b')
m ~

V(a* —ò*y
Ciò premesso, l’equazione di condizione (i/J-o)

a’ng + i*mp =s o

riducesi ad

a’ng— — h'mp -,

c quadrandola . s’ ottiene

a^n'q 1 = Wm*p*.

Se si sostituiscano in quest’ ultima i valori di n* , m*
,
p*,

g*, potremo scancellare i denominatori
,
poiché dessi saranno

i medesimi nei due membri-, ed avremo

(a* — a1
') (a

1 — V) = (a'
1 — b

1

)
(6'* — ò

1
).

Sviluppando
,
riducendo e decomponendo in fattori

,
con-

seguiremo

(tri— 6*)— (a
1— fc’) (a'’ + ò'*)= o

;

indi sopprimendo il fatlor comune a*

—

b
2

,
troverem final-

mente

a'* 4- V'= a' -f
6’

,
ovvero ÒFa + ÓHa =ÓÌa+ OLa

•

Lacroix Trigonom. 25
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L’ espressioni di an e di V*
,

relative ali’ iperbola(i4i),

conducendo all’ equazioni

at'a'q*— al,
b'p‘‘=— a'b* b"a'n'— 6,*6 I

nt’ == a'b *

>

e 1’ equazione di condizione essendo

a'nq — b'mp = o

,

si fa manifesto che basterà render 61 e V* affetti del se-

gno— nel calcolo precedente, per appropriarlo al caso at-

tuale, e che ricaveremo in conseguenza

a'*— b'*= a' — b'
,
ovvero ÓF 2— OH2 =ÓI2—OL2

-,

dunque la somma de' quadrati de' semi -diametri coniugati

nell' ellisse
,

ovvero la lor differenza nell' iperbola è eguale

alla semina dei quadrali de' semi-assi
,
ovvero alla lor dif-

ferenza.

14.7 . Se si moltiplichino tra di loro l’ espressioni di aC
e di 6' 1

nell’ ellisse
,
otterremo

= -

a'm'q1 + a'b'n'p' -f- a'b'm^q' -j- b^m'p'
’

ma quadrando l’equazione a'/iq -f- b'mp= o ,
si ottiene

<rin*g* + ia*b'mnpq -f- W m'p'= 0,

ovvero
'

,

1

, . 1 '

a^n'q' -f- b^m'p'—— ’xa'b'mnpq •,

c -con questo valore farem disparire il primo o 1’ ultimo

termine del denominatore dell’ espressione di a,a4'*
,

la qual

diverrà

a'*6'*
aW

a'b'tfp*— laWmnpq -j- a'b'm'q
1

a'b'

(np — mqf ’

prendendo da ambe le parti la radice quadrata
,
avremo

np-mq
ovvero a'bf

( np—mq )
= ab.
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Egli è importante osservare die la quantità np— mq

non è altra cosa die il seno dell’angolo, che fanno tra loro

i due diametri coniugati OF ed OH, (ig. 58, poiché n rig.58.

e m essendo il seno e il coseno dell’ angolo KOI, q e p
il seno e il coseno dell’angolo HOI, la formula

sen FOH= sen (FOI + IIOl)

= sen FOI cos HOI + cos FOI sen IIOI (i i)

somministra

sen FOH — np — mq

,

se si là attenzione che l’angolo IIOl cadendo al disotto dd-

1’ asse II' ha un seno negativo q — — —^ , il quale bi-
li*»!

sogna reuder positivo in questa formula c prender in con-

seguenza — q in luogo di -(- q ;
avreni dunque

a'V sen FOH = ab.

Egli è faci! vedere che, se dal punto F si abbassi so-

pra OH la perpendicolare FQ
,
avremo

FQ = OF sen FOH= V sen FOII -,

c che in conseguenza l’ arca del parallelogrammo

FU= On X FQ = a'b> sen FOII
;

si dee dunque concluder da ciò, che precede, che il rettan-

golo formalo sopra i semi-assi a e b ,
ovvero 01 ed OL,

è eguale al parallelogrammo FU formalo sui due semi-dia-

niclri coniugali OF ed On.
Kicouosceremo che la medesima proprietà ha luogo nel-

F ipurbola formando nello stesso modo il prodotto aHbf
%

;

ina bisognerà aver riguaido che nella figura 59 l’ angolo

FOH= FOI— IIOL

Deducendosi da ciò questa proprietà notabile che i pa-

rallelogrammi circoscritti all’ ellisse , ovvero iscritti tra le

due parti opposte dell’iperbola som tutti eguali al rettangolo

degli assi ; poiché questi parallelogrammi
,
cosi come lo di-

mostrano le figure, son composti di quattro altri piralle-

logramuii, eguali ciascuno al quarto del rettangolo degli assi,

espresso da !pab-
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196 APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA

1 48. Se si denoti per * il seno dell’angolo FOII, avrem
l’ equazione

a'Us— cìb
,

la quale combineremo con •

a'
1 + y* = a* + 6*

nell’ ellisse , e con

a'* — V' — a' — b
%

nell’ iperbola , affin di trovare i semi-assi a e b allorché

non conosceremo che due semi-diametri coniugati e l’an-

golo, eh’ essi fanno tra loro. Quando avremo gli assi arrivc-

rem facilmente agli angoli
,
eh’ essi fanno coi diametri con-

iugati -, servendoci dell’ espressioni di q
%
, p% m% n1

ripor-

tate nel n.° 146. Queste espressioni danno

q' _h' ( a'— a?' ) _ 6*
( a* —

• )p~ a* (a'*— &*) ’ m‘ ~ a*
(
V % — a* )

’

e per l’ estrazione della radice quadrata arrivasi alle tangenti

degli angoli HOI, FOI.

Un’osservazione, la quale presentasi facilmente, e ch’io

non debb’ omettere, è quella che vi sono in un’ellisse qua-

lunque due diametri coniugali eguali tra loro. Intuiti
,

se

nell’ equazioni

a1 '

-f- = a* -f- 6’
,

a'b's= ab

si suppone a'—V
,
ricàvansi i valori

a* 4- 6’ ab aab
a ~~~

’
* “ a7* ~ a* + 6* ’

i quali fanno conoscere la grandezza di questi diametri e

l’angolo, eh’ essi comprendon tra loro. La supposizione di

a'==b' nei valori di q
%

,
p*

,
n* e m1

rende eguali il pri-

mo ed il terzo
, il secondo ed il quarto

5
abbiam dunque

tutto ciò, che bisogna onde determinare
,
per rapporto agli

assi
, la posizione di questi diametri.

Allorché vi si riporta l’equazione dell’ellisse dessa pren-

de la forma

<* + «’ = a'*

,

e divien simile a quella del circolo
; la sola differenza ,

che sussiste
, è l’ obliquità delle coordinate t «1 « \

cosi

Digitized by Google



alla orometria. 197
possiamo costruir quest’ ellisse inclinando le ordinate del cir-

colo sotto F angolo , che fanno i diametri , di cui parlo ;

da ciò resulta un metodo assai semplice di descrivere un’el-

lisse per punti allorché si conoscono i suoi diametri coniu-

gali eguali.

Lascerò al lettore la cura d’ effettuare le costruzioni

dell’ espressioni riportate qui sopra. Ciò, che io n’ho detto,

mi sembra soddisfare al fine che m’era proposto, cioè di

far vedere come sipossan dedurre le principali proprietà del-

le lince di secondo grado con un metodo veramente anali-

tico ed indipendente dalle costruzioni geometriche.

i49- Ma non è solamente riportandole a un asse delle

ascisse con ordinate paralelle tra loro, come lo abbiam
veduto sin qui, che le curve posson essere definite per via

d'equazioni-, è a proposito l’osservare che qualunque siste-

ma di linee proprio a determinare i differenti punti d’ una
curva può egualmente somministrarne un’equazione caratte-

ristica.

La relazione

ottenuta nel n.° i3o tra il raggio vettore FM=r, fig. 5a, r;*.s«.

e F ascissa OP=ar, può esser considerato come tale {ter rap-

porto all’ellisse. Se ne deduce una costruzion semplicissima

di questa curva
;
poiché dandosi x

,
otterremo

, con li-

ex
nee proporzionali

,
la quantità — 5 e togliendo questa quan-

tità da a
, avremo z ovvero FM ; in seguito dal punto F,

come centro e con un raggio eguale a FM
,
descriveremo

un arco di circolo
,

il quale toglierà la perpendicolare PM
in un punto M appartenente all’ ellisse. Se F ascissa cadesse

nella parte OF dell’ asse
,
x divenendo Negativa

,
verrebbe

ex
per questo caso z — a+ -j-

Questa equazione differisce dalle precedenti in ciò che
F ordinata, in luogo d’ esser costantemente paralella a una
medesima retto

, cangia sempre di direzione e non è obbli-

gata che a passar per uu punto dato
5

così F equazione z—
ex

a— —
,
benché di primo grado, non appartiene altrimenti

Digitized by Googte



,n8 APPLICAZIOHE dell’ algebra

:ul una linea retta ,
come quando le sue coordinalo sono

rispettivamente paralellc ad assi (issi.

Nel sistema ,
eh’ io adesso considero, egli è assai natu-

rale di por 1’ origine dell’ ascisse nel punto F , dal quale

partono le nuove ordinate
,
ovvero i raggi vettori

,
e di far

rimpiazzare in conseguenza 01‘=x da Fl‘=x'-, il che som-

ministra

x ovvero OP=OF—FP=aC

—

x? ,

c
(
e — x1

) a1— c*

s — a— =
a a

, ca

?

+T 1

ponendo- ò* in luogo di a*

b* ex1

1
,
avremo

2 =-

Finalmente il più spesso s’ introduce l’ angolo IFM in

luogo dell’ascissa a?-, il che si fa osservando che nel trian-

golo rettangolo FMP si ha

FP= FM cos PFM ,
di dove x=—

z

cos IFM (a3)
j
.chia-

mando dunque <p l’ angolo IFM
,
otterremo

6* — cz cos $
ovvero z:

a c cos <?

Quest’ ultima equazione è d’ un grand’uso nell’ applicazion

dell’ analisi all’ Astronomia : dessa si chiama equazione po-

lare, come tutte quelle, di cui le ordinate partono da uu

medesimo punto
,

il quale si chiama il polo della curva.

CX — fl*

L’ equazione z = -— relativa all’ iperbola (i3a)

,

essendo sottomessa alle trasformazioni precedenti
,
divien suc-

cessivamente

c* — a’ — ex? b
1 — ex?

i
t

z = -

b 1 — cz cos <P

ovvero z =
a a -f- ccos ?

Nella parabola ,
facendo FM = z

, fig. 54 ,
a motivo

che FM = QM (i34) ,
si ha
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s 1= c' -f- X j

ma x rappresentando IP, proviene;

as=IF—FP=c/—x1

,

d’ onde x —<xd—a?

,

x — 'ìxf— 2 cos ? ovvero t = .

J -f- COS

1 5o. Le Ire equazioni polari ottenute di sopra possono

collegarsi tra loro introducendo nelle due prime, in luogo del

secondo asse 6, il parametro, dietro il quale si ha B*= *

ap (i3y). Mediante questa sostituzione l'eqnazion dell’ ellisse

cangiando in

1 1 «-ap -P
a 1 i

z—— —
a 4- c cos » , e

1 T
I -p - cos ^

a

diviene quella dell’iperbola quando a è negativo c r>« (*),

quella della paraltola
,
quando si la c=a ed a infinita

;

caso
,
in cui p—^c1

.

Si può tar ancora - = e
;

il che darà

p = ia
( i—e*), 2

^ 1 c
\

i + e cos ?

Sotto questa forma
, arreni 1’ ellisse quando e < i

,
il dr-

colo se e=o
;

l’ iperbola se e > i e che a sia negativa ;
la parabola se e=i ed a sia infinita.

I inalmenle
, se si volesse eliminare a dal resultato pre-

cedente
, e rimpiazzarla colla distanza dal vertice al fuoco

impiegheremo la relazione c=a—é (i 37), la qual sommi-
nistra

(*) ? <kW essere preso allora pél supplemento di IFM
,

fig. 53.
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<K — a — cf
,
donde a= —

,

i —

e

d
( 1 -f- e )e ; x= —^—!—

£.

i -J- e cos ^

iSi. Le proprietà fondamentali dell’ ellisse, dell’ iper-

boli e della parabola enunciate nel n.° i3g, echelianno
luogo tanto per rapporto agli assi, quanto per rapporto ai

diametri, si trovano nelle differenti curve, le quali resul-

tano dall’ intersezione della superficie conica con un piano

qualunque. Eccone le dimostrazioni sintetiche.

Fig.6i. Sia ASB, fig. 6i , un cono qualunque a base circolare,

vale a dire un corpo terminato dalla superficie , che genera

strisciando sulla circonferenza del circolo ACBD una retta

obbligata a passare pel punto S in tutte le posizioni, che

essa prenda. i.° Egli è manifesto che
,

se si tagli questo

cono con un piano qualunque CSD, condotto pel suo ver-

tice S ,
otterremo due linee rette

,
le quali corrispondono

alle due posizioni prese dalla retta generatrice allorché dessa

è jiervenuta successivamente ai punti C e D
,

nei quali il

piano CSD incontra la circonferenza ACBD. 2.° Se il piano

secante è A'C'B'D' paralello al pian della base ACBD, la

sezione sarà un circolo
,
così com’ egli è focile di conviu-

cersene concependo che siasi condotto .pel punto S e pel

centro della base l’asse SO del cono proposto
,
e che siansi

fatti passar per quest’asse due piani qualunque ASB e CSD,

di cui le intersezioni respettive con ACBD , A'C'B'D' sieno

AB ed A'B'
,
CD e C'D'; poiché avremo allora i triangoli

simili

: COS, C'O'S,

i quali daranno

co : cof :: so : so',
•

ed i triangoli simili AOS
, A'O'S ,

i quali daranno

ao : a'0» :: so :so',

e poiché per costruzione AO=CO
,
avremo

X'O’zzC'O'i

il che dimostra che tutti i raggi della sezione A'C'B'D' sono

eguali
,
e eh’ essa è in conseguenza un circolo.

Digitized by Google



ALI, A OEOMETRf A. 201
Egli è a proposito d’ osservare che la superficie del co-

no s’ estende indefinitamente tanto al disotto del pian della

base ACRO
,
quanto al disopra del suo vertice S

,
poiché

nulla limita la lunghezza della retta generatrice -, ed è facil

comprendere che la parte Sb del prolungamento della retta

SR descrive un secondo cono, collocato in una situazione

inversa del primo.

i5a. Essendo poste queste premesse
, si concepisca che

il piano secante non sia altrimenti paralello alla base ACBl)
del cono, ma ch’osso incontri questa base a seconda d’ una
retta Gli, fig. Co; abbasso su questa linea dal centro 0 la fì*.

perpendicolare OG
,
per la quale io fo passare il piano trian-

golare ASB. Egli è manifesto che , se il piano secante in-

contri nel medesimo tempo i due lati SA e SB, e che in

conseguenza desso non entri punto nel cono superiore aS6;
la sezione IME m sarà una curva chiusa

, ovvero rientrante

in sé stessa.

Ciò presupposto , conduco paralellamente ad ACBD due
piani EMFm , É'M'F'm'

,
i quali incontreranno nel mede-

simo tempo il piano secante IMI'm : le comuni sezioni dei

due primi col terzo, rappresentate da Mm, MW, saranno
paralelle a GH

, ed in conseguenza perpendicolari alle li-

nee EF ed E'F#

, le quali son paralelle tra loro „ come
essendo le comuni sezioni

,
de’ piani EMFm, E'M'F'm' col

piano ASB. lai curve EMFm e E'M'F'm' essendo cir-

conferenze di circolo (n.° preced.)
,
avremo

Pii
2 =e7>xfp, Fà?2 =T7p/xf7;

-,

ma la linea II'
, comune sezione de’ piani ASB ed IMI'm ,

formando colle linee EF, E'F' e coi lati del cono i trian-
goli E1P, E'IP' simili tra loro, cd i triangoli FI'F, F'I'P'

parimente simili tra loro
,

i due primi daranno

ep : e'p' :: ip : if,

e gli altri due

fp : F'P' pp ; pf-,

moltiplicando queste proporzioni per ordine
,
avremo

ÈPXFP : è'fxf'f* :: ìFx Pp : ÌF xi'p' ;

e sostituendo ad ÈP X FP ed FF X F*P* i loro valori

PMJ
e FM'2

, otterremo
I.acroix Trigonom. ab
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pmj
: pwa

:: ìp x Pi* : ìp'xfp';

proporzione, la quale esprime la proprietà caratteristica del-

l’ ellisse enunciata nel n.° 139.

i53. È a proposito l’osservare che, se il triangolo SU'
fosse simile al triangolo SAB senza che la linea li' fosse

paralella ad AB’, il che avrebbe luogo se l’angolo SU' fosse

eguale a SAB
,

allora Sl'I lo sarebbe a SBA
, i triangoli

EP1 ,
Fl'P divenendo pur simili tra loro

,
come i prece-

denti, darebbero

EF : FP :: IP : FP
,
ovvero EPXFP=I'PX IP

j

e perchè nel circolo EMFm si ha

PMa =EPX FP;

avrebbesi pure

PM3 =FPX ÌP-

La sezione IMI'»» sarebbe dunque essa stessa un circolo in

questo caso se le ordinate PM fossero perpendicolari al dia-

metro II'
;
ma affinchè quest’ ultima condizione sia soddi-

sfalla
,

fa di mestieri che la comune sezione GH del piano

secante e della base del cono sia perpendicolare ad un tem-

po sulla retta GA e sulla retta Gl
,

vale a dire eh’ essa

sia perpendicolare al pian del triangolo SAB condotto per

l’asse, e che in conseguenza quest’ ultimo sia esso pure per-

pendicolare al pian della base del cono ed al piano secante.

Allorché queste circostanze si verificheranno insieme il piano

secante è detto antiparalello a quel della base; e ne resulta

che in un cono a base circolare la sezione antiparalella a

questa base è un circolo, nello stesso modo che la sezion

paralella.

i54- Se il piano secante fosse, per rapporto ai lati del

Fig.63. cono, nella situazione, che rappresenta la figura 63, vale

a dire eh’ esso potesse incontrare nel medesimo tempo i due

coni opposti, desso formerebbe in ciascun codo una curva

indefinita
; poiché una volta entrato nel cono questo piano

non potrebbe più esserne liberato. I due coni opposti non
formando’, a parlar propriamente, che una sola superficie,

le due curve KIft e K'I'A' debbon essere riguardate come
non componendone che una sola. Egli è facile di riconoscer

digià una rassomiglianza distinta tra questa curva e I’iper-

bola; ma, per dimostrare la loro identità, bisogna di più
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ritrovar nella prima una delle proprietà caratteristiche del la

seconda. Supponendo che il piano ASB sia determinalo co-

me nel n.° i5a
, che siasi condotto il piano EMFm para-

lello ad ACBD, e tirate le rette li
,
Mm

,
M'm'

, le quali

sono le comuni sezioni del piano secante coi tre piani ASB,
EMFm , ACBD

,
paragoneremo i triangoli EIP

,
All*

,
i

quali daranno

ep : ap' :: ip : n*

,

cd i triangoli simili Fl'P
,
BI'P*

,
i quali daranno

fp : bp' :: i»p : fi*
;

moltiplicando queste due proporzioni per ordine, consegui-

remo

epxfp : ap'xbi*':: ip x i'p : ip'x.i'p'-,

ma ,
a motivo che le sezioni EMFm ed ACBD sono cir-

coli
,

di cui i diametri EF ed AB son perpendicolari

alle rette Mm e M'm' per costruzione
,
avremo

ÉP X FP=PM3
,
AP>XBP'=PJM'

3
,

ed in conseguenza

pm3
: p¥3

:: ìpx i'p : ìP x I'P* -,

proporzione, nella quale si trova espressa la proprietà ca-

ratteristica dell’ iperbola enunciata nel n.° i3g.

i55. Mi resta ancora ad esaminare il caso ove il piano

secante fosse paralello ad uno de’ lati del cono ,
come lo

mostra la figura 64- Esso non potrebbe allora incontrare f

che un solo de’ due coni opposti; ma quello non se ne li-

bererebbe giammai
,
di manierachè la sezione Mlm sarebbe

una curva aperta cd infinita come la parabola ,
alla quale

10 vado a dimostrar ch’ell’ò identica. 1 piani ASB
,
EMFm,

ACBD essendo condotti nelle medesime condizioni che sopra,

11 parallelismo delle lineo IP* e SB somministra

FP=BP'
;

da un altro lato i triangoli EIP, A1P' essendo simili ;
con-

ducono a

ep : ap* :: ip : ip';

moltiplicando l’uno de’ termini del primo rapporto per FP,

ig.64.
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l’altro per I5P'
,
conseguiremo

eFx fp : AP'xrà' :: ip : ip'
;

ma nei circoli EMFm ed ACBD si ha sempre

PM2 =È1*XFÌ>
, PWa =AP,XBP'ì

avrem dunque

pm2
: i

vm'
u

:: ip : nw ;

proporzione
,

la quale non è che l’ espressione della pro-

prietà caratteristica della parabola enunciala nel n.° 109.

1 56. Le circostanze
,

nelle quali le linee del secondo

grado cangiano di natura
,
posson vedersi pure nel cono. In-

fatti, se il piano secante passa pel vertice senz’ entrare nel

cono, la sezione si riduce ed un punto, il qual corrisponde

a quello, che abbiamo notato nel n.° n6.
Quando il piano secante, passando sempre pel vertice,

entra nel cono, si hanno due linee rette; e se si allontani

in seguito il piano secante dal vertice del cono facendo muo-
vere questo piano parallelamente a sè stesso, otterremo una

serie d’iperbole aventi per asintoti le linee rette suddette,

riportate
,
ovvero proiettate sul pian della curva con per-

pendicolari a questo piano (118 e 128).’

Finalmente
,
quando il piano secante è parallelo al lato

del cono, se desso passa pel vertice, egli non fa altro che

toccare il cono a seconda d’una linea retta, ma che si dee

riguardar come doppia
;
poiché dessa è la riunione delle due

parti della parabola
,

le quali s’ approssiman quanto mai

,

atteso il ristringimento clic questa curva subisce a misura

che il piano secante s’approssima al suo contatto col cono

(1 19 e 128).

Da un’altra parte più si allontana dal vertice del co-

no ,' ma sempre parallelamente al suo lato
,

il piano se-

cante
,

più la parabola s’ apre
,

ovvero si slarga verso il

suo vertice, e tende in conseguenza ad avvicinarsi alla li-

nea alzata da questo punto perpendicolarmente al suo asse.

157. Vado ad esaminare le proprietà delle linee ret-

te
, lo quali tagliano

,
ovvero toccano le curve di secondo

grado. A din di seguire il metodo, che ho impiegalo a ri-

guardo del circolo in particolare (io5), prenderem l’equa-

zione

’J
— <= A (x — «)

,
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la quale appartiene alla retta, clic passa pei punto, di cui

le coordinale sono « e <, e faciente coll’ asse delle ascisse

un angolo , la cui tangente trigonometrica è A -, la combi-
neremo coll’ equazione y*=:mx nx*] la quale rientra in

A'I'^+C'u'*— E'«'=o (128) e comprende in conseguenza

le tre curve di secondo grado. Facendo, come nel 11." io5
,

*=V(*—*)*+ (»—«
)*,

avremo

X— a

V l+A
> y «+

As

V"i+À*’

e ponendo
,
per abbreviare,— = A'

,
conseguiremo

Vi+A*
ar=»-j-A'z, y=zC-\-A!kx

;

sostituendo questi valori nell’ equazione y =zmx-\-nx
r

,
ot-

terremo la trasformala seguente

e*+aCAA'.s+ AaA/V=: Wla-f-tfìA'z

-|-n**-j-2«A,«-(-nA,15*.

Fassando tutti i termini in un sol membro ed ordinandolo

per rapporto a z
,
troveremo

(Aa—n)AMi'-J-{cA— —n* )
iMz -f-

c*— im— m‘ = o
j

il elio riducesi a

a(cA— —m—«*)
,

. 2 ,
c’—wu—n*

(A 1—n) A'
2 + (.V—w)

\“ ~°'

In questa equazione l’ incognita z rappresenta la distanza

EM, fig. 65
,

tra il punto dato E ed uno de’ punti d in- Fl- 6Si

tersezioni M e M' della retta proposta EM con la curva

AC -, col mezzo del suo valore arriverem facilmente a quelli

delle coordinate di queste intersezioni.

Egli è manifesto da ciò ,
che precede

,
clic una lìnea

rolla non può incontrare in più di due punti una curva di

secondo grado.

i 58 . Ragionando qui come pel caso del circolo (107),

Digitized by Google



2o6 applicaztohe dell’ algebra
vedremo che i due valori di z debbono divenire eguali al-
lorché la linea proposta altro uon fa che toccare la curva,
come in N

;
perchè i punti M e M' si ravvicinano di più

in più a misura che la linea EM si approssima ad EN. La
differenza de’ due valori di z compresa nella formula

cA— <—m—n* M/ /cA— <—m—na\
a

( 2
)

c

(A 3—n)A' ± (A*—n)A' '
(A1—n)A'

3

essendo espressa da

#//CA

—

—m—
n ps

|
2

j
C—ma.—n«»

(A3—n)A'
'

(A*—n)A'*
’

e dando sempre la lunghezza della corda MAI'
,
divien nulla

allorché i punti M e M' coincidono
,
e somministra in con-

seguenza
,

pel punto di contatto N
,

l’ equazione

c*

—

m»—no?

(A3—n)A'
= o(i).

Sviluppandola A'* sparirà come divisOr comune a
tutti i termini, e la resultante sarà l’equazione, la quale
dee dare A

, e farà conoscere in conseguenza la posizione

della retta EN condotta pel punto E tangenzialmente alla

curva AC.

Non volendo considerare che i casi i più semplici, sup-
porrò che il punto E sia preso sull’asse delle ascisse ÀP,

fìj.66. fig- 66
;
resulterà da ciò c=o

, e

( -m+n*)
1

m*-\-n«*

A3—n
= o;

equazione , la quale riducesi dopo lo sviluppo a

~ tn
3

-j- »n*A
3 +ti*3A3= o,

e somministra
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iffl

A= a —
.

V — ma—n»’

Questa espressione presentasi sotto una forma immaginaria
;

ma essa può divenir reale col mezzo dei valori particolari,

che riceveranno le quantità m ,
n ed * ; e ciò succede per

tutti i casi ove la posizione del punto E e la natura della

cuna permettono di condurle una tangente da questo punto.

i5g. V’ è ancora un caso
,

nel quale la condizion di

contatto si semplicizza molto; questo è quello ove il punto
dato essendo sulla curva medesima

,
si confondono col punto

medesimo di contatto. Infatti
,
se il punto E passa in M

,

fig. 65 ,
vi sarà allora tra « c e la medesima relazione che

tra x e y sulla curva AC, vale a dire che

c*= ma. n»*
,
ovvero c* — ma — «a* r= o ;

ciò ,
che ridurrà l’ equazione

(
1 ) alla seguente

,

1

cA— — m—m= o

,

2 ’

—m4-«*
2

di dove ricaveremo A= —

•

Tal è F espressione della tangente ' dell’ angolo
,

che dee

fare coll’ asse delle ascisse la retta TM allìn di toccare la

curva AC.
La posizione di questa retta sarebbe data in una ma-

niera più comoda mentre se ne conosce un secondo punto;

e quello
,
che si offre più naturalmente , si è il punto T ove

dessa incontra T asse delle ascisse
,
e pel quale y=o nel-

l’ equazione y—fc=A (x—*) (85). Resulta da ciò

— C = A (
X—a ) ,

e X— a= — -5;

la quantità x—a essendo la differenza delle ascisse de’punti

M e T
,
denota la porzione 1*T dell’ asse AB : ponendo

dunque per A il suo valore, avremo
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PT= -

—ni-f-n*
2

(*)•

La linea PT si chiama la suttangenie
;
ed allorché essa

è costruita
, si ottien la tangente- unendo il punto M ed il

punto T con una retta.

160. Allìn di conoscere T espressione della suttangente
per ciascuna delle curve di secondo grado in particolare

,

basta paragonar successivamente l’ equazioni

y'szpx—^x*
,
y* —px+ P~x\ y'=px

coll’ equazione y*=mx-\-nx*. Osservando come qui sopra
,

che * e c
,
denotanti le coordinate del punto di contatto

situato sulla curva
,
hannc tra loro le medesime relazioni

che x e y ,
e sostituendo in conseguenza per C il suo va-

lore, troveremo, per la prima equazione appartenente al-

l’ellisse
,

m: :p,n=—
20

donde PT=-
laC 20*

—

p(a—«) a—*
’

per la seconda equazione appartenente all’ iperbola

,

m—p. n= —
20 7

donde PT ss -

2ac* 2a#-j-«*

p(o-j-a) a-\-ot ’

per la terza finalmente appartenente alla parabola,

od*m—p, «= o, donde PT —— — = — 2».

P

(*) Aella figura PT è la somma falle linee AT ed
AP

,
perchè l'ascissa AT del punto T è negativa per rap-

porto all' ascissa AP del punto M (76J.
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Quest’ ultima espressione , la più semplice delle ire, fa

vedere che nella parabola la sutlangente è doppia dell' ascissa.

Il seguo—
, dal quale essa è a Iletla

,
nello slesso modo che

l’ altre, fa vedere eh’ essa debb’ essere presa sull’ asse AB a
partire dal punto P verso del lato ove si portano le x ne-

gative", ma siccome la forma delle curve indica sufficiente-

mente da qual lato , dee cadere la sutlangente
,
io tirò d’ ora

in avanti astrazione dal segno della sua espréssione.

La costruzione delle due prime espressioni non offre

mollo maggiore difficoltà: si ha per l’ellisse

2«ra— __
a— a ; 2a— a ; ; * ;

= PT
,

a—

a

per l'iperbola

. 2Oa -4- a* __a+a: 2a+

a

:: a*.—-j-— = pt ;
a a

così il tulio riducesi a trovar delle quarte proporzionali.

È cosa ben notabile che il secondo asse b non entra

punto in queste espr essioni
;
ne resulta che

,
per una mede-

sima ascissa
,

la sutlangente è la medesima in tutte l’ ellissi,

le quali hanno il medesimo grand’ asse
,
c che altrettanto

succede a r iguardo dell’ iperbole. L’ ellisse si cangia in cir-

colo allorché b=a •, si può condur la tangente alla prima
di queste curve col mezzo di quella della seconda

;
poiché,

se si prolunghi l’ordinata pm, fxg. 56
,
fino all’ incontrò del

circolo descritto sul grand’asse, e si tiri la retta «T tan-

gente a quest’ultimo nel punto n, la suttangenle pi con-
verrà pure

,
dietro a ciò , che precede al punto m dell’el-

lisse , la cui tangente s’ otterrà iti conseguenza unendo il punto
S col punto m. Avreblresi una costruzione simile per l’iper-

Irola qualunque partendo dalle sultangentideH’iperbola equi-

latera (128).

161. Quando si ha la suttangente egli è facile di dedur-
ne l’espressione della tangente

,
della sunnormale e della

normale : questi sono i nomi
, che si danno alle linee DM,

PM e MR
, fig. 65 . La prima è la porzione della tari- 'f;*.6s.

gente compresa tra il punto di contatto e l’ asse dell’ ascis-

se i la seconda è la parte dell’ asse delle ascisse compresa tra

il piede dell’ ordinata PM ed il punto K ove una retta

condotta perpendicolarmente alla tangente pel punto M in-

«outra quest’asse -, finalmente la terza è la lunghezza me-
desima di questa perpendicolare misurata dal punto M siuo

all’asse delle ascisse.

Lacroix Trigonom. 97
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Pel triangolo TMP
,
rettangolo in P

,
si' ha

a.° I triangoli PMT
,
PMR simili tra loro

,
come es-

sendo formati dalla perpendicolare PM abbassata dall’ an-

golo retto del triangolo TMR rettangolo in M ,
daranno

Pii
2

PT : PM :: PM : PR, di dove PR = ——

.

3.° Resulta dal triangolo MPR
,
rettangolo in P

,

Egli è manifesto che queste formule convengono a tutte,

le curve ,
e che aflln d’ applicarle all’ ellissi

,
per esempio,

fa di mestieri por nella prima e nella seconda
,
in luogo di

PM e di PT
,

i valori relàlivi a questa curva -, indi col

valor
,
che otterremo per PR é coll’ altro di PM forme-

remo quello di MR : bisognerà operar nella stessa maniera

per rapporto all’ iperbola ed alla parabola, lo mi limiterò

a riportar qui i resultati di queste sostiluzioui ,
le quali non

per l’ iperbola

PM= b- («+»), MR=// bl
( 2«»-K) + Z (

«+* Y

per la parabola

PT=2*
, MT = y pa-K*1

,

a

.«VI /toaai.l
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PR=ip, MR ^f/p*+lp\

Si ottengono de’ resultati un poco più semplici a ri-

guardo delle due prime curve allorché si contan le ascisse

a partir dal centro
;
cosa

,
che non può fai'si a riguardo

della terza , la quale n’è priva (128). Affili d’arrivare a
questi resultati

,
bisogna fare « = a — a' nell’ellisse

, e
a—

a

.

1—

a

nell’ iperbola (187) ;
a' sarà la nuova ascissa presa

a partirsi dal centro : queste sostituzioni e le riduzioni
,
che

ne seguono
,
essendo effettuate

,
conseguirci» per 1’ ellisse

per l’ iperbola

162. Per quanto elegante debba comparire il metodo
qui sopra impiegato per condur le tangenti alle curve di se-
condo grado

, credo non dover passare sullo silenzio le so-
luzioni sintetiche , che gli antichi hanno date di questo pro-
blema , ed io vado ad esporle succintamente.

i.° Pel punto M preso sull’ ellisse, fig. 5a, condurre- f,> 5,
mo i due raggi vettori FM e F'M

; prolungheremo I’ uno
do’ due, per esempio F'M d’ una quantità MG eguale a
FM ; tireremo in seguito FG

;
e la letta MII

, perpendi-
colare sul mezzo di FG

,
sarà tangente nel punto M; poi-

ché dessa non avrà che questo punto di comune colla curva.
Infatti, se si prenda un altro punto qualunque N su questa
ietta

,
e si Uria le rette FN

, F'N , avremo

F'N + NG > F'G
;

il die rklucesi a
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F'N + FN > F'M + FM > II',

poiché
,
mediante la costruzione , MG = FM NG = FN ;

e siccome egli è facil vedere che
,

pei punti posti al di-

dentro dell’ ellisse, la somma delle distanze di ciascun punto

dai fuochi è minor del grand’asse, segue da ciò, che pre-

cede, che il punto N è fuor dell’ ellisse, perchè la somma
de’ suoi raggi vettori è maggiore dell’ asse II'.

Questa costruzione dimostra pure che gli angoli FMH,
F'MN formati dai raggi vettori e dalla tangente , sono

eguali , c che la normale condotta dal punto M dividerebbe

in due parti eguali 1’ angolo FMF'.
2.

0
Allorché il punto proposto è sull’iperbola

, fig. 53,

fa di mestieri portare il più piccol raggiò vettore FM sul

più grande F'M, e non sul suo prolungamento: terminando

la costruzione
,
come qui sopra ,

avremo per questo caso

F'N < F'G + NG < F'G + FN
,

donde ne segue

F'N— FN < F'G < F'M— FM;

il che dimostra che il punto N non è sull’ iperbola. Desso

non è posto nell’ interno di questa curva ;
poiché bisogne-

rebbe
,

perchè ciò succedesse
,

che la differenza delle di-

stanze da ciascuno de’ fuochi sorpassasse il grand’asse. In-

fatti
,
se si tiri F'm, si ha

F'm— Fm= F'm -j-Mm— FM ;

e siccome F'm -f- Mm sorpassa F'M
,
ne segue

F'm — Fm > F'M — FM.

L’ eguaglianza degli angoli FMH e F'MH
,

ovvero

RMN , resulta ancora da questa costruzione.

I.

3.® Allorché il punto M è sopra una parabola
, fig. 54,

non v’ è che un sol raggio vettore
;
ma l’ altro è rimpiaz-

zato dalla retta QM paralella all’ asse IB
,

ed il punto Q
tien luogo del punto G , poiché QM = FM. Considerando

in segnilo un punto N posto avanti o dopo in contatto , si

la nel medesimo tempo QN e FN > ON ;
il punto N è

dunque fuor della curva.

Dalla costruzione suddivisala deducesi l’eguaglianza de-

gli angoli FMH, QMH; e fa di mestieri osservare che l’ul-

timo è eguale aNME, formato dalla tangente e dalla retta

ME paralella all’ asse IB.

#
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Se si applicasse il calcolo a queste costruzioni

,
si tro-

verebbero i resultati ottenuti nel num.° precedente.

i63. La considerazione delle tangenti dell’iperbola con- .

duce ad una particolarità notabilissima
,
dalla quale resulta

che quantunque il suo corso s’ estende all’ infinito, ciascun

de’ suoi rami resta nulladimeno sempre compreso trai lati

d’ un cert’ angolo
,
senza poterli arrivare giammai, così co-

me si vede nella figura 67. Questa circostanza
,

la quale Fila-

si è presentata in un’altra maniera nel n.° 118, si trova

ancora osservando l’andamento della suttangenle PT a mi-

sura che il punto di contatto M s’ avanza sulla curva e

s’ allontana dal punto I
, ovvero

,
eh’ è la stessa cosa

,
a

misura che l’ ascissa OP aumenta. Denotando

OP per x
,

si ha (161) PT = x*

x
e siccome OT=OP

— PT, proviene

OT = ®
x *—o*

x

Si vede evidentemente da tal resultato che più x au-

menta ,
più OT diminuisce e più il punto T s’ avvicina

al punto 0 , al quale frattanto esso non può giammai giun-

gere ,
poiché una frazione non può mai divenire assoluta-

mente nulla fintantoché il suo numeratore non si distrugge;

il punto 0 dee dunque essere riguardato come il limite ,

verso del quale il punto T tende quando mai mediante il

progresso dell’ascissa. Bisogna esaminare adesso i cangiamen-

ti
,

che prova nelle medesime circostanze T angolo MTP

,

il quale determina la situazione della tangente per rapporto

all’asse delle ascisse. La tangente trigonometrica di quest’an-

golo Ita per 1’ espressione

MP bx

aV®*— a* <
3o)i

e prendendo la forma

a

—allorché si dividono i suoi

a*

due termini per ®, essa tende necessariamente verso la quan-

b a1
.

tita - a misura che la frazione —, diminuisce , ovvero a mi-
ci »* ’
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sura che x aumenta
;

1’ angolo MTP non può dunque di-

minuire indefinitamente; ed il limite, a cui cssq non può

mai arrivare, ma al quale esso si approssima quanto mai,

è 1’ angolo EOI
,

la cui tangente trigonometrica è ^ ;
l’i-

perbola non può dunque arrivar mai a toccare la linea EO,

per quanto prolungate si suppongano entrambe.

Alfine di costruire l’angolo EOI
,

fa di mestieri pren-

der sull’ asse li' un’ ascissa a piacere , il semi-asse 01 per

esempio ; ed il triangolo rettangolo EOI dando EI = 01

tang EOI, avremo

EI = OI X ~=&,

poiché 01= a. Inalzando dunque nel punto I la perpendi-

colare EI= ò, la retta OE, la quale unirà i punti 0 ed

E ,
sarà il limite di tutte le tangenti del ramo 1K dell’ i-

perbola : io ho digià detto che questo limite si chiama asin-

toto. Egli è manifesto che n’esiste un secondo Oe posto al

disotto dell’asse 11', faciente con quest’asse il medesimo an-

golo che il primo
,
e che serve di limite alle tangenti del

secondo ramo Ik.

164. Non sarà inutile di far vedere come si passi dal-

1 ’ equazion dell’ iperbola relativa ai suoi assi a quella ,
che

ha luogo per rapporto agli asintoti. Per questo, si conduca

pel punto M
,

parallelamente all’ asintoto Oe , una nuova

ordinata QM
,
e si faccia QO= t, QM=u; l’angolo EOI

compreso tra l’asse delle t
, QO, e quello delle x, 11', avrà

01 IE
evidentemente per coseno—

,
per seno — ,

e siccome
OE OE

01= a, IE= 6
,
OE=-f/o\x + ÌE

a = V a»+ 6*

,

ne resulterà
(
122)

a b
m

V o1
6
’ ’

n
y a* -J- 6

*"

Considerando in seguito l’ asse della u
,
Oe

,
troveremo

coscOI = ~ seneOI = ~ ;

Digiu*«cU>y Gq^gle,
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e siccome Oe=OE
,
Ie=—IE

,
consegni cerno

a

P~\
o* + 6*’

— b

q=
\ a* -fé*

’

e
,
per le formule generali

x = mt -fpu , y= ni -f 7“ »

2l5

otterremo

«(/-fu) b(t—u)
ar=

Va1 + 6*’ J' == Va, + <»‘

Sostituendo questi valori nell’ equazione

b —a’
,y'—a'b‘‘

,

dessa si cangerà
,
dopo le riduzioni

,
in

= i , ovvero tu= | (
«* + 6* ).

Quest’ ultima equazione, simile alla trasformata della

pagina i56, pone in tutta evidenza la proprietà
,
dicuigo-

dou gli asintoti
;
poiché se ne ricava

£(«’ + &*) ^OE3

N u~ ovvero QM = :

t QO
.

il che dimostra che l’ordinata QM va sempre diminuendo

a misura che il punto Q s’ allontana dal punto 0 ,
ma che

essa non può mai divenir nulla

Allorché l’iperbola proposta è equilatera (128) 6=a ;

la tangente dell’ angolo EOI
,
espressa da -

,
riducesi allora

(l

a 1 -, ciascun asintoto fa in conseguenza coll’ asse 11' un angolo

eguale a o»
, 5 ,

ed i due assi comprcndon tra loro un an-

golo retto. L’ equazione tu =7 (a’-f6*) divenendo tu=~ a’,
4. 2

fa veder che il prodotto delle coordinate I ed u è allora

eguale alla metà del quadralo del semi-asse traverso 01.

È a proposito l’ osservare che , se si conducano pel

punto I le rette ID ed hi
,

respetlivameiHc parallele ad

Digitized by Google



2i6 APPLICAZIONE dell’ algebra
Oe e ad OE , formeremo un rombo

,
di cui i lati ID

e Id saranno, per rapporto agli asintoti
,

le coordinate del
punto I situato sull’ asse

;
avremo in conseguenza

%

'

f

lDXÌd=ÌDx = ~(a* + 6’),

di dove ricaveremo

id=ìV«‘ +K
ed in generale

QOXQM= ÌDa .

Nel caso dell’ iperbola equilatera il rombo Dd diviene
un quadrato

;
poiché l’angolo DOd è retto.

11 quadrato lD
a

, equivalente al quadrato della somma
dei semi-assi dell’ iperbola

,
è ciò

,
che gli antichi Geometri

denotavano sotto il nome di potenza dell’ iperbola.

i65. Egli è manifesto che
,

se si prolunghino le linee

MP e PM'
, ordinate relative all’asse IP, fino all’incon-

tro degli asintoti OE ed Oe , le parti MR e M'R' di

queste ordinate intercette tra ciascun ramo della curva ed
il suo asintoto sono eguali tra loro: la medesima proprietà

ha luogo rispetto a una retta qualunque condotta per qual-
sia punto dell’ iperbola

, se si tiri
,
per esempio

,
MN ,

avremo GM=G'N'
, qualunque sia la posizione

,
che abbia

MN'. Min di convincersene
,

comincerò ad osservare che

PR= PR'=£?, ‘ ’

a

MR= PR— PM= ^(a:+ V« 1—

a

1

),

< MR'= PR'+ PM= £ (« + V o* )

,

MR + MR'=6*

Condurremo in seguito pel punto N #
la retta SS' paralella a

MM' ; i triangoli simili RMG
,
SN'G daranno

gm:gn':: mr :n's,

i triangoli simili G' N' S' e IPMG' daranno
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G#M : r.'N' :: mr' : m1

-,

moltiplicando queste due proporzioni per ordine, consegui-

remo

GM X G'M : GN' X G'N' :: MR X MR' ; N'S X N'S';

e siccome in virtù di ciò
,
che precede

,
si ha

MR X MR' = &*, N'S X N'S' =6*,

ne concluderemo

GM X G'M = GN' X G'N' :

ponendo in luogo di G'M e di GN' i loro valori G'N'-j-MN',

GM -f- MN' , e facendo le riduzioni
, le quali si presentano

dopo le moltiplicazioni indicate
,
avrem finalmente

GM X MN'= G'N' X MN' ovvero GM = G'N'.

166. Col soccorso della proprietà , eh’ è stata dimostra-

ta, si descrive assai semplicemente l’iperbola per punti al-

lorché si hanno gli asintoti ed un sol punto M. Si lira da

questo punto un gran numero di rette, come MN'-, si prende

la porzione GM compresa tra il punto Mei’ asintoto ,
che

n’ è il più vicino, per portarla da G' in N' ; e ciò dà un
nuovo punto N' della curva cercata.

Quando s’hanno gli asintoti si trova la direzione del-

1
’ asse II' dividendo in due parti eguali 1

’ angolo , eh’ essi

formano; e siccome la tangente dell’angolo EOI dà il rap-

porto dei semi-assi a e 6 (i63), egli è facile determinar

queste quantità allorché si conosca un punto sol dell’ iperbola.

— 6* —
L’ equazione PM = — ( OPa — a') dà immediatamente

A* X OPa— PMa
, . yb

a ~ —
,
rappresentando per A la quantità-

167. Oltre l’iperbola, di cui i rami sono K\k e K'I'fc',

le linee OS ed OS' comprendono pure un altra iperbola

HLA
,

H'L'A' descritta negli altri due angoli
,
che formano

queste rette, di manierachè l’asse trasverso II' della prima

è il secondo asse della seconda, la quale ha per asse tras-

verso LL' secondo asse della prima. La relazione, che hanno

tra loro queste due curve
,

le ha fette chiamare iperbole

Lacroix Trigonom. 28
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coniugale : desse hanno la medesima potenza
,
e conseguen-

temente la loro equazione è la stessa a riguardo degli asin-

toti : solamente l’angolo di queste linee, ovvero delle coor-

dinate , differisce dall’ una all’ altra.

168. Abbiam veduto dalla forma dell’ equazione del

circolo che bisognavan tre punti per determinarlo : la me-

desima considerazione s’ applica ad una curva qualunque
;

ed è manifesto che debbon essere in generale tanti punti

quanti coefficienti necessari contien l’ equazione della curva

richiesta. L’ equazione

Ay* + Bxy C«* + Dy -j- Ex= F,

la quale appartiene alle curve di secondo grado in generale,

essendo posta sotto la forma

y' -f bxy -f- ex* -f- dy -f- ex = f,

non contien altro che cinque coefficienti 6, c, d, e ed f ; bi-

sogneranno dunque cinque punti per particolarizzare la curva

di secondo grado da essa rappresentata. Infatti
,
se le coor-

dinate di questi punti son respettivamente

* di «" 1 d'" A

c c'»

formeremo le cinque equazioni seguenti

V
<'*

(1113

(Wl%.
-Ì-bi

b&t

Ve'
4-e*' -fde 4-e* = fi

x' a
—f—di

-4-d

c*"'» -

le'

’c" -

de'" -

dc""-

>-*" — fi

-e*" — ^
-e*'"=f,
-ex""=f.

Non avendo altro fine che di dimostrar la possibilità della

determinazion delle lettere b
,
c, d . e, f, ed il numero di

condizioni, eh’ essa esige, io non mi tratterrò ad effettuare

i calcoli, che porterebbe seco quest’ operazione
,

pei quali

si può consultare l’ opera del Sig. Puissanl
,

citata alla

pag. i4i
, e vi troveremo sopra questo soggetto e sulle sue

applicazioni le particolarità le più importanti*, mi limiterò

a far osservare che queste equazioni posson divenire contra-

dittorìe tra loro in certi casi particolari. Se succedesse, per
esempio

,
che tre de’ punti dati fossero in linea retta

,
non

sarebbe possibile di far passare una curva di secondo grado

i i
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per questi punii
;
poiché nessuna curva di questo grado non

può aver più di due punti comuni con una medesima retta

057)-

Si concepisce che quando la curva è data di specie e
di posizione son necessarie meno condizioni per determi-

narla. Per esempio, aflìn di terminare di pa rticolarizzare

un’ ellisse
,

il cui contro
,
e il grand’ asse son dati di posi-

zione, non si ha bisogno che di due punti
; poiché si può

allora prendere questo centro per l’origine delle coordinate,

e questo grand’asse per quello delle ascisse; c l’equazione

a*y' + l>'x
i=a ,

b‘‘
,

relativa a questo caso
,

non contiene

che due coefficienti a e b
,

i quali si determinano col mezzo
dell’ equazioni

a’c» -f ò*«* = a*ò*

,

a’c'*+ 6V= a'b
%
.

169. Io ho dimostrato, pel n.° 73, che l’equazione di

secondo grado si costruiva col mezzo d’ una circonferenza d i

circolo e d’ una retta
;

e nel n.° io5 che le due radici

erano date dalle due intersezioni
,
che posson avere tra loro

queste linee
;

di manierachè si considererebbe 1’ equazione

proposta come resultante dall’eliminazion d’ un’ incognita tra

due equazioni a due indeterminate, l’ una appartenente alla

retta e l’altra al circolo
;

se si generalizza questo punto

di vista, avremo il mezzo di costruire equazioni d’ un gra-

do qualunque.

Infatti
,
se s’ abbia

,
per esempio

,
I’ equazione

x*—b ,
x'-\-c 7‘x—d‘=o

,

la quale può raspprescntare qualunque equazione di quarto

grado , da cui s’ è fatto sparire il secondo termine
,

egli è
permesso supporla prodotta dall’eliminazione d’un’ incognita

y tra due equazioni di secondo grado contenenti nel tempo
medesimo x ed y ,

e appartenenti in conseguenza a due curve.

Trovar queste equazioni è un problema indeterminato
;
poi-

ché v’è una infiniti» di sistemi d’equazioni
,

i quali posson
condurre alla proposta. Se ne prende dunque una arbitra-

riamente. Sia x avremo

**=P’y* 5

e sostituendo nell’ cquazion proposta, conseguiremo
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p’jp

—

b'py-\-c'x—dto ,

, ,
6*

. cs d

* P
ynV P’

Egir è facil di riconoscere che quest’equazione appar-

tiene ad una parabola (128); e per porla sotto la forma la

più semplice, è duopo far disparire il termine moltiplicato per

6 *

y ;
ciò

,
che si effettuili prendendo y=y> -)

•

2P
Avremo ,

dopo la sostituzione

,

6*+ 4*
V ^P1

4p
a

questo resultato, il quale può scriversi così

c>(5^+W_'
jy

-?J & r
fa vedere che la parabola, cni esso appartiene

,
Ita per pa-

cs

rametro la quantità — , e die le ascisse contate a partir dal

vertice sono eguali alla differenza tra la quantità—j-j— ,

4C

e le ordinate della prima parabola
,

nella quale x1 = py.

Infatti
,

se si porti perpendicolarmente all’ asse AB dell’a-

Fit.68. scisse
, fiff.

68 e dal lato delle ordinate positive una dì-

b
1

stanza AA#=—
,

la retta A'B'
,

condotta parallelamente
2P

ad AB, sarà l’asse, a partir dal quale si debbou prender

lej, Il vertice della parabola, di cui y' denota l’ordinata,

corrispondendo al punto ove si ha y'=o, il che succede

quando x = —
,

bisognerà fare AD =— — j

ed avendo inalzata DI ad angolo retto sopra AB, ed il punto

1 sarà il vertice della seconda parabola GIH ;
A'I ne sarà

l’ asse; c conoscendo il suo parametro, non vi sarà cosa più
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facile che di costruirla per punti seguendo il metodo del
num." i 35 . Quanto alla prima parabola EAF data dell’e-

quazione x'—py , egli è manifesto eh’ essa ha il suo vertice

nell’ origine A delle coordinate
, e per asse quello delle y,

AC. Allorché dessa sarà costrutta
, i punti M , M' ,

M"
,
M"1

,

ove la medesima incontrerà la parabola GUI
,
avranno delle

ascisse eguali alle radici dell’ equazione proposta -, poiché
per questi punti i valori di x soddisfano nel medesimo tempo
alle due equazioni

x'— py ,

p'y*— 6
3

/>y -|-c
s x—d*= o

,

dalle quali resulta la proposta.

La quantità p introdotta dall’ equazione della prima pa -

rabola restando indeterminata
, può ,

per render semplice la

costruzione
,

ricever qualunque valore
,
che le vorremo as-

segnare, eccettuato lo zero.

Allìn di rappresentare il caso più generale
,
ho dispo-

sto l’ equazione proposta e la figura in modo che le due
curve s’incontrassero in quattro punti

;
ma questa circostan-

za non avrà luogo che fintantoché l’equazion proposta avrà

le sue quattro radici reali. Se
,

per esempio, l’asse A'I

della parabola GIH cadesse al disotto di AB , ciò che suc-

cederebbe se il termine b'py avesse il segno -f- ,
poiqhè bi-

6
*

sognerebbe fare allora y=yl— —, non vi sarebbero che due

intersezioni al più
; poiché egli è ben chiaro che il ramo

III non potrebbe più incontrar la parabola EAF : in certi

casi ancora la curva GIH si troverà tutta intera al disotto

di EAF
;
ed allora le radici della proposta saranno tutte

immaginarie.

Del rimanente si vede da questa costruzione
,
come dalla

teorica dell’ equazioni, che l’ equazione di quarto grado non
può avere che un numero pari di radici redi -, poiché 1©

due parabole EAF e GIH non posson tagliarsi che in due
o in quattro punti.

170. Segue pure da ciò che il circolo e la linea retta

non incontrandosi in più di due punti, non posson risol-

vere che problemi 'suscettibili d’ esser ridotti ad equa-

zioni di secondo grado
,
e non potrebbero in conseguenza

bastare per quelli
,

i quali passano questo grado
,
tali come
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i problemi della duplicazione del cubo e della trisezione

dell’ angolo
,

sì famosi presso l’ Antichità.

Pel primo si tratta di trovare il lato d’ un cubo, il volu-

me del quale sia doppio di quello d’ un altro cubo dato. Se a è
il lato di quest’ ultimo e a; il lato dell’ altro

,
avremo que-

st’ equazione

#3=2

a

3 ovvero x*—2a3= o.

Per paragonarla alla proposta
,
è necessario ridurla al

quarto grado
;

il che si farà moltiplicandola per x
\
ed avremo

x*— 28SX= o
;

paragonandola con xf*—b'x'+ csx—

d

4= o ;
conseguiremo

6= 0 ,
C3=— 283

,
d =o.

L’ equazioni delle parabole da costruire saranno in conse-

2G3

guenza x*=py
,
y*= —a:; e

,
se si prenda p=a, esse di-

verranno
x*= ay

, y
*— 2ax ;

la seconda curva avrà un parametro doppio di quel del-

la prima. Queste curve passeranno ambedue per l’origi-
Fis %- ne A fig. 69 5 poiché avremo *= o, y=o nell’ una,

e nell’ altra al medesimo tempo : desse si taglieranno, e que-

st’ intersezione darà x= 0 5 radice , la quale proviene dal

fattore introdottosi per inalzare al quarto grado l’ equazione

da costruirsi. La figura dimostra che non si può avere inol-

tre che una sola radice reale AP
; ed infetti abbiamo ve-

duto negli Elementi d1

Algebra che 1’ equazione ar
3— aa3= o

non ne ha davvantaggio.

L71. 11 problema della trisezione dell’angolo ha per

oggetto di dividere un angolo
,
ovvero un arco in tre part i

eguali
; il che s’effettuerebbe facilmente se conoscendo la

corda o il seno d’ un arco si ottenesse la corda 0 il seno del

suo terzo. Questo problema non è che un caso particolare

della teorica della moltisezione degli angoli ,
che io non posso

qui esporre
,
ma di cui ne troveremo le basi nell’ introdu-

zione al Trattalo del calcolo differenziale e del calcolo in-

tegrale ; il problema suddetto ponesi in equazione col mezzo
delle formule del n.° n , le quali danno
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cos 3A=
4cos A 5— 3R*cos A

R*
'

Se si riguardi cos 3A come dato
,
c si prenda cos A per

l’ incognita
, avremo

, tacendo cos 3A = a e cos A= x
,

questa equazione

xi— 3

4
R’a= o

,

la quale essendo moltiplicala per 2 e paragonata coll’equa-

zione

&— b'x1
-j- c5#— d*— o

darà

cs= — ^
R*a

,

(?*= o.

Avremo ancor qui un’intersezione nel punto A corri-

spondente alla radice x— o
5
ed i tre altri punti d’ inter-

sezione daranno le tre radici dell’equazione

Sembra a prima vista che non dovrebbesi avere che
una sola radice reale

,
e che non v’ è che una sola maniera

di dividere un arco in tre parti eguali
; ma riflettendoci con

un poco d’attenzione riconosceremo che vi sono tre archi

,

i quali debbono soddisfare al problema proposto ; poiché gli

archi 3A , 2* -j- 3A
, 4*+ 3A

,
i quali hanno il medesimo co-

seno (a3)
,
essendo divisi per 3 ,

somministrano i valori

2 L
x= cos A

,
ar= cos(g«’+ A) ,

X = cos

essenzialmente diversi (
#
). Non se ne può avere degli altri,

perchè gli archi 6* -f- 3A ,
8* -f- 3A ,

cc.
,

i quali hanno pure
il medesimo coseno che A

,
essendo divisi per 3 ,

conducono

agli archi 2*-f-A ,
2* -J- 3

^+A , ec. ,
e perchè

(*) L’ equazione suddivisala cade infatti nel caso irri-

ducibile. (Fedele il Complemento degli Elementi d’ Algebra).
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cos (
2«4-A

)
=cosA ,

cos (
2* -f-

~ *-J-A)=oos(2
«’+A), ec.

172. Prima che i metodi d’approssimazione fossero ar-

rivati al grado di perfezione , al quale essi sono stati por-

tati oggigiorno
,

i Geometri s’ applicavano molto alla costru-

zione dell’ equazioni
, e facevano tutti i loro sforzi per ef-

fettuarla col mezzo delle curve le più semplici
,
ovvero le

più facili a descriversi. Così Haìley diede un metodo per

costruire l’ equazioni di terzo e di quarto grado col mezzo
del circolo e della parabola

,
e questo metodo ha qualche

vantaggio su quello del n.° 169 in ciò che il circolo
,

il

quale rimpiazza una delle parabole
,

si descrive con un mo-
vimento continuo : ma il pochissimo uso

,
che si fa adesso

di tali costruzioni
,
mi dispensa dalle particolarità a questo

riguardo \ io non ne indicherò in conseguenza che il solo

spirito.

Ponendo l’equazione d’una parabola sotto la forma

x*= my
,
e l’ equazione generale del circolo essendo

(
*—p )*+(y — q)'= j:* (94)

,

se si sviluppi quest’ ultima e se n’ elimini y mediante il suo

OC*

valore — ricavalo dalla prima
,
olterrem 1’ equazione

m

x4—m{iq—m)x*—zm'px—(r*—

p

1—q'jin'xz 0

,

simile all’ equazione da costruire

x^—b*x*-{-c3x—d/hx 0 ,

ed avremo
,

affin di determinare le quattro quantità inco-

gnite m
, p , q e r

,
le tre equazioni

b'zxm^iq—m)

,

c3=—

2

m‘p
,

p*

—

q')m* ;

potremo in conseguenza disporre d’ una di queste equazioni

affine di render semplice i calcoli.

Se facciasi
,
per esempio

,
m=b

,
otterremo

, c3

9 = 6, p——— , r*=g-
t +p*+ 9*i
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valori facili a costruirsi , e die daranno la posizione del cen-

tro ed il raggio del Circolo da descriverai unitamente alla

parabola, clic somministra 1’ equazione x'=by. lo non. en-
trerò punto nella discussione dei casi

,
i quali potrebbero

esigere un* altra scelta nel valore assegnato ad una delle due
incognite, e terminerò questo Trattalo coll’esposizione d’un
metodo

,
il quale riunisce al vantaggio d’ applicarsi all’ e-

quazioni d’ un grado qualunque quello di dipingere i resul-

tamenli ottenuti analiticamente col mezzo della, teòrica della

composizione dell’ equazioni.

173. Affine di fissare le idee , supporrò che Inequa-

zione da costruire sia solamente a-\-bx-\-cx'-{-dx'J= o ,' e
farò

y = a -f- bp ex' + d#*-

Poiché nei punti
,
ove la curva rappresentata da quest’ ul-

tima equazione incontrerà lassò delle ascisse, avremoy=o,
ne segue «he le ascisse di questo punto saranno le radici del-

1’ equazione proposta -, il problema sarà dunque ridotto a
costruire la curva , di cui si tratta ,

il. efie è facile dopo
aver, resagli àia equazione omogenea reslituei}dovi le potenze

dell’unità (71). Otterremo difalti

. .
bx

,
ex'

•

,
dx3

resultato, di cpi ciascun termine còstruirobbesi separatamente

col mezzo dello linee proporzionali (68)-, ma ecco un mezzo

di collegare tra loro in una maniera comoda queste diffe-

renti operazioni. ;
'

*. - r
J •

Condurremo, fig. 70, l’asse AB delle ascisse
;
per l’o-

rigine A alzarem perpendicolarmente a' qu«st’ asse la retta

AG , la quale, saia 1’ as6q„delle y ;
ed avendo .preso sulla

prima ]e parti AD = n e condotta DE' parallela ad AC ,

porlcreBi su quest’ ultima le parti ^
AF = a, FG = 6, CII=c,

^

tireremo in segtlito 1K parallela ad AB
;
uniremo i punti H

e K con una retta, la quale taglierà hi L la finca l*B al-

zata perpendicolannente ad AB su 1£ ascissa AP=rxv condur-

remo ML parallèla ad AB , uifin di determinare sopra DE
M punto M

,
il quale uniremo col punte G

;
pel punto N

,

ove MG incontra Pfì
,
tireremo Q3i parallela ranch’ ossa ad

AB
\ ed udendo il punto 0 col piyito F, la retta OF darà

sopra PR un punto Q tale die PQ=y-
Lacroix. Trigonom. 29

Fij.;o.
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Infatti si ba, pei -triangoli simili IRH fi H'LH,

IK(«) ; H'L (*5 :: in (d) : HH'= ~

,

donde
. c

GH,= GH + HH,=c+^.
. rr

Dai triangoli H'MG
,
G'NG resulta

H'M (n) : GW (») :: GH'
(

c -f- ~ )
• GG— + 7J

1 »

ed in conseguenza,

FG'=rG+GG'=6+^ + ^a-

..
j «

Finalmente dai triangoli G'OF, F'QF si conclude

g'o (») :f'q(«) :: fg'

bx

n

,
cxt

,
dx%

ciò, che somministra pèr ultimo resultato

, , bx ,
ex' dxi - .

PQ= AF^ AF+ FF'= a+ « +—+—

.

Estenderei* senza pena questo metodo al caso, ove re-

flazione- proposta avesse un numero qualunque di termini;

ed allorché avremo ottenuto un numero sufficiente di punti

per caratterizzar l’andamento della curva, riconoscerem fa-

cilmente di quante radici reali questa equazione sia suscet-

tibile.

174. Se il corso della curva sia, tale come lo rappre-

sigli. senta la linea XEGILY
, fig. 7 1 , dessa incontrerà cinque

volte l’asse delle ascisse, ed indicherà in conseguenza che

l’equazione, da cui ella deriva, ha un sim.il numero di ra-

dici reali : quest’ equazione non potrà essere d’un grado ul-

teriore al quinto. L’ equazione proposta sarà

a -J-
bx -J- ex

’

-f- d*
s + ex4 4- fxi -j- ec. = o.
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« quella della curva da oostruire

y= a bx -{• ex* -fdx5
-f- e*4 -f- /z* -f- ec.

Egli è manifesto che i valori numerici dell’ordinata y
non sono altra cosa che i resultati

,
i quali ricavansi dul-

l’ equazione proposta dando a x i valori corrispondenti alle

differenti ascisse, che si sono scelte arbitrariamente : la cur-
va XEGILY offre dunque in qualche maniera l’equivalente

della Tavola
,

nella quale questi resultali fossero scritti
,

ma con questo vantaggio che in virtù della legge di con-

linuild
,

la qual si comprende meglio nelle linee che nei

numeri
,

gli intervalli tra due sostituzioni successive si riem-

piono culla maggiore facilità. Avendo calcolato, per esem-
pio

, le ordinale P,P
, Q*Q , R'R mollissimo prossime le

une all’ altre, ed unendo le loro estremità con un tratteggio

continuo senza angoli nè piegature
,

s’ hanno iti una ma-
niera molto precisa le ordiuale intermedie

Osserveremo i.° che ,
poiché 1’ equazioo della cur-

va non contiene che potenze intere e positive di, a:, cia-

scun valore di questa indeterminata non darà per y che un
sol valore

,
il quale sarà finito o limitato fintantoché lo

sarà x , ma che y sarà suscettibile di prendere degli uocre-

scimcnti indefiniti ovvero illimitati , allorché x ne riceverà

de’ tali, e che in conseguenza la curva XEGILY debb’ esten-

dersi all’infinito da ciascun lato definisse MI delle y.

a.” L’ ispezione sola della figura fa veder che la curva

XEGILY non potrebbe passare da un lato dell’asse AB al-

l'altro senza incontrare quest’asse, ovvero analiticamente

pelando, che l’ordinata y non può cangiare di segno senza

prima divenir nulla (•), dal che ne segue che, se due so-

stituzioni fatte nell’ equazione proposta danno due resukuti

(*) Ciò è vero in questo caso perché F espressione y i

a
senza denominatore ; ma ,

se si avesse y= - la successùm

de' valori x =
-f- i

,
x~o e x=— i

,
darebbe y=-|-a,

y= ~ ovvero infinito e E' in questa maniera

che i rami dell’ iperbole), considerala trai suoi aiintoh son col-

legati it a loro (vto). u j ... ,
.

'
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228 APPLICAZIONE dell’ ALGEBRA

di segno contrario
,

esiste necessariamente una 'radice reale

compresa trai valori di x impiegati in quelle sostituzioni.

3.° Se si prendano' sulla medesima curva due punti po-

sti dal medesimo lato per rapporto all’ asse AB
,

vi sarà

sempre tra lóro un minaero pari d’ intersezioni della curva,

e di quest* asse. Se ne vedono infatti due tra E ed I
,

quattro tra E ed Y ossia tra X e L , ec. *, ovvero non

ve ne sarà alcuna
,

così come succede tra P ed 1, Al con-

trario vi sarà certamente un numero impari d’intersezioni

se i punti
,
che si considerano, son posti da differenti lati

come Io sono X ed • E
,
X edl, X edY,ec. Da ciò

resulta questa proposizione analitica. Tra due valori di x,

* quali per la loro sostituzion nell’ equazion proposta dormo

due resultati del medesimo segno
,
non si può avere che un

numero pari di radici reali
5
e n’avremo un numero impari

se questi resultati sono di segni diversi.

4“ Finalmente succede qualche volta che mediante una

serie di relazioni
, che possono aver tra i coefficienti a

,

b
,
c

, d
,

J
e

, f ,
ec.

, due intersezioni consecutive
,
come K

e M, ravvicinandosi continuatamente, vengano a confondersi:

e ia parte iKLMY della curva prendendo la forma del

tratteggio punteggiato 1L/Y altro non fa che toccare l’asse

AB; allora le due radici rappresentate da AK ed AM di-

vengono eguali tra loro ed all* ascissa AL' . Vedesi facil-

mente che, se l’equazione proposta non avesse altre radici

reali
,

la curva
,
che ne deriva

,
non taglierebbe il suo asse

in nessuna parte, e che non si potrebbe per conseguenza

far cangiare di segno il primo membro di questa equazione

in virtù d’ alcuna sostituzione. Non aceaderebbe lo stesso

ìlei caso ove tre intersezioni si riunissero insieme ;
la curva

taglierebbe almeno una volta l’asse tanto prima quanto do-

po; e per convincersene, bisogna vedere ciò, che resterebbe

di questa curva se i tre punti H, K e M, ovvero F, H
e K venissero a confondersi in uno solo. Seguendo queste

considerazioni riconosceremo che
,
per la riunione d’ un nu-

mero pari d’intersezioni, ia curva derivata dall’equazione

proposta può trovarsi tutta intera da un medesimo iato del-

l’ asse , ma che questa circostanza non ha mai luogo allor-

ché il numero delle intersezioni
,
confuse in una sola ,

sia

impari
; c ne concluderemo da ciò che allorquando un’ c-

quazione non ha per nudici reali che un numero pari di ra-

dici eguali
,

egli è impossibile di riconoscerne l’esistenza per

alcuna sostituzione.
. ^

Spesso l’ ispezione d’ un piccol numero di ponti della
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AIXA GEOMETRIA . 239
curva serve pò* indicare lo spazio, ove dessa s’ approssimi

il più all’ asse delle ascisse : allora
,

moltiplicando in que-
sto spazio il Bumero de’ punti determinati, s’ arriva ad as-

sicurarsi se< vi sia un contatto
,

ovvero vi sieno delle in-

tersezioni, e se in conseguenza l’equazione proposta abbia

delle radici rigorosamente eguali
,
ovvero solamente poco dif-

ferenti lo une dall’ altro : in questo caso la costruzion della

curva serve tanto a facilitare la risoluzione numerica
,
quanto

a schiarirne 1’ andamento particolare.

I
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APPENDICE
COSTBNERTE I PRIMI PRINCIPI! DELL* APPLICAZIONE DELL* AL-

GEBRA Alle superficie curve ed alle curve di doppia

CURVATURA.

OssERTAzinuB. Io credo dover prevenire i lettori poco abituali

a questo genere di considerazioni eh’ essi troveranno nel Complimen-
to degli elementi di geometria le notizie preparatorie indispensabili

per 1’ intelligenza di ciò , che segue.

Equazione del piano e della linea reità.

175. Xu a maniera più comoda per {stabilire la posizione d’ira

tìg.j». punto qualunque M nello spazio, fiq. 72, è quella di pro-

iettarlo in primo luogo sul piano BAC, dato di posizione,

abbassando su questo piano la perpendicolare MM'
,
e di

riportare in seguito la proiezione M' ai due assi AB ed AC,
perpendicolari tra loro, col mezzo delle coordinale AP e

PM'. Ciò riducesi a riportare il punto stesso ai tre piani

BAC
,
BAD e DAC perpendicolari tra loro •, poiché le

coordinate AP e PM' situate nel piano BAC rappresentano

le distanze MM'" e MM" del punto proposto M dai due

aln i piani DAC e BAD. Le rette AB
, AC , AD ,

seguen-

do le quali i piani coordinati BAC, BAD, DAC si tagliano

due a due
,
sono gli assi delle coordinate , e si distinguono

tra loro mediante la lettera
,

la quale denota la coordinata,

che loro è parallela. Così
,

facendo AP=ir, PM'= y,
M'M= z , la linea AB sarà l’ asse delle x

,
la linea AG

quello delle y e la linea AD quello delle z.

I piani coordinati stessi ricevono denominazioni con-

simili. II piano BAC si chiamerà il piano delle x e

delle y ,
perchè desso contiene le coordinate x e y. La pro-

iezione M" del punto M sul piano BAD essendo riportata

ai due assi AB ed AD per mezzo delle coordinate AP=ar,
PM"=M'M = e ,

questo piano sarà denotato sotto il nome
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di piano delle * e delle c. Finalmente la proieziont M'"

del punto M sul piano DAC essendo riportata agli assi AC
ed Al) per mezzo delle coordinate AQ= PM1= j c QM'"
sll'H= * ,

questo piano sarà denotato sotto il nome di

piano delle y e delle z.

Fa di mestieri osservare i.° che le coordinate y c z
son nulle nel tempo nwdesimo per lutti i punti dell’asse

delle x , cioè AB •, clte lo sUsso succede a riguardo delle x
e s relativamente all’ asse delle y ,

cioè AG
,
e delie x e

delle y riguardo all’ asse delle z , ossia AD.
a.” Che per tulli i punti del piano BAC la coordinata

z è nulla , e eh’ essa ha un valor costante in tutti quelli

d’un piano qualunque parallelo a questo primo
;
di lai ma-

niera clic quest’ equazione z —c ,
allorché dessa è sola e

che nonr si ha alcun’ altra determinazione concernente le dna
coordinale rimanenti x e y ,

debb’ essere riguardata come
denotante tulli i punti dei piano condotto parallelamente a
BAC , ad unu distanza eguale a c. Vedrem parimente che

y e nullo per lutti i punti del piano BAD
, e che l’ equa-

zione del piano
,
che si condurrebbe parallelamente a questo

primo
,
ad una distanza b

,
sarebbe y—b.

Se si riuniscano insieme le due equazioni z=c e y=b
y

vale a dire, se si supponga ch’esse abbian luogo nell’ i-

stesso tempo, le medesime denoteranno una retta parallela

all’asse delle x e condotta pel punto del piano delle y e.

delle z , di cui le coordinate sono c e b -, poiché egli è
faci! vedere che questa retta può essere riguardata come l’ in-

tersezion di due piani respellivamenle paralleli ai piani BAC,
BAD.

Finalmente nel piano DAC fa coordinala x sarà sem-
pre nulla

,
e x— a sarà l’ equazione del pianò condotto pa-

rallelamente a questo primo ad una distanza eguale ad a.'

Le tre equazioni z— c , y= 6 ,
x=a essendo riunite, non

possono appartenere ad altro che ad un sol punto
,

il quale

si trova nell’ intersezioni di tre piani respettivamente paral-

leli a ciascuno de’ piani coordinati.
,

176. Vado ad esaminare adesso cosa significherebbe una
sola equazione tra due delle tre indeterminate x

, y e 2;

e prendo, per esempio, z=z\x. Si vede in primo luogo

(87) che quest’ equazione appartiene a una retta AW f\g. 73, ri*.;*,

condotta nel piano delle x e delle x, BAD
;
ma dessa ha

ancora un senso più esteso perchè
,
se si concepisca che la

retta ÀN" si muova parallelamente a sé stessa lungo det-

rasse AC delle y ,
in qualunque posizione eh’ essa si fermi,

>gle
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l’ordinala * ,

ovvero M'm presa nel punto qualunque M'
situato sulla rètta PM'

,
parallela ad AC

,
sarà eguale al-

l’ordinata Pm" corrispondente nel piano BAD all’ascissa

AP == QM'. La retta AN"
, mediante il movimento

,
eh’ io

le suppongo
,
descrive il piano N" AC

,
il quale passa per

le rette AN" ed AC
;
avrem dunque z= A* per tutti i

punti di questo piano.

Troverebbonsi delle conseguenze analoghe per gli altri

piani coordinati prendendo, dell’ equazioni tra le indetermi-

nate

,

eh’ essi contengono
5 ma egli è meglio passare -imme-

diatamente ad un caso più generale e considerar 1’ equa-

zione z= Ax -f- By.

Facendovi y = o
,
otterremo z'zzz Ax

,
donde conclude-

remo che la retta A'N"
, la qual si trova compresa in que-

st’ ultima equazione , contiene tutti i punti , che la super-

ficie rappresentata dall’equazione s— Ax By ha di comune
col piano coordinato BAD

,
sul quale y è sempre nullo , e

che in conseguenza questa retta AN" è l’ intersezione di que-

sto piano colla superficie proposta.

Allorché vi si fa x — 0 r &’ ottiene s= By ;
equazione,

la quale appartiene ad una retta AN'" condotta per l’ori-

gine A nel piano DAC
,
e eh’ è l’ intersezione di questo pia-

no colla superficie rappresentata dall’ equazione z=àx-|-By.
Se si concepisca adesso che la linea AN'" si .muova pa-

rallelamertte a sè stessa lungo di AN"' essa descriverà il

piano N'" AN"
, e quand’ essa sarà arrivata in una posizione

qualunque m"M
, la porzione Mm dell’ordinata M'M sarà

eguale e parallela a Qmi" ;
avremo per conseguenza

' M'M= Pm"-pQm'"=Ax + By=* -,

donde resulta che il piano M'" AN"
,

il quale, passa per le li-

nee AN" ed AN'"
,

di cui l’equazione Sono

*= Ax r By

,

ha egli stesso per equazione

z ” Ax -(t By.
. t .

* *

Se il piano proposto ,
iu luogo di passar per l’origine A,

si trovasele iu una posizione G'" EG" determinata dalle linee

EG" ì EG'" respetiivamcnte parallele ad AN" e ad AN'",

egli sarebbe parallelo a N'" AN"
;
e prolungando l'ordinata

di quest’ ultimo fino a che dessa incoutrassè il priiuo
,

a-

vrebbesi 1

N
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M'I=M'M+ML=M'M+AE *

eliminando dunque D la disianza AE e z l’ ordinata M'L
,

conseguirebbesi dopo ciò che precede

,

2=Aa:-|-By-j-D.

Tal’ è l’equazione d’un piano condotto in una posizio-

ne qualunque
;
ed è facile di convincersi eh’ essa rappresenta

T equazion generale del primo grado a tre indeterminate
,
poi-

ché quest’ ultima non può essere che della forma \

®a;+ <:y
-H'i+3=0

;

dividendola poi per y ,
essa rientrerà nella prima allorché

avremo posto

Si vede dunque che il coefficiente y non aggiunge nulla

alla generalità dell’ equazione : io lo conserverò nonostante

affine di render le formule più simmetriche
, e rappresen-

terò l’equazione d’un piano qualunque per

Ax+Bt/-J-€z-}-D=o ;

ma bisognerà rammentarsi che in tutti i risultamcnli avremo
una delle costanti

,
la quale potrem supporre eguale alla u-

nità
, ovvero determinarla per mezzo di condizioni parti-

colari.

177. Facendo successivamente x , y e 2 nulle nell’e-

quazione di questo piano, troveremo che il medesimo ta-

glia quello delle y e delle 2 in una linea
,
la cui equazione

è %-f-Ci+D=o 5
quello delle x e delte z in una linea ,

la cui equazione è Ax + C2 -f- D= 0 -, e finalmente quel-

lo delle x e delle y in una linea avente per equazione
Ax-\-Wy-\-l)=zo.

L’ estensione de’ piani essendo indefinita
,
fa di mestieri

concepire che il piano CM,EGH sia prolungato dietro ai pia-

ni coordinati BAI)
, DAC ; desso incontrerà allora il pianò

BAC e passerà disotto. Tutte queste circostanze possono

leggersi nella sua equazione osservando che ciascun delle

indeterminate x
, y e 2' debb’ esser presa positivamente e

negativamente
, e die

,
se le parti AB

,
AC ed AD

, fig. 79., Fìg

degli assi delle coordinate corrispoodono ai valori positivi di

Trigonom. 3o
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S
veste quantità

,
le parti opposte Aò ,

Ac ed Ad corrispon-

eranno ai valori negativi. Ciò può dimostrarsi subito me-
diante l’andamento delle linee situate nei piani BAC, BAD
e DAC -, vi s’ arriverebbe pure trasportando ciascun di que-

sti piani parallelamente a sè stesso in modo da render posi-

tive le ordinate negative
,
che gli son perpendicolari

,
e si

ragionerebbe allora come l’ abbiamo fatto a riguardo delle

linee (76).

Segue da ciò che si può distinguere in quale degli otto

angoli trièdri , che i piani coordinati formano intorno del

punto A
,
cada un punto proposto

,
per mezzo de’ segni

,

dai quali le sue coordinale sono affette: bisogna perciò os-

servare che allorquando si prenda

+ x, + y

,

+ z
,

nell’ angolo ABCD
,
avremo

-f X, + y, — z
,

nell’ angolo ABCd
,

-f-x, — y 1
-j- z

,
nell’ angolo ABDc

,— X, + y 1
z

,
nell’ angolo ACDò

,

-f X, — z
,

nell’ angolo ABcd
,— X, — y , + z

,
nell’ angolo ADbc

,— X, + y, — z
,

nell’ angolo ACM
,— fi — y i

— z
,

nell’ angolo Abcd.

178. Una linea retta è data ogni qualvolta si conoseon

due piani, i quali la contengono, e de’ quali essa è allora

l’intersezione
,
perchè le coordinate de’ suoi punti son comuni

ali’ equazioni di questi piani. Sien dunque

Ax -f-By -f-Cz-f-D=o. (1)

,

A,
a:-f-B

,

y-f-C
,z4_D,==0- *

(
2
)

l’ equazioni de’ piani dati ; riguardando le indeterminate x,
gaz come aventi il medesimo valor<rin queste due equa-

zioni
,
non ne resterà che una sola * la quale possa pren-

derà arbitrariamente
,

le altre due calcolate in conseguenza
della prima

,
faranno conoscerete posizione de’ differenti punti

della retta proposta.

L’ equazioni (1) e (2) non sono le sole, le quali pos-

sono rappresentar la retta proposta -, poiché la medesima si

trova in uu’ infinità di piani diversi -, ma si scelgono ordi-

nariamente fra tutte l’ equazioni
, eh' essa potrebbe avere

,

quelle , le quali non conlengon che due delle coordinate x,

V e
,

Eliminando successivamente x
, y e * tra l’ equazioni

(1) e (a) , otterremo le tre seguenti
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(AB»—A'B)y—(CA'-C'A^+AD1—AT) = o,'
(Bt/—B'C)z— (AB'—A'B)*+Bl)'—B'D= o

,

(CA'—4j'A)x—(BC'—B'C)y -j-ClV—€'b= o
,

le quali diverranno

yy—Cz-ffc=o (3),
*z—yx+t—o (4),
Cx-at/4-5—o (5),

- , * t

facendo, per abbreviare,
/ s i

AB'—A'B=y
,
CA'—C'A=C

,
BT/—B'C=*

,

AD7—A'D=J
,
Biy—B'D=*

, Ciy—C'D=5 ,

Bue qualunque di queste equazioni servono per rimpiazzare

l’ equazioni (i) e (a) , e comprendono implicitamente la

terza. Infatti
,
se si moltiplichi 1’ equazione (3) per * ,

l’e-

quazione (4) per c, l’ equazione 5 per y e si sommino i pro-

dotti
,
troveremo

*H-€H-?5= ° »

resultato
,
che la sostituzione de’ valori di » , < , y , 5 ,

»

e 5 renderà identico
,

ovvero eh’ esprimerà la condizione
,

alla quale debbono soddisfare queste quantità 'affinchè l’ e-

quazioni (3) , (4) e (5) essendo date a priori possano ap-

partenere alla medesima linea retta.

L’ equazione (3) , la quale contiene la relazione
,
che

debbono avere tra loro le coordinate y e z per tutti i punti

della retta proposta
,
appartiene al complesso delle proiezio-

ni di questi punti sul piauo delle y e delle z , ed è in con-

seguenza l’equazion della proiezione della retta proposta su

questo piano
(
Compì, degli Elementi di Geom. n.° 4)-. Ve-

drei» parimente che 1’ equazione (4) appartiene alla proie-

zione di questa retta sul piano delie x e delle z
,
e che

l’equazione (5) è quella della sua proiezione sul piano delle

x e delle y. Due qualunque di queste proiezioni essendo

date ,
la retta è interamente determinata : ciò si fa mani-

festo dall’analisi precedente ,
e perchè la retta proposta ab

tro non è che l’ intersezione di due qualunque de’piani pro-

iettanti ( Compì. 5 ) ,
piani di cui l’ equazione è Sa mede-

sima che quella della proiezione, sulla quale dessi son inal-

zali ( 176)- - \
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179. L’ equazion generale del plano non contenendo che

tre costanti necessarie ,
egli è bastante un egual numero di

candidali* per renderla particolare, lo indicherò successiva-

mente quelle di queste condizioni
,
le quali s’incontrano il più

frequentemente
,
e tratterò nel tempo medesimo i problemi

analoghi relativamente alle linee rette.

Allorché bisogna far passare un piano per tre punti,

di cui le coordinate sono

yS y", *", y"'*

si pone successivamente

a? ,
x1" in luogo di x ;

y
1

, y" ,
y"' in luogo di y ,

zf
,
z"

,
z'" in luogo di z *

. •» 4 J * t

nell’ equazion generale del piano

,
. ..• .! , . ,

Aa+By4-Cz+D=o
, ,

.

e s’ottengono le tre equazioni seguenti:

kxf
\x"

— -Cz* (“j* D ~ o
,

Bù" -\-Cz" + D = o ,

hx>" +Bjr +Ct"‘+ D = o ,

.ABC
col mezzo delle quali si determinano le quantità

jj ,j) , j^.

e si trova

A Z'(y"-y"'}-z»(y'-y"')+z"'(y'-y")

D x'(y"zl"—y
n,z")—x"(y'zl"—y"'z')-{-x"l

(y
,z"—y

u
zf) ’

B _ x,(z"—z'!,)—x"(z'—z"')+xl"(z'—z")

6*
xf(y"z"‘—y'“z")—x“{y‘z‘"—y

,"zl)-\-x'"(y'z"—t/"z')’

C y'(x"—ocf
u
)
—y"(x?—x'")-\-y"'(x?—x") »

D
=

x‘(y"zll,~y,‘,zn)—xl
'(y'z‘‘l—y',lz')+x'l'(y'z

ll--y,
'z')

? • »
*' * '• ' '

* I

*

Egli è facil vedere che, se si volessero.determinarel’e-

quazioni dèlie proiezioni d’unà retta
,
la quale passa per due

punti dati
4 v’arriveremmo in una maniera analoga col so-

stituir le coordinate di questi punti nell’ equazioni generali

x~az-^-a
1
y~bz-^-t

ì
e si troverebbe di tal maniera
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x* — x" y»

x-*=
-jzzjr t*-*),y-y' =~~^r (z-z>) (88).

i8o. Por riconoscere quando due rette date sono in un
medesimo piano

,
ovvero , ciò che riducesi allo stesso , si

tagliano
, fa di mestieri assicurarsi se le indeterminate x

,

y e * possono esser comuni alle quattro equazioni delle pro-
tezioni di queste rette ( Compì, igj : ora egli è manifesto
che eliminando x

, y e z
,

resterà un’ equazione
,

la quale
esprimerà la condizione

, senza la quale I’ equazioni delle
rette proposte non potrebbero aver luogo pel medesimo pun-
to. Sieno

X— az-\-*
j x=za!z -

»

y= + y^zVz+i'f
1 equazioni di queste rette

; ne ricaveremo immediatamente

az -j- * = afs + bz 4- c— Vz 4- ’

cd eliminando z
, otterremo '

.
• >

(
a>—

*) (&—à)—(e'—
e) (a

1—a) — o.

181. Due piani
, i quali son paralleli, hanno le loro

sezioni comuni con ciascun piano coordinato respettivamente
parallele tra loro (Compì. i 5) : ma

,
se

** + % + Ca -f D = o, A'x -f- B'y + C'z + IM= o
rappresentano 1’ equazioni di questi due piani , le loro co-
muni sezioni respettive coi piani delle x e delle z e delle
y e delle z avranno per equazioni ,i.

A*+ + D = o
, A'x -(- C'z -f D»= o

,

By + Gz-f-D=o, B'y -|- C'z+ D'= o

,

e non saran parallele due a due che allorquando avremo

A A' B B'

C—d ’ c =c'(89>

Bicavando da queste ultime i valori di A' e di B' otter-
remo per l’ equazione del piano parallelo al primo

*
• r *

^(Ax+ By+CsJ-fD^o.
*

/ “.'l ‘

^

* — >
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Resta D7 da determinarsi iu questo resultato;’ ora, suppo-

nendo che il piano cercato debba passar per un punto
,
di

cui le coordinale sieno xf
,

y' e zf
,
avremo

^(Aa/+By+ C^)’+D'=o;

togliendo quest’ equazion dalla precedente, D7 sparirà; ed*-

.C7

videndo^allora per ~
,
conseguiremo

A(« — «0 + y
7

) + C(z—*')= o.

Egli a proposito d’ osservare ebe riguardando A , B

,

C come quantità qualunque
,

l’ equazione suddivisala sa-

rà comune a tutti i piani, i quali passano pel punto pro-

posto.

Poiché due rette son parallèle allorché le loro proie-

zioni su ciascuuo de’ piani coordinati son rcspetiivaraenic pa-

rallele (Compì, zo) ,
le loro equazioni saranno

,
in questo

caso
,
della forma

x— «*•+*) x— az-\-of%
, . y= bz 1 1 y— bz 4- c7

f

'

Se la seconda retta dee passare pel punto
,
di cui le

coordinate sono xf
, y

7 e z1
,
avremo

,
per determinare « e

<'
,

1’ equazioni

af— «a7 -}-*', e y'— bsf »

dalle quali ricaveremo
,
operando al solito

,

x—xl=a(z—

z

7
) , y—y'z=b(z—A7

).

182. Per trovar l’equazione d’ un piano perpendicolare

a una retta data
,

bisogna rammentarsi che le comuni se-

zioni di questo piano con ciascuno de’ piani coordinati son

perpendicolari alle proiezioni della retta data (Compì. Za).

Sieoo

x -zzai-j- * , y == 6* -f-
c

:
;

'

l’ equazioni di questa retta , e

Kx -J- By -J- Cz -f- D ~ o

quella del piano cercato : le cómuoi sezioni di quest’ ultimo
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sui piani delle x e delle « « delle y e dèlie e saranno rap-

presentate da

Aar +C* -j- D= o
,
ovvero x= Cx D

A A’

By 4* Ci -f D= o
,
ovvero y =±— — P -,

B B

e perchè queste rette sieno perpendicolari alle proiezioni del-

la retta data fa di mestieri che s’ abbia

A , B. .

c’
6=

c (90)-

Sostituendo i valori di A e di B ricavati da queste
equazioni in quella del piano cercato avremo

C(<zz-f-%-(-z)4-D=o
;

e se questo piano debba passar per un punto
,
di cui le coor-

dinale sono a/
,

y‘ e z! , la sua equazione diverrà

a(x-x')-\-b(y—y,)+z—z'==o.

Se l’equazione del piano fosse data , e si dimandasse
quella della retta

, che gli è perpendicolare
, bisognerebbe

allora rimpiazzare a e b coi valori qui sopra indicali ; ot-
terrebbesi

y-y'=!(*_z')

per l’ equazioni della retta perpendicolare al piano rappre-
sentato da Ax 4- 8y -HGs:-j~D=:o,ed obbligata a
passare pel punto, le cui coordinate sono x1

,
y' e zf.

i83. La distanza del punto M, fig. 72, di cui le coor- F .

dinate sono x, y e *, dall’origine A ha per espressione
*' 7’

//\T2 -fPM'
2
4-MM'a =V^T7,+^ (Compì. 24).

Quella di due puuti qualunqne M e m s’ ottiene pren-
dendo VQ—pm1

,
M7N — m'm; e considerando i triangoli

m'OM' e mNM
,

rettangoli l’ uno in 0 ,
1’ altro in N ; ne

resulta

m'M;3 =m75a
-fM'O

2
, mM2 =»ÌNa

-f-MN
2

»

Digitized by Google



a4° A, P PER D I C E
ma denotando per , y

1

,
le coordinate del ponto m,

s’ ottiene .
.

•

m'0=x—x1

,
M'0=y

—

y'
,
MN=z

—

x!

,

ed osservando die mN=m,M'
,
si trova

mM=V (x—x!y-\-(y—y>.y-^-(z—xf)\

184 . Ciò conduce all’equazion della sfera, poiché tutti

i punti della sua superficie debbon essere egualmente lon-

tani dal suo centro ; se si supponga in primo luogo che if

medesimo sia all’ origine e che il raggio sia r
,
avremo in

tutti questi punti N

x'+y'+z*=r'
j

e
,
se le coordinate del centro sono x1

, tf, zi, conseguiremo

(*—x'ì'+fy—y'YM2—*)'=?'

185. Ciò
,
che precede, fa trovare in una maniera sem-

plicissima l’ espressione del coseno dell’ angolo compreso tra

due rette date. Sieno

x—xl=a(z—z1

) ), x—x'—a'(z—z') 1

y—y1— b(z—z') ), y—y' z=b\z—/) 1

l’ equazioni delie proiezioni di queste rette
,

le quali si ta-

glino nel punto, di cui le coordinate sono a/, y
1 e zf\ se

s’ immagini eh’ esse si muovano parallelamente a sé stesse,

fintantoché il loro punto d’incontro sia nell’origine, il loro

angolo non cangerà, e l’ equazioni suddivisale si ridurranno a

xx=az ) ' ar=a'z 1

x=dbz | x=dtfz *
' '

Se concepiscasi in seguito una sfera ,
la quale abbia il

suo centro nell’ origine, e di cui il raggio sia rappresentato

per r
,

la distanza dei punti
,
ove la sua superficie ciglierà

ciascuno de’ lati dell’angolo cercato, sarà evidentemente là

corda di quest’angolo. Troveremo le coordinate del punto

d’incontro della prima retta colla superficie della sfera de-

terminando x
, y 0 z col mezzo dell’ equazioni di questa

retta e di quella della sfera
;
avremo in tal maniera

ar br r
X——- -t- . y

—— . z—— —r.

V V i-H’-H1 V t+a’-H
1
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chiamando y' e z? le coordinate del punto d’incontro

della seconda retta colla superficie della sfera
,
avrem pari-

mente

x'=
a‘r b'r

-
r

Vi+a,,+ 6' 1 ’ V>+ «"+ *, ‘’ Vi+a, '-\-b"

L’ espressione del quadrato della distanza di questo punto

dal precedente sarà fa:—

J

fY-H*—«')*
,
e ponen-

dovi per x—a/, y—y >
*—* * loro valori

,
troveremo, dopo

le riduzioni

,

r.
j
,_ ati+g^+ W)

|

\ V(a+a*+6*)( i+^+nf
Ma chiamando V 1

’ angolo cercato
,

la sua corda sarà

V aR*— aRcosV (i 3),

ì‘

R denotando il raggio; e facendo questo raggio— i , avre-

mo pel quadrato della corda % (i—cos V); poscia parago-

nando coll’espressione trovata qui sopra, nella quale faremo

pure r=xi
,
otterremo

i 4- aa'4- bV
cosV — - -

.

V(i + a’+6*)(i+a'*+6“)

Sarà facile dedurre da ciò

sen V = ^
(
aV—a'b )*+ (

«—«' Y + (

V ( t + a*+ 6*
) ( i + a'*-f6'*)

Affinchè le due rette proposte sieno perpendicolari
,

bi-

sognerà che si abbia cos V=o
,
ed in conseguenza i+aa'

-{- bf— o.

186. Egli è qui il luogo di parlar delle relazioni
,

le

quali esistono tra gli angoli, che fa una retta qualunque con
gli assi delle coordinate, perchè desse si sono introdotte in

seguito con molto successo nella meccanica , e perchè le me-
desime danno più simmetria all’ equazioni di questa retta.

Aflln d’ arrivarvi col mezzo dell’ espressioni del n.° pre-

cedente suppongo che la seconda retta data sia uno degli as-

si
,

per esempio
,

quello delle x ; in questo caso avremo

j/=o, qualunque sia x\ così V=o. Osservando in seguilo

Lackoix Trigonom. 3i
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che dopo l’equazione xz=a'z, a1 denota la tangente del-

Y angolo
,

che la coll’ asse delle x (86) la proiezione della

linea ,
di cui si tratta

,
angolo ,

il quale è retto quando que-

sta linea coincide con l’asse delle x
,
vedremo che a' è in-

finita (24). La supposizione di b=o riduce immediatamente

l’ espressione di cos V a

1 + aa'

e dividendo i suoi due termini per a', le daremo la forma

//(.+«•+ 4->(£,+ )
indi

,
facendovi a1 infinita

,
dessa diverrà

a

V I + a*+ b*

Tal è l’espressione del coseno dell’angolo, che la prima retta

data fa con 1’ asse delle x.

Troverei» parimente per 1’ asse delle y ,
rapporto al

quale a'=o e 6* è infinita ,

b

Y 1 + a1
-)- 6*

Per l’asse delle x, rapporto al quale a'=o e V=0,

otterremo

1

v I + aa+ b
1

Denotando respeltivamente per a, c, y> i tre angoli,

dei quali ho indicati i coseni ,
avremo

cos » :

V i a’+ à
1

cosC=
V* + a*+

1

cos y— —-

V 1 -f-a’+ A 1
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Se si quadrino queste tre equazioni e si sommino, con-

seguiremo

cos -J- cos
<’ -j- cos y*

t+al+ 6*
1

’

come Io abbiamo osservato nel n.° 5q del Compì, deali E-
lem. di Geom.

167. L’ espressione di cos y dando

y I+ 0.+ 4. = _i_
cos y

se si sostituisca questo valore in quelli di cos a e di cos c,

ne ricaveremo

cos » . cos ca= , b= 5

cos y cos y

e l’ equazioni della prima retta data diverranno

(x—x1

)
cos y= (z—zT\ cos *

,

(y
— y') cos y = (

z—z') cos c.

Se si sostituiscano i valori di a c di b nell’ equazione
del piano perpendicolare a questa retta

,
cioò in

a (x—xf) -f b (y—y1

) + (2—V) = o (182)

,

otterremo questo resultato simmetrico quanto mai

(x—x1

)
cos » 4* (y

—y') cos c -f- (2

—

z!) cos y= o.

Finalmente
,
se si denotino por »'

,
c'

, y gli angoli
,

che una seconda retta fa cogli assi delle coordinate
,

il che
darà

cos *'

cos y
’

cos c

cos y
l’ espressione

, la quale denota il coseno dell’ angolo
,
che

questa seconda retta fa con la prima (i 85
) ,

si cangerà in

cos V= ros * cos *' + cos £ cos c' 4* cosy cosy'

se si faccia attenzione che

cos 4* co* t* 4” cos y*— 1 ,
cos *,’

4" cos <'*4-c°s y
H=i

188. L’utilità di queste formule può far desiderar dot-
tenerle immediatamente

*, il che c focile mediante le conside-
razioni geometriche.
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i.° Supponendo che la reità data sia trasportata paral-

lelamente a sè stessa all’origine delle coordinate, esiarap-

presentata da AM
, fig. 74 osserveremo che il triangolo

APM è rettangolo in P, poiché il piano M'PM" è perpen-

dicolare all’ asse AB
; e ne concluderemo

- cosPAM — AP x

AM y x% _j_

a

y 1 -J- a
1

*•{- 6
*

ponendo per AM = V x1 -|-y+ a
1

(i 83) ,
e per x e y i

loro valori az e bz.

Troverebbesi parimente

cosOAM^^-rr-; g == —
b

. . .. . .

AM y -j;» _|_ y» jj» .
, y i-f-tp+ò*

cos RAM= AR
AM y **+*’+**

r

y 1 -|-a
a

-fr-6’

In tal maniera arriverebbesi immediatamente con questo mez-
zo alla relazione

cos PAM2
-f- cos QAM2

-+• oos RAM2 = 1.

2.
0

Il triangolo APM dà AP= AM cos PAM ;
avreb-

besi parimente AR=AM cos RAM ;
e siccome AR= PM",

&’ otterrebbe

AP cosPAM x cos »

PM" cos RAM ’ d ‘ d0VC
cosy’

rappresentando per * e y gli angoli, che la retta AM fa

coll’asse delle x e con quello delle z. Avrebbesi parimente

«/ cos c

x cos y
’

< denotando l’angolo compreso tra la retta proposta e l’asse

delle y.

3.° Finalmente s’ indica qualche volta una retta per

1’ angolo MAM' , eh’ essa fa colla sua proiezione sul piano

delle x e delle y , e per P angolo M'AP
,
che fa questa

proiezione con l’asse delie x. Sia d il primo angolo c * il

secondo ; avremo
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MM'=AM sen MAM'

,
ovvero z=AM sen 9,

AM'=AM cos MAM', ovveroAM'=AM cos 9,

PM'=AM' sen M'AP
,
ovvero y=AMcosd, sen*,

AP =AM' cos M'AP
, ovvero x=AM cos 9, cos *

,

Se si ravvicinino queste ultime espressioni di x
ì

di y
e di z a quelle

,
le quali resultano dall’ equazioni

,

x cos» y cose

- COS 7 ’ z cos y ’

fecendo attenzione che y , denotando l’ angolo RAM
,

è il

complemento di MAM', ovvero di 9 ,
otterremo

cos y= sen e
,
cos 9= cos 9 sen 9 ,

cos *= cos 9 cos *.

Quadrando queste ultime equazioni e sommandole, ritro-

verebbesi pure
,
come qui sopra

,

cos y*
-J- cos c* -j- cos *’ = i.

Terminerò quest’articolo facendo osservare che tutte ledette

relazioni rientrano in tante soluzioni di triangoli sferici ret-

tangoli (58).

189. 11 coseno dell’ angolo
,

che due piani qualunque

fcnno tra loro , si deduce immediatamente dal n.° 1 85 ;

poiché quest’angolo è eguale a quello, che fanno due rette

condotte perpendicolarmente a ciascuno dei piani proposti

per un punto qualunque della loro comune sezione ( Com-
pimento 4

6

) Questi piani essendo rappresentati dall’ equa-

zioni

Aa;-J-By-fCz-f-D=:o, A'a:-(-B'*/-j-C'5-j-I>'=o

,

se si concepisca eh’ essi si muovano parallelamente a loro

stessi
,

fino a tanto eh’ essi sieno arrivali all’ origine delle

coordinate
,

il loro angolo non cangerà
,
e le loro equazioni

s) ridurranno a

Aaf-J-By-|-Gs=o
, A'x-(-B'y-|-C'z=:o

5

quelle delle rette
,

le quali condurremo perpendicolarmente

a ciascuno di essi per questo punto
,
saranno (182).

A A'
X=C 2

>
x— c,

B B'
y=C *

5
9SS &
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sostituendo dunque nell’ espressione di cosV, in luogo di a

e è, di a' e ò' i valori, che danno queste equazioni, ot-

terreqio

, r
ÀA'+ BB'+CC'

cos V= -

Vl-V+tr

+

)

Se uno de’ piani proposti
,

per esempio
,

il secondo
,

fosse quello delle x e delle y ,
pel quale si ha sempre 5=0,

egli è manifesto che A' e B' diverrebbero nulle in questa

supposizione, e che cos V ridurrebbesi a

G

V A*-|-B’-|-Cl

Troverem parimente che il coseno dell’ angolo formato dal

primo piano proposto con quello delle x e delle z
,

pel

quale si ha y—o ,
A'=o e G'=o

, sarà

B

v A'H-B'H-C»’

c che il coseno dell’angolo del medesimo piano con quello

delle y e delle z
,
pel quale si ha x=o

,
B'=o

, C'=o

,

sarà

A

VAa+ B’+ C*

Nel caso, ove i due piani proposti fossero perpendico-

lari tra loro , avrebbesi cos V=o
,
ed in conseguenza AA'+

BB' -J- CC'= o.’

• DELLE SUPERFICIE DI SECONDO GRADO.

190. Le superficie, nello stesso modo che le linee, si

dividono in ordini seguendo il grado delle loro equazioni.

II piano è la superfìcie di prim’ ordine, perchè la sua equa-
zione non ascende che al primo grado. Le superficie di se-

cond’ ordine son tutte comprese nell’ equazione

Ax'-f-By’+Gz* -j-2Dxy-j-2Exz-j-2Fys ì r .

-faGx 4-alty +aKz 5
— v

»

la più generale
,
che mai si possa Tonnare nel secondo grado

colle tre indeterminate x
, y e z.
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Risolvendo questa equazione

,
rapporto ad una di quelle

lettere
,
per esempio

,
rapporto a z

,
troveremo

Ex+Fy+K
C -

V
j

(K*-t-CL)+2(EK—CG)x+2(FK—CH)y

+{E*—AC^+afEF—CD)X!/-KF*—BC)y*
j

Questo resultato fa vedere che a! medesimo punto del piano

delle x e delle y corrispondon due punti sulla superlicie

proposta, e che in conseguenza ciascun de’ valori di s pro-

duce , mediante la sostituzione di lutti i valori possibili di

x c di y, una porzione di superficie
,

la quale è ,
per rap-

porto alla superficie totale
, ciò che sono i rami d’ una curva

a riguardo di questa curva : si dà a queste porzioni il nome
di nappe.

Osserveremo in primo luogo che la parte razionale del

valore di z esprime l’ordinata d’un piano, il quale divido

la superficie in due parli simmetriche -, poiché, se si facesser

partire da questo piano le coordinale della superficie ponendo

Ex+Fy+KH V
F indeterminata u avrebbe due valori eguali

, l’ uno positivo

e 1* altro negativo : il piano
,
di cui si tratta

,
è dunque a

riguardo delle superficie di secondo grado, ciò, eh’ è un dia-

metro per rapporto alle curve di questo grado.

Si formerebbe diffìcilmente l’ idea della forma , dalla

quale debb’ essere affetta una superficie
, di cui si ha 1’ e-

quazione
,
se non si considerassero che punti isolali -, ma

in luogo di questo s’ immagina un’ infinità di sezioni falle

in questa superficie con piani, che per maggiore sempli-

cità si prendono paralleli ad uno de’ piani coordinati
;

il corso

di queste diverse curve essendo cognito
,
la loro continuità

rende sensibile la forma della superficie proposta.

Tutti i punti d’un piano condotto parallelamente a
quello delle x e delle y ad una distanza denotata per a

,

essendo comprisi nell’ equazione z=a
,
se sostituiscasi questo

valore nell’ equazion generale delle superficie di secondo gra-

do
,

il resultato

Ax’-j-By’-j-aDxy

-f-2(Ea-j-G)x-j-2)Fa+H)y
L— 2 Ka—Ca*
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esprimerà la relazione

,
che hanno tra loro le coordinate

del piano delle x e delle y pei punti della superficie pro-

posta distanti da questo piano della quantità a
,
ed appar-

terrà dunque , sul piano delle x e delle y ,
alla proiezim

della curva
,
nella quale il piano ,

di cui 1* equazione è z=a
,

incontra la superficie di secondo grado: e siccome questo

piano è parallelo a quello delle x e delle y, egli è evi-

dente che la sezione fatta nella superficie medesima non dif-

ferirà dalla sua proiezione sul piano
, di cui si ragiona.

Prendendo per a diversi valori ,
avremo le diverse se-

zioni parallele al piano delle x e delle y ;
se si faccia a=o,

l’equazione resultante

Aa'+ By* -faDary » ,

-faCa-faHy

darà la curva di secondo grado, nella quale la superficie

incontra questo piano. Si determinerebbero nella maniera

medesima l’ equazioni delle sezioni paralelle al piano delle

x e delle * ed a quello delle y e delle z.

Si concepisce facilmente, e n’abbiamo d’altronde visto

l’esempio della sfera (i84), che le superficie
,
secondo che

esse son poste d’ una maniera più o meno simmetrica per

rapporto agli assi delle coordinate
,
hanno dell’ equazioni più

o meno semplici
,
e che in conseguenza

,
per analizzare le

differenti specie di superficie
,
che può rappresentar l’ equa-

zione generale di secondo grado
,

fa di mestieri in primo
luogo eliminarla dai termini

,
i quali non dipendono che

dalla situazione particolare degli assi delle coordinate
;

il

che può farsi tanto discutendo il radicale d’una maniera ana-

loga a quella
,

che abbiam seguita a riguardo delle linee

di secondo grado nei num. £ meno, quanto costruendo

delle formule generali per la trasformazione delle coordinate

nello spzio, ed impiegando, come nei num.‘ ia5ei27, le

quantità relative alla posizione degli assi onde render semplice

tanto quanto è possibile la predetta equazion generale. Si

può, consultare per queste particolarità
,

le quali sconfinano

interamente dagli Elementi
,

il primo volume del mio Trat-

tato del calcolo differenziale e del calcolo integrale.

191. Farò osservar solamente che si può ricavare dal

num.° i 85 l’equazione del cono retto, posto in una situa-

zione qualunque per rapporto ai piani coordinati.

Infatti il cono retto essendo generato dal movimento
d’ una retta obbligata a girare intorno d’ un’ altra e fa-

cendo con essa un angolo costante, se si denotino per
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y le coordinate del vertice

,
e si prendano per la retta fissa,

ovvero per l’ asse del cono
,

le equazioni

x—*-=a{z—y)

,

y—c=b(z—y)
,

per la retta mobile, ovvero pel lato del cono, l’ equazioni

(x—a)zza'(z—y)

,

(y—c)=b'(z—y)
,

il coseno dell’ angolo di queste due rette sari

i+aa'+bb'

siccom’esso dcbb’ esser costante, lo rappresenteremo per c
;

indi osserveremo che a e b, appartenendo all’asse del co-

no, denotano quantità cognite e che perciò,

a‘~
a:—<*

b'=
y—c

z—y z—y

Sostituendo questi valori , formerem 1’ equazione

*\ ,y—« '

-K5MS)
//(.

+

e+.•)!+(=^y+ (^)-j
la quale riducesi facilmente a

a (a?—» ) + b
( ;/—c ) -f ( z—y )

= c,

m V (*-*)’+ (y—<)*+(*-yf

= cC),

(*) Egli è agevol vedere che
, se si facesse z=o in que-

sta equazione
, il resultato

,
il quale ajiparterrebbe alla sezio-

ne del cono fatta col piano del x e delle y ,
prenderebbe

la forma dell’ equazion generale di secondo grado a due in-

cognite , e si potrebbe con questo mezzo provare algebrica-

mente l ’ identità delle curve di secondo grado colle sezioni

fatte in un cono retto da un piano : ma questa via sarebbe
molto più complicata e men generale di quella, che abbiam
seguita nei numS ia5 e i56

,
poiché ri abbiamo considerato

Lacroix Trigonom. 3a
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facendo per abbreviare V i -j- °‘+ i*= m •

Se s ponga il vertice all’origine delle coordinate, a-

vremo
a=o, c=o, y=o,

e

ax-\-by-\-z
—Za C.

m y x%

-f- y* -f-

Se si faccia coincidere l’asse del cono coll’ asse delle x,

otterremo a=o, b= o, m= i, poiché abbiamo su que-

st’ asse y=:o ,
x=o

,
qualunque sia z

;
e l’ equazione sud-

divisala riducesi a

z

dalla quale ricavasi
,
per l’ inalzamento al quadrato

,

2
S

( i—c')=zc*(x
%
-\-y

l
).

Facendo in questa equazione z=n ,
essa diviene

n'(i—c*y=c\x'-\-y'
1

) -,

equazione
,

la quale appartiene ad un circolo
,

di cui il

* «v
centro è nell’ asse delle z

,
e di cui il raggio è

Segue da ciò che tutte le sezioni fatte da un piano paral-

lelo a quello delle x e delle y nel cono proposto , sob

circoli
;

ciò che d’ altronde è manifesto per la natura del

cono.

Ricavasi dall’equazione di sopra

«==
c

- V X' + y
1
;

V i— c*

egli è fedi vedere che Vi — c* è il seno dell’ angolo ,
che

fe il lato del cono coll’asse delle x, e che in conseguenza

un cono qualunque. D’ altronde il calcolo per un cono obli-

quo a base circolare si trova uell’ Appendix de Superficiebus

posta alla fine del secondo volume dell’ lntroductio in Ana-

lysia infinitorum d ’ Euler
,
impresso nel qlfi.
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_ è la cotangente di quest’ angolo
,

ovver la tan-

V i — c
*

gente di quello ,
che la medesima retta la col piano delle x

e delle
, y.

Se si volesse che il vertice del cono fosse in un punto,

qualunque dell’ asse delle z ,
quest’ asse coincidendo sempre

con quello del cono ,
avrebbesi

z— y— — -— V
X i — c’

Facendo s= o ,
otterremo l’ equnzion della curva

,
se-

guendo la quale il cono incontra il piano delle x e delle

y ,
e che si può riguardare come la base. Quest’ equazione

sarà

ovvero

V ** + r ,

c

dessa appartiene ad un circolo ,
di cui il raggio è

y V » — c*

Se si rappresenti per r questo raggio
,
avremo

cr

l’ equazione

c V 1 — c
*

z—y—
cangiandosi allora in

cr

Vi — c*

Vi — c’ V 1 — c
*

può esser posta sotto la forma

V x‘ + y
%

>

* V i — c%— cr = c V x‘-j- ?/’ ;
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nel caso

,
ove c= i

,
essa riducesi a

r’=x*-\-y\

iga. Quest’ ultima equazione
,

la quale altro non con-

tiene che due delle tre coordinate ,
appartiene nulladimcno

alla superficie cilindrica
,

nella quale trasformasi il cono al-

lorché il suo vertice s’ allontana infinitamente ;
poiché c de-

notando il coseno dell’ angolo formato dalla retta generatrice

del cono e dal suo asse
,

l’ ipotesi c— i rende quest’ angolo

nullo ,
e ristabilisce il parallelismo delle due rette

,
di cui si

tratta : la prima girando intorno della seconda descrive dun-

que la superficie d’ un cilindro retto perpendicolare al piano

delle x e delle y ,
ed avente per base su questo piano ii

circolo ,
di cui il raggio è r

,
e di cui il centro è nell’ ori-

gine delle coordinate.

Ciò conduce ad osservare che un’ equazione qualunque,

la qual non contiene che due delle tre coordinate ,
che non

denota che una curva sul piano di queste coordinate ,
ap-

partien nello spazio ad una superficie
;
poiché la coordina-

ti ,
la qual non entra in quest’equazione

,
trovandosi indi-

pendente dall’ altre due
,
ha un’ infinità di valori per ciascun

punto del piano citato -, e questi valori corrispondono a tutti

i punti della retta inalzata perpendicolarmente al piano coor-

dinato pel punto
,
che vi si considera.

11 complesso di tutte le rette inalzate di tal maniera su

ciascun punto della curva costituisce una superficie cilindri-

ca , prendendo questa denominazione in tutta l’estensione ,

che le abbiamo assegnala nel Complemento degli dementi

di geometria.

DELLE CURVE CONSIDERATE NELLO SPAZIO.

193. Allorché si ravvisan le curve nello spazio
,
esse re-

sullan sempre dall’ intersezione di due superficie nello stesso

modo che la linea retta resulta dall’ incontro di due piani

(178). Si può
, per esempio, indicare un circolo dando la

sfera
,
di cui esso fa parte ed il pian , che la incontra.

Supponendo che la sfera abbia il suo centro nell’ origine

delle coordinate e che il piano sia qualunque
,

il sistema

dell’ equazioni

(1) 1

A*-t-Bi/+G:=D (2)

apparterrà al circolo
,
seguendo il quale s’incontrano la
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sfera ed il piano proposto

;
poiché questo sistema non con-

verrà che a quei soli punti
, i quali si trovano nel tempo

medesimo sopra 1’ una e l’altra delle due superficie.

Egli è manifesto che si può trasformare il sistema del-

l’ equazioni (i)
, (2) in un’inlinilà d’altri, i quali sieno

equivalenti
;
ma il più spesso s’elimina alternativamente una

delle tre indeterminate x
, y ovvero z

,
e si ottengono tra

queste quantità ,
combinate a due a due

,
tre equazioni

,
le

quali appartengono alle proiezioni della curva cercata su cia-

scuno de’ piani coordinati.

Nell’ esempio suddivisalo si ha

due qualunque di queste equazioni danno la terza : desse ap-
partengono (128) ad ellissi, le quali sono le proiezioni

del circolo su ciascun de’ piani coordinati (Compì. 63J.
Affine di concepir chiaramente in qual maniera una

curva è rappresentata dall’ equazioni delle sue proiezioni

fa di mestieri considerare che queste equazioni appartengono

a superficie cilindriche inalzate perpendicolarmente sul-

le proiezioni (192 ,
nello stesso modo che l’equazioni delle

proiezioni d’una retta denotan pure i suoi piani proiettanti.

Segue da ciò che la curva proposta resulta dall’ inter-

sezione delle superficie cilindriche inalzate sopra due sue
proiezioni (Cotnplem. 7 j).

194. Nel maggior numero di casi l’ intersezioni di due
superficie curve non può avere tutti i suoi punti in un me-
desimo piano

,
e forma allora una curva a doppia curva-

tura -, Ufi è, per esempio , l’intersezione d’una sfera e d’un
cilindro retto allorché l’asse del cilindro non passa pel cen-

tro della sfera.

Se suppongasi che la sfera abbia il suo centro nell’o-

rigine c l’asse del cilindro sia parallelo a quello delle z

c che la sua base
,

sul piano delle x e delle y ,
sia un

circolo
,

che passi per l’ origine ed avente per diametro
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l’asse delle x, l’ equazioni delle superficie contenenti la cura
proposta saranno

x'+y'+x^'

,

iox—x%=zy%
,

%

ed avremo
,
per le proiezioni in x

, y ed in x
,
s

,

2ax—x*=j/*

,

2flfx-j-2*=:r*.

Il centro della sfera trovandosi sulla superficie del ci-

lindro
,

la curva proposta potrebbe descriversi fissando una

punta di compasso sopra questa superficie , e facendo girar

l’ altra sulla medesima superficie con un apertura eguale al

raggio della sfera (Completa. 77 ).

Per trovare tanti punti quanti vorremo , bisogna deter-

minare le coordinate y e z col mezzo dell’ascissa x me-
diante l’ equazioni delle proiezioni le quali danno

y = V iux—x*', z— ^r%— lax.

Riconoscesi l’ estensione della curva proposta assegnando

i casi, nei quali queste coordinate divengono immaginarie:

ora non si trovano valori reali per y che da x=o sino

r*
a x— 2a , e per z da x=o sino a x — — dal lato positi-

2a

ro
,
e da x=o sino all’ infinito del lato negativo ; ma egli

è manifesto che non bisogna prendere che la parte dell’a-

scissa x comune alle due proiezioni
,
poiché bisogna che una

delle coordinate divenga immaginaria perchè la curva sia

arrivata al suo limite : dessa non s’ estenderà dunque che da

. r%
x= o sino a x — —

.

2a

La considerazione delle proiezioni stesse conforma que-
sto resultamento. L’equazione in x e y appartenendo al cir-

Tig.ii. colo AE'F' tf
, fig. g 5 ,

il quale serve di base al cilindro,

e quella
,
che contiene i,e:, appartenendo alla parabola

H,,
1
,AH

, di cui il parametro =20
,
ed essendo la distanza

r» .

A1 =£.’ *** è manifesto che non si possono impiegare

nella descrizione della curva proposta che le porzioni E'Ad
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e Wl'h" delle sue proiezioni corrispondenti sull’ asse AB alla

parte Al'.

195. In ultimo
,
per assicurarsi analiticamente che la

curva proposta non è in piano ,
fa di mestieri cercare se

dessa non piò essere l’intersezione d’uno de’ cilindri inal-

zati sulle sue proiezioni per qualche piano. Denotando per

Aa>j-By-J-Cz=D

F equazione d’ un piano qualunque ,
la sua intersezione col

cilindro inalzato sulla parabola Ufi1Ih" sarà rappresentata

dall’ equaziqni

Aa:-j-Bt/-f-€r=D
,

iax-\-z'=ir'i
;

la proiezione di questa intersezione avrà per equazione sul

piano del y e delle z

Ir* z* 1

A By -f- Cz=D ,
ia

e dovrà coincidere in tutti i suoi punti con quella della

curva proposta sul medesimo piano delle y e delle z ,
la

quale è

ora , ricavasi dalla precedente

_ aaD—A

r

1—saCz-j-Az*

bisognerà dunque che per tutti i valori di z si abbia

^aaD—Ar*—aaCz-f-Az’^» ^ t
(r*—z’)*

V. aaB )
~ T Z

4a*

Sviluppando questo resultato
,

gli faremo prender la forma

P^+Qz3+Rs*+Sz-|-T=o
,

le lettere P , Q , R , S e T denotando de’ coefficienti for-

mali dalle quantità A
,
B

, C
,
D

5
perchè quest’ equazione

sia verificata indipendentemente da z
,
bisognerà che s’ abbia

separatamente
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P=0
, Q=0 ,

R=0
,

S=0
,

T=0.

Ci assicureremo, mediante l’ eliminazione, che ciascuna di
queste cinque equazioni non rientra nell’ altre

,
che in con-

seguenza non si posson determinare i quattro coefficienti A,
B

,
C

,
D in maniera da soddisfare a tutte nel medesimo tem-

po : non v’è dunque alcun piano, il quale possa compren-
dere Ja curva proposta

;
e

, se si volesse determinare z per
mezzo dell’ equazione suddivisala

,
non si potrebbe avere

al più che quattro valori
,
di talmanierachè la curva proposta

non può esser tagliala da un piano in più di quattro punti.

FINE.

607858
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