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“I must not fear.

Fear is the mind-killer.

Fear is the little-death that brings total obliteration.

1 will face my fear.

1 will permit it to pass over me and through me.

And when it has gone past | will turn the inner eye to see its path.
Where the fear has gone there will be nothing.

Only I will remain.”

(Frank Herbert, Dune)



RESUMO

O crossover point representa um ponto onde as instancias do problema de satisfacao
booleana (SAT) sédo muito mais dificeis de serem resolvidas. O objetivo desse trabalho
é fazer uma investigacdo do comportamento das insténcias ao serem executadas no
algoritmo de Grover. O algoritmo de Grover € um algoritmo quantico utilizado para
encontrar um elemento em uma lista desordenada que apresenta comportamento as-
sintético da ordem de v/N, onde N é a quantidade de elementos na lista. Para sua
implementacéo, fez-se uso da linguagem Ket e do simulador de computacéo quantica
QuBox. A investigacao faz uso de instancias SAT geradas aleatoriamente, porém limi-
tadas no numero de qubits. Foram implementados, além do algoritmo de Grover e o
de geracao de instancias SAT, um algoritmo para converter tais instancias em oracu-
los de Grover e um algoritmo para iterar o algoritmo de Grover, quando o numero de
respostas para o oraculo é desconhecido. Devido as diversas limitacées e ao tempo
necessario para a execugao das instancias, ndo foi possivel ter uma visdo clara sobre
a real complexidade da execucao de instancias SAT no ponto de crossover, quando
executadas no algoritmo de Grover.

Palavras-chave: Algoritmo de Grover. Problemas de Satisfacao Booleana. Crossover
point.



ABSTRACT

The crossover point represent a point where the instances of the satisfaction problem
(SAT) are incredibly hard to answer. The objective of this work is to do an investigation
of the behaviour of the instances when executed in the Grover algorithm. The Grover
algorithm is a quantum algorithm that finds an element in an unordered list that has
an asymptotic behavior of v/N, where N is the number of elements in the list. For it's
implementation, it used the language Ket and the quantum computer simulator QuBox.
The investigation made use of randomly generated SAT instances, but limited in the
number of qubits Besides the Grover algorithm and the generation of SAT instances, it
was also implemented an algorithm to convert the SAT instances into quantum oracles
and an algorithm to iterate the Grover algorithm when the number of answers of the
oracle is unknown. Due to the limitations found and the time needed to execute the
instances, it wans’t possible to have a clear understanding of the real complexity to run
the SAT instances in the crossover point, when excecuted in the Grover algorithm.

Keywords: Grover algorithm. Boolean Satisfaction Problem. Crossover point.
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1 INTRODUGAO

Desde a criacao dos computadores, muitos estudos tém sido dedicados ao aper-
feicoamento de seus componentes e algoritmos, com o intuito de conseguir executar os
programas de maneira cada vez mais rapida. A partir desses estudos, vieram grandes
avancos tecnoldgicos, mas a estrutura basica sobre a qual se faz a computagéao nunca
foi alterada.

O uso de silicio e cbdigo binario é a base da computacao classica e, apesar de
suas limitacdes, principalmente a necessidade de dissipacao de energia, 0s circuitos
integrados vinham sendo rapidamente melhorados, chegando a duplicar sua capaci-
dade a cada 2 anos (MACK, 2011). O atingimento do limite fisico de calor das pegas
do computador mostrou que é necessaria a pesquisa sobre novas maneiras de se
arquitetar computadores, criando interesse em varias novas areas de pesquisa.

Com esse interesse e os avancos cientificos feitos na area da fisica quantica, foi
criada uma nova area de pesquisa chamada Computacao Quéantica, que tem por obje-
tivo tentar criar um computador que tenha mais processamento que os computadores
atuais, conhecidos como classicos, a partir de propriedades fisicas apenas vistas no
campo quantico.

A area de computagcao quantica ja teve varios avancos teéricos importantes,
por exemplo, a criagdo de algoritmos, como os algoritmo de Shor (SHOR, 1994) e de
Grover (GROVER, 1996), sendo eles algoritmos que apresentam ganhos exponencial
e quadratico, respectivamente, se comparados com suas contrapartidas classicas. Po-
rém ainda nao foi possivel verificar os ganhos esperados da computacdo quantica,
uma vez que os computadores quanticos atuais ndo suportam a execucao de gran-
des circuitos quanticos. Isso ocorre pois nao existe ainda alguma maquina fisica que
consiga fazer esse calculos com uma taxa de erro aceitavel, e as maquinas atuais, cha-
madas de NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum) (PRESKILL, 2018), ainda néao
tém a capacidade de executar problemas grandes e complexos como o deste trabalho.
Com o objetivo de superar essas adversidades, foi preciso utilizar um simulador para a
execucgao dos algoritmos. Contudo, ao se utilizar um simulador, ndo € possivel ter efeti-
vamente a aceleragao esperada da execucgao dos algoritmos quanticos. Isso dificulta a
medicao veridica do custo computacional da execucéao de problemas, portanto foram
utilizados outros tipos de métricas para fazer as avaliagées necessarias.

O trabalho é composto inicialmente de uma revisao teédrica sobre os assuntos
abordados na pesquisa. Primeiro serd vista uma revisdo do problema de satisfagao
booleana, em que sera explicado o problema e também o conceito do crossover point,
que sera o foco desse trabalho.

Dentro ainda da revisao teorica, serao apresentados conceitos de fisica quan-
tica, explicados e exemplificados dentro do contexto da computagcédo quantica. Dessa
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forma nao sera necessario entendimento prévio da area para entender o resto do
trabalho.

A ultima parte da revisdo € a explicacdo em detalhes do algoritmo de Grover,
apresentando para tal um exemplo mostrando os detalhes mateméticos e as portas
l6gicas.

Apés a revisao, é abordado o problema do trabalho, a relagdo do problema
SAT, mais especificamente o crossover point, com o oraculo de Grover, demonstrando
como € possivel um algoritmo de Grover resolver problemas SAT. Essa relagédo é
baseada na relacdo entre instdncias SAT e um oraculo quéntico utilizado no algoritmo
de Grover. Sao entao explicadas as implementacdes dos algoritmos produzidos para
esse trabalho, séo eles: o algoritmo de Grover, o algoritmo de geracao de instancias do
problemas SAT, o algoritmo de transformacao de instancias SAT em oraculos quéanticos
e o algoritmo de validagao de entradas para instancias SAT. Também é apresentado
um algoritmo classico para o teste da satisfacao de instancias (MENG, 2017), utilizado
para auxiliar a identificar as instancias satisfaziveis.

Ao final do trabalho, sdo apresentados os graficos obtidos, buscando demonstrar
a complexidade e a capacidade do algoritmo de Grover de resolver as instancias
SAT geradas. Com esses graficos, sera analisado o efeito do crossover point sobre o
algoritmo de Grover. A partir desses graficos, também serdo analisadas as limitagdes
atuais de se tentar aplicar o algoritmo de Grover em casos reais, tentando testar ao
maximo o simulador utilizado, para ver quais a limitagées que ele apresenta. Também
sera analisado se o algoritmo de Grover, nesse contexto, € util para resolver instancias
SAT.

1.1 MOTIVACAO

Os estudos na area da computacao quantica sdo importantes para se entender
as limitacdes dessa nova area do conhecimento. Além disso, a aplicagéo de algoritmos
ja conhecidos dentro de um computador quéantico € vital para se compreenderem as
limitacdes reais que estes podem apresentar. Com esse trabalho, sera possivel enten-
der melhor o funcionamento do problema SAT no contexto de um computador quantico,
dando uma visao de como outros algoritmos NP-completos podem ser executados em
tal contexto.

1.2 PERGUNTA DE PESQUISA

O problema SAT é um problema importante para o estudo de classes de algorit-
mos. Notadamente, instancias SAT, cuja taxa dada pelo nimero de clausulas, dividido
pelo numero de variaveis, gira em torno de 4,2, regido conhecida como crossover point,
apresentam maior dificuldade de resolucao.
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Posto isso, esse trabalho tem como objetivo responder a pergunta de qual é o
comportamento do problema SAT, ao ser executado em um computador quantico?

1.3 OBJETIVOS

O objetivo principal deste projeto de pesquisa € investigar o funcionamento do
algoritmo de Grover, quando utilizado para resolver instancias do problema SAT proéxi-
mas do crossover point. Desse modo, estabelecendo relagdes entre a complexidade
das instancias SAT sendo executadas em um algoritmo classico em relacdo a um
algoritmo quantico.

1.3.1 Objetivos Especificos

1. Compreender e implementar o algoritmo de Grover .

2. Verificar capacidade do algoritmo de Grover de resolver instancias SAT dada a
relacdo de clausulas por variavel de cada instancia.

3. Analisar a complexidade computacional de se adaptar o algoritmo de Grover para
resolver instancias SAT.

4. Analisar quais instancias apresentam maior dificuldade de serem resolvidas pelo
algoritmo de Grover.

5. Analisar a utilidade do algoritmo de Grover nesse contexto ao invés de algoritmos
classicos.
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2 REVISAO TEORICA

Este capitulo apresenta uma reviséo tedrica sobre o problema da satisfagao boo-
leana, apresentando o que é o crossover point. Depois sdo vistos 0s conceitos basicos
de computacao quéntica necessarios para o entendimento do trabalho, bem como
serdo apresentados os postulados da mecanica quantica. Em seguida, explica-se em
detalhes o algoritmo de Grover, utilizando um exemplo para ilustrar 0 seu funciona-
mento.

2.1 PROBLEMA DA SATISFACAO BOOLEANA

O problema da satisfacao booleana (SAT) consiste em encontrar uma atribuicao
de valores verdade que satisfaca, ou seja, torne verdadeira, uma féormula booleana.
Uma férmula booleana é uma expressdo envolvendo varidveis booleanas, como py,
po, € operadores booleanos, como V (ou), A (e) e = (negagdo). As variaveis recebem
valores TRUE ou FALSE, e, ao se aplicarem os operadores lo6gicos, seguindo as
premissas da logica classica, dadas pelas tabelas verdade dos operadores, a avaliacao
da férmula retorna um desses valores. Diz-se que uma férmula booleana é satisfeita
ou satisfazivel se existe uma entrada que a valida, ou seja, que retorna o valor TRUE.
Assim uma férmula é insatisfazivel, se ndo houver entrada qualquer que satisfaca
a férmula. Com isso, podemos definir o problema da satisfacdo booleana como o
problema de determinar se uma férmula booleana é satisfazivel ou nao.

O problema SAT é importante dentro da area de estudo de complexidade de pro-
blemas Hopcroft et al. (2006). Dentre as classes de complexidade, a classe NP assume
central importancia. Definida como a classe de problemas decidiveis em tempo nao
deterministico polinomial (SIPSER, 2013), estao nesta classe os problemas para os
quais ndo existe forma conhecida (algoritmo) de se encontrar uma resposta em tempo
polinomial, sendo necessario fazer uma busca exaustiva sobre o conjunto de dados
da entrada para se determinar a solugcado do problemas. Essa busca exaustiva pode
tomar tempo exponencial ao tamanho da instancia de entrada. No caso do problema
SAT, a dificuldade é de se descobrir se existe uma atribuicdo de valores verdade para
as variaveis que valide a férmula, criando a necessidade de testar todas as possiveis
interpretagdes ou se comprovar que nao existe uma atribuicao possivel e, portanto, a
formula é insatisfazivel. Porém, os problemas classificados como NP tém a caracteris-
tica de que eles verificam eficientemente solugdes do problema, isso significa que, ao
se apresentar uma solucao possivel, é possivel determinar, em tempo polinomial, se
essa solucéo € ou ndo uma solucéo para o problema. (HOPCROFT et al., 2006)

O problema SAT é classificado como NP-Completo (SIPSER, 2013), uma sub-
classe dos problemas NP, sendo este o primeiro a ser classificado como tal pelo
teorema de Cook-Levin (COOK, 1971). Ele é usado como base para se provar que ou-
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tros problemas sao também NP-Completos. Dada a existéncia de diversos problemas
que podem ser reduzidos em problemas na classe dos NP-Completos, € de interesse
se descobrir maneiras mais rapidas de se resolver tais problemas e, em particular,
o problema SAT. A dificuldade em se demonstrar a impossibilidade da existéncia de
algoritmos em tempo polinomial que resolvam problemas NP-Completos, bem como
a dificuldade de se provar que tais algoritmos nao existem, caracteriza o mais impor-
tante problema ainda em aberto na area da computagéao, conhecido como P 2 NP
(FORTNOW, 2009).

Uma férmula légica pode ser reescrita, restringindo o conjunto de operadores
l6gicos e também a forma de suas cldusulas. Uma forma normal conjuntiva - CNF -
restringe o conjunto de operadores a apenas V (ou), A (e) e — (negacéo) e o formato
da formula deve ser uma "conjuncao de disjuncdes" onde os literais de uma clausula
sao conectados com V e as clausulas sao conectadas com A (SIPSER, 2013). Este
formato é usado como base para o padrdo DIMACS-CNF !, que é o formato padrdo
utilizado em competicoes de algoritmos para solugao de SAT.

O padrdao DIMACS-CNF consiste em representar a formula em um formato
textual, onde a primeira linha, conhecida como cabecalho, tem o formato p cnf #v #c,
onde v é o numero de variaveis e ¢ € o numero de clausulas. Apds essa linha, todas
as préximas linhas descrevem uma clausula, indicando os literais que estao dentro da
clausula, terminando a linha com um 0.

Como um exemplo, tomemos a formula (p2V p3) A(—p1V—-p2V-p3)A(p1V-p2V
p3), que tem 3 variaveis e 3 clausulas. Quando representada em formato DIMACS,
tem-se:

pcnf33
230
-1-2-30
1-230

Para se validar uma formula, quando em uma CNF, pelo menos um literal de
cada clausula deve assumir valor verdade verdadeiro. A formula acima tem com uma
resposta possivel (—p1 A =p2 A p3), que pode ser facilmente verificada associando
a estas valor verdade verdadeiro e constatando que cada variavel valida pelo menos
uma clausula da férmula.

Uma variante do problema SAT é o 3-SAT, também reconhecidamente NP-
Completo, onde toda clausula contém exatamente 3 literais. Essa variagdo sera usada
durante o trabalho, por sua simplicidade no niumero de literais por clausula e por ser co-

' Link para leitura mais extensa do formato DIMACS-CNF: hitp://www.domagoj-
babic.com/uploads/ResearchProjects/Spear/dimacs-cnf.pdf
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nhecido que um problema SAT qualquer, com um numero maior de literais por clausula,
pode ser transformado, em tempo polinomial, em um problema 3-SAT (HOPCROFT
et al., 2006).

Como mencionado, outros algoritmos classificados como NP-Completos sao
equivalentes em questao de complexidade computacional ao problema SAT, portanto
tém a caracteristica de que podem ser reduzidos a um problema SAT. Com isso, €
criada a necessidade de se encontrar as maneiras mais rapidas de se resolver um
problema SAT e entender seus casos mais dificeis.

2.1.1 Crossover point

Dado que uma formula booleana é constituida por um numero ¢ de clausulas e
por um numero v de variaveis, pode-se fazer uma relagao de E, e, como demonstrado
por Crawford e Auton (1996), existe uma ligagéo entre essa re%agéo e a dificuldade de
resolver uma instancia do problema SAT em especifico. Ao se avaliar essa relagao, é
possivel entender que, quando o valor da divisdo € muito pequeno, ou seja, existe um
namero proximo de clausulas e variaveis, é computacionalmente simples de resolver
o problema e, quando se tém muitas mais clausulas que variaveis, € facil provar que
nao existe como resolver o problema.

100 T T L

Parcent Satisfieble —+—

Difficulty -+-
80 | 4
80 - 4
40 + _
2 i ]

;

0 e s M
0 1 2 3 7 8 2] 10

Figura 1 — Relacao entre dificuldade de execucéo e porcentagem de satisfazibilidade.
Obtido em (CRAWFORD; AUTON, 1996)

Porém, como é possivel ver na figura 1, quando essa relacdo se aproxima do
valor 4,2, existe uma grande dificuldade computacional para encontrar essa resposta,
pois nesse ponto se encontram as formulas onde € praticamente necessario fazer
uma busca exaustiva de todas as possibilidades, para poder provar tanto se existe um
resultado possivel que satisfaca a teoria l6gica, quanto se essa formula € insatisfazivel.
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Esse ponto, batizado de crossover point, tem seu valor exato dependente dos
tipos de problemas SAT analisados variando em cada caso, porém ele sempre existe
préximo do valor 4,2. Essa analise foi feita utilizando algoritmos classicos para resolver
os problemas SAT, e, como ainda nao foram encontradas formas mais eficientes de se
resolver problemas NP-completos, todos problemas SAT que se utilizam de algoritmos
classicos para sua resolugdo devem cair nessa classificagdo de dificuldade. Porém,
0 que aconteceria, caso os mesmos problemas fossem resolvidos por algoritmos de
outras arquiteturas, como um computador quantico?

2.2 COMPUTACAO QUANTICA

Nas proximas secoes, serdo explicadas no¢des basicas de computacdo quan-
tica para o entendimento do algoritmo implementado. Nelas serdo revisados conceitos
basicos de notagdes da fisica quantica, além de seus postulados, 0s quais serao
utilizados para se entender melhor o funcionamento de um computador quantico.

2.2.1 Notacao de Dirac

A notacdo de Dirac (DIRAC, 1939), também conhecida como notacao bra-ket,
€ amplamente usada no campo da computagé@o quantica. Consiste tanto de ( | como
| ), onde ’| )’, chamado de ket, representa um vetor, também conhecido como vetor
coluna, e ’( ', chamado de bra, representa seu conjugado transposto, representado
por T, ou seja um vetor linha. Pode ser interpretado também que (| representa um
mapeamento linear de um vetor para um numero.

A notacédo tem propriedades importantes como:

* ) = (Wlf;
. (E\tl)> representa o produto interno dos vetores, mas pode ser interpretado como
a aplicagao do vetor [{p) no mapeamento (&| e é representado como
o
(&) = [Eg E];,] C o= Egll)o+"'+<iiﬂl)n- (1)
Yn

* [P) (&| representa o produto externo dos vetores.

2.2.2 Postulados da mecéanica quantica

Para entender sobre computacédo quantica, € necessario primeiramente enten-
der sobre a mecéanica quantica que rege o funcionamento dos computadores quanticos.
Para isso, € importante conhecer os postulados da mecéanica quéantica que serdo usa-
dos como base para se entender os conceitos utilizados.
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Nielsen e Chuang (2011) listam 4 postulados e, com eles, é possivel ter a base
necessaria para entender o funcionamento de algoritmos quanticos. Cada postulado
sera explicitado e contara com um topico subsequente que mostrara a utilizacao do
postulado na pratica.

2.2.2.1 Postulado 1 - Espaco do estado

Postulado 1 Associado a cada sistema fisico fechado, existe um espaco de Hilbert 2
conhecido como espago do estado, onde o sistema pode ser completamente descrito
por um vetor unitario conhecido por vetor do estado.

Qubit

O postulado 1 determina uma relagéao entre vetores e espaco de Hilbert, entdo
0 vetor do espaco pode ser visto como um vetor da algebra linear, podendo assim ser
utilizado em operagdes matriciais da algebra linear. Com essa ideia, foi criado um con-
ceito chamado qubit, o quantum bit, que é representado por um vetor do espaco e pode
ser utilizado em operacodes similares a portas légicas para se fazerem computacoes
com os qubits.

Mas qual a motivagao de se utilizar qubits, em vez de de bits classicos? O bit é
um conceito fundamental da computacao classica, onde se cria uma base binaria para
os estados possiveis do bit, sendo eles 0 ou 1. J4, na computagado quantica, pelo fato
de se utilizarem vetores como a unidade fundamental de computagéo, é possivel fazer
calculos mais complexos que um bit classico. Entdo a principal diferenga entre qubits
e bits classicos € que os qubits podem estar tanto nos estados 0, 1, como em estados
intermediarios resultantes da combinacao linear do estado 0 e 1.

Para se representar os qubits, utiliza-se a notagdo de Dirac (introduzida da
Secéao 2.2.1), onde o vetor utiliza uma base para representar o estado atual do qubit.

Comumente se utiliza a chamada base computacional {|0), |1)} para representar os

. 1 0
qubits, sendo os vetores representados da forma |0) = 0 ell)= n

Utilizando a base computacional como exemplo, um qubit qualquer pode ser
descrito pela equacgao

[b) = x|0) +B[1). ()

onde « e 3 sdo numeros complexos.

Dada essa combinacao linear descrita pela equacao 2, € possivel criar uma
representacdo de uma esfera para todos os estados possiveis, colocando os estados
de base como dois vetores em mesma direcdo porém em sentido opostos da esfera,
essa representacdo é chamada de esfera de Bloch [Figura 2], onde cada ponto da

2 Espaco de Hilbert é um espaco vetorial com produto interno
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10)+i[1)
V2

Figura 2 — Representagdo da esfera de Bloch. Retirado de: https:/quantum-
ket.qgitlab.io/qubox/qc.html

superficie representa um estado possivel do qubit. Os estados que se encontram
numa posicao diferente dos estados base se diz estarem em superposi¢éo, onde o
seu estado € dado por uma combinagéo qualquer originaria da equacgao 2.

Dos estados em superposicao, existe um notavel para esse trabalho, o estado
I-). Ele é equivalente a (|0) —|1))/+/2 e sera utilizado em explicagdes futuras.

2.2.2.2 Postulado 2 - Evolugao

Postulado 2 A evolugdao de um sistema quéntico fechado pode ser descrita por uma
transformacgé&o unitaria. Logo o estado |\b) do sistema no tempo t; esta relacionado ao
estado |1l)’ > do sistema no tempo t> pela operagdo unitaria U, criando a relagao

W) = U ). @)

Operacoes quanticas

Pelo fato de os qubits serem representados por vetores, as transformacdes
unitarias podem ser representadas por matrizes de transformacéo linear, as quais
mapeiam o vetor de estado, qubit, para outro vetor de estado. Esses operadores depois
serao utilizados como portas légicas quanticas, para se construir algoritmos quanticos
onde as portas terdo os nomes das operacdes quanticas.
Operador Unitario - Essas operacdes sao unitarias, ou seja, a sua inversa sao iguais
ao seu conjugado transposto, conhecido como operador adjunto

U= U (4)



Capitulo 2. Revisao tedrica 17

Isso traz a propriedade de que qualquer operador unitario aplicado ao seu
adjunto resulta na matriz identidade, portanto qualquer operagao unitaria pode ser
revertida. Além disso, todo operador cujo adjunto é igual a matriz original € o seu
proprio inverso, logo, ao se aplicar duas vezes a mesma operacgao, o vetor de entrada
continuara inalterado:

uut = 1. (5)

| € o operador identidade, que sera explicado posteriormente.
Alguns exemplos de operagdes unitarias sao:

1. Operador X - O operador X é representado pela matriz:

0 1
X = [1 o] . (6)

E representa a transformacéo {|0) — |1),|1) — |0)} e tem equivaléncia com a
porta légica classica NOT

2. Operador de Hadamard - O operador de Hadamard é representado pela matriz

1 1 1
H = 7 [1 _1]. (7)

0)+ 1 0)—|1 A
19+ ell) — M Essa porta é utili-
, . V2, . V2
zada para criar uma superposicao em qubits. Por isso, 0 operador de Hadamard
€ comumente utilizado para criar uma inicializagao dos valores dos qubits, onde
0s qubits que passarem por esse processo podem compdr um sistema composto

[postulado 4] de qubits em superposicao.

E representa a transformagéo |0) —

Tomando como exemplo o algoritmo de Grover, os qubits tém primeiramente o
valor |0) e, apGs passarem pelo operador H, eles seréo transformados para o
10)+11)
v
3. Operador Identidade - O operador identidade representa uma operagao que
nao altera o valor que for operado e é representado por:

10
| = [o 1]. (8)

estado
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Dado que qualquer operador pode gerar o operador identidade, é possivel per-
ceber que os operadores sao reversiveis, caso seja aplicado o Hermitiano do
operador, porém é também notavel que, caso um operador cujo Hermitiano é
igual ao operador original for aplicado duas vezes, a operagdao também sera
revertida. Esse conceito € importante para uma técnica que sera utilizada cha-
mada descomputacao, que serd melhor explicada na sub-secao 2.2.5, e com
ela é possivel reverter operagdes em qubits, assim limpando os qubits utilizados
de modificagdes de valores e entrelacamentos [postulado 4] consequentes das
operagdes utilizadas.

2.2.3 Postulado 3 - Medicao

Postulado 3 As medidas quéanticas podem ser descritas por uma colecado Mmy de
operadores de medicdo. Essas sdo operagbes que agem sobre um espago de estado
sendo medido. O indice m se refere ao resultado possivel que pode acontecer no
experimento. Se o estado do sistema quéantico é |\p) imediatamente antes da medigéo,
entdo a probabilidade do resultado m acontecer é dada por

p(m) = (| My,Mm ). (9)

onde o estado do sistema depois da medicdo é

MT v (10)
(W MyMm [¥)
O operador de medicdo satisfaz a equacdo de completude
S MjMm = 1. (11)
m

A equacio de completude expressa o fato de que todas as probabilidades se somam,
chegando em 1

1=3"p(m) = 3" (| MyMm ). (12)
m

m

2.2.3.1 Colapso do qubit

Como visto anteriormente, os qubits podem estar em superposi¢des, ampliando
as possibilidade de representacdes de estados. Porém, ao serem medidos, o resul-
tado sempre sera um dos estados da base dos operadores de medida, logo existe
uma probabilidade envolvida na chance de qual estado da base sera o resultante da
medicao da superposicao e o calculo de probabilidade de um qubit colapsar em um
dos estados da base é dado pela equacéo (9). Quando um estado do espago que se
encontra em superposi¢cao € medido e seu estado € alterado para algum valor dos
autoestados do operador de medida, se diz que ele colapsou. O colapso é a Unica
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acao sobre um estados de que nao € reversivel, logo ndo existe operacao que retorne
um qubit colapsado para o estado que se encontrava antes da medicao.

Para exemplificar, consideremos o qubit no estado «|0) + 3 |1). Ele tem como
caracteristica que \oc]z é a probabilidade de se medir |0) e \B|2 € a probabilidade de
se medir |1). E notavel pela equacdo (12) que existe uma relagdo entre essas duas
probabilidades, e essa relagdo pode ser expressa pela equagao ]oc|2 + |[3|2 =1e,com
essa relacao, pode-se chegar a conclusao de que, ao se aumentar a probabilidade de
um dos resultados possiveis, o outro ira diminuir também.

2.2.4 Postulado 4 - Sistemas compostos

Postulado 4 O espaco do estado de um sistema composto é o produto tensorial dos
espacos dos componentes do sistema. Além disso, se tivermos 0s sistemas numerados
de 1 até n, e o sistema numero i esta preparado no estado [\;), entdo o estado conjunto
total do sistema é 1) ® |Wo) @ -+ @ [Pp)

2.2.4.1 Sistemas compostos

Sistemas compostos quanticos sao sistemas com mais de um qubit que séo as-
sociados pela operacao de produto tensorial entre os qubits individuais, criando assim
um vetor que representa todo o sistema composto. Uma maneira de se representar a
operacao entre dois qubits que estdo associados em um sistema composto com maior

facilidade é: 1) ® [b2) = [b112)

Com a unido de, por exemplo, |0) e |0) temos, |0) @ |0) = |00) =

o O o =

E na unido de |1) e |0) temos, |1) ® |0) =|10) =

o =+ O O

A representagdo mais utilizada desses dois exemplos € |00) e |10), porém
comumente se faz a transformacgédo dos numeros de dentro para numeros decimais,
com o objetivo de facilitar a leitura, tendo nesse exemplo |0) e |2).

2.2.4.2 Evolucao de sistemas compostos

O sistema composto também pode sofrer uma evolugao e, como a evolucao
mostrada na secao 2.2.2.2, pode ser representada por uma operagao linear. Para
se criar uma transformacgao para um sistema composto, pode-se fazer um produto
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tensorial entre operacdes de sistemas menores, onde a dimensao da operagao sera o
produto das dimensdes das operacdes que a compdem

U|00) = (U U)|00) = U|0) ® U|0). (13)

As operacgbes entdo sao sobre todos os qubits do sistema composto, a menos
que seja explicitado quais s&o os qubits alvo pela notagéo U;, sendo isso equivalente,
em um sistema composto de tamanho n, a:

Ui=/0®/1®...®Uj®...®ln. (14)

2.2.4.3 Emaranhamento Quantico

O emaranhamento quéntico, as vezes descrito como entrelagcamento, acontece
quando um sistema composto ndo pode ser descrito pelo produto tensorial de cada
qubit. Os estados Bell, por exemplo, sdo estados que se encontram emaranhados,
sendo um deles:

|00) +|11)

W) = B

A partir desse estado, ndo ha nenhum qubit |a) e |b) tal que [V) = |a) + |b).

Com isso nao € possivel aplicar alguma operagéao sobre um qubit em especifico
sem afetar os outros emaranhados, ja que ndo podem ser representados como qubits
individualmente. Essa relagao entre os qubits se aplica ndo s6 quando se faz uma
evolucao do sistema, mas também quando se faz uma medicao dos qubits.

Isso é possivel de se notar no estado de Bell |{), pois, ao se medir o primeiro
qubit, o segundo ird colapsar para o0 mesmo valor, ja que existem apenas duas possibi-
lidades, |00) ou |11).

(15)

2.2.5 Descomputacao

Como dito na segao 2.2.2.2, a descomputacao é uma técnica para “limpar” os
qubits e, com o entendimento do emaranhamento quéantico da secao 2.2.4.3, é possivel
entender melhor como funciona e para que serve a descomputacao (BICHSEL et al.,
2020).

Algumas operacdes lineares transformam um sistema composto nao emara-
nhado em um estado emaranhado. Entretanto, pela natureza das operacées quanticas
de serem reversiveis, é possivel reverter o estado de emaranhamento quéntico de
um sistema, caso a operagao inversa da operacao que entrelagou seja aplicada no
sistema de novo. Também € possivel aplicar operagcées que resultam em sistemas
emaranhados de sistemas ja emaranhados, colocando o que poderiam ser chamadas
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de camadas de emaranhamento, e, para reverter, &€ necessario aplicar as operagdes
inversas em ordem reversa, assim voltando ao estado ndo emaranhado.

Com isso, é possivel fazer a descomputagdo em cima de um sistema que pas-
Sou por operagdes que causaram o sistema se tornar emaranhado, algo importante,
caso 0s qubits de um sistema emaranhado precisem ser separados do sistema para
passar por operagcbes ndo locais ou medigdes, sem alterar outros bits que estejam
emaranhados.

E importante ressaltar que, como dito na sec¢do 2.2.3.1, a agdo de medir um
qubit ndo é reversivel, logo, caso um qubit colapse em algum resultado, ndo serao
possiveis operacdes para se retornar ao estado anterior. Com isso, a operacao de
medicao de qubit € a Unica operacao que nao pode ser descomputada e, portanto, é
comumente feita apenas no final da execug¢ao dos algoritmos.

2.3 ALGORITMO DE GROVER

O algoritmo de Grover € um dos primeiros algoritmos quéanticos a demonstrar
vantagem sobre um algoritmo classico, inventado por Lov Grover (GROVER, 1996).
O objetivo do algoritmo € fazer uma busca por itens em uma lista ndo ordenada, o
que, em um computador classico, demanda O(N) avaliagbes, onde N representa a
quantidade de itens da lista, pois, no pior dos casos, seria necessario avaliar todos
os N itens para encontrar o item buscado (CORMEN et al., 2009). Ja o algoritmo de
Grover consegue resolver usando apenas O(v/N) avaliacées.

O Algoritmo em si € dividido em trés partes, que serdo detalhadas em seguida.
Estes passos sdo a inicializacdo, a aplicacdo do iterador de Grover por até O(v/N) ve-
zes e, por fim, a medi¢éo do resultado final. Para a execugéo do algoritmo € necessario
n = logo(N) qubits de entrada que serdo utilizados para a busca, mais os qubits auxi-
liares utilizados para guardar o resultado intermediario das clausulas avaliadas, além
de um oraculo quantico que serve para marcar os itens que estdo sendo procurados
na lista.

Nesta secao, o funcionamento do algoritmo sera explicado em mais detalhes,
sendo intercalado com se¢des de exemplos que serao utilizadas para seguir um exem-
plo real de uma execugao do algoritmo de Grover, nas quais serdo apresentadas tanto
uma visualizacdo matematica quanto quais portas légicas seriam necessarias para a
implementacao da parte do algoritmo sendo explicada.

2.3.1 Inicializacao

A primeira parte do algoritmo é conhecida como a inicializagéo. E uma parte
importante, porém que acontece apenas uma vez no inicio da execugao do algoritmo
e consiste em distribuir igualitariamente as probabilidades entre os estados da base
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computacional possiveis dos qubits de entrada. Os qubits de entrada sao inicializados
em |0) e nessa etapa sao aplicadas em todos eles portas Hadamard, assim criando
um sistema em superposicao dos qubits onde as amplitudes de todos os estados tém

, 1 . "
uma mesma amplitude com o valor de TN Com os qubits nesse estado, 0s proximos

passos do algoritmo poderao avaliar entre todas as possibilidade representadas pelos
qubits.

2.3.1.1 Exemplo - Inicializagéo

O exemplo que sera seguido nessas sec¢des sera a busca pelo numero 4 na lista
de numeros [0, 1, ..., 6, 7]. A lista esta em ordem para simplificar a explicagcéo, porém os
elementos representados pelos qubits estardo em uma ordem aleatéria. Nesse caso o
valor de N é igual a 8. Para a criagdo da lista com todas as possibilidades, sdo neces-
sarios 3 qubits (log>(8)) e passar cada um individualmente por uma porta Hadamard,
assim colocando os qubits em superposicao, representando todas as possibilidades
das listas.

W) = H|0) ® H[0) @ H|0), (16)
1 1 1
- (500 +1m) @ (500 1) e (S50 +m), a7
1
= 50+ 1) +12) +13) + 14) + [5) +16) +[7). (18)

Como demonstrado na equacao 18, apds a aplicacao das portas H, o estado do
sistema € um vetor de todas as possibilidades, todas com a mesma probabilidade de

o1
medicao, 3

2.3.2 Iterador de Grover

O iterador de Grover é a operacéo que sera aplicada O(v/'N) vezes, uma seguida
da outra, tendo como a saida de uma operacgao, a entrada da outra. A operacao €
dividida em duas partes, o oraculo e o difusor, sendo o primeiro uma operacao unica,
dependendo da funcao que o algoritmo esta tentando responder, enquanto o difusor
aplica uma transformacgéao de rotacao de fase no sistema e tem uma forma conhecida,
porém nao existe apenas uma maneira de se implementar.

2.3.2.1 Oraculo

O oréaculo serve para selecionar, entre todas as possibilidades do sistema, os
estados que atendem a funcéo que o oraculo representa, fazendo uma rotagcdo em Z
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qlO]
ql1]

ql2]

Figura 3 — Aplicacédo de 3 portas Hadamar nos 3 qubits inicializados em |0)

e causando uma troca de sinal nos valores que o oraculo identificar. Esse processo
serve para marcar os estados e sera necessario para a proxima etapa.
A funcéo que o oraculo representa é da forma

f(lww)) =1, Caso seja um dos valores procurados,

19
f(jw)) =0, Paratodos os outros estados de ). (19)

f(lw)) = {

A equacao recebe um vetor ) qualquer e retorna 1 caso o valor seja um dos que
responde a equagao do oraculo, marcado como [),,, € retorna 0 para o0s outros casos.

Depois de ser aplicada a funcéo, serd pego o resultado da funcao e, caso o
resultado seja 1, entdo o estado em questao vai receber a rotacdo em X. Uma repre-
sentagao dessa operagcao como um todo em um vetor é: f(|U) |y)) = [b) |y @ (b)),
onde o qubit |y) é um qubit auxiliar que sera marcado no caso de que [{) ser um dos
valores procurados, ou seja caso a fungéo f retorne 1.

A implementacao real do oraculo pode ignorar a necessidade desse qubit,
usando a porta X para fazer a rotagdo no vetor selecionado, porém ainda € neces-
sario selecionar os estados que atendem a fungao corretamente e, para esse trabalho,
sera utilizado um algoritmo base para se criar o circuito corretamente.

2.3.2.2 Exemplo - Oraculo

Depois de aplicada a inicializacao dos qubits, é passado o vetor resultante como
entrada para o oraculo, que ird marcar o vetor que representa o valor 4 com o sinal
negativo.

1

1) = Ol = =

(10) + 1) + ... — |4) + ... +|7)). (20)
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Portas logicas

Normalmente o oraculo é representado como uma caixa preta, dentro do qual
o conteudo ndo € explicitado. Isso se deve ao fato de o circuito ser baseado em uma
funcdo onde o resultado ndo € conhecido, entdo se deve modela-la como um circuito
quantico, porém, no caso do nosso exemplo, ja sabemos qual € o resultado, tornando
necessario fazer o caminho ao contrario, tentar achar uma fungéo que retorne o valor
desejado. Mas podemos considerar que nao sabiamos inicialmente qual valor estamos
procurando e apenas temos a funcao transformada em circuito l6gico da imagem 4.
Uma mesma expressao pode ser implementada de diversas maneiras em um circuito
quantico, e nesse caso foram utilizados dois qubits auxiliares (q[3] e q[4]), para ajudar
a visualizagao, porém poderiam ser utilizadas maneiras mais simples de se transformar
essa fungao.

As portas em que estao escritas "+", sdo portas not. Algumas delas tém uma
linha vertical com mais dois circulos azuis, essas portas sdo conhecidas como portas
de controle, onde os pequenos circulos azuis controlam a ativagao de uma porta légica
em outro qubit. Nesse caso séo utilizados dois qubits de controle para a aplicacao de
uma porta not em um dos qubits auxiliares. Para ativar essa porta not, € necessario
que todos os qubits de controle estejam no estado 1, assim alterando o valor do qubit
alvo. E utilizada essa porta de controle, mais conhecida como multiple-control-Not,
para fazer a avaliagdo dos valores e apenas ativar a porta not quando a entrada for o
valor procurado.

Apoés a aplicagao das portas, é feita uma descomputacao das operagdes, refazendo-
as em ordem contraria, menos a operacao de marcar, para assim retirar qualquer efeito
de emaranhamento que essas portas possam ter criado entre si.

o W
o W
o W
I
I
|
I

ql3]

ql4]

Figura 4 — Implementacao do oraculo da fungao de exemplo. Também esta na imagem
a parte da inicializacao e dois qubits adicionais.
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2.3.2.3 Difusor de Fase

Nessa parte sera aplicado o difusor de fase representado pela operacao

D =2[) (§| . (1)

Ele representa uma rotacdo em cima da média dos vetores, fazendo com que
valores muito préximos da média sejam pouco alterados e valores longe da média
tenham uma rotacao grande. Como pode ser visto na figura [5].

Esse detalhe € importante, pois, no passo do oraculo, os vetores procurados
tiveram os seus sinais invertidos, tendo assim uma diferenca notavel da média e to-
dos os outros vetores nao tiveram alteragcdes, entdo continuaram muito préximos da
média. Logo, o difusor de fase pouco afetara a amplitude desses outros vetores. Uma
representacdo de como essa rotagao funciona nos vetores durante uma aplicacdo do
difusor pode ser vista na figura [6]

Antes:
.................. Media
< >

A B ‘ C D
Depois
............... Média
< f >

A B C D

Figura 5 — Rotacao de vetores sobre a média.

2.3.2.4 Exemplo - Difusor de fase

O difusor de fase € utilizado no intuito de aumentar a probabilidade de medicao
dos valores marcados. A equacao 21 representa a operacao necessaria para chegar
a esse resultado e abaixo € possivel ver como ela afeta os vetores de entrada. Nao é
necessario entender totalmente a aplicagéo da formula, apenas perceber na equagao
28 que o vetor que esté sendo procurado, |4), teve sua amplitude aumentada, enquanto
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Antes:
..... Média
DR .

A B ‘C D
Depois
..... Média
RN .

A B C D

Figura 6 — Rotagcao do vetor marcado.

a amplitude dos outros vetores diminuiu, criando uma probabilidade muito alta de se

medir o valor 4, caso o sistema seja medido apds a aplicacao do difusor

[Wo) = D(Jy))
= (2[) (W] = 1) [by)
=2 (V1) [b) = [b1)

e dado que: ($[1) = (1+1+1+1-1+1+1+1)/8=6/8

IpSia) = o [) = [tb4)
3(10)..)  2(0) ...~ |4) )

28 28

_([0)+[1) +1[2) +13) +15) +16) + [7)) _ 5(|4))

2\/8 ¥ 2.8

2.3.2.5 Numero de iteracdes

Como ja estabelecido, o numero de iteragces do operador de Grover para chegar
ao resultado é O(v N), porém ainda é vital ter um namero inteiro para a execucao real
do algoritmo. O valor de iteracdes é baseado no numero de respostas possiveis para
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Figura 7 — Implementagéo do difusor de fase.

o oraculo, sendo o nimero dado pela férmula (CRAWFORD; AUTON, 1996)

., _m [N

it < VT (29)
onde t € o numero de resultados que satisfazem a equacgao do oraculo. Com isso, &€
possivel se determinar um maximo de iteracbes que, com uma grande chance, tera
um resultado possivel.

Entretanto, existem casos em que o numero de resultados da equagao néo é
conhecido, como, por exemplo, ao se avaliar um problema SAT, ja que, para determi-
nar o numero de resultados possiveis, é necessario resolver o problema, tornando
redundante a execuc¢ao do algoritmo de Grover.

Como nesses casos nao € possivel determinar com antecedéncia o numero de
iteracdes necessarias para se encontrar o resultado, deve-se executar o algoritmo de
Grover mais de uma vez, com numeros de iteracoes diferentes e depois avaliar se
o resultado final de cada execugéo € correto. Essa maneira de resolver o problema
funciona bem com o problema SAT, pois a avaliacdo se uma resposta € valida para
a férmula demanda um tempo polinomial, assim ndo aumentando a complexidade do
algoritmo (HOPCROFT et al., 2006).

2.3.3 Avaliacao

No estagio final da execucdo, € apenas necessario fazer uma medicao dos
qubits sendo avaliados e, com uma probabilidade muito alta, sera registrada uma
resposta possivel para a fungdo modelada.

Para o exemplo mostrado, foi utilizado um oraculo que tinha apenas uma res-
posta possivel, porém € possivel fazer oraculos que tém mais de uma resposta. Nesses
casos, o oraculo ird marcar todos esses estados e, no préximo estagio, todos irdo au-
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mentar igualmente a probabilidade de serem escolhidos como resposta. Com maior
namero de respostas, também se diminui o numero de iteragées necessarias para se
resolver o problema, criando uma vantagem em utilizar oraculos que tém mais de uma
resposta possivel, ja que serao executados menos vezes e terdo maior probabilidade
de estarem corretos.
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3 DESENVOLVIMENTO

Essa secao é dedicada ao desenvolvimento e execucao dos algoritmos pro-
postos, para, assim, se chegar aos resultados finais. Primeiro sera explicado cada
algoritmo em detalhes, ilustrando seu funcionamento com pseudo-codigo. Com isso, a
proxima secao entrara em detalhes como foi feita a implementacao dos algoritmos, ex-
plicando o processo de unido deles e quais as limitagcdes foram encontradas e impostas
para o funcionamento dos programas.

Apés a execucao do oraculo, todo o resto do algoritmo de Grover segue uma
implementacao normal do problema, em que a implementacdo de um problema SAT
dentro do algoritmo de Grover ndo traz nenhuma outra diferenga, tornando apenas
necessario implementar corretamente a parte de transformar uma instancia SAT em
um oraculo, para, assim, o algoritmo poder resolver essa instancia.

3.1 ALGORITMOS

Essa proxima parte do trabalho sera dedicada a entender os algoritmos utiliza-
dos durante o projeto. Estes serdo o de geracao de instancias SAT, o de transformacéao
de SAT em oraculos, o algoritmo de Grover e o algoritmo de niumero desconhecido de
respostas. Também foi empregado um algoritmo de avaliagédo de instancias SAT, porém,
por ter sido implementado por outra pessoa (MENG, 2017) e seu funcionamento ser
bem conhecido, nado foi entrado em muitos detalhes sobre sua implementacédo. Todos
0s outros algoritmos serao explicados em suas sub-se¢des onde contardo com um
texto explicativo e um algoritmo propriamente dito, demonstrando o funcionamento de
cada um.

Os algoritmos que se utilizam de portas légicas quanticas foram produzidos
utilizando a linguagem de programacéao Ket (ROSA; SANTIAGO, 2021), uma lingua-
gem que torna possivel a simulagcdo de um computador quantico em computadores
classicos. Ja os outros algoritmos foram feitos em Python.

3.1.1 Implementacao de geracao de problemas SAT

Essa implementacao foi baseada no artigo de Mitchell et al. (1992), onde, dado
um numero de clausulas e variaveis, cada clausula é criada ao se selecionarem trés
variaveis em aleatorio, e negando cada com uma probabilidade de 0.5. Os problemas
SAT gerados serdo no padrao DIMACS-CNF, em que cada linha representa uma dis-
juncao, ou seja, cada clausula é separada pela operacdo AND, e cada variavel dentro
de cada clausula é separada pela operacao OR.
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3.1.2 Implementacao de transformacéao de instancias SAT em oraculos

Para compreender a proxima parte do trabalho, é necessario entender sobre
a relagéo entre o problema de satisfacdo Booleana e o oraculo de Grover. Como no
problema SAT é buscado um valor que consiga satisfazer uma instancia SAT, é possivel
representar as variaveis do problema como um vetor binario, em que cada elemento
do vetor guarda se o sinal da variavel é positivo ou negativo, sendo apenas necessario
procurar qual dessas combinacdes € suficiente para responder a férmula.

Com isso, podemos criar uma relacao entre uma instancia SAT e um oraculo
de Grover. Para isso, devemos considerar os qubits de entrada como as variaveis
do problema, onde cada qubit corresponde a uma das posi¢cdes do vetor binario das
variaveis. Assim, as avaliacoes das operacoes serao aplicadas sobre esses qubits de
entrada e o resultado final sera uma medicao desse vetor das variaveis.

Dadas essas relacdes, é apenas necessario converter as operagdes légicas OR
e AND, utilizadas no problema SAT, para portas légicas quanticas, assim, podendo
transformar uma instancia SAT qualquer em um oraculo quantico. A operacao NOT é
facilmente representada pela porta quantica X, entdo ndo necessita de conversao.

— Exemplo utilizando Ket da porta NOT
1 def NOT(qubit):

2 X(qubit):

Diferentemente da computacédo classica, toda operacdo quéantica deve ser re-
versivel, logo ndo existe uma porta quantica que represente uma porta AND na sua
totalidade. Porém, ainda é possivel modela-la em um contexto quantico com a porta
multi-controlada-Not, utilizando os qubits a serem avaliados como os controles e colo-
cando o resultado da operacédo em outros qubits auxiliares. Assim, o resultado de uma
operacao AND entre os qubits de controle é guardado nesse qubit auxiliar, deixando os
qubits avaliados inalterados e, com isso, é possivel ter uma equivaléncia com a porta
AND classica. Um detalhe importante de se notar é que, além de guardar o resultado
em outro qubit, a aplicagdo de uma porta multi-controlada-Not cria um emaranhamento
entre os qubits, entdo € importante aplicar a descomputacao posteriormente, apés a
utilizacao do resultado da operacao.

— Exemplo utilizando Ket da porta AND
1 def AND(avaliados, resultado):

2 with control(avaliados):
3 NOT (resultado)

Ja a porta OR nao tem nenhuma porta com uma equivaléncia direta na com-
putacao quantica, entao, para recria-la num algoritmo quantico, foi utilizada a lei de
De Morgan (X Vv Y) = =(=X A =Y), a fim de facilitar a criacdo dessa porta. Para se
fazer uma implementacdo dessas, é utilizada a implementagao da porta AND acima,
sendo necessario negar os qubits de entrada e o qubit de saida, e entao aplicar um
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AND, assim fazendo uma operacao equivalente a aplicar um OR. Importante notar que
a inversao dos qubits de entrada deve ser revertida logo apds a operacao AND, ja que
eles foram pontualmente negados para fazer a operacéo equivalente, entdo devem ser
revertidos a seu estado antes da aplicacéo da lei de De Morgan, assim, voltando para
seu estado antes da operagédo OR.

— Exemplo utilizando Ket da porta OR
def OR(avaliados, resultado):

with around(NOT, avaliados):
AND(avaliados,resultado)
NOT (resultado)

A WO N =

Com as equivaléncias quanticas das operacoes légicas usadas nos problemas
SAT, foi criado um algoritmo [algoritmo 1] que transforma problemas SAT em um oraculo
de Grover. Este algoritmo é dividido em trés partes, a primeira é onde se recebem os
qubits que representam as variaveis, 0os qubits que representam as clausulas, além de
um qubit auxiliar.

O primeiro passo é a andlise de cada clausula [linha 3], onde serd visto quais
variaveis sdo negativas [linha 7]. Dessa maneira, em cada qubit que representar uma
variavel negativa devera ser aplicada a porta X. Apos isso, deve ser aplicada a opera-
¢do OR nos qubits que representam as variaveis da clausula sendo analisada [linha
12]. O resultado é colocado em um qubit adicional e esse qubit representa o valor
verdade dessa clausula, dado o valor de entrada dos qubits.

Depois de aplicar essas operagoes, o resultado de cada cldusula estara em um
dos qubit adicional, entdo é necessario se retirar o resultado de todas elas, aplicando
uma porta multi-controlada-X em todas ! [linha 4]. Como o objetivo final é fazer uma
marcacao nos vetores que atenderem todas as clausulas, deve-se aplicar a parte do
controle em todas elas e o resultado serd guardado em um qubit adicional. Esse qubit
representa a saida do oraculo e a troca do seu sinal pela aplicacao da porta X que faz
a marcagao dos vetores que terdao suas amplitudes aumentadas.

Contudo, antes de seguir para a préxima parte de ampliagdo de amplitudes, &
primeiro necessario fazer a descomputacao [linha 5], aplicando todas as portas aplica-
das anteriormente, menos a multi-controlada-X, na ordem contraria. Como explicado
na secao 2.2.5, isso serve para retirar os entrelagamentos entre os qubits que as por-
tas l6gicas quanticas colocam, assim limpando os qubits de se interferirem no resto
do algoritmo. Ap6s a descomputacéo, os qubits que representam as variaveis e as
clausulas sao enviados para o difusor de fase.

1

O resto da implementagéo desse algoritmo foi feito no algoritmo 2
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Algorithm 1: Cnf_Oracle
Input :Expressao SAT, qubits |var) e |cla)
Output : Primeira metade do oraculo de Grover
1 x_state < True Vv € Var;
2 X(cla);
3 foreach clausula c in expressédo do

4 list_var <+ Lista vazia;
5 foreach variavel v in clausula do
6 if estado de v (positivo ou negativo) for diferente de x_stateysr then
7 X(var);
8 X_Stateyar <+ not x_stateyzr;
9 end
10 list_var < list_var U var;
1 end
12 | Aplicar porta X em |clac) usando de controle |list_var);
13 end

3.1.3 Implementacao do Algoritmo de Grover

A implementacao do algoritmo de Grover foi bastante similar a uma implemen-
tacdo padrao do algoritmo, porém foi utilizado o algoritmo 1 internamente para criar
os oraculos. Com isso, foi necessério colocar de entrada para o algoritmo a expressao
SAT a ser verificada pelo algoritmo. Como explicado na secéo anterior, algumas partes
do algoritmo 1 foram feitas dentro desse algoritmo, por motivos de simplificar a imple-
mentacao. Essas sdo a parte da porta X no qubit auxiliar [linha 4] e da descomputacao
[linha 5]. Dado isso, foi apenas necessario fazer a inicializagéo dos valores, aplicar as
linhas ja comentadas acima e depois aplicar o difusor de fase.

Com essa implementagdo base, obtém-se a maior parte dos elementos do
algoritmo de Grover, apenas faltando a decisao de quantas execug¢des do operador de
Grover deverao acontecer. Em uma execugao normal do Grover, utiliza-se a formula
29, sendo m o numero de execucdes, N o numero total de elementos da lista e t
o numero de solugdes, a fim de saber o numero de execug¢des necessarias para
ter uma grande probabilidade de se encontrar uma resposta para o oraculo. Porém,
como visto na secdo 2.3.2.5, ndo € possivel saber o numero de solugées de um
problema SAT sem resolvé-lo parcialmente, entdo, caso fosse tentado descobrir o
nuamero de solugdes para assim rodar o algoritmo de Grover, isso tornaria a aceleragao
do algoritmo de Grover inutil, logo foi necessario usar um método para determinar o
namero de execug¢des de um numero desconhecido de solugdes.

3.1.4 Algoritmo para numero desconhecido de respostas

O algoritmo [algoritmo 3] se baseia em uma repeticdo de chutes aleatérios
[linha 4], para determinar o numero de execugdes do iterador de Grover. Portanto, para
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Algorithm 2: Grover

Input :(1) Expressao SAT, (2) it como o numero de iteragdes, (3) |var) e |cla)
sdo listas de qubits com tamanho do numero de variaveis e do numero
de clausulas no estado |0), respectivamente, e (4) |aux) € um qubit
inicializa no estado |1)

Output : Medicao do estado quantico no final do algoritmo

H(|var, aux));

for i < Oto it do

Executar CNF_Oraculo(expressao, |var), |cla));

Aplicar porta X em |aux) usando de controle |cla);

Aplicar as portas de CNF_Oraculo na ordem contréria para fazer

descomputacao;
Aplicar difusor de fase;
7 end

o A WO N =

[=2]

cada iteracao do algoritmo, deve-se executar o algoritmo de Grover [linha 5], utilizando
esse numero gerado como a quantidade de repeticées do iterador de Grover, obtendo
um resultado final (BOYER et al., 1998). Esse deve ser avaliado se é um resultado
possivel para o problema [linha 6], o que é algo que pode ser feito em tempo linear
com um problema SAT, entédo isso nao causa nenhum aumento significativo no tempo
da execucéo final. Porém, caso o resultado ndo seja encontrado nessa execugao, o
algoritmo avancga para a proxima iteragao, assim escolhendo outro valor. Esse valor
€ sempre escolhido dado um maximo m, e este aumenta para cada iteracao, dessa
forma, gerando nimeros cada vez maiores de execugdes do algoritmo de Grover.

Assim, é feita uma busca probabilistica por varios valores diferentes e incre-
mentais de iteracdes do algoritmo de Grover. O valor de m ird aumentar até chegar
0 caso ao valor v/2Y, onde sera rodado mais uma vez com esse valor e, caso nio
seja encontrado valor, o algoritmo retornara que nao foi encontrada resposta para esse
problema. Esse valor da ultima execucao € baseado no caso de que exista apenas
uma resposta, pois este € o caso com a maior necessidade de execucdes do algoritmo.
O algoritmo se baseia na ideia de que, caso existam multiplas respostas possiveis para
o problema, é esperado que alguma seja encontrada, mesmo que o valor de iteragdes
nao seja o valor exato esperado. Isso acontece pois existe a possibilidade de se medir
o resultado correto, mesmo antes de se chegar no numero desejado de iteraces.

Por conseguinte, é esperado encontrar uma resposta para o problema em até

9 N
Mmax = = ————
maxX = 20 IN= 1t

onde t € o numero de respostas possiveis, e 0 < t < 3N/4 (BOYER et al., 1998). No
caso de t > 3N/4, o numero de respostas é tao alto que apenas uma medigao qualquer
ja deve retornar uma resposta possivel para o sistema. No caso em que t = 0, ou
seja, ndo houver resposta para o problema, é apenas necessario rodar até o final do

(30)
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algoritmo e retornar que nao foi encontrada resposta para essa instancia.

Dado esse maximo, é notavel que o tempo de execucao do algoritmo ainda é
limitado por O(v/N/t), logo, com a utilizagdo desse algoritmo, é possivel se chegar
ao resultado sem aumentar a complexidade do algoritmo como um todo, tornando
possivel utiliza-lo nesse trabalho.

Algorithm 3: Resolverdor SAT

Input :Expressédo SAT, onde v € o numero de variaveis e ¢ o numero de
clausulas da expressao
Output : Uma possivel solugdo para a expressao SAT
1m<«1;
2 lambda <+ 6/5;
3 while True do

4 j + um valor aleatério entre 1 e m;

5 resultado < Grover(SAT, j, v, c);

6 if Verifier(resultado) retornar positivo then
7 | break;

8 end

o | if m=+2Vthen

10 | break;

11 end

12 | m « min(lambda*m, v2V)
13 end

3.1.5 Algoritmo de avaliacao

O algoritmo de avaliacao foi feito para fazer avaliacbes em tempo linear das
respostas geradas pelo algoritmo de Grover, e, para funcionar, sdo necessarias tanto
a expressao quanto a resposta a ser testada. A entrada da resposta é dada como uma
lista booleana, com tamanho igual ao nimero de variaveis da instancia SAT, onde cada
posicao dessa lista representa uma das variaveis e o seu valor booleano representa
se a variavel sera negada ou nao. O motivo de ser representado assim é pela saida
do algoritmo de Grover, onde serdo medidos os qubits que representam as variaveis
e assim sera retornada justamente uma lista boolena que serd passada para esse
algoritmo 4.

Com essa representacao das variaveis e dado que as férmulas sdo CNF, por-
tanto os elementos de dentro das clausulas sdo separados pela operacdao OR, é
apenas necessario passar por cada clausula [linha 1] e avaliar se algumas das varia-
veis [linha 2] tém o valor igual a resposta sendo testada [linha 8]. Caso algumas das
variaveis seja validada pela entrada, a clausula é considerada validada e o algoritmo
ird seguir para a préxima clausula que sera avaliada [linha 9].
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Caso nenhuma das 3 variaveis da clausula seja validada, o algoritmo retorna
False, pois é necesséario que todas as clausulas sejam validadas, ja que todas sao
ligadas pela operagédo AND. Ja, caso o algoritmo tenha passado por todas as clausulas
e, portanto, validado todas elas, a resposta sendo testada € considerada uma resposta
para essa instancia SAT e o algoritmo ird retornar True.

Algorithm 4: SAT Verifier

Input :Expressao SAI, res lista binaria representando a resposta
Output : Verdadeiro ou Falso se a resposta valida a férmula
1 foreach clausula c in expresséo do
foreach variavel v in clausula do
if v tem o sinal -’ then
| sinal < True;
else
| sinal + False
end
if sinal for igual ao valor de v em res then
| Va para a préxima clausula;
end
end
else
| return False;

© 0O N o o »~ W DN
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end
return True;

- -
a b

3.1.6 Implementacao dos testes

ApéGs serem feitas essas implementacdes, foi apenas necessario coloca-las
dentro de um algoritmo com o objetivo de fazer os testes. Para isso, foi feito um
algoritmo que acessa o arquivo com as instancias SAT e, para cada uma delas, executa
o algoritmo 3 e guarda os resultados, junto com o numero de clausulas e variaveis da
instancia, em um arquivo.

Algorithm 5: Algoritmo principal

Output :Lista com o resultado para cada teste
1 lista_sats <« leitura do arquivo de SAT;
2 foreach SAT S in lista_sats do
3 ‘ resultado <« resultado U Resolvedor SAT(s)
4 end

3.2 EXECUGOES DOS ALGORITMOS

Os algoritmos anteriormente apresentados foram entdo implementados e exe-
cutados, porém foram necessarias algumas restricdes sobre a execucao, devidas ao
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simulador. A principal limitagéo foi o numero de qubits que podiam ser utilizados, entao
foi colocado um limite de 27 qubits, mais um auxiliar, na execugao, pois, com mais
qubits, o aumento de tempo da execucgéo seria muito maior.

Esse limite foi estabelecido com a ideia de escolher um namero grande o sufi-
ciente para poder executar instancias SAT que se encontram na regido do crossover
point, porém que ndo demorassem tanto para executarem. Para determinar esse li-
mite, foi necessario levar dois aspectos em consideragao, primeiro a quantidade de
instancias geradas que tenham valores distintos na relacéo clausula/variavel, isso é
importante, pois, como explicado na se¢ao 2.1.1, essa relagdo € necessaria para se
metrificar a dificuldade de resolver uma instancia SAT, usando algoritmos classicos.
Logo, é desejavel gerar varias instancias com valores distintos de clausula/variavel.

# Qubits
Regides Cla/Var 25 26 27 28 29 30
0.0,0.5 21 23 25 27 30 32
0.5,1.0 39 43 47 51 55 60
1.0,1.5 22 24 26 29 31 34
1.5,2.0 14 15 17 18 20 22
2.0,2.5 9 10 11 12 13 14
2.5,3.0 6 7 8 9 9 10
3.0,3.5 4 5 6 6 6 7
3.5,4.0 4 4 4 4 5 6
4.0,4.5 2 2 3 4 4 4
4.55.0 2 2 2 2 3 4

Tabela 1 — Numero de fragdes alcangaveis em cada regiao, dado o numero de qubits.

Contudo, existe uma limitacdo das fracbes alcancaveis, dado um valor maximo
de Qubits. Para se visualizar essa limitagéo, foi considerado que

#cla + #var < #Qubits (31)

onde # representa a quantidade de cada elemento. Essa relagdo é verdadeira, pois é
utilizado 1 qubit para cada clausula e 1 qubit para cada variavel, logo, para se chegar
na limitacao de 27 Qubits, é necessério limitar o numero de clausulas e variaveis das
instancias SAT, seguindo essa equacao. Entao, para se chegar em nimeros de cla/var
proximos de 5, € necessario um numero de clausulas, #cla, que seja 5 vezes maior
que o numero de variaveis, #cla ~ 5 x #var, e ainda os dois valores somados devem
ser menores que 27, #cla+ var < 27.

A tabela 1 demonstra essa limitacdo de numeros alcangaveis, dado um valor
maximo de qubits. Como um dos focos do trabalho € analisar instancias SAT que
tenham essa relacao proxima de 4.2, é vantajoso escolher um numero de Qubits que
tenha uma boa quantidade na regido [4.0,4.5]. Na tabela, é possivel ver que, com 27
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Qubits, existe um aumento de 2 para 3 numeros de relagdes alcancaveis, porém, com
28 qubits, seria possivel gerar até 4 instancias com relagdes diferentes. O motivo de
nao ter sido escolhido um nimero maior se deve a limitagdo temporal da execucgao, ja
que ainda era necessario um qubit auxiliar também na execucao.

Todas execugdes com essa quantidade de qubits tém uma demora muito grande
para serem simuladas, pois, a cada novo qubit, existe um crescimento exponencial de
algumas operagdes, entao é importante ndo escolher um nimero muito alto de qubits.
Assim, foi feita a escolha arbitraria de 3 instancias na regido a ser analisada.

Essa escolha é enfatizada pelo tempo de execugéo dos testes, em que, para
cada iteracao onde se resolvem todos os SAT gerados, foram necessarias, em média,
34.5 horas para executar em um computador com as especificacdes da tabela 2.

OS | Manjaro Linux x86_64
Kernel | 5.15.49-1-MANJARO
CPU | Intel i3-6100 (4) @ 3.700GHz
GPU | NVIDIA GeForce GTX 1060 3GB
Memory | 7887MiB

Tabela 2 — Especificagbes da maquina utilizada.

Com o numero de qubits escolhido, foram entdo geradas as instancias SAT, onde
foi colocado um maximo de 20 instancias por regido, ja que as regiées com menores
valores acabam tendo véarias combinagdes, como, por exemplo, a regiao [0.5,0.1] que
tem 47 possiveis combinagdes, mas ndo apresenta necessidade de se criarem tantas
instancias, ja que isso aumentaria bastante o tempo de execucao.

As instancias geradas 2 foram entdo passadas por um algoritmo de validagéo
de satisfabilidade (MENG, 2017). O programa recebe um SAT no formato DIMACS
e utiliza uma busca brute-force, testando todas as possibilidades, para retornar se
aquela instancia é satisfazivel ou ndo. Essa analise foi importante para poder observar
a capacidade do algoritmo de Grover de realmente resolver o problema SAT e ter
certeza de que as instancias que nao foram resolvidas nao tém solucao. Porém, essa
andlise ndo deveria ser utilizada em um caso real, ja que o objetivo € utilizar o ganho
do algoritmo de Grover para resolver instancias SAT.

Dessa forma, foi possivel ver que, de todo o conjunto, apenas uma das formulas
€ insatisfazivel. Esse resultado é esperado ja que as instancias sdo muito pequenas,
entdo ndo € muito provavel que uma instancia pequena gerada de maneira randémica
seja insatisfazivel.

Com as instancias geradas e analisadas, foi entdo colocada cada uma para
rodar no algoritmo 4. Esse algoritmo ir4 retornar a soma do numero de iteragcbes
que foram executadas para cada problema, que sera guardado em um arquivo de

2 SATs gerados podem ser vistos no link https:/github.com/Teyal/TCC
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saida, para poder depois gerar grafico e analises sobre os resultados. Esse numero
€ 0 acumulo de cada numero de iteracdes testado em cada iteracao do algoritmo 3.
Também sera retornado se, apds todas as tentativas, foi encontrada uma resposta para
a instancia sendo analisada. Isso sera utilizado para saber se a implementagdo como
um todo consegue resolver tais problemas e poder analisar em quais tipo de instancias
foram encontrados mais problemas de resolucgao.

Como o algoritmo é baseado em varias aleatoriedades, tanto do algoritmo 3,
como das caracteristicas quanticas de probabilidade de se retornar cada resposta,
foi executado multiplas vezes esse teste. Assim, se torna possivel concluir com mais
certeza sobre a capacidade do algoritmo de Grover de resolver as instancias SAT e
também poder ter melhor nocao da média de iteracdes necessarias para resolver cada
tipo de instancia.
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4 ANALISE DOS RESULTADOS & CONCLUSAO

Os itens a seguir apresentarao as analises e conclusdes do projeto. As analises
serdo feitas sobre os resultados e suas limitagdes. Ja a secdo de conclusdo sera
sobre quais objetivos foram alcangados, bem como algumas perspectivas de trabalhos
futuros que poderiam ser feitos a partir desse projeto.

4.1 ANALISE DOS RESULTADOS

A partir dos algoritmos implementados, foi construido o grafico 8, fazendo uma
relagédo entre a divisdo de clausulas e variaveis de uma instancia SAT, com o numero de
iteracOes necessarias para se encontrar o resultado dentro da execucao dos algoritmos.
Além disso, as execucdes sao marcada como azuis, caso tenha sido encontrada uma
resposta para aquela instancia, e vermelho, caso n&o tenha sido encontrada.

Esse gréfico tinha o objetivo de tentar visualizar a figura 1 num contexto quantico,
onde o numero de iteracdes € usado como métrica para a dificuldade de se resolver
uma instancia. Porém, é perceptivel que ha uma diferenca entre as duas plotagens.
Isso se deve, em grande parte, ao tamanho das instancias geradas, onde no artigo
(BOYER et al., 1998) foram utilizadas instancias de 200 variaveis, ja as instancias
desse trabalho tiveram um maximo de 17 variaveis.

Para executar instancias de 200 variaveis no algoritmo de Grover, seriam ne-
cessarias mais de 1000 qubits para conseguir uma relagdo de clausula/variavel mais
que 4. Isso demonstra como ainda s&o necessarios avangos nos simuladores ou até
computadores quanticos de proposito geral com mais de 1000 qubits, para fazer uma
comparacao melhor entre a dificuldade de resolver as instancias SAT num computador
classico e um quantico.

Ainda analisando a plotagem, € possivel perceber que alguns problemas néo
tiveram respostas, apds a execucao do algoritmo. A motivagao disso nao é ébvia ape-
nas com essa Unica execucao, ja que todas instancias, menos uma, sao satisfaziveis,
entdo era de se esperar que todas as instancias, possiveis de serem resolvidas, 0
fossem.

Uma interpretacao possivel para essa dificuldade de resolver algumas instan-
cias € a caracteristica probabilistica dos algoritmos, tanto das escolhas aleatérias de
execugdes do algoritmo 3, quanto das propriedades quanticas de probabilidade das
medicoes. Assim sendo, foram feitas multiplas execucoes e entdo compiladas em um
novo grafico.

Ao se analisar o grafico resultante, visualizado na figura 9, onde foram executa-
das 55 vezes 0 mesmo algoritmo, é possivel notar que os problemas que nao tiveram
respostas em uma das iteragdes conseguiram encontrar uma resposta em outra itera-
¢éo. Isso demonstra que os algoritmos implementados tém um funcionamento correto,
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dado um grau de aleatoriedade.

Uma excegéo dessa andlise € a instancia com a relagdo de clausulas/variaveis
= 3.4, onde nas 4 execugbes ndo foi encontrada nenhuma resposta. Porém esse
resultado é condizente com o esperado, pois essa instancia é a Unica que realmente
nao tem resposta para a equacao légica.
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Figura 8 — Grafico mostrando a relagao de Clausulas/Variaveis com o numero de itera-
cdes necessarias para chegar ao resultado com 1 iteracao.
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Figura 9 — Grafico mostrando a relagao de Clausulas/Variaveis com o numero de itera-
cbes necessarias para chegar ao resultado com 55 iteracées.
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Regides Cla/Var | Média de iteracdes
[0.0,0.5] 2.098663102
[0.5,1.0] 5.032323232
[1.0,1.5] 18.95284091
[1.5,2.0] 57.98787879
[2.0,2.5] 60.24949495
[2.5,3.0] 33.79480519
[3.0,3.5] 46.36
[3.5,4.0] 18.03636364
[4.0,4.5] 15.44848485
[4.5,5.0] 15.15454545

Tabela 3 — Média de iteracdes por regides

4.2 CONCLUSAO

Com esse projeto, foi possivel fazer uma investigacdo sobre o crossover point
dentro de um contexto quéantico e, para chegar a essa investigacao, foi necessario se
alcancar alguns objetivos propostos.

O objetivo 1, de fazer a implementacao dos algoritmos, foi alcancado fazendo a
analise e implementacéo de varios algoritmos propostos. E, pelos resultados mostra-
dos, as implementacdes foram todas realizadas com éxito, tanto os algoritmos base,
como as interacdes que eles tém entre si.

Com as implementacbes corretas, as execugdes tiveram de sofrer algumas
limitacGes por escolha para poderem ser simuladas em tempo habil, porém todos os al-
goritmos estao aptos a serem testados com maior numeros de qubits, o maior limitador,
caso sejam realizadas melhorias no simulador utilizado para acelerar o processamento
de qubits.

Dada a figura 9, é possivel concluir que o objetivo 2, de verificar a capacidade
do algoritmo de Grover de resolver instancias SAT, foi alcancado demonstrando como
o algoritmo de Grover é capaz de resolver todos os tipos de instédncias SAT. Porém,
com a tabela 2, é notavel a existéncia de uma maior dificuldade em algumas regides
do que outras e, das regides com maior dificuldade, o ponto de crossover ndo esta
incluido. Isso pode ser devido ao tamanho das instancias ser muito pequeno, uma vez
que as instancias nessa regiao tém, em média, apenas 4 variaveis.

Com instancias assim, mesmo com instancias pertencendo ao crossover point,
nao é possivel visualizar a complexidade esperada desses problemas. Ja a motivacao
do porqué outras regides apresentam dificuldades néo é clara, a partir desses resulta-
dos, demonstrando que o objetivo 4 ndo foi completamente alcangado e poderia ser
mais extensivamente avaliada em trabalhos futuros.

Verificando o objetivo 3, é perceptivel que a inclusdo de outros algoritmos néo
criou um aumento significativo na complexidade do algoritmo de Grover, que ainda tem
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como limitante O(v/N). Isso se deve pelo algoritmo 1 ser executado em tempo O(v/'N)
porém é apenas necessario executar uma vez por analise entdo apenas se soma na
complexidade. J& o algoritmo 3 conseguir chegar numa resposta ainda limitado por
O(v/'N) e o algoritmo 4 ser também executado em tempo linear. Assim, demonstrou-se
que o algoritmo de Grover realmente tem uma utilidade para resolver instancias SAT.

Como as instancias geradas sdo muito pequenas e todas as execugdes utiliza-
ram de um simulador quantico, o tempo para resolver um problema nesse experimento
€ muito maior que o tempo de resolver em um computador classico. Isso evidencia
como ainda nao é possivel tirar algum tipo de vantagem sobre a execugao do algoritmo
de Grover em relagao a algoritmos classicos de resolugao de SAT, assim alcangando
o objetivo 5. Uma metrificagdo possivel da dificuldade real do tempo que levaria para
resolver essas instdncias em um computador quantico € a quantidade de iteracoes
que foram necessarias, porém esse dado é facilmente influenciado por varias ques-
tdes dessa implementacgao. A principal € o tamanho das instancias, que, por serem
pequenas, normalmente apresentam varias respostas possiveis e sdo na maioria sa-
tisfaziveis. Esses fatos podem ter diminuido a média de iteragées para a avaliagao
de cada instancia, portanto nao é possivel tirar conclusdes enfaticas sobre como real-
mente seriam as execuc¢des de problemas maiores em um computador real. Além de
que, em um computador real, poderiam existir outros tipos de elementos que poderiam
dificultar uma execucdo, como complexidade de implementar portas multi-control, por
exemplo, tudo isso tornando mais complexo de se fazer uma analise realista de com-
paragado do tempo de execucao de instancias SAT em um algoritmo classico com um
algoritmo quantico.

Como trabalhos futuros, também poderiam ser analisadas outras maneiras de
representar uma instancia SAT em um oraculo, pois a quantidade de qubits neces-
sarios aumenta junto com o numero de variaveis e clausulas, de acordo com essa
implementagao. Caso fossem encontradas outras maneiras de se utilizar menos qubits,
isso tornaria mais facil de se executarem instancias maiores e seria possivel chegar a
novos resultados.

Outra possibilidade de trabalho futuro seria a avaliagdo mais detalhada dos
casos onde o algoritmo nao encontrou resposta, mesmo elas existindo. Essa anélise
poderia ser tanto sobre a corretude da implementagdo, quanto uma analise sobre a
amplitude das possiveis respostas para aquela instancia. A analise avaliaria se as
respostas néo foram escolhidas por causa da aleatoriedade de resposta do algoritmo
de Grover, ou se nao foram selecionadas devido a uma ma escolha de valores no
algoritmo 3. A partir disso, sera possivel avaliar a utilidade dessa combinacdo de
algoritmos e concluir se o algoritmo 3 € adequado para resolver o problema SAT.
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Abstract. In the crossover point, the instances of the boolean satisfability prob-
lem (SAT) are harder to resolve. This work investigates the behaviour of the
Grover algorithm, which finds an element in an unordered list with a asymptotic
of order of VN - N being the number of elements. The implementation use the
language Ket and the simulator of quantum computing QuBix. It was used SAT
instances randomly generated with a limitation in the number of qubits. It was
also implemented the algorithm to convert the instances into Grover oracles and
another to iterate the Grover algorithm with an unkown number of answers. The
results didn’t left a clear vision of the real complexity of this execution.

Resumo. No crossover point, as instancias do problema de satisfacdo booleana
(SAT) sdo mais dificilmente resolvidas. Este trabalho investiga seu comporta-
mento no algoritmo de Grover, que encontra um elemento em uma lista des-
ordenada e de comportamento assintético da ordem de YN — N é a quanti-
dade de elementos. A implementacdo usou a linguagem Ket e o simulador de
computacdo qudntica QuBox. Faz-se uso de instancias SAT geradas aleatori-
amente e limitadas no niimero de qubits. Implementaram-se também um algo-
ritmo para converter tais instancias em ordculos de Grover e outro, para iterd-lo
quando o niimero de respostas para o ordculo é desconhecido. Ndo se obteve
uma visdo clara da real complexidade dessa execugdo.

1. Introducao

Desde a criagdo dos computadores, muitos estudos tém sido dedicados ao
aperfeicoamento de seus componentes e algoritmos, com o intuito de conseguir execu-
tar os programas de maneira cada vez mais rapida. O uso de silicio e codigo binério € a
base da computagdo cldssica e, apesar de suas limitagdes, principalmente a necessidade
de dissipacdo de energia, os circuitos integrados vinham sendo rapidamente melhorados,
chegando a duplicar sua capacidade a cada 2 anos [Mack 2011]. O atingimento do limite
fisico de calor das pecas do computador criou interesse em vérias novas areas de pesquisa.

Com esse interesse e os avangos cientificos feitos na area da fisica quantica, foi
criada uma nova area de pesquisa chamada Computacdo Quantica. A érea de computagcao
quantica ja teve varios avangos tedricos importantes, por exemplo, a criacdo de algorit-
mos, como o de Grover [Grover 1996], que apresenta ganhos quadratico se comparados
com suas contrapartidas cldssicas.



Porém ainda nao foi possivel verificar os ganhos esperados da computacio
quantica, uma vez que os computadores quinticos atuais nao suportam a execucdo de
grandes circuitos quanticos. Isso ocorre pois as maquinas atuais, chamadas de NISQ
(Noisy Intermediate-Scale Quantum) [Preskill 2018], ainda ndo t€m a capacidade de exe-
cutar problemas grandes e complexos como o deste trabalho. Com o objetivo de superar
essas adversidades, foi preciso utilizar um simulador para a execu¢do dos algoritmos.
Contudo, ao se utilizar um simulador, ndo € possivel ter efetivamente a aceleracdo esper-
ada da execucdo dos algoritmos quanticos. Isso dificulta a medi¢ao veridica do custo com-
putacional da execucdo de problemas, portanto foram utilizados outros tipos de métricas
para fazer as avaliacOes necessarias.

ApOs a revisdo, € abordado o problema do trabalho, a relacdo do problema SAT,
mais especificamente o crossover point, com o ordculo de Grover, demonstrando como
€ possivel um algoritmo de Grover resolver problemas SAT. Essa relacdo é baseada na
relacdo entre instancias SAT e um ordculo quantico utilizado no algoritmo de Grover. Sao
entdo explicadas as implementagdes dos algoritmos produzidos para esse trabalho, sdao
eles: o algoritmo de Grover, o algoritmo de geracdo de instancias do problemas SAT, o
algoritmo de transformacdo de instancias SAT em oraculos quanticos e o algoritmo de
validacdo de entradas para instancias SAT. Também é apresentado um algoritmo classico
para o teste da satisfacdo de instancias [Meng 2017], utilizado para auxiliar a identificar
as instancias satisfaziveis.

Ao final do artigo, sao apresentados os graficos obtidos, buscando demonstrar a
complexidade e a capacidade do algoritmo de Grover de resolver as instancias SAT ger-
adas. Com esses graficos, serd analisado o efeito do crossover point sobre o algoritmo
de Grover. A partir desses graficos, também serdo analisadas as limitagdes atuais de se
tentar aplicar o algoritmo de Grover em casos reais, tentando testar a0 maximo o simu-
lador utilizado, para ver quais a limitagdes que ele apresenta. Também serd analisado se
o algoritmo de Grover, nesse contexto, € ttil para resolver instancias SAT.

O objetivo principal deste projeto de pesquisa € investigar o funcionamento do al-
goritmo de Grover, quando utilizado para resolver instancias do problema SAT proximas
do crossover point. Desse modo, estabelecendo relacdes entre a complexidade das
instancias SAT sendo executadas em um algoritmo cldssico em relacdo a um algoritmo
quantico.

Para isso, € necessdrio fazer uma implementacao do algoritmo de Grover que con-
siga resolver instancias do Problema SAT. Para isso, além da implementacdo do algo-
ritmo de Grover, é necessario implementar um algoritmo de geracdo de instancias SAT
junto com um algoritmo que transforma as instancias geradas em ordculos quanticos.
Dessa maneira sera possivel executar o problema SAT dentro o algoritmo de Grover. A
geracdo de instancias deve seguir as limitagdes do simulador, logo € necessario desco-
brir este limite, para, assim, tentar a0 maximo gerar as instancias do Problema SAT que
estejam préximas ao crossover point. Com essas implementacdes, serdo feitas andlises
sobre os resultados encontrados que serdo comparados com os resultados de computa-
dores classicos, para assim saber qual o efeito do crossover point em relacao ao algoritmo
de Grover.



2. Desenvolvimento

Para se fazer a avaliacdo da dificuldade de resolugdo das instancias SAT pelo algoritmo de
Grover, estas serdo transformadas em orédculos. Para tanto € necessario implementar, além
do algoritmo de Grover, algoritmos auxiliares para criacao e transformacdo de instancias
SAT em oraculos.

O algoritmo de criacdo de SAT € o mais simples, pois ele deve criar instancias de
3SAT de maneira aleatdria, para tentar explorar diferentes taxas de cldusulas por varidveis
sem ter uma heuristica para a criacdo. Logo, o algoritmo deve receber um nimero de
variaveis e clausulas e gerar uma lista aleatdria de 3 variaveis por clausula no formato
DIMACS. Esse processo € feito para cada cldusula e, apds todas serem geradas, a instincia
SAT final é armazenada em um arquivo juntamente com todas as outras instancias geradas,
que forma o arquivo de instancias a serem analisadas.

ApOs todas as instancias serem criadas, € necessario entdo torna-las possiveis de
serem executadas no algoritmo de Grover. Para fazer isso, foi necessirio implementar
um algoritmo que transforma as instancias em oraculos quanticos. Esse algoritmo segue
uma légica de equivaléncia das operagdes l6gicas da instancia SAT com portas 16gicas
quanticas. As operacoes de AND foram transformadas na porta quantica multiple-control-
not, ja a operacao OR nao tem uma equivaléncia tao direta com uma porta, entao foi feita
uma transformagao, utilizando a lei de De Morgan, (X VY') = =(=X A =Y’), para poder
utilizar a mesma equivaléncia da porta AND com as portas OR, apenas necessitando colo-
car algumas negacdes nas entradas e no qubit de saida. Com esse algoritmo € necessério
tanto um qubit para cada varidvel, para assim medir qual € a resposta do sistema, quanto
um qubit para cada clausula, para poder armazenar o resultado de todas as avaliagdes das
clausulas e depois avaliar todas elas em conjunto para chegar ao resultado final. Como
€ necessdrio fazer a avaliacdo de todas juntas, é necessario também mais um qubit onde
serd armazenada a resposta final do ordculo.

Ap0s feita essa transformacao do problema SAT em ordculo quantico, ele € colo-
cado para executar dentro do algoritmo de Grover. O algoritmo de Grover recebe a
féormula a ser avaliada e um nimero de iteragdes, i, € com isso faz a inicializacdo dos
qubits e depois executa i vezes a funcdo de transformacdo de instancias SAT em oraculo,
aplicando depois a sua descomputacdo e o difusor de fases. Com isso serd gerado um
sistema de portas 1dgicas que, ao ser executado, retornard uma possivel resposta para o
problema, dado que o nimero de iteracoes seja escolhido corretamente. Porém, existe um
problema sobre essa escolha, pois, ao se gerar uma instancia SAT da maneira aleatdria,
nao é possivel saber o niimero de respostas para o problema sem resolvé-lo previamente,
entdo foi necessdria a utilizacao de outro algoritmo para saber quantas iteragdoes de Grover
serdo executadas.

Esse outro algoritmo foi baseado na descri¢do do algoritmo de nimero descon-
hecido de solucdes [Boyer et al. 1998], onde € tentado encontrar a resposta para o prob-
lema mesmo sem saber o nimero de iteracdes correto. Para se chegar ao valor, o algoritmo
executa varias vezes o algoritmo de Grover, onde cada vez € escolhido um valor diferente
para o numero de iteragcdes, assim esperando que, em uma das execucdes, seja encon-
trado o valor esperado. A ideia do algoritmo se baseia num cdlculo probabilistico de que,
caso existam muitas respostas para o sistema, escolhendo aleatoriamente o nimero de
iteragdes, existe uma chance muito alta de se medir o valor correto. E, caso tenham poucos



valores, depois de se executarem varios nimeros aleatorios de iteracdes, € feita mais uma
execucao como se tivesse apenas um resultado. Mesmo todas essas execucdes adicionais,
o algoritmo garante que o custo computacional de execucao serd ainda O(y/N/t), assim
nao aumentando a complexidade de maneira significativa. Além disso, depois de execu-
tar ele todo, existe uma probabilidade alta de se encontrar uma resposta para o sistema,
porém, para saber se a resposta foi realmente encontrada, o algoritmo necessitou de um
algoritmo de avaliacdo das respostas. Isso se deve porque o algoritmo de Grover sempre
ird retornar uma resposta, nao sabendo avaliar se a resposta realmente valida o sistema
modelado no ordculo, entdo essa avaliacao da resposta se torna necessdria. Felizmente o
problema de satisfaciao boolena, por ser NP-completo, tem um tempo de avaliacdo linear,
logo essas avaliagdes podem ser feitas sem aumentar a complexidade do cédigo.

O algoritmo de avaliagdo de uma possivel resposta, dada uma instancia SAT,
foi criado com a relagdo de avaliar resposta do algoritmo Grover em mente. Ele re-
cebe a instancia SAT e a resposta da execu¢do de Grover como entrada, fazendo uma
equivaléncia com o vetor de saida dos qubits que representam as varidveis no algoritmo
de Grover com as entradas da instancia SAT. Com essa relacdo em mente, € feita uma
andlise de cada cldusula, onde € visto quais as 3 varidveis se encontram naquela cldusula
e € verificado se algumas delas aparece com o mesmo sinal, representado como 0 = posi-
tivo e 1 = negativo no vetor booleano), assim validando ou ndo a cldusula. Caso algumas
das cldusulas nao seja validada, a entrada analisada nao € uma resposta daquela instancia,
porém, caso todas sejam validadas, ela € uma resposta. Esse resultado é retornado ao
algoritmo anterior, para saber se € necessdrio fazer mais andlises ou se o resultado j foi
encontrado.

Com todos esses algoritmos implementados, foi apenas necessario executi-los,
para se chegar as conclusdes do problema. Ao final das execugdes, os resultados foram
guardados em arquivos e entdo foram criadas tabelas e gréficos para se fazer anélise sobre
os resultados e assim fazer uma reavaliacdo em relacdo aos objetivos alcancados por este
trabalho.

3. Analise dos Resultados & Conclusao

Os itens a seguir apresentardo as andlises e conclusdes do projeto. As andlises serdo feitas
sobre os resultados e suas limitagdes. Ja a secdo de conclusdo serd sobre quais objetivos
foram alcangcados, bem como algumas perspectivas de trabalhos futuros que poderiam ser
feitos a partir desse projeto.

3.1. Analise dos resultados

A partir dos algoritmos implementados, foi construido o gréfico 1, fazendo uma relacao
entre a divisdo de cldusulas e varidveis de uma instancia SAT, com o niimero de iteracdes
necessdrias para se encontrar o resultado dentro da execugdo dos algoritmos. Além disso,
as execucoes sdo marcada como azuis, caso tenha sido encontrada uma resposta para
aquela instincia, e vermelho, caso ndo tenha sido encontrada.

Esse gréfico tinha o objetivo de tentar visualizar a figura do crossover point
[Crawford and Auton 1996] num contexto quantico, onde o nimero de iteracoes € us-
ado como métrica para a dificuldade de se resolver uma instancia. Porém, € perceptivel
que ha uma diferenca entre as duas plotagens. Isso se deve, em grande parte, ao tamanho



das instancias geradas, onde no artigo [Boyer et al. 1998] foram utilizadas instancias de
200 variaveis, j4 as instancias desse trabalho tiveram um maximo de 17 varidveis.

Para executar instancias de 200 varidveis no algoritmo de Grover, seriam
necessarias mais de 1000 qubits para conseguir uma relagdo de cldusula/varidvel mais que
4. Isso demonstra como ainda sdo necessarios avangos nos simuladores ou até computa-
dores quanticos de proposito geral com mais de 1000 qubits, para fazer uma comparagdo
melhor entre a dificuldade de resolver as instancias SAT num computador classico e um
quantico.

Ainda analisando a plotagem, € possivel perceber que alguns problemas nao
tiveram respostas, apds a execu¢do do algoritmo. A motivacdo disso ndo € Obvia ape-
nas com essa unica execug¢ao, ja que todas instancias, menos uma, sao satisfaziveis, entao
era de se esperar que todas as instancias, possiveis de serem resolvidas, o fossem.

Uma interpretacdo possivel para essa dificuldade de resolver algumas instancias é
a caracteristica probabilistica dos algoritmos, tanto das escolhas aleatdrias de execucdes
do algoritmo de niimero desconhecido de respotas, quanto das propriedades quanticas
de probabilidade das medicdes. Assim sendo, foram feitas multiplas execugdes e entdao
compiladas em um novo grafico.

Ao se analisar o grafico resultante, visualizado na figura 2, onde foram execu-
tadas 55 vezes o mesmo algoritmo, € possivel notar que os problemas que ndo tiveram
respostas em uma das iteragcdes conseguiram encontrar uma resposta em outra iteragcao.
Isso demonstra que os algoritmos implementados tém um funcionamento correto, dado
um grau de aleatoriedade.

Uma excegdo dessa andlise € a instancia com a relagdo de clausulas/variaveis =
3.4, onde nas 4 execucdes ndo foi encontrada nenhuma resposta. Porém esse resultado é
condizente com o esperado, pois essa instancia € a Unica que realmente nao tem resposta
para a equacdo logica.

3.2. Conclusao

Com esse projeto, foi possivel fazer uma investigacio sobre o crossover point dentro de
um contexto quantico e, para chegar a essa investigacao, foi necessdrio se alcangar alguns
objetivos propostos.

O objetivo de fazer a implementacdo dos algoritmos, foi alcangado fazendo a
andlise e implementacdo de varios algoritmos propostos. E, pelos resultados mostrados,
as implementacdes foram todas realizadas com €xito, tanto os algoritmos base, como as
interagdes que eles tém entre si.

Com as implementacdes corretas, as execucgdes tiveram de sofrer algumas
limitacdes por escolha para poderem ser simuladas em tempo hébil, porém todos os al-
goritmos estdo aptos a serem testados com maior nimeros de qubits, o maior limitador,
caso sejam realizadas melhorias no simulador utilizado para acelerar o processamento de
qubits.

Dada a figura 2, é possivel concluir que o objetivo de verificar a capacidade do
algoritmo de Grover de resolver instancias SAT, foi alcancado demonstrando como o
algoritmo de Grover € capaz de resolver todos os tipos de instancias SAT. Porém, com
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Figure 1. Grafico mostrando a relacao de Clausulas/Variaveis com o nimero de
iteragoes necessarias para chegar ao resultado com 1 iteracao.
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Figure 2. Grafico mostrando a relacdo de Clausulas/Variaveis com o numero de
iteracoes necessarias para chegar ao resultado com 55 iteracoes.

a tabela 1, € notavel a existéncia de uma maior dificuldade em algumas regides do que
outras e, das regides com maior dificuldade, o ponto de crossover ndo estd incluido. Isso
pode ser devido ao tamanho das instincias ser muito pequeno, uma vez que as instancias
nessa regiao t€ém, em média, apenas 4 varidveis.

Com instincias assim, mesmo com instincias pertencendo ao crossover point,
nao € possivel visualizar a complexidade esperada desses problemas. Ji a motivacio
do porqué outras regides apresentam dificuldades nao € clara, a partir desses resultados,
demonstrando que o objetivo de avaliar a dificuldade de executar instincias SAT dificeis,



Regides Cla/Var | Média de iteracoes
[0.0,0.5] 2.098663102
[0.5,1.0] 5.032323232
[1.0,1.5] 18.95284091
[1.5,2.0] 57.98787879
[2.0,2.5] 60.24949495
[2.5,3.0] 33.79480519
[3.0,3.5] 46.36
[3.5,4.0] 18.03636364
[4.0,4.5] 15.44848485
[4.5,5.0] 15.15454545

Table 1. Média de iteracGes por regioes

nao foi completamente alcancado e poderia ser mais extensivamente avaliada em trabal-
hos futuros.

Verificando o objetivo da analise de complexidade, € perceptivel que a inclusao
de outros algoritmos ndo criou um aumento significativo na complexidade do algoritmo
de Grover, que ainda tem como limitante O(\/N ). Isso se deve pelo algoritmo de
transformacdo de SAT em oraculos ser executado em tempo O(\/N ) porém é apenas
necessdrio executar uma vez por andlise entdo apenas se soma na complexidade. Ja o
algoritmo de niimero desconhecido de respostas conseguir chegar numa resposta ainda
limitado por O(v/N) e o algoritmo de avaliagio das instincias ser também executado
em tempo linear. Assim, demonstrou-se que o algoritmo de Grover realmente tem uma
utilidade para resolver instancias SAT.

Como as instancias geradas sdo muito pequenas e todas as execugdes utilizaram
de um simulador quéntico, o tempo para resolver um problema nesse experimento €
muito maior que o tempo de resolver em um computador cldssico. Isso evidencia como
ainda ndo é possivel tirar algum tipo de vantagem sobre a execucdo do algoritmo de
Grover em relacdo a algoritmos cldssicos de resolu¢do de SAT, assim alcangando o ob-
jetivo de analisar a utilidade de usar o algoritom de Grover para resolver instancias SAT.
Uma metrificacdo possivel da dificuldade real do tempo que levaria para resolver essas
instancias em um computador quantico € a quantidade de iteragdes que foram necessarias,
porém esse dado € facilmente influenciado por varias questdes dessa implementacdo. A
principal € o tamanho das instancias, que, por serem pequenas, normalmente apresentam
varias respostas possiveis € sao na maioria satisfaziveis. Esses fatos podem ter diminuido
a média de iteragOes para a avaliacdo de cada instancia, portanto nao € possivel tirar con-
clusdes enféticas sobre como realmente seriam as execugdes de problemas maiores em
um computador real. Além de que, em um computador real, poderiam existir outros tipos
de elementos que poderiam dificultar uma execu¢do, como complexidade de implemen-
tar portas multi-control, por exemplo, tudo isso tornando mais complexo de se fazer uma
andlise realista de comparacao do tempo de execucao de instancias SAT em um algoritmo
cldssico com um algoritmo quantico.

Como trabalhos futuros, também poderiam ser analisadas outras maneiras de rep-
resentar uma instancia SAT em um oréculo, pois a quantidade de qubits necessarios au-



menta junto com o nimero de varidveis e cldusulas, de acordo com essa implementacao.
Caso fossem encontradas outras maneiras de se utilizar menos qubits, isso tornaria mais
facil de se executarem instancias maiores e seria possivel chegar a novos resultados.

Outra possibilidade de trabalho futuro seria a avaliacdo mais detalhada dos casos
onde o algoritmo ndo encontrou resposta, mesmo elas existindo. Essa andlise poderia
ser tanto sobre a corretude da implementacao, quanto uma andlise sobre a amplitude das
possiveis respostas para aquela instincia. A andlise avaliaria se as respostas nao foram es-
colhidas por causa da aleatoriedade de resposta do algoritmo de Grover, ou se nao foram
selecionadas devido a uma m4 escolha de valores no algoritmo de nimero desconhecido
de respostas. A partir disso, serd possivel avaliar a utilidade dessa combinacao de algo-
ritmos e concluir se o algoritmo de nimero desconhecido de respostas é adequado para
resolver o problema SAT.
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