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RESUMO

Neste trabalho estudamos as solucoes do modelo CPY multicomponentes com potencial
nao analitico. Este modelo é uma extensdo do modelo CP" padrao, que possui solucoes
compactas do tipo Q-ball e Q-shell. Utilizando o ansatz de Q-balls, obtivemos as equagoes de
movimento para os campos e analisamos numericamente as solu¢des do modelo. Obtivemos
também expressoes para a energia das solugoes em funcao das cargas de Noether e, a partir
da relacao carga-energia, discutimos a estabilidade das solugoes. Ainda, identificamos que
o modelo apresenta solugoes do tipo harbor, onde temos um compacton localizado na
cavidade interna de outro compacton sem haver sobreposi¢ao. Por fim, acoplamos o campo

elétrico ao modelo e apresentamos as solugoes.

Palavras-chave: Potenciais nao analiticos, solitons nao topoldgicos, compactons.






ABSTRACT

In this work we study the solutions of the multi-component CP" model with a non-analytic
potential. This model is an extension of the standard CP” model, which possesses compact
Q-ball and Q-shell type solutions. Using the Q-ball ansatz, we obtained the equations of
motion for the fields and analized the solutions numerically. We also obtained expressions
for the energy of the solutions as a function of the Noether charges and, from the charge-
energy relation, discuss the stability of the solutions. Furthermore, we identified that the
model presents harbor like solutions, where a compacton is located inside other compacton
without any superposition. Finally, we coupled the electric field to the model and present

its solutions.

Keywords: Non-analytic potentials, non-topological solitons, compactons.
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INTRODUCAO

Em modelos nao lineares de teoria de campos com um alto grau de simetrias podem
existir estados ligados estaveis chamados de sélitons (LEE; PANG, 1992). De forma geral,
um séliton pode ser concebido como uma densidade localizada de energia (COLEMAN,
1977) e lembra, de certa forma, uma particula; porém, representa, de forma efetiva, uma
superposicao das particulas que o constituem. Os sélitons se destacam por preservar sua
forma e energia durante sua propagacao e interagir elasticamente entre si. Modelos com
esse tipo de solucao tém se tornado populares tanto do ponto de vista tedrico quanto
experimental. Existe uma ampla literatura sobre modelos com solugoes do tipo séliton,
porém, a maioria delas é realizada em apenas uma dimensao espacial. Isso se deve ao
teorema de Derrick (DERRICK, 1964), que proibe a existéncia de solugdes do tipo séliton
estacionarias em modelos de teorias de campo escalar com dimensoes espaciais maiores
que um.

As solugoes tipo séliton dividem-se em dois grupos: topologicas e nao topolégicas.
Os sélitons constituem mapas entre variedades. No caso dos sélitons topoldgicos, os
grupos de homotopia nao sao triviais, o que leva a existéncia de invariantes topologicos
associados com os mapeamentos. Esses invariantes sao chamados de cargas topologicas.
Uma deformacao suave da solucao topologica nao altera o valor do invariante. Um exemplo
de sdlitons topoldgicos sdo os skyrmions (BROWN;, 1994). Na literatura cientifica existe
um amplo uso da palavra "séliton" fora do seu contexto original, isto é, para descrever
solugoes em modelos que nao sao necessariamente integraveis. O significado original dessa
palavra faz referéncia & uma solu¢do muito especial do ponto de vista matematico. As
propriedades da solucao tém origem nas simetrias do modelo, que nao sao simetrias nem
de Noether, nem das equagoes de movimento. Elas existem no nivel mais profundo da
teoria e ficam explicitas quando o modelo é reformulado em uma linguagem de pares de
Lax (formulagao de curvatura nula) (BABELON; BERNARD; TALON, 2003; DUNAJSKI,
2009).

No caso das soluc¢oes nao topologicas sao necessarias outras cargas conservadas,
que nao as cargas topoldgicas. Em modelos integraveis, como o KdV (Korteweg-De Vries)
(MIURA, 1968), as nao linearidades levam & efeitos que permitem a existéncia de sélitons e
garantem suas propriedades caracteristicas. Em modelos nao integraveis, como por exemplo
modelos com potencial nao diferenciavel no seu minimo, cargas de Noether devem existir
para garantir a estabilidade das solucdes (que é o caso das Q-balls!). Isso requer a presenca
de simetrias globais no modelo.

Considere um modelo com campo escalar complexo e simetria global/local U(1).
Impondo as condigdes corretas sobre o potencial escalar, o modelo apresenta solugoes

estaciondrias, localizadas, de carga e energia finitas, chamadas de Q-balls (COLEMAN,

1 As solugdes do tipo Q-ball ndo se restringem a modelos nio integraveis.
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1985). Essas solugdes possuem intimeras aplicagoes em fisica de particulas e cosmologia,
tendo sido previstas nas extensoes supersimétricas do modelo padrao, estudadas no contexto
de evolugao do universo primordial e consideradas candidatas a matéria escura (KUSENKO,
1997; KUSENKO; SHAPOSHNIKOV, 1998; KUSENKO; KUZMIN; SHAPOSHNIKOV:;
TINYAKOV, 1998). Ainda assim, é relativamente simples estudar esse tipo de solugdo, e
devido a isso, serve de base para estudar modelos onde a dindmica real dos objetos é mais
complicada. Um exemplo comum ¢é o caso das estrelas de bdsons, que, por sua vez, sao
utilizadas para modelar estruturas astrofisicas como estrelas de néutrons (JETZER, 1992;
FRIEDBERG; LEE; PANG, 1987). O campo escalar constitui um modelo de matéria e
as Q-balls representam as estruturas esféricas. No limite de gravidade fraca os modelos
de estrelas de bdéson reduzem-se a modelos com Q-balls (LYNN, 1989). No caso da
simetria local U(1) além do campo escalar existe também um campo eletromagnético
acoplado (LEE; STEIN-SCHABES; WATKINS; WIDROW, 1989; GULAMOV; NUGAEV;
SMOLYAKOV, 2014). As Q-balls, nesse caso, possuem carga elétrica. A presenga dessa
carga modifica as solugoes (repulsdo) e em certas circunstancias leva a solugoes do tipo
shell, que tém a forma de uma casca esférica onde no seu interior a solugao assume valor
de vacuo. Ou seja, aparece um raio interno tal que na regiao 0 < r < R;, o campo é
nulo. Logo o campo de matéria existe apenas na regiao R;, < 7 < Ryu, onde Ry, € o
raio externo. Essas configuragdes onde R;, < r < R, sdo chamadas de Q-shells (cascas
esfericamente simétricas). As solugoes tipo shell aparecem também em modelos sem campo
eletromagnético, mas isso requer a presenca de varios campos escalares (constituintes do
modelo CPY). Essas solugoes sdo analisadas neste trabalho.

A escolha do termo potencial é outro fator relevante na formulagao de um mo-
delo. A forma como o potencial se comporta na vizinhanca do seu minimo determina
o comportamento dominante do campo escalar préximo a configuragao de vacuo. Os
modelos considerados em (COLEMAN, 1985; LEE; PANG, 1992) possuem potenciais com
comportamento suave em torno do seu minimo. Isso faz com que as solugdes apresentem
uma cauda exponencial e, inevitavelmente, interajam entre si devido a superposicao. Com
isso, outros tipos de potenciais tém sido propostos (ARODZ; KLIMAS; TYRANOWSKI,
2005; BAZEIA; LOSANO; MARQUES; MENEZES; ROCHA, 2016). A principal diferenga
desses potenciais é que eles nao sdo suaves em seu minimo, ou seja, os limites das primeiras
derivadas por ambos os lados, na proximidade do minimo, sao nao nulos e a segunda
derivada no minimo nao existe. A forma caracteristica do potencial, que lembra a letra
V', deu origem ao nome: V-shaped (potenciais com aspecto de V). Como consequéncia,
em modelos com potenciais V-shaped as solucoes nao apresentam cauda exponencial com
extensao infinita, mas sim um suporte compacto no qual a solucao aproxima-se do vacuo,
atingindo o valor de vacuo na borda do suporte. Neste trabalho, utilizaremos os termos
"V-shaped", "nao analitico" e "formato V" intercambiavelmente.

O carater compacto das solu¢oes permite realizar uma superposicao de varias
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Q-balls sem elas entrarem em contato. Em particular, as solucoes tipo shell podem abrigar
em seu interior outras solugoes tipo shell ou solugoes tipo ball (bola esfericamente simétrica
delimitada por raio externo). As estruturas desse tipo sdo chamadas harbor?. No caso em
que ha acoplamento com a gravitacao, elas podem abrigar no seu centro um buraco negro.

Um modelo que apresenta tais solugdes e que sera base para este trabalho é o modelo
CPY sigma nao linear. A lagrangiana do modelo é dada por (KLIMAS; LIVRAMENTO,
2017)

M? 1 2 2
£:—3JH@'WX)—MWX) (0.1)

onde o potencial V-shaped é dado por

wm:;mm—xm.

Aqui M e u sdo constantes de acoplamento e possuem dimensoes de [comprimento| ™
e [comprimento] ™2, respectivamente. A varidvel principal X parametriza o espaco coset
SU(N +1)/SU(N)® U(1) = CPY. A varidvel principal pode, ainda, ser parametrizada

em termos de campos complexos u; na forma:

Inxn 0O 2 [—u®ul du
X(g) = ¢* = + = 7
©)=9 (0 —J W(iw 1)

onde 6 := v/1 + uf - u. Utilizando essa parametrizacao, podemos reescrever a Lagrangiana

como
L= _M277W7'vu — 1%V,
onde " = diag(l,—1,—1,—1) e

ul - A% 9,u 9 9 .
Top = —4 (1+uT~u)2 s Aij:95ij_ufiuj.

Quando acoplado com o campo gravitacional, o modelo apresenta solugoes do
tipo estrela de bdson (boson-star) e boson-shell (KLIMAS; SAWADO; YANAI, 2019;
YANAI 2019; SAWADO; YANAI 2020; SAWADO; YANAI 2021a). As boson-shells sao
particularmente interessantes, pois podem conter outras solu¢des em seu interior. A solucao
que fica confinada no centro da Q-shell consiste de um buraco negro, semelhante a um
buraco negro de Schwarzschild (KLEIHAUS; KUNZ; LAMMERZAHL; LIST, 2010).

Teorias que consideram dois ou mais campos escalares, i.e., modelos de campos
escalares multicomponentes, sao interessantes tanto do ponto de vista tedérico quanto
experimental. Do ponto de vista tedrico, é sabido que modelos com dois campos esc alares

apresentam sélitons. Um exemplo famoso é o caso do vorton (WITTEN, 1985). Outro

2 abrigo, porto.
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exemplo de modelo com varios campos é o 6scilon (BOGOLYUBSKIL; MAKHAN'KOV,
1976; GLEISER, 1994; COPELAND; GLEISER; MULLER, 1995). Um ponto importante
a ser ressaltado ¢ que no modelo com dois campos escalares o tempo de vida das solugoes
¢ muito maior quando comparado com o modelo com apenas um campo.

Neste trabalho, construiremos solucdes Q-ball e Q-shell para o modelo CPY sigma
nao linear estendido para campos multicomponentes. Conforme mostrado em (KLIMAS;
LIVRAMENTO, 2017; KLIMAS; SAWADO; YANAT 2019; SAWADO; YANALI, 2020), para
[ =0,1(N :=2l+1), as solugdes assumem a forma de Q-balls compactas, enquanto para [ >
2 as mesmas se tornam Q-shells. Sendo assim, considerando um modelo multicomponente,
podemos construir novas solugoes do tipo harbor inserindo uma Q-ball dentro de uma Q-
shell, dentro de outra Q-shell e assim por diante. Essas solugdes foram obtidas no decorrer
desta pesquisa e apresentadas em um artigo em colaboragao (KLIMAS; KUBASKI;
SAWADO; YANAI, 2021).

Em seguida, estudamos um modelo com simetria local U(1). Nesse modelo, existe
um campo eletromagnético associado com a carga elétrica das Q-balls/shells. Assim, no
final desta dissertacdo, apresentaremos solugdes compactas com carga elétrica em um

modelo CPY multicomponente.
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1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Comecaremos analisando o modelo CPY, em 3 + 1 dimensdes, estendido por um
termo potencial nao diferenciavel em seu minimo. Veremos que existem algumas condicoes
que devem ser satisfeitas para que o modelo possa apresentar solu¢des compactas nao
topoldgicas. Além disso, veremos que a forma e as propriedades das solu¢des permitem a

existéncia de configuracoes estaveis acopladas.

1.1 COMPACTONS EM MODELOS COM POTENCIAL NAO DIFERENCIAVEL

Segundo (ARODZ, 2002), existem solugoes de equagoes nao lineares que possuem
suporte compacto. Essas solugoes sao chamadas de compactons. Essas estruturas foram
amplamente estudadas no contexto de equacoes K-dV e K-dV modificadas, sendo o termo
compacton originalmente proposto por (ROSENAU; HYMAN, 1993).

As Q-balls sao exemplos de sélitons nao topoldgicos que aparecem em certos modelos
nao lineares com campo escalar complexo. Tipicamente, os potenciais considerados nesses
modelos possuem comportamento suave proximo ao seu minimo, o que faz com que as
solugoes apresentem uma cauda exponencial caracteristica que se estende por todo o
espaco (LEE; PANG, 1992) . Consequentemente, um modelo contendo duas soluc¢oes desse
tipo implicaria, necessariamente, na interagao entre as solugoes, uma vez que haveria a
superposicao dos campos, independente da distdncia entre os maximos de energia de cada
solucao. Com isso, outras formas de potenciais tém sido propostas para obter solugoes
compactas (ARODZ; KLIMAS; TYRANOWSKI, 2005; BAZEIA; LOSANO; MARQUES;
MENEZES; ROCHA, 2016).

Neste trabalho, focaremos no caso de potenciais do tipo V-shaped. Apesar desse
tipo de potencial parecer artificial, ele possui um analogo mecanico muito simples. Alguns
exemplos podem ser vistos em (ARODZ, 2002; ARODZ; KLIMAS; TYRANOWSKI, 2005;
ARODZ; KLIMAS, 2005). Conforme mostrado em (ARODZ, 2002), para um modelo com
kinks e um potencial em formato V, a presenca de um potencial nao diferenciavel em seu
minimo faz com que as solugoes passem a alcancar o estado de vacuo a uma distancia
finita, garantindo um suporte compacto as solugoes. Esse comportamento surge (ARODZ;
KLIMAS; TYRANOWSKI, 2005) devido ao fato das primeiras derivadas do potencial, de
ambos os lados, serem nao nulas na vizinhanca do minimo, fazendo com que alcancem o
vacuo de forma polinomial.

Um dos modelos mais simples e que possui solugoes do tipo Q-balls compactas é
o signum-Gordon complexo (ARODZ; LIS, 2008). A Lagrangiana desse modelo toma a
forma £ = 0,4*0"p — A]))|, onde 9 é um campo escalar complexo, A > 0 é a constante
de acoplamento. O termo potencial A|¢| é claramente nao diferenciavel no seu minimo.
Nesse caso, os campos alcangam o vacuo de maneira quadrética (comportamento tipico de

modelos signum-Gordon com termo cinético quadratico). A equagao de signum-Gordon é
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equivalente a uma equacao de onda com o termo nao homogéneo igual & +1. Nos dominios
onde a solugao tem sinal fixo pode-se obter as solugdes (chamadas de solugoes parciais).
A solugao da equacao completa é dada através do casamento apropriado entre solugoes
parciais e a solu¢do de vacuo constante. A unido dessas soluc¢oes corresponde as bordas
dos compactons. O modelo mencionado acima é o caso limite do modelo CP" estudado
por (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017), que serd apresentado a seguir e, que por sua vez, é

caso limite do modelo estudado neste trabalho.

1.2 O MODELO CPY PADRAO COM POTENCIAL NAO DIFERENCIAVEL

Os modelos CPV, i.e., modelos em um espaco complexo projetivo N-dimensional
(ZAKRZEWSKI, 1988), apresentam uma relagdo muito proxima com os modelos ¢ nao
lineares, os quais possuem aplicagoes em diversas areas da fisica (FRADKIN, 2013; INAMI;
NAKAJIMA, 2004). A definigao geral de um modelo o nao linear pode ser dada da seguinte
forma (D’ADDA; LUSCHER; VECCHIA, 1978): seja G um grupo de Lie compacto e H
um subgrupo fechado de G. O modelo ¢ nao linear G/H é uma teoria de campos ¢(z)
no espago-tempo que toma valores no espago coset G/H. O grupo G atua nos campos
de acordo com transformacao ¢'(z) = g¢(x), g € G. Para definir uma ac¢ao S para os
campos ¢(z) que seja invariante em relagdo a essa transformacao, tomamos uma métrica

G-invariante em G/H e definimos

5— ; [t > (0,0(2).,0(a).

onde os brackets (0,¢,0,¢) representam a distancia ao quadrado de 9,¢ com relagao
a métrica escolhida em G/H. Aqui consideramos um espago-tempo quadridimensional
e Euclidiano, mas o modelo pode ser definido para qualquer dimensao e com qualquer
métrica.

O modelo CPY pode ser construido tomando
G =SU(N +1), H=SU(N)®U(1).

Nesse caso, G/H pode ser identificado com o espa¢o complexo projetivo N-dimensional,
i.e., 0 espaco de todas as classes de equivaléncia [z] de vetores complexos (21, . ..,2y4+1) # 0.
Aqui, é conveniente simplificar a notagdo: ao invés de considerarmos campos [z](z),

restringimos a campos de vetores complexos unitarios

(z1(), ..., 2ng1 (), )+ |ava]f = 1.

O espaco CPY pode ser parametrizado em termos da varidvel principal X (EICHE-
NHERR; FORGER, 1980; FERREIRA; OLIVE, 1985; FERREIRA; LEITE, 1999),

X(g) = go(g)", g€ SU(N +1),
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satisfazendo X (gk) = X(g) para o(k) = k,onde k € SU(N)®U(1) e o é um automorfismo
involutivo (62 = 1) que mantém o subgrupo SU(N) ® U(1) invariante. A Lagrangiana do
modelo estendido por um potencial ndo diferenciavel é dada por (KLIMAS; LIVRAMENTO,
2017)

2
L= _]‘g Tr(X19,X)" — 12V(X),

onde M possui a dimensao de massa. Assumindo a representagao (N + 1)-dimensional na

qual o elemento g € SU(N + 1) é parametrizado por um conjunto de campos complexos

u;, 1 =1,...,N, temos
1A du (0
g=-1. , A =00 — —, 0=\/1+ul-u, (1.1)
O \iut 1 1+6

0 que nos permite reescrever a variavel principal como:

Ivxn O 2 [—u®ul iu
X(g)=¢*= + — :
(9) =29 ( 0 —1) 92( jut 1)

Utilizando essa parametrizacao, podemos reescrever a Lagrangiana como
L=—-M*"r,, — iV,
onde " = diag(l,—1,—1,— 1) e
@LUT A% 0

— 2 _ 2 *
Top = —4 (1 T uT ] U,)2 s Aij =40 5ij — ul-uj.

De forma a obter solugoes compactas, o termo potencial V(X)) é escolhido como (ARODZ;

KLIMAS; TYRANOWSKI, 2005; ARODZ, 2002)

1 1 ul - u 3
Vo0 = g -l = ()

que é uma generalizaciao para o CPY do caso CP! (baby skyrmions) (ADAM; KLIMAS;
SANCHEZ-GUILLEN; WERESZCZYNSKI, 2009). Note que quando u; = 0, i.e., X =1, 0
potencial se anula, porém a primeira derivada (de ambos os lados) é ndo nula na regiao do
minimo. Ainda, no limite para campos pequenos, i.e., u — 0 temos que V' ~ |u|. Conforme
mencionado anteriormente, essa ¢ uma caracteristica dos potenciais do tipo V-shaped, que
permite a existéncia de solugoes compactas no modelo.

A variagdo da agdo S = [,d*zL com relacio aos campos u}, assim como seu
complexo conjugado u; (que se torna redundante) leva as equagoes de Euler-Lagrange. Os
termos envolvendo segundas derivadas podem ser desacoplados utilizando a inversa de A?j,

dada por Aj_lz = M%_u(éﬂ + ujuy). As equagdes obtidas através de d,: £ = 0 sdo

(ul - 0" u)du;
0,0"u; — 2 £ ——\/1+ul-u=0. 1.2
0 T +8M2 — +ul-u (1.2)
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Vale notar que, diferentemente do que ocorre no caso de potenciais diferenciaveis,
a solucao de vacuo constante nao satisfaz a equagao de movimento contendo o termo
de potencial nao trivial V|, mas sim a equag¢ao do modelo sem o termo potencial. Por
outro lado, a existéncia de solugoes constantes pode ser deduzida a partir da densidade de

energia, que nesse caso é dada por

3
H = _M2 <7_00 + Z Taa) + M2V

a=1
A configuracao com todos os campos escalares nulos, u; = 0,7 = 1,...,N, minimiza a
energia e, por consequéncia, deve ser considerada como uma configuracao fisica. O fato
de que essa configuragdo nao é contemplada na equacao (1.2) é tipico de modelos com
potencial nao diferenciavel. Esse problema pode ser resolvido através da defini¢ao adequada
da fungao signum (sinal), escolhendo sgn (0) = 0. Por consequéncia, a solu¢ao parcial
compacta nao nula deve satisfazer a equacao (1.2), enquanto a configuragiao de vicuo deve
satisfazer a equacdo CPY homogénea

(ut - O u)0,u;

0,,0"u; — 2
wo 1+ut-u

= 0. (1.3)

Em um primeiro momento, esse procedimento pode parecer artificial; porém, o potencial
nao diferencidavel pode ser considerado como um limite de um potencial regularizado. No
caso do potencial regularizado a solucao de vacuo satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange
independente de quao pequeno seja o parametro que regulariza o potencial.

Em termos da parametrizagao (1.1), a Lagrangiana do modelo é invariante sob

transformacoes globais dos campos u; dadas por
u; — ey, i=12,...,N,

onde «; sao um conjunto de parametros continuos. Essa simetria do modelo leva um

conjunto de correntes conservadas de Noether que possuem a seguinte forma

4i M? N

g0 = QZ [u; AZDu; — D A%uy). (1.4)
7j=1

T (T4utu

As correntes (1.4) satisfazem a equagio de continuidade 9*J{ = 0. Integrando (1.4) no
espago-tempo [',t"] X R3, supondo que as componentes espaciais das correntes vao a zero

no infinito espacial, obtemos as cargas conservadas de Noether

Qv = / B gD
R3

1.2.1 Solucées do modelo CP%+!

Considere um nimero impar N de campos complexos, i.e, N =2[+1,1=0,1,---.

Com isso, é possivel representar a parte angular do operador de Laplace e os campos
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complexos em funcao dos harmonicos esféricos. Por conveniéncia, os 2[4+1 campos complexos
sdo indexados de u_g, - - - ,u;. Com isso, temos o espaco alvo CP#+!,

O modelo é parametrizado por coordenadas adimensionais, i.e., #* = ry 'z*, onde
ro ¢ uma constante com dimensao de comprimento e pode ser escolhida como rg = M 1.

Consideramos o ansatz de Q-balls

47
20+ 1

U (E,7,0,0) = F(r)Yi (0, ¢)e™t, (1.5)

onde as coordenadas (t,r,0,¢) sdo adimensionais e definidas pelas seguintes relagoes:

P =t, #'=rsinfcoso,

2 3

7 =rsinfsing, I° =rcosb.

Segue que ufu = f2(r) depende somente da coordenada radial. De maneira andloga, outros
termos ou sao nulos, ou dependem apenas da coordenada radial. Utilizando o ansatz,
as equagoes (1.2) e (1.3) resultam em uma unica equacao diferencial de segunda ordem
puramente radial

1— f?
14 f2

(+1), 2ff? @2 ’
-t B Banie e )

2
f'// 4 7‘}('/ + CU2

T
onde ji% := p?/M* e é adotada a defini¢ao da fungio sgn(f) como sgn(f) := 1 para f > 0 e
sgn(0) := 0. Utilizando (1.5), podemos reescrever a densidade Hamiltoniana adimensional

Cco1mo

A energia total adimensional pode ser obtida integrando a densidade Hamiltoniana em

f2
1+ f2

todo o espaco
E= [ ddrH.
R3

Em func¢ao das coordenadas adimensionais, a equac¢ao de continuidade assume a forma

S0 T E) = .
onde ¢ = {t,r,0,0}, g" = diag(l, — 1, — &%, — o2+—), /=g =r*sinf e J™ = M3 i),
m = —1,...,l. As inicas componentes nao nulas sao
T 00) = 8ol eos,
T (r,0) = 8m g ; ZZ;: : j: : iz (P™(cos§))2.

Note que ambas as equagoes nao dependem de ¢ ou ¢ e portanto a equagao de continuidade é

satisfeita explicitamente. As cargas podem ser obtidas integrando a equacao de continuidade
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Figura 1 — Q-balls no modelo CP! (I = 0). Nas figuras (a), (b) e (c) temos a fungao radial
f(r) (curva superior) e sua derivada f’(r) (curva inferior). Nas figuras (d), (e)
e (f) temos as respectivas densidades de energia H(r). w = 1.0 em (a),(d);

w=75.0em (b),(e) e w=10.0 em (c),(f). Essa Figura foi extraida diretamente
de (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017).

na regidao [t',t"] x R3. Supondo que as correntes vao & zero no infinito espacial, apenas a

componente t contribui para as cargas de Noether, sendo dada por

16m oo, f?

m):: d
G =g b T e

Como a expressao nao depende de m, todas as cargas possuem o mesmo valor.

1.2.1.1 Solugdes numéricas

As solugoes do modelo sao obtidas numericamente através do shooting method
para a integragao numérica da equagao radial (1.6). Sao impostas condigoes inicias para a
integracao numérica em termos dos primeiros termos de uma expansao em série em r = 0
paral = 0,1 ou r = R para [ > 2. Os detalhes desse procedimento serao omitidos aqui
e discutidos no capitulo 2.3. Na Figura 1 temos exemplos de solu¢des numéricas para o
caso | = 0 para diferentes valores de w. A funcao radial f(r) e suas derivadas f'(r) sao
apresentadas na Figura 1(a)- 1(c). As respectivas densidades de energia sao apresentadas
na Figura 1(d)-1(f). A densidade de energia é maxima em r = 0.

Na Figura 2 sdao apresentadas as solugoes para o modelo CP? (I = 1). Pode-se ver
que a principal diferenca entre o caso [ = 0 e [ = 1 esta na forma da solucdo em r = 0. Para
[ =1 a fungao f(r) é nula na origem, enquanto sua primeira derivada f'(r = 0) é finita.
A densidade de energia é nao nula em r = 0, porém, H(0) ndo representa um maximo.
O méaximo de H(r) fica localizado a uma distancia finita do centro. No caso de modelos

com [ > 2, surge um raio interno R; > 0 e as solu¢oes passam a ser nao nulas apenas
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Figura 2 — Q-balls no modelo CP? (I = 1). Nas figuras (a)-(c) temos a fungao radial f(r).
Nas figuras (d)-(f) temos as respectivas densidades de energia H(r). w = 1.0
em (a),(d); w = 5.0 em (b),(e) e w = 10.0 em (c),(f). Essa Figura foi extraida
diretamente de (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017).
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0.2 \\
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2 4 6 8 10 12 1 2 3 4 05 10 15 20 25 30
(d) (e) (®

Figura 3 — Q-shells no modelo CP® (I = 2). Nas figuras (a)-(c) temos a fungao radial f(r).
Nas figuras (d)-(f) temos as respectivas densidades de energia H(r). w = 1.0
em (a),(d); w =2.0 em (b),(e) e w = 3.0 em (c),(f). Essa Figura foi extraida
diretamente de (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017).

numa regiao Ry < r < Ry, onde Ry faz o papel de raio externo da soluc¢ao. Devido a isso,

solugdes com [ > 2 sao chamadas de Q-shell. Os raios internos e externos das solugoes

crescem com o aumento de [. Isso pode ser visto a partir das Figuras 3 e 4. Em todos os

casos, os raios decrescem com o aumento de w.
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f(n f(n f(n
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Figura 4 — Q-shells no modelo CP?' (I = 10). Nas figuras (a)-(c) temos a fun¢io radial
f(r).(a) w=1.0, (b) w=2.0 e (c) w = 3.0. Essa Figura foi extraida diretamente
de (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017).
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Figura 5 — Energia do compacton em funcao da varidvel w para (de cima para baixo)
[ =0,1 =1el = 2. Essa Figura foi extraida diretamente de (KLIMAS;
LIVRAMENTO, 2017).

A energia total das solugbes pode ser colocada na forma

> Af” o | S l m m
E:47T/0 d?”'f‘2 ((:[—{—‘]‘Q)Q+M2 1+f2> +m§_l (WQ}E )+ngﬁ ))7

onde Q((bm) nao representa uma carga de Noether, mas sim uma integral definida, por

conveniéncia, como

TS (€) A% o f2
=m .
72 20+ 1 Jo 14 f2

m 3
QY =2 [ dev=g

Tanto E quanto @); dependem de w (o indice m foi omitido, uma vez que as cargas @,
nao dependem de m). Através de uma andlise numérica do comportamento de E para
diferentes valores de w, é possivel observar que E~3 é uma fungao linear de w, para w > 1.
Na Figura 5 é apresentada a relacdo FF — w. Fazendo o grafico de E~5 como funcao
de w, podemos ver um comportamento linear para w’s grandes. De maneira analoga, é
realizada a analise da dependéncia de ); em funcao do pardmetro w . Essa dependéncia
estd apresentada na Figura 6(a), onde podemos perceber que para w > 1 as cargas se
comportam como @Q; o< w9 Na Figura 6(b), temos a relagao entre a carga e a energia no
caso de Q-balls (I = 0,1) e Q-shells (I = 2). Através das andlises numéricas e da Figur?

6(b), é possivel afirmar que a rela¢do entre a energia E~5 ¢ as cargas de Noether @, ©
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)"

(E)—US

Figura 6 — (a) A Carga de Norther @; em fungao de w para (de cima para baixo) [ = 0,
Il =1el=2.(b) Relacdo entre as cargas de Noether e a energia das solugoes
para (de cima para baixo) [ = 0,1 = 1 e | = 2. Essa Figura foi extraida
diretamente de (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017).

¢ linear com uma boa precisao, até mesmo para valores pequenos de w. Isso significa
) 5 .

que as energias dos compactons se comportam como E « () em todo o dominio de w.

O fato de que o valor da poténcia é menor do que um (% < 1) implica na estabilidade

das Q-balls. Nao ¢é energeticamente favoravel uma solugao decair em outras duas, pois

E(Q1 + Q2) < E(Q1) + E(Q2).
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2 O MODELO CPY MULTICOMPONENTE

Conforme mencionado no capitulo 1, o modelo CPY apresenta solucoes do tipo
Q-ball com algumas propriedades interessantes. Em particular, o fato das solugoes serem
compactas sugere que pode ser construido um modelo contendo mais de uma solugao no
mesmo espaco e, contanto que nao haja superposicao dos suportes, sem haver interacao
entre as solucdes. Primeiramente, vamos construir a extensio do modelo CPY para n
campos multicomponentes. Em seguida, sem perda de generalidade, vamos restringir para
o caso n = 2, onde vamos obter as equacoes explicitas do modelo. O procedimento para

obter as solugoes no caso n > 3 ¢ similar.

2.1 O MODELO

Partindo da densidade Lagrangiana do modelo CPY (0.1), podemos estender o
modelo CPY para n campos através da inclusio de n termos proporcionais & Tr( X, lauXa)2

da seguinte forma,

n Mg B 9
L=-> Tr(X,'0,X.) — U({Xa}) (2.1)
a=1
onde X, (a = 1,2,--+ ,n) sdo as varidveis principais que parametrizam o espaco CPM

CPM®-..@CPN". Cada espago CPNe é um espaco coset CPY* = SU(N,+1)/SU(N,)®
U(1). A escolha do termo potencial pode ser feita de diversas maneiras. Aqui escolhemos
uma forma bastante geral, considerando termos que envolvem polindmios com um niimero

arbitrario de campos

U{X.}) = ZN?LVa(Xa) + > AaWar(Xa, Xp) + O wane Zape(Xan X, Xe) + -+, (2.2)

ab abc

onde os termos Y., > .. Te€Presentam as somas sobre todos os termos possiveis. Note
que se o modelo contiver apenas o primeiro termo, com um tnico somatorio, teremos n
modelos CPY desacoplados.

Conforme discutido na secao 1.1, consideraremos os potenciais V,, sendo V-shaped,
uma vez que permitem solu¢oes compactas no modelo desacoplado (modelo limite no caso

n = 1). Assim, temos

Vo(Xo) =V(X,) = ;\/Tr(]l —X.), a=1,...n, (2.3)

onde 1 é a matriz identidade N, x N,. Apesar do carater nao diferenciavel dos potenciais
V, nao ser visivel a partir da expressao (2.3) dada em fungdo das varidveis principais,
vamos manter o nome V-shaped e justifica-lo em seguida.

Como estamos interessados em solucoes compactas do modelo acoplado, escolhemos
os termos de acoplamento do potencial de forma a permitir a existéncia de Q-balls/Q-shells

por uma unica componente CPY do campo, enquanto as outras tomam os valores do
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vacuo, ou seja, quando n — 1 componentes tomam o valor do vacuo, a componente restante
se desacopla mesmo tendo constantes de acoplamento diferentes de zero. Por essa razao

consideramos os seguintes termos de acoplamento

W (X, Xp) = W (X, Xs) = V(Xa)2V(X,)% = (i Te(1 — Xa)>a (i Te(1 — Xb)>6 ,

Zape( X, X3, Xe) = Z(X 0, X0, Xe) = V(X)) V(X)) V(X,)>

= (i Tr(1 - Xa)>a (i Tr(1 - Xb)>ﬁ (i Te(2 - Xc)>7

e assim por diante. Aqui a, 3,7, -+ = 1. Assumimos ainda que nao hé repeticao de indices,
i.e., a#b,a# ¢, etc. e com isso os coeficientes de (2.2), Ay, Wape, * + -, S€ tornam simétricos
na troca de indices a,b,c, - - - . Por exemplo, para n = 3, definimos dois parametros, \ e w,

tais que
A= /\12 = )\21 = )\13 = )\31 = )\23 = )\32, W = Wi93 € todas suas permutag()es

e todos os outros coeficientes sendo zero. Essas simples considera¢oes nos permitem fazer a
extensao do modelo para um niimero arbitrario de campos. De forma a evitar complicagoes
desnecessarias na construcao das solugdes, vamos nos concentrar na formulagao do modelo
com n < 3, ou seja, com no maximo trés varidveis principais X,.

As variaveis principais sdo dadas por

Xa(ga) = ga0a<ga)71, a=1,2,... N,

onde o,(k,) = k, sdo automorfismos involutivos o(c(g,)) = g.. Cada varidvel principal
parametriza um espago coset, X,(goka) = Xa(ga) € 04(ka) = ko onde k, € SU(N,) @ U(1).
Na representagdo matricial, os elementos de grupo, g, € SU(N, + 1), sdo parametrizados

pelo conjunto de campos escalares complexos

W= |, a=12...n.

)

A parametrizacdo dos elementos g, em funcdo dos campos u(® é realizada da seguinte

forma

1 A @) jul@
ga = . y (24)
Vv1+ u(a)T . u(a) ZU(G)T 1

a)#*

U
14+v1+u@i. y@
Nessa parametrizacao, as varidveis principais sao escritas como

2 NgXNg -
Xa(9a) = 9o = ( 0 _1> T I u@T - 4@ ( i@t 1)

Aij(u(a)) = 1 + U(a)T . u(“)csij —
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Em termos dos campos u(® e seu conjugado Hermitiano u(®T, a densidade lagrangiana

(2.1) possui a forma

L= Z*Ca + Eint (25>
E = /:*kina - ZV( (a)’[7u(a)>7 £kin,a = _MjnuyT:u
Lot = =AY W WO 4 72 (D D) @t @ @ @)y
a#b

com 7, = diag(l, —1, — 1, — 1) sendo as componentes do tensor métrico no espago-tempo
de Minkowski. A somatodria Y .z, estende-se sobre todos os pares (a,b) possiveis, i.e.,
(a,b) = (1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2). O termo 7/ ¢é definido como

o _4@uu(aﬁ . AZ(U(G)) N NG
@ (1 4+ u@t . yla))2

(2.6)

onde A? é o quadrado da matriz A, A?j = Ay A, que é dada por

AZ(ul) = (1 4 @1, u<a>)5ij — @,
As equagoes de Euler-Lagrange sido obtidas através da variagdo da agio S = [, d*xL

laca (a) o la)x d iacoes d bordas d
com re a(;ao aos campos uk ,uk (supon (0] que as Varla(;oes (0] campos nas ordas O

espaco sejam nulas, i.e., 5u,(f) = 5u,(f)* = 0 na borda 99Q). As equagoes obtidas através
da variacao de u,(f) e u,(ca)* sdo equivalentes (descrevem a mesma fisica). Por esse motivo,

daqui em diante, consideraremos as equagoes obtidas a partir de 0 (-L = 0. Elas sao da
k

forma
0Lvxina 0Lxina oV, ow 0z
]Za); —Oa or — Ha @ A @ Y @r =V (2.7)
termos cinéticos termos potenciais

onde a ¢é fixo para cada equacao e W = W (u®t, u® 4 (). Multiplicando a equacao

2
(2.7) por —i(l + ult. u(a)) e calculando os termos cinéticos, chegamos nas seguintes

equagoes
1 2 0z
A2 (KD (@) + = (1 + 0@ @ — + =0, (2.8
()1 () + ) e 5 2#26 s (2.8)

onde K l(a) representa a contribuicao dos termos cinéticos e é dada por

u(a)T . aﬂu(a))ayul(a) _|_ (u(a)T . ayu(a))aﬂul(a)
1 4+ u@i . yla) )

K (u@) = M2, [a#a”ul(“) {

5kl -+ ukul) Multi-

plicando (2.8) pela matriz inversa, podemos desacoplar os termos contendo derivadas de

A matriz A2,(u\®) é inversivel e sua inversa é dada por A;* = m(

segunda ordem. O resultado dessa operagao é

, OV, SW 4

HJ@T_F)\ a*+w a)*
5u,(€) ;céu,(g) 6u,(€)

a 1 2
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As equacdes de movimento do modelo CPY simples podem ser obtidas tomando U = 0;
nesse caso temos K, l(a)(u(a)) = 0.

Daqui em diante, estudaremos o caso n = 2, i.e., o modelo contendo dois campos
(duas variaveis principais) CPY. Em tal modelo Z — 0 e, portanto, apenas o potencial
W (X1, Xs) fica responsavel pelo acoplamento entre os campos. Por conveniéncia, escre-
vemos uY — u,u® — v. Como queremos solucdes com energia finita, consideraremos

potenciais Vi (uf,u) e Vo(v',v) na forma (2.3), que possui carater V-shaped no seu minimo:

1
T 2 ]
ul - u vl v
Vi=|—0— Vo= —
! <1+uT~u> ’ 2 <1+UT-U>
Os potenciais (2.1) sao da mesma forma do que os utilizados no modelo CPY padrao

(KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017). Portanto, desligando a interacao, ou seja, tomando

A = 0, temos dois modelos CPY desacoplados com potenciais que suportam compactons.

[N

O potencial de acoplamento W é escrito como

f « f p
u'-u v v

W (u! T ) =

(U7u7/U7U> (1—’_“1_“) (1_'_1)1.”) )

onde, o, 8 = 1. Inserindo as expressoes explicitas dos potencias na equacao de movimento

(2.1), com a = 1,2, temos

2 pYe! ut o 1 o v )’
e L= ST W il A v -0 2.9
! +8 tu u\/uT-u+ 4 1—|—UTU 1—|—UT‘U R ’ ( )

2 A T. @ T, A-1
K£2)+% 1—|—UT-UUT—|—6< . ) ( - ) v, =0, (2.10)

Votoo o 4 \1+ut-u 140t
onde [ =12,....Nyer=12,...,Ns.

Por conveniéncia, podemos escrever as equagoes de campo na sua forma adimensio-
nal. As varidaveis X, e os campos u; e v, sdo adimensionais. Por outro lado, as coordenadas
espaciais z* tem dimensao de comprimento. A escala de comprimento caracteristico pode
ser dada em fungdo das constantes dimensionais M2, 2 e A (ou suas combinagoes), onde!
(M2 = L7 [u%] = [\] = L. Seja ry o comprimento caracteristico, [ry] = L. Podemos,
entao, substituir as coordenadas dimensionais por suas respectivas formas adimensionais
colocando a escala de comprimento explicitamente: z# — z# = ro2*,0, — ry 18#. As

coordenadas adimensionais (¢,7,0, ¢) sdo definidas através das seguintes relagoes:

P =t, #' =rsinfcoso,

#? =rsinfsing, T =rcosé.
Isso leva as expressoes adimensionais

R = Maf?, RO = MR,

L A notacdo [[] representa a dimenséo do parametro. L representa a dimensdo de comprimento.
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Em seguida, multiplicamos (2.9) por M; 2 e (2.10) por My *r2 e definimos as constantes

de acoplamento
A7 = Mgl s = My Prgps, A= M7PGA, Ag = My g,

As equagoes de campo adimensionais possuem a mesma forma das equacoes (2.9) e (2.10)
com KV KV K@ 5 K@ 12 5 12 42 5 2 e A— Ay em (2.9) e A — Ay em (2.10).

2.2 O ANSATZ Q-BALL/Q-SHELL

Seguindo os passos de (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017), queremos obter uma
forma reduzida das equagoes de movimento que dependa exclusivamente da coordenada
radial r. Vale lembrar que, no limite em que A = 0, devemos recuperar dois modelos
CPY desacoplados. Sendo assim, considere o caso onde N; e Ny sdo dois niimeros fmpares.
Tome Ny =2l; + 1, Ny = 2[5 4+ 1 e considere o seguinte ansatz para os campos U, , Um,,

proporcionais aos harménicos esféricos Y;™:

47 iy
uml (t7r707¢) = 211 _"_ 1f(/r.)}/217m1 (97¢)€ t? (2'11>
47T twat
Um2(tvr797¢) = mg(r>n2,m2 (07¢>6 ) (212>
onde as coordenadas t, r, 0, ¢ sdo adimensionaise m; = 0,£1,--- , £l emo =0, +1,--- |, +ls.

Os parametros w; e wy sao0 nimeros reais e representam a rotacao no espago interno dos
campos. Utilizando o ansatz podemos reduzir as equagoes de campo (2.9), (2.10) a duas

equacoes diferenciais acopladas que dependem apenas da variavel radial r

~2 2 a—1 2 B
2O(r) = BT+ f2sen(f) + Mg (1 I f2> (1 i92> f, (2.13)

~2 2 @ 2 p-1
S@(r) =221+ g2 Mo (- J 2.14
(r) Vit sgn(g) + Az e I g (2.14)
onde as expressoes do lado esquerdo, que vém dos termos cinéticos e gradientes, sao dadas
por
2 1— f? ff? Li(li +1)
SO@)y = "+ Zf 4 W2 —2 - 2.15
(r> f +T'f +w]_1+f2f 1+f2 TQ f? ( )
2 1—-g° 99 b +1)
SOy =g" + 2¢ +w? — — : 2.16
(T) g +rg +w21+92.g 1+92 TQ g ( )

Por definigao sgn(0) = 0.

Uma propriedade marcante dos modelos com potencial V-shaped é o fato de a
sua dindmica nao ser completamente descrita pelas equagoes de Euler-Lagrange. As
equagoes obtidas através do principio variacional nao "enxergam' as solugoes de vacuo,

que representam algumas das configuracoes fisicas. Para ilustrar essa questao, considere
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um modelo de campo escalar real com potencial |¢|. A densidade Lagrangiana do modelo
toma a seguinte forma: £ = %77’“’3“@253”@5 — |¢|, onde ¢ € R. Sua energia é dada por
E = fd?’x[%(@ogb)Q + V2 + |</5|} enquanto que as equagoes de Euler-Lagrange tomam a
forma 0,0"¢ £1 = 0. Perceba que a configuragao fisica que minimiza a energia, ¢ = 0,
nao é uma solugao das equacoes de Euler-Lagrange. Por outro lado, essa solucao possui
um papel importante na dindmica do campo. Como mencionado na se¢ao 1.2, a solugao
do vacuo pode ser incluida formalmente no conjunto de solugoes da equagao de campo,
contanto que o termo %1 seja substituido pelo termo sgn(¢) tal que sgn(0) := 0. Com isso,
a equagao de movimento se torna 9,0"¢ + sgn(¢) = 0 (modelo de signum-Gordon). No
caso em que o campo escalar é complexo, ¢ = fe’X com f > 0, o termo signum (fungao
sinal) fica restrito a dois valores: sgn(f) = 0 e sgn(f) = +1. Esse é exatamente o que
ocorre no modelo abordado neste trabalho. Assumimos que f(r) em (2.11) e g(r) em (2.12)
sao nao negativas. Nossa definicao da funcgao sinal faz com que as configuracaos de vacuo
f =0e g =0 se tornem uma solucao explicita das equagoes de campo (2.13) e (2.14).
Recentemente, foi analisado o caso de solugoes QQ-balls compactas no caso em que a fungao
radial nao ¢ restringida & valores nao negativos (solugdes nodais) (KLIMAS; SAWADO;
YANALI, 2022).

2.2.1 A densidade Hamiltoniana

A densidade Hamiltoniana associada com a Lagrangiana (2.5) possui a forma

B 0Ly 0Ly .
H = m@ouz + 6((90u;‘)80ul £1+
0L, 0Lo
————0gU; + ————0gV; — Lo — L;p,
- d(0ov;) 0% + 6(0ov}) o ? '
e pode ser reescrita como
M? M?
H="0Hi+ —2Hs+ \W,
Td Td
3
Ha = _7—610 + Z T]gk + ﬁi‘/aa a = 172 (217)
k=1

onde W e H, sdo fungdes adimensionais. As expressoes 7, sdo dadas por (2.6). A tinica
diferenca é que as expressoes 7,7, consideradas em (2.17) contém derivadas com relacdo as
coordenadas adimensionais. Supondo A # 0 podemos reescrever a densidade Hamiltoniana

CcOoImo

1 1
H o=\ (7—[1 et W) . (2.18)
N,
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Utilizando o ansatz de Q-ball/Qshell, as expressoes H, e W assumem a forma

4 l1(l1 +1 ~
o= e | O ]
_ 4 2 9 9 b(la+1) 2\ 2 ~9 g
H2 - (1+92)2 [g +w2g + r2 <1+g )g +/~L2ma

f2 @ 2 B
o (L) () oo

A configuragao de vacuo, f(r) =0 e g(r) = 0, possui energia total igual a zero.

2.2.2 Cargas de Noether

Em termos da parametrizagao (2.4), a Lagrangiana (2.5) possui simetria global
U(1)M @ U(1)M sob a transformacio

up — €%%uy, k=1,--- Ny, (2.19)
v — e, k=1,--- N, (2.20)

onde oy, 7, € R. Conforme mencionado anteriormente, a simetria global e as cargas de
Noether possuem um papel importante na estabilizacao das solucoes. As correntes de

Noether associadas a (2.19) sdo dadas por

. 4i Moo .
L = C(L+ufw)? j;[umAznj(u)auuj — O AT (W) (2:21)

A seguir, mostraremos os resultados para (2.19), uma vez que as expressoes para (2.20)
podem ser obtidas a partir da expressao (2.21) trocando u <+ v e f <> g. Utilizando o
ansatz (2.11), temos que apenas duas componentes das correntes de Noether sao nao nulas

e dadas por

(h—my)!  f?

(m) — P 2 2.22

Jt 8(.01 (ll +m1)| (1 +f2)2< I (COSQ)) ’ ( )
_ | 2

Jéml) = 8my (h—ma)! f (P (cosf))>. (2.23)

(I1 +mq)! 1+ f2

Je(ml) _ 0’ para mp = _llu _ll + 17 Ce ,ll — ]_,ll.

As outras duas componentes sio J(™) =
A conservagao de corrente pode ser vista diretamente da dependéncia de (2.22), (2.23) em
funcao apenas de r,0. Segue, da equacao de continuidade, que

1 m

1 m
ﬁau(v—ggwjﬁml)) = 0™ —

Integrando a equagao de continuidade (2.24) envolvendo a quadricorrente temos

1
[t [ @av=5 (80Jém1) - eawjgml>> 0.

r2sin
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Assumindo que a componente espacial Jéml) decresce suficientemente rapido na borda
espacial, obtemos a carga de Noether conservada
16w [ , I?

dr ——
o+ 1 A2

1
V= [ day=gam @) =

As componentes espaciais das correntes de Noether ndo contribuem para as cargas conser-

vadas; ainda assim, sao tteis para definir as integrais

><x> A8tmy [ . f?
= rT—s.
2l +1Jo 14 f2

m1) /d3$\/—

Como mencionado anteriormente, a carga de Noether associada com o segundo modelo
(2.20), ngr"), assim como a integral qumZ), podem ser obtidas através das trocas f <> g e
[y <> I3 . A energia total é obtida integrando a densidade Hamiltoniana em todo o espaco

E = [ d*xH, onde H ¢é dada por (2.18), e pode ser expressa em termos de ng) e qum)

51

E= > (Cf”+mq )+ Z G&Q ) maglm 0+

mi1=—I1 mo=-—l2

4f/2 4g/2 B f f2 «a 92 B
+M/ﬁﬂ@+ﬂfWHwW+ﬁﬁTF i @+ﬁ>@+¢)]

onde, por simplicidade, escolhemos A\ = A; = Ay = 1. Para entender completamente
as solugoes é necessario obter £ como funcao de ()1, Q)2. Em particular, é interessante
conhecer a relagao entre F e a soma das cargas () = ()1 + Q2. O estudo das solugbes exatas
pode ser realizado apenas em casos especificos como em uma aproximacao "thin-wall"
do modelo. Por outro lado, no caso geral temos que recorrer a andlise numérica, que sera

discutida na proxima secao.

2.3 SOLUCOES

Primeiramente, vamos analisar o caso mais genérico da sobreposi¢ao de dois compac-
tons. Existem algumas possibilidades: Q-ball - Q-ball (BB), Q-ball - Q-shell (BS) e Q-shell
- Q-shell (SS). Os exemplos apresentados a seguir foram obtidos tomando o = § = 1
no termo referente ao potencial de acoplamento W. Nao foram observadas mudancas
qualitativas no comportamento radial das solugoes para valores maiores de a e 5.

As solugoes numéricas sao obtidas através da integragdo numérica das equagodes
radiais. Neste trabalho, utilizamos um método de analise numérica chamado de "shooting
method". Esse método é uma forma de obter solugoes para problemas de valores de contorno
através do "chute" das condigOes iniciais, variando os parametros do modelo, até que as

condigoes de contorno desejadas sejam alcancgadas.

2 "paredes finas".
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No caso n = 2, temos duas equacoes diferenciais de segunda ordem acopladas e,

. . A . n n P
portanto, precisaremos de dois parametros livres (de "chute"). Para obter esses parametros,
expandimos a func¢ao em série de poténcias em torno de uma regiao de interesse e utilizamos
o comportamento dominante das fung¢des nesse ponto como condi¢oes de contorno para
as solugoes. As solugoes finais sdo obtidas através da juncao das solugoes parciais do
problema em cada regiao, garantindo que tanto a funcao quanto sua primeira derivada

sejam continuas.

2.3.1 Q-ball - Q-ball

A solugao mais simples do tipo BB contém apenas a sobreposicao de duas Q-balls
CP!. Consideramos w; > wy pois para wy = wsy, it = ji3 € A} = Ay as funcdes radiais sdao
idénticas, f(r) = g(r), e o modelo se reduz a um tinico modelo CP! com uma deformacao
analitica do potencial V-shaped.

No caso l; = ls = 0 expandimos as funcoes radiais em série de poténcias em torno

der=20
Fr)y=>"ar®,  glr) =" ber”.
k=0 k=0

Em seguida, substituimos as expansoes nas equagoes (2.13) e (2.14) e determinamos os
coeficientes, k = 1,2, ..., recursivamente. Os coeficientes impares, k = 1,3,5, ..., sd@o nulos.

Os dois primeiros coeficientes pares sao

L[ aob? I ao(l — a)
=_|—7 A e 2 _ O\ 0/, 2
2 6[4(1+b%) PRVt a T T e

1 boa% ﬁg bo(l — b2>
= | —9 2.1 2 O\ 70/ 2
b l4(1+a%))\2+ g VT ==

As equagdes de movimento para as fungoes radiais, (2.13) e (2.14), possuem termos

1

proporcionais a r~! e r=2. Devido a isso, substituimos no calculo numérico r = 0 por

r = = 107%. Dessa forma, temos que para r = ¢ as solucoes devem satisfazer

f(e) = ag + az(ag, bo)?,
f'(e) = 2as(ag, by)e,
g(g) = by + by(ag, bo)e?,
g'(e) = ba(ag, bo)e.

Os dois coeficientes livres sao (ag,by). A partir dos coeficientes as e by, é possivel observar
que a segunda derivada da fungdo perfil f(r) em r = 0 depende do valor de g(0) e vice
versa. As fungoes perfil radial f(r), g(r) e suas derivadas estao representadas na Figura 7.

Quanto maior a diferencga entre w; e wy, menor serd a similaridade entre as curvas radiais.
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Figura 7 — Q-balls no modelo CP' — CP*! para (a) (w;,ws) = (1.05,1.0) e (b) (w1,wq) =
(1.2,1.0). As outras constantes tém valores i? = i? = 1.0, A\; = Ay = 1.0. Os
raios das Q-balls sdo (a) (R1,Rs) = (6.284,7.029) e (b) (R1,Rs) = (4.641,6.812).
A funcao radial f(r) possui amplitude menor que a fungdo g(r) (linhas conti-
nuas). As derivadas f'(r) e ¢'(r) sao representadas pelas linhas pontilhadas.

Figura 8 - Solugoes nao validas para o caso CP' — CP!. (a) Ambos pardmetros ag e by sdo
muito pequenos e as solugoes nunca alcangam o vacuo; (b) ag é muito grande e
by muito pequeno — a funcao f(r) muda de sinal.

A discrepancia entre Ry e Ry?, assim como entre f(0) e g(0), cresce com o aumento de
lwi — wl.

Para obter as solugoes apresentadas, comegamos com um chute inicial, arbitrario,
dos parametros ag,by. Suponha que com esse chute obtenhamos uma solu¢ao como no caso
da Figura 8(a). Em seguida, calculamos o valor de r no primeiro minimo, chamemos de
R, (que no caso da Figura 8(a) corresponderia a Ry ~ 4). Segue, entao, que f’ (El) =0.0
comportamento numérico das solugdes mostra que existe um certo ponto (ag,by), no espago
de parametros, tal que nesse ponto f (El) =0 = g(ég) = 0. Sabendo disso, variamos
o pardmetro ap até alcangarmos a condicao |f (§1)| < 107%. Em seguida, repetimos
o procedimento para a segunda solugcdo de modo que, ao final do processo, tenhamos
' (Ry) =0, |f(R))| <1075 e ¢'(Ry) =0, |g(R)| < 107%. Finalmente, definimos Ry = R,

e Ry = Ry. O mesmo procedimento é tomado nos casos a seguir.

3 R; se refere ao ponto onde uma solucio toma valor de vacuo, e.g., Ry (no caso de Q-balls) se refere ao

ponto tal que f(Ry) = f'(R1) = 0 e é, nesse caso, o raio externo da solugéo.
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Figura 9 — Solucdo do tipo BB para o modelo CP! — CP? . Os valores dos parametros
livres sd0 wy = wy = 1.0, \; = Ay = 1.0, 12 = i? = 1.0. Os parametros de
chute sao (ag,b1) = (0.717,0.173). Ambas fun¢oes radiais s@o nao triviais na
regido I, 0 < r < Ry; temos f(r) = 0 enquanto g(r) > 0 em II (R; <r < Ry)
e f(r) =g(r) = 0 na regido II1 (r > Rs). As curvas tracejadas representam as
respectivas derivadas das fungoes perfil com respeito a r

Analisando a Figura 7, na regiao I (0 < r < R;) ambas as funcoes, f(r) e g(r),
sdo nao triviais. De forma a obter uma solucdo compacta, devemos escolher ambos os
parametros de forma apropriada. Se ag e by forem muito pequenos, a regiao I se estende
para o infinito espacial e a solugdo numérica nunca atinge o valor de vacuo (Figura 8 (a)).
Uma configuragao com tal comportamento possui energia infinita e, portanto, nao pode
ser aceitavel. Por outro lado, quando o parametro chutado é muito grande a funcdo muda
de sinal (Figura 8 (b)). Como procuramos por solu¢oes com valores da fungao perfil ndo
negativos, esse tipo de solugao também deve ser rejeitada. A fungao perfil f(r) é nula na
regiao 11, Ry < r < Ry, enquanto g(r) é nao trivial. Por fim, na terceira regido, r > Ry,
ambas as fungoes f(r) e g(r) assumem o valor de vacuo.

O comportamento das fungoes perfil em R; é dado por

F0) = 1 = R = = R+ O - R,

g(T):B0+B1(T—R1)+...,

onde By = g(Ry) e By = ¢/(R;) sdo determinados pela integragdo numérica das equagoes

acopladas. Similarmente, na vizinhanca de Ry temos

=0, e glr) =" = R = R~ R+ O~ Ra)Y)

A partir das expansoes fica claro o comportamento parabdlico de ambos os campos préximo
a0 VACUO.

Outro exemplo de compacton do tipo BB pode ser obtido no modelo CP! — CP3

(I; = 0,5 = 1). Realizando a expansao em r = 0, temos que o comportamento dominante
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Figura 10 — Densidade Hamiltoniana da solugdo BB associada a Figura 7(a) para o
modelo CP! — CP!. Figura (a) o grafico 3D da densidade Hamiltoniana. (b)
a densidade radial associada com (a). A densidade Hamiltoniana é um funcao
monotonicamente decrescente.

das solucoes é dado por

~2

1 — 2
f(r)=ao+ [%\/1 + a3 — %1 _i_Zgwf] 2+ O(r*),

0

s ﬁ%z by Q2 )‘2ag 42| 73 L Ot
g(r) = bir -+ or® + 4 |80+ T — i | ¥ 4 O,

Nesse caso a funcao radial g(r) é nula em r = 0. A expansao possui dois pardmetros
livres ag e by. Os outros coeficientes sao determinados em termos desses dois parametros.
Olhando para os outros termos vemos que az = 0 e que a4 depende de b;. Note que o valor
de by ¢ fixado pelo valor da constante fi3. Olhando para a Figura 9 vemos que a fungao f(r)
associada com o modelo CP! alcanga o viacuo em r = Ry, i.e., antes de g(r) mudar seu
sinal. Para r > Ry, f(r) = 0 e g(r) > 0 até alcancar seu zero em r = Ry. Os parametros
livres, ag e by, sao escolhidos de forma a obtermos minimos locais para as fungoes radiais
no eixo r. Na Figura 10, apresentamos o grafico 3D da densidade Hamiltoniana discutida
na secio 2.2.1 correspondendo & solugao BB para o modelo CP! — CP! (Figura 7(a)). A
funcao radial da densidade de energia decresce monotonicamente, de forma similar as

fungoes que descrevem os campos.

2.3.2 Q-ball - Q-shell

As solucoes do tipo BS ocorrem quando um modelo CP! ou CP? é acoplado com

um modelo CPY com N > 5. Mesmo no caso de um tinico modelo CP¥ | a solucdo do tipo
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Figura 11 — Solugio BS para (A\;,\9) = (1.0,1.0), (2%,3) = (1.0,1.0). (a) Modelo CP*—~CP?
com (wp,w2) = (1.0,1.0), e pardmetros (ag,R;) = (0.725,0.643). Os raios
externos da Q-ball e Q-shell sdo dados, respectivamente, por (Ry,R3) =
(7.28,10.60). (b) Modelo CP! — CP5 com (wy,ws) = (1.0,1.5), e pardmetros
(ap,R1) = (0.694,0.174). Os raios externos da Q-ball e Q-shell sdo dados,
respectivamente, por (Rg,R3) = (6.81,5.61). (¢) Modelo CP? — CP% com
(w1, w2) = (1.0,1.0), e parAmetros (a1,R;) = (0.212,0.683). Os raios externos
da Q-ball e Q-shell sao dados, respectivamente, por (Ry,R3) = (9.22,10.81).
(d) Modelo CP? — CP5 com (wy,wp) = (1.0,1.5), e parAmetros (a;,R;) =
(0.202,0.145). Os raios externos da Q-ball e Q-shell sdo dados, respectivamente,
por (R,R3) = (8.56,5.60).

Q-shell aparece porque a expansao na origem, r = 0, nao leva & nenhum comportamento
nao trivial (todos os coeficientes by, sdo nulos). O mesmo é vélido para dois modelos
acoplados. Apenas a funcao radial associada com N =1 ou N = 3 possui comportamento
nao trivial na vizinhanga de r = 0. Logo, a expansao em r = 0 envolve apenas f(r),
enquanto ¢g(r) = 0 nessa regiao.

A solugao consiste de quatro solugoes parciais que se completam em r = Ry, r = Ry
e r = R3. Na vizinhanga de r = 0, a func¢ao f(r) possui o seguinte comportamento

~2 1— 2
CP': f(r):ao—l—[Z—é\/l+a%—%1+zgwf] r? 4+ 0(r")
0

~2
CP3: f(r)=air+ %TQ + %(Qa% — W)+ O>r*)

enquanto g(r) = 0. Essa solugao parcial ¢é valida para 0 < r < R;. Para a segunda solugao

parcial, valida na regidao Ry < r < Ry, a fungdo ¢(r) é nado trivial e possui a seguinte
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Figura 12 — Densidade Hamiltoniana da solugao BS associada & Figura 11(a) do modelo
CP!'—CP®. Figura (a) grafico 3D da densidade Hamiltoniana e (b) a densidade
radial associada a (a). A densidade Hamiltoniana ainda possui um formato
esférico, porém, agora o seu valor maximo esta localizado em torno de r ~ 4.

expansao em r = Ry

g(r) = /f—g(r —Ry)?— Ha (r— Ry)*+ (9((7“ - R1)4)
tanto para o modelo CP' — CPY quanto para o CP?> — CPY, N > 5. Os resultados
numéricos sao apresentados na Figura 11. A principio, o raio interno R; nao é conhecido
e, portanto, pode ser considerado um parametro livre. Os coeficientes de ordens superiores
dependem de f(R;), f'(R1) e das constantes do modelo. Na regiao /1, ambas as fungoes
f(r) e g(r) dependem uma da outra. Em r = Ry a componente referente a Q-ball assume
seu valor de vacuo f = 0, enquanto g(r) > 0. Na regido I1] (R, < r < R3) a fungao
f(r) =0 é constante e g(r) decresce alcangando o vacuo de forma parabdlica em r = Rs.
Os pardmetros de chute sao (ag, ;) para o modelo CP* —CP? e (ay,R;) para o CP3 —CP5.
De forma andloga ao que acontece no caso das solugoes do tipo BB, a discrepancia entre
as solugbes aumenta com |w; — wsl.

Na Figura 12, apresentamos o grafico 3D da densidade Hamiltoniana correspondente
a solugao BS para o caso CP' — CP® (Figura 11(a)).

2.3.3 Q-shell - Q-shell

As solucoes do tipo SS acontecem quando trabalhamos com modelos CPM — CPN2,
onde Ny,Ny > 5 (l1,ls > 2). Como exemplo desse tipo de solugao, considere a superposigao

de duas Q-shells no modelo CP> — CP". De forma equivalente, poderiamos considerar



2.3. Solugoes 43

0.8

-0.2

Figura 13 - Solucdo do tipo SS para o modelo CP® — CP” com (w;,ws) = (1.0,1.0),
(72.03) = (1.0,1.0) e (A1,A2) = (1.0,1.0). A solucdo SS compacta é obtida
para os parametros (R;,Rs) = (0.43,2.86). Os raios externos das solugoes sao
(R3,Rq) = (11.24,12.92).

o caso CP? — CP® com w; # wy. Aqui, consideramos w; = wy = 1.0. A solucdo consiste
de cinco regides e estd apresentada na Figura 13. Temos quatro raios caracteristicos:
Ry, Ry, Ry e Ry. Na regiao I, dada por 0 < r < Ry, assim como na regiao r > Ry, ambas
as solugbes assumem valor de vacuo, f(r) = g(r) = 0. Na regido I/, a fun¢ao radial f
¢ nao nula, enquanto g(r) = 0. Similarmente, na regidao IV temos f(r) = 0 enquanto
g(r) > 0. Na regiao I11, temos ambas solugoes nao nulas (superposicao), respeitando o
acoplamento entre as equagdes. Aqui, os raios Ry e Ry sao considerados parametros de
chute e representam os raios internos das solugoes. Expandindo as fungoes radiais em

torno de r = R; obtemos as expansoes

o e I8 ; ; _
£ = B = R)? = (= B+ O = B () =0,

Em r = Ry a fungao f(r) (determinada numericamente) é nao nula e pode ser representada
por uma série, f(r) = Ag+ A1(r — Ry) + As(r — Ry)? 4+ O((r — Ry)?), e a funcao g(r) é
dada por

i3 I 3 4
o) = [2{r = Ba)? = SHo(r — )" + O((r = R2)")

Para obter as solugoes, chutamos R; e Ry e integramos numericamente o sistema de
equagoes. Em seguida determinamos o primeiro minimo local r = Ry para f(r). A partir
disso, alteramos os valores dos pardmetros até obter |f(Rs)| < 1075, A solucdo correta
é obtida quando tivermos pardmetros Ry e Ry tais que |f(Rs)| < 1076 |g(Ry)] < 1076 e
f'(Rs) = ¢'(Ry) = 0. Evidentemente, isso depende do ajuste simultdneo dos pardmetros
do modelo devido ao acoplamento. Na Figura 14, apresentamos o grafico 3D da densidade

Hamiltoniana correspondente com a solucao SS para o modelo CP® — CP” (Figura 13).
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Figura 14 — A densidade Hamiltoniana para a solu¢do SS correspondente a Figura 13(a)
para o modelo CP® — CP7. Figura (a) grifico 3D da densidade de energia (b)
densidade radial de energia associada com (a). A estrutura tipo shell (casca)
se torna aparente nessa solucao.

2.3.4 Solucoes tipo harbor

Compactons do tipo harbor sao estruturas do tipo BS e SS nas quais uma das
solucoes permanece completamente inclusa na cavidade interna de uma Q-shell, ou seja, é
uma configuragdo onde f(r) > 0 sobrepoe apenas ¢g(r) = 0 e g(r) > 0 sobrepGe apenas
f(r) = 0. Isso significa que os termos de acoplamento proporcionais & A\; e Ay nao tém
significancia, pois para todo r sempre temos um dos campos tomando o valor de vacuo.
Isso é possivel, exclusivamente, devido ao carater compacto das solugoes. A possibilidade
de termos um compacton cercado por outro compacton ¢ um tanto quanto intrigante,
especialmente no contexto de aplicagoes em modelos com estrelas de bosons. Solugoes do
tipo harbor contendo buracos negros em seu interior foram discutidas em (KLEIHAUS;
KUNZ; LAMMERZAHL; LIST, 2009; KLEIHAUS; KUNZ; LAMMERZAHL; LIST, 2010;
KLIMAS; SAWADO; YANALI 2019; SAWADO; YANAI, 2021b).

Tal solucao ocorre, por exemplo, no caso de uma Q-ball CP! envolta por uma
Q-shell CP?. O grafico do perfil radial dessa configuracao pode ser visto na Figura 15.
Note que o suporte de ambas as solugoes nao se sobrepoem, isto é, quando f > 0,9 =0
e vice versa. Para compactons do tipo harbor o raio Ry da Q-ball é menor ou igual ao
raio interno R; da Q-shell. Outra possibilidade de solugao tipo harbor é com duas shells.
Duas Q-shells nao se sobrepoem se o raio externo da solugao interna for menor que o raio

interno da solucao externa.
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Figura 15 — Uma Q-ball CP! na cavidade interna de uma Q-shell CP® . O raio externo da
Q-ball é Ry = 0.56 enquanto os raios da Q-shell sao R; = 0.97 e Ry = 15.75.

As solugdes foram obtidas para w; = 8.0 e wy = 0.9. Figura (a) mostra a
regiao central onde se encontra a Q-ball.

2.3.5 Relacao carga-energia

As analises do comportamento da energia e da relacao carga-energia nao foram
objetos de estudo durante o desenvolvimento deste trabalho. Porém, a partir dos resultados
obtidos nessa pesquisa, foi produzido um artigo por (KLIMAS; KUBASKI; SAWADO;
YANALI 2021) onde sao apresentadas as anélises para esta classe de solugoes.

Até o momento foram apresentadas diversas estruturas do tipo ball-shell (BS) e
shell-shell (SS) no modelo multicomponentes. Com isso, surge uma pergunta: é possivel
existir tais estruturas, sem que elas se dissipem ou colapsem? No artigo acima mencionado,
os autores analisam o comportamento da razio* E/Q em dependéncia de w; e wy, uma vez
que propriedades como seu tamanho, posicao e amplitude dependem dessas quantidades.
Também foi analisada a relagdo F ~ Q®. A partir da andlise da razao E/Q), é possivel
concluir que as solu¢oes multicomponentes sao energeticamente mais favoraveis quanto
menor for sua sobreposigdo. Aqui vale lembrar que quanto maior o valor de |w; — ws|
menor sera a sobreposicao das solugoes.

Na anélise da relacdo carga-energia para o modelo CPY simples, mencionada no
Capitulo 1, vimos que a energia das solugoes se comporta como E ~ Q% (a0 = % < 1),
o que sugere que é classicamente favoravel a solugdo permanecer estavel, sem decair em
cargas menores. Uma analise semelhante foi realizada para o caso multicomponente e foi
obtido que para valores grandes de w; e ws, a relagdo se torna £ ~ Q%. Isso indica que as

solugoes se tornam mais estaveis com o aumento da carga.

2.3.6 Sobre as solucdes analiticas

Conforme mencionado anteriormente, o modelo CP" simples tende & um modelo

signum-Gordon modificado no limite de baixas amplitudes dos campos. A funcao perfil

4 @ pode ser visto como o ntimero de constituintes; a razdo E /@ pode ser vista como a massa de seus

constituintes.
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satisfaz a equagdo linearizada contendo a fungao sinal (que é o tnico termo que nao pode
ser linearizado). Consequentemente, nesse limite, existem soluges exatas da equagao
radial. A pergunta natural que surge é se o0 mesmo processo pode ser feito no caso dos
modelos acoplados, considerados neste trabalho.

No limite de pequenas amplitudes dos campos, as equagoes (2.15) e (2.16) se tornam
2 ILi(ly+1
E(l)(T)Ef,/va,—}—(w%— 1<1:_ >>f,
r r

2 lo(l + 1
2O =g"+ g + <W§ _blbt]) = )> g

Com isso, as equagoes radiais, (2.13) e (2.14), podem ser escritas como

S0 (1) — 21 () = 2120 o (2.29
2 (1) — 2 () = 22 g (2.20)

Para o = 8 =1 o lado direito da primeira equagao (2.25) é proporcional & g*(r) f(r)
e o lado direito da equagdo (2.26) é proporcional & f2(r)g(r). Os termos de acoplamento
sao de ordem superior e nao lineares e, portanto, devem ser omitidos na aproximagao linear.
Quando desconsideramos esses termos, temos dois modelos CPY desacoplados. Ou seja,
no limite de pequenas amplitudes, no regime linear, os compactons nao interagem entre
si. As solugbes analiticas de cada modelo sao as mesmas solugoes obtidas por (KLIMAS;
LIVRAMENTO, 2017), apresentadas na segao 1.2.1. Por outro lado, se mantivéssemos os
termos de acoplamento encontrariamos sérios obstaculos para obter as solugoes exatas.
Nesse caso, uma abordagem numérica seria inevitavel e, portanto, nao teria beneficios

analiticos em realizar a linearizagao da equacao.

2.4 SOLUCOES COM TRES COMPONENTES

A generalizacao da abordagem apresentada para um nimero maior de campos
acoplados é bastante direta; todavia, surgem novas dificuldades técnicas na obtengao das
solugoes numéricas. A seguir, serdao apresentados alguns resultados para o modelo com
trés componentes acopladas. Primeiramente, vamos analisar o modelo com trés Q-balls e,
em seguida, uma mistura de Q-balls e Q-shells.

A Figura 16(a) mostra o resultado para 3 Q-balls (BBB) para (w;,ws,ws) =
(1.5,1.2,1.0). Pela figura é possivel verificar que para frequéncias w; > ws > w3 0s
raios das Q-balls satisfazem a relagdo R; < Ry < Rs. A solucdo mista (BBS) para
(wy,wa,w3) = (1.0,1.0,1.0) é apresentada na Figura 16(b). Na regido central 0 <r < R;
temos apenas as Q-balls CP! — CP? nao nulas, enquanto a CP° assume valor de vacuo.
Na regiao R, < r < R, todas solucdes CPY sdo ndo triviais. Na regido Ry <r < R3 a

solucdo CP! assume valore de vacuo e, finalmente, em R3 < r < R4 apenas a soluciao CP?
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(a) (b)

Figura 16 — (a) Modelos CP* — CP* — CP! para (w;,wq,w3) = (1.5,1.2,1.0). As outras
constantes possuem valores fif = i3 = iz = 1.0, Ay = Ay = A3 = 1.0. Os
parametros de chute para f(r),g(r) e h(r) sdo (0.3261812,0.5025038,0.6642960).
Os raios das Q-balls sdo (R;,Ry,R3) = (3.3167,4.65616,6.81789). As derivadas
f'(r),d'(r) e K (r) estdo representadas pelas curvas tracejadas. (b) Modelo
CP!' — CP3 — CP® para (w;,ws,w3) = (1.0,1.0,1.0). As outras constantes
possuem valores [i? = fi3 = ji2 = 1.0, Ay = Ay = A3 = 1.0. Os pardmetros de
chute sao (ag, by, Ry) = (0.74928874,0.175212,1.1012037). Os raios externos
das Q-balls e da Q-shell sao (Ra,R3,Rs) = (8.50442,9.62203,11.0439). As
derivadas f'(r),g'(r) e W' (r) estao representadas pelas curvas tracejadas.

¢ nao trivial. Para r > Ry todas as solugbes sao nulas. Na Figura 17(a) temos o grafico da
densidade Hamiltoniana da solugao BBS para o caso CP! — CP? — CP® (Figura 16(b)).

| Il mn v v

Figura 17 — Densidade Hamiltoniana correspondente a Figura 16(b) para o modelo CP! —
CP3 — CP5. Figura (a) o grafico 3D da Hamiltoniana (b) a densidade radial
da Hamiltoniana.






49

3 O MODELO CPY MULTICOMPONENTE ELETRICAMENTE CARREGADO

As solucoes obtidas até o momento consistem de estruturas de matéria compactas
e esfericamente simétricas. Uma extensao natural para o modelo é o acoplamento com o
campo elétrico, permitindo que as solugdes possuam uma carga elétrica associada. Nas

proximas se¢oes veremos os meios para construir tais configuragoes.

3.1 O MODELO

Utilizando os resultados obtidos no capitulo anterior, vamos partir da Lagrangiana
do modelo j4 em termos dos campos complexos u(®, a = 1,...,n com n = 2. A extensao do
modelo é feita através inclusao do termo eletromagnético na Lagrangiana e do acoplamento
(a)

minimo entre os campos u; = e os campos de gauge A,. A lagrangiana assume a forma

L=Lpu+ Y Lot Lint (3.1)

1
Lpy = —ig“AnguuFAa

Lo= Lkin,a - ui%(u(a)T,u(a))’ Ekin,a = _M(?gMVTCZL/M
Lint = =AW (uMt 4 4,21 44(2)),

onde g"” é o tensor métrico e F},, ¢ o tensor de campo eletromagnético usual. Os termos
potenciais V,, e o termo de interacao L;,; possuem a mesma forma que no modelo analisado

no capitulo anterior. Por outro lado, o termo 7/# é definido como

e DR AZ(@) L Dy
Ta =7 (1 + u@f . y@)2

onde seguindo os passos de (LOGINOV, 2016; SAWADO; YANAI, 2020) definimos a
(a)

atuacao da derivada covariante sobre os campos u;° como

@ 4,0,

D“uga) = 8uu§-a) —ieq ;

J

onde A, ¢ um campo Abeliano de gauge. A transformacao de A, que deixa a Lagrangiana

invariante é

A (z) = A (x) + e’lauA(:c),

(a)

enquanto as transformagoes dos campos u;° que deixam a Lagrangiana invariante, sao

transformacoes, dadas por

)—>u§)eqa A=), j=1...,N,

uga
As equagoes de Euler-Lagrange sdo obtidas através da variacdo da acio S = [o d*xL

laci (@ @ o, 4 d N bond
com relacao aos calmpos uk ,Uk € v (Supon O que as variacoes dos campos na borda
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sejam nulas, i.e., 5u,(€a) = 5u,(f)* = 0A, = 0 na borda 99). Novamente, as equagoes obtidas

z . ~ * ~ . ~ . .
através da variacao de u,(f) e u,(ca) sao equivalentes. As equacoes de movimento relacionadas

N . ~ * ~ .
a variacao de u,({a) e A, sdo, respectivamente,

1 oL oL
——D, (V- - =0
/=g " ( gaDuul(ca)*) U
1 oL oL
=50 (‘/__9 aauA,,> “oa, "

que podem ser reescritas de forma mais util como

1 OLkin.a OL%in.a 5 0V, ow
——D, | V- ; — ; " + A =0 3.2
v —9 g ( g@DMugf)*) 6u,(€a)* 5u,(€a)* 5u,(€a)* (3:2)
1 aﬁEM aﬁkin,a o
o (vt ) - X % —o 33)

2
Multiplicando a equagao (3.2) por %(1 + u@t. u(“)) e calculando os termos cinéticos,

chegamos no seguinte conjunto de equagoes

1 (1 + U/(a)]L . u(“))2 8£km a 1 ﬁﬁkm a
/_g H ( 4 aDMU](Ca)* 4 o (( ) ) aDuuéa)*
(T ) Ok (1 6T ul)? [lﬂ 6V, L oW ] 0
4 augz)* 4 a(sul(;z)* 5”](:)*

Calculando cuidadosamente cada um dos termos e utilizando a inversa de AZ,(u(®), dada
por A = mﬁ(ékl + uguy), é possivel desacoplar os termos com derivadas de segunda

ordem. A equagao toma a forma

2
(1 + u@T . @)

Ei—
(a)

u.
+ ; - l(l + @ . u(“))z'eAM Z ql(a)ul(a)*D“uga)—

(u(“‘)Jr : Duu(a)> D“uga)—i—

. DIy @)ieA, <q](a> Y ql(a)uz(a)*ul(“)ﬂ N
l

| 4 @t . @) Ne e [ 6V A oW
L A+utu )Z (051 + @) | L LA _o

2 a)* 2 a)*
4 =1 Ma (SUZ( ) Ma 6Ul( )
Por conveniéncia, assumimos que ¢\¥ = ¢¢¥ = ... = ¢\9 = ¢_. Assi t ional
, que ¢ =qy = = qy, = Gq. Assim, o termo proporciona
(a)
u .
S J
& @t a@y S anula, restando apenas

1 2
- Ve o Y COA N
/—_gDu( gD u; ) (1 + @7 - @)

(1 + w@t . (@) Na { (@) (@)s l A AW H
+ 8 +uu . +-———|$=0. (34
4 ; ( S ) Mz 5ul<a)* Mz 5ul(a)* (3:4)

(u(a)T ) D“u(a)) D“ug.“)—f—
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Em seguida, calculamos os termos da equagao (3.3). A expressao final para a equacao é
dada por
1

ﬁ

Seguindo as notacoes do capitulo anterior, escrevemos u(!) — u,u® — v e utili-

0 (V=) = = X

(@t . pv,(a) _ pr, (@t  , (a)
T a0 @) [u D"u D"u u } , (3.5)

zaremos as mesmas parametrizacoes em termos de coordenadas adimensionais (¢,7, 6, ¢)
com /=g =r?sinf e g" = diag(1l, — 1, — &, — =ay).

3.2 O ANSATZ

Seguindo o raciocinio utilizado no capitulo anterior, queremos obter uma forma
reduzida das equacoes de movimento que dependa somente da coordenada radial r. Ainda,
no caso em que desligamos a interacao eletromagnética, devemos obter as estruturas apre-
sentadas no capitulo anterior. Nesse sentido, o modelo CPY multicomponente construido
no capitulo 2 serve de caso limite para o modelo construido aqui.

Sendo assim, tome Ny = 2l; + 1 e Ny = 2l5 + 1 e considere o anstaz

s (£5:8.0) = [ 5 10V (B.0)7, (3.
s (11:0.6) = 1| 52 () (0.0)6
20+ 1 ’
onde as coordenadas t, r, 0, ¢ sao adimensionaise m; = 0,£1,--- , £l emo =0, +1,--- |, +l5.

Procuramos solugoes esfericamente simétricas, estaciondrias, com um campo magnético

nulo. Para isso, consideramos o seguinte ansatz para o campo A,

A“(t77’79,¢) = At<r)' (37>
Utilizando esse ansatz temos que
Dyu = Opu — ieqr Ae(r)u = i (w1 — eq1 Ae(r)) u = b1 (r)u,
Dyu = 0;, parai=r/0,0,
e similarmente para v. Por conveniéncia, para manter as equacoes na forma simétrica,
definimos um campo de gauge auxiliar b,(r) = w, — eq, A¢(r). Note que entre as 2 fungdes
b, apenas uma ¢é independente.

Utilizando os ansatz podemos reduzir o conjunto de equagoes (3.4) e (3.5) & um

sistema de trés equagoes diferenciais acopladas que dependem apenas da variavel radial

2 a—1 2 B
\/1+f2sgn —|—)\1% (1—{f2> (1_?_92> [ (3.8)

2\ ¢\
g 1+ g% sgn(g) + Ao— <1+f2> <1+92> g (3.9)

2

f2)

7;

2 2 92
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onde definimos os termos (¥ (r) como

2 1— f2 ff’2 Ll +1)
D () = f 1 21 4 B2 _
=1 +rf+b11+f2f 1+ f2 r2 )
2 - g 997 la(la+1)
@) = ¢” b2l -2 — :
() g+r +21+929 1+g2 rz 9

Como esperado, no limite ¢, — 0 temos que b, — w, e, com isso, a equagio (3.10)
se desacopla e as equagoes (3.8), (3.9) se reduzem as equacgoes (2.13) e (2.14), obtidas no
capitulo 2.

3.2.1 A densidade Hamiltoniana

A densidade Hamiltoniana associada com a Lagrangiana (3.1) possui a forma

0Ly 0L .
"= 5(307,%)80 i T 5(Dou l>a ou; — L1+
552 552 i}
" 6(0o ])ao a mgovj Lo — Leym — Ling.

Utilizando os ansatz (3.6) e (3.7) e supondo A # 0 podemos reescrever a densidade

Hamiltoniana como
1 1 1
H= (H1 b —Ho + ~Hpa + W) . (3.11)
A Ao A

onde W é da mesma forma que no caso anterior e as expressoes H, assumem a forma

A , h+1 o
H1:(1+f2)2[f2—b2f + 2b1con f? +(1)(1+f2)f2]+“3m’
4 / lo(ly+1 ~ g
Ho = m [92 — b3g” + 2bywng® + 2(2702)(1 + 92)921 + “gﬁgz’
A,2 f2 ¢ g2 ?

Novamente, a configuragao de vacuo constante, f(r) = 0 e g(r) = 0, minimiza a

energia total do sistema.

3.2.2 Cargas de Noether

Conforme mencionado anteriormente, utilizando a parametrizagao em termos dos
campos complexos u(®, a Lagrangiana (3.1) possui simetria local U(1)M @ U(1)™ sob as

transformacoes

uj — upeANO =1 N (3.12)

Vj —)UjetiA(x), j = 1,...,N2



3.2. O ansatz 53

com ¢, € R. Os resultados a seguir serdo apresentados para um dos modelos, a = 1. Os
resultados para as outras componentes podem ser obtidos trocando u <> v e f <> g. Aqui
consideraremos apenas as variagoes dos campos de matéria, ou seja, 04, = 0 e, portanto,
0,A(z) =0 = A(x) = A = constante. A partir da relagao (3.12), a variacdo dos campos
pode ser escrita como du; = iq1Au,;.

As correntes de Noether sao dadas através da equacao

0L, 0L,
J(m) — Sy, Su*
00ty ™ BOu,
— Aquu,(m)

onde J#(M ¢ definido como

= —— Z {u* A2 DFu; — DPui A? um} )

Utilizando o ansatz de QQ-ball temos que, assim como no caso sem campo eletromagnético,

apenas duas componentes sao nao nulas

(lh—my)!  f?

F(m1) _ o 2
A 8b; Iy +m)! (1 + f2)2( 1 (cos))”,
T(m1) _ (ll — ml)l f2 )
" s (b +mq)! 1+ f2 (P (cosB))".

A equagao de continuidade pode ser escrita como

au <\/__ggwjt];£m1)) = au (\/__ggMVAQ1j£ml)) = 0.

s

1
V=5
Supondo, que g; # 0, podemos escrever

0y Ji™) =0

1 ~ -
—— 9 (=g Jm)\ = g, Jm)y _
V=g " ( 99 ) ! 7’2 sin?§ ¥

Integrando a equagdo de continuidade na regiao [t',t"] x R® e assumindo que a
componente espacial Jém) decresce suficientemente rapido na borda espacial obtemos a

carga conservada de Noether

327 o0 9 b1f2
rr
2[1 —|— 1 0 (1 —|— f2)2

QM) = [ dey=gJ"(x) =
As componentes espaciais das correntes de Noether ndo contribuem para as cargas conser-

vadas; ainda assim, sdo tteis para definir as integrais

3 Jm) (1) A% o f2
Vo= By =y —.
2/ VI m12l1+1 0 7,1—i-f2
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A energia total é obtida integrando a densidade Hamiltoniana em todo o espaco

E = [d®zH, onde H é dada por (3.11), e pode ser expressa em termos de QU™ e ¢(™)

E :/d3x\/—g (Hi+Ho+Heyu + W)

l1

= > <w1Qt +maql" >+ Z (W2Qt )+ mag ))+

my=—I mo=—l

4f/2 49/2 _ f
“”/d”ﬂ[uw?)z*<1+g?>2+“§m et

LR . ’
1+ 22 (14¢2)2 2 +<1+f2> (1 f)

onde por simplicidade tomamos A = A\ = Ay = 1.

3.3 SOLUCOES

A seguir serao apresentadas solugdes numéricas do modelo para o caso n = 2. O
procedimento para a obtencao dos resultados é semelhante ao realizado no capitulo 2,
com a diferenca que agora temos trés equacoes acopladas, ao invés de duas. Portanto,
precisaremos de trés parametros de chute. Para obter esses parametros, expandimos as
funcoes f(r),g(r) e A(r) em série de poténcias em torno de uma regiao de interesse
e utilizamos o comportamento dominante das fungoes nesse ponto como condicoes de
contorno para as solucgoes. As solugoes finais sao obtidas através da juncao das solugoes
parciais do problema em cada regidao, garantindo a continuidade das fungoes e suas
derivadas. Para os casos a seguir, tomaremos todos os outros parametros do modelo iguais
a 1.0, exceto onde o valor for indicado explicitamente.

De forma a evitar repeticao, serdo apresentadas as expansoes para cada um dos
casos e exemplos de solugoes. Ao final, discutiremos as principais diferengas em relagao

aos resultados obtidos no capitulo anterior.

3.3.1 Q-ball - Q-ball

Vamos comecar analisando o caso CP! — CP!. Primeiramente, precisamos expandir

as funcoes em série de poténcias em torno de r = 0
[e.e] oo
k k
r) =Y apr’, g(r) =Y ber*,
k=0 k=0
o
r) =Y cpr.
k=0

Em seguida, substituimos as expansoes nas equagoes (3.8), (3.9) e (3.10) e determinamos

os coeficientes, k = 1,2, ..., recursivamente. Os trés coeficientes livres sao (a, by, ¢p). Os
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Figura 18 — (a) gréfico das fungoes f(r),g(r) e suas respectivas derivadas (linhas ponti-
lhadas) no modelo CP! — CP! acoplado ao campo elétrico para (ag, by, co) =
(0.2442,0,1) com (wy,wq) = (1.9671,1.7422) ¢ ¢ = g2 = 1; (b) o campo
de gauge associado com a configuracao (a). Os raios das Q-balls sao
(R1,R2) = (4.2502, 5.4831).

coeficientes impares, k = 1,3,5, ..., sao nulos. Os trés primeiros coeficientes pares sao

1( abg) 1 o ag(l —a2)(wy — equep)?
_ _UF0 - 1 2~2 _ 0
2= 6((1+b2)+8V Tl 1+ a2 ’
1
6

b2 . (4(10[)0)\2 4z 1 14 b2~2 bo(l — bg)(tdg — BQQCQ)2> ’

(1+ad) 8 1+ b3
o — _% aoeq1M1 (Wl — coeql) b%€QQM22 (WQ — C()QQQ)
73 (14 aj)? (1+83)? ‘

A partir dos coeficientes com k = 2 é possivel observar que em r = 0 as trés fungoes
dependem de f(0),¢(0) e A(0). As fungoes perfil radial f(r), g(r) e suas derivadas estao
representadas na Figura 18(a). O campo de gauge associado A(r) esta apresentado na
Figura 18(b). Aqui podemos perceber a primeira consequéncia da presenca do campo
elétrico no modelo: devido a repulsao elétrica entre as solugoes, existe a configuragdo onde
umas das Q-balls é radialmente deformada no sentido oposto a primeira Q-ball lembrando,
de certa forma, uma Q-shell. Conforme ¢ — 0 a solucao deixa de existir, que é o que

acontece no modelo sem campo elétrico.

3.3.2 Q-ball - Q-shell

No caso do modelo BS com campo elétrico precisamos de duas expansoes. A primeira,
em torno de r = 0, serve para encontrar o comportamento dos campos f(r) e A(r) (ja que
nessa regiao g(r) = 0). A segunda expansao serve para determinar o comportamento de
g(r) em torno de uma regiao r = Ry, onde a solugdo possui um raio interno. Considere

como exemplo o caso CP! — CP®.
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Figura 19 — (a) grafico das fungoes f(r),g(r) e suas respectivas derivadas (linhas ponti-
lhadas) no modelo CP* — CP® acoplado ao campo elétrico para (ag, co, R1) =
(0.15,1.0,3.0) e (w1, ws) = (3.0864,2.2491)(b) o campo de gauge associado
com a figura (a). Os raios externos da Q-ball e da Q-shell sdo, respectivamente,
Ry = 2.1540 e Ry = 7.7289.

As expansoes em torno de r = 0 sao

2

1/1 o ap(l —a2)(wy — eqicy)?
R e ) ]
0

4 ateq M3 (wy — eqico)
A =a-3= (g 00
0

Como as funcoes estao acopladas, em r = R; precisamos expandir todas as funcoes
b

novamente. A expansao para ¢(r) é dada por

fi3 2 I3 3 4
o) = Rr = R)* = 2 = R + O((r = R,

Vale lembrar que a expansao em torno de r = R; ¢é realizada para garantir a
continuidade das fungoes radiais e suas derivadas nesse ponto. Porém, apesar de termos
que expandir as trés fungoes nessa regiao, apenas a expansao de g(r) é 1til, pois podemos
utilizar a solugoes obtidas a partir da expansdao em r = ( para garantir as condicoes de
contorno em r = Ry para f(r) e A(r). Os parametros de chute nesse caso sao (ay, ¢, R1).
Um exemplo de solucao tipo harbor para esse caso pode ser visto na Figura 19. No modelo
sem campo elétrico, o modelo CP! — CP? também apresenta solucoes do tipo harbor,
como foi apresentado na Figura 15. Porém 14, a Q-ball precisa ter uma amplitude muito
pequena, enquanto a Q-shell é dezenas de vezes maior. Com a inclusao do campo elétrico,

¢é possivel obter estruturas de amplitudes muito préximas.

3.3.3 Q@-shell - Q-shell

Para finalizar, serdo apresentados dois exemplos de solucdes do modelo CP®> — CP”.

A primeira solugao pode ser vista na Figura 20 e possui ¢; = g2 = 1.0; ja a segunda solucao
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Figura 20 — (a) gréafico das fungoes f(r),g(r) e suas respectivas derivadas (linhas ponti-
lhadas) no modelo CP® — CP7 acoplado ao campo elétrico para (cg, Ry, Ry) =
(1.0,1.0,6.0), (w1, ws) = (2.4565,2.1323) e g1 = q2 = 1.0; (b) o campo de gauge
associado com a figura (a). Os raios externos das Q-shells sdo, respectivamente,
R3 =5.8271 ¢ Ry = 9.6074.
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Figura 21 — (a) grafico das fungoes f(r),g(r) e suas respectivas derivadas (linhas ponti-
lhadas) no modelo CP% — CP" acoplado ao campo elétrico para (cy, Ry, Ry) =
(1.0,1.0,6.0), (w1, ws) = (2.4565,4.7636) e g1 = 1, g2 = 3; (b) o campo de gauge
associado com a figura (a). Os raios externos das Q-shells sdo, respectivamente,
R3 = 5.8271 e Ry = 7.8083.

esta apresentada na Figura 21 e possui ¢ = 1.0 e g2 = 3.0. Nas regides I, 111 e V ambas
as fungoes perfil f,g sdo nulas. Na regidao 11 temos f > 0 enquanto g = 0. Na regiao 111
temos f =0 e g > 0. Ou seja, o raio externo da Q-shell interna encontra o raio interno da
Q-shell externa, configurando uma solugao tipo harbor.

No caso de modelos com solugao SS a expansao das fun¢des em torno de um ponto

r = Ri2 > 0 gera sempre os mesmos termos

f(r— Ry) = ﬁ—%(r—Rl)Q I (r— R1)®+O((r — Ry)*),

16 © 24R,
[i3 [i3
9(7" — RQ) = E(T - R2)2 - 241, (7" - R2)3 + O(("’ - R2)4)-

Ja os campos de gauge precisam ser expandidos na origem, que basicamente nos

resulta em um termo constante, uma vez que ambas funcoes f,g sdo nulas nessa regiao.
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Com isso temos trés parametros de chute: os dois raios internos das Q-shells (R;,R3) e o
valor do campo de gauge em 7 = 0, (¢g).

A partir da comparacao entre esses dois exemplos é possivel observar como a
alteragao da carga das solugoes impacta na sua forma. Com o aumento de ¢ na Q-shell
externa, temos o aumento de wo e a reducdo do seu raio Ry.

Apébs a andlise numérica das solugoes BB, BS e SS, alguns pontos valem ser
mencionados. No modelo com o campo elétrico é possivel obter um conjunto de parametros
iniciais para os quais existem mais de uma solucao possivel (para diferentes conjuntos de
W, € ¢a), algo que nao foi percebido no modelo sem campo elétrico. Por fim, outro ponto a
ser mencionado é que fixado um conjunto de pardmetros iniciais, existe uma carga maxima

para a qual ndo é possivel encontrar solugoes através da variagdo dos parametros w,.
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4 CONCLUSOES

Foram apresentadas diversas classes de soluc¢bes inéditas para o problema de
campos acoplados no modelo CPY sigma nao linear com e sem campo elétrico. O primeiro
modelo considerado consiste de dois ou mais campos CPY acoplados através de um
potencial de interagao, onde foi focado principalmente no caso de dois campos acoplados.
Foram construidos diversos compactons esfericamente simétricos de diferentes formatos,
caracterizados pelos ntimeros (N7, N2) que determinam o niimero de campos complexos
em cada componente CPY. O caso (Ny, No) = (1, 1), isto é, o modelo CP! — CP!, possui
solugao do tipo Q-ball - Q-ball (BB). Outras solugoes do tipo BB foram obtidas para (1,3)
e (3,3). Para N7 ou N, maior que 3, as solugoes tem a forma de Q-ball - Q-shell (BS) ou
Q-shell - Q - shell (SS).

Cada solucao depende de diversas constantes, incluindo as constantes de acopla-
mento. Nos estudos apresentados aqui, focamos principalmente na dependéncia em funcao
das constantes (w1, ws) que aparecem devido ao ansatz de Q-ball e que influenciam no
tamanho do raio da Q-ball compacta. Dentre as solugoes apresentadas, as que mais chamam
a atencao sao as do tipo harbor. Elas envolvem duas solugoes radiais, uma completamente
contida no vacuo interno da outra. Essa solu¢ao é nova em comparacao a outras solucoes
do tipo harbor onde normalmente temos um buraco negro ou outro corpo massivo como
solugao interna. Nossos compactons sao estruturas do tipo BS e SS, tais que f(r) > 0
apenas onde g(r) = 0 e g(r) > 0 apenas onde f(r) = 0. Em outras palavras, cada compo-
nente do CPY ndo interage com as outras componentes. A existéncia de tais solucoes s6 é
possivel devido ao carater compacto das solugoes e da forma do potencial de acoplamento.

A estabilidade das solugdes foi estudada em (KLIMAS; KUBASKI; SAWADO;
YANALI, 2021), através da andlise da energia em fungao das cargas de Noether. A energia é
um pouco maior que no caso de modelos nao acoplados. Alterando o valor dos pardmetros
w1 € wq alteramos os raios dos compactons que compoem a solucao. Consequentemente,
deslocamos a posi¢do do maximo da densidade de energia associada com a configuragao.
Além disso, através da andlise da relacao carga-energia F ~ <, foi obtido a < 1 e, com
isso, podemos concluir que as Q-balls e Q-shells grandes sao energeticamente mais estaveis
do que as Q-balls e Q-shells pequenas.

Solugoes analiticas aproximadas, sdo possiveis apenas no limite de baixas amplitudes
para os campos. Nesse caso, as equagoes radiais se reduzem a um sistema acoplado de
equagoes tipo signum-Gordon. No caso onde os compactons nao se sobrepoem, cada
compacton é separadamente uma solucao da equacao de signum-Gordon, e nesse caso, a
aproximacao corresponde com a apresentada em (KLIMAS; LIVRAMENTO, 2017). Por
outro lado, mesmo no limite de pequenas amplitudes dos campos, é muito dificil obter
solugoes analiticas para os compactons. Mesmo possuindo tal solucao nao teriamos novas

informacoes relevantes, uma vez que as solu¢do nao seriam gerais. Esse é o motivo de nao
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serem apresentadas solucoes analiticas aproximadas para as fungoes radiais no caso de
superposicoes.

O segundo modelo considerado consiste de dois ou mais campos CP" acoplados
através do potencial de interagdao e do campo eletromagnético. Novamente, foram construi-
dos compactons esfericamente simétricos, onde focamos no caso de dois campos acoplados.
A inclusao do campo eletromagnético no modelo se d& através do acoplamento minimo
entre os campos de matéria e o campo de gauge na derivada covariante. Com isso, além
dos parametros usuais do modelo, temos também as cargas g, que aparecem devido a
invariancia da Lagrangiana sob transformacoes dos campos de matéria. Foi observado que
a presenca do campo elétrico distorce as configuragdes devido a repulsao entre solugoes. O
modelo também apresenta solugoes do tipo harbor.

Os resultados obtidos nesse modelo sao inéditos. Outras propriedades do modelo,
novas solugoes e a analise da estabilidade das solugoes estao sendo estudadas e serao

apresentadas em um artigo que esta sendo elaborado.
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