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Resumo

Este trabalho nasce de um estudo a cerca da Série e a Transformada de Fourier,
voltando-se para o entendimento das imagens nesse contexto. Busca-se dentro de uma
perspectiva tedrica pensar o que as Séries de Fourier representam, quais sao as fungoes
que ficam bem definidas pela sua série de Fourier, a importancia dos coeficientes da série
e quais sao as limitagoes que envolvem esse processo. Isso motiva o préximo estudo, que
¢é sobre a Transformada de Fourier, onde definiremos o espaco das fungoes cuja trans-
formada estda bem definida, a transformada Inversa de Fourier, e damos um enfoque na
representacao de imagens vistas como funcgoes pela sua transformada. A leitura conta
com exemplos de imagens e suas transformadas, além de exemplos de calculos tanto da

série quanto da transformada de Fourier.

Palavras Chave: Transformada de Fourier, Série de Fourier, Processamento de

Imagens.



Abstract

This work emerges from the study of the Fourier series and the Fourier transform,
turning its attention to the understanding of images in this context. From a theoretical
perspective, it approaches what the Fourier series represent, which functions are well de-
fined by their Fourier series, the importance of the coefficients of the series and what are
the limitations involved in this process. This motivates the next study about the Fourier
transform, where we define the space of functions for which the Fourier transform is well
defined, the inverse Fourier transform and the representation of images as functions and
their Fourier transforms. The work has examples of images and their transforms, as well

as examples of calculations of the Fourier series and transforms.

Keywords: Fourier Transform, Fourier Series, Image Processing.
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O que esta por vir

A area de Processamento de Imagens é uma subédrea de Processamento de Sinais,
com uma complexidade gigantesca de aplicagoes. Trata-se de uma especialidade com
convergéncia de muitas areas e grande demanda por pesquisa. Devido a isso, discutir
sobre processamento de imagens pelo viés da matematica aplicada acaba por esbarrar em
conceitos de outras areas, como a computacao. Isso motiva a exploracao de conhecimentos
nao comumente encontrados em cursos de graduacao em matematica licenciatura usuais.
Além disso, o processamento de imagens digitais tem grande impacto nas imagens de
exames clinicos, imagens de satélite, podendo propiciar aumento de qualidade de imagem,
compressao de imagens sem grandes perdas entre outros proveitos.

Dentre tantos caminhos possiveis de percorrer nessa area, este trabalho fara o seguinte
recorte: entender como Séries e Transformadas de Fourier se associam com imagens. Além
disso, existiu uma tentativa de estabelecer uma comunicacao com alcance maior, trazendo
mais exemplos e motivacoes para as questoes trabalhadas, para uma melhor didatizacao
do contetido. Uma inspiragao foi o livro (1)), mas também partiu de quem vos escreve,
afinal, sou uma professora interessada em espalhar ainda mais este conhecimento.

Buscaremos primeiramente entender os conceitos de Séries e Transformadas de Fou-
rier, para apds relaciona-las com imagens, percebendo os confrontos que surgem com
a aplicacao dos conceitos tedricos abordados com os conceitos praticos desenvolvidos.
Afinal, apesar de termos softwares e computadores com cada vez mais capacidade de
processamento, existe um distanciamento entre desenvolvimentos tedricos e praticos.

A fim de abarcar todos esses assuntos, dividimos o trabalho em trés capitulos. O
primeiro capitulo revisa conceitos de Algebra Linear e Topologia para que o leitor tenha
entendimento mais apurados sobre as ferramentas que iremos construir na sequéncia. O
segundo capitulo constréi o conceito de Série de Fourier para funcoes reais e complexas,
apresenta exemplos de ambas e comega a tecer um paralelo com imagens, desenvolvendo
os conceitos de espectro de poténcias (segao e fendomeno de Gibbs (segéo.
Além disso, este capitulo conta com a demonstracao de alguns resultados interessantes e
relevantes dentro do nosso estudo. O terceiro e ultimo capitulo motiva e define o conceito
de Transformada de Fourier, Transformada Inversa de Fourier e relaciona-os com imagens,
adaptando intuitivamente os conceitos para o plano R?. Ademais, este trabalho conta com
um apeéndice contendo codigos das figuras utilizadas durante o trabalho.

Nesta seara, é interessante que o leitor tenha entendimento sobre o espaco vetorial
complexo de fungoes, F[X; C|, disponivel para estudo na referéncia (2). Além disso, serd
necessario entendimento sobre calculo de integrais, de acordo com o nivel da referéncia (3)).

Para entendimento dos codigos geradores de algumas imagens no trabalho, é desejavel que
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se tenha familiaridade com a linguagem de programacao MATLAB, na qual os programas

foram rodados.
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1 Conceitos Preliminares

Nesse capitulo a intengao é trazer alguns conceitos necessarios para o entendimento de
Série de Fourier e motivar a definicao dos coeficientes da Série de Fourier da forma como
sao. Em alguns tépicos traremos exemplos os quais adaptam as defini¢coes expostas para
0 nosso objeto de estudos: O Espago Vetorial das Fungoes Complexas definidas

no intervalo [0, 1]. As definigoes aqui trazidas foram retiradas das referéncias (2)) e (4).

1.1 Fenomenos Periddicos

Os fenomenos periddicos sao comumente encontrados na natureza. Por exemplo, a
nossa nocao de tempo é periddica: sabemos que depois de um meés, temos outro; depois
da passagem de um ano temos outro. Essas divisoes nem sempre obedecem um padrao
fixo, afinal temos meses com contagens distintas de dias e anos bissextos, mas tentam
estabelecer da melhor maneira possivel uma forma de dividir e subdividir o nosso tempo
e padroniza-lo de forma ciclica.

Podemos também citar o exemplo do Oscilador Harmoénico Simples. Classica-
mente trabalhado nas salas de aula de Fisica, o oscilador tem o funcionamento, ilustrado

na Figura|l.l.

Figura 1.1.1 — Tlustragao de um Oscilador Harmonico Simples. Referéncia: figura retirada
de (4)).

Fixa-se horizontalmente uma mola a uma superficie, e a outra extremidade da mola,
adiciona-se uma massa. A partir de uma forca externa ao sistema, a massa é comprimida
ou esticada contra a mola. A leitura fisica do fenomeno seria que a forca externa aplicada
na massa faz com que a mola também seja comprimida ou esticada. Em contrapartida,
devidamente conservada a resisténcia da mola, ela tende, por uma forca restauradora, a
voltar ao seu estado inicial. E assim, temos um movimento de compressao e expansao da
mola, causando uma oscilagdo. Em circunstancias de conservacao de energia (retirando a
forga de atrito, ou o calor e o som gerado pelo movimento, entre outras perdas energéticas)

este movimento oscilatério perduraria para sempre.
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Veja que, fixado um tempo especifico, conseguiriamos prever o que estava acontecendo
com o0 peso e com a mola, ou seja, conseguimos descrever equacoes de movimento em
funcao do tempo. Isso acontece pois este movimento oscilatorio se repete apds uma certa
passagem de tempo. Ou seja, existe um intervalo de tempo, denominado de periodo,
no qual o movimento é diferente (que seria a compressao e a expansao) e apos isso, o
mesmo padrao de movimento se repete. Esta é a principal caracteristica dos fendmenos
periodicos.

Normalmente (mas ndo necessariamente) estes fenémenos estao associados a ideia de
periodicidade com o tempo, e por isso que usualmente quando pretendemos modela-los
definimos a variavel como sendo t.

Sendo mais formal:

Definigao 1. Uma funcdo f(¢) se diz periédica quando existe um nimero 7" > 0 per-

tencente aos R tal que para todo t no dominio da funcao:

f)=ft+1).

Além disso, podemos definir o menor valor de T que faz com que a funcao seja
peridédica. A este valor damos o nome de periodo fundamental, o qual podemos ex-

pressar por
ft)=f(t+nT), paran =0,+1,+2,...

onde n representara a quantidade de vezes que o periodo fundamental se repetiu.

Uma pergunta que pode surgir: o periodo fundamental de uma funcao periddica sem-
pre existe? No caso de fungoes que sao constantes nao conseguimos definir um perfodo,
pois para cada T como sendo periodo, conseguimos um ¢t < 7' que o seja também. Nesse
caso, dizemos que a fun¢ao periédica nao possui periodo fundamental.

Além desse conceito de periodicidade, outro aspecto fundamental dentro do estudo
de fungoes periddicas é a frequéncia. Intimamente ligada com a ideia de periodo, a
frequeéncia de oscilagao é o nimero de vezes por unidade de tempo que uma particula

descreve uma oscilagao completa (um ciclo). Sendo mais formal:
Definicao 2. A frequéncia de uma funcao periddica f é dada por:
w==
T

sendo T o periodo fundamental da funcao f.

Considere o seguinte exemplo sobre este conceito: A nossa percepcao de cores no
cotidiano é um processo complexo que depende de interagoes fisico-quimicas diversas.
Porém, grande parte deste processo estd intimamente ligada com a ideia de frequéncias
(B). A juncao da frequéncia da onda de luz e a velocidade com que impacta nossas retinas,

dao origem ao comprimento de onda, e a cor é uma interpretagao que nosso cérebro faz de
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certa faixa de amplitude de comprimentos de onda. Existem outros tipos de animais, como
0s morcegos, que interpretam outros tipo de frequéncias que, para nds, seres humanos,
passam despercebidas. No caso das cores, as frequéncias variam de acordo com a energia
de vibragao dos fétons, particula constituinte do comportamento dual da onda de luz.
Devido a essa oscilagao da frequéncia podemos perceber o mundo ao nosso redor com
diferentes tons de cores.

Este conceito de frequéncia nos serd importante quando falarmos, na Secao [2.1.3] que
o conjunto de frequéncias presente em um sinal é o espectro do sinal.

Perceba que, se tratando de modelagem, uma boa escolha de funcoes que ja possuem
em seu comportamento essa periodicidade sao as funcoes seno e cosseno. Entao as uti-
lizamos como base, e buscando fazer as adaptacoes necessarias dentro das especificidades
de cada modelo. E claro que isso traz certas limitacOes para nossas representacoes. Afinal
de contas, fungoes como essas sao sempre continuas, e nem sempre as fungoes periddicas

que queremos representar o sdo. Esta discussdo serd mais aprofundada no Capitulo [2.2]

Neste momento, iremos relembrar algumas defini¢oes das areas de Algebra Linear e
de Topologia. Isso se faz necessario pois desejamos atribuir um significado para a Série

de Fourier que sé sera possivel a partir desse ferramental.

1.2 Produto Interno Hermitiano e Norma de Vetores

O produto interno é o primeiro degrau de construcao de nossas ferramentas. A partir
dele, e utilizando ele, faremos grande parte das defini¢coes nas se¢oes subsequentes. Pelo
objeto de estudo deste trabalho ser o espaco vetorial complexo, é necessario fazer-se uso
do produto interno hermitiano, o qual se diferencia do produto interno usual do espaco

vetorial real por apresentar o uso do conjugado.

Definicao 3. Um produto interno hermitiano é uma funcao £ x E — C que associa
a cada par ordenado de vetores u, v no espaco vetorial complexo F um nimero complexo,

atendendo as seguintes propriedades: Para quaisquer u,v,w € E e a € C, temos:

L (u;v) = (v;u);

2. (u+w;v) = (u;v) + (w; v);
3. (o ;) = a- {w;0);

4. (uzu) > 0, se u # 0.

Notacgao 1. Neste estudo, usaremos a seguinte notagao para representar o produto interno

do vetor u com o vetor v: (u;v).
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Exemplo 1. No espago C", o produto interno canénico é definido, para v = («a, ..., )

ev=(0,...,0,), como:

(w;v) = @B+ + b,

= Z akm.
k=1

Esta definicao verifica as 4 condi¢oes de produto interno citadas acima.

Exemplo 2. Seja E = C°([a,b];C) o espaco vetorial complexo formado pelas funcdes
continuas f : [a,b] — C, definidas no intervalo [a,b] e tomando valores complexos. E
possivel verificar com as propriedades citadas anteriormente que um produto interno her-

mitiano entre f, g € F pode ser definido como:

b
(f1g) = / onor (12.1)

Interessando notar nesse exemplo: o espaco vetorial C°([a, b]; C) é um subespaco do
espago vetorial Clbl que sdo as fungoes h : [a,b] — C. Além disso, o espago C" pode ser
pensado, por definicao, como sendo o espaco CI13 ™} das funcoes com coeficientes no
conjunto {1,2,--- ,n} e que vao para o conjunto C. Portanto tanto o conjunto tratado
no Exemplo (1] quanto neste exemplo sao do mesmo tipo. Dito isso, o produto interno de
ambos precisa ser analogo. Note que no Exemplo [1| definimos o produto interno como
sendo uma soma enumeravel; ja no exemplo atual, definimos como sendo uma soma nao

enumeravel.

Segue diretamente da definicao de produto interno que quando o produto interno de
dois vetores em um espago vetorial ¢ igual a 0, eles sao ditos ortogonais. Podemos ainda
definir um conjunto ortogonal como sendo aquele em que, dados dois vetores diferentes
entre si deste conjunto, eles sao ortogonais entre si.

Uma defini¢do muito conectada com a de produto interno, é a norma. A norma em
um espago vetorial pode ser entendida intuitivamente como uma régua. Ou seja, ela tréas

uma nocao de distancia entre os elementos de um espacgo vetorial.

Definicao 4. Seja E um espaco vetorial complexo. Uma norma em F é uma funcao que
associa a cada vetor x € E' com o numero real ||z||, chamado de norma de z, de modo

que para quaisquer z,y € E e X\ escalar temos:
1. Se x # 0 entao ||z|| # 0;
2. A=zl = AL [l

3. Ml +yll < Nzl + llyll-
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Exemplo 3. Sejav € C". Entao v = (vy,vq,- -+ ,vy,), com vy = ax+1-by sendo ag, b, € R,

ke {l,---,n} eisendo a unidade imaginaria. A defini¢do usual de norma em C" é:

|lv]| = Voitr + 0203 + « -+ + 0,y

Mas veja que esta é exatamente a norma induzida pelo produto interno do mesmo

loll - = ( vw_k)
k=1

= (v;v

espago, citado no Exemplo [I}

3
N[

NI

Caso v € R, caso particular de v € C" (n = 1 e parte imaginaria de v igual a 0)
teriamos uma ideia semelhante com a de moédulo de um ntmero real. Mais uma vez

evidenciando a norma ser chamada de comprimento do vetor.

Exemplo 4. Seja E = C%([a, b]) o espaco vetorial cujos elementos sdo as fungoes continuas
f :[a,b] — C. Neste caso, com o produto interno das fungdes complexas ja definido no

tépico acima, temos que:

1=/ [ 7@ (1.22)

Perceba que esta norma é induzida pelo produto interno de seu espago, citado no
Exemplo [2|

Agora veremos duas importantes relagoes dentro do estudo de normas:

1.2.1 Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras é um importante teorema dentro da geometria plana Eucli-
diana. Por ter uma explicacao acessivel, é apresentado para os estudantes desde o ensino
fundamental. Normalmente o conhecemos como uma relacao entre a hipotenusa de um
triangulo retangulo e seus catetos. Mas na verdade o teorema se estende para Espacos
Vetoriais além do R?, se afastando de sua apresentacdo usual da geometria plana, como

se segue:

Teorema 1. Dados dois vetores u,v em um espaco vetorial F, se u e v sao ortogonais

entre si, entao:
[+l = [[ul] +[l].

Demonstracao. Sejam u,v € E vetores ortogonais. Dessa forma (u;v) = 0 = (v;u).

Entao
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lu+o|> = (ut+ov;u+ov)
=" (wu) + (u0) + (viu) + (v;0)
= (uu) + (v;v)
= lull® + [v]*.
onde em =! foram utilizadas propriedades do produto interno. [ |

Da forma que se coloca, o Teorema de Pitagoras estabelece uma relagao necessaria e

suficiente para que dois vetores sejam ortogonais, como ilustrado na Figura [1.2.1

U+ v

oLl
u

Figura 1.2.1 — Representacao da soma de dois vetores ortogonais. Nesta imagem os ve-

tores u e v sao ortogonais, e o vetor u 4+ v é sua soma. Créditos a autora
utilizando o programa GeoGebra.

1.2.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz é uma relagao entre o produto interno de dois

vetores e suas normas, a qual serd importante para a demonstragao do Teorema [5}

Teorema 2. Dados dois vetores u,v de um espaco vetorial V' com produto interno,
podemos escrever que:

[{w; )| < full - o] (1.2.3)

e a igualdade é valida se, e somente se, os elementos u e v sao linearmente dependentes.

Demonstracao. Dividiremos essa demonstragao em dois casos:

e Caso algum dos vetores for nulo, digamos v, entao este vetor serd linearmente de-
pendente do outro, por defini¢ao. Além disso |(u;v)| = 0 e ||u|| - ||v|| = 0, o que gera

a igualdade.

(s 0) Y Sabemos que:

e Se os vetores nao forem nulos, entao considere w = v — W
U
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2

0 < = |-t
i
2u;v)? (w5 v)?|ul”
0 < Jul* = u*-=~ ’
] el
2(u;v)? (u;v)?
0 < Juli* = ol*-== ’
lull>
=0 < ol Jull® = ol* - Jul® - (uv)”
= 0 < ol full® = (s v)?
= (wo)® <l lol®
= [wo)l <l - flof]

donde se prova a desigualdade.

Além disso, veja que no caso da igualdade, ou seja
[(u; 0)] = [Jul] - [|v]]
terfamos que todas as desigualdades anteriores seriam igualdades, culminando em
0= [Jwlf®

ou seja, a norma de w seria 0 e entao w = 0. Dal tem-se:

p fw)
il
e segue que u e v sao linearmente dependentes. [ ]

Nas proximas tres se¢oes desenvolveremos ferramentas importantes utilizadas no préximo

capitulo. A préxima secao desenha o espaco de funcoes que usaremos para nossas aplicacoes.

1.3 O Espaco de Fungdes £*(I)

Definicao 5. Seja I um intervalo. Definimos o conjunto £*(I), como sendo o conjunto

de funcoes f : E — C no intervalo I tal que:

/I|f(t)|2dt < 0. (1.3.1)

A partir desta definicao conseguimos adaptar os intervalos de analise das funcgoes
estudadas para se adaptar as necessidades das defini¢coes. Um espago que serd muito
litil em nossas aplicacdes, é o espaco £7[0,1]. Isso porque temos por objetivo relembrar
elementos para o desenvolvimento de uma teoria que tera aplicacoes destes e de posteriores
conceitos em processamento de imagens.

Para este estudo nao ¢ interessante trabalhar com fungoes cuja integral nao converge,

pois as funcgoes que trabalharemos contém informacgoes de um sinal, o qual posteriormente



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 18

serd interpretado por um equipamento, seja este um computador ou um celular. Se este
sinal representado pela funcao nao tiver integral finita, isso impedira que ele seja compu-
tado, pois veremos que podemos associar esta informagao com a energia do sinal, e até
mesmo por limitagoes fisicas do equipamento nao conseguimos representar uma energia
infinita. Entao estipulamos que a energia deste sinal deve ser finita. Observe também que
hé uma limitacao inferior que surge primordialmente do fato de que podemos estipular
que a auséncia do sinal é o limite inferior. Por exemplo no caso das fungoes que trans-
mitem a informacao de uma imagem, o maximo do valor da fungao é interpretado como
sendo a cor branca, e o minimo de energia que ela contém ¢é interpretado como a auséncia

de cor, que seria a cor preta.

Agora que definimos o espaco aonde buscaremos nossas fungoes, como seria um con-
junto ortonormal nele? Iremos agora relembrar os conceitos principais ao redor da ideia

de conjunto ortonormal.

1.4 Conjunto Ortonormal

Definicao 6. Um conjunto ¢ dito ortonormal quando é ortogonal e além disso, o com-

primento de seus vetores é igual a 1.

O que faremos nessa se¢ao é é construir um conjunto, que ao final da discussao, veremos
que se trata de um conjunto ortonormal de dimensao. Antes disso, precisamos relembrar
a Féormula de Euler e definir um tipo de integral que sera usada no exemplo que se

segue:

Proposicao 1 (Férmula de Euler). Dado 6 € R vale a identidade:

e* = cosf + isenf. (1.4.1)

Para a demonstracao deste resultado, usaremos as séries infinitas de trés funcoes na

varidvel x conhecidas do célculo, e encontradas na referéncia (3)), que sao:

x x 132 xS > .l’n
et = 1+T+§+§+... — nzzom;
112'2 1'4 ZL‘G 00 n:L'2n
coste) = eyt et S ;(_1) 2n)’
R L > 20t
= | - — 4+ — —— 4+ ... = —1)" )
sen(z) T nz%( ) D)

Demonstracao. Iremos mostrar a igualdade com o sinal positivo, pois com o sinal nega-
tivos ¢ analogo. Primeiramente, vamos considerar a fungao exponencial em sua forma de

série infinita:
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2 3 e n

T T T
e—1+1+§+§+ Z%H‘

Faremos a substituicao z = i# com 7 sendo a unidade imaginaria e # € R. Dal segue:

w0 G2 G0P G0 ) (9)° (i)
o= lrTt 3] Al 5l 6! 7]
_ oy L 0 0 i

ST T TR R R
Como a série converge uniformemente, reorganizaremos a equacao acima e usaremos

as séries infinitas de seno e cosseno. Temos:
2 4 6 3 5 7
o <1_9_+9__9_+...)+¢ <9_9_+9__9_>_
21 4] 6! 3! 5! 7!

Portanto o resultado segue.

Definigao 7. Seja f : [¢,d] — C com ¢,d € R e tal que f(t) = a(t) + i b(t), Vt € [c, d].

Definimos:
d d d
/ f(t) at :/ a(t) dt+i/ b(t) dt

sempre que as integrais forem nimeros reais, ou seja, existirem.
A partir disso temos:

Exemplo 5. Seja ® o conjunto das exponenciais complexas da forma
e*™ paran =0,+1,+2,. ...

Chamaremos cada vetor de ® de e,,. Veja que dados dois vetores e, ¢,, € & podemos
supor sem perda de generalidade que existe k € Z tal que e,, = e,_;. Dessa forma, o

produto interno deles sera:
<€27T7,nt; 627rz(n—k)t> _ / 627rmt€27m(n_k)tdt
0

1
— / €2mnt —27i(n—k) tdt
0

/1
— / e?kﬂ'zt dt.
0

2mint 727rznt 2k7rztdt

o
g

Com a Férmula de Euler [I] temos:
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1 1
= / cos (2kmt)dt +i/ sen(2kmt)dt
0 0

] :
= 2 -1 — 2
Sy ——(cos (2km) — 1) + 2]<:7r sen(2km)

= 0.

Assim, vemos que quaisquer vetores de ® serao dois a dois ortogonais entre si. Portanto

estamos trabalhando com um conjunto ortogonal. Para além disso, calculando a norma
de um vetor genérico e*™™ € @ a partir da Equacao (1.2.2):

||627rintH — / 627r2nt 627rznt>

— \// e2mint e27rmtdt
— \// e2mint p—2mint JJt
0
1
= 4/ / eldt
0

= /It
|

Concluimos que além de ortogonal, ® tem seus vetores com norma 1, e portanto ® é

um conjunto ortonormal.

Agora definiremos talvez o conceito mais importante para a secao seguinte, que é o
conceito de projecao ortogonal. Entendendo como sao os vetores do conjunto ortonormal
do espaco que iremos trabalhar, agora vamos entender como vetores que nao estao nesse

espaco podem ser aproximados pelos vetores que estao. Através das projecoes ortogonais.

1.5 Projecdo Ortogonal

Pegando como ponto de partida o espaco vetorial R?, podemos pensar na projecao
ortogonal de um vetor v sobre u, em que u é nao-nulo, como sendo um vetor p contido na
reta suporte do vetor u tal que forme um angulo reto com p. A Figura[l.5.1| nos ilustra
esta ideia.

Portanto o vetor p depende do vetor u para ser encontrado. Como ambos pertencem
a mesma reta suporte, podemos dizer que p = Au, para algum A € R. A fim de facilitar
a visualizacao, construiremos um vetor auxiliar w com a caracteristica de que w +p = v.
A Figura[l.5.2 retrata a discussao.

Desta forma podemos escrever que:
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Figura 1.5.1 — Projecao ortogonal do vetor v sobre o vetor u, gerando o vetor p. Figura
elaborada pela autora utilizando o programa GeoGebra.

p i

Figura 1.5.2 — Projecao ortogonal do vetor v sobre o vetor u, gerando o vetor p, com des-
taque para o vetor w. Figura elaborada pela autora utilizando o programa

GeoGebra.
v o= ptw
= lu+w.
Fazendo o produto interno de u com v, e utilizando as propriedades de produto interno:

(w;0) = (u; du+w)
= Muyu) + (u;w).

Como u e w sdo ortogonais, (u, w) = 0. Entao:

(uiv) = Mu;u)
.-

em que u é diferente de 0.
. .~ 2 ., . . .
Trouxemos esta intuigao de R* ji que nesse espago conseguimos ilustrar as teorias.
Tendo esta motivagao em mente, agora vamos generalizar a ideia de projecao ortogonal

para o espaco vetorial C":

Definicao 8. Num espaco vetorial C" com produto interno, seja u um vetor nao-nulo.

Dado qualquer v € C", o vetor
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(wo) |

(u; u)

chama-se projecao ortogonal de v sobre o eixo que contém o vetor nao-nulo u.

Notacao 2. Para identificar a projecao ortogonal do vetor v sobre o eixo que contém o

vetor nao-nulo u usaremos a seguinte notacao:

Note que no caso de o vetor u ser unitario, entao teriamos uma simplificagao na

notacao, ficando: pr,(v) = (u; v) u.

Exemplo 6. Dada uma funcdo f € L£%[0,1] e seja e, um dos vetores do conjunto ®,
citado no Exemplo [5| Logo, a projecao ortogonal de f sobre e, é dada por:
(f; en)

pren(f) = men

Como vimos anteriormente que o conjunto ¥ é ortonormal, e pela Equacao (|1.2.1))

temos:

fol f(t) en(t)
r t) = = e,lt
p en(f>( ) fol en(t) en(t) ( )

S, (N0 = ealt) [ £ @i

Poderfamos, por exemplo, escolher f como sendo f(t) = cos (27t) e um vetor ™ de

® para o qual n = 1. A partir disso, e utilizando a Férmula de Euler temos:

1
pr., (f) (t) — 627rit . / CcOoS (271-t) . e2mit Jt
0

2mit

= e cos (2mt) - e 2™t

* 2mit

h
= . /0 cos (2t) - (cos (2mt) — i sen(27t))dt
J

1
cos (2mt)dt — z/ cos (2mt) sen(27rt)dt]
0

N i [
_ 2wt _/ dt+—/ cos (47rt)dt——/ sen(4rt)dt
2 Jo 2 Jo 2 Jo
L -~ - ~ ~~ o
1 0 0
627rz't
2

Na igualdade =" foram usadas as seguintes igualdades trigonométricas:

1 + cos (260)
2

cos? 0 = e sen(260) = 2senf cos .



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 23

Esta seria a projecao ortogonal de f sobre um dos vetores do conjunto ®. Para
aproximar f do subespaco gerado pelos vetores de ¥ precisariamos ter as projecoes de f
sobre todos os vetores de . Mas como ® possui infinitos vetores, terifamos que somar as

projecoes com relacao a cada um deles, obtendo algo como:

ft) =~ Z en(t) - /0 f@t)-en(t)dt = Z g2rint . /0 cos (2mt) - e~ 2t

n=1
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2 Séries de Fourier

Com base no capitulo anterior, agora discutiremos séries de Fourier. O objetivo por
tras da representacao de fungoes pela sua Séries de Fourier, quando possivel, é fazer com
que uma funcao periddica, de lei de formagcao muitas vezes nao trivial, seja transformada
numa soma de funcoes que mais facilmente conseguimos manipular e entender, que sao
as funcoes seno e cosseno. A beleza desta teoria esta exatamente em simplificar a lei de
formagao de fungoes de comportamento menos previsivel.

Mas devido a isso, precisamos nos atentar a certos aspectos:

e Sera que qualquer funcao pode ser representada por sua série de Fourier?
e Se pudermos fazer esta representacao, existem perdas de informagoes?

e Se nao forem todas as func¢oes que podem ser expressas, quais podem?

Para discutir tais pontos, utilizaremos fortemente as duas defini¢coes abaixo:

Definicao 9. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente continua se ela tiver apenas

um numero finito de descontinuidades de primeira ordem em qualquer intervalo limitado.

Ou seja, dados a, b€ R, coma < b,en € N existema < a; <as <--- < a, <b, tais
que f é continua em cada intervalo aberto (a;, a;j41), com j € 1,--- ,n — 1, e existem os
limites laterais:

lim f(z)e lim f(z).

+
:B—>aj CE—)[lj

Esta definicao nos permitira entender a seguinte:

Defini¢ao 10. Uma funcao f : R — R sera seccionalmente diferenciavel se ela for secci-

onalmente continua e se sua fun¢ao derivada f também o for.

O leitor percebera que durante os textos as palavras fungoes e sinais sao tratadas
como sinonimos exatamente pelo nosso objetivo final ser o de interpretar funcoes que codi-
ficam informagoes sobre sinais de imagens. Além disso, pelo fato da func¢ao ser periddica,
analisando as informacoes no periodo dela saberemos prever o que acontece com a funcao
em qualquer outro momento, posterior e anterior. Devido a isso, grande parte de nossos
exemplo trazem a andlise apenas do periodo da funcao.

Discutiremos todos os tépicos mencionados e outros tendo suporte na teoria ja menci-

onada no Capitulo[l] Sem mais delongas, vamos adentrar ao estudo das Séries de Fourier:
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2.1 Definicdo da Série de Fourier e de seus Coeficientes

Seja f : C — C uma funcgao periddica de periodo 2L. Neste momento gostariamos

de nos atentar aos coeficientes da série de Fourier, ou seja, aos ntimeros ag, a, € b, que

flt) = % +g:1 (ancos (%nt> +bnsen<%nt)>.

Colocamos primeiramente o simbolo de ’aproximadamente’ ao invés de ’igualdade’,

fazem com que

pois ainda nao sabemos ao certo se qualquer funcao pode ser expressa por sua série de
Fourier. Tanto a igualdade dessa representacao quanto a convergéncia da série, serao
preocupacoes futuras trazidas neste capitulo. Antes de vermos a motivacao da defini¢ao
dos coeficientes precisaremos nos basear em alguns resultados retirados das referéncias ((6))

e (3). As demonstragoes das proposi¢oes que se seguem podem ser encontradas em (7).

Definicao 11. Seja uma sequéncia de fungoes u, : I — R. Uma série de funcgoes
o0
E un(z), com n € N; converge uniformemente se, dado ¢ > 0, existir um nimero
n=1

inteiro N, dependendo apenas de ¢, tal que

Zuj(ff)

<€

para todos m >n > N ecom x € [.

Proposicao 2. Suponhamos que as fungoes u,,, com n € N, sejam continuas e que a série
o0 [e.9]
E un(x) convirja uniformemente. Entdo a soma da série u(z) = g uy(z) é também
n=1 n=1

uma fungao continua.

A definigao [11] e a Proposicao [2| sao uteis para entendermos melhor nosso objeto de

estudo.

Proposicao 3. Suponhamos que as fungoes u,, com n € N, sejam integraveis em um

oo
intervalo I e que a série E un(z) convirja uniformemente. Entao:

n=1

[(gun(x)>d:c _ ni:;/lun(x)dx.

Proposicao 4. As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:
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1. Seja f : R — R uma funcao par que é integravel em qualquer intervalo limitado, e

seja a € R. Entao:

/a F(t)dt = z/af(t)dt. (2.1.1)

2. Se f: R — R é uma funcao impar e integravel em qualquer intervalo limitado, e

seja a € R, entao:
f(t)dt = 0. (2.1.2)

As proposigoes [3| e 4] sao especialmente importantes para nosso estudo dentro dos
calculos dos coeficientes de Fourier.

Agora suponhamos uma fungao f(¢) que possa ser escrita como sua série de Fourier

f(t) = % + Z (an Ccos (%nt> + b, sen (?)) (2.1.3)

e que a série convirja uniformemente para f. Podemos afirmar pela Proposicao [2| que a
funcao f é continua. Verifica-se que um periodo de f é 2L. Usando a Proposicao (3, e

utilizando a Proposi¢ao [l podemos escrever:
L L o0 L L
ag mnt mnt
/_L f(t)dt = E ., dt + nE:1 Ay /;L COSs <T) dt + bn /_L sen <T> dt)

L 00 L
Qg mnt
= — dt+§ 2-an/ cos | — |dt
2 —L n=1 0 < L ) )

—~(2-L-a,
= L'CLD+Z —a(sen(ﬂn)—sen0)>

— ™
1o
= — t)dt.
= Qg L/Lf()

Para encontrar os coeficientes a,, e b, utilizaremos as seguintes relacoes, encontradas
em ([7):

L
t t
/ cos % sen " g = 0, em que n,m > 1. (2.1.4)
) L L
L _ .
t t L, n=m2>1;
/ cos 2 cos T gt = (2.1.5)
-L L L 0, n#m;n,m>1
L _ :
t t L, n=m>1,;
/ sent sen " gt = (2.1.6)
~L L L 0, n#m;n,m>1.

comn, m € Z*.
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Tmt
Para encontrarmos a,, multiplicamos a Equagao (2.1.3)) por cos (T)’ para algum

m € Z*, integramos em relagao a t e apds utilizaremos as relagoes de paridade da fungao

para identificar o coeficiente:

mmt Qg Tmt > mnt mmt
f(t)cos(—L ) = 2005( 7 )—F;{ancos(L)cos( 7 >—|—
L mmt L ag mmt
t — |dt = — — | dt
:>/Lf()COS<L /L2COS 7 +

= QL

= a, = %/_LLf(t)cos (%mt>dt.

Ja que todos os coeficientes em que m # n serao iguais a 0. Para encontrar b,, faremos

Tmt
um processo similar, porém agora multiplicaremos a Equagao (2.1.3) por sen<T>,

novamente para algum m € Z*:

mmt ag mmt > mnt Tmt
f(t)sen (T) = ?SGH<T> + {an cos (T) sen <T>+
n=1

L
L Tmt Lao mmt
:>/_Lf(t)sen<T dt = /_Lgsen < dt+
- L t t
—i—Z{/_Lancos(% sen % dt+

n=1

L t t
—l—/_Lbnsen(% sen % dt
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Utilizaremos a notacao a,, em vez de a,, por ser mais largamente utilizada na literatura.

Dessa forma:

Definigao 12. Se f : R — R é periddica de periodo 2L > 0 e f e f’ sdo seccionalmente

continuas entao a Série de Fourier da funcao f ¢é dada por

ag > mnt mnt
N — — — 2.1.
t) 5 —l—; (ancos< 7 ) —i—bnsen< 7 )) (2.1.7)

em todos os pontos de continuidade de f, com

L
w = 1 [ s
L ™
a, = %/_Lf(t)cos (%)dt, (2.1.8)
1 [F mnt
by = Z/Lf(t)seﬂ<7>

quando tais integrais sao convergentes.

dt.

Veja que neste caso estamos considerando funcoes de periodos qualquer, mas adotando

as funcdes no espaco £%[0, 1] que podem ser escritas em termos de suas séries de Fourier

terfamos uma notagao um pouco mais simplificada, ja que seu periodo seria 1, e L = 5:

?0 2:: a, cos(2mnt) + b, sen(2mwnt))
com

1

G = 9 / F(t)dt
~1
1

a, = 2/ f(t) cos (2mnt)dt,
—1
1

b, = 2/ f(t) sen(2mnt)dt
1

Antes de adentrarmos nos exemplos que se seguem, gostariamos de relembrar duas

formulas de Prostaférese que nos serao teis no calculo das integrais abaixo:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ;— q) Ccos (%) (2.1.9)

cos (p) — cos (q) = —2sen (p ;— q) sen (%) . (2.1.10)
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Exemplo 7. Esbogaremos a série de Fourier da funcao f(t) = sen(2t).

Veja que como a func¢ao é dada em termos somente de seno, é de se esperar que os
coeficientes a,, e ag sejam nulos, e que todos os termos b,, para os quais n # 1 sejam nulos
também. Verificaremos isso.

Entao, primeiramente iremos identificar quem ¢é o periodo desta funcao. O periodo de
uma funcao do tipo sent é 2. Como o argumento desta funcao estd sendo multiplicado

por 27, um bom candidato a periodo seria 1. Verificando:

ft+1) = sen(2w(t+1))
27t + 2m)

(

= sen(

en(27t) cos (2m) + sen(27) cos (27t)
(

I
93]

= sen(27t)

= f(®)

1
Portanto, o periodo fundamental da funcao é 1. Dessa forma L = 3 Agora podemos

encontrar os coeficientes de sua série de Fourier:

e Para qq temos:

L
G = % / oy

i3

= 2/ sen(27t)dt
~1/2

= 0.

Como esperavamos.

e Para a,, temos:

a, = %/_LLf(t)cos (%nt>dt

1/2
= 2 / sen(2mt) cos (2mnt)dt.
~1/2

Utilizando substituicao u = 27nt temos:

1 ™
a, = — sen<g> cos (u)du.

—Tn n

U+ un U — Uun
e q = , €ea
n n

Utilizando a férmula [2.1.9| de Prostaférese, com p =

Proposicao [4] sobre paridade:



Capitulo 2. Séries de Fourier 30

Como esperavamos. Uma solucao alternativa seria notar que o integrando é uma
fungao fmpar, pois é a multiplicagdo de uma fungao par, que é a funcdo cos(2mnt),
por uma fungao impar, que é a fungao sen(27t). Como estamos em um intervalo

simétrico, o valor é 0, realmente.

Para o célculo de b,,:

b, = %/_if(t)sen(%nt>dt

1/2
= 2/ sen(27t) sen(2mwnt)dt.
~1/2

Utilizando a substituicao w = 27nt temos:

1 ™™
b, = — sen(g> sen(w)dw.

™ ) n

Utilizando a férmula [2.1.10{ de Prostaférese, para p = wtwn eq= w, ea
n n

Proposicao |4 sobre paridade temos:

_1 i mn mn _
- (M)dw_ [ co (ww
2| J n —rn n

-1 [ 2n w + wn " 2n w — Wn "
= — - | sen| —— — - | sen| ——
2 |1+ n n . 1—n n .

= sen(wn)]]

—1 2n [ ( )] 2n
= — - |sen(mn)| —
2rn|1+n i 1—n

—2sen(mn)
m(n? —1)
= 0.

Mas veja que no terceiro passo de nossa ultima conta, para atender as condicoes de
existéncia da fracao, precisamos que n # 1. Entao faremos o caso particular em que

n = 1 separadamente:
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1/2

by = 2/ sen(2mt) sen(27t)dt
—1/2

1/2

2(sen(27t))*dt

/s 1/2
dt — / cos (2mt)dt
~1/2 ~1/2

Il
T — T

Logo o tnico coeficiente diferente de 0 serd b;. Portanto a série de Fourier da funcao
f sera:
Sf(t) = % + by sen(27t) + Z a, cos(2mnt) + Z by, sen(2mnt)

n=1 n=2

= by sen(2nwt) + Z 0 cos(2mnt) + Z 0sen(27mnt)
1 n=1 n=2
= sen(27t).

2.1.1 Série de Fourier para Funcées Complexas

A partir da representacao da série ja mencionada, conseguimos usar a Formula de Euler
para concluir outra representacao que inclua também niimeros complexos. Lembrando que

tendo a Férmula de Euler em maos, podemos escrever:

e” —e€
seny = ———;
2 (2.1.11)
eZZ+6 1z
COSzZ = ————;
2 )

sendo z € R.
A partir da Defini¢ao [2.1.7], e considerando que conseguimos escrever a fungao f como

sua série de Fourier, temos:

f(t) = % + g (ancos (%nt) + bnsen<%nt>>.

Veja que se conseguirmos provar uma equivaléncia desta definicao para os nimeros
complexos com n percorrendo um numero finito de termos no somatdério, ainda valera que
para n percorrendo uma infinidade de termos teremos esta igualdade. Desta maneira e

utilizando as equacoes em [2.1.11] segue que:
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N
ag eL +e L eL —e L
f®) 2 ; 2 24
N
(IO an bn mint an bTL —mint
= —+ Tt e 5 — 5 L
2 ; 2 21 ( 2 21
a N o (a by, i N (a by, i
0 n n mint n n —mint
= —+ —+t==-]el + — —o.-]e L
2 ; 2 211 ; 2 241
a N o (a b N b
0 n n mwint n n —mint
= —+ - - + — 4+ e
2 ; 2 2 ; 2 2
Agora defina:
a
Co = §§
an, b,
Cn = 0 a5 9
2 2
Qn, . ib,,
Cep = | —+—
2 2
Dessa forma podemos escrever:
N N
w0t mwint —mint
f(t) = coe L +che L —i—Zc,ne L.
n=1 n=1
Faremos uma substitui¢ao no segundo somatorio, chamando j = —n. Teremos:

N
E C_p€
n=1

Portanto escrevemos:

f(t)

Consequentemente podemos

seriam da forma:

Co

—mint

L

N
w10t mwint mijt
coe L —|—E che L+ E cje L
n=1 j=—N
N
mint
E cpe L.
n=—N

dizer que os coeficientes complexos da série de Fourier

(IO'
= 3
a, — b,
2 )
a, + ib,,
2

sen > 0; .

, sen<0;
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com ag, a, € b, sendo os coeficientes de Fourier. Mas uma outra maneira muito util de
representar ¢, ¢ por uma integral, assim como fizemos para os coeficientes a,, b, e ag
anteriormente. Utilizando as defini¢oes que demos para os coeficientes a,, b, € ag, € a
Férmula de Euler temos para n > 0:

Crn = %(% /_i f(t) cos (%nt>dt — z% /_LL f(t)sen <%nt> dt)
= % LL f(t) (cos (%nt> — isen (%))dt
1 L —mint
= E/_Lf(t)e Lo dt

E para n < 0 temos:

Além do que para n = 0:

oL |,

E dessa maneira mostramos que se conseguimos escrever uma func¢ao complexa na

forma de [2.1.12], entao seu coeficiente sera da forma:

i [

Definigao 13. Se f : R — C é periddica de periodo 2L > 0, f e f’ sdo seccionalmente

Definimos:

continuas, entao a Série de Fourier da funcao f é dada por

= Y e (2.1.12)

n=—oo

em todos os pontos de continuidade de f, com

1 L —mint
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quando tal integral é convergente.

Essa representacao nos é muito util por abarcar as fungoes complexas, mas também

pela forma mais enxuta que se mostra em relacao a representacao para funcoes reais. E

interessante notar que da forma como definimos, ¢y sera sempre um nimero real.

Perceba que o intervalo de integracao pode ser modificado, desde que se respeite o

intervalo peridédico 2L da fungao. Ou seja, estamos querendo dizer que:

g(a) =

1 a+2L .
o / FOe at

mwint

¢ uma funcao costante, Va € R. Uma das formas de mostrarmos isso é ver que:

a+2L . . oL Crina

d%(/+ f(t)e‘”ﬁ*”dt> = M f(a+2L) — 7T fla)
= e e f(a+2L) — e f(a)
=! e: ‘2’””f() e~ f(a)
e
= fla)((e7™)*" —1)
2T () (17 - 1)
= ¢ 27 f(a) 0
= 0.

A igualdade =' se deve ao fato de que a funcéo f é periédica de perfodo 2L, portanto
f(a) = f(a+2L). E a igualdade =2 é derivada da Férmula de Euler (Proposicao .
Isso quer dizer que, no caso de fungoes f seccionalmente continua definida no intervalo

[0, 1], sua série de Fourier poderia ser escrita como

[eS)
E Cne27rznt

n=—oo

= / 1 f(t)e 2,
0

Vamos a um exemplo de um calculo da Série de Fourier utilizando a representacao

(2.1.13)

com

(2.1.14)

complexa:

Exemplo 8. Escreveremos a série de Fourier em sua representacao complexa da funcao
Box, definida pela lei de formacao abaixo, e fazendo sua extensao periédica de periodo 1
para que a funcao se torne periédica. Ou seja, essa mesma lei de formagao se repete em

um intervalo de um em um, a partir do intervalo citado:

1

1 0<t< =

_ ’ 2
<t<l.
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O grafico da funcao Box pode ser encontrado na Figura [2.1.1

1.5

05 F

05 1

{5 L I L I |
0 02 04 06 08 1

Figura 2.1.1 — Gréfico da funcao Box. O cddigo dessa imagem pode ser encontrado no
apéndice [5| em [5.1]

Para esta funcao consideramos que o periodo fundamental é 1, e dessa forma L = 3 E
veja que a Fungao Box é seccionalmente continua no intervalo [0, 1], e portanto podemos
representar seus coeficientes pela Equacgao (2.1.14). Entao para encontrar sua equacao

faremos para n # 0:

1
C, = / g(t)e—antdt
0

1
5 1
2 . .
— / e—27‘rzntdt - / 6—27rzntdt
0 1
2
: 1

= /2 cos (2mnt) — isen(2mnt)dt — / cos (2mnt) — isen(2mnt)dt
0

1

1 1 1

= /2 cos (2mnt)dt — i/2 sen(27nt)dt —/ cos (27mt)dt—|—i/ sen(2mnt)dt
0 0 1 i
1

= 2—( sen(mn) — sen0 + i cos (mn) — i cos 0 — sen(2mn) + sen(mn)
™m

—icos (2mn) + i cos (mn)).
Veja que a partir desse momento, dependendo do valor de n ser par ou impar, os

valores dos cossenos serao diferentes. Portanto dividiremos em dois casos:

e Caso n seja par:

1
¢, = ——(sen(mn)— senQ+icos(mn) —icos()— sen(2mn) + sen(mn)
2N e — N e — N e e —

0 0 1 1 0
—i cos (2mn) +i cos (mn))
—_——— S —

1 1
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e Caso n seja impar:

1
¢, = ——(sen(mn)— sen0-+icos (mn) —icos 0 — sen(2mn) + sen(mn)
27N e — Y ~—— \\1"/ —_—
0 -1

—icos (2mn) +i cos (mn))
1 1
—43

2mn
—27
m™m

No caso de n = 0 teremos:
1
cp = / g(t)edt
0

1 1
= [Cae- [a
0 2
0.

Portanto para esta funcao, seu coeficiente de Fourier sera:

—9; )
——, se n for impar;
Cn = ™

0, se n for par.

Com isso temos que a Série de Fourier complexa da funcao g é da forma:

o0

, —27 .
§ cn€27rmt — E 627rmt'
™

n=-—o00 n impar

2.1.2 Propriedades dos Coeficientes da Série de Fourier

Usualmente destinamos a notacao de ¢, para os coeficientes da Série de Fourier para
fungoes complexas, e reservamos os coeficientes a,, e b, para a Série de Fourier de fungoes
reais. Outra maneira usual de nos referirmos a ¢, é como f(n).

E interessante notar que se estamos trabalhando com um sinal que é real, entao c_,, =

¢,. De fato:
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1 —ri(—n)t
Cp = — e~ L f(t)dt

2L J_;
1 L mTint

= — e L f(t)dt
2L/, (t)
1 (b —=

= — eI f(t)dt
2L/, (t)
1 L —mint

= — e L f(t)dt
2L, (t)
1 [

= — [ eI f(t)dt
2L/—L

= ¢,

O que reforca ainda mais o fato de que ¢y é um nimero real. De fato, ao se calcular

co teremos exatamente a média da fungao f, por defini¢ao:

_L 0 f (1) dt = /L F(t)dt
ST “ao ), '

2.1.3 Espectro de Poténcias

Podemos representar graficamente uma funcao f pelo médulo de seus coeficientes da
Série de Fourier ao quadrado e suas frequéncias. Esta é uma outra maneira de representar
a funcao f, comumente encontrada na literatura pelo fato de explicitar a composicao das
frequéncias de cada exponencial no sinal. Esta representagao sera chamada de espectro
de poténcias da funcao f.

O grafico é construido utilizando o mdédulo dos coeficientes da Série de Fourier pois
como os coeficientes sao complexos, é necessario para a construcao do gréafico que eles

Imint associada a cada coeficiente é

estejam em modulo. A frequéncia da exponencial e
dada pelos indices n que os acompanham. O nome do conjunto de frequéncias associadas
a cada exponencial complexa ¢ Dominio de Frequéncias. Porém, por abuso de notacao,
muitas vezes falamos apenas “as frequéncias que constituem a funcao f”.

Por exemplo, iremos representar o espectro de poténcias da funcao Box, citada no
Exemplo [§] Destacamos abaixo alguns dos coeficientes da fun¢ao Box e suas respectivas

frequéncias associadas:

o0

Z Cn€27rint L i P2mi(=3)t _ () p2mi(=2)t _ E 2mi(=1t 4 () (2mi(0)t E 2mi(t 4
3 s ¥/

n=—oo

40 2T 3l PRLC)
ux’

Dessa forma, conseguimos construir o grafico presente na Figura [2.1.2]
Vimos na secao anterior a ¢_,, = ¢,. Aqui podemos visualizar este fato olhando a

simetria do grafico em relacao a origem.
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sk ° ° i

02r =

Médulo dos coeficientes ao quadrado

L
0

Frequéncias

—e
i

X J

Figura 2.1.2 — Gréfico do espectro de poténcias da Funcao Box. O cddigo dessa imagem
pode ser encontrado no apéndice [5| em .

2.2 Fenomeno de Gibbs

Como vimos no capitulo anterior, na segao [L.5] sabemos que a proje¢ao ortogonal
de uma funcao aproxima a fungao de um conjunto ortogonal quando conseguimos as
projecoes da funcao sobre todos os vetores desse conjunto. E quando limitamos essa
quantidade de vetores, temos um problema na representagao, o qual em processamento
de imagens é conhecido como Fenomeno de Gibbs. Essa limitacao de projegoes, ou
informacoes, pode ser entendida até mesmo como um problema estrutural. Isso porque
nao conseguimos processar infinitos dados em um computador.

Tlustraremos este problema com a fung¢ao box, trazida no Exemplo [8}

1
1, 0<t 5
f(z) = Ll
-1, 5 <
cuja representacao por série de Fourier é dada por:
> . —2i ..
2mint 2mint
DT ="
n=-—00 n impar

com
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—21 ,
——, se n for impar;
C’I’L = ™

0, se n for par.

Utilizaremos a representagao grafica apenas no intervalo [0, 1], tanto para a fungao
quanto para suas séries. Implementando a lei de formacao da fungao no programa Octave
obtemos a Figura 2.2.1 Agora, como é computacionalmente impossivel implementar
infinitos termos, precisamos fazer as aproximagoes para n finito. O resultado para uma
aproximacao de n = 5, ou seja, com o somatério variando de n = —5 até n = 5, é
encontrado na Figura [2.2.2} o resultado para uma aproximagao de n = 50, ou seja, com
o somatorio variando de n = —50 até n = 50, é encontrado na Figura[2.2.3} e o resultado
para uma aproximacao de n = 100, ou seja, com o somatério variando de n = —100 até
n = 100, é encontrado na Figura [2.2.4]

15 T T T T 1

-05r 1

Figura 2.2.1 — Gréfico da funcao Box. O cddigo dessa imagem pode ser encontrado no
apéndice [p| em [5.1]

Figura 2.2.2 — Grafico da Série de Fourier da funcao Box para n = 5. O codigo dessa
imagem pode ser encontrado no apéndice [5| em

Podemos ver que conforme aumentados o valor de n, ou seja, o nimero de frequéncias
utilizadas para formar nossa fungao, mais préxima a representacao na parte continua se
torna. Porém a parte descontinua permanece com um erro, um sobressalto na curva nao

existente na fungao original, o qual s6 seria reparado com n — co.
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Figura 2.2.3 — Grafico da Série de Fourier da funcao Box para n = 50. O cddigo dessa
imagem pode ser encontrado no apéndice [5[ em

5

05

Figura 2.2.4 — Grafico da Série de Fourier da funcao Box para n = 100. O cédigo dessa
imagem pode ser encontrado no apéndice [f| em

2.2.1 O elo com as projecdes ortogonais

Vimos no capitulo [I] na se¢ao [L.5, com o Exemplo [0 que conseguimos escrever a

projecao ortogonal de f sobre todos os vetores do conjunto ortonormal ¢ como sendo
aproximadamente:

)~ > el / F(t) - en(t)dt
Ze%mt-/o f(t) - e 2™ mtdt,

Neste capitulo definimos através da Equacao (2.1.13)) que para f € £2[0, 1], poderfamos
escrever sua série de Fourier como:

Q

[e.9]

Sf(t) = Z ¢, e2mmt

n=—oo
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com
1 .
cn:/ f(t)e 2™ midt,
0

Entdo quando fazemos a série de Fourier de uma funcio f € £2[0,1] o que essenci-
almente fazemos é tentar descrever a funcao f projetada sobre o conjunto das funcgoes
exponenciais, o qual chamamos de . No exemplo trabalhado o espaco escolhido foi o
£?[0, 1], porém poderiamos pegar funcdes em outros espacos em £*(I), com I sendo um
intervalo qualquer, que a légica seria a mesma.

A partir dessa identificagao conseguimos um olhar mais apurado sobre o fenomeno de
Gibbs, entendendo que a aproximacgao de f sobre ® ¢é possivel somente com uma quantia

infinita de vetores, pois é assim que é formado o conjunto .

2.3 Teoremas sobre a Série de Fourier

Esta secao é dedicada a trés resultados tedricos para saciar possiveis questionamentos
a respeito da aplicabilidade de nossa teoria. Mostraremos a seguir sob quais circunstancias
a sua série de Fourier converge pontualmente para a fungao que representa, quando a série
de Fourier de uma funcao converge uniformemente e em quais termos existe a unicidade

da representacao.

2.3.1 Teorema da Convergéncia Pontual da Série de Fourier

Este teorema é muito importante dentro de nossa teoria, pois ele revela uma carac-
teristica local da série de Fourier, que é a convergéncia em cada ponto x da funcao para
sua devida série de Fourier calculada no mesmo. Caracteristica essa relevante até mesmo
na demonstracao do proximo resultado.

Por uma escolha da autora a demonstracao desse teorema nao foi apresentada, apenas
comentada. O principal motivo foi a organizacao com o tempo, visto que este teorema
possui algumas tecnicidades importantes nas quais investiriamos um tempo que sera pou-
pado para podermos discutir com mais profundidade a parte de processamento de imagens.

Indicamos que a demonstragao na integra pode ser encontrada na referéncia ().

Teorema 3. Seja f : R — R uma fungao seccionalmente diferencidvel e de periodo 2L.

Entao a série de Fourier da funcao f fica bem definida e converge em cada ponto ¢ para
1
—[ lim f(x)+ lim f(:):)], isto é:
2L zot+ Tt

1 - t t
5[ xlirgf(z)+xlir££f(x)} :%4—; ay, COS % + b, sen %
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O que nos mostra que a média dos limites laterais da funcao aplicada no ponto serd
exatamente o valor da série de Fourier da funcao aplicada no mesmo ponto. E veja que,
quando f for continua, o lado esquerdo dessa igualdade é exatamente f(t).

Uma demonstragao possivel para este teorema é dividir as fungoes que serao verificadas
em trés grupos, reunindo-as de tal forma a conseguir utilizar o Teste de Dini para
demonstrar cada caso. Esse teste pode ser encontrado na referéncia ().

O Teste de Dini estipula sobre quais circunstancias o erro existente entre a soma

parcial da série de Fourier da funcao f no ponto x, dada por

Sp(x) = % + Z (aj cos (%) +b; sen(%))
j=1

e o valor da funcao f aplicada no ponto z tende a 0.

2.3.2 Teorema da Convergéncia Uniforme

Este teorema traga o comportamento necessério e suficiente para que a série de Fourier
de uma fungao convirja uniformemente, conforme defini¢ao trazida em [11}

Para demonstrarmos o teorema desejado, definiremos alguns conceitos e traremos al-
gumas propriedades necessarias. Algumas demonstracoes foram, por escolha da autora,
omitidas por entrarem em certos aspectos do desenvolvimento tedrico que fugiriam do
objetivo principal do trabalho. Mas para os leitores interessados, indicaremos referéncias
adequadas.

Consideraremos uma adaptacao da Defini¢ao : o espaco de funcdes L*[—L, L], lem-

brando que nesse caso teremos:

/_L |F(6)[7dt < oo. (2.3.1)

Expressoes alternativas dos coeficientes de Fourier: Suponha que f seja periddica,

de periodo 2L, derivdvel de modo que f e f’ sao seccionalmente continuas. Temos:

a, = %/_i f(t) cos (%nt) dt.

nt
Ao integrarmos por partes, com u = f(t) e dv = cos (%) obtemos:

Yoo t
- — f'(t) sen <ﬂ> dt|.
L L

nmw J_
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L

Como f(t)sen (%nt>

= 0 obtemos:

-1 (=, mnt
_W/_Lf (1) sen(T) dt. (2.3.2)

Analogamente, para b, temos:

1 [ mnt
_ Z/_L () sen<T> dt.

nt
—) obtemos:

L

L
1|—-L mnt L mnt
bn = Z [H f(t) COSs (T) ‘_L E f ( )COS ( I )dt]

Veja que como f é periddica de periodo 2L:

;—: f(t) cos (%nt)

Portanto:

Ao integrarmos por partes, com u = f(t) e dv = sen(

_ -t [f(L) cos (7n) — f(—L)cos (—wn)] = 0.

nm

b, = S f( ) cos (Wzt)dt (2.3.3)

nm

Esta forma alternativa nos sera necesséria durante a demonstragao do teorema [o]

Proposicao 5. Sejan € N e sejam a = (ay,as,--+ ,a,) € b, = (by,be, -+ ,b,) vetores do

R". A Desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R" tem a seguinte forma:

(£4) (59

A demonstracao dessa desigualdade pode ser encontrada em ([7)).

n

Z a;b;

j=1

Teorema 4 (Identidade de Parseval). Para f € £?*[—L, L] e considerando sua série de

Fourier temos:

L

1 [F @2 9

— dt = — n b,

L) OPa= 43 (0l + ).
A demonstracao deste teorema pode ser encontrado em (6)).

Lema 1. Seja a, b € R. Entao (|a] + |b])2 <2 (lal* + [b]?).

Demonstracao. Tome a, b € R. Veja que:
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2
0 < (la| — [bl) lal* =2 a] - [b] + [b]*
2-a|- bl < laf*+ b

ou
lal - 8] < laf* + [b]*.
Ao mesmo tempo, veja que:

(Jal + [B])* = |al? +2 - |al - [B] + |B]?
= (la] + B))* < 2- (la)> + [b?).

Agora vamos para o enunciado e posterior demonstragao do teorema da convergéncia

da série de Fourier para a funcao que ela representa:

Teorema 5. Seja f uma funcao periédica de periodo 2L e f’ seccionalmente continua em

[—L, L]. Entéo a série de Fourier de f converge uniformemente para f.

Demonstragao. Considere a definicao da série de Fourier de uma funcao f (2.1.7) e de
seus coeficientes (2.1.8)), com f’ € £*[—L, L]. Para mostrar a convergéncia uniforme da

série de Fourier, vamos mostrar que a série

i a,, COS 7r_mf + b,, sen Lm
— " L " L

converge uniformemente. Podemos simplificar a andlise vendo que:

™t _’ ’ ™t
a,, COS 7 = |a,|| cos 7

mnt
Ja que —1 < cos (T) < 1. De maneira analoga, podemos escrever que

™t
by, —
()

Entao vamos verificar em quais condigoes se da a convergéncia da série

< |ay|.

< |bnl.

o0

> (x| + [Bx]). (2.3.4)

k=1
Considerando os coeficientes da fungao derivada de f como sendo:

/ k / mnt r L / mnt
an :/_Lf(t)cos <T>dtebn —/_Lf(t)sen<7>dt

pela estimativa dos coeficientes de Fourier nas equacgoes e 2.3.2] obtemos
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- /
a,=—=0,"¢eb,=—a,.
™m ™m

Portanto, a reduzida de ordem n da série [2.3.4] é:

n n _ / I /
k=1 =1
o - L / L /
k=1
L 1
= 2.1 (la'| + |b2T)

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz citada na Proposicao |5 temos que:

N|=

n

1 o= (£2) (£ o)

k=1 k=1
L<~1 "1
=23 ('l + ) < ( @>

k=1 k=1

Assim, obtemos uma majoracao para reduzidas da série [2.3.4}

> () <3 <;%>(i (Iak’|+|bk'\)2> ,

k=1 k=1

ou, como L > 0, podemos escrever que:

[l

3|

(i (Jaw'| + bk')2>%-

k=1

N

Usando o lema [I], obtemos da expressao acima a seguinte majoragao para a reduzida

da série 2.3.4
L "1 n

oul + 1) < ;< k_> (quawmb;r?))
k=1 p P

1

1 1
\/§L n 1 2 n 2
— 2 lai' >+ b1 |

k=1 k=1

2

3
Nl

o0

1

Portanto, quando n — oo, a série numérica Z y= converge (conforme encontrado na
k=1
referéncia (3))) e, pela Identidade de Parseval 4] aplicada a derivada:

1 1

n 2L [e.e] 1 2 o0 2

(lax] + [be]) < \/_T (Zﬁ) (Z\ak/|2+\bk/’2> :
k=1

k=1 —— k=1
constante ~—~—

converge 1

<_
L

5 | @) e

Como f' € L?[~L, L] sabemos que
1 [t 2
E/ | /()] dx < .



Capitulo 2. Séries de Fourier 46

Logo a série converge. Sabemos pelo teorema anterior que a série converge pontual-

mente para f. Logo, a série converge uniformemente para f.

Apesar de termos utilizado na demonstracao apenas a representacao real, como ambas
as representagoes sao analogas para funcoes complexas, entao o teorema se estende para

funcgoes reais e complexas que acatem as hipoteses.

2.3.3 Teorema da Unicidade

Teorema 6. Sejam f e g funcoes periédicas de periodo 2L, continuas e com f’ e ¢ sec-
cionalmente continuas em [—L, L]. Suponha que suas séries de Fourier sejam as mesmas.
Entao f = g.

Demonstragao. Considere a defini¢ao da série de Fourier de duas fungdes f e g (2.1.7) e
de seus respectivos coeficientes ([2.1.8)) da seguinte forma:

1 Qo - mnt mnt '
flx) = 5 +;<ancos<—L>+bnsen<—L ))7
g(x) =2 Qo f: Cp COS ot + d, sen mt

2 T\ e ) e ) )

Como hipdtese temos que suas séries de Fourier sao iguais, ou seja:

- t t = t t
%—l—; <ancos (%) +bnsen<%>> = %—l—; (cncos <%> —l—dnsen(%)).

Entdo das igualdades =' e =2 segue que f = ¢ em todos os pontos de continuidade,

j4 que a Definicao diz respeito apenas aos pontos de continuidade. [ |

Este teorema nos mostra que a Série de Fourier capta melhor o comportamento de
partes continuas de funcoes do que de partes descontinuas. Isso evidencia a necessidade
do estudo de outras possiveis representacoes, como traremos no proximo capitulo, porém

nao desqualifica esta representacao.
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3 Transformada de Fourier

No capitulo anterior, trabalhamos com a série de Fourier, que pode ser aplicada so-
mente em fungoes que sao peridédicas. Gostariamos de estender este conceito para funcoes
que nao sao periddicas, para assim abarcar mais tipos de fungoes, mantendo um paralelo
com certos conceitos ja estudados até entao. Para isso, estudaremos sobre a Transfor-
mada de Fourier, que atendera essa demanda. Além disso, definiremos a Transfor-
mada Inversa de Fourier, e entenderemos a relacao que existe entre a transformada
de Fourier com os coeficientes da série de Fourier, e da transformada inversa de Fourier
com a série de Fourier.

Além disso, na segao iniciaremos a discussao sobre aplicacao dos conceitos estu-
dados para imagens, discutindo como entender uma imagem como uma func¢ao, e como
estender as definicoes trazidas para funcoes em R?. Além disso, vamos discutir sobre quais

aspectos podemos identificar uma imagem e seu espectro de poténcias.

3.1 Definicdo da Transformada de Fourier

Tentaremos por meio de uma abordagem informal intuir a expressao para a trans-
formada de Fourier. Inicialmente interpretaremos fungoes que nao sao periédicas como
sendo funcgoes periddicas cujo periodo T tende a infinito. Dessa forma, essas fungoes que
a principio nao poderiam ser representadas por sua série de Fourier passam a ter uma de-
finicao alternativa de periodo. Seria interessante se para termos a forma da transformada
de Fourier simplesmente calculassemos o limite de 7" — oo. Mas, como veremos a seguir,
isso nos traz um certo tipo de problema, com o qual teremos de lidar.

Tomando um caso um pouco mais simples de inicio, vamos trabalhar com um grupo
especial de fungoes, que sao as fungoes com suporte compacto. Essas fungoes possuem a
caracteristica de, apds determinado valor, serem nulas. Essa adaptacao sera feita visando
uma simplificacao dos calculos, porém as definicoes encontradas servirao para fungoes de
suporte compacto ou nao. Da mesma maneira que fizemos no Exemplo , repetiremos a
lei de formacao da funcao para que ela se torne periédica, fazendo sua extensao periodica,
em um intervalo de 7" em T'.

Entao vamos considerar uma funcao f : R — C, com suporte compacto e extensao

periddica de periodo T'. Calcularemos seu coeficiente de Fourier de acordo com a Defini¢ao

13
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1 /
Chn = =
T

= T /_ e_zmt%f(t)dt.

Como a partir de certo ponto a funcao se anula, podemos mudar os limites de in-

N

—92 mwint

# £(t)dt

N SIS

!

tegragao para a parte que contém as informagoes nao nulas da funcao. Supondo que a

fungao seja diferente de zero no intervalo [a, b] temos:

1 [ i
— ?/ e_QMtTf(t)dt.

A representacao dos coeficientes pode ser feita no dominio de frequéncias, como vimos
na secao [2.1.3] E para isso, como as funcoes e seus coeficientes podem ser complexos, é

necessario que se tire o médulo dos coeficientes. Entao temos:

b
el = | [ e
< 3 [l

n ~ —omit
Nesse momento, quando fizermos T — oo teremos que — — 0, entdo e ™7 = 1.

b
el < / F(t)dr.

M
t)|dt é um numero M € R. Isso quer dizer que |¢,| < —. O que quer
|f(1)] q q 7 Oaueq

Restara:

a
dizer que quando T' — o0 os coeficientes vao para 0! Isso nao nos sera util, afinal
dessa maneira nao ganharemos nenhum tipo de informacao do sinal. O que faremos para

contornar este problema sera alterar T que é uma variavel discreta, para uma variavel

, . n .
continua. Consideraremos T = w, € Com 1SS0 queremos que n — 0O a0 passo que T — oo.

Dessa forma definimos a transformada de Fourier de f como:

= /_ Z f(t)e 2™ dt,

Para uma definicao formal: Precisaremos investir um tempo analisando a con-
vergéncia dessa integral. Nesse sentido, precisamos definir um espaco no qual as fungoes
que trataremos terao um comportamento especifico que fard com que a integral convirja
para um numero. Vejamos:

A férmula que encontramos pode ser reescrita como:

flw)=lim / ft)e 2ty

M,N —oc0



Capitulo 3. Transformada de Fourier

49

e com isso veja que as caracteristicas que estamos procurando nesse espaco sao:

1. f precisa ser seccionalmente continua em cada intervalo [—M, N|, pois isso farda com

que a fungao f(t)e

—2miwt

seja limitada e integravel no intervalo [—M, NJ;

2. / |f(z)|dz < oo, pois isso implica que Mhrn / f(t)e ?™“!dt existe, em outras

palavras, que ele tem um valor limitado. De fato, dado € > 0, existe K > 0 tal que:

e além disso:

—-K o0
' / 6—27Tiwtf(x)dx + / e—27riwtf<x>dx
—0o0 K

/ j fallde+ |

< [ i [T

|f(@)]dz <€

|/ ()|da.

Uma classe que comporta funcoes com essas caracteristicas é o espaco de funcoes £,

espaco este bastante similar com o espaco £? citado no capitulo|l, mas que oferece funcoes

f tais que o item [2] é satisfeito e que portanto a integral impropria da fungao também

converge. Porém dada f € £! nao é verdade que f e L

abaixo.

Exemplo 9. A funcao pulso unitaria é dada por:

1, selz|<1;

0, se|z|>1.

e sua transformada de Fourier:

/_Z f(t)e ™ dg

—1 1 o)
/ 0- 6—2m’wzdl, 4 / 6—27riwa:dx + / 0- e—QWiwxdx
—00 —1 1

1 1
! / cos (2rwz)dr — z/
-1 -1

N

sen(2rwz)dz

J/

1
sen(2mwz)
2w
sen(2mw)  sen(—27mw)
2mw 2mw
sen(2mw)  sen(27mw)
2mw 2w
sen(27w)

W

-~

0

como mostrado no exemplo
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Utilizamos em =' a Proposicao e em =2 o fato da funcio seno ser fmpar. Note
que uy(x) € L'. De fato, de u;(x) > 0, para todo x temos que:

/Z iy ()| dx:/z

Ooul dx—f—/l 1(x )dx—i—/ooul(x)dx

/1
/OOde /dm+/ 0 da

It

8
_

N

Agora mostraremos que f (w) ¢ L£'. Faremos isso provando que a integral abaixo

diverge
| sen(2
/ n(2rw) -
e W
2sen(27w) ,
Para fins de simplificacao de calculo, retornaremos a f (w) = 9.,  © Veja que:
W
/OO QSen(Qmu)dw _ 2/°° sen(27rw)dw
oo 2Tw oo 27w
1 o0
_ 1 / sen(z) &
T ) o %
1 0 00
_ _[/ sen(z)dz+/ sen(z)dZ]
T J o % 0 z
com z = 27mw. Além disso, veja que a constante nesse caso nao interfere em nossa

analise, visto que precisamos verificar se esta integral diverge ou nao, e que se somente
uma das integrais divergir ja sera suficiente para inferir que a soma delas diverge. Logo

analisaremos apenas que a integral abaixo diverge

J
Considere intervalos I, = [km; (k + 1)7] e veja que:

00 n (k+1)m
/ [sen@@)] i Z/ [sen@)l,. (3.1.1)
0 k

sen(z)

z n—00 z
k=0

iy

O que estamos fazendo ¢ dividir o intervalo real em intervalos de k7 até (k + 1)7. E

dentro deste intervalo, o maior valor assumido por z é (k 4 1)7; dessa forma

k+17r|sen (k+17r|sen ’
d > d. 3.1.2
> Ol = T

Agora veja que
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(k+1)m \sen(z)\ 1 (k+1)m
Nl = d
/k,r k+ D (k:+1)7r/ |sen(z)] dz

_ C(I)ﬂsrz](kﬂ)7r
L ke
= m[cos ((k+1)m) — cos (km)]
1
— m[—1 —1]
B 2
- (k+ D

- 2
Mas ——— ¢é uma p-série com p < 1 e portanto divergente (isso pode ser en-
kzo e p P p gente (isso p

contrado na referéncia (3)). Analisando as equagoes em e temos a situagao:

n

> |sen(2)| , 2
——dz>1 —_—
e S

k=0

n
2
Pelo fato da série Z (k:— divergir, entao quando n — oo isso também ird diver-
k=0

+ )

gir, e portanto / Mdz diverge.

0 z

Dessa forma, temos uma teoria um tanto quanto assimétrica. Um dos problemas disso
¢é o fato de a composigao de transformadas de Fourier nao necessariamente pertencerem
ao espaco L', assim como o fato de nao conseguirmos definir uma funcdo inversa da
transformada que ainda esteja no espaco. Por conseguinte, iremos tomar um subconjunto
de £' de forma a garantir que esse tipo de contradicao nio aconteca. O referido espaco é

definido abaixo:

Definicao 14. O Espaco de Schwarz, ou espaco das fungoes rapidamente decrescentes,
o qual denotaremos por S, é o subespaco vetorial de £ formado pelas funcoes ¢ € C°(R)

tais que

lim z* d*((x)

|x|—o00 dx®

=0 (3.1.3)
quaisquer que sejam k € N e a € N.

Explorando um pouco mais a defini¢do: Para que o limite (3.1.3)) seja igual a zero é
necessario que as fungoes ¢ € C*(R) tendam mais rapido para zero do que as fungoes
polinomiais crescem. Dai o nome “espaco das fungoes rapidamente decrescentes”.

A partir desse embasamento, conseguimos definir a transformada de Fourier:
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Definicao 15. Seja f uma funcao tal que f : R — Ce f € §. A transformada de Fourier
de f é dada por:

T L R (3.1.4)

E possivel que se encontre na literatura outras notagoes para a transformada de Fou-
rier, devido a quantidade de areas que a utilizam. Mas neste trabalho optaremos somente
pelas duas notagoes ja expostas. Ressaltamos: apesar de a construcao ter sido de forma
nao formal, essa definicao se estende para todas as fungoes f € S.

Enunciaremos a seguir uma proposicao que vai de encontro com nossas expectativas

ao escolher este espaco:

Proposicao 6. Se f € C*°(R) for uma funcao do Espaco de Schwarz, entao a transfor-

mada de Fourier f € C™(R) pertencera ao mesmo espago.

A demonstragao desta proposicao pode ser encontrada na referéncia (6)), assim como
outras propriedades importantes da transformada de Fourier, mas que optamos por nao

trazer para nosso trabalho por dependerem de outras proposigoes.

3.2 Transformada Inversa de Fourier

A transformada de Fourier é na verdade um operador de funcgoes, que passa uma funcao
f que estava definida no dominio do tempo para o dominio de frequéncias, revelando assim
as frequéncias que compoe a funcao, ou o sinal. Nesse sentido, ter obter uma relacao entre
essas duas representacoes é importante.

Podemos continuar na mesma intuicao desenvolvida anteriormente e continuar calcu-

lando a série de Fourier da funcao citada acima. Pela definicao de série de Fourier

terfamos:
oo
2mint
f(t) — Z CneT
n=-—oo
com
1 [T -

Cn _ f(t) 6—2;@ntd

RN £ . .
Faremos a substituicao T = w nos coeficientes ¢, da seguinte forma:

1

= [ ) et = % Flw).

Sl

-~

~f(w)



Capitulo 3. Transformada de Fourier 53

1
Chamando 7= Aw teremos que a série sera da forma:

0~ 3 fw) et

Fazendo Aw — 00, 0 somatorio acima converge para a integral, pela soma de Riemann.

Logo:

f(t) ~ /OO flw) e¥ @ty (3.2.1)

A esta expressao damos o nome de Formula Integral de Fourier de uma funcao
f € 8. O teorema abaixo condensa 3 resultados interessantes sobre a transformada de

Fourier e d4 forma a versao continua da série de Fourier usando a transformada:

Teorema 7. A transformada de Fourier f ' S — S é um operador linear, injetivo,

sobrejetivo e o operador

f) = [ 1) ema
é o operador inverso da transformada de Fourier de uma fungao f.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada na referéncia (6). Mas elucidando
um pouco mais, podemos demonstrar que esse operador é o inverso da transformada de

Fourier mostrando que vale a identidade abaixo:

10 = [ ) emta

Um paralelo com o capitulo anterior: Antes de definirmos a transformada, para
reconstruirmos sinais mais bem comportados (ou seja, periédicos), precisdvamos de uma
quantidade enumeravel de informacoes. A identificacao trazida no momento nos mostra
que podemos reconstruir um sinal nao periédico através de uma soma nao enumeravel
de fungoes exponenciais. E assim como existiam problemas na implementacao deste re-
sultado tedrico para um programa de computador, como vimos no capitulo [2] sessao [2.2]
esbarraremos em dificuldades que vao distorcer nossas imagens, causando um efeito co-

nhecido como Aliasing, discutido melhor na referéncia ().

E interessante notar que os coeficientes de Fourier da série de Fourier mostram a
funcao representada no seu dominio discreto de frequéncias, enquanto a transformada
de Fourier mostra a fungao representada no seu dominio continuo de frequéncias. Ja a
série de Fourier e a transformada inversa de Fourier representam a fun¢ao no dominio do

tempo. Trazemos um exemplo sobre isso:
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Exemplo 10. Primeiramente faremos o espectro de poténcias da func¢do caiza, dada pela

lei de formacao:

1, selt] <=

M(z) =
0, selt|>

MIHL\DI»—t

Escolhemos esta fungao pois ela é bastante conhecida na literatura. Seu nome se da

devido ao seu grafico:

057+

-05

Figura 3.2.1 — Gréfico da funcao caixa. O codigo dessa imagem pode ser encontrado no
apéndice [p| em [5.4]

Percebe-se que esta funcao nao é periddica, e por isso nao podemos fazer seu espectro
de poténcias, ja que a priori ela nao teria série de Fourier. Mas faremos 3 extensoes
periddicas para ela, com os periodos sendo 2, 4 e 16. Nosso intuito é entender o que
acontece conforme o periodo da funcao aumenta.

Vamos calcular uma forma geral com periodo T para seu coeficiente de Fourier, usando

a forma complexa, e apds iremos colocar os periodos citados e fazer seu espectro de

poténcias, como na secao [2.1.3] Calculando seu coeficiente, temos:

27rznt

Cn = T1(t)dt

1 _/
1 3 2mnt > 2mnt
/_ cos( T )dt—z/_é sen( T )dt].

1
2

N N’\H

27rznt

lO)—‘

T

1
Sendo que =' ¢ verdade uma vez que fora do intervalo de integracao |t| < 50 valor

da fun¢ao é nulo. Pela Proposigao [4
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1 ™
= —sen| — |.
™ T

A funcao encontrada é comumente chamada de funcao sine. Veja que como a funcao
é real, podemos fazer seu espectro de poténcias simplesmente com o valor dos coeficientes,
e nao mais com o modulo dos coeficientes ao quadrado.

Para a plotagem dos graficos foi necesséario usar um fator de correcao, para que todos

os graficos permanecessem na mesma escala. Isso porque conforme o valor de T era

1 ™
aumentado, o valor de — sen T diminuia. Para corrigir isso, utilizamos o fator T
™

™ T

T <7m> _ sen(mn/T)

T.c, = — -
c sen T

Apesar do fator de correcao, a menos deles, as variacoes das frequéncias sao conserva-

das. Dessa forma conseguimos:

e Para T = 2 temos o grafico representado em [3.2.2]

Coeficientes

o

o
n
T

R 2 0 2 4
Frequéncias

Figura 3.2.2 — Gréfico do espectro de poténcias da fungao caixa com T=2. Cddigo para
geracao da imagem disponivel no apéndice [5] em

e Para T = 4 temos o grafico representado em [3.2.3]

e Para T' = 16 temos o grafico representado em [3.2.5|
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Coeficientes

o

o
)
T

B4 . ‘ ‘
-4 -2 2 4

0
Frequéncias

Figura 3.2.3 — Grafico do espectro de poténcias da fungao caixa com T=4. Cdédigo para
geracao da imagem disponivel no apéndice [5| em

Coeficientes

o
o
T

0.4 : !
-4 -2 2 4

0
Frequéncias

Figura 3.2.4 — Gréfico do espectro de poténcias da fungao caixa com T=16. Cddigo para
geracao da imagem disponivel no apéndice [5| em
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Perceba que conforme o periodo foi aumentando, o espacamento entre as frequéncias
diminuiu devido a relac¢ao inversa que existe entre periodo (7') e frequéncia (w) ja citada
anteriormente no capitulo : T = l E conforme o periodo aumentou e as frequéncias se
aproximaram, mais perto de um d(gsenho de uma curva a representacao se tornou.

Agora iremos calcular a transformada de Fourier dessa mesma funcao e fazer seu

grafico:
flw) = / TI(t)e ™" dt
1/2
— / —Qﬂwtdt
~1/2
1/2 1/2
/ cos 27rwt)dt—i/ sen(2mwt)dt.
~1/2 ~1/2

Pela Proposicao [4

~

flw) = 2/01/2COS (2mwt)dt

2 1/2
= " sen(2nwt
e sen(27wt)| |

1
= sen(mw).

Veja que essa representacao é exatamente a mesma representagao para o coeficiente
de Fourier que haviamos encontrado, com a diferenca de que w é uma variavel continua.

A representacao grafica deixa isso ainda mais claro:

08 r [\

06 | \

Coeficientes

Frequéncias

Figura 3.2.5 — Grafico da transformada de Fourier da funcao caixa. O cédigo dessa ima-
gem pode ser encontrado no apéndice 5 em [5.6]

Realmente, percebemos geometricamente a aproximagao pela curva acontecendo.
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Além disso, note que a frequéncia mais utilizada para recuperar o sinal da funcao caixa
¢ a frequéncia w = 0, o que faz muito sentido ja que a funcao é constante em quase todo

o seu dominio, necessitando de frequéncias mais baixas para ser recuperada.

3.3 Adaptacio para o R?

Para conseguirmos entender como o conceito de transformada de Fourier se aplica
em imagens, que tém dominio em um plano, precisamos entender como sao fungoes que
representam imagens e como € a expressao da transformada de Fourier para funcoes de
duas variaveis.

As imagens podem ser entendidas como funcgoes, se as dividirmos em véarios pontos
muito pequenos, organizados em linhas e colunas como uma matriz. Uma analogia seriam
os pizels das telas. Cada pixel comporta informacoes de cor, e a composicao de todos
formam as imagens que vemos nas telas. A Figura traz uma imagem e a Figura
traz a funcdo que representa o canal de cores da imagem anterior.

(a)

Figura 3.3.1 — Na Figura temos uma imagem ilustrativa e a Figura|3.3.1b|é o gréfico
da fungao que a representa. Imagens retiradas da referéncia (5)).

A cada ponto dessa matriz, associamos uma informagao que serd interpretada como
a cor da imagem. Cada um desses pontos (pizels) comporta somente uma escala de
cor. A essa organizacao chamamos de canal de cores. Por exemplo, fotos preto e
branco podem ser representadas por apenas um desses canais, pois os pontos possuem
informagoes que vao do branco (normalmente relacionado com o nimero 1) ao preto
(normalmente representado pelo nimero 0). Nuances de cores, ou seja, os varios tons de
cinza dentro dessa escala, se associam com nimeros dentro do intervalo [0, 1].

Fotos coloridas podem ser representadas pela composicao de 3 canais. Isso porque
a maioria das cores podem ser formadas pela combinacao das cores vermelha, verde e
azul, que é a escala RGB (do inglés: red, green, blue). Quando processamos uma imagem

colorida, é necessario que a avaliemos em cada um de seus canais separadamente, pois
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essa imagem teria duas coordenadas no dominio, e o contradominio teriam trés, referentes
a cada uma das cores.

Entendida a parte de modelar imagens como fungoes, precisamos entender como adap-
tar o conceito de transformada de Fourier, até entdao em uma dimensao, para duas di-

mensoes. Consideraremos duas variaveis para as frequeéncias wy,ws € C. Teremos:

ORI o T
— / / f(l’, y)e—27rixw16—27riyw2 dZde

o0 oo
= / / [z, y)e ™= dy | e 22 dy.
—o0 —o0

A parte entre parénteses representa a transformada de Fourier da funcao f em relacao
a r. Trazendo uma metafora, pense na imagem como uma malha de tecido retangular,
constituida por varias linhas muito finas, na horizontal e na vertical. Primeiramente
calculamos as transformadas de Fourier das linhas em uma mesma direcao, digamos que
seja a horizontal referente a x, e apds calculamos as transformadas de Fourier das linhas
na outra direcao, que seria a vertical referente a y, e por fim temos a formacao do tecido,
que seria a imagem.

Com isso todos os conceitos estudados até entao podem ser adaptados para as imagens
se pensarmos que estamos dividindo os célculos primeiro em uma diregao, e apés na outra
direcao.

Abaixo representamos na imagem um bosque e na Figura seu respectivo
espectro de poténcias. Seu espectro de poténcias se vale do médulo da transformada
de Fourier ao quadrado (| f(wy,ws)|?) pois as frequéncias nesse caso sdo complexas. Este
espectro foi obtido usando a fungao Fourier do software Mathematica, que calcula a trans-
forma rapida de Fourier de uma imagem. A transformada rapida é uma discretizagao
da transformada de Fourier em duas dimensoes que acabamos de definir, e é explicada
com mais detalhes na referéncia ().

O centro da imagem representa as frequéncias w; = 0 e wy = 0. As cores mais
claras representam um valor mais alto das frequéncias, e as cores mais em tons de azul
representam frequéncias mais baixas. Perceba que a imagem possui bastante mudancas
abruptas de cores, e devido a isso o seu espectro de poténcias se utiliza de bastante
frequéncias elevadas.

A imagem ¢ uma foto tirada debaixo d’4dgua, e a Figura representa
seu espectro de poténcias. O espectro de poténcias é construido da mesma maneira
que o anterior. Nesse caso, vemos que o espectro de poténcias utiliza mais focadamente
frequéncias mais baixas, pois as mudancas de cores sao mais suaves do que na figura

anterior.
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Figura 3.3.2 — Na Figura temos a imagem de um bosque e a Figura [3.3.2b| é seu
espectro de poténcias. Imagens retiradas da referéncia (9).

(a)

Figura 3.3.3 — Na Figura ¢ uma foto tirada debaixo d’agua, e a Figura [3.3.3b
representa seu espectro de poténcias. Imagens retiradas da referéncia (9)).
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4 Conclusoes

Neste trabalho trouxemos a definicao de Série de Fourier, construindo alguns exemplos
com o leitor. A principio parecia ser apenas mais um ferramental advindo do calculo, mas
a conotagao foi alterada com base no capitulo[I] observando que se trata da representacao
de uma funcao f sobre os vetores da base do espaco das fungoes exponenciais. Além disso,
entendemos como falar sobre as séries de Fourier pode ser interessante, mas possui certas
limitagoes, pelo fato das funcoes para as quais a definicao se aplica serem necessariamente
periddicas. Estendemos esse conceito com a Transformada de Fourier, abarcando também
funcoes nao periodicas. Nao obstante a transformada de Fourier ter trazido maior alcance
de funcoes, precisamos dar um passo atras e compreender qual espaco vetorial continha as
caracteristicas necessarias para abarcar esse novo conjunto de funcgoes, para o qual esco-
lhemos o espaco de Schwarz. A partir desse ponto, conseguimos olhar para as ferramentas
que construimos e entender a relacao existente entre elas e as imagens.

A construcao do texto tentou ao maximo simplificar a linguagem, tornando-a mais
acessivel, contudo sem deixar de lado demonstracoes de interesse para nosso desenvolvi-
mento. Claro que algumas escolhas foram necessérias nessa trajetéria, excluindo alguns
resultados ou demonstracoes, mas visando uma coeréncia com nossos objetivos.

Acreditamos que um trabalho que se coloque a pensar profundamente sobre os temas
abordados nao se da por satisfeito. Ou seja, nunca ha um fim; as reticéncias é que fazem
parte da pesquisa académica. Devido a isso, deixamos como portas possiveis para futuros

trabalhos o estudo da convolugao de imagens e o efeito causado por Aliasing.
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5 Programas utilizados no MATLAB

Ressaltamos que todos os cddigos aqui presentes foram rodados no software MATLAB.
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Listing 5.1 — Cédigo para geragao do grafico da funcao Box

clear all
cle

%variaveis
intervalo = 0:0.0001:1;

indice = 1;

%comandos em si

for t = intervalo
valor = 0;
if t < 0.5
valor = 1;
else
valor = —1;
endif
vetor (indice) = valor;
indice = indice + 1;
end
%grafico
plot (intervalo ,vetor,’.’ , LineWidth’ 0.1)
xlim ([0 1])

ylim([—1.5 1.5])
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Listing 5.2 — Cddigo para geracao do espectro de poténcias da fungao Box

%Espectro de Potencia da fun o Box

clear all

cle

% vari veis

n=3 %Desse modo iremos conseguir calcular os coeficientes
%de —3 at 3

Y%comandos

for k=1

for w = -n:n
if mod(w,2)==0 %condicional para alterar para 0 o valor dos
%coeficientes pares

cn=0
else
cn = (—2xi)/(pisw)
endif
mod2 (k) = (abs(cn))"2 %para conseguirmos montar o gr fico ,

%pois os coeficientes podem ser complexos
k=k+1

endfor
endfor

vV=-1mn:.1n

%plotagem do gr fico

plot (v,mod2, ob’, ’markerfacecolor’,’b”)

hold on

plot([—3 3],[0 0],”—r’, linewidth ’,1)

plot ([0 0],[0 0.7],” —r’, linewidth 1)

ylabel ("M dulo dos coeficientes ao quadrado’,’fontsize ’,20)
xlabel (’Frequ ncias ', fontsize ’,20)
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Listing 5.3 — Codigo para geracao da série de Fourier da fungao Box
clear all

cle

%variaveis
n =

100; %Atualizar a depender do numero de frequencias desejado
intervalo = 0:0.001:1;

indice = 1;

’

%comandos

for t = intervalo;
valor 0;
for m = —n:n;
if m =0

valor = valor + (1)/(pisj*m)*(1l—e”(—pixj*m))ke (2% pixj+mxt );
endif
endfor

res (indice)

valor ;
indice = indice+1;
endfor
%grafico

plot (intervalo ,res)
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Listing 5.4 — Cédigo para geragao do grafico da funcao Caixa

clear all
cle

%variaveis
intervalo = —1:0.0001:1;
indice = 1;

%comandos em si
for t = intervalo
valor = 0;
if abs(t) < 0.5
valor = 1;
else
valor = 0;
endif

vetor (indice) = valor;
indice = indice + 1;

end

%graficos
plot (intervalo ,vetor,’.’ , LineWidth’ 0.1)
xlim([—1 1])
ylim ([—0.5 1.5])
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Listing 5.5 — Cdédigo para geragao do espectro de poténcias da funcao Caixa

%Espectro de Pot ncia da fun o Caixa
clear all
cle

% variaveis

T=2; %Esse numero se altera a depender do periodo

n=5+T; %Desse modo iremos conseguir calcular os coeficientes de
%3 at 3

%Comandos
for k=1
for w = -n:n;
if w==
c(k) =1
else

c(k) =T (sin ((pixw)/T))/(pi*w);
endif

k=k+1;
endfor
endfor

vV=-1mn:.1

%plotagem do grafico

bar (v«(1/T),c)

xlim ([—5 5])

ylabel (’ Coeficientes ’,  fontsize *,20)
xlabel (’Frequ ncias ', fontsize ’,20)
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Listing 5.6 — Codigo para geracao da transformada de Fourier da fungao Caixa

clear all
cle

Y%variaveis
k=1
c = —5:0.1:5;

%comandos
for w= —5:0.1:5;
if w==0
tf(k) =1
else
tf(k) = (sin(pixw))/(pi*rw);
endif

k=k+1;
endfor
%plotagem do grafico
plot (¢, tf)

ylabel (’ Coeficientes ’,  fontsize ’,20)
xlabel (’Frequ ncias ’,  fontsize ’,20)
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