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RESUMO

O planejamento da operacdo energética realizado no Sistema Elétrico Brasileiro visa
determinar uma politica 6tima de operacao em um horizonte plurianual, sendo executado por
meio de uma cadeia de modelos matematicos composta pelos problemas de médio-prazo,
curto-prazo ¢ da programacdo didria da operacdo. Um aspecto chave, e em constante
aprimoramento, ¢ a representagao da geracao hidrelétrica em cada modelo desta cadeia, a qual
¢ dada pela modelagem da fun¢do de producdo hidrelétrica (FPH). Embora em geral as usinas
hidrelétricas possuem multiplas unidades geradoras (UGs), uma alternativa atrativa consiste
em representar uma FPH por usina, i.e., constroi-se uma fungdo que representa a geragdo da
usina ao invés da geracdo de cada UG. Ademais, por limitacdo de tempo de execucdo
(particularmente na programacdo didria) e representagdo das ndo linearidades, ¢ importante
que a FPH por usina seja dada por um modelo linear por partes (MLP). Neste cenario, este
trabalho propde dois tipos de MLP continuos (um concavo e outro nao convexo) para a
inclusdo da FPH por usina nos modelos de planejamento da operacdo. Dependendo do tipo de
aplicagdo (i.e., modelo da cadeia ou caracteristica de uma usina em particular), o framework
permite a escolha entre o MLP concavo, para FPHs modeladas com uma ou duas variaveis, e
o MLP nado convexo (mais preciso) para FPH dependente apenas da vazdo. Essa escolha,
portanto, garante uma larga abrangéncia de aplicacdo do framework. Ambos MLPs utilizam,
de maneira offline, técnicas de programagao linear (ou quadratica) inteira mista, com uma pré-
selecdo otimizada dos pontos da FPH ndo linear por meio do algoritmo de Ramer-Douglas-
Peucker. Como destaque, o framework possibilita o controle do niamero de hiperplanos e,
consequentemente, da dimensionalidade do MLP da seguinte forma: (i) minimizacdo do erro
para um numero fixo de hiperplanos; ou (i7) minimizagdo do nimero de hiperplanos para um
dado erro fornecido. A utilizagdo dos modelos propostos resultou em precisdes da ordem de 0
a 1% em termos de erro absoluto médio, dependendo do nimero de varidveis, tipo de
aproximacdes e numero de hiperplanos. Ja o erro absoluto méximo foi de até 5% sob as
mesmas circunstancias para duas usinas hidrelétricas do Sistema Interligado Nacional (SIN)
utilizadas nos testes.

Palavras-chave: Funcao de Producdo Hidrelétrica; Aproximacdo Linear por Partes;
Programagdo Linear Inteira Mista. Programac¢do Quadratica Inteira Mista.



ABSTRACT

The generation scheduling problem in the Brazilian Electric Power System aims to determine
an optimal operation policy in a multi-year horizon through a chain of mathematical models
that ranges from medium-term, short-term, and day-ahead scheduling problems. A critical
aspect constantly improving is the representation of the hydroelectric generation in each chain
model, which is given by modeling the Hydro Production Function (HPF). Although, in
general, hydroelectric plants have multiple Generating Units (GUs), an attractive alternative is
to represent the HPF by a single and equivalent GU; in other words, a function is built to
represent the generation of the plant instead of the generation of each GU. Furthermore, due
to the limited simulation time and the representation of non-linearities, the HPF must be given
by a Piecewise Linear (PWL) model. In this scenario, this work proposes two types of
continuous PWL (a concave and another non-convex) to include the equivalent HPF in
generating scheduling problems. Depending on the kind of application (the model or
characteristics of a particular plant), the framework allows the choice between a concave
PWL for HPFs modeled with one or two variables and non-convex (more precise) PWL for
HPFs that are only dependent on the turbined outflow. This choice, therefore, guarantees a
wide range of applications of the framework. All models use offline, mixed-integer linear (or
quadratic) programming techniques, with an optimized pre-selection of the non-linear HPF
points through the Ramer-Douglas-Peucker algorithm. As a highlight, the framework makes it
possible to control the number of hyperplanes and, consequently, the PWL dimensionality as
follows: (7) error minimization for a fixed number of hyperplanes; or (i7) minimization of the
number of hyperplanes for a given error. The proposed models resulted in accuracies ranging
from 0 to 1% in terms of mean absolute error, depending on the number of variables, type of
approximations and number of hyperplanes. The maximum absolute error was up to 5% under
the same circumstances for two hydroelectric plants of the National Interconnected System
(SIN) used in the tests.

Keywords: Hydro Production Function; Piecewise Linear Approximations; Mixed Integer
Linear Programming; Mixed Integer Quadratic Programming.
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1 INTRODUCAO

O setor de energia elétrica mundial tem passado por transi¢des significativas no
tocante a digitalizacdo das redes elétricas, gerenciamento e automacdao de industrias,
ampliacao na utilizagdo de fontes renovaveis e aprimoramento de tecnologias de geragao de
energia descentralizada. Todo esse processo ¢ sintetizado nos chamados 3Ds:
Descarbonizacdo, Digitalizagdo e Descentralizacdo. Nesse contexto, o Brasil, por exemplo,
apresenta uma posi¢do privilegiada, possuindo em 2020, cerca de 83% da matriz energética
constituida por energia renovavel (EPE, 2021). No entanto, ¢ valido destacar que parte
consideravel da matriz, cerca de 65,2%, advém de hidroeletricidade, cuja expansdo ¢ limitada
devido as restrigdes ambientais. Assim, ¢ importante otimizar a utilizagdo deste tipo de
recurso o qual, ¢ realizado por operadores e agentes de geragdo mundo afora, principalmente,
com apoio de modelos de coordenacdo da geracdo (CG) de longo, médio e de curto prazos
(WOOD; WOLLENBERG; SHEBLE, 2014). As caracteristicas matematicas desses modelos
estdo intrinsicamente ligadas com o desenho de mercado empregado em um dado sistema
elétrico. Em sistemas cujo desenho de mercado adota um despacho do tipo /oose-pool, os
modelos de CG sdo instrumentos usados majoritariamente por agentes que coordenam a oferta
e fazem o despacho. E normalmente utilizado em sistemas compostos por fontes de geracio
com melhor previsibilidade do custo, e.g., termelétricas que tem o preco de producdo atrelado
ao combustivel utilizado (HIELMELAND; HELSETH; KORPAS, 2019); (KONG, I;
SKJELBRED; FOSSO, 2020). Nesse tipo de modelo, o mercado se autorregula por meio da
lei de oferta e demanda, i. e, do prego que os consumidores estdo dispostos a pagar e aquele
que as geradoras se propde a vender. Por outro lado, no caso dos mercados com despacho
centralizado, i.e., do tipo tight-pool, o objetivo ¢ empregar a cadeia de modelos de CG na
busca pela minimizagio do custo esperado de operagio do sistema (CONCEICAO;
MARCATO; RAMOS; FILHO; BRANDI; JUNIOR, 2016); (KANG; CHEN; WANG, 2018)
;(FREDO; FINARDI; MATOS, 2018); (LIN; QIAO; ZONGXIANG, 2021). E
majoritariamente utilizado em sistema com pouca previsibilidade do custo de producao, e.g.,
sistema hidrotérmicos. Em que a 4gua teoricamente nao tem custo, mas em face da falta de
oferta da mesma, o sistema recorre a fontes de energia mais caras, como as termelétricas, de

forma que existe um valor atribuido a agua.
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O desenho de mercado utilizado no Brasil estd associado com um despacho do tipo
tight-pool centralizado. Nesse sentido, a CG serve para o estabelecimento de uma politica de
operacdo dos recursos eletroenergéticos do Sistema Interligado Nacional (SIN) que atenda a
demanda de maneira economica e confidvel. Dadas as complexidades associadas a CG, tais
como a incorporagdo de incertezas, a alta dimensionalidade do problema devido ao numero de
usinas, unidades geradoras, as ndo linearidades, o acoplamento espacial e temporal
(FINARDI, 2003); (LARROYD, 2012), o numero de linhas de transmissdo, o Operador
Nacional do Sistema (ONS) realiza a CG (ou planejamento da operagdo e programacgao diaria,
conforme ¢ defino no Brasil) com o apoio de uma cadeia de modelos computacionais de CG,
desenvolvidos pelo Centro de Pesquisas de Energia Elétrica (CEPEL), composta pelos
modelos de médio prazo, curto prazo e da programagdo diaria da operagao eletroenergética
(MACEIRA; TERRY; COSTA; DAMAZIO; MELO:; 2002).

O modelo computacional NEWAVE ¢ utilizado no Planejamento da Operagdo
Energética (POE) de médio prazo, possuindo como horizonte de planejamento um periodo de
10 anos dividido em intervalos mensais. Esse modelo visa otimizar a utilizagdo dos recursos
de geracdo no horizonte de planejamento e utiliza o conceito de subsistemas equivalentes de
energia para representar as usinas hidrelétricas (DINIZ; MACEIRA, 2008); (SOUZA
THOME, 2013); (LARROYD, 2016). Por sua vez, no modelo de curto prazo, é utilizado o
DECOMP, com horizonte de planejamento de dois meses, com intervalos semanais que,
diferentemente do NEWAVE, representa as usinas hidrelétricas individualmente e acrescenta
algumas restri¢des elétricas especiais (FREDO, 2016). Além disso, o DECOMP se acopla ao
modelo de médio prazo por meio da funcdo de custo futuro'. Por fim, na programacdo diaria,
¢ utilizado o modelo DESSEM, com horizonte de planejamento de até uma semana e
intervalos de meia a uma hora com representacdes detalhadas das unidades termelétricas
(MUHLEN, 2020); (SCUZZIATO, 2016); (SANTOS; DINIZ, SABOIA; CABRAL,;
CERQUEIRA, 2020).

Para qualquer que seja o modelo da cadeia, a politica de decisdo associada esta
diretamente ligada a modelagem das hidrelétricas. Dessa forma, a representacdo da funcao de

producao hidrelétrica (FPH) ¢ um importante aspecto da modelagem em cada tipo de modelo

! Suscintamente, a Fung¢do de Custo Futuro (FCF) traduz a estratégia futura de operagdo para os modelos de
curto prazo da cadeia de otimizagdo (DECOMP (CEPEL, 2013). Metodologicamente, a FCF ¢ a representacao
da politica operativa, propriamente dita.
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de CG. Suscintamente, a FPH determina a poténcia de saida a partir do produto entre vazao
turbinada, queda liquida e rendimento da unidade geradora (UG), sendo este ultimo fungao
também da vazio e queda. Como resultado, a FPH ¢ usualmente representada por uma funcao
multivaridvel, ndo linear e ndo convexa. Além da representagdo por UG, a FPH ainda pode
representar a producdo da usina por meio da agregacdo das UGs em uma UG equivalente
(FREDO et al., 2018). Nos modelos de CG de médio e curto prazos, a inclusao das incertezas
para geréncia de riscos via, por exemplo, modelos de programagio estocastica (CONCEICAO
et al., 2016), ¢ prioritaria. Neste caso, a dimensionalidade e as caracteristicas matematicas da
FPH devem ser controladas para que os modelos de CG possam incluir as incertezas de
maneira eficiente. Ademais, com a inser¢do cada vez maior de geracdo edlica e de usinas
hidrelétricas do tipo fio d’agua, o modelo da programagdo didria da operacdo também deve
investigar a necessidade da inclusdo de incertezas em sua modelagem, demandando o mesmo
tipo de exigéncia de modelagem da FPH dos modelos de horizonte maior. Neste contexto, a
representacdo agregada das UGs ¢ preferivel, pois a elevada dimensionalidade introduzida
pela representacdo individualizada onera ainda mais computacionalmente a resolugdo dos
modelos de CG. Ainda que a representacdo agregada seja a opg¢ao mais viavel, outros aspectos
que oneram o processo de solucdo dos modelos de CG sdo as ndo linearidades e ndo
convexidades inerentes da FPH. Nesse sentido, a alternativa que tem se mostrado muito
eficiente ¢ a representagdo da FPH por uma fungdo linear por partes (FLP), a qual permite que
os problemas de CG sejam resolvidos de maneira eficaz via softwares comerciais de
programacao linear (PL) e programacdo linear inteira mista (PLIM) (KONG et al., 2020).
Com base neste contexto, o objetivo principal desse trabalho consiste em apresentar
um framework computacional baseado nas mais recentes contribui¢des desenvolvidas para
ajustes de FLPs apresentados nos trabalhos (REBENNACK, KRASKO, 2020); (KONG;
MARAVELIAS, 2020). Para acessar a performance do framework proposto, os modelos
foram testados nos dados de duas usinas do sistema Brasileiro, a usina hidrelétrica de Santo
Antonio (UHESA) e a usina hidrelétrica de Machadinho (UHEMA). A primeira, possui 3,568
MW distribuidos em 50 UGs do tipo Bulbo e opera como uma usina fio d’agua. Por sua vez, a
segunda, que possui variagdo de até 1,000 hm?® no volume armazenado, a capacidade é de
1,140 MW, distribuida em trés UGs do tipo Francis. Para apoiar os avangos propostos neste
trabalho, na proxima secdo ¢ realizada uma revisdo do estado da arte, em que sao

apresentados os trabalhos mais recentes que fazem uso da representacao agregada da FPH.
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1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A representacao agregada da FPH ¢ muito utilizada no contexto dos modelos de CG,
seja em sistemas puramente hidricos (HAMANN; HUG; ROSINSKI, 2017), ou no caso de
sistemas hidrotérmicos com ou sem a presenca de energia solar e edlica (NAZARI-HERIS;
MOHAMMADI; GHAREHPETIAN, 2017); (DAS; BHATTACHARYA; KUMAR, 2019);
(GUPTA; KUMAR; KHATOD, 2019); (LI; WANG; CHEN, 2019); (KANG; GUO; WANG,
2017).

Umas das abordagens mais comuns na representacio de FPH ¢ a utilizacdo de
modelos de produtividade constante (BRANDI; RAMOS; DAVID; DIAS; JUNIOR,
MARCATO, 2016); (HELSETH; FODSTAD; MO, 2016), em que a FPH depende
unicamente da vazao turbinada e que, portanto, nao inclui os efeitos de variagdo da queda e
rendimento hidraulico adequadamente. Embora esse tipo de representacdo se faca presente em
modelos de CG com horizonte mais longo, como no caso da CG de médio prazo, com a
redugdo do horizonte de planejamento e aumento do detalhamento exigido nas modelagens do
problema de curto prazo, a precisao do modelo de produtibilidade constante pode se tornar
ndo aceitdvel. Neste contexto, a representacdo da FPH com a produtividade varidvel, que
incorpora as ndo linearidades do rendimento hidraulico e queda® deve ser utilizada.

Os modelos propostos em (NAZARI-HERIS et al., 2017); (DAS, et. at., 2018); (LI
et. al, 2019) representam a FPH como uma fun¢do quadratica dependente do volume e da
vazao turbinada. Ainda que nesse caso o produto entre vazao e queda tenha sido englobado, a
utilizagcdo de fungdes quadraticas leva inevitavelmente ao uso de modelos de programacao
quadrética inteira mista (PQIM), que onera computacionalmente a resolu¢cdo do problema. O
modelo proposto em (GUPTA et. al, 2019) utiliza a FPH néo linear em fun¢do da queda e
vazao turbinada. Essa abordagem necessita do uso de técnicas de programacdo nao linear
(PNL) que, embora resulte em solugdes precisas, sdo invidveis para utilizacdo em sistemas de
grande porte. Ainda, em alguns trabalhos como em (KANG; GUO; WANG, 2017); (LIAO;
ZHANG; LIU; FANG; LI, 2020) a linearizacdo é baseada nos conjuntos SOS23. A ideia é que

2 A queda, por depender de outras varidveis tais como volume e defluéncia, pode ser incluida nos problemas de
otimizagao por meio de restrigdes nao lineares. Contudo, conforme sera visto a seguir, por se tratar de uma
funcdo de natureza separavel, as técnicas descritas aqui para os MLPs com uma unica variavel podem ser
combinadas para representar a queda.

3 Conjuntos ordenados especiais do tipo 2.
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os pontos de poténcia, queda e vazao turbinada possam ser expressos como uma combinagao
convexa dos conjuntos SOS2. Por se tratar de modelos nao-paramétricos (TORIELLO;
VIELMA, 2012), esse tipo de representacdo pode exigir maior esfor¢o computacional em
razao do maior no numero de variaveis de decisdo.

Outra abordagem comumente observada ¢ a utilizacdo de FLP exclusivamente
univariadas. Para tanto, uma queda bruta ¢ fixada e a linearizagdo ¢ feita para a fungdo
resultante que varia com vazao turbinada, levando em considerag@o nesse caso os efeitos do
rendimento e perdas hidraulicas (LIN et al., 2021). A principal vantagem desse método se da
na simplicidade de implementacdo ¢ o bom desempenho computacional. Esse tipo de
representacao pode ser adequado para usinas com “menos importancia” (i.e., usinas com
capacidade de geragdo muito menor em relacdo ao sistema que estdo inseridas) ou para
representacdo simplificadas em estagios finais do horizonte de planejamento em modelos de
mais longo prazo.

Um método eficiente para obten¢do de uma FLP ¢ proposto em (KANG et al., 2018)
referente a aplicagdo em reservatdrios em cascata na operagao de longo prazo. Nesse trabalho,
a linearizacao ¢ realizada por meio da minimizacdo do erro quadratico entre a FLP e a FPH
original. A FLP ¢ dependente da média do volume armazenado e a da vazio turbinada. Apesar
da boa precisdo gerada pelo método, ndo ¢ considerada a representacdo nao-linear do
rendimento hidraulico, como feito em (FREDO, 2016); (FREDO et al., 2018); (MUHLEN,
2019) onde o rendimento hidraulico € escrito por intermédio de uma aproximacao polinomial
de segundo grau conforme proposto em (DINIZ; ESTEVES; SAGASTIZABAL, 2007).

Em (FREDO, 2016), a FPH linear por partes ¢ obtida por meio da heuristica proposta
em (DINIZ; et. al., 2008) que tem como base a técnica de Convex Hull (CH) (ANDREW,
1979) e ¢ representada por um conjunto de planos em funcdo das variaveis volume,
vertimento e vazdo turbinada. A mesma técnica de CH ¢ utilizada também em outros
trabalhos (MUHLEN, 2019); (HAMANN et al.,2017). E importante destacar, que os planos
extraidos por meio da heuristica de (DINIZ et. al, 2008) sdo concavos e, portanto, podem ser
implementados nos modelos de CG sem adicdo de varidveis binarias, o que favorece
significativamente a performance computacional. No entanto, essas aproximagdes
frequentemente superestimam o valor da real fun¢do, majoritariamente nas regides nao
concavas da FPH, necessitando assim coeficientes de ajustes que, embora melhorem o erro de

aproximacao, tém um limite de eficacia em virtude da ndo convexidade da funcao original.
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Ainda em (MUHLEN, 2019), o autor faz uma analise comparativa entre a técnica de
CH e da minimizacao dos erros quadraticos advinda de uma modelagem do tipo PQIM de
(KANG et al., 2018). Foi verificada a superioridade, em termos de precisdo, da minimizagao
dos erros quadraticos (que utiliza um processo de otimizagdo numérica). E valido destacar, no
entanto, que o numero de planos ¢ controlado indiretamente por meio da discretizagao
uniforme da FPH, o que pode causar esforco computacional adicional por considerar pontos
desnecessarios nas regides de “maior linearidade” da FPH. Outro ponto a se notar ¢ o método
para determinagdo do numero 6timo de planos que ocorre por meio de um algoritmo iterativo
que executa o problema de otimizacdo repetida vezes. Processos iterativos associados a
problemas de otimizagdo numérica sao onerosos computacionalmente, ainda mais quando nao
existe uma sele¢do pré-determinada de dados pois o problema acaba utilizando de um niimero
grande de varidveis e restrigdes.

Um passo relevante na obtencdo da FLP ¢ a selecdo de dados da FPH nao linear que
devem ser fornecidos para o MLP. Esse processo ocorre por meio da particdo do dominio que,
em alguns trabalhos, podem ser dar por meio da discretizagdo uniforme (equidistante) do
dominio (DINIZ et al., 2008); (FREDO et al., 2018); (MUHLEN, 2019) ou por meio de
triangulacdes aleatorias testadas por meio de heuristicas como em (TORIELLO et al., 2012).
Em (DOUGLAS; PEUCKER, 1973) os autores apresentam um algoritmo que elimina uma
determinada quantidade de pontos que constituem uma curva e ddo origem a uma curva
semelhante com menos pontos de acordo com uma tolerancia pré-estabelecida. Esse algoritmo
pode ser usado na aplicagdo em planos por meio dos procedimentos apresentados em
(RAMER, 1972). Como resultado, esse algoritmo ¢ conhecido na literatura como algoritmo
Ramer-Douglas-Peucker (RDP) e pode ser utilizado para estabelecer a sele¢do otimizada dos
pontos que constituem uma curva.

Os trabalhos de (REBENNACK et. al, 2020); (KONG et. al, 2020) trouxeram
contribuigdes importantes no campo de ajustes de FLPs. Ambas modelagens evitam o uso de
restrigdes ndo lineares necessarias para manter a continuidade, constituindo um importante
avango as formulagdes gerais de MLP apresentadas por (TORIELLO et. al., 2012). Os autores
utilizam extensivamente constru¢des do tipo big-M para sanar problemas relativos a
disjungdes matematicas que ndo poderiam ser expressas em Programagdo Linear (PL), e.g.,
para estabelecer continuidade e ordenamento via restricdes lineares, resultando assim em

modelos continuos paramétricos para fungdes univariadas. No modelo de (REBENNACK et.
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al., 2020) o nimero de variaveis e restricoes ¢ inferior ao modelo de (KONG et. al. 2020), o
que torna o esfor¢o computacional deste ultimo, ligeiramente superior. No entanto, os
modelos podem diferir em precisdo devido as diferentes estratégias para estabelecer a
continuidade dos modelos. Por fim, os modelos fornecem a generalizagdo necessaria para que
as FLP sejam concavas e que seja possivel minimizar: o erro quadratico (ou absoluto) para um

numero fixo de hiperplanos ou o numero de hiperplanos para um erro fixo.

1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

Como visto na sec¢ao anterior, existem poucos trabalhos literatura que propde uma
representacdo refinada da FPH por usina por meio de uma FLP obtida com base no controle
do numero de hiperplanos ou de um erro de linearizacdo pré-estabelecido. O objetivo
principal desse trabalho consiste em apresentar um framework computacional baseado nas
mais recentes contribuigdes desenvolvidas em (REBENNACK et. al, 2020); (KONG et. al,
2020); (TORIELLO et. al., 2012) para o ajuste de MLPs na aproximag¢ao da FPH por usina.
Ainda, destaca-se a utilizagdo do algoritmo RDP (RAMER, 1972); (DOUGLAS et. al, 1973)
para particdo 6tima do dominio de forma a reduzir o nimero de variaveis e restrigdes dos
MLPs, além de otimizar a escolha da regido das fung¢des ndo lineares a serem aproximadas.

Para alcancar o objetivo, os principais passos a serem seguidos nessa disserta¢ao
consistem em:

(1) Apresentar detalhadamente a FPH nao linear para o caso individualizado (i.e.,
UG) e construir o modelo de otimizagdo baseado em PLIM para extrair a
FPH agregada semelhante ao que foi realizado por (FREDO, 2016) para
obtencdo do conjunto de pontos discretos necessarios nos MLP.

(2) Apresentar e comparar dois diferentes métodos de partigdo do dominio da
FPH: (i) o mais utilizado na literatura que se baseia na discretizacao
uniforme, i.e., 0 dominio ¢ subdividido em uma grade de pontos espagados de
forma equidistante, e (if) em que ¢ feita uma particdo 6tima do dominio de
acordo com algoritmo RDP. Em termos gerais, busca-se uma curva com uma
concentragdo maior de pontos em regides de ndo-linearidade acentuada da

FPH.
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(3) Apresentar formulagdes que permitem o controle da precisdo e do esforgo
computacional resultantes nos modelos de CG. O controle ¢ atingido por
meio de duas maneiras: (i) minimizagdo do niimero de hiperplanos para um
dado erro para regido completa ou uma regido de interesse; e (i7) minimizagao
do erro para um numero fixo de hiperplanos. Ao estipular um dado erro
aceitdvel na linearizagdo, ¢ possivel obter a minima quantidade de
hiperplanos associada, limitando assim o niimero de variaveis do problema e
melhorando o desempenho computacional. E possivel por meio disso,
estabelecer, por exemplo, erros aceitaveis para diferentes usinas hidrelétricas
de acordo com sua importancia no sistema (e.g., capacidade de poténcia ou
armazenamento). A previsibilidade do desempenho computacional ¢ maior se
optar por fixar o nimero de hiperplanos, conhecendo-se assim de antemao o
numero de variaveis e restri¢des do modelo.

(4) Apresentar as formulagdes para obtencdo de MLPs ndo convexos e concavos.
Embora mais precisas, o modelo ndo convexo necessita de variaveis bindrias
o que pode ser impeditivo para uso em problemas de grande porte. Nesse
trabalho, o MLP nao convexo esta restrito ao caso univariado, sendo assim
mais adequado para usinas com pequena capacidade instalada ou para
representacdo simplificada em estagios finais do horizonte de planejamento
de um dado modelo da cadeia. O MLP concavo dispensa a utilizagdo de
variaveis binarias para representacao da FPH agregada em problemas de CG,
sendo mais exploradas nesse contexto. Nessa dissertagdo, a abordagem
concava serd tanto utilizada no caso univariado como bivariado.

(5) Analisar a precisdao das aproximagdes por meio da verificagdo do erro
absoluto médio entre os resultados das FLPs e da fun¢do ndo linear para uma

quantidade superior de pontos aos que foram usados no MLP.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O Capitulo 2 ¢ focado na FPH ndo linear. Em um primeiro momento, ¢ abordado o
modelo analitico da FPH individualizada com a descricio detalhada de cada um dos

parametros e variaveis que a compoe. Posteriormente, sdo apresentados os modelos nao
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lineares inteiros mistos para obtencao da FPH agregada de uma UHE. Por fim, sdo descritas
as diferentes estratégias de particdo do dominio da FPH a ser utilizada nos modelos lineares
por parte.

No Capitulo 3 ¢ apresentada a defini¢do basica e modelagem matematica inicial dos
modelos de aproximagdes continuos. Sao explorados os calculos iniciais necessarios para os
modelos, as estratégias exploradas na literatura para estabelecer continuidade e os modelos
PLIM e PQIM resultantes para o caso univariado. Posteriormente, sdo introduzidas as
generalizacdes necessarias para impor concavidade no modelo. Por fim, os modelos concavos
sao expandidos para o caso bivariado.

No Capitulo 4 sdo feitas as andlises e discussdes acerca das implementacdes
computacionais dos modelos. Primeiramente sdo apresentados os casos que serdo avaliados e
que de maneira cada modelagem sera utilizada. Na sequéncia, sdo analisados os erros de
aproximacdes € os erros associados a regressao nao linear para cada modelo apresentado.

Por fim, no Capitulo 5 sdo feitas as conclusdes, consideragdes finais e apresentagdo

de propostas para trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM DA FUNCAO DE PRODUCAO DE UMA USINA HIDRELETRICA

O objetivo principal deste capitulo ¢ apresentar a modelagem dos diferentes tipos de
representacdo da FPH agregada com base nas caracteristicas construtivas das usinas
hidrelétricas que compode o SIN. A representagdo agregada ¢ particularmente mais requerida
para representar a geracdo hidrelétrica em modelos de CG, pois reduz substancialmente a
dimensionalidade do problema. No entanto, ndo se dispde de um modelo analitico para
construcdo da FPH agregada, a ndo ser que algum tipo de simplificacdo seja adotado. Nesse
sentido, ¢ apresentada primeiramente a modelagem nao linear e individualizada da FPH por
UG. Posteriormente, sdo estabelecidos os modelos de otimizagdo baseados em programagao
ndo linear inteira mista (PNLIM) para extra¢do de um conjunto de pontos que sdao usados para
a obtencdo da FPH agregada. Destaca-se que as varidveis que descrevem o comportamento
das fungdes dependem de caracteristicas operativas da usina tais como a capacidade de
regularizacdo e a influéncia do vertimento. Por fim, o capitulo apresenta as diferentes
estratégias de parti¢do do dominio da FPH, sendo uma com divisdes equidistantes e uma nova
proveniente da combinagdo da equidistante com o algoritmo RDP para selecao 6tima de

pontos.

2.1 MODELAGEM DA FUNCAO DE PRODUCAO HIDRELETRICA INDIVIDUAL

Uma usina hidrelétrica ¢ um sistema que tem como objetivo primordial converter
energia potencial gravitacional em energia elétrica. Para tanto, a mesma converte a energia
potencial em energia cinética que por sua vez movimenta as turbinas que convertem energia

mecanica em elétrica.
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Figura 1 — Diagrama esquematico de uma UHE
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Na Figura 1, a 4gua ¢ captada no canal de adu¢@o no nivel de montante, conduzida
com uma determinada vazao pelo conduto forcado, passa pelo conjunto gerador-turbina. Por
fim, sai pelo canal de restitui¢do no nivel de jusante. Dentro desse processo, a poténcia que
pode ser fornecida pelo conjunto gerador-turbina ¢ limitada pela poténcia hidraulica

disponivel, phd (MW), que pode ser descrita por:

phd =G -hb-w @

Como observado em (1) , a poténcia hidraulica disponivel ¢ diretamente proporcional
a vazdo turbinada, w (m?s), a queda bruta, 2b (m), que ¢ a diferenga entre os niveis de
montante, fcm (m), de jusante, fcj (m) e uma constante G. Essa constante ¢ obtida pelo
produto da aceleragdo da gravidade, g (m?%s), da densidade da 4gua, ¢ (kg/m?), e ainda se
considera uma conversdao de Watts (W) para Mega Watts (MW). Embora a constante G possa
variar de acordo com a localidade, a diferenga normalmente ¢ muito pequena. Para todo
efeito, este trabalho considera g = 9,8361 m/s?, 6 = 997 kg/m? o que resulta em G = 9,81x107
kg/(m?s?).

O conjunto gerador-turbina ¢ chamado de unidade geradora (UG), sendo responsavel
por converter a energia hidraulica disponivel em energia elétrica nos terminais do gerador. O

diagrama com o fluxo de poténcia pode ser visto na Figura 2.
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Figura 2 — Diagrama esquematico do fluxo de poténcia em uma unidade geradora
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A velocidade da agua associada a fricgdo ao passar no conduto forcado incorre em
perdas relacionadas ao fluxo, definidas como perdas hidraulicas p# (m). Matematicamente,
essas perdas sdo descontadas da queda bruta, o que resulta na queda liquida A/ (m). Ao
computar as perdas de fluxo, € possivel expressar a poténcia de entrada na turbina, pet (MW),

que chega nos terminais da turbina:

pet=G-(hb—ph)-w=G-hl-w (2)

Parte da energia potencial ¢ convertida em energia mecanica pela turbina, pois a
mesma apresenta diferentes pontos de rendimento hidraulico, 1, de acordo com a vazdo
turbinada e queda liquida que a unidade esta submetida. Dessa forma, devem ser descontadas
as perdas da turbina, pt (MW), que dependem do rendimento hidrdulico. A poténcia mecanica

de saida da turbina, pst (MW), pode entdo ser expressa por:

pst=G-n-hl-w 3)

Por fim, a poténcia final de saida nos terminais geradores, pg (MW), pode ser obtida
ao se descontar as perdas mecanicas, pmt (MW), oriundas do eixo que acopla a turbina e
gerador e a perdas globais do gerador, pgg (MW). Assim como no caso do rendimento
hidraulico, a relagcdo de perdas associadas as perdas mecanicas e perdas do gerador podem ser

expressas por meio do rendimento mecanico, nm, e o rendimento do gerador, ng. Assim:

re=G-n-hl-w—pmt—pgg=G-n-ng-nm-hl-w 4)
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As perdas relacionadas ao rendimento hidraulico sdo muito mais significativas que as
perdas mecanicas e as perdas no gerador. Dessa forma, ¢ possivel considerar o rendimento
mecanico ¢ o rendimento do gerador como unitdrio sem grande comprometimento da

precisdo. Logo, a equagdo (4) pode ser expressa como em (5):

pg=G-n-hl-w (5)

Antes de estabelecer a formulagdo final para FPH individualizada, este trabalho
aborda de forma mais detalhada as formulagdes matematicas do rendimento hidraulico ¢ da

queda liquida.

2.1.1 Rendimento Hidraulico da Turbina

O rendimento hidraulico ¢ um importante parametro que indica a eficiéncia com que
a turbina entrega poténcia no eixo de acoplamento com o gerador. Esse parametro ¢
comumente considerado constante em problemas de coordenacdo da geracdo de médio prazo
(BRANDI; et. al., 2016); (HELSETH et. al., 2016), desprezando-se assim os efeitos das ndo
linearidades do rendimento na representacao de FPH.

Fisicamente, o rendimento hidraulico depende da queda liquida e da vazao turbinada
em cada UG j. Essa rela¢do na forma (n;, w;, #/;) pode ser verificada por meio de curvas ou
diagramas comumente conhecidos como curva colina que sdo fornecidos pelos fabricantes da

turbina. A Figura 3 exemplifica uma curva colina.
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Figura 3 — Curva colina de uma turbina hidraulica

340
7 120 MW
VAZAO TURBINADA ¢ MAXIMA PRTENCIA DE SAIDA

MAXIMA 7 \
: /\
Y N N Queda Liquida
\
<

320 —

Nominal
4a1m
300 —

280 —

Poténcia Mecénica de

X
260 — N
. Saida da Turbina

Vazio Turbinada (m%s)

240 —

220 —
Eficiéncia Hidréulica da
Turbina

200 —

180

Queda Liquida Minima 41 Queda Liquida Maxima
(32m) (48 m)

Queda Liquida (m)

Fonte — (Finardi, 2003)

As curvas de nivel identificam o rendimento hidraulico da turbina em fun¢ao da
queda liquida (eixo horizontal) e da vazdo turbinada (eixo vertical). Observe que existe um
valor maximo de rendimento, sendo que qualquer outro ponto resultara em um valor de
rendimento inferior

Com base em testes de campo e dados da curva colina da UG, o rendimento
hidraulico pode ser expresso por uma fun¢ao nao linear que depende majoritariamente de (wj,
hl;). Nesse trabalho, sera considerada a abordagem de (DINIZ et. al., 2007) que mostra que o
rendimento hidraulico pode ser expresso satisfatoriamente por meio de um polindmio de

segundo grau como expresso em:

n,(hl;,w)=Ey, +E, w,+E, hl, +E; whl +E, w ]? + Esjhlj2 (6)

em que,
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Eij k-¢simo coeficiente do polindmio que representa o rendimento hidraulico da UG ;.
j indice da UG.

Figura 4 — Rendimento hidraulico da curva da colina das UGs de 4 pas da UHE de Santo
Antdnio
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Fonte — do autor.

Figura 5 — Rendimento hidraulico obtido a partir de uma aproximacdo polinomial de segundo
grau das UGs de 4 pas da UHE de Santo Antonio
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Fonte — do autor.

A Figura 4 e a Figura 5 mostram, respectivamente, a curva real obtida a partir do
escaneamento completo da curva colina* de Santo Antonio e a curva obtida a partir da

aproximagdo polinomial de segundo grau feita na curva real. O erro de aproximagdo® ¢ de

4 Curva fornecida pelo fabricante a partir dos ensaios realizados nas UGs.
5> Aproximagio estimada por meio do erro absoluto médio, considerando uma validagdo em aproximadamente 2
mil pontos.
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cerca de 0,0045% o que caracteriza uma precisdo satisfatoria. Os dados do polindmio em

questdo se encontram no ANEXO A.
2.1.2 Altura de Queda Liquida

A queda liquida vista pela unidade geradora ¢ definida como a diferenca entre a
queda bruta e as perdas hidraulicas associadas a vazao turbinada nessa UG. Por definicdo, a
queda bruta, 4b, ¢ dada pela diferenga entre a cota de montante e a cota de jusante, as quais
dependem na maioria dos casos do volume armazenado e da vazao total defluente que ¢ a
soma da vazao turbinada na usina e da vazao vertida pelo vertedouro do reservatorio.

A queda liquida vista pela unidade geradora ¢ definida como a diferenca entre a
queda bruta e as perdas hidraulicas associadas a vazao turbinada nessa UG. Por definicdo, a
queda bruta, hb, ¢ dada pela diferenga entre a cota de montante e a cota de jusante, as quais
dependem na maioria dos casos do volume armazenado e da vazdo total defluente que ¢ a

soma da vazao turbinada na usina e da vazao vertida pelo vertedouro do reservatorio.

hl;(v,q,s,w;) = hb(v,q,5) = ph,(w;) = fem(v) - fcj(q,s) — ph;(w)) (7
em que,

fem(v) valor da cota de montante (m) que depende do volume armazenado no reservatorio, v
(hm?).
fcj(g,s) valor da cota de jusante (m) que depende da vazao turbinada na usina, g (m?/s), e do

vertimento, s (m3/s).

As perdas hidrdulicas podem ser expressar como:

phj (W]) = PHjoz (8)

Em (8), PH; ¢ a constante usada para representar a funcdo de perda hidraulica da UG
Jj (s¥m®), a qual considera que as UGs possuem um circuito de aducio individual. Quando este
ndo € o caso, (8) depende também das vazdes turbinadas de outras UGs da mesma usina.
Embora a modelagem (8) ¢ a mais comum, o framework a ser apresentado neste trabalho nao

exige essa limitagao.
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Por sua vez, as cotas de montante e de jusante sio comumente aproximadas por meio

de um polindomio de quarta ordem:

fem(v)= A, +Av+ANV +AV + AN )
em que,
fem o valor da cota de montante (m).

Ax k-ésimo coeficiente do polindmio da cota de montante.

1ci(q,s) =By +B,(q+5)+B,(q+s)* +B,(g+5) +B,(g +5)" (10)
em que,

foi o valor da cota de jusante (m).
Bk k-ésimo coeficiente do polindmio que representa a

cota de jusante.

A Figura 6 e a Figura 7 mostram as cotas de jusante e de montante da UHE Ita
obtidas a partir dos polindmios apresentados com dados no ANEXO A. Note que, dependendo
da usina, a cota de montante pode ser representada por um uma fung¢do linear. Isso seria

possivel, por exemplo, para usina de Itd, onde a fcm apresenta esse tipo de comportamento.

Figura 6 — Cota de jusante de UHE de Ita.
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Figura 7 — Cota de montante da UHE de Ita.
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Substituindo as equagdes (10), (9), (8) em (7), chega-se a formulacdo completa que

representa a queda liquida.

hi (v,q,s,w;)=A, +AV+AV +AV + AV —B,-B,(q+5)-B,(q+5) -B,(g+5)’ -

N
B,(g+s)'—PH w’, comg=> w, (11)
J=]

Tendo em vista as variaveis de controle e de estado observadas na expressao (11), €
possivel afirmar que equacdo ¢ valida para as chamadas usinas com regularizagdo € com
influéncia do vertimento. De acordo com (FREDO, 2016), as usinas do SIN podem
essencialmente ser subdividas em quatro tipos, classificadas de acordo com a capacidade de

regularizacdo e influéncia do vertimento.

2.1.2.1 Usinas Fio D’agua

Sdo usinas com reduzida capacidade de regulariza¢do, tendo como recurso de
geragdo apenas a vazao natural do curso d’agua. Considerando que estas podem ou nao ter

influéncia da vazao vertida, € possivel subdividi-las ainda em dois grupos distintos:

e Tipo 1 — Sem influéncia da vazdo vertida: Por ndo depender de v e s, esse
tipo de usina tem a sua FPH dependente da vazao turbinada na usina, que por
sua vez ¢ fun¢do da vazao em cada UG j, wj. Assim, a equacdo (11) pode ser

simplificada como:



Capitulo 2. Modelagem da Fun¢do de Produgdo de uma Usina Hidrelétrica 33

hl,(q,w,) =FCM(V)~B, ~B,g~B,q’ ~B,¢’ ~B,g* ~PH w’ 1)

Acima, V ¢ o volume em que a usina fio d’agua deve operar em um dado estagio no

horizonte de planejamento e N € o nimero disponivel de UGs para operagao.

e Tipo 2 — Com influéncia da vazdo vertida: neste tipo, a queda liquida
depende unicamente das varidveis de controle s, w;j e da varidvel de estado q.

Assim, a equagao (10) se torna:
hl (q,s,w,) =FCM(V)—B, +B,(g+5)+B,(q+5)" +B;(q+5)’ +B,(g+5)"' —PH w> (13)
2.1.2.2 Usinas com Capacidade de Regularizagdo

Sdo usinas que possuem reservatorio, possibilitando o acumulo de é4gua e
consequente uso de volume util para se adaptar a periodos de cheia e estiagem. Assim como

no caso das usinas fio d’agua, podem ser subdivididas em dois tipos:

e Tipo 3 — Sem Influéncia da Vazdo Vertida: Com auséncia da influéncia do
vertimento, possui como variavel de controle somente wj, com as variaveis de

estado v e q.
hl(q,v,w;)=A, +AV+AV +AV +A) -B,-B,g-B,¢° -B,’ -B,g" —PH_,.WI.2 (14)

e Tipo 4 — Com Influéncia da Vazdo Vertida: Sdo em sua maioria usinas de
grande porte e com alta capacidade de regularizagdo. Representam cerca de
43% das usinas que compde o SIN cuja queda depende de todas as variaveis
de controle e estado, i. e., v, q, wj € s. Assim, a expressdo da queda liquida ¢

aquela verificada em (11).

2.1.3 Funcao de Producao Hidrelétrica Individualizada
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Por meio da equacdo do rendimento hidraulico (6) e queda liquida (7) e perdas
hidraulicas (8) ¢ possivel escrever a formulacdo matematica para FPH individualizada (5). A
queda liquida por depender de varidveis como volume e defluéncia, pode ser incluida nos
modelos de CG por meio de restricdes ndo lineares em fungdo da queda bruta e vazao
turbinada. Neste trabalho, serdo fornecidas duas formulagdes basicas da FPH em funcao da
queda bruta e da vazdo turbinada de forma que atendam qualquer usina do SIN (BRITO,

2015).
2.1.3.1 Formulacado 1: Caso Univariado

Substituindo (6), (7) e (8) em (5), obtém-se a equacdo da FPH individualizada para a
Formulagdo 1 que expressa a poténcia em funcdo de uma queda bruta fixa e da vazao
turbinada de cada UG conforme (15).

E, +E, w +E, (HB,—PH w?)
pg; =G| +E;,w,(HB,—PH w*)+E, w’ |-(HB,—PH w>)w, (15)
+E;,(HB, —PH ,w*)’

2.1.3.2 Formulagdo 2: Caso Bivariado

A FPH em (16) ¢ expressa como fun¢do da queda bruta e da vazao turbinada de cada
UG. Por sua vez, hb pode ser representada por restricdes lineares das cotas de montante e

jusante diretamente no modelo de CG.

E,, +E, w,+E, (hb—PH w?)
rg; =G- +E3jwj(hb—Pijjz)+E4jwj2 -(hb—Pijjz)wj (16)
+E;,(hb—PH w )’

2.2 MODELAGEM DA FUNCAO DE PRODUCAO HIDRELETRICA AGREGADA
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O préximo passo consiste em detalhar o modelo agregado, foco deste trabalho. No
modelo agregado, parte-se da premissa de que a usina sera representada por uma tunica UG de
modo que a mesma ndo depende da vazao turbinada por cada unidade w;.

Inicialmente, considere que uma dada usina possui N UGs distintas. Para facilitar a
apresentacdo, considere também que cada UG possui apenas uma faixa operativa, dada pelo
intervalo de vazdes turbinadas [W;™" — W;maX]_ Para obter a redu¢do dimensional visada pelo
modelo agregado, as N FPHs individuais devem ser substituidas por uma fun¢do que dependa
de 4b e g, de acordo com umas das duas formulagdes apresentadas na se¢do anterior. Dado
que a perda e o rendimento hidraulico totais da usina dependem do nimero de UGs
despachadas para uma dada condicdo de queda e vazao individuais, entdo ndo se tem
disponivel uma funcdo analitica que represente precisamente esta agregacao.

Uma estratégia para estabelecer o modelo agregado é por meio da solugdo de um
problema de programacdo ndo linear inteira misto (PNLIM) que busca determinar para um
determinado ponto de operagdo, a maxima poténcia. A solu¢do do problema entdo fornece um
conjunto de dados discretos que dependem do tipo de formulagdo, conforme indicado na
Tabela 1.

Tabela 1 — Conjuntos de pontos fornecidos por cada formulacao

Formulag¢ao Variaveis de Variaveis de Controle Dados
Estado
]’lb w [Plea Qka HB[]

Em que:
Conjunto com com k£ =1, 2, 3,..., K valores de ¢ no intervalo de vazao turbinada pela
Qs usina [Q™im — Qmax],
Conjunto com / = 1, 2, 3,..., L. valores de #b no intervalo de queda bruta valida da
HB:  Gina [HBmn — HBmY),
PGy Conjunto com K x L valores maximos de poténcia (MW) obtidos no ponto de
operagdo de acordo com as formulagdes fornecidas a seguir. Se Ab for fixo, entdo L = 1
e PGy ¢ um conjunto de K valores maximos de poténcia.

Na sequéncia, serao fornecidas as formulacdes baseadas em PNLIM para obtencao

dos vetores de cada formulacao.
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2.2.1 FPH Agregada para Formulacgio 1

Para ilustrar a obtencao da FPH, considere a expressao (15) e ainda que queda bruta
¢ fixada em HBy para uma usina com N unidades geradoras. Neste caso, a expressdo final da
FPH agregada vai depender apenas da vazdo turbinada na usina, i.e., Qi Entretanto, para
alguns valores de Qi ¢ possivel obter mais de um valor de PGy, pois a produtibilidade da
usina pode mudar em funcdo do nimero de UGs utilizadas. Sabendo que na pratica os
operadores buscam operar na maxima produtibilidade, ¢ interessante entdo que o modelo
agregado considere a maxima poténcia que pode ser obtida para um dado ¢. Para tanto, para

cada valor discretizado de Qy, tal que £ = 1,...,K, deve ser resolvido o seguinte modelo de

otimizacao:
N
PG, = maximize Zpgj (17)
J=
N
s.a: ij =Q,,Vj=L..,N (18)
J=
E, +E w +E, (HB, —PH w})
pg;—G:|+E; w.(HB, —PH w))+E,w; |- (HB,—PH w)w, =0,¥j=1..,N (19)
+E;,(HB, —PH ,w?)’
W™, <w, <W™u, (20)
u; €{0,1},vj=1,..,N (21)
em que,
k ¢ o indice associado com a discretizagdo da vazio.
u; ¢ uma variavel binaria que indica o estado on-off da UG ;.

Assim, sdo resolvidos K problemas de otimizagdo e, portanto, obtidos K valores de
PG:. De maneira ilustrativa, para UHE de Machadinho, cujo os dados constam no ANEXO A.

O comportamento da FPH para este caso pode ser visto na Figura 8.
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Figura 8 — FPH univariada para a usina exemplo
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Na Figura 8, as fungdes FPHI1, FPH2 e FPH3 sdo obtidas de acordo com o numero
de unidades ativas. A regido de viabilidade de cada curva ¢ limitada pelo nimero de UGs
ativas, pois Q;™** ¢ soma das vazdes individuais W;m# = 435 m?/s. Observe que para cada
valor de vazdo existe uma quantidade de unidades para o qual a maxima poténcia ocorre.

Esses pontos sdo expressos pela curva FPHM.

2.2.2 FPH Agregada para Formulacio 2

No caso da FPH representada como fun¢do da vazao e queda bruta, entdo deve-se
adotar uma grade que considera, além de Qy, os valores de HB,. Deste modo, para cada par

[Qx, HB/] deve-se resolver o seguinte modelo de otimizagao:
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N
PG,, = maximize Z rg; (22)
Jj=1
N
s.a: ij =Q,,Vj=L..,N (23)
J=1
E, +E, w,+E, (HB,—PH w’)
pg;—G:|+E;,w,(HB,—PH ,w)+E, w. |-(HB,—PH w)w, =0,V =1,..,N (24)
+E;,(HB, —PH ,w’)’
W, <w, <W™u,,vj=1,.,N (25)
u; €{0,1} (26)

Assim, sdo resolvidos KXL problemas de otimizacdo e, portanto, obtidos KXL

valores de PGy.

De maneira ilustrativa, o comportamento da FPH para este caso pode ser visto na

Figura 9.
Figura 9 — Modelo bivariado da FPH Agregada
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A Figura 10 ¢ obtida a partir da resolucdo do modelo (22)-(26).
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Figura 10 — FPH bivariada agregada em func¢do de g e hb
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2.3 CONSIDERACOES A CERCA DAS ZONAS PROIBIDAS DE GERACAO

Uma das restricdes operativas de uma usina sdo dadas pelas zonas proibidas de
geragdo, as quais sdo regides em que as turbinas ndo devem operar (de maneira continua).
Essas regioes sdao assim denominadas por se caracterizarem como regides onde se observa
baixa eficiéncia, regides de ocorréncia de cavitacdo e vibragcdes mecanicas com graves
consequéncias fisicas para a turbina. Na Figura 11, notam-se as zonas proibidas de geracdo de

uma UG da usina de Itaipu.

Figura 11 — Zonas (faixas) proibidas de gera¢do para uma UG da UHE de Itaipu
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Fonte — autor desconhecido.
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Note que as modelagens para FPH agregada apresentadas podem tanto compreender
o valor de W;™" como 0 ou como o valor minimo de operagdo delimitado pelo fabricante. No
primeiro caso, a faixa proibida de operacdo ¢ contemplada e no segundo, apenas a faixa
operativa viavel da turbina. Para todo caso, o ponto em que a vazao nula deve existir e ocorre
quando a unidade esta desligada, sendo necessario para que o modelo de MLP seja capaz de
gerar planos que se certifiquem que a poténcia € nula para qualquer que seja o ponto de vazao
turbinada 0.

A Figura 12 mostra, respectivamente, a FPH unidimensional da UHE Machadinho
construida com W;™i" = ( (zona proibida desconsiderada) e W;™" = 280 m?/s (zona proibida

contemplada).

Figura 12 — FPH com e sem a zona proibida de operagao.
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Fonte — do autor.

2.4 PARTICAO DO DOMINIO

A qualidade na representacdo de um MLP normalmente depende do numero de
pontos extraidos da FPH nao linear. Em geral, a qualidade aumenta em fun¢do do niimero de
pontos obtidos. Entretanto, um valor adequado do total de pontos ndo ¢ simples de se
determinar, em especial, devido a ndo convexidade da FPH.

Comumente ¢ feita uma parti¢do uniforme do dominio que descreve a FPH, o que
leva a obten¢do de uma grade de pontos dividida de forma equidistante (MUHLEN, 2019).
Esse processo melhora indiretamente a qualidade das aproximacgdes até certo limite a medida

que ocorre um aumento de pontos nas regides de nao linearidade. No entanto, também sao
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adicionados pontos em regides de maior linearidade, o que onera (desnecessariamente)
computacionalmente a resolu¢do do problema. Isso ¢ mais visivel em algoritmos de
otimizagdo numérica em que o numero de pontos aumenta a quantidade de variaveis de
decisdo. Como meio de sanar esse problema, ¢ possivel fazer uma selecdo otimizada dos
pontos por meio do algoritmo de Ramer-Douglas-Peucker (RDP). Nesse sentido, o RDP
permite aumentar o desempenho computacional dos modelos de CG, pois € possivel obter
FLPs com precisao equivalente usando um niimero menor de pontos ou com uma precisao
superior utilizando uma mesma quantidade desses que a particdo uniforme a medida que
existe a possibilidade de concentrar a selecdo de pontos nas regioes de interesse da FPH nao
linear.

Essa se¢ao trata da discretizagdo uniforme e da discretizagdo otima por meio da

utilizagao do algoritmo RDP nas fun¢des de produgao.

2.4.1 Parti¢ao Uniforme do Dominio

Para exemplificar, considere a Formulagdo 2 em que a PGy = f{Qi, HB)) € associada
com a FPH da UHE de Machadinho. Nesse caso ¢ estabelecido inicialmente uma grade de
NG pontos dada pela combinacdo Qi ¢ HBy, tal que k= 1,....K e / = 1,...,L. Tlustrativamente,
considere uma grade de pontos (K =L = 5), o que resulta em NG = 25, cujo dominio pode ser

observado na Figura 13.
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Figura 13 — Grade de pontos com o dominio de /b e g para a FPH da UHE de Machadinho
com K=L=5.
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Fonte — do autor.

A sele¢do do dominio acima, resulta na FPH com NG pontos expressa na Figura 14.

Figura 14 — FPH agregada da UHE de Machadinho para NG = 25 pontos
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Fonte — do autor.

Em geral, o aumento da quantidade de pontos melhora a representacdo da FPH e, até

certo limite, as aproximagdes obtidas pelo MLP, conforme mostrado na Figura 15.
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Figura 15 — FPH agregada para uma grade de 100 e 10 mil pontos
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Fonte — do autor.

Em alguns modelos de linearizacdo, como a heuristica com CH de (DINIZ et al.
2008), a precisdio do modelo ¢ controlada indiretamente por meio do aumento da
discretizacdo. O modelo CH ¢ um modelo de bom desempenho computacional, mas com
precisdo limitada por superestimar os valores reais da FPH ndo linear. O modelo de (KANG
et al., 2018) tem precisdo superior, mas o aumento da discretizagdo afeta ainda mais esse tipo
de modelo, tendo em vista que 0 mesmo se baseia em um modelo de programacao quadratica
inteira mista (PQIM).

Nesse sentido, ¢ relevante a investigagdo de metodologias que deem suporte para
selecdo otimizada da grade de pontos. Na proxima secdo, serd apresentado o algoritmo RDP

que pode ser utilizado para esse proposito.

2.4.2 Partic¢ao Otima do Dominio

O algoritmo de Rammer-Douglas-Peucker ¢ um algoritmo para redugcdo do nimero
de pontos de uma curva que é aproximada por uma série de pontos. Tendo sido proposto
originalmente para utilizacdo em cartografia, os autores (DOUGLAS et. al, 1973) verificaram
que grande parte dos segmentos eram descritos por um valor muito superior de dados do que
era realmente necessario. O algoritmo consiste em eliminar pontos de uma curva, contanto
que seja mantida uma tolerancia € para controlar essa eliminagdo. Dessa forma, no contexto

das FPH agregadas, ele pode ser utilizado para reduzir a quantidade pontos [Qx, HB;, PGu]
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que as constituem. Note que se € for suficientemente baixo, o algoritmo ird apenas eliminar os
pontos desnecessarios da curva, mais precisamente aqueles que descrevem uma regido com
acentuada linearidade, i. e., regides que um Unico hiperplano pode aproximar perfeitamente
todos os pontos.

Para exemplificar, considere a FPH wunivariada de Machadinho com uma
discretizagdo de K = 25 valores de Qi e € =2 MW. A Figura 16 mostra a sele¢do de pontos

equidistante sem a utilizacdo do algoritmo e a Figura 17 mostra a sele¢do de pontos com

auxilio do RDP.

Figura 16 — Selecdo de 25 pontos sem o RDP
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Fonte — do autor.

Figura 17 — Selecao 6tima por meio do RDP
FPH - Agregada

@ FPH - Discretizacio - RDP P
1000 FPH - Criginal °
5
E BOO &
=
g BOO L] “
E ¥
&
g 00
& ® “
£
200
P
i
] 200 400 600 800 1000 1200

Vazao Turbinada (mafs)

Fonte — do autor.

O algoritmo reduziu a quantidade de pontos para 16. Para esse exemplo em que € =2

MW, o algoritmo sempre reduz para essa 16 pontos independentemente da quantidade pontos
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iniciais. Se forem utilizados 16 pontos para a discretizagdo uniforme (sem RDP) os pontos
selecionados sdo os verificados na Figura 18, em que existiria 16 pontos alocados de forma
ndo otima na FPH. Assim, verifica-se que para uma mesma quantidade de pontos, ¢ possivel

fazer uma selecao 6tima dos pontos uma vez que o algoritmo do RDP seleciona as regides de

menor linearidade da FPH.

Figura 18 — Selecdo de 16 pontos sem o RDP
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Fonte — do autor.

Combinado com as contribui¢gdes para aproximacao poligonal de (RAMER, 1972), o
algoritmo pode ser aplicado para planos. Considere agora a FPH agregada bivariada de
Machadinho com uma grade composta por 50 pontos de Qx e por 50 pontos de HB;, o que
resulta em 2.500 pontos de PGx. Ainda considere que € = 2 MW. A aplicacdo do algoritmo

reduz de 2.500 para 791 a quantidade de pontos para descrever a curva conforme a Figura 19

e a Figura 20.
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Figura 19 — FPH agregada original constituida por 2.500 pontos
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Fonte — do autor.

Figura 20 — FPH obtida constituida a partir de 791 pontos com auxilio do RDP.

Fonte — do autor.

Note que os pontos obtidos na se¢do 2.2 podem ser utilizados diretamente como

parametros de entrada nos MLP que serdo apresentados na se¢do a seguir, mas a o algoritmo

RDP pode caracterizar uma importante ferramenta para selecdo 6tima de pontos e ganhos em

termos de desempenho computacional dos modelos.
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3 MODELOS LINEARES POR PARTES

O objetivo principal deste capitulo ¢ explorar Modelos Lineares por Partes (MLP)
para obtencdo de Fungdes Lineares por Parte (FLP) a partir do conjunto de dados da FPH nao
linear obtido no capitulo anterior. Para tanto, primeiramente sao explorados os conceitos de
modelos paramétricos continuos e as formas exploradas por autores como (REBENNACK et.
al, 2020); (KONG et. al, 2020); (TORIELLO et. al., 2012) para contornar as disjungdes
matematicas impostas pela restricdo de continuidade e expressa-las por meio de modelos de
Programacdo Linear Inteira Mista (PLIM).

Uma vez que todos os modelos desenvolvidos exigem um bom confinamento dos
limites das varidveis, os conceitos e calculos do método big-M sdo descritos em detalhes. Na
sequéncia, sdo apresentados os modelos PLIM e PQIM para obtencao das FLPs. Os primeiros
modelos apresentados serdo para obten¢do de fungdes ndo convexas para o caso univariado
para minimizagdo de uma dada métrica (erro absoluto, erro absoluto maximo ou erro
quadratico) ou minimiza¢do do numero de segmentos de retas (breakpoints®) para um dado
erro. Posteriormente, sdo feitas as generalizagdes necessarias para restringir a solu¢ao a FLPs
concavas para o caso univariado e bivariado. Por fim, sdo fornecidas as heuristicas para

determinag¢do do menor niimero de hiperplanos para o menor erro admissivel nas FPH.

3.1 MODELOS CONTINUOS PARAMETRICOS

Considere um conjunto de pontos que descrevem a FPH agregada no R?. Seguindo as
defini¢des apresentadas em (TORIELLO et al., 2012), dado um numero finito de pontos (PG,
Q) € R% k =1,..,K € N, para determinar uma funcio linear por partes pode ser resolvido o

problema de otimizagdo expresso em (27)-(29):

min |y, PG, | 27)
sa:y, = f(Q,),Vk=1..,K (28)
feF, (29)
em que,

6 Primeiro e ultimo ponto de um segmento de reta.
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F ¢ o conjunto fungdes lineares por parte em um dominio comum e que contém todos
os pontos Qi em que f € F ¢ a funcdo que melhor aproxima os dados de acordo com uma
norma’ o, € R”.

Nesse trabalho, focam-se nos casos com o € {1, 2}, sendo que (27) pode ser reescrito

Ccomo.
min )| (Q,)-PG, | (30)
sa: fefF. (31)

Do ponto de vista dos modelos de aproximagdes continuos, os modelos podem ser
paramétricos ou ndo paramétricos. Nos modelos paramétricos, o objetivo ¢ obter os
coeficientes angulares e lineares que definem a fungdo em um dado intervalo. Por sua vez, em
modelos ndo paramétricos, os valores da FLP aproximada s3o definidos com base num
conjunto predeterminado de pontos, em que os pontos da funcdo para um ponto sdo
calculados como uma interpolagdo ou extrapolagdo linear dos valores das fung¢des. Tendo
como apoio a PLIM, a modelagem paramétrica resulta em funcdes de multipla escolha
enquanto no caso ndo paramétrico a estratégia em representar combinagdes convexas ou
combinagdo convexas desagregadas associadas as interpolacdes lineares.

Nesse trabalho, o foco € o caso paramétrico. Assim, qualquer /'€ F em (28) pode ser

escrito, no caso univariado da FPH, como:

fQ)=c,Q,+d,,vQ, eH (32)

em que,
¢!y coeficiente angular ou gradiente 1 associado ao hiperplano H.

dis coeficiente linear associado ao hiperplano H.

Ainda, H € H ¢ um hiperplano® € R”. H é um conjunto finito de hiperplanos e f¢é
uma funcao linear por partes continua com dominio Uynen. Assume-se também que se H e G

sdo hiperplanos distintos € H, H N G ¢ uma face de ambos, H ¢ G.

7 Norma ou médulo de um vetor é o comprimento desse vetor, que pode ser calculado por meio da distincia de
seu ponto final até a origem
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Para exemplificar, considere que, para dado um valor maximo de breakpoints B,
haverda H = B — 1 hiperplanos (segmentos no caso univariado), conforme ilustra a Figura 21.

Note que no R?, o hiperplano é um segmento de reta.

Figura 21 — Exemplo de uma FLP continua para uma func¢ao univariada
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Fonte — do autor.

No exemplo mostrado na Figura 21, observa-se um conjunto formado por 6 pontos
de dados do tipo (Qx PGy) que sdo originarios da FPH nao linear original. Um nuimero total
de breakpoints B = 4 cada qual com um valor (local) »x, em que H = 1,...,3 no dominio de Q
sdo posicionados. O comego e o final de cada breakpoint sdo os pontos no dominio de uma
funcdo linear (também chamados de vértices) de forma que se tem B - 1 fungdes lineares do
tipo fir = c'u Qi + dupara H=,...,B - 1. O conjunto das 3 fung¢des lineares diio origem a uma
FPH aproximada, neste caso, uma FPH linear por partes.

Para a obtengdo da FLP, de acordo com (GOLDBERG N; KIM; LEYFFER, S;
VESELKA, 2014), a funcao objetivo (30), conjuntamente com as restrigdes (31) e (32) podem
ser implicitamente formulados por meio do auxilio de parametros big-M, conforme detalhado

a seguir.

8 Na geometria, um hiperplano ¢ uma generalizagdo do conceito de plano para multiplas dimensdes. A dimenséo
de um hiperplano em R” é n - 1. Por exemplo, no R? um hiperplano tem dimensio 1 e, portanto, ¢ uma reta.
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mini‘clHQk +d, —PG,| (33)
k=1

s.a:PG, —(',,Q, +d,) <M;(1-3, ,,),Vk=1,...K;VH =1,...,B-1 (34)

(c'y,Q, +d,;,)-PG, <M;(1-8, ), Vk=1,...K;VH =1,...,B-1 (35)

iéikﬂ =1Vk=1,.,K (36)

H=1

¢ e[C,.C'y,VH =1,...B—1 (37)

d, €[D,,Du],VH =1,...B—1 (38)

S, €0,1},Vk=1,...K; VH =1,..,B-1. (39)

em que,

M2 ¢ o parametro big-M nao negativo.

S it variavel binaria que garante que um ponto seja associado a um segmento apenas.

C! E valores minimo e maximo de ¢!,
L g H

D alores minimo € maxim dy.
D, D, Vvalores oe o de d

A funcao objetivo (33) minimiza a distancia (métrica) escolhida, em que, neste caso,
pode ser o erro absoluto (o = 1) ou o erro quadratico (o = 2); note que, neste Ultimo caso, o
modelo se torna um modelo de PQIM, o que pode aumentar consideravelmente o esfor¢o
computacional em relacdo ao caso linear. As restricdes (34) e (35) avaliam o valor do
segmento de reta no ponto Qy, i. €., se 0 ponto k pertence ao segmento, &y =1, ambas
restricdes sdo atendidas por PG, = ¢!y Qi + dy. Do contrario, a restricio ¢ imediatamente
atendida por meio da constante suficientemente grande big-M (M,?). Por sua vez, a restrigao
(36) garante que cada ponto pertence a exatamente um segmento. Por fim, (37) - (39) definem
o dominio das varidveis. Os valores maximos e minimos das intersec¢oes e gradientes bem
como os parametros do big-M sdo discutidos na se¢do 3.1.1. Todavia, deve-se ressaltar que a
formulagdo (33) - (39) resulta em uma FLP ndo continua.

Dado dois hiperplanos H e G € H em que H N G, entdo para que f seja continua, a

seguinte restricio de igualdade deve ser atendida no R%:

c,r,+d,=c.r,+d,,Vr,e HNG (40)
em que,

ry €0 local do breakpoint na intersec¢do H N G.
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A restricdo (40) indica que para toda intersecdo entre hiperplanos, os valores da
fun¢do devem ser iguais no local dos breakpoints, ru, para que exista continuidade. O local
dos breakpoints seria um conjunto de variaveis continuas introduzidas no problema. Verifica-
se, no entanto, que a aplicagdo direta dessa restricdo leva a um problema ndo convexo de
programac¢do ndo linear inteira mista (PNLIM) devido aos termos bilineares (c'n-rm) e
(c'G-ru), proveniente da multiplicagdo de duas varidveis continuas. Partindo desse principio,
os autores (REBENNACK et. al, 2020); (KONG et. al, 2020) propdem a substituicdo dessa
restricdo por uma sé€rie de restri¢des lineares. Antes de seguir para modelagens propostas, uma
vez que os autores fazem extensa utilizacdo dos parametros big-M, a proxima secdo ird

abordar em detalhes os calculos desses parametros.

3.1.1 Calculo do Dominio das Variaveis e dos Parametros Big-M

As modelagens apresentadas nesse trabalho requerem os valores numéricos dos
dominios das varidveis estejam devidamente limitados para que os modelos apresentem um
bom desempenho computacional. Além disso, os pardmetros big-M sdo extensivamente

utilizados para contornar disjuncdes e modelar as restri¢cdes lineares inteiras-mistas.

3.1.1.1 Dominio das Variaveis

O calculo dominio das variaveis se refere a obtengdo dos valores maximos € minimos
dos coeficientes angulares e lineares dos hiperplanos. Para este propdsito, ndo existe uma
forma direta de estimar com precisdo os valores maximos € minimos associados, ainda mais
no caso bivariado. Dessa forma, ¢ suficiente estabelecer algoritmos que assumam com certa
razoabilidade esses valores, uma vez que apenas ndo ¢ interessante sob ponto de vista
numérico permitir limites infinitos ou arbitrariamente muito grandes.

Para o célculo dos limites dos coeficientes angulares, ¢ suficiente estimar que:

e Limites do coeficiente angular para o caso univariado:
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1 . | PG, -PG,,
C , =min - ,
Qk _Qm Qk _Qm ‘ (41)
Vk=1,..K;im:k>m
O —max) PG~ PG, , |PG, PG, | ’

Vk=1,..Kim:k>m

e Limites dos coeficientes angulares para o caso bivariado:

C', = min PG, -PG, e PG, -PG,, ,

Q,-Q, Q,-Q, | (43)
Vk=1,..K;Vli=1,...Lim:k>m,n:[>n
Eyzmax PG, -PG,, .. PGk, -PG,,

Qk_Qm Qm (44)
Vk=1,..K;Vi=1,...Lim:k>m,n:[>n
C’, = min PG, -PG,, e PG, -PG,,
— HB, -HB, HB, -HB, (45)
Vk=1,..K;VIi=1,...Lim:k>m,n:[>n
(?H:max PG, -PG,, PG, -PG,,

HB, -HB, HB, -HB, (46)
Vk=1,..K;Vi=1,...Lim:k>m,n:l>n
em que,

sdo indices dos dados tais como k e / e apenas indicam que o ponto avaliado em m e /

b

[ deve ser diferentes do ponto k e /.

Por meio das expressdes (41) - (46) sao calculados os gradientes (coeficientes
angulares) extremos por meio do processo de interpolacdo para quaisquer dois pontos
deslocados para cima ou para baixo de acordo com um valor ¢ > 0. Note que no caso
bivariado, as expressoes consideram que HB e Q sdao independentes, o que ainda provem uma
estimativa razdes para os valores maximos e minimos dos coeficientes. Ainda que a

interdependéncia desses parametros fosse considerada, visto que PG depende de ambos,
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qualquer valor adicionado ou subtraido de PGy, ocorre similarmente PG,.,, ao escrever as

funcdes de forma que esses valores seriam anulados.

A abordagem mais comum de encontrar os valores para as intersecgdes se da por

meio de uma funcdo afim que tem uma inclinagdo extrema e passa por alguns pontos
extremos, 1. e.:

e Limites da intersec¢do (coeficientes lineares) para os modelos univariados:
D, :min{PGk—CIH-Qk,PGk—C_IH-Qk},szl,...,K (47)

]_)H=max{PGk—EH-Qk,PGk—QH-Qk},Vk:I,...,K (48)

e Limites da intersec¢ao para os modelos bivariados:

PG, -C'ys-Q,—C?y -HB
PG, _QH Q, _QH -HB,,

D, =min — ,Vk=1,...K;VI=1,...,L (49)
PG, -C's-Q,-C*,-HB,,
PG, -C',-Q, -C*; -HB,
PG,-C',-Q,-C’4-HB,,

_ PG, -C',-Q,-C’, -HB,,

Dy =max) o0 G W, Vk=1,.,KVI=1,.,L (50)
PG, -C's-Q,-C*,-HB,,
PG, -C',-Q,-C?, -HB,

3.1.1.2 Pardmetros Big-M

Os parametros do Big-M essencialmente se dividem em valores suficientemente
grande para constantes e limites para variaveis. Os dois parametros utilizados nas modelagens
desse trabalho se referem a valores suficientemente grande para constantes, os M()? € M)
As constantes de M()* devem ser maiores ou iguais a maior diferenca possivel entre PG e

qualquer outro valor dado pelas aproximagdes lineares. Por sua vez, o valor de M(,)? deve ser
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maior ou igual a maior diferencga entre os gradientes e intersec¢des para o conjunto de vetores.

Assim:

M, > max|f()-PG,,

em que,

,VH =1,..,NH (51)

NH numero de hiperplanos.

e (Caso univariado:

M} 2max,,, \u ‘CIHQk +d, —PG,

Vk=1,.,K;VH =1,..,NH (52)
M2 =D, —Dy _Qk'(QH_EH),Vk:L...,K (53)

e (Caso bivariado:

,,,,, Vk=1,.,K;V/=1,...,L (54)

M/iz :DH _BH _Qk (QH _EH)_HBI (QH _(?H),
Vk=1,...K;VI=1,...,L

(35)

3.2 MODELOS PARA FPH AGREGADA

Nessa secdo, sao apresentados sete MLP para linearizacdo da FPH agregada.
Primeiramente, sdo apresentadas as modelagens originais de (REBENNACK et. al, 2020);
(KONG et. al, 2020) que geram FLPs ndo convexas. O MLP 1 utiliza a estratégia empregada
(REBENNACK et. al, 2020) para estabelecer continuidade e ordenamento na FLP nao-
convexa univariada. Neste caso, o objetivo ¢ minimizar a soma do erro absoluto ou quadratico
da fungdo linear em relagdo a FPH ndo linear para um determinado nimero de breakpoints. O
MLP 2 ¢ idéntico em termos de funcdo objetivo ao MLP 1, mas utiliza a estratégia empregada
(KONG et. al, 2020) para estabelecer os critérios de ordenamento e de continuidade. Por sua
vez, o MLP 3 ¢ uma reconfiguracio do MLP 2 que visa a minimizagdo do nimero de
breakpoints para um dado erro (absoluto, absoluto maximo ou quadratico). O MLP 4 assegura

que a FLP obtida nos MLP 1 e 2 seja concavo. Para tanto, nesse modelo sdo introduzidas as
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generalizagdes necessarias por meio das proposicoes de (TORIELLO et. al., 2012). Ademais,
sao introduzidas restrigdes que visam melhorar o desempenho desse modelo. Assim como
feito nesse Modelo 4, o MLP 5 reformula o MLP 3 para a obtencdo de FLP concavas. Na
sequéncia, os modelos originalmente univariados para geragao de fungdes concavas (MLP 4 ¢
5) sao expandidos para o caso bivariado, dando origem aos MLP 6 e 7. Por fim, sdo
apresentados trés algoritmos para obten¢do do menor nimero de aproximacdes para 0 menor
erro por meio da utilizagdo dos MLP 3,5 e 7.

A Tabela 2 resume a utilizacdo de cada modelo.

Tabela 2 — Resumo dos modelos lineares por partes
Modelo Linear por Partes

1 2 3 4 5 6 7

Minimizacio do Erro Sim Sim Nio Sim Ndo Sim Nao
Minimizacao de Hiperplanos Nio Nao Sim Ndo Sim N&o Sim
Univariado Sim Sim Sim Sim Sim Na3o Nao
Bivariado Nao Ndo Ndo Ndo Ndo Sim Sim

FLP Concava Nao Nao Nao Sim Sim Sim Sim

3.2.1 Modelo Linear por Partes 1

O MLP 1 ¢ para ser utilizado na FPH agregada bidimensional. Adicionando-se as
restricoes de ordenamento e continuidade estabelecidas por (REBENNACK et. al, 2020) na
modelagem (33)-(39), o modelo possui a seguinte formulagdo (56)-(73):
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mini‘clHQk (56)
s.a:PG, —(c',Q, +d, ) <M:(1-8, ), Vk=1,...K;VH =1,..,B-1 (57)
(c',Q, +d, )-PG, <M (1-3, ). Vk=1,..K;VH =1,...B-1 (58)
5, =Lk =1,...K (59)
=

S <8y +8, s Vhk =1 K H=1,.,B-2 (60)
8y <8, ,Vhk=1,.., K~1 (61)
8 st <8 prs k=1, K~1 (62)
Oy +Opn TY 258, Vk=1,.., K-1H=1,..,.B-2 (63)
8y A0 pn+(1-v,)-2<8,,,Vk=1,... K-, H =1,..,B-2 (64)
ar,M dy 2Q,(c'y =y ) -M;(1-8; ). Vk =1, . K-LH=1,.,B-2 (65)
Ay —dy <Q (! =y )-ML,(1-8],).Vk =1, . K-;H =1,.,B-2 (66)
dyy—dy <Qu(c'y =y )-Mi(1-8,,).Vk=1,.. K- H =1,...,B-2 (67)
d,. >Q,, (c'y —c'yn)-M;, (-8, ,).Vk=1,. . K- H=1,..,B-2 (68)
cl e[QHEH],VHzl,...,B—1 (69)
d, €[D,,Dr],VH =1,...B-1 (70)
8y €{0,1},Vk =1,...K;VH =1,..,B~1 (71)
y, €[0,1,VH =1,..,B-2 (72)
8; 1»8py €[0,1,Vk=1,... K-, H =1,..,B-2 (73)
€m que,

valor que define a métrica da funcdo objetivo (1 para erro absoluto e 2 para erro
quadratico).
§iy Vvariavel binaria que garante que um ponto seja associado a um unico segmento.

5" variavel continua definida entre [0,1], ¢ 8'xy ou &ky assumem o valor 1 se um

kH . .
breakpoint existe entre Q € Qy-+1.

yu  variavel bindria que depende da mudanga de gradiente entre segmentos lineares

adjacentes.

A fungdo objetivo (56) minimiza a distancia (métrica) escolhida, em que, neste caso,
pode ser o erro absoluto (o = 1) ou o erro quadratico (o = 2); note que neste ultimo caso o

modelo ¢ um PQIM, o que pode aumentar consideravelmente o esfor¢co computacional em
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relagdo ao primeiro caso. As restricdes (57) e (58) avaliam o valor da aproximagao no ponto
Qk A restricdo (59) garante que cada ponto pertence a exatamente um segmento. As
restrigdes (60) - (62) asseguram o ordenamento dos pontos de tal forma que um ponto deve
ser associado ao mesmo segmento ou ao proximo, sendo que (61) e (62) garantem o
ordenamento do primeiro e do ultimo ponto e (60) dos demais pontos. A continuidade FLP ¢
garantida através das restricdes (63) - (68) que garantem que o local do breakpoint, ru, € igual
nos segmentos adjacentes seja qual for a mudanga de gradiente. Resumidamente, se ch - Ch+1 >
0, implica em yy = 1 e as restrigdes (65) e (66) se ativam o que indica que o gradiente
decresce entre os dois segmentos em questdo. Do contrério cy - cu+1 < 0, yy = 0 € as restrigdes
(67) e (68) se ativam o que implica no aumento do gradiente entre os dois segmentos, se Cy =
cu+1, ndo existe um breakpoint nesse local e a fungdo permanece com mesmo gradiente. A
continuidade desse modelo é melhor detalhada no APENDICE A. Por fim, (69) - (73)
definem o dominio das varidveis.

Um requisito basico quando ao obter a FLP para FPH ¢ a que o conjunto de
aproximacdes garanta que sempre que uma vazao turbinada nula esteja associada com um
valor de poténcia também nulo. Esse requisito pode ser atendido por meio da adi¢do da

restri¢do a seguir:

d =0 (74)

A adigdo da restricdo (74) no modelo garante que exista pelo menos um plano na

forma:

',Q,=0 (75)

Observa-se que nesse caso o primeiro local do breakpoint sempre sera O.
Alternativamente, a seguinte restri¢do pode ser adicionada contanto que exista um ponto nulo

Q« =0, no conjunto de pontos fornecido ao modelo:

¢.Q, +d' -PG, =0 (76)
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O MLP 1 minimiza a soma do erro absoluto. A adicao da restri¢ao (76) faz com o
erro absoluto em relagdo ao primeiro ponto seja igual a 0, essencialmente gerando a existéncia
de um plano do tipo (75).

A solucdo 6tima do MILP retorna os coeficientes [c'n, du] p/¥ H da FLP. No
entanto, dado que o modelo ¢ ndo-convexo, ¢ necessario que o local dos breakpoints, ru, seja
conhecido para delimitar a regido para qual cada segmento de reta seja valido. Esses valores
foram incluidos implicitamente no modelo para garantir a continuidade e também reduzir a

quantidade de variaveis do problema. O local dos breakpoints pode ser calculado como:

h :Ql (77)
d,. —d
%,VHZZ,...,B—I,CIH ¢C1H+1
_JCu—Cphy
Yy = (78)

Qk +w’vf] =2’---,B_1761H =C]H+l

ry = Qg (79)

Acima r| e rp sdo, respectivamente, o primeiro € o Ultimo local dos breakpoints e,
portanto, sdo o primeiro e ultimo ponto de Q. Para os outros pontos, o local ¢ calculado como
em (78), sendo que se c', = c'y.. 0 modelo garante que d. - d.., 0 que significa que os dois
segmentos sao afins onde nao existe alteracdo no gradiente entre [Qx € Qx+/]; assim, ry pode

ser escolhido arbitrariamente entre esses pontos.
3.2.2 Modelo Linear por Partes 2
Adicionando-se as restrigdes de ordenamento e continuidade estabelecidas por

(KONG et. al, 2020) na modelagem (33)-(39), tem-se como resultado a formulag¢do (80)-

(104), descrita na sequéncia.
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K
min Z‘clHQk (80)
k=1

sa: PG, —(c,Q, +d, ) <+M: (18, , ), Vk=1,...K;VH =1,...B-1 (81)
(chQ +d, )-PG, <+M;} (185, , ). Vk =1,..K;VH =1,..,B~1 (82)
B-1

D8, =1LVk=1,.,K (83)
H=1

8y =0y +8 =8, 1, Vhk=1.. . K;VH =1,..,B-1 (84)
K

D8 =LVH=1,.,B-1 (85)
k-1

K

25;}, =1,VH =1,..,B-1 (86)
Zak . _Zsk s ¥ SKoVH =1,...,B-2 (87)

k

ZS Z o ¥ SJKVH =1,...,B-2 (88)
a,fH <8, ;. Vk=1,.,K;VH =1,...B—1 (89)
8y <84, Vk=1,.,.K;VH =1,...B—1 (90)
chzltm +dy, _(chzlv +d, ) = p;,H —Pin> ©1)
Vk=1,.,K-1;VH =1,..,B-2

Qe +dy _(Qk+lczl'-1+1 + dHH) =G0~ Deor o> 92)
Vk=1,.,K-1;,VH =1,..,B-2

Pin <My (1-u, ). Vk =1, . K-LVH =1,.,B-2 (93)
Gioa <M (1=, ). Vh =1, . K-1;VH =1,...,B-2 (94)
Poy <M (1-v,,).Vk =1, K-LVH =1,..,B-2 (95)
Tensn <M (1=v, ;). Vk =1, . K-1;VH =1,...B-2 (96)
Uy +V, g =0 1, Vh=1. , K-1VH =1,..,B-2 (97)
d, =0, (98)
c, elC',,C'y],VH =1,....B-1 (99)
d, €[D,,Dy],VH =1,..,B—1 (100)
8, €[0,1,Vk =1,...K;VH =1,..,B-1 (101)
v, €[0,1],VH =1,...B-2 (102)
Uy 13 Ves> O 00 i €[0,11,Vk =1, . K; VH =1,..,B—1 (103)

Pinqin €| M} | Vk =1, . K;VH =1,...B-1 (104)
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em que,

Pk gk variaveis de folga ndo negativas.

UkH variavel binaria que assume 1 se p™cn =g k1,11 = 0.

Vi H variavel binaria que assume 1 se pxr = ¢ k+1,u+1 = 0.

8 rm variavel binaria que assume 1 se o ponto & € o primeiro ponto no segmento H.
Sem variavel binaria que assume 1 se o ponto & ¢ tltimo ponto do segmento H.

O MLP 2 ¢ idéntico ao MLP 1 de (80) - (83). As restrigoes (84) - (90) garantem o
ordenamento dos pontos nos segmento e faz com que um ponto seja designado como o
primeiro do segmento e outro como o ultimo, em que as restri¢gdes (87) e (88) garantem o
ordenamento do primeiro e ultimo ponto do conjunto de dados e as outras restrigdes, o
ordenamento dos demais pontos. A continuidade da FLP ¢ garantida através das restricdes
(91)-(97). Neste caso, se um ponto ¢ o ultimo do segmento, a restricdo (97) ativa uma das
binarias ux 7 ou vizque forcam p g k=0 ou piu gk =0 que garantem continuidade por
meio das restrigoes (91) e (92) ao garantir que nesse pontos ambas as fungdes resultem um
valor ndo-negativo ou ndo-positivo. A continuidade desse modelo ¢ melhor detalhada no
APENDICE A. A restri¢do (98) garante a existéncia de um plano em que (PGx = 0) V (Qx=

0). Finalmente, as restrigoes (99) - (104) definem o dominio das variaveis.

3.2.3 Modelo Linear por Partes 3

O MLP 3 ¢ uma adaptacdo da formulacdo alternativa de (KONG et. al, 2020) para

minimiza¢do do nimero de breakpoints e, consequentemente, do nimero de segmentos.
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B-1 K
min @= ) H-W, +1000)_F, (105)
H=l k=1

s.a: PG, —(c,,Q, +d,)<e, +M;(1-8, ), Vk=1,...K;VH =1,...,B-1 (106)
(c1Q, +d, )-PG, <&, +M; (18, ,).Vk=1,...K;VH =1,...B~1 (107)
B-1

D> 8, =1Vk=1,.,K (108)
H=l

8y =8y +08 =8 V=1, . K;VH =1,...,B-1 (109)
g, —F, =Er,Vk=1,..,K (110)
K

>80, W, =0,VYH =1,...B-1 (111)
k=1

K

D 80, W, =0,VH =1,...B-1 (112)
k=1

W, ., ~W,<0VH =1,..,B—1 (113)
d =0, (114)
g, €[0,M:],Vk=1,...K (115)
F, >0,Vk=1,..,K (116)
(87)-(98) (117)
em que,

W variavel binaria que assume 1 se H € B.

Fi variavel de folga ndo negativa que ¢ maior que zero se o erro estipulado nao pode ser
alcangado (solugdo inviavel).

Er erro médio absoluto estipulado.

€k erro absoluto no ponto .

A funcdo objetivo (105) visa minimizar o nimero de breakpoints mais soma do
conjunto de variaveis de folga ndao negativas. Em conjunto com a restri¢ao (110), o problema
visa minimizar o numero de breakpoints para um dado erro Er sem a utilizacao da variavel de
folga (Fi = 0), zerando o segundo termo da fun¢do objetivo. Se Er ndo puder ser atendido,
entdo Fy # 0. As restricdes (111) e (112) fazem com que 8" x e 8% » sejam nulas para cada
segmento inativo. A restri¢do (113) exclui algumas solugdes simétricas, i. e., equacdes que
apenas permutam o valor dos seus coeficientes, resultando em aproximagdes idénticas. Por

fim, as restrigdes (115) - (116) delimitam o dominio das varidveis adicionadas nesse modelo.
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Esta formulagdo requer que um valor méximo de breakpoints B suficientemente grande seja
definido de modo que uma solugdo 6tima recaia em um intervalo de 2 a B breakpoints.
Existem casos em que, dependendo da regido que o erro maximo ¢ observado, ao
invés de ter um erro absoluto médio pequeno ¢ requerido um erro absoluto maximo menor. O
erro maximo comumente ocorre nas regides proibidas da FPH onde ¢ observada maior ndo
linearidade. No entanto, caso o mesmo seja observado em regides de interesse da FPH, ¢
possivel modificar a restricdo (110) para que seja encontrando uma FLP como um erro

absoluto maximo menor para cada ponto £.

¢, —F, =Er-PG,Vk=1,.,K (118)

Ainda ¢ possivel focar uma regido especifica. Dado que T faz parte de uma regido de

interesse ¢ Er; € o erro para a regido de interesse ¢ E7 ¢ o erro para as demais regides, t€ém-se:

¢, —F, =Er,-PG,,VkeT (119)
e, —F, =Er-PG_,VkeT (120)

Com auxilio da varidvel de folga Fi € possivel estabelecer um algoritmo com uma
heuristica de busca para obter o menor nimero de planos possivel para o menor erro

alcangado.

Algoritmo 1. Heuristica de busca para o menor numero de breakpoints para um dado
erro.
1. Escolha o niimero total de pontos K

. Obtenha os valores da FPH agregada [PGy, Qx]

. Aplique o algoritmo RDP [PGy, Q] (opcional)

. Escolha 0 maximo niimero de breakpoints B

. Determine a métrica - restricdo (110), (118) ou (119) - (120)

. Escolha um valor inicial de Er (ou Er e Er> dependendo da métrica escolhida)

N N AW

. Enquanto VF, <tol
Resolver MLP 3 (105)-(117)
Faca Er = Er — 0.01 (para 1% de redugdo por execucao)

8. Retornar o ultimo conjunto [c},,d,, ], VH =1,...,B—1.
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3.2.4 Modelo Linear por Partes 4

Nessa secdo sdo discutidas as generalizagdes necessarias para obter uma FLP
concava. Ao contrario das fungdes ndo-concavas nas quais € necessario usar variaveis binarias
para indicar os breakpoints dentro do modelo de otimizagdo, um dado valor de uma fungao

concava pode ser dado por:

PG, = f(Q,)=min{Q,c}, +d,},VH =B-1 (121)

O modelo (33) pode ser reescrito como:

K o
min Y"[min{Q,c}, +d, } - PG| (122)
k=1
Uma propriedade bem conhecida de fungdes concavas € que:

Q. +d,, >PG,,VH =1,..,B-1 (123)

O que equivale a remover o termo M} (1 -9, H) de (57).

¢y —Cpy >20,VH =1,..,B—1 (124)

A formulacdo concava possui forte simetria o que resulta em equagdes idénticas a
partir da permutagio dos coeficientes ¢! e dp. A restrigdo de simetria (124) inibe a existéncia
de funcdes simétricas. A presenga da restri¢ao (123) faz com que os MLP apresentados até
entdo tenham suas solugdes restritas a FLPs concavas. Entretanto, tornam diversas restri¢des
dos MLPs 1-3 desnecessarias ou redundantes. Assim, as formula¢des para minimizagdo do

erro restritas a FLPs concavas € simplesmente expressa como em:
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K
> |c'4Q, +d, —PG,| (125)
k=l
sa: PG, —(c',Q, +d, ) <0,Vk=1,...K;VH =1,...B-1 (126)
(c'4Q,+d,)-PG, <+M;(1-5,,).Vk=1,..K:VH =1,...B-1 (127)
B-1

8,y =LVk=1,..,K (128)
H=1
¢, —Cyy 20,VH =1,...B-1 (129)
d, =0, (130)
c, elC',,C'y],VH =1,....B-1 (131)
d, €[D,,Dy],VH =1,..,B—1 (132)
8, 4 €[0,1],Vk=1,...K;VH =1,..,B-1 (133)

Ademais, (TORIELLO et. al., 2012) afirma que relaxagdes de modelos de
programacao linear que utilizam big-M podem ter seu desempenho melhorado se as restri¢des

a seguir forem adicionadas no modelo:

clHQk+dH 209Vk:199K,VH:1,,B—1 (134)

B-1
PG, <Y (c',Q, +d, ) Vk=1,. . K;VH =1, ,.B-1 (135)
H=1

3.2.5 Modelo Linear por Partes 5

Esse modelo restringe a FLP do Modelo 3 (minimiza¢do do nimero de breakpoints)

a funcdes concavas.
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B-1 K
min @= ) H-W, +1000)_F, (136)
H=] k=1

sa: PG, —(c;,Q, +d,, )<e,.Vk=1,..K;VH =1,.,B-1 (137)
(ch Qi +d,)-PG, <&, +M;(1-5, ,).Vk=1,. . K;VH =1,..,B-1 (138)
B-1

D8, =1LVk=1,.,K (139)
H=l

g, —F, =Er,Vk=1,...K (140)
cl, —ch 20VH =1,.,B—1 (141)
d =0, (142)
', Q,+d, >0,Vk=1,.,K;VH =1,...,B-1 (143)

B-1
PG, <Y (c',Q, +d, ) Vk=1,. . K;VH =1,..B-1 (144)
H=1

W, —W,<0,YH=1,.,B-1 (145)
F, >0,Vi=1,..,K (146)
(84), (87)-(90), (111) e (112) (147)
g, €[0,M2],Vi=1,...K (148)
¢ e[C',.C'n,VH =1,...B (149)
d, €[D,,Dy],VH =1,...,B (150)
8, €[0,1,Vk =1,...K;VH =1,..,B~1 (151)
W, €[0,1],VH =1,...,B—1 (152)
8¢ >0 €[0,11,Vk=1,...K; VH =1,...,B-1 (153)

O MILP (136)-(153) retorna uma FLP concava com o nimero de aproximacdes
menor que B, atendendo ao erro absoluto médio estipulado Er. Assim como no MLP 3, a
restricdo (140) pode ser substituida por (118) ou (119)-(120) o que faz com que a formulacao
atenda um erro absoluto médio pra cada ponto ou um erro absoluto maximo para um regiao
especifica, respectivamente. Também ¢ possivel estabelecer um algoritmo que procure o
menor numero de breakpoints para o menor erro alcangado assim como foi feito para o MLP

3.

Algoritmo 2. Heuristica de busca para o menor numero de breakpoints para um dado
erTo para o caso concavo.
1. Escolha o niimero total de pontos K

2. Obtenha os valores da FPH agregada [PGy, Qx]
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3. Aplique o algoritmo RDP [PGy, Qi] (opcional)
4. Escolha o maximo numero de breakpoints B.
5. Determine a métrica — restri¢ao (140), (118) ou (119)-(120)

6. Escolha um valor inicial de Er (ou Er e Er> dependendo da métrica escolhida)

7. Enquanto VF, <ftol

Resolver MLP 5 (136) - (153)
Faca Er = Er — 0.01 (para 1% de redugao por execucao)

8. Retornar o ultimo conjunto [c},,d,, ], VH =1,...,B.

3.2.6 Modelo Linear por Partes 6

O MLP 6 ¢ destinado a ser utilizado na FPH agregada bivariada e ¢ uma expansao do
MLP 5. No caso bivariado, além do gradiente, ¢!z, associado aos valores de vazio Qx, almeja-
se determinar os gradientes, ¢’y associados a queda bruta HB,. Note que, no caso bivariado, a
FLP ¢ constituida por hiperplanos H € R* com seu dominio delimitado por duas variaveis e,
portanto, cada aproximacao ¢ a equagdo de um plano. A formulacdo para obtengdo da FLP

concava ¢ expressa conforme a seguir.
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L K

> >l Q, +¢* HB, +d,, ~PG,, (154)

1=l k=1

sa: PG, —(c',Q, +c’,HB, +d,,) <0, (155)

Vk=1,.,K;Vi=1,.,L;YH =1,..,NH

(¢',Q,+¢’,HB, +d, )-PG, <M (1-5, ), (156

Vk=1,.,K;VI=1,.,L;VH =1,..,NH

NH

D 8y =LVk=1..K;VI=1,..L (157)

H=1

¢y, —¢y, 20,VH =1,..,NH (158)

d, =0, (159)

2 =0, (160)

', Q, +¢*,HB, +d, >0,Vk=1,. . K;VI=1,.,L;VH =1,..,NH (161)
NH

PG, <) (', Q.+’ HB, +d, ). Vk=1, KVI=1 LVH=1.,NH (162)
H=1

¢l e[C',,C'y],VH =1,..,NH (163)

2 e[C?,,C? ], VH =1,..,NH (164)

d, €[D,,Dy],VH =1,..,NH (165)

8un €[0,1,Vk =1,...K; VI =1,..,L;VH =1,...,NH (166)

A funcdo objetivo (154) minimiza a distancia (métrica) escolhida, em que, neste
caso, pode ser o erro absoluto (o = 1) ou o erro quadratico (o = 2). As restri¢des (155) e (156)
avaliam o valor da aproximag¢do no ponto [Qr, HB;], a restricdo (155) também impde
concavidade em todas as aproximagdes. (157) garante que cada ponto pertenca somente a um
plano. A restri¢do (158) exclui as solugdes simétricas, note que menos no caso bivariado basta
que um dos gradientes atenda a restricdo em questdo para eliminar as equacodes equivalentes.
As restrigdes (159) e (160) garantem que exista um plano apenas dependente de Q para que a
FLP retorne um valor nulo para qualquer situagdo em que g = 0. As restri¢cdes (161) e (162)
melhoram o desempenho computacional do modelo. Por fim, (163)-(166) delimitam o

dominio das variaveis.

3.2.7 Modelo Linear por Partes 7
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O MLP 7 expande o MLP 5 para o caso bivariado. Nesse modelo, objetiva-se a

minimizagdo no numero de planos para um determinado erro pré-estabelecido.

NH L K
min ©= Y H-W, +1000)_>"F, (167)
H=1 =1 k=1

s.a: PG, —(clHQk +c’,HB, +dH)S8k,, (168)
Vk=1,.,K;Vl=1,.,L;VH =1,...,NH

(CIHQk +c’, HB, +dH)—PGk, <g, +M21(1—8k,,H), (169)
Vk=1,.,K;Vl=1,..,L;VH =1,..,NH

NH

D 8un =LVk=1,. K Vi=1,..,L (170)
H=l

g, —F, =Er,Vk=1,.K;VI=1,..,L (171)
¢y —Cpy 20,VH =1,...,NH (172)
d =0, (173)
¢ =0, (174)
Q.+’ ,HB, +d, >0,Vk=1,.,K;VI=1,.,L;VH =1,..,NH (175)

NH
PG, <> (c',Q,+c* HB, +d, ), Vk =1, K;VI=1,. LVH=1.,NH (176)
H=l

st =Oury 04y — 004> Vh=1,.. . K;VI=1,..,L;VH =1,...,NH (177)
L K

>80, —W, =0,VH =1,..,NH (178)
I=1 k=1

L K

D> 8y —W,=0,VH=1,.,NH (179)
=1 k=l

Ik Ik

DD 8= B Ve =1, K;VH =1,.. ,.NH-1 (180)
I'=1 k'=1 I'=1 k'=1

Ik Ik

> S = S5 Ve =1, K;VH =1,..,NH-1 (181)

I'=1 k'=1 I'=1 k'=1
84 <8y Vh=1,. ., K;VH =1,..,NH (182)
8y <8y Vhk=1,.,K;VH =1,..,NH (183)
w,.,-W,<0,VH =1,..,NH (184)
F,>0,Vk=1,.,K;Vl=1,..,L (185)
g, €[0,M ], Vk=1,...K;VI=1,...,L (186)

(163)-(166) (187)
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Também ¢ possivel estabelecer um algoritmo que procure o menor nimero de

hiperplanos para o menor erro alcangado, conforme detalhado no Algoritmo 3, a seguir.

Algoritmo 3. Heuristica de busca para o menor de hiperplanos para um dado erro - caso
concavo.
1. Escolha o niimero total de pontos K e LL

. Obtenha os valores da FPH agregada [PGu, HB/, Qx]

. Aplique o algoritmo RDP [PGu, HB;, Q] (opcional)

. Escolha o maximo ntimero de de hiperplanos NH.

. Determine a métrica — restri¢ao (171), (118) ou (119)-(120)

. Escolha um valor inicial de Er (ou Er e Er> dependendo da métrica escolhida)

N N B WN

. Enquanto VF,, <tol

Resolver MLP 7 (167)-(187)
Faga Er = Er — 0.01 (para 1% de redugao por execugao)

8. Retornar o Gltimo conjunto [c},,c},,d, ], VH =1,...,B.

3.3 AVALIACAO DA QUALIDADE DA SOLUCAO

Em todos os modelos lineares por partes apresentados existe a possibilidade de
procurar o menor erro para um numero fixo de hiperplanos ou o menor nimero de hiperplanos
para um erro fixo. O erro visto pelos modelos, no entanto, ¢ o erro de aproximagdo em relacao
aos pontos utilizados como referéncia, ou seja, os pontos obtidos por meio da discretizagao.
Assim, faz-se necessario utilizar outros mecanismos de avaliacdo além daqueles associados ao
erro em relacdo aos pontos de referéncia. Nesse contexto, propoe-se testar as FLP obtidas
pelos MLP 1-7 para uma grade maior de pontos e avalid-los por meio do erro absoluto
maximo (188), erro absoluto médio (189) ou erro médio quadratico (190), dependendo do
modelo e métrica estabelecidos.

PG, - PL,

n

PG,

EAMmax[ }-IOO,an,...,N (188)

em que,
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n indice do ponto testado.
N numero total de pontos.
PG, poténcia da FPH agregada nao linear no ponto 7.
PL, poténcia da FPH linear no ponto 7.
EAM erro absoluto maximo (%).
EMAz%}iﬁ%-IOO,V;@:L...,N (189)
em que,
EMA erro médio absoluto (%).
1 & (PG,-PL,)’
EMQ:EZ;%-IOO,V%ZI,...,N (190)
em que,
EMQ erro médio quadratico (%).

O erro em relagdo aos pontos de referéncia pode ser facilmente calculado por meio
do valor da fungdo objetivo retornado nos MLP. Tendo em vista que a fungdo objetivo € o

numerador das expressodes (191) e (192). Tém-se:

EMA_REF:M-IOO (191)
em que,

EMA REF erro médio absoluto em relacdo a grade de referéncia (%).

FOBJ _EQ valor da fungdo objetivo quando se minimiza o erro quadratico.

EMQ REF = TOBLEA 4 (192)
em que,

EMQ REF erro médio quadratico em relagdo a grade de referéncia (%).

FOBJ EA valor da funcdo objetivo quando se minimiza o erro absoluto.

Ainda, I = K para o caso univariado e K x L para o caso bivariado.
Note que nos modelos de minimiza¢do do numero de hiperplanos ou segmentos, os

erros de referéncia sdo parametros de entrada do problema. A avalia¢ao da qualidade das FLP
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¢ fundamental para verificar o quao a FPH linearizada reflete a FPH nao linear. O EMA e
EMQ calculados pelas equagdes (189) e (190) sdo os mais relevantes, pois a qualidade da FLP
¢ calculada para uma quantidade bem superior de pontos além daqueles considerados pelos
MLP no célculo das aproximacdes. Entretanto, nesse trabalho, também sdo calculados os
erros em relagdo aos pontos de referéncia utilizados pelo algoritmo, EMA REF ¢ EMQ REF
por meio das equagdes (191) e (192) para determinar a qualidade de selecao dos pontos por

meio do RDP e o bom aproveitamento desses por meio dos MLPs.
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E RESULTADOS

Este capitulo visa apresentar os principais resultados e avaliagdes relativos aos
modelos lineares por partes apresentados neste trabalho. Inicialmente, ¢ feita uma analise
comparativa entre desempenho e precisdo em um dos modelos por meio da utilizacdo da
particdo uniforme e parti¢do otima do dominio da FPH ndo linear conforme mostrado no
Capitulo 2. Essa analise ¢ relevante para estabelecer uma estratégia de obtencao da grade de
pontos de referéncia a ser utilizada no restante dos experimentos. Na sequéncia, sdo avaliados
os modelos propostos no Capitulo 3. Primeiramente, verificam-se os MLP destinados ao caso
univariado ndo convexo para minimizagao do erro ou minimiza¢ao do numero de breakpoints,
bem como os algoritmos de busca relacionado a este. Na sequéncia, sdo avaliados os modelos
concavos para o caso univariado e bivariado bem como os seus respectivos algoritmos de
busca. Em todos os modelos s3o verificados tanto a precisdo quanto o desempenho
computacional. A precisdo ¢ medida por meio dos erros mostrados na Sec¢do 3.3, com a
variagdo de diversos parametros de entrada dos modelos tais como nUmero de
breakpoints/hiperplanos e métricas de erro. O desempenho, por sua vez, ¢ analisado por meio
do tempo computacional requerido em cada simulagao. Os modelos estdo implementados em
Python, com solver de otimizagdo GUROBI versado 8.1.1. Os codigos sdo executados em um
computador Intel i7, 2,5 GHz com 8§ GB de RAM, sistema operacional Windows 10 Home.
Os modelos propostos sdao aplicados em duas UHE: a usina hidrelétrica de Santo Antdnio
(UHESA) e usina hidrelétrica de Machadinho (UHEMA) cujos dados se encontram no
ANEXO A desse trabalho.

4.1 COMPARACAO ENTRE AS ESTRATEGIAS DE DISCRETIZACAO

Conforme discutido no Capitulo 2, a particdo do dominio da FPH agregada pode se
dar de duas formas distintas: uniforme, em que o dominio ¢ dividido de forma equidistante ou
pelo algoritmo de Rammer-Douglas-Peucker. Para andlise dessas estratégias, e para
estabelecer uma estratégia definitiva de selecdo de pontos a ser seguida nesse trabalho, ¢
utilizado o MLP 1 aplicado na UHE de Machadinho. Na sequéncia, sdo analisados os erros

médios absolutos em relagdo referéncia, EMA REF, i.e., o erro em relagdo aos pontos obtidos
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na discretizagdo e em relacdo a EMA GRADE, i.e., o erro em relagdo a grade de testes de

1.000 pontos, utilizada para testar as FLPs obtidas. Além disso, ¢ analisado o desempenho

computacional por meio do tempo de simulagao dos algoritmos.

Como exemplo, considera-se a UHEMA com a queda bruta fixa em 110 metros e
com um numero fixo de breakpoints B fixo em 10, ou seja, o modelo tem liberdade para
posicionar 9 segmentos de maneira O6tima para aproximar um total de K > B pontos. A

discretizagao uniforme para um total de K = 30 pontos retorna a selecao de pontos conforme a

Figura 22.

Figura 22 — Selecdo de 30 pontos uniformemente espacados na FPH agregada ndo
linear sem considerar a faixa proibida de operagao.
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A aplicacdo do MLP 1 nos pontos selecionados retorna uma FLP conforme a Figura

23.

Figura 23 — FPH obtida pelo MLP 1 ao serem utilizados 30 pontos
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Dado que MLP 1 retorna uma FLP nao convexa, a FLP gerada pelo modelo tem
grande precisdo pela capacidade acompanhar as mudancas de gradiente da FPH nao linear. O
erro médio absoluto dessa FPH em relagao a FPH nao linear para os 30 pontos utilizados na
grade de referéncia ¢ de aproximadamente 0,095%. Testando a FLP obtida para a grade de

testes de 1.000 pontos, pode-se notar o comportamento visto na Figura 24.

Figura 24 — FPH nao linear x linear por partes para uma grade de testes de 1.000

pontos
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Fonte — do autor.

Conforme a Tabela 3, o erro médio absoluto entre as duas FPH em relagao aos
pontos da grade de testes € de 0,142%. A Tabela 3 resume ainda o erro e tempo de simulagao

para diferentes quantidades de pontos de referéncia.

Tabela 3 — Precisdo e desempenho de acordo com a quantidade de pontos de
referéncia
Pontos (K)

10 20 30 40 50
EMA_REF (%) 0,000 0,055 0,095 0,108 0,104
EMA_GRADE (%) 0,583 0,133 0,142 0,115 0,115
Tempo (s) 0,114 4,115 22,465 228,965 270,255

O erro médio absoluto em relagdo a referéncia € nulo quando o niimero de pontos ¢
igual ao nimero de breakpoints. Isso porque, tratando-se de uma FLP que ¢ ndo concava, o
modelo ¢ livre pra posicionar cada breakpoints exatamente em cima de cada um dos pontos de
referéncia. Quando o numero de pontos se torna maior, o modelo tenta posicionar os

breakpoints de maneira 6tima para melhor encaixar os pontos mantendo as devidas condig¢des
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de ordenamento e continuidade. Nota-se que como se trata de um erro médio, ele pode tanto
aumentar como diminuir quando se trata da referéncia. O erro aumenta tanto devido a maior
quantidade de pontos a serem aproximados quanto pelo aparecimento de mais pontos em
regides de nao linearidade que exigem diferentes aproximagoes.

O erro em relacdo a grade ¢ o mais relevante na andlise porque reflete precisdo em
relacdo a uma quantidade massiva de pontos da FPH ndo linear. Esse erro em geral diminui
com aumento da quantidade de pontos fornecidos, pois reflete um melhor “conhecimento” do
comportamento da funcdo original pelo MLP. O erro diminui de maneira gradativa até a
estabilizacdo, o que significa que, mesmo com incremento de pontos, 0 mesmo se mantera
constante. Dessa forma, verifica-se que o erro de 0,115% ¢ o limite para o valor méximo 10
breakpoints (ou seja, a FLP possui 9 segmentos de reta) que fora delimitado nesse exemplo.
Note ainda que o tempo de simulagdo computacional cresce exponencialmente com o
aumento do nimero de pontos, tendo em vista que isso reflete no aumento do nimero de
variaveis e restrigdes dos problemas.

Se agora for aplicado o algoritmo RDP com tolerancia de 0,5 MW, i. e., qualquer
ponto cuja remog¢do nao provoque um erro maior de 0,5 MW serd excluido, o seguinte grafico

¢ obtido:

Figura 25 — FPH agregada linear obtida pelo MLP 1 ao ser utilizado 26 de 30 pontos

selecionados pelo RDP
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Fonte — do autor.

Na Figura 25, percebe-se a exclusdo de quatro pontos pelo RDP nas regides de maior
“linearidade” da FPH. Neste exemplo, o erro em relagdo a referéncia e em relagdo a grade se
mantiveram constantes, ao passo que o tempo de simulagdo caiu para 16,142 segundos. A

Tabela 4 mostra resumidamente os resultados a partir da utilizagao do algoritmo.
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Tabela 4 — Precisdo e desempenho de acordo com a quantidade de pontos de
referéncia selecionados pelo algoritmo de RDP

Pontos (K)
10 20 30 40 50 1000
Reduc¢io RDP 9 19 26 28 26 27

EMA_REF_RDP (%) 0,000 0,045 0,082 0,08 0,104 0,136
EMA_GRADE_RDP (%) 0,466 0,128 0,142 0,127 0,122 0,121
Tempo_RDP (s) 0,111 2,732 16,142 16,629 14,072 14,730

De imediato, verifica-se que a reducdo de pontos feita pelo algoritmo reduz
consideravelmente o tempo computacional. A precisdo observada em relagdao ao erro absoluto
da grade, no entanto, ¢ levemente reduzida em funcdo da tolerancia de 0,5 MW que fora
estabelecida no RDP.

Existe uma estabilizacdo na redug¢do de pontos por volta de 26 a 28 pontos dada a
tolerancia especificada para qualquer que seja a quantidade de pontos de entrada. Isso permite
estabelecer uma discretizagdo 6tima ao se estabelecer uma quantidade massiva de dados,
como por exemplo, 1.000 pontos e deixar a cargo do algoritmo a selecdo dos pontos. A
utilizacdo desse artificio permite, por exemplo, a redu¢do de mais que 250 segundos no tempo
de simulacdo ao custo de perder 0,006% de precisao, o que € bem razoavel.

A Figura 26 e a Figura 27 mostram, respectivamente, a diferenca em termos de

precisdo e desempenho para as estratégias utilizadas.

Figura 26 — Diferenca do erro médio absoluto na grade de referéncia entre as
estratégias com RDP e sem RDP, para tolerancia de 0,5 MW
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Figura 27 — Diferenca do tempo de simulacgdo entre as estratégias: com RDP x sem
RDP para tolerancia de 0,5 MW
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Em termos de precisdo, a discretiza¢do por meio do auxilio do RDP apresenta ganhos
apenas para 10 e 20 pontos utilizados. Outrora, ¢ observado uma grande reducao no tempo de
simulagdo ao custo de uma pequena redugdo na precisao.

O fator tempo de simulagdo ¢ crucial se o modelo for operar online (em tempo real),
assim o mesmo deve se adaptar a necessidade do usudrio em busca do equilibrio entre tempo
de simulagdo e precisdo aceitavel. Para este objetivo, pode-se considerar aumento da
tolerancia do algoritmo RDP, o que elevaria o desempenho computacional em troca da perda
de precisdo. Entretanto, se os MLPs sdo executados offline, ¢ possivel que o tempo de
simulacdo seja irrelevante. Ainda que esse seja o caso, por meio do estreitamento da
tolerancia do RDP, ¢ possivel alcancar precisdo idéntica a discretizardo uniforme com melhor
tempo computacional. Observe, por exemplo, a Figura 28, em que a tolerancia do algoritmo

RDP ¢ igual a 0,25 MW.

Figura 28 — FPH agregada linear obtida pelo MLP 1 ao ser utilizado 44 de 1000
pontos selecionados pelo RDP
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A FLP resultante tem uma precisdo de aproximadamente 0,115%, que ¢ a mesma
observada na discretizacdo uniforme para 50 pontos, com um tempo de simulacao 15
segundos menor. Logo, ainda que qualquer perda de precisdo por menor que seja, ndo seja
tolerada e que o tempo de simulacdo ndo seja um problema, a utilizagdo do RDP ¢ vantajosa
contanto que uma tolerancia suficientemente pequena seja utilizada.

Para o proposito desse trabalho, considerando a gama de simulacdes e os ganhos em
termos de tempo computacionais (com baixissima perda de precisdo), os proximos
experimentos utilizam 1.000 pontos de entrada iniciais para o caso univariado e 10.000 pontos
iniciais para o caso bivariado que sdo reduzidos e escolhidos pelo algoritmo RDP com uma

tolerancia de 0,5 MW,

4.2 RESULTADOS E DISCUSSOES PARA OS MODELOS LINEARES POR PARTES 1 E
2

Os MLP 1 e 2 retornam FLPs ndo-convexas para fungdes univariadas e diferenciam
entre si apenas em suas estratégias para estabelecer o ordenamento e a continuidade das
aproximacoes. A analise dos modelos se da por meio da variagdo do numero de breakpoints
em que B =5, 10, 15, ..., K; i. e., B aumenta até se tornar igual ao nimero de pontos que sao
escolhidos conforme explicado na se¢do 4.1. Os resultados do MLP 1 para UHEMA podem

ser vistos na Tabela 5.

Tabela 5 — Precisdo e desempenho do MLP 1 de acordo com a quantidade de
breakpoints para FPH univariada de UHEMA
Breakpoints (B)

5 10 15 20 B=K=27
EMA_REF (%) 0,752 0,136 0,032 0,000 0,000
EMA_GRADE (%) 0,621 0,121 0,087 0,063 0,063
Tempo (s) 1,334 14,730 15,588 17,069 20,761

A medida que se aumenta o nimero de breakpoints, o erro médio absoluto em
relagdo a referéncia descresce até zero, pois incorre no aumento da maleabilidade do modelo
que pode gerar mais segmentos para um grupo de pontos. O erro médio em relagdo a grade
também decresce com aumento de breakpoints até sua estabilizacdo em torno de 0,063%.

Pode-se afirmar entdo que 0,063% ¢ o menor erro absoluto alcangcado pelo modelo para essa
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FPH. Isto ¢, para uma tolerancia de 0,5 MW do RDP, tendo em vista que a quantidade de
pontos de referéncia e o consequente nimero maximo de breakpoints foram delimitados por

este.

Os resultados do MLP 2 sdo apresentados a seguir na Tabela 6.

Tabela 6 — Precisao e desempenho do MLP 2 de acordo com a quantidade de
breakpoints para FPH univariada da UHEMA
Breakpoints (B)
5 10 15 20 B=K=27
EMA_REF (%) 0,759 0,122 0,016 0,000 0,000
EMA _GRADE (%) 0,618 0,119 0,085 0,057 0,057
Tempo (s) 1,687 30,256 41,725 52,426 92,426

O MLP 2 ¢ superior em precisdo, mas inferior em desempenho em relacdo ao MLP 1.
Isso se explica pela maior quantidade de varidveis e restricdes utilizadas no MLP 2. A

diferenca entre os dois modelos pode ser melhor vista na Figura 29.

Figura 29 — Diferenga entre os erros e tempos de simulagdo para o MLP 1 e MLP 2
aplicados na FPH univariada da UHEMA
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O MLP 2 tem precisdo ligeiramente melhor que o MLP 1, mas o tempo de simulacao
pode ser até quatro vezes maior o que, dependendo do tipo de aplicacdo, pode invalidar sua
utilizagdo. No entanto, ¢ apropriado destacar novamente que, nos problemas de CG do caso
Brasileiro os modelos sdo executados offline, € as aproximagdes em geral sao validas por um

longo periodo, o tempo de simulagdo pode nao ser relevante de maneira que € justificavel e
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vantajoso aplicar ambos os modelos e utilizar a FLP com melhor precisdo entre os dois. Além
disso, dependendo da UHE, o menor numero de equagdes pode ser priorizado ao invés da
precisdo. Portanto, ¢ aconselhavel que ambos os modelos sejam aplicados para decidir aquele
que melhor se encaixa nas necessidades do usuario.

Considere agora o caso da UHESA que possui dois grupos de unidades geradoras
distintos. A aplicacdo do RDP com tolerancia de 0,5 MW, e a respectiva FPH com uma queda

bruta fixada em 15 metros, resulta nas selecdes observadas na Figura 30 e na Figura 31.

Figura 30 — Sele¢do de 23 de 1.000 na FPH agregada nao linear do Grupo 1 de
unidades geradoras da UHESA
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Figura 31 — Selecao de 24 de 1000 na FPH agregada ndo linear do grupo 2 de
unidades geradoras da UHESA
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A UHESA tem dois grupos de UGs: o grupo 1 e o grupo 2, possuindo,
respectivamente, 24 e 26 UGs. Quanto mais unidades geradoras sdo agregadas, mais suave e

mais “linear” € o comportamento da FPH agregada, o que explica a grande exclusao de pontos
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na regido intermediaria (mais linear). A Tabela 7 resume os resultados para aplicacdo do MLP

1 no Grupo 1.

Tabela 7 — Precisao e desempenho do MLP 1 de acordo com a quantidade de breakpoints para
FPH univariada do Grupo 1 da UHESA
Breakpoints (B)
5 10 15 20 B=K=23
EMA_REF (%) 0,645 0,081 0,043 0,000 0,000
EMA_GRADE (%) 0,101 0,043 0,038 0,036 0,028
Tempo (s) 0,487 21,146 54,860 1,212 1,172

Devido ao comportamento suave da FPH, a precisdo final alcangada é maior que
aquela observada em Machadinho. Note o desempenho computacional nao ¢ atrelado somente
ao nimero de varidveis e restrigdes do modelo, a convergéncia do modelo pode ser mais
demorada com numero especificos de pontos de entrada e breakpoints como observado no
aumento do tempo de simulagdo quando o numero de breakpoints € 15 e a posterior redugao
bruscaem 20 e B = K.

A Tabela 8 resume os resultados para aplicagdo do MLP 2 no Grupo 2 de unidades

geradoras da UHESA.

Tabela 8 — Precisdao e desempenho do MLP 2 de acordo com a quantidade de breakpoints para
FPH univariada do Grupo 2 de UGs da UHESA
Breakpoints (B)
5 10 15 20 B=K=24
EMA_REF (%) 0,568 0,075 0,017 0,000 0,000
EMA_GRADE (%) 0,098 0,039 0,046 0,474 0,035
Tempo (s) 0,828 15,961 32,123 14,273 14,668

O aumento do numero de breakpoints pode ndo necessariamente reduzir ou
estabilizar a precisdo. Observa-se na Tabela 8, por exemplo, que com 20 breakpoints existe
um aumento no erro médio absoluto em relagdo a grade, apesar do algoritmo chegar a erro
zero em relagdo a referéncia. Isso ocorre especialmente em fungdes mais suaves em que se
obriga o modelo a produzir mais aproximag¢des quando um bom erro pode ser alcangado com

poucos breakpoints.
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Por fim, a diferenca dos erros e tempo de simulagdo do MLP 1 e MLP 2 para os dois

grupos 1 e 2 de UGs pode ser visto nas Figura 32 e Figura 33.

Figura 32 — Diferenca entre os erros e tempos de simulagdo para o MLP 1 e MLP 2
aplicados na FPH univariada do grupo 1 de UGs da UHESA
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Fonte — do autor.

Figura 33 — Diferenca entre os erros e tempos de simulacao para o MLP 1 e MLP 2
aplicados na FPH univariada do grupo 2 de UGs da UHESA
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Assim como no caso da UHEMA, o MLP 1 ganha em termos de desempenho e perde
(ligeiramente) em termos de precisdo para o MLP 2, considerando que a precisdo ¢ preferivel

ao invés do nimero de equagdes reduzido.

4.3 RESULTADOS E DISCUSSOES PARA O MODELO LINEAR POR PARTES 3

No MLP 3 o parametro de entrada ¢ o erro de referéncia e se busca a minimizagao do

numero de breakpoints e, consequentemente, do numero segmentos/equacdes lineares. O erro
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de referéncia pode ser o erro médio absoluto, maximo absoluto ou méximo absoluto com foco
em regido de interesse conforme mostrado no Capitulo 3. Visto que até agora foram feitas
analises com base no erro absoluto médio, o parametro de entrada, nessa sec¢ao, sera focada no
erro maximo absoluto de referéncia, EAM REF. A consequéncia de utilizar esse parametro ¢
que o modelo procura por um erro maximo permissivel em cada ponto a custo de sacrificar o
erro médio. Isso ¢ particularmente interessante quando FPH linear apresenta erros maiores em
regides de interesse (regides de maior operagdo das UGs). Para analise desse modelo, o erro
varia de forma que EAM_REF = 15, 10, 5, ... ,1% e o nimero maximo de breakpoints serda B

= K. Assim, considere a Tabela 9 com os resultados do MLP 3 para UHEMA.

Tabela 9 — Numero minimo de breakpoints e desempenho do MLP 3 de acordo com erro
absoluto maximo estabelecido para FPH univariada da UHEMA.

EAM_REF (%)

15 10 5 2 1

Breakpoints (B) 2 2 2 6 8
EAM_GRADE (%) 15,001 10,000 5,001 2,000 1,000
Tempo (s) 2,200 2,201 2,405 4,631 8,107

O desempenho desse modelo em geral ¢ melhor devido ao fato de o numero total de
breakpoints estarem livres’. Note que o niimero minimo possivel de breakpoints (um
segmento de reta) ¢ igual a dois. No entanto, devido a possibilidade de diferentes
posicionamentos, ¢ possivel com apenas um segmento de reta chegar ao erro absoluto
maximo de 15%, 10 e 5%. A Figura 34 exemplifica uma FLP para um erro maximo absoluto

15%.

% Nos modelos prévios o nimero de breakpoints é um pardmetro de entrada fixo, ndo o local dos breakpoints. No
MLP 3 tanto o numero total quanto o local sdo escolhidos pelo algoritmo.
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Figura 34 — Exemplo da FPH para um erro maximo absoluto de 15%.
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O MLP 3 gerou uma FLP constituida de um unico segmento deslocado para atender

ao erro de 15% pedido. Em contrapartida, a Figura 35 mostra a FPH linear para um erro

maximo absoluto de 1%.

Figura 35 — Exemplo da FPH para um erro maximo absoluto de 1%.
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Fonte — do autor.

O mesmo ocorre quando o modelo ¢ aplicado aos grupos 1 e 2 de UGs de UHESA

com a diferenca que o comportamento suave da FPH também aumenta o desempenho do

MLP 3, conforme a Tabela 10 e a Tabela 11.

Tabela 10 — Numero minimo de breakpoints e desempenho do MLP 3 de acordo com erro
absoluto maximo estabelecido para univariada do grupo 1 de UGs da UHESA.
EAM_REF (%)
15 10 5 2 1
Breakpoints (B) 2 2 2 5 7
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EAM_GRADE (%) 15,000 10,000 4,789 3,624 1,580
Tempo (s) 1,308 1,683 2,057 2,536 3,228

Tabela 11 — Numero minimo de breakpoints e desempenho do MLP 3 de acordo com erro
absoluto maximo estabelecido para univariada do grupo 2 de UGs da UHESA.

EAM_REF (%)

15 10 5 2 1

Breakpoints (B) 2 2 2 5 7
EAM_GRADE (%) 15,000 10,000 5,000 2,042 1,002
Tempo (s) 1,462 1,629 1,385 3,197 2,311

Uma forma inteligente de utilizar o MLP 3 € por meio da aplicagdo do Algoritmo 1,
fornecido no Capitulo 3 que reduz o erro e executa o modelo sistematicamente até que a
variavel de folga seja diferente de 0, pois essa condi¢do s6 atendida quando o valor do erro ja
nao pode ser obtido pelo modelo. Ainda que o problema utilize a varidvel de folga em alguns
casos, como ocorrido em EMA REF = 2% e 1%, a solucdo ¢ utilizdvel, visto que o erro
absoluto maximo em relacao a grade reflete o erro para o teste na grade de 1000 pontos.

A Figura 36 mostra a progressao do algoritmo para um erro absoluto maximo inicial
de 15% com reducdo de 1% por iteracdo até que a varidvel de folga Ki seja maior que a
tolerancia de 0,00001.

Figura 36 — Erro absoluto méximo x nimero 6timo de breakpoints para FPH
univariada da UHEMA.
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O algoritmo chega até o erro absoluto médio de referéncia de 0% que equivale a um
erro de 0,947% em relacdo a grade de testes em aproximadamente 168,702 segundos. Note
que o erro absoluto pode oscilar para qualquer valor de breakpoints, isso porque nesse modelo
tanto o local dos breakpoints quanto o nimero méaximo desses sdo livres, assim o modelo
pode posiciona-los da forma mais conveniente na tentativa alcangar o erro almejado. A Figura

37 mostra a FPH nao linear e linearizada para a grade de testes.

Figura 37 — Exemplo da FPH univariada da UHEMA para um erro maximo absoluto
de 0,947% na grade de testes.
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A Tabela 12 resume os resultados obtidos a partir da aplicagdo do algoritmo para as

UGs da UHE Machadinho e os dois grupos de UGs da UHE de Santo Antonio.

Tabela 12 — Erro absoluto maximo com nimero 6timo de breakpoints a partir da utilizagao do
Algoritmo 1

UHEMA UHESA G1 UHESA G2

EAM_REF (%) 0,000 0,000 0,000
EAM_GRADE (%) 0,947 0,341 0,306
Breakpoints - Otimo (B) 17 19 19
Tempo (s) 163,423 88,092 168,702

Em todos os casos foi possivel chegar a um erro de 0% em relacao a referéncia o que
refletiu em valores satisfatorio para erro absoluto méximo em relagdo a grade de testes com a

FPH linear do grupo 2 de UGs de UHESA chegando em 0,306% o que representa a FPH vista
na Figura 38.
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Figura 38 — Exemplo da FPH univariada do grupo 2 de UGs da UHESA para um erro
maximo absoluto de 0,306% na grade de testes.
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4.4 RESULTADOS E DISCUSSOES PARA OS MODELOS LINEARES POR PARTES
CONCAVOS —~MLP 4 E MLP 6

O MLP 4 restringe a FLP dos MLPs 1 e 2 a FLP concavas. A utilizacdo desse
modelo na FPH agregada da UHEMA retorna a FPH vista na Figura 39.

Figura 39 — FPH agregada linear obtida pelo MLP 4 ao serem utilizados 26 de 30
pontos selecionados pelo RDP
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Fonte — do autor.

A imposicdo de concavidade restringe o local dos breakpoints o que naturalmente
piora a precisao da FLP obtida. No entanto, a caracteristica de concavidade da FLP obtida,

permite que a mesma seja utilizada em modelos de CG sem necessidade de adicionar
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variaveis bindrias para representar seu dominio o que ¢ uma grande vantagem em termos de
desempenho e a Unica possibilidade em sistemas de grande porte. A FLP quando aplicada na

grade de testes de 1.000 pontos resulta na Figura 40 que representa o resultado para B = K =

27, ou seja, 26 equagdes.

Figura 40 — FPH nio linear x linear concava para uma grade de testes de 1.000
pontos
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Os resultados para avaliagdo da precisdo e desempenho sio resumidos Tabela 13.

Tabela 13 — Precisdo e desempenho do MLP 4 de acordo com a quantidade de breakpoints
para FPH de univariada da UHEMA

Breakpoints (B)
5 10 15 20 B=K=27
EMA_REF (%) 0,796 0,808 0,672 0,689 0,689
EMA _ GRADE (%) 0,900 0,803 0,793 0,784 0,784
Tempo (s) 3,637 3,732 108,384 723,742 800,741

Apesar da reducdo no nimero de variaveis e restrigdes em relagdo aos modelos nao
convexos, nota-se que o desempenho computacional pode em certas ocasides ser pior em
modelos cdoncavos. Isso ocorre porque a condicdo de concavidade restringe o local dos
breakpoints. Isso somado ao fato de que o nimero de breakpoints é fixo, acaba por ocasionar
lentidao na convergéncia do modelo.

Ja a precisdao sempre serd igual (se FPH nao linear for perfeitamente concava) ou

inferior em relagdo aquelas obtidas nos modelos ndo-convexos principalmente devido a
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elevagdo do erro nas regides ndo concavas da FPH. Mesmo em relagdo a grade de referéncia,
a ndo ser que FPH ndo linear seja uma fun¢do concava perfeita, o modelo ndo chegara a 0%
pois ndo € possivel posicionar um breakpoint em cada ponto de referéncia da FPH nao linear
sem desrespeitar a restricdo de concavidade. Os resultados para os dois grupos da UHE de

Santo Antonio podem ser conferidos na Tabela 14 e Tabela 15.

Tabela 14 — Precis@o e desempenho do MLP 4 de acordo com a quantidade de breakpoints
para FPH de univariada do grupo 1 de UGs da UHESA
Breakpoints (B)
5 10 15 20 B=K=23
EMA_REF (%) 0,645 0,641 0,641 0,641 0,641
EMA _ GRADE (%) 0,101 0,098 0,098 0,097 0,097
Tempo (s) 0,444 1,614 1,845 1,584 1,999

Tabela 15 — Precisao e desempenho do MLP 4 de acordo com a quantidade de breakpoints
para FPH de univariada do grupo 2 de UGs da UHESA
Breakpoints (B)
5 10 15 20 B=K=24
EMA_REF (%) 0,568 0,564 0,564 0,564 0,564
EMA_GRADE (%) 0,098 0,094 0,094 0,094 0,094
Tempo (s) 0,418 1,287 1,477 1,994 1,403

As caracteristicas das FPHs da UHESA fazem com o que modelo concavo também
apresente uma boa precisdo. Nota-se que a partir de 5 breakpoints ja ndo se observa melhoria
do erro, o nimero de segmentos Otimos ja estd estabelecido. A adicdo de mais breakpoints
nesse caso apenas faz com o modelo gere aproximagdes repetidas.

O MLP 6 expande o MLP 4 para utilizacdo na FPH bivariada. Nesse caso, a queda
bruta também varia e assim se contempla a influéncia da ndo linearidade de ambas variaveis.
No caso bivariado, cada conjunto de pontos pertence a um hiperplano que ¢ um plano no caso
bivariado. Utilizando algoritmo RDP na FPH nao linear bivariada da UHEMA, sao

selecionados 96 pontos dando origem a FPH de referéncia conforme visto na Figura 41.
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Figura 41 — FPH bivariada nao linear da UHEMA construida a partir de 96 pontos
selecionados pelo RDP
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Fonte — do autor.

Aplicando o MLP 6 nos pontos obtidos, obtém-se a FPH linear vista na Figura 42.

Figura 42 — FPH bivariada linear concava da UHEMA obtida por meio de uma FLP
constituida por 20 hiperplanos
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Acima, o erro médio absoluto ¢ de 0,768% em relacao a referéncia e 0,945% em

relacdo a grade de testes para 20 hiperplanos conforme a Tabela 16.
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Tabela 16 — Precisdo e desempenho do MLP 6 de acordo com a quantidade de hiperplanos
para FPH de bivariada de Machadinho

Hiperplanos (NH)
5 10 15 20 NH=KxL=96
EMA_REF (%) 1,976 0,913 0,832 0,865 0,768
EMA_GRADE (%) 1,887 1,083 1,001 1,041 0,945
Tempo (s) 0,988 2,146 2,008 3,005 3,502

Por se tratar de duas variaveis a precisao da FLP obtida ¢ menor em relagdo ao caso
univariado, uma vez que agora existem as nao linearidades inseridas pela queda na FPH nao
linear. A convergéncia do modelo melhora consideravelmente uma vez que adi¢do de mais
um gradiente adiciona certa maleabilidade na obtencdo das aproximacgdes. A Figura 43 mostra
a FPH nao linear do grupo 1 das UGs de Santo Antonio a partir de 94 pontos selecionados

pelo RDP.

Figura 43 — FPH bivariada ndo linear das UGs do grupo 1 UHESA construida a partir
de 94 pontos selecionados pelo RDP
FPH - Agregada

Fonte — do autor.

Ao que o MLP 6 retorna uma FLP que gera a FPH linear vista na Figura 44 obtida a
partir dos 20 hiperplanos obtidos pelo modelo, testados para 10 mil pontos.
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Figura 44 — FPH bivariada linear concava das UGs do grupo 1 da UHESA obtida por
uma FLP constituida por 20 hiperplanos testados para 10 mil pontos
FPH - Agregada

Fonte — do autor.

Os resultados do MLP 6 para os grupos 1 e 2 da UHESA sdo resumidamente

apresentados na Tabela 17 e Tabela 18.

Tabela 17 — Precisdo e desempenho do MLP 6 de acordo com a quantidade de hiperplanos
para FPH de bivariada dos grupos 1 de UGs da UHESA

Hiperplanos (NH)
5 10 15 20 NH=KxL=96
EMA_REF (%) 1,572 1,154 0,888 0,924 1,307
EMA_GRADE (%) 0,723 0,521 0,163 0,187 0,149
Tempo (s) 0,134 0,204 0,234 0,367 28,869

Tabela 18 — Precisao e desempenho do MLP 6 de acordo com a quantidade de hiperplanos
para FPH de bivariada do grupo 2 de UGs da UHESA

Hiperplanos (NH)
5 10 15 20 NH=KxL=96
EMA_REF (%) 0,812 0,937 0,924 0,918 0,812
EMA_GRADE (%) 3,885 0,127 0,118 0,131 0,105
Tempo (s) 7,552 2,391 3,282 9,131 7,224

Assim como no caso univariado, as aproximacoes para FPH bivariada para os grupos

de UGs de UHESA sdo bem precisos de acordo com erro médio absoluto em relagdo a grade

de testes.
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4.5 RESULTADOS E DISCUSSOES PARA OS MODELOS LINEARES POR PARTES
CONCAVOS —MLP 5 E MLP 7

O MLP 5 trata de minimizar o niumero de breakpoints para um dado erro, mas
restringe a FLP a obtida @ uma FLP concava. A Figura 45 mostra a FPH linearizada da

UHEMA se utilizado o erro absoluto méaximo de 1% como pardmetro de entrada.

Figura 45 — FPH agregada linear da UHEMA obtida pelo MLP 5 com 1% de erro
absoluto maximo como parametro de entrada
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A FLP que origina a FPH concava em questdo ¢ construida com 5 breakpoints e tem

um erro absoluto maximo de 7,52% em relag@o a grade de testes conforme a Tabela 19.

Tabela 19 — Nimero minimo de breakpoints e desempenho do MLP 5 de acordo com erro
absoluto maximo estabelecido para FPH univariada da UHEMA

EAM_REF (%)

15 10 5 2 1

Breakpoints (B) 3 3 5 4 5
EAM_GRADE (%) 9,164 9,223 7,522 7,522 17,522
Tempo (s) 0,060 0,135 0,197 0,296 0,959

O tempo de simulacdo ¢ bem reduzido com a liberdade na quantidade de breakpoints
do modelo assim como ocorre no modelo ndo convexo. A exigéncia de concavidade provoca

uma disparidade bem maior entre o erro de referéncia e o erro da grade de testes do que o que

ocorre em no modelo ndo convexo.
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A partir de 5% de erro absoluto maximo como parametro de entrada, 0 maximo que
MLP 5 consegue chegar em relagdo a FPH ndo linear ¢ de aproximadamente 7,522% de forma
que se pode assumir que em um valor anterior de entrada, o modelo ja passa a exigir a
variavel de folga. As diferengas na quantidade breakpoints ocorre pela divergéncia de em
quais pontos a variavel de folga ¢ utilizada na tentativa de estabelecer o erro exigido.

O emprego do Algoritmo 2 aceita utilizar o processo iterativo que for utilizada no
MLP 5 para determinagao do menor erro absoluto maximo e o respectivo niimero 6timo de

breakpoints. A Figura 46 mostra o progresso do processo iterativo.

Figura 46 — Erro absoluto maximo x numero 6timo de breakingpoints para FPH
univariada da UHEMA
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Por meio do algoritmo, tém-se que o menor erro absoluto ¢ encontrado quando
utilizado o erro de referéncia de 7% como parametro de entrada, o que resulta em uma FLP
que entrega uma FPH linear com erro absoluto méaximo de 7,352%. Esse erro ¢ superior que
aqueles obtidos para exigéncia de 5%, 2% e 1% na referéncia conforme visto anteriormente, o
que indica que a variavel de folga foi utilizada. Por isso, € relevante o emprego do algoritmo
de busca para que se tenha o ultimo resultado para o qual o MLP nao utilizara a variavel de
folga.

O MLP 7 ¢ uma expansdo do MLP 5 para o caso multivariado. A figura a seguir

apresenta a FPH linear do grupo 2 de UHESA obtida para um erro absoluto maximo de 1%.
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Figura 47 — FPH agregada linear bivariada das UGs do grupo 2 de UHESA obtida
pelo MLP 7 com 1% de erro absoluto maximo como parametro de entrada
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Fonte — do autor.

Neste caso, o erro maximo em relagdo a grade de testes para FPH linear € de 5,71%

com 10 hiperplanos conforme a Tabela 20.

Tabela 20 — Numero minimo de hiperplanos e desempenho do MLP 7 de acordo com erro
absoluto maximo estabelecido para FPH bivariada do grupo 2 de UGs da UHESA

EAM_REF (%)

15 10 5 2 1
Hiperplanos (NH) 15 16 16 10 10
EAM_GRADE (%) 15,002 10,000 6,592 5,717 5,717
Tempo (s) 1,312 1,230 1,190 1,664 1,664

Mesmo no caso bivariado, o tempo computacional ¢ bom devido a liberdade na
quantidade de hiperplanos escolhido. Ademais, a suavidade da FPH ndo linear de UHESA
permite que exista uma maior correspondéncia entre o erro absoluto maximo da grade e da
referéncia pelo menos para erros maiores.

O Algoritmo 3 permite a procura do niimero de hiperplanos 6timos para o menor erro

para o caso bivariado conforme a Figura 48.



Capitulo 4. Implementa¢do Computacional e Resultados 96

Figura 48 — Erro absoluto méximo x niimero 6timo de hiperplanos para FPH
bivariada do grupo 2 de UGs da UHESA
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Fonte — do autor.

O menor erro de referéncia para que se tem uma solu¢do que ndo utiliza a variavel de
folga ¢ de 3% que resulta em 4,667% em relacdo a grade de referéncia com 6 hiperplanos.

A Tabela 21 resume os resultados do Algoritmo 3 para as UHE em estudo.

Tabela 21 — Resumo da aplicacao do Algoritmo 3 paras as FPHs bivariadas de UHEMA e

UHESA

UHEMA UHESA G1 UHESA G2
EAM_REF (%) 3,000 4,000 3,000
EAM_GRADE (%) 4,194 4,474 4,677
Hiperplanos - Otimo (NH) 10 31 6
Tempo (s) 7,968 52,365 59,052

Nota-se que apesar do algoritmo se tratar de um processo iterativo, o tempo
computacional para determinagdo do nimero 6timo de hiperplanos para um dado erro ¢

relativamente rapido tendo em vista que o MLP 7 tem um tempo de simulagdo curto.
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5 CONCLUSOES E RECOMENDACOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A representagdao da Fungdo de Producao Hidrelétrica (FPH) ¢ um dos aspectos mais

relevantes em modelos de coordenagdo da geragdo, tais como os modelos de planejamento da

operacao energética (POE). O ponto chave desse trabalho ¢ a controlabilidade no processo de

obtencdo da FPH linearizada, o que ¢ feito por meio de diferentes estratégias. As analises dos

resultados dos modelos lineares por partes (MLP) oferecidos permitem as seguintes

conclusoes:

A utilizagdo do algoritmo de Rammer-Douglas-Peucker (RDP) para exclusao
de pontos leva a ganhos consideraveis em termos de desempenho do modelo
ao custo de uma pequena redugao na precisao. No experimento foi notado um
uma diferenca superior a 250 segundos para uma perda de 0,006% na
precisdo. Ademais, mesmo que a precisdo precise ser conservada, ¢ possivel
uma redugdo do tempo de simulagdo por meio da reducao da tolerancia do
algoritmo.

Em relagdo aos modelos ndo convexos univariados. O erro médio absoluto
ficou perto de 0% com poucos breakpoints, tendo como uma base de testes
uma grade massiva de dados.

Em relacdo aos modelos concavos univariados e bivariados. O erro ficou
abaixo de 1% mesmo nos casos bivariados, sendo que para uma usina com
grande nimero de unidades como UHE de Santo Ant6nio, o erro médio
absoluto ficou abaixo de 0,2%.

Nos modelos de minimizacdo do nimero de hiperplanos, o erro absoluto
maximo foi utilizado como parametro de entrada, ficando menor que 5% para
maioria dos casos. Por terem o nimero de breakpoints/hiperplanos livres, os
modelos tem alto desempenho computacional o que permite a utilizagdo de
algoritmos  iterativos para determinagdo do numero Otimo de
breakpoints/hiperplanos como tempos de simulagdo inferiores a 3 minutos.

O modelo que apresentou piorr desempenho foi o MLP 3 devido ao nimero
fixo de breakpoints associado a restri¢ao de posicionamento dos mesmos para

garantir a concavidade da FLP.
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Algumas sugestdes para trabalhos futuros sao:

A FPH linearizada reflete a FPH nao linear de forma que uma melhor
representacdo da FPH ndo linear pode trazer aproximacdes mais
significativas. Uma forma de melhorar a representagdo da FPH nao linear ¢
por meio da melhor representacdo do rendimento hidraulico, como por
exemplo, por meio do fatiamento das regides de queda liquida de forma que o
polindmio Unico possa ser substituido por multiplos polindomios.

Os MLPs sdo dependentes da modelagem do big-M que sdo os valores e
constantes “suficientemente” grandes. O big-M ¢ na realidade um conceito e
existem diferentes estratégias para estimar esses parametros de forma que
eles ndo sejam arbitrariamente muito grandes. Uma melhor estimativa desses
parametros para FPH poderia impulsionar o desempenho do modelo,
permitindo que o mesmo utilize uma grade maior de pontos com uma
tolerancia menor do algoritmo RDP.

Apesar de uma utilizagdo mais restrita, modelos ndo-convexos tem seu campo
de utilizacdo e sdo mais precisos. Seria interessante a expansdao do modelo
nao-convexo pro caso bivariado. Para tanto, € necessario estudar formas de
estabelecer continuidade em modelos paramétricos e modelar as possiveis

restrigdes como restri¢cdes lineares.
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APENDICE A - PROVA DE CONTINUIDADE DOS MODELOS

A continuidade do MLP estabelecida por (REBENNACK et. al, 2020) imposta por

meio das restri¢cdes (65) - (68) pode ser explicada por meio da Figura 49.

Figura 49 — Exemplo de continuidade para um intervalo de dados de acordo com

(REBENNACK et. al, 2020)
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Suponha que exista um breakpoint, », entre os pontos Qx € Qx+1, conectando dois

segmentos lineares com equagdes PGk = cuQxk + du € PGk = cu+1Qxk + du+1, respetivamente.

Nesse caso, OkH = Ok+1,H+1 = 1 € para que os dois segmentos adjacentes sejam continuos,

ambos precisam ter o mesmo valor 7, onde Qk< 7<Qx+1. Logo, para cu # Ch+:

Cyt +dy =cyr +dy, (193)
;o= dy,—dy (194)
Cy —Cun
d,. —d
Qk SMﬁQkH (195)
Cn = Cun

A direcao das desigualdades muda de acordo com o sinal do denominador. Se ch -
cu+1 > 0 entdo yy = 1 € 8'xu = 1, o que indica que o gradiente decresce entre os dois
segmentos. De outra forma se cu - cu+1 < 0 entdo yy = 0 e dkn = 1, o que indica que o

gradiente aumenta entre os dois segmentos. As restrigdes (65) - (68) sdo ativadas de acordo
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com essas duas ocasides. Se yz € sempre 1 a FLP ¢ concava, se yx ¢ sempre 0 entdo a FLP ¢
convexa.
Por outro lado, a continuidade do MLP estabelecida por (KONG et. al, 2020)

imposta por meio das restrigdes (91)-(97) pode ser explicada por meio da Figura 50.

Figura 50 — Exemplo de continuidade para um intervalo de dados de acordo com
(KONG et. al, 2020)

2

/ i
Iq*hi,ml = Qherper

il

@ Dados

@ Breakpaints

1
T
1
I
1
1
1
1
I
1
1
|
T
1
1
1
|
T

Qk Q0 Qw

Fonte — do autor.

Suponha que dois segmentos, fu € fu+: se conectam e que PGk = fu(Qx) e que PGk+
= fu+1(Qx+1). Além disso, PG’k = fu+1(Qk) ¢ PG’x+1 = fu (Qk+1) sdo os valores aproximados
nos segmentos lineares adjacentes. Se existe um breakpoint entre Qk € Qk+1, € se (PG’k -
PGk)(PG’k+1 - PGk+1) > 0, entdo a FLP ¢ continua para todo k = 1,...,B. Assim, para que a
continuidade seja garantida, o valor dos termos (PG’k - PGk) e (PG’k+1 - PGk+1) precisam ser
ambos positivos ou negativos. Se um dado ponto ¢é o ultimo do segmento, ou seja, 8% n = 1,
ento uy  ou vy, i assumem o valor 1. Isso forca que p xwm /g ki ou pru/q iy sejam 0 o que garante
que os ambos os termos (PG’k - PGk) ¢ (PG’k+1 - PGk+1) sejam negativos ou positivos,

garantindo a continuidade.
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ANEXO A - DADOS DAS USINAS UTILIZADAS NOS EXEMPLOS

Neste anexo sao fornecidos os dados das usinas hidrelétricas utilizadas nos exemplos

e experimentos nesse trabalho.

Tabela 22 — Coeficientes da Cota de Montante
UHEMA UHESA UHEITA
Ao 432E+02 2,96E+01 3,32E+02
Ay 147E-02 430E-02 7,52E-03
A, 0,00E+00 -1,54E-05 0,00E+00
A; 0,00E+00 1,92E-09 0,00E+00
A4 0,00E+00 2,12E-14 0,00E+00

Tabela 23 — Coeficientes da Cota de Jusante
UHEMA UHESA UHEITA
By 3,72E+02 4,34E+01 2,61E+02
B: 1,93E-03 8,48E-04 3,01E-03
B, -8,53E-08 -221E-08 -5,64E-07
B; -8,53E-08 3,89E-13 6,79E-11
Bs -2,62E-17 -2,90E-18 -3,03E-15

Tabela 24 — Dados do Reservatorio
UHEMA UHESA UHEITA

Volume minimo (hm?) 2283,00 1945,76 4300
Volume maximo (hm?) 3340,00 2461,75 5100
Vertimento maximo (m?/s) - 84000 7410
Queda bruta maxima (m) 107,10 27,86 -
Queda bruta minima (m) 87,20 12,35 -

Tabela 25 — Dados da Turbina
UHEMA UHESA G1 UHESA G2 UHEITA

Vaziao maxima (m3/s) 435 598 568 318
Vazao minima (m?/s) 200 180 180 241
Numero de maquinas 3 24 26 3
Poténcia operativa minima (MW) - 23,60 22,40 -
Poténcia operativa maxima (MW) 380 73,29 69,59 -

Coeficiente de Perda Hidraulica 1,83E-05 4.47E-07 4,96E-07
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Tabela 26 — Coeficientes de Rendimento.

UHEMA UHESA G1 UHESA G2
Eo 0,15873 0,4565 0,3353
E; 0,0023513 0,000946 0,001441
E: 0,0036111 0,03105 0,02683
E;  8,13E-06 6,54E-06 -1,15E-05
Es -491E-06 -1,19E-06 -1,38E-06
Es -2,12E-05 -0,0009 -0,000428
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