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RESUMO 

 

O planejamento da operação energética realizado no Sistema Elétrico Brasileiro visa 

determinar uma política ótima de operação em um horizonte plurianual, sendo executado por 

meio de uma cadeia de modelos matemáticos composta pelos problemas de médio-prazo, 

curto-prazo e da programação diária da operação. Um aspecto chave, e em constante 

aprimoramento, é a representação da geração hidrelétrica em cada modelo desta cadeia, a qual 

é dada pela modelagem da função de produção hidrelétrica (FPH). Embora em geral as usinas 

hidrelétricas possuem múltiplas unidades geradoras (UGs), uma alternativa atrativa consiste 

em representar uma FPH por usina, i.e., constrói-se uma função que representa a geração da 

usina ao invés da geração de cada UG. Ademais, por limitação de tempo de execução 

(particularmente na programação diária) e representação das não linearidades, é importante 

que a FPH por usina seja dada por um modelo linear por partes (MLP). Neste cenário, este 

trabalho propõe dois tipos de MLP contínuos (um côncavo e outro não convexo) para a 

inclusão da FPH por usina nos modelos de planejamento da operação. Dependendo do tipo de 

aplicação (i.e., modelo da cadeia ou característica de uma usina em particular), o framework 

permite a escolha entre o MLP côncavo, para FPHs modeladas com uma ou duas variáveis, e 

o MLP não convexo (mais preciso) para FPH dependente apenas da vazão. Essa escolha, 

portanto, garante uma larga abrangência de aplicação do framework. Ambos MLPs utilizam, 

de maneira offline, técnicas de programação linear (ou quadrática) inteira mista, com uma pré-

seleção otimizada dos pontos da FPH não linear por meio do algoritmo de Ramer-Douglas-

Peucker. Como destaque, o framework possibilita o controle do número de hiperplanos e, 

consequentemente, da dimensionalidade do MLP da seguinte forma: (i) minimização do erro 

para um número fixo de hiperplanos; ou (ii) minimização do número de hiperplanos para um 

dado erro fornecido. A utilização dos modelos propostos resultou em precisões da ordem de 0 

à 1% em termos de erro absoluto médio, dependendo do número de variáveis, tipo de 

aproximações e número de hiperplanos. Já o erro absoluto máximo foi de até 5% sob as 

mesmas circunstâncias para duas usinas hidrelétricas do Sistema Interligado Nacional (SIN) 

utilizadas nos testes. 

 

Palavras-chave: Função de Produção Hidrelétrica; Aproximação Linear por Partes; 

Programação Linear Inteira Mista. Programação Quadrática Inteira Mista. 

 

  



 

 

ABSTRACT 

 

The generation scheduling problem in the Brazilian Electric Power System aims to determine 

an optimal operation policy in a multi-year horizon through a chain of mathematical models 

that ranges from medium-term, short-term, and day-ahead scheduling problems. A critical 

aspect constantly improving is the representation of the hydroelectric generation in each chain 

model, which is given by modeling the Hydro Production Function (HPF). Although, in 

general, hydroelectric plants have multiple Generating Units (GUs), an attractive alternative is 

to represent the HPF by a single and equivalent GU; in other words, a function is built to 

represent the generation of the plant instead of the generation of each GU. Furthermore, due 

to the limited simulation time and the representation of non-linearities, the HPF must be given 

by a Piecewise Linear (PWL) model. In this scenario, this work proposes two types of 

continuous PWL (a concave and another non-convex) to include the equivalent HPF in 

generating scheduling problems. Depending on the kind of application (the model or 

characteristics of a particular plant), the framework allows the choice between a concave 

PWL for HPFs modeled with one or two variables and non-convex (more precise) PWL for 

HPFs that are only dependent on the turbined outflow. This choice, therefore, guarantees a 

wide range of applications of the framework. All models use offline, mixed-integer linear (or 

quadratic) programming techniques, with an optimized pre-selection of the non-linear HPF 

points through the Ramer-Douglas-Peucker algorithm. As a highlight, the framework makes it 

possible to control the number of hyperplanes and, consequently, the PWL dimensionality as 

follows: (i) error minimization for a fixed number of hyperplanes; or (ii) minimization of the 

number of hyperplanes for a given error. The proposed models resulted in accuracies ranging 

from 0 to 1% in terms of mean absolute error, depending on the number of variables, type of 

approximations and number of hyperplanes. The maximum absolute error was up to 5% under 

the same circumstances for two hydroelectric plants of the National Interconnected System 

(SIN) used in the tests. 

 

Keywords: Hydro Production Function; Piecewise Linear Approximations; Mixed Integer 

Linear Programming; Mixed Integer Quadratic Programming. 
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1  INTRODUÇÃO 

 

O setor de energia elétrica mundial tem passado por transições significativas no 

tocante à digitalização das redes elétricas, gerenciamento e automação de indústrias, 

ampliação na utilização de fontes renováveis e aprimoramento de tecnologias de geração de 

energia descentralizada. Todo esse processo é sintetizado nos chamados 3Ds: 

Descarbonização, Digitalização e Descentralização. Nesse contexto, o Brasil, por exemplo, 

apresenta uma posição privilegiada, possuindo em 2020, cerca de 83% da matriz energética 

constituída por energia renovável (EPE, 2021). No entanto, é válido destacar que parte 

considerável da matriz, cerca de 65,2%, advém de hidroeletricidade, cuja expansão é limitada 

devido às restrições ambientais. Assim, é importante otimizar a utilização deste tipo de 

recurso o qual, é realizado por operadores e agentes de geração mundo afora, principalmente, 

com apoio de modelos de coordenação da geração (CG) de longo, médio e de curto prazos 

(WOOD; WOLLENBERG; SHEBLÉ, 2014). As características matemáticas desses modelos 

estão intrinsicamente ligadas com o desenho de mercado empregado em um dado sistema 

elétrico. Em sistemas cujo desenho de mercado adota um despacho do tipo loose-pool, os 

modelos de CG são instrumentos usados majoritariamente por agentes que coordenam a oferta 

e fazem o despacho. É normalmente utilizado em sistemas compostos por fontes de geração 

com melhor previsibilidade do custo, e.g., termelétricas que tem o preço de produção atrelado 

ao combustível utilizado (HJELMELAND; HELSETH; KORPÅS, 2019); (KONG, J; 

SKJELBRED; FOSSO, 2020). Nesse tipo de modelo, o mercado se autorregula por meio da 

lei de oferta e demanda, i. e, do preço que os consumidores estão dispostos a pagar e aquele 

que as geradoras se propõe a vender.  Por outro lado, no caso dos mercados com despacho 

centralizado, i.e., do tipo tight-pool, o objetivo é empregar a cadeia de modelos de CG na 

busca pela minimização do custo esperado de operação do sistema (CONCEIÇÃO; 

MARCATO; RAMOS; FILHO; BRANDI; JÚNIOR, 2016); (KANG; CHEN; WANG, 2018) 

;(FREDO; FINARDI; MATOS, 2018); (LIN; QIAO; ZONGXIANG, 2021). É 

majoritariamente utilizado em sistema com pouca previsibilidade do custo de produção, e.g., 

sistema hidrotérmicos. Em que a água teoricamente não tem custo, mas em face da falta de 

oferta da mesma, o sistema recorre a fontes de energia mais caras, como as termelétricas, de 

forma que existe um valor atribuído a água. 
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O desenho de mercado utilizado no Brasil está associado com um despacho do tipo 

tight-pool centralizado. Nesse sentido, a CG serve para o estabelecimento de uma política de 

operação dos recursos eletroenergéticos do Sistema Interligado Nacional (SIN) que atenda a 

demanda de maneira econômica e confiável. Dadas as complexidades associadas a CG, tais 

como a incorporação de incertezas, a alta dimensionalidade do problema devido ao número de 

usinas, unidades geradoras, as não linearidades, o acoplamento espacial e temporal 

(FINARDI, 2003); (LARROYD, 2012), o número de linhas de transmissão, o Operador 

Nacional do Sistema (ONS) realiza a CG (ou planejamento da operação e programação diária, 

conforme é defino no Brasil) com o apoio de uma cadeia de modelos computacionais de CG, 

desenvolvidos pelo Centro de Pesquisas de Energia Elétrica (CEPEL), composta pelos 

modelos de médio prazo, curto prazo e da programação diária da operação eletroenergética 

(MACEIRA; TERRY; COSTA; DAMÁZIO; MELO; 2002). 

O modelo computacional NEWAVE é utilizado no Planejamento da Operação 

Energética (POE) de médio prazo, possuindo como horizonte de planejamento um período de 

10 anos dividido em intervalos mensais. Esse modelo visa otimizar a utilização dos recursos 

de geração no horizonte de planejamento e utiliza o conceito de subsistemas equivalentes de 

energia para representar as usinas hidrelétricas (DINIZ; MACEIRA, 2008); (SOUZA 

THOMÉ, 2013); (LARROYD, 2016). Por sua vez, no modelo de curto prazo, é utilizado o 

DECOMP, com horizonte de planejamento de dois meses, com intervalos semanais que, 

diferentemente do NEWAVE, representa as usinas hidrelétricas individualmente e acrescenta 

algumas restrições elétricas especiais (FREDO, 2016). Além disso, o DECOMP se acopla ao 

modelo de médio prazo por meio da função de custo futuro1. Por fim, na programação diária, 

é utilizado o modelo DESSEM, com horizonte de planejamento de até uma semana e 

intervalos de meia a uma hora com representações detalhadas das unidades termelétricas 

(MUHLEN, 2020); (SCUZZIATO, 2016); (SANTOS; DINIZ; SABOIA; CABRAL; 

CERQUEIRA, 2020). 

Para qualquer que seja o modelo da cadeia, a política de decisão associada está 

diretamente ligada a modelagem das hidrelétricas. Dessa forma, a representação da função de 

produção hidrelétrica (FPH) é um importante aspecto da modelagem em cada tipo de modelo 

 
1 Suscintamente, a Função de Custo Futuro (FCF) traduz a estratégia futura de operação para os modelos de 

curto prazo da cadeia de otimização (DECOMP (CEPEL, 2013). Metodologicamente, a FCF é a representação 

da política operativa, propriamente dita.  
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de CG. Suscintamente, a FPH determina a potência de saída a partir do produto entre vazão 

turbinada, queda líquida e rendimento da unidade geradora (UG), sendo este último função 

também da vazão e queda. Como resultado, a FPH é usualmente representada por uma função 

multivariável, não linear e não convexa. Além da representação por UG, a FPH ainda pode 

representar a produção da usina por meio da agregação das UGs em uma UG equivalente 

(FREDO et al., 2018). Nos modelos de CG de médio e curto prazos, a inclusão das incertezas 

para gerência de riscos via, por exemplo, modelos de programação estocástica (CONCEIÇÃO 

et al., 2016), é prioritária. Neste caso, a dimensionalidade e as características matemáticas da 

FPH devem ser controladas para que os modelos de CG possam incluir as incertezas de 

maneira eficiente. Ademais, com a inserção cada vez maior de geração eólica e de usinas 

hidrelétricas do tipo fio d’água, o modelo da programação diária da operação também deve 

investigar a necessidade da inclusão de incertezas em sua modelagem, demandando o mesmo 

tipo de exigência de modelagem da FPH dos modelos de horizonte maior. Neste contexto, a 

representação agregada das UGs é preferível, pois a elevada dimensionalidade introduzida 

pela representação individualizada onera ainda mais computacionalmente a resolução dos 

modelos de CG. Ainda que a representação agregada seja a opção mais viável, outros aspectos 

que oneram o processo de solução dos modelos de CG são as não linearidades e não 

convexidades inerentes da FPH. Nesse sentido, a alternativa que tem se mostrado muito 

eficiente é a representação da FPH por uma função linear por partes (FLP), a qual permite que 

os problemas de CG sejam resolvidos de maneira eficaz via softwares comerciais de 

programação linear (PL) e programação linear inteira mista (PLIM) (KONG et al., 2020). 

Com base neste contexto, o objetivo principal desse trabalho consiste em apresentar 

um framework computacional baseado nas mais recentes contribuições desenvolvidas para 

ajustes de FLPs apresentados nos trabalhos (REBENNACK, KRASKO, 2020); (KONG; 

MARAVELIAS, 2020). Para acessar a performance do framework proposto, os modelos 

foram testados nos dados de duas usinas do sistema Brasileiro, a usina hidrelétrica de Santo 

Antônio (UHESA) e a usina hidrelétrica de Machadinho (UHEMA). A primeira, possui 3,568 

MW distribuídos em 50 UGs do tipo Bulbo e opera como uma usina fio d’água. Por sua vez, a 

segunda, que possui variação de até 1,000 hm3 no volume armazenado, a capacidade é de 

1,140 MW, distribuída em três UGs do tipo Francis. Para apoiar os avanços propostos neste 

trabalho, na próxima seção é realizada uma revisão do estado da arte, em que são 

apresentados os trabalhos mais recentes que fazem uso da representação agregada da FPH. 
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1.1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

A representação agregada da FPH é muito utilizada no contexto dos modelos de CG, 

seja em sistemas puramente hídricos (HAMANN; HUG; ROSINSKI, 2017), ou no caso de 

sistemas hidrotérmicos com ou sem a presença de energia solar e eólica (NAZARI-HERIS; 

MOHAMMADI; GHAREHPETIAN, 2017); (DAS; BHATTACHARYA; KUMAR, 2019); 

(GUPTA; KUMAR; KHATOD, 2019); (LI; WANG; CHEN, 2019); (KANG; GUO; WANG, 

2017).  

Umas das abordagens mais comuns na representação de FPH é a utilização de 

modelos de produtividade constante (BRANDI; RAMOS; DAVID; DIAS; JUNIOR, 

MARCATO, 2016); (HELSETH; FODSTAD; MO, 2016), em que a FPH depende 

unicamente da vazão turbinada e que, portanto, não inclui os efeitos de variação da queda e 

rendimento hidráulico adequadamente. Embora esse tipo de representação se faça presente em 

modelos de CG com horizonte mais longo, como no caso da CG de médio prazo, com a 

redução do horizonte de planejamento e aumento do detalhamento exigido nas modelagens do 

problema de curto prazo, a precisão do modelo de produtibilidade constante pode se tornar 

não aceitável. Neste contexto, a representação da FPH com a produtividade variável, que 

incorpora as não linearidades do rendimento hidráulico e queda2 deve ser utilizada.  

Os modelos propostos em (NAZARI-HERIS et al., 2017); (DAS, et. at., 2018); (LI 

et. al, 2019) representam a FPH como uma função quadrática dependente do volume e da 

vazão turbinada. Ainda que nesse caso o produto entre vazão e queda tenha sido englobado, a 

utilização de funções quadráticas leva inevitavelmente ao uso de modelos de programação 

quadrática inteira mista (PQIM), que onera computacionalmente a resolução do problema. O 

modelo proposto em (GUPTA et. al, 2019) utiliza a FPH não linear em função da queda e 

vazão turbinada. Essa abordagem necessita do uso de técnicas de programação não linear 

(PNL) que, embora resulte em soluções precisas, são inviáveis para utilização em sistemas de 

grande porte. Ainda, em alguns trabalhos como em (KANG; GUO; WANG, 2017); (LIAO; 

ZHANG; LIU; FANG; LI, 2020) a linearização é baseada nos conjuntos SOS23. A ideia é que 

 
2 A queda, por depender de outras variáveis tais como volume e defluência, pode ser incluída nos problemas de 

otimização por meio de restrições não lineares. Contudo, conforme será visto a seguir, por se tratar de uma 

função de natureza separável, as técnicas descritas aqui para os MLPs com uma única variável podem ser 

combinadas para representar a queda. 
3 Conjuntos ordenados especiais do tipo 2. 
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os pontos de potência, queda e vazão turbinada possam ser expressos como uma combinação 

convexa dos conjuntos SOS2. Por se tratar de modelos não-paramétricos (TORIELLO; 

VIELMA, 2012), esse tipo de representação pode exigir maior esforço computacional em 

razão do maior no número de variáveis de decisão. 

Outra abordagem comumente observada é a utilização de FLP exclusivamente 

univariadas. Para tanto, uma queda bruta é fixada e a linearização é feita para a função 

resultante que varia com vazão turbinada, levando em consideração nesse caso os efeitos do 

rendimento e perdas hidráulicas (LIN et al., 2021). A principal vantagem desse método se dá 

na simplicidade de implementação e o bom desempenho computacional. Esse tipo de 

representação pode ser adequado para usinas com “menos importância” (i.e., usinas com 

capacidade de geração muito menor em relação ao sistema que estão inseridas) ou para 

representação simplificadas em estágios finais do horizonte de planejamento em modelos de 

mais longo prazo.  

Um método eficiente para obtenção de uma FLP é proposto em (KANG et al., 2018) 

referente a aplicação em reservatórios em cascata na operação de longo prazo. Nesse trabalho, 

a linearização é realizada por meio da minimização do erro quadrático entre a FLP e a FPH 

original. A FLP é dependente da média do volume armazenado e a da vazão turbinada. Apesar 

da boa precisão gerada pelo método, não é considerada a representação não-linear do 

rendimento hidráulico, como feito em (FREDO, 2016); (FREDO et al., 2018); (MUHLEN, 

2019) onde o rendimento hidráulico é escrito por intermédio de uma aproximação polinomial 

de segundo grau conforme proposto em (DINIZ; ESTEVES; SAGASTIZÁBAL, 2007).  

Em (FREDO, 2016), a FPH linear por partes é obtida por meio da heurística proposta 

em (DINIZ; et. al., 2008) que tem como base a técnica de Convex Hull (CH) (ANDREW, 

1979) e é representada por um conjunto de planos em função das variáveis volume, 

vertimento e vazão turbinada. A mesma técnica de CH é utilizada também em outros 

trabalhos (MUHLEN, 2019); (HAMANN et al.,2017). É importante destacar, que os planos 

extraídos por meio da heurística de (DINIZ et. al, 2008) são côncavos e, portanto, podem ser 

implementados nos modelos de CG sem adição de variáveis binárias, o que favorece 

significativamente a performance computacional. No entanto, essas aproximações 

frequentemente superestimam o valor da real função, majoritariamente nas regiões não 

côncavas da FPH, necessitando assim coeficientes de ajustes que, embora melhorem o erro de 

aproximação, têm um limite de eficácia em virtude da não convexidade da função original.  
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Ainda em (MUHLEN, 2019), o autor faz uma análise comparativa entre a técnica de 

CH e da minimização dos erros quadráticos advinda de uma modelagem do tipo PQIM de 

(KANG et al., 2018). Foi verificada a superioridade, em termos de precisão, da minimização 

dos erros quadráticos (que utiliza um processo de otimização numérica). É valido destacar, no 

entanto, que o número de planos é controlado indiretamente por meio da discretização 

uniforme da FPH, o que pode causar esforço computacional adicional por considerar pontos 

desnecessários nas regiões de “maior linearidade” da FPH. Outro ponto a se notar é o método 

para determinação do número ótimo de planos que ocorre por meio de um algoritmo iterativo 

que executa o problema de otimização repetida vezes. Processos iterativos associados a 

problemas de otimização numérica são onerosos computacionalmente, ainda mais quando não 

existe uma seleção pré-determinada de dados pois o problema acaba utilizando de um número 

grande de variáveis e restrições. 

Um passo relevante na obtenção da FLP é a seleção de dados da FPH não linear que 

devem ser fornecidos para o MLP. Esse processo ocorre por meio da partição do domínio que, 

em alguns trabalhos, podem ser dar por meio da discretização uniforme (equidistante) do 

domínio (DINIZ et al., 2008); (FREDO et al., 2018); (MUHLEN, 2019) ou por meio de 

triangulações aleatórias testadas por meio de heurísticas como em (TORIELLO et al., 2012). 

Em (DOUGLAS; PEUCKER, 1973) os autores apresentam um algoritmo que elimina uma 

determinada quantidade de pontos que constituem uma curva e dão origem a uma curva 

semelhante com menos pontos de acordo com uma tolerância pré-estabelecida. Esse algoritmo 

pode ser usado na aplicação em planos por meio dos procedimentos apresentados em 

(RAMER, 1972). Como resultado, esse algoritmo é conhecido na literatura como algoritmo 

Ramer-Douglas-Peucker (RDP) e pode ser utilizado para estabelecer a seleção otimizada dos 

pontos que constituem uma curva. 

Os trabalhos de (REBENNACK et. al, 2020); (KONG et. al, 2020) trouxeram 

contribuições importantes no campo de ajustes de FLPs. Ambas modelagens evitam o uso de 

restrições não lineares necessárias para manter a continuidade, constituindo um importante 

avanço as formulações gerais de MLP apresentadas por (TORIELLO et. al., 2012). Os autores 

utilizam extensivamente construções do tipo big-M para sanar problemas relativos a 

disjunções matemáticas que não poderiam ser expressas em Programação Linear (PL), e.g., 

para estabelecer continuidade e ordenamento via restrições lineares, resultando assim em 

modelos contínuos paramétricos para funções univariadas. No modelo de (REBENNACK et. 
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al., 2020) o número de variáveis e restrições é inferior ao modelo de (KONG et. al. 2020), o 

que torna o esforço computacional deste último, ligeiramente superior. No entanto, os 

modelos podem diferir em precisão devido as diferentes estratégias para estabelecer a 

continuidade dos modelos. Por fim, os modelos fornecem a generalização necessária para que 

as FLP sejam côncavas e que seja possível minimizar: o erro quadrático (ou absoluto) para um 

número fixo de hiperplanos ou o número de hiperplanos para um erro fixo. 

 

1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO 

 

Como visto na seção anterior, existem poucos trabalhos literatura que propõe uma 

representação refinada da FPH por usina por meio de uma FLP obtida com base no controle 

do número de hiperplanos ou de um erro de linearização pré-estabelecido. O objetivo 

principal desse trabalho consiste em apresentar um framework computacional baseado nas 

mais recentes contribuições desenvolvidas em (REBENNACK et. al, 2020); (KONG et. al, 

2020); (TORIELLO et. al., 2012) para o ajuste de MLPs na aproximação da FPH por usina. 

Ainda, destaca-se a utilização do algoritmo RDP (RAMER, 1972); (DOUGLAS et. al, 1973) 

para partição ótima do domínio de forma a reduzir o número de variáveis e restrições dos 

MLPs, além de otimizar a escolha da região das funções não lineares a serem aproximadas.  

Para alcançar o objetivo, os principais passos a serem seguidos nessa dissertação 

consistem em: 

(1) Apresentar detalhadamente a FPH não linear para o caso individualizado (i.e., 

UG) e construir o modelo de otimização baseado em PLIM para extrair a 

FPH agregada semelhante ao que foi realizado por (FREDO, 2016) para 

obtenção do conjunto de pontos discretos necessários nos MLP.  

(2) Apresentar e comparar dois diferentes métodos de partição do domínio da 

FPH: (i) o mais utilizado na literatura que se baseia na discretização 

uniforme, i.e., o domínio é subdividido em uma grade de pontos espaçados de 

forma equidistante, e (ii) em que é feita uma partição ótima do domínio de 

acordo com algoritmo RDP. Em termos gerais, busca-se uma curva com uma 

concentração maior de pontos em regiões de não-linearidade acentuada da 

FPH. 
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(3) Apresentar formulações que permitem o controle da precisão e do esforço 

computacional resultantes nos modelos de CG. O controle é atingido por 

meio de duas maneiras: (i) minimização do número de hiperplanos para um 

dado erro para região completa ou uma região de interesse; e (ii) minimização 

do erro para um número fixo de hiperplanos. Ao estipular um dado erro 

aceitável na linearização, é possível obter a mínima quantidade de 

hiperplanos associada, limitando assim o número de variáveis do problema e 

melhorando o desempenho computacional. É possível por meio disso, 

estabelecer, por exemplo, erros aceitáveis para diferentes usinas hidrelétricas 

de acordo com sua importância no sistema (e.g., capacidade de potência ou 

armazenamento). A previsibilidade do desempenho computacional é maior se 

optar por fixar o número de hiperplanos, conhecendo-se assim de antemão o 

número de variáveis e restrições do modelo.  

(4) Apresentar as formulações para obtenção de MLPs não convexos e côncavos. 

Embora mais precisas, o modelo não convexo necessita de variáveis binárias 

o que pode ser impeditivo para uso em problemas de grande porte. Nesse 

trabalho, o MLP não convexo está restrito ao caso univariado, sendo assim 

mais adequado para usinas com pequena capacidade instalada ou para 

representação simplificada em estágios finais do horizonte de planejamento 

de um dado modelo da cadeia. O MLP côncavo dispensa a utilização de 

variáveis binárias para representação da FPH agregada em problemas de CG, 

sendo mais exploradas nesse contexto. Nessa dissertação, a abordagem 

côncava será tanto utilizada no caso univariado como bivariado.  

(5) Analisar a precisão das aproximações por meio da verificação do erro 

absoluto médio entre os resultados das FLPs e da função não linear para uma 

quantidade superior de pontos aos que foram usados no MLP.  

 

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO 

 

O Capítulo 2 é focado na FPH não linear. Em um primeiro momento, é abordado o 

modelo analítico da FPH individualizada com a descrição detalhada de cada um dos 

parâmetros e variáveis que a compõe. Posteriormente, são apresentados os modelos não 
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lineares inteiros mistos para obtenção da FPH agregada de uma UHE. Por fim, são descritas 

as diferentes estratégias de partição do domínio da FPH a ser utilizada nos modelos lineares 

por parte. 

No Capítulo 3 é apresentada a definição básica e modelagem matemática inicial dos 

modelos de aproximações contínuos. São explorados os cálculos iniciais necessários para os 

modelos, as estratégias exploradas na literatura para estabelecer continuidade e os modelos 

PLIM e PQIM resultantes para o caso univariado. Posteriormente, são introduzidas as 

generalizações necessárias para impor concavidade no modelo. Por fim, os modelos côncavos 

são expandidos para o caso bivariado. 

No Capítulo 4 são feitas as análises e discussões acerca das implementações 

computacionais dos modelos. Primeiramente são apresentados os casos que serão avaliados e 

que de maneira cada modelagem será utilizada. Na sequência, são analisados os erros de 

aproximações e os erros associados a regressão não linear para cada modelo apresentado. 

Por fim, no Capítulo 5 são feitas as conclusões, considerações finais e apresentação 

de propostas para trabalhos futuros. 
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2  MODELAGEM DA FUNÇÃO DE PRODUÇÃO DE UMA USINA HIDRELÉTRICA 

 

O objetivo principal deste capítulo é apresentar a modelagem dos diferentes tipos de 

representação da FPH agregada com base nas características construtivas das usinas 

hidrelétricas que compõe o SIN. A representação agregada é particularmente mais requerida 

para representar a geração hidrelétrica em modelos de CG, pois reduz substancialmente a 

dimensionalidade do problema. No entanto, não se dispõe de um modelo analítico para 

construção da FPH agregada, a não ser que algum tipo de simplificação seja adotado. Nesse 

sentido, é apresentada primeiramente a modelagem não linear e individualizada da FPH por 

UG. Posteriormente, são estabelecidos os modelos de otimização baseados em programação 

não linear inteira mista (PNLIM) para extração de um conjunto de pontos que são usados para 

a obtenção da FPH agregada. Destaca-se que as variáveis que descrevem o comportamento 

das funções dependem de características operativas da usina tais como a capacidade de 

regularização e a influência do vertimento. Por fim, o capítulo apresenta as diferentes 

estratégias de partição do domínio da FPH, sendo uma com divisões equidistantes e uma nova 

proveniente da combinação da equidistante com o algoritmo RDP para seleção ótima de 

pontos. 

 

2.1 MODELAGEM DA FUNÇÃO DE PRODUÇÃO HIDRELÉTRICA INDIVIDUAL 

 

Uma usina hidrelétrica é um sistema que tem como objetivo primordial converter 

energia potencial gravitacional em energia elétrica. Para tanto, a mesma converte a energia 

potencial em energia cinética que por sua vez movimenta as turbinas que convertem energia 

mecânica em elétrica.  
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Figura 1 – Diagrama esquemático de uma UHE 

Fonte – (BRITO, 2015) 

 

Na Figura 1, a água é captada no canal de adução no nível de montante, conduzida 

com uma determinada vazão pelo conduto forçado, passa pelo conjunto gerador-turbina. Por 

fim, sai pelo canal de restituição no nível de jusante. Dentro desse processo, a potência que 

pode ser fornecida pelo conjunto gerador-turbina é limitada pela potência hidráulica 

disponível, phd (MW), que pode ser descrita por:  

 

Como observado em (1) , a potência hidráulica disponível é diretamente proporcional 

à vazão turbinada, w (m³/s), à queda bruta, hb (m), que é a diferença entre os níveis de 

montante, fcm (m), de jusante, fcj (m) e uma constante G. Essa constante é obtida pelo 

produto da aceleração da gravidade, g (m²/s), da densidade da água, σ (kg/m³), e ainda se 

considera uma conversão de Watts (W) para Mega Watts (MW). Embora a constante G possa 

variar de acordo com a localidade, a diferença normalmente é muito pequena. Para todo 

efeito, este trabalho considera g = 9,8361 m/s², σ = 997 kg/m³ o que resulta em G = 9,81×10-3 

kg/(m²s²).  

O conjunto gerador-turbina é chamado de unidade geradora (UG), sendo responsável 

por converter a energia hidráulica disponível em energia elétrica nos terminais do gerador. O 

diagrama com o fluxo de potência pode ser visto na Figura 2. 

 

Gphd hb w=    (1)  
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Figura 2 – Diagrama esquemático do fluxo de potência em uma unidade geradora 

Turbina Geradorphd pet pst peg pg

ph pt pmt pgg

 

Fonte - (BRITO, 2015) 

 

A velocidade da água associada a fricção ao passar no conduto forçado incorre em 

perdas relacionadas ao fluxo, definidas como perdas hidráulicas ph (m). Matematicamente, 

essas perdas são descontadas da queda bruta, o que resulta na queda líquida hl (m). Ao 

computar as perdas de fluxo, é possível expressar a potência de entrada na turbina, pet (MW), 

que chega nos terminais da turbina:  

 

Parte da energia potencial é convertida em energia mecânica pela turbina, pois a 

mesma apresenta diferentes pontos de rendimento hidráulico, η, de acordo com a vazão 

turbinada e queda líquida que a unidade está submetida. Dessa forma, devem ser descontadas 

as perdas da turbina, pt (MW), que dependem do rendimento hidráulico. A potência mecânica 

de saída da turbina, pst (MW), pode então ser expressa por: 

 

Gpst hl w=     (3) 

 

Por fim, a potência final de saída nos terminais geradores, pg (MW), pode ser obtida 

ao se descontar as perdas mecânicas, pmt (MW), oriundas do eixo que acopla a turbina e 

gerador e a perdas globais do gerador, pgg (MW). Assim como no caso do rendimento 

hidráulico, a relação de perdas associadas as perdas mecânicas e perdas do gerador podem ser 

expressas por meio do rendimento mecânico, ηm, e o rendimento do gerador, ηg. Assim: 

 

( )G Gpet hb ph w hl w=  −  =     (2) 

G Gpg hl w pmt pgg g m hl w=   − − =       (4) 
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As perdas relacionadas ao rendimento hidráulico são muito mais significativas que as 

perdas mecânicas e as perdas no gerador. Dessa forma, é possível considerar o rendimento 

mecânico e o rendimento do gerador como unitário sem grande comprometimento da 

precisão. Logo, a equação (4) pode ser expressa como em (5): 

 

 

Antes de estabelecer a formulação final para FPH individualizada, este trabalho 

aborda de forma mais detalhada as formulações matemáticas do rendimento hidráulico e da 

queda líquida.  

 

2.1.1 Rendimento Hidráulico da Turbina 

 

O rendimento hidráulico é um importante parâmetro que indica a eficiência com que 

a turbina entrega potência no eixo de acoplamento com o gerador. Esse parâmetro é 

comumente considerado constante em problemas de coordenação da geração de médio prazo 

(BRANDI; et. al., 2016); (HELSETH et. al., 2016), desprezando-se assim os efeitos das não 

linearidades do rendimento na representação de FPH.  

Fisicamente, o rendimento hidráulico depende da queda líquida e da vazão turbinada 

em cada UG j. Essa relação na forma (ηj, wj, hlj) pode ser verificada por meio de curvas ou 

diagramas comumente conhecidos como curva colina que são fornecidos pelos fabricantes da 

turbina. A Figura 3 exemplifica uma curva colina. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gpg hl w=     (5) 
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Figura 3 – Curva colina de uma turbina hidráulica 
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Fonte – (Finardi, 2003) 

As curvas de nível identificam o rendimento hidráulico da turbina em função da 

queda líquida (eixo horizontal) e da vazão turbinada (eixo vertical). Observe que existe um 

valor máximo de rendimento, sendo que qualquer outro ponto resultará em um valor de 

rendimento inferior 

Com base em testes de campo e dados da curva colina da UG, o rendimento 

hidráulico pode ser expresso por uma função não linear que depende majoritariamente de (wj, 

hlj). Nesse trabalho, será considerada a abordagem de (DINIZ et. al., 2007) que mostra que o 

rendimento hidráulico pode ser expresso satisfatoriamente por meio de um polinômio de 

segundo grau como expresso em: 

 
2 2( , ) 0 1 2 3 4 5E E E E E Ej j j j j j j j j j j j j j jhl w w hl w hl w hl = + + + + +  (6) 

em que, 
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Ekj k-ésimo coeficiente do polinômio que representa o rendimento hidráulico da UG j. 

j índice da UG. 

 

Figura 4 – Rendimento hidráulico da curva da colina das UGs de 4 pás da UHE de Santo 

Antônio 

 
Fonte – do autor. 

 

Figura 5 – Rendimento hidráulico obtido a partir de uma aproximação polinomial de segundo 

grau das UGs de 4 pás da UHE de Santo Antônio 

 
Fonte – do autor. 

 

A Figura 4 e a Figura 5 mostram, respectivamente, a curva real obtida a partir do 

escaneamento completo da curva colina4 de Santo Antônio e a curva obtida a partir da 

aproximação polinomial de segundo grau feita na curva real. O erro de aproximação5 é de 

 
4 Curva fornecida pelo fabricante a partir dos ensaios realizados nas UGs.  
5 Aproximação estimada por meio do erro absoluto médio, considerando uma validação em aproximadamente 2 

mil pontos. 
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cerca de 0,0045% o que caracteriza uma precisão satisfatória. Os dados do polinômio em 

questão se encontram no ANEXO A. 

 

2.1.2 Altura de Queda Líquida 

 

A queda líquida vista pela unidade geradora é definida como a diferença entre a 

queda bruta e as perdas hidráulicas associadas a vazão turbinada nessa UG. Por definição, a 

queda bruta, hb, é dada pela diferença entre a cota de montante e a cota de jusante, as quais 

dependem na maioria dos casos do volume armazenado e da vazão total defluente que é a 

soma da vazão turbinada na usina e da vazão vertida pelo vertedouro do reservatório. 

A queda líquida vista pela unidade geradora é definida como a diferença entre a 

queda bruta e as perdas hidráulicas associadas a vazão turbinada nessa UG. Por definição, a 

queda bruta, hb, é dada pela diferença entre a cota de montante e a cota de jusante, as quais 

dependem na maioria dos casos do volume armazenado e da vazão total defluente que é a 

soma da vazão turbinada na usina e da vazão vertida pelo vertedouro do reservatório. 

 

( , , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( )j j j j j jhl v q s w hb v q s ph w fcm v fcj q s ph w= − = − −   (7) 

em que, 

fcm(v) valor da cota de montante (m) que depende do volume armazenado no reservatório, v 

(hm³). 

fcj(q,s) valor da cota de jusante (m) que depende da vazão turbinada na usina, q (m³/s), e do 

vertimento, s (m³/s). 

 

As perdas hidráulicas podem ser expressar como: 

 
2( ) PHj j j jph w w=   (8) 

 

Em (8), PHj é a constante usada para representar a função de perda hidráulica da UG 

j (s²/m5), a qual considera que as UGs possuem um circuito de adução individual. Quando este 

não é o caso, (8) depende também das vazões turbinadas de outras UGs da mesma usina. 

Embora a modelagem (8) é a mais comum, o framework a ser apresentado neste trabalho não 

exige essa limitação. 
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Por sua vez, as cotas de montante e de jusante são comumente aproximadas por meio 

de um polinômio de quarta ordem: 

 
2 3 4( ) 0 1 2 3 4A A A A Afcm v v v v v= + + + +   (9) 

em que, 

fcm o valor da cota de montante (m). 

Ak k-ésimo coeficiente do polinômio da cota de montante. 

 
2 3 4( , ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4B B B B Bfcj q s q s q s q s q s= + + + + + + + +   (10) 

em que, 

fcj o valor da cota de jusante (m). 

Bk k-ésimo coeficiente do polinômio que representa a 

cota de jusante. 

A Figura 6 e a Figura 7 mostram as cotas de jusante e de montante da UHE Itá 

obtidas a partir dos polinômios apresentados com dados no ANEXO A. Note que, dependendo 

da usina, a cota de montante pode ser representada por um uma função linear. Isso seria 

possível, por exemplo, para usina de Itá, onde a fcm apresenta esse tipo de comportamento. 

 

Figura 6 – Cota de jusante de UHE de Itá. 

 
Fonte – do autor. 
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Figura 7 – Cota de montante da UHE de Itá. 

 
Fonte – do autor. 

 

Substituindo as equações (10), (9), (8) em (7), chega-se à formulação completa que 

representa a queda líquida. 

  
2 3 4 2 3

4 2

1

( , , , ) ( ) ( ) ( )

( ) , com

0 1 2 3 4 0 1 2 3

N

4

A A A A A B B B B

                          B     

                       

PH

j j

j j j

j

hl v q s w v v v v q s q s q s

q s w q w
=

= + + + + − − + − + − + −

+ − =    (11) 

Tendo em vista as variáveis de controle e de estado observadas na expressão (11), é 

possível afirmar que equação é válida para as chamadas usinas com regularização e com 

influência do vertimento. De acordo com (FREDO, 2016), as usinas do SIN podem 

essencialmente ser subdividas em quatro tipos, classificadas de acordo com a capacidade de 

regularização e influência do vertimento. 

 

2.1.2.1 Usinas Fio D’água 

 

São usinas com reduzida capacidade de regularização, tendo como recurso de 

geração apenas a vazão natural do curso d’agua. Considerando que estas podem ou não ter 

influência da vazão vertida, é possível subdividi-las ainda em dois grupos distintos: 

 

• Tipo 1 – Sem influência da vazão vertida: Por não depender de v e s, esse 

tipo de usina tem a sua FPH dependente da vazão turbinada na usina, que por 

sua vez é função da vazão em cada UG j, wj. Assim, a equação (11) pode ser 

simplificada como: 
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2 3 4 2( , ) ( )
0 1 2 3 4

FCM V B B B B B PH

                 

j j j jhl q w q q q q w= − − − − − −
 (12) 

Acima, V é o volume em que a usina fio d’água deve operar em um dado estágio no 

horizonte de planejamento e N é o número disponível de UGs para operação. 

 

• Tipo 2 – Com influência da vazão vertida: neste tipo, a queda líquida 

depende unicamente das variáveis de controle s, wj e da variável de estado q. 

Assim, a equação  (10) se torna: 

 
2 3 4 2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4FCM(V) B B B B B PHj j j jhl q s w q s q s q s q s w= − + + + + + + + + −  (13) 

 

2.1.2.2 Usinas com Capacidade de Regularização 

 

São usinas que possuem reservatório, possibilitando o acúmulo de água e 

consequente uso de volume útil para se adaptar a períodos de cheia e estiagem. Assim como 

no caso das usinas fio d’água, podem ser subdivididas em dois tipos: 

 

• Tipo 3 – Sem Influência da Vazão Vertida: Com ausência da influência do 

vertimento, possui como variável de controle somente wj, com as variáveis de 

estado v e q. 

 
2 3 4 2 3 4 2( , , ) 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4A A A A A B B B PHB Bj j j jhl q v w v v v v q q q q w= + + + + − − − − − −  (14) 

 

• Tipo 4 – Com Influência da Vazão Vertida: São em sua maioria usinas de 

grande porte e com alta capacidade de regularização. Representam cerca de 

43% das usinas que compõe o SIN cuja queda depende de todas as variáveis 

de controle e estado, i. e., v, q, wj e s. Assim, a expressão da queda líquida é 

aquela verificada em (11). 

 

2.1.3 Função de Produção Hidrelétrica Individualizada 
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Por meio da equação do rendimento hidráulico (6) e queda líquida (7) e perdas 

hidráulicas (8) é possível escrever a formulação matemática para FPH individualizada (5). A 

queda líquida por depender de variáveis como volume e defluência, pode ser incluída nos 

modelos de CG por meio de restrições não lineares em função da queda bruta e vazão 

turbinada. Neste trabalho, serão fornecidas duas formulações básicas da FPH em função da 

queda bruta e da vazão turbinada de forma que atendam qualquer usina do SIN (BRITO, 

2015).  

 

2.1.3.1 Formulação 1: Caso Univariado 

 

Substituindo (6), (7) e (8) em (5), obtém-se a equação da FPH individualizada para a 

Formulação 1 que expressa a potência em função de uma queda bruta fixa e da vazão 

turbinada de cada UG conforme (15). 

 
2

2 2 2

2 2

( )

( ) ( )

( )

0 1 2 0

3 0 4 0

5 0

E E E HB

G E HB E H

B

PH

PH PH

P

B

H HE

j j j j j j

j j j j j j j j j j

j j j

w w

pg w w w w w

w

 + + −
 

=  + − +  − 
 
+ −  

 (15) 

 

2.1.3.2 Formulação 2: Caso Bivariado 

 

A FPH em (16) é expressa como função da queda bruta e da vazão turbinada de cada 

UG. Por sua vez, hb pode ser representada por restrições lineares das cotas de montante e 

jusante diretamente no modelo de CG. 

 
2

2 2 2

2 2

( )

( ) ( )
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3 4
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E E E
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PH
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PH

j j j j j j

j j j j j j j j j j

j j j

w hb w

pg w hb w w hb w w

hb w

 + + −
 

=  + − +  − 
 
+ −  

 (16) 

 

2.2 MODELAGEM DA FUNÇÃO DE PRODUÇÃO HIDRELÉTRICA AGREGADA 
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O próximo passo consiste em detalhar o modelo agregado, foco deste trabalho. No 

modelo agregado, parte-se da premissa de que a usina será representada por uma única UG de 

modo que a mesma não depende da vazão turbinada por cada unidade wj.  

Inicialmente, considere que uma dada usina possui N UGs distintas. Para facilitar a 

apresentação, considere também que cada UG possui apenas uma faixa operativa, dada pelo 

intervalo de vazões turbinadas [Wj
min – Wj

max]. Para obter a redução dimensional visada pelo 

modelo agregado, as N FPHs individuais devem ser substituídas por uma função que dependa 

de hb e q, de acordo com umas das duas formulações apresentadas na seção anterior. Dado 

que a perda e o rendimento hidráulico totais da usina dependem do número de UGs 

despachadas para uma dada condição de queda e vazão individuais, então não se tem 

disponível uma função analítica que represente precisamente esta agregação. 

Uma estratégia para estabelecer o modelo agregado é por meio da solução de um 

problema de programação não linear inteira misto (PNLIM) que busca determinar para um 

determinado ponto de operação, a máxima potência. A solução do problema então fornece um 

conjunto de dados discretos que dependem do tipo de formulação, conforme indicado na 

Tabela 1. 

Tabela 1 – Conjuntos de pontos fornecidos por cada formulação 
Formulação Variáveis de 

Estado 

Variáveis de Controle Dados 

1 - w [PGk, Qk] 

2 hb w [PGkl, Qk, HBl] 

 

Em que: 

Qk 

Conjunto com com k = 1, 2, 3,..., K valores de q no intervalo de vazão turbinada pela 

usina [Qmin – Qmax]. 

HBl 

Conjunto com l = 1, 2, 3,..., L valores de hb  no intervalo de queda bruta válida da 

usina [HBmin –  HBmax]. 

PGkl Conjunto com K x L valores máximos de potência (MW) obtidos no ponto de 

operação de acordo com as formulações fornecidas a seguir. Se hb for fixo, então L = 1 

e PGk é um conjunto de K valores máximos de potência. 

Na sequência, serão fornecidas as formulações baseadas em PNLIM para obtenção 

dos vetores de cada formulação. 
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2.2.1 FPH Agregada para Formulação 1 

 

Para ilustrar a obtenção da FPH, considere a expressão (15) e ainda que queda bruta 

é fixada em HB0 para uma usina com N unidades geradoras. Neste caso, a expressão final da 

FPH agregada vai depender apenas da vazão turbinada na usina, i.e., Qk. Entretanto, para 

alguns valores de Qk é possível obter mais de um valor de PGk, pois a produtibilidade da 

usina pode mudar em função do número de UGs utilizadas. Sabendo que na prática os 

operadores buscam operar na máxima produtibilidade, é interessante então que o modelo 

agregado considere a máxima potência que pode ser obtida para um dado q. Para tanto, para 

cada valor discretizado de Qk, tal que k = 1,...,K, deve ser resolvido o seguinte modelo de 

otimização: 

 

1

maximize
N

PG  k j

j

pg
=

=   (17) 

s.a: 
1

1 ..,, ,.
N

NQj k

j

w j
=

==   (18) 
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PH
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E P

H

H

E

HB

j j j j j j

j j j j j j j j j j

j j j

w w

pg w w w w w

w

j

 + + −
 

−  + − +  − = 
 
+

 =

−  

 (19) 

min max
W Wj j j j ju w u   (20) 

.{0,1} 1, ..,, Nju j =   (21) 

em que, 

k é o índice associado com a discretização da vazão. 

uj é uma variável binária que indica o estado on-off da UG j. 

 

Assim, são resolvidos K problemas de otimização e, portanto, obtidos K valores de 

PGk. De maneira ilustrativa, para UHE de Machadinho, cujo os dados constam no ANEXO A. 

O comportamento da FPH para este caso pode ser visto na Figura 8. 
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Figura 8 – FPH univariada para a usina exemplo 

 
Fonte – do autor. 

 

Na Figura 8, as funções FPH1, FPH2 e FPH3 são obtidas de acordo com o número 

de unidades ativas. A região de viabilidade de cada curva é limitada pelo número de UGs 

ativas, pois Qj
max é soma das vazões individuais Wj

max = 435 m³/s. Observe que para cada 

valor de vazão existe uma quantidade de unidades para o qual a máxima potência ocorre. 

Esses pontos são expressos pela curva FPHM.  

 

2.2.2 FPH Agregada para Formulação 2 

 

No caso da FPH representada como função da vazão e queda bruta, então deve-se 

adotar uma grade que considera, além de Qk, os valores de HBl. Deste modo, para cada par 

[Qk, HBl] deve-se resolver o seguinte modelo de otimização: 
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N

PG  kl j

j

pg
=

=   (22) 

s.a: 
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1 ..,, ,.
N

NQj k

j

w j
=

==   (23) 
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 

−  + − +  − = 
 
+

 =

−  

 (24) 

min max 1,. ,, .. NW Wj j j j j ju w u  =   (25) 

{0,1}ju   (26) 

 

Assim, são resolvidos K×L problemas de otimização e, portanto, obtidos K×L 

valores de PGkl.  

De maneira ilustrativa, o comportamento da FPH para este caso pode ser visto na 

Figura 9.  

Figura 9 – Modelo bivariado da FPH Agregada 

 
Fonte – do autor. 

 

A Figura 10 é obtida a partir da resolução do modelo (22)-(26). 
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Figura 10 – FPH bivariada agregada em função de q e hb 

 
Fonte – do autor. 

 

2.3 CONSIDERAÇÕES A CERCA DAS ZONAS PROIBIDAS DE GERAÇÃO 

 

Uma das restrições operativas de uma usina são dadas pelas zonas proibidas de 

geração, as quais são regiões em que as turbinas não devem operar (de maneira contínua). 

Essas regiões são assim denominadas por se caracterizarem como regiões onde se observa 

baixa eficiência, regiões de ocorrência de cavitação e vibrações mecânicas com graves 

consequências físicas para a turbina. Na Figura 11, notam-se as zonas proibidas de geração de 

uma UG da usina de Itaipu. 

 

Figura 11 – Zonas (faixas) proibidas de geração para uma UG da UHE de Itaipu 

 

 
Fonte – autor desconhecido. 
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Note que as modelagens para FPH agregada apresentadas podem tanto compreender 

o valor de Wj
min como 0 ou como o valor mínimo de operação delimitado pelo fabricante. No 

primeiro caso, a faixa proibida de operação é contemplada e no segundo, apenas a faixa 

operativa viável da turbina. Para todo caso, o ponto em que a vazão nula deve existir e ocorre 

quando a unidade está desligada, sendo necessário para que o modelo de MLP seja capaz de 

gerar planos que se certifiquem que a potência é nula para qualquer que seja o ponto de vazão 

turbinada 0.  

A Figura 12 mostra, respectivamente, a FPH unidimensional da UHE Machadinho 

construída com Wj
min = 0 (zona proibida desconsiderada) e Wj

min = 280 m³/s (zona proibida 

contemplada). 

 

Figura 12 – FPH com e sem a zona proibida de operação. 

 
Fonte – do autor. 

 

2.4 PARTIÇÃO DO DOMÍNIO 

 

A qualidade na representação de um MLP normalmente depende do número de 

pontos extraídos da FPH não linear. Em geral, a qualidade aumenta em função do número de 

pontos obtidos. Entretanto, um valor adequado do total de pontos não é simples de se 

determinar, em especial, devido a não convexidade da FPH.  

Comumente é feita uma partição uniforme do domínio que descreve a FPH, o que 

leva a obtenção de uma grade de pontos dividida de forma equidistante (MUHLEN, 2019). 

Esse processo melhora indiretamente a qualidade das aproximações até certo limite à medida 

que ocorre um aumento de pontos nas regiões de não linearidade. No entanto, também são 
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adicionados pontos em regiões de maior linearidade, o que onera (desnecessariamente) 

computacionalmente a resolução do problema. Isso é mais visível em algoritmos de 

otimização numérica em que o número de pontos aumenta a quantidade de variáveis de 

decisão. Como meio de sanar esse problema, é possível fazer uma seleção otimizada dos 

pontos por meio do algoritmo de Ramer-Douglas-Peucker (RDP). Nesse sentido, o RDP 

permite aumentar o desempenho computacional dos modelos de CG, pois é possível obter 

FLPs com precisão equivalente usando um número menor de pontos ou com uma precisão 

superior utilizando uma mesma quantidade desses que a partição uniforme à medida que 

existe a possibilidade de concentrar a seleção de pontos nas regiões de interesse da FPH não 

linear. 

Essa seção trata da discretização uniforme e da discretização ótima por meio da 

utilização do algoritmo RDP nas funções de produção. 

 

2.4.1 Partição Uniforme do Domínio 

 

Para exemplificar, considere a Formulação 2 em que a PGkl = f(Qk, HBl) é associada 

com a FPH da UHE de Machadinho. Nesse caso é estabelecido inicialmente uma grade de 

NG pontos dada pela combinação Qk e HBl, tal que k = 1,...,K e l = 1,...,L. Ilustrativamente, 

considere uma grade de pontos (K = L = 5), o que resulta em NG = 25, cujo domínio pode ser 

observado na Figura 13.  
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Figura 13 – Grade de pontos com o domínio de hb e q para a FPH da UHE de Machadinho 

com K=L=5. 

 
Fonte – do autor. 

 

A seleção do domínio acima, resulta na FPH com NG pontos expressa na Figura 14.  

 

Figura 14 – FPH agregada da UHE de Machadinho para NG = 25 pontos 

 
Fonte – do autor. 

 

Em geral, o aumento da quantidade de pontos melhora a representação da FPH e, até 

certo limite, as aproximações obtidas pelo MLP, conforme mostrado na Figura 15. 
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Figura 15 – FPH agregada para uma grade de 100 e 10 mil pontos 

 
Fonte – do autor. 

 

Em alguns modelos de linearização, como a heurística com CH de (DINIZ et al. 

2008), a precisão do modelo é controlada indiretamente por meio do aumento da 

discretização. O modelo CH é um modelo de bom desempenho computacional, mas com 

precisão limitada por superestimar os valores reais da FPH não linear. O modelo de (KANG 

et al., 2018) tem precisão superior, mas o aumento da discretização afeta ainda mais esse tipo 

de modelo, tendo em vista que o mesmo se baseia em um modelo de programação quadrática 

inteira mista (PQIM). 

Nesse sentido, é relevante a investigação de metodologias que deem suporte para 

seleção otimizada da grade de pontos. Na próxima seção, será apresentado o algoritmo RDP 

que pode ser utilizado para esse propósito. 

 

2.4.2 Partição Ótima do Domínio 

 

O algoritmo de Rammer-Douglas-Peucker é um algoritmo para redução do número 

de pontos de uma curva que é aproximada por uma série de pontos. Tendo sido proposto 

originalmente para utilização em cartografia, os autores (DOUGLAS et. al, 1973) verificaram 

que grande parte dos segmentos eram descritos por um valor muito superior de dados do que 

era realmente necessário. O algoritmo consiste em eliminar pontos de uma curva, contanto 

que seja mantida uma tolerância ε para controlar essa eliminação. Dessa forma, no contexto 

das FPH agregadas, ele pode ser utilizado para reduzir a quantidade pontos [Qk, HBl, PGkl] 
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que as constituem. Note que se ε for suficientemente baixo, o algoritmo irá apenas eliminar os 

pontos desnecessários da curva, mais precisamente aqueles que descrevem uma região com 

acentuada linearidade, i. e., regiões que um único hiperplano pode aproximar perfeitamente 

todos os pontos.  

Para exemplificar, considere a FPH univariada de Machadinho com uma 

discretização de K = 25 valores de Qk e ε = 2 MW. A Figura 16 mostra a seleção de pontos 

equidistante sem a utilização do algoritmo e a Figura 17 mostra a seleção de pontos com 

auxílio do RDP.  

 

Figura 16 – Seleção de 25 pontos sem o RDP 

 
Fonte – do autor. 

 

Figura 17 – Seleção ótima por meio do RDP 

 
Fonte – do autor. 

 

O algoritmo reduziu a quantidade de pontos para 16. Para esse exemplo em que ε = 2 

MW, o algoritmo sempre reduz para essa 16 pontos independentemente da quantidade pontos 
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iniciais. Se forem utilizados 16 pontos para a discretização uniforme (sem RDP) os pontos 

selecionados são os verificados na Figura 18, em que existiria 16 pontos alocados de forma 

não ótima na FPH. Assim, verifica-se que para uma mesma quantidade de pontos, é possível 

fazer uma seleção ótima dos pontos uma vez que o algoritmo do RDP seleciona as regiões de 

menor linearidade da FPH. 

 

Figura 18 – Seleção de 16 pontos sem o RDP 

 
Fonte – do autor. 

 

Combinado com as contribuições para aproximação poligonal de (RAMER, 1972), o 

algoritmo pode ser aplicado para planos. Considere agora a FPH agregada bivariada de 

Machadinho com uma grade composta por 50 pontos de Qk e por 50 pontos de HBl, o que 

resulta em 2.500 pontos de PGkl. Ainda considere que ε = 2 MW. A aplicação do algoritmo 

reduz de 2.500 para 791 a quantidade de pontos para descrever a curva conforme a Figura 19 

e a Figura 20. 
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Figura 19 – FPH agregada original constituída por 2.500 pontos 

 
Fonte – do autor. 

 

Figura 20 – FPH obtida constituída a partir de 791 pontos com auxílio do RDP. 

 
Fonte – do autor. 

 

Note que os pontos obtidos na seção 2.2 podem ser utilizados diretamente como 

parâmetros de entrada nos MLP que serão apresentados na seção a seguir, mas a o algoritmo 

RDP pode caracterizar uma importante ferramenta para seleção ótima de pontos e ganhos em 

termos de desempenho computacional dos modelos.  
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3  MODELOS LINEARES POR PARTES 

 

O objetivo principal deste capítulo é explorar Modelos Lineares por Partes (MLP) 

para obtenção de Funções Lineares por Parte (FLP) a partir do conjunto de dados da FPH não 

linear obtido no capítulo anterior. Para tanto, primeiramente são explorados os conceitos de 

modelos paramétricos contínuos e as formas exploradas por autores como (REBENNACK et. 

al, 2020); (KONG et. al, 2020); (TORIELLO et. al., 2012) para contornar as disjunções 

matemáticas impostas pela restrição de continuidade e expressá-las por meio de modelos de 

Programação Linear Inteira Mista (PLIM). 

Uma vez que todos os modelos desenvolvidos exigem um bom confinamento dos 

limites das variáveis, os conceitos e cálculos do método big-M são descritos em detalhes. Na 

sequência, são apresentados os modelos PLIM e PQIM para obtenção das FLPs. Os primeiros 

modelos apresentados serão para obtenção de funções não convexas para o caso univariado 

para minimização de uma dada métrica (erro absoluto, erro absoluto máximo ou erro 

quadrático) ou minimização do número de segmentos de retas (breakpoints6) para um dado 

erro. Posteriormente, são feitas as generalizações necessárias para restringir a solução à FLPs 

côncavas para o caso univariado e bivariado. Por fim, são fornecidas as heurísticas para 

determinação do menor número de hiperplanos para o menor erro admissível nas FPH. 

 

3.1 MODELOS CONTÍNUOS PARAMÉTRICOS 

 

Considere um conjunto de pontos que descrevem a FPH agregada no ℝ2. Seguindo as 

definições apresentadas em (TORIELLO et al., 2012), dado um número finito de pontos (PGk, 

Qk) ∈ ℝ2, k =1,...,K ∈ ℕ, para determinar uma função linear por partes pode ser resolvido o 

problema de otimização expresso em (27)-(29): 

 

min  PG
ok ky −  (27) 

s.a: ( ), 1,...,Q Kk ky f k=  =  (28) 

,f F  (29) 

em que, 

 
6 Primeiro e último ponto de um segmento de reta. 
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F é o conjunto funções lineares por parte em um domínio comum e que contém todos 

os pontos Qk, em que f ∈ F é a função que melhor aproxima os dados de acordo com uma 

norma7 oq- ∈ ℝn. 

Nesse trabalho, focam-se nos casos com o ∈ {1, 2}, sendo que (27) pode ser reescrito 

como: 

 

1

min | ( ) |
K

PQ G
o

k k

k

f
=

−  (30) 

s.a: .f F  (31) 

 

Do ponto de vista dos modelos de aproximações contínuos, os modelos podem ser 

paramétricos ou não paramétricos. Nos modelos paramétricos, o objetivo é obter os 

coeficientes angulares e lineares que definem a função em um dado intervalo. Por sua vez, em 

modelos não paramétricos, os valores da FLP aproximada são definidos com base num 

conjunto predeterminado de pontos, em que os pontos da função para um ponto são 

calculados como uma interpolação ou extrapolação linear dos valores das funções. Tendo 

como apoio a PLIM, a modelagem paramétrica resulta em funções de múltipla escolha 

enquanto no caso não paramétrico a estratégia em representar combinações convexas ou 

combinação convexas desagregadas associadas as interpolações lineares. 

Nesse trabalho, o foco é o caso paramétrico. Assim, qualquer f ∈ F em (28) pode ser 

escrito, no caso univariado da FPH, como: 

 
1( ) ,Q Q Qk H k H k Hf c d= +    (32) 

em que, 

c1
H 

coeficiente angular ou gradiente 1 associado ao hiperplano H. 

dH coeficiente linear associado ao hiperplano H. 

 

Ainda, H ∈ H é um hiperplano8 ∈ ℝn. H é um conjunto finito de hiperplanos e f é 

uma função linear por partes contínua com domínio UH∈H. Assume-se também que se H e G 

são hiperplanos distintos ∈ H, H ∩ G é uma face de ambos, H e G. 

 
7 Norma ou módulo de um vetor é o comprimento desse vetor, que pode ser calculado por meio da distância de 

seu ponto final até a origem 
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Para exemplificar, considere que, para dado um valor máximo de breakpoints B, 

haverá H = B − 1 hiperplanos (segmentos no caso univariado), conforme ilustra a Figura 21. 

Note que no ℝ2, o hiperplano é um segmento de reta. 

 

Figura 21 – Exemplo de uma FLP contínua para uma função univariada

 
Fonte – do autor. 

 

No exemplo mostrado na Figura 21, observa-se um conjunto formado por 6 pontos 

de dados do tipo (Qk, PGk) que são originários da FPH não linear original. Um número total 

de breakpoints B = 4 cada qual com um valor (local) rH , em que H = 1,...,3 no domínio de Q 

são posicionados. O começo e o final de cada breakpoint são os pontos no domínio de uma 

função linear (também chamados de vértices) de forma que se tem B - 1 funções lineares do 

tipo fH = c1
H Qk + dH para H=,...,B - 1. O conjunto das 3 funções lineares dão origem a uma 

FPH aproximada, neste caso, uma FPH linear por partes.  

Para a obtenção da FLP, de acordo com (GOLDBERG N; KIM; LEYFFER, S; 

VESELKA, 2014), a função objetivo (30), conjuntamente com as restrições (31) e (32) podem 

ser implicitamente formulados por meio do auxílio de parâmetros big-M, conforme detalhado 

a seguir.  

 

8 Na geometria, um hiperplano é uma generalização do conceito de plano para múltiplas dimensões. A dimensão 

de um hiperplano em ℝn é n - 1. Por exemplo, no ℝ2 um hiperplano tem dimensão 1 e, portanto, é uma reta. 
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1

1

min
K

PGQ
o

H k H k

k

c d
=

+ −  (33) 

1

, 1s 1.a : )( ) (1 , ,..., ; 1,...,a
P MG Q K Bk kk H k H H k Hc d −  =+ −  = −  (34) 

,

1 (1 ), 1,..., ; 1,..., 1( ) a
G MP BQ Kk kH k H k Hc kd H− =+ −   =  −  (35) 

1

1

, 1, 1,...,
B

Kk H

H

k
−

=

 =  =  (36) 

1 [ , ], 1,..., 11 1
C C BHHHc H  = −  (37) 

[ , ], 1,..., 1D D BHHHd H  = −  (38) 

, {0,1}, 1,..., ; 1,..., 1K  Bk H k H   =  = − . (39) 

em que, 

Mk
a
 

é o parâmetro big-M não negativo. 

k,H variável binária que garante que um ponto seja associado a um segmento apenas. 

,1 1
C C HH

 valores mínimo e máximo de c1
H. 

,D DHH  valores mínimo e máximo de dH. 

 

A função objetivo (33) minimiza a distância (métrica) escolhida, em que, neste caso, 

pode ser o erro absoluto (o = 1) ou o erro quadrático (o = 2); note que, neste último caso, o 

modelo se torna um modelo de PQIM, o que pode aumentar consideravelmente o esforço 

computacional em relação ao caso linear. As restrições (34) e (35) avaliam o valor do 

segmento de reta no ponto Qk, i. e., se o ponto k pertence ao segmento, k,H =1, ambas 

restrições são atendidas por PGk = c1
H Qk + dH. Do contrário, a restrição é imediatamente 

atendida por meio da constante suficientemente grande big-M (Mk
a). Por sua vez, a restrição 

(36) garante que cada ponto pertence a exatamente um segmento. Por fim, (37) - (39) definem 

o domínio das variáveis. Os valores máximos e mínimos das intersecções e gradientes bem 

como os parâmetros do big-M são discutidos na seção 3.1.1. Todavia, deve-se ressaltar que a 

formulação (33) - (39) resulta em uma FLP não contínua. 

Dado dois hiperplanos H e G ∈ H em que H ∩ G, então para que f seja contínua, a 

seguinte restrição de igualdade deve ser atendida no ℝ2: 

 
1 1 ,H H H G H G Hc r d c r d r H G+ = +     (40) 

em que, 

rH 
é o local do breakpoint na intersecção H ∩ G. 
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A restrição (40) indica que para toda interseção entre hiperplanos, os valores da 

função devem ser iguais no local dos breakpoints, rH, para que exista continuidade. O local 

dos breakpoints seria um conjunto de variáveis contínuas introduzidas no problema.  Verifica-

se, no entanto, que a aplicação direta dessa restrição leva a um problema não convexo de 

programação não linear inteira mista (PNLIM) devido aos termos bilineares (c1
HrH) e 

(c1
GrH), proveniente da multiplicação de duas variáveis contínuas. Partindo desse princípio, 

os autores (REBENNACK et. al, 2020); (KONG et. al, 2020) propõem a substituição dessa 

restrição por uma série de restrições lineares. Antes de seguir para modelagens propostas, uma 

vez que os autores fazem extensa utilização dos parâmetros big-M, a próxima seção irá 

abordar em detalhes os cálculos desses parâmetros. 

 

3.1.1 Cálculo do Domínio das Variáveis e dos Parâmetros Big-M 

 

As modelagens apresentadas nesse trabalho requerem os valores numéricos dos 

domínios das variáveis estejam devidamente limitados para que os modelos apresentem um 

bom desempenho computacional. Além disso, os parâmetros big-M são extensivamente 

utilizados para contornar disjunções e modelar as restrições lineares inteiras-mistas. 

 

3.1.1.1 Domínio das Variáveis 

 

O cálculo domínio das variáveis se refere a obtenção dos valores máximos e mínimos 

dos coeficientes angulares e lineares dos hiperplanos. Para este propósito, não existe uma 

forma direta de estimar com precisão os valores máximos e mínimos associados, ainda mais 

no caso bivariado. Dessa forma, é suficiente estabelecer algoritmos que assumam com certa 

razoabilidade esses valores, uma vez que apenas não é interessante sob ponto de vista 

numérico permitir limites infinitos ou arbitrariamente muito grandes. 

Para o cálculo dos limites dos coeficientes angulares, é suficiente estimar que: 

• Limites do coeficiente angular para o caso univariado: 
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,

min ,

1 ..., ; :

1 PG PG PG PG

Q Q
C

Q Q

K

k m k m

k m k m

H c

k m k m

=

 =

 − − 
−  

− − 



  (41) 

,

max ,

1 ..., ; :

1 PG PG PG PG

Q Q
C

Q Q

K

k m k m

k m k m

H c

k m k m =

 − − 
= +  

− − 



  (42) 

 

• Limites dos coeficientes angulares para o caso bivariado: 

 

1,..., ; 1,..., , :

min

, :

,1 PG PG PG P

Q
C

K

G

Q Q Q

L

kl mn kl

m

H
mn

k k m

k l m k m n l n

c
 − − 

−  
− − 




=

 =  = 

 (43) 

1,..., ; 1,..., , :

max

, :

,1 PG PG PG P

Q
C

K

G

Q Q Q

L

kl mn kl

m

H
mn

k k m

k l m k m n l n

c
 − − 

= +  
− − 





 =  = 

 (44) 

1,..., ; 1,..., , :

n ,

,

i

:

m2 PG PG PG P

B
C

G

HB H HB

K L

HB

kl mn kl

n

H
mn

l l n

k l m k m n l n

c
 − − 

− 

=


− − 

 = 


=

 

  (45) 

1,..., ; 1,..., , :

x ,

,

a

:

m2 PG PG PG P

B
C

G

HB H HB

K L

HB

kl mn kl

n

H
mn

l l n

k l m k m n l n

c
 − − 

= + 

 =  =


− − 

 

  (46) 

em que, 

m, 

l 

são índices dos dados tais como k e l e apenas indicam que o ponto avaliado em m e l 

deve ser diferentes do ponto k e l. 

 

Por meio das expressões (41) - (46) são calculados os gradientes (coeficientes 

angulares) extremos por meio do processo de interpolação para quaisquer dois pontos 

deslocados para cima ou para baixo de acordo com um valor c ≥ 0. Note que no caso 

bivariado, as expressões consideram que HB e Q são independentes, o que ainda provem uma 

estimativa razões para os valores máximos e mínimos dos coeficientes. Ainda que a 

interdependência desses parâmetros fosse considerada, visto que PG depende de ambos, 
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qualquer valor adicionado ou subtraído de PGkm ocorre similarmente PGmn, ao escrever as 

funções de forma que esses valores seriam anulados.  

A abordagem mais comum de encontrar os valores para as intersecções se dá por 

meio de uma função afim que tem uma inclinação extrema e passa por alguns pontos 

extremos, i. e.: 

 

• Limites da intersecção (coeficientes lineares) para os modelos univariados: 

 

 , 1, .m ,in ..,1 1
D C C KPG Q PG Qk k kHH H k k−  ==  −   (47) 

 , 1, .m ,ax ..,1 1
D C C KPG Q PG Qk k kH H H k k−  ==  −   (48) 

 

• Limites da intersecção para os modelos bivariados: 

 

1,. ,

,

,
m , .., ; 1,...in

,

1 2

1 2

1 2

1 2

PG Q HB

PG Q HB

PG Q H
L

Q

C C

C C
D K

C C

C

B

PG HBC

kl k l

kl k l

kl k l

kl k l

H H

H H

H

H H

HH

k l

 −  − 
 

−  −   
=  

−  −  
 

−  − 

=

 





 =  (49) 

1,. ,

,

,
m , .., ; 1,...ax

,

1 2

1 2

1 2

1 2

PG Q HB

PG Q HB

PG Q H
L

Q

C C

C C
D K

C C

C

B

PG HBC

kl k l

kl k l

kl k l

kl k l

H H

H H
H

H H

HH

k l

 −  − 
 

−  −   
=  

−  −  
 

−  − 

=

 





 =  (50) 

 

3.1.1.2 Parâmetros Big-M 

 

Os parâmetros do Big-M essencialmente se dividem em valores suficientemente 

grande para constantes e limites para variáveis. Os dois parâmetros utilizados nas modelagens 

desse trabalho se referem a valores suficientemente grande para constantes, os M(.)
2 e M(.)

a. 

As constantes de M(.)
a devem ser maiores ou iguais a maior diferença possível entre PG(.) e 

qualquer outro valor dado pelas aproximações lineares. Por sua vez, o valor de M(.)
2 deve ser 
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maior ou igual à maior diferença entre os gradientes e intersecções para o conjunto de vetores. 

Assim: 

 

(.)(.) max 1,...( ) , ,a
M PG NHHf  −  =  (51) 

em que, 

NH 
número de hiperplanos. 

 

• Caso univariado: 

 

,

1

1,... ,max 1,..., ; 1,...,a

NHM P HQ G K NH k Hk H k kd Hc= + =− =   (52) 

( )2 , 1,...,1 1
M D D C C KQH HH Hk k k= − − −  =  (53) 

 

• Caso bivariado: 

 

1,...,

1 2max 1,..., ; 1, ., .. ,a

NHM PG K LQ HBH kkl H H l H klc lc kd= + +  =  =−  (54) 

( ) ( )2 ,

1,..., ; 1,...,

1 1 2 2
M D D C C C C

K L

Q HBH H HH H Hlk kl

k l

= − − −

  =

− 

=

 −
 (55) 

 

3.2 MODELOS PARA FPH AGREGADA 

 

Nessa seção, são apresentados sete MLP para linearização da FPH agregada. 

Primeiramente, são apresentadas as modelagens originais de (REBENNACK et. al, 2020); 

(KONG et. al, 2020) que geram FLPs não convexas. O MLP 1 utiliza a estratégia empregada 

(REBENNACK et. al, 2020) para estabelecer continuidade e ordenamento na FLP não-

convexa univariada. Neste caso, o objetivo é minimizar a soma do erro absoluto ou quadrático 

da função linear em relação a FPH não linear para um determinado número de breakpoints. O 

MLP 2 é idêntico em termos de função objetivo ao MLP 1, mas utiliza a estratégia empregada 

(KONG et. al, 2020) para estabelecer os critérios de ordenamento e de continuidade. Por sua 

vez, o MLP 3 é uma reconfiguração do MLP 2 que visa a minimização do número de 

breakpoints para um dado erro (absoluto, absoluto máximo ou quadrático). O MLP 4 assegura 

que a FLP obtida nos MLP 1 e 2 seja côncavo. Para tanto, nesse modelo são introduzidas as 
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generalizações necessárias por meio das proposições de (TORIELLO et. al., 2012). Ademais, 

são introduzidas restrições que visam melhorar o desempenho desse modelo. Assim como 

feito nesse Modelo 4, o MLP 5 reformula o MLP 3 para a obtenção de FLP côncavas. Na 

sequência, os modelos originalmente univariados para geração de funções côncavas (MLP 4 e 

5) são expandidos para o caso bivariado, dando origem aos MLP 6 e 7. Por fim, são 

apresentados três algoritmos para obtenção do menor número de aproximações para o menor 

erro por meio da utilização dos MLP 3, 5 e 7.  

A Tabela 2 resume a utilização de cada modelo. 

 

Tabela 2 – Resumo dos modelos lineares por partes  
Modelo Linear por Partes   

 
1 2 3 4 5 6 7 

Minimização do Erro Sim Sim Não Sim Não Sim Não 

Minimização de Hiperplanos Não Não Sim Não Sim Não Sim 

Univariado Sim Sim Sim Sim Sim Não Não 

Bivariado Não Não Não Não Não Sim Sim 

FLP Côncava Não Não Não Sim Sim Sim Sim 

 

3.2.1 Modelo Linear por Partes 1 

 

O MLP 1 é para ser utilizado na FPH agregada bidimensional. Adicionando-se as 

restrições de ordenamento e continuidade estabelecidas por (REBENNACK et. al, 2020) na 

modelagem (33)-(39), o modelo possui a seguinte formulação (56)-(73): 
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1

1

min
K

PGQ
o

H k H k

k

c d
=

+ −  (56) 

1

, 1s 1.a : )( ) (1 , ,..., ; 1,...,a
P MG Q K Bk kk H k H H k Hc d −  =+ −  = −  (57) 

( ) ( ),

1 1 , 1,..., ; 1,..., 1a
M KG BQ PH k H kk k Hc kd H−   =−  + = −  (58) 

1

1

, 1, 1,...,
B

Kk H

H

k
−

=

 =  =  (59) 

1, 1 , , 1, 1,..., ; 1,..., 2K Bk H k H k H k H+ + +  +  = =  −  (60) 

1,1 ,1, 1,..., 1Kk k k+  =  −  (61) 

, 1 1, 1, 1,..., 1Kk B k B k− + −    = −  (62) 

, 1, 1 ,  2 , 1,..., 1; 1,..., 2K Bk H k H H k H k H+

+ + +  +  −  =  = − −  (63) 

( ), 1, 1 ,1   2 , 1,..., 1; 1,..., 2K Bk H k H H k H k H−

+ + +  + −  −   = − = −  (64) 

( )1 ,

1

1

1 (1 ), 1,..., 1; 1,..., 22
Q M K BHH H k k k HHd cd kc H+

+ +−  − − −   = − = −  (65) 

( )1 1 1

1

,

1 (1 ), 1,..., 1; 1,..., 22

1Q M K BH HH H k k k Hd d k Hc c +

+ + + +−  − − −   = − = −  (66) 

( ) ,

1

11

1 (1 ), 1,..., 1; 1,..., 22
Q M K BHH H k k i HHd cd kc H−

+ +−  − − −   = − = −  (67) 

( )1

1 1

11 1 ,(1 ), 1,..., 1; 1,..., 22
Q M K BH H k kH k HHd k Hcd c +

−

+ + +−  − − −   = − = −  (68) 

1 [ , ], 1,..., 11 1
C C BHHHc H  = −  (69) 

[ , ], 1,..., 1D D BHHHd H  = −  (70) 

, {0,1}, 1,..., ; 1,..., 1K Bk H k H   =  = −  (71) 

[0,1], 1,..., 2BHy H  = −  (72) 

, ,, [0,1], 1,..., 1; 1,..., 2K Bk H k H k H+ −    = − = −  (73) 

em que, 

o 

valor que define a métrica da função objetivo (1 para erro absoluto e 2 para erro 

quadrático). 

k,H variável binária que garante que um ponto seja associado a um único segmento.  

+/-

k,H 

variável contínua definida entre [0,1], e +
k,H ou -

k,H assumem o valor 1 se um 

breakpoint existe entre Qk e Qk+1. 

yH variável binária que depende da mudança de gradiente entre segmentos lineares 

adjacentes. 

 

A função objetivo (56) minimiza a distância (métrica) escolhida, em que, neste caso, 

pode ser o erro absoluto (o = 1) ou o erro quadrático (o = 2); note que neste último caso o 

modelo é um PQIM, o que pode aumentar consideravelmente o esforço computacional em 
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relação ao primeiro caso. As restrições (57) e (58) avaliam o valor da aproximação no ponto 

Qk. A restrição (59) garante que cada ponto pertence a exatamente um segmento. As 

restrições (60) - (62) asseguram o ordenamento dos pontos de tal forma que um ponto deve 

ser associado ao mesmo segmento ou ao próximo, sendo que (61) e (62) garantem o 

ordenamento do primeiro e do último ponto e (60)  dos demais pontos. A continuidade FLP é 

garantida através das restrições (63) - (68) que garantem que o local do breakpoint, rH, é igual 

nos segmentos adjacentes seja qual for a mudança de gradiente. Resumidamente, se cH - cH+1 > 

0, implica em yH = 1 e as restrições  (65) e (66) se ativam o que indica que o gradiente 

decresce entre os dois segmentos em questão. Do contrário cH - cH+1 < 0, yH = 0 e as restrições 

(67) e (68) se ativam o que implica no aumento do gradiente entre os dois segmentos, se cH = 

cH+1, não existe um breakpoint nesse local e a função permanece com mesmo gradiente. A 

continuidade desse modelo é melhor detalhada no APÊNDICE A. Por fim, (69) - (73) 

definem o domínio das variáveis.  

Um requisito básico quando ao obter a FLP para FPH é a que o conjunto de 

aproximações garanta que sempre que uma vazão turbinada nula esteja associada com um 

valor de potência também nulo. Esse requisito pode ser atendido por meio da adição da 

restrição a seguir: 

 

1 0d =  (74) 

   

A adição da restrição (74) no modelo garante que exista pelo menos um plano na 

forma: 

 
1 0QH kc =  (75) 

  

Observa-se que nesse caso o primeiro local do breakpoint sempre será 0. 

Alternativamente, a seguinte restrição pode ser adicionada contanto que exista um ponto nulo 

Qk = 0, no conjunto de pontos fornecido ao modelo: 

 
1 1

1 1 1 0PQ Gkc d+ − =  (76) 
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O MLP 1 minimiza a soma do erro absoluto. A adição da restrição (76) faz com o 

erro absoluto em relação ao primeiro ponto seja igual a 0, essencialmente gerando a existência 

de um plano do tipo (75). 

A solução ótima do MILP retorna os coeficientes [c1
H, dH] p/∀ H da FLP. No 

entanto, dado que o modelo é não-convexo, é necessário que o local dos breakpoints, rH, seja 

conhecido para delimitar a região para qual cada segmento de reta seja válido. Esses valores 

foram incluídos implicitamente no modelo para garantir a continuidade e também reduzir a 

quantidade de variáveis do problema. O local dos breakpoints pode ser calculado como: 

 

1 1Qr =  (77) 

1 11
11 1

1

1 11
1

2,...

,

, 1,

2,..., 1,

,

2

Q

B

B
Q

Q

H H
H H

H H
H

k k
k H H

d d
c c

c c
r

H

c cH

+
+

+

+
+

− 
 − 

=  
− + =

 

 = −

−


 =

 (78) 

K
QBr =  (79) 

 

Acima r1 e rB são, respectivamente, o primeiro e o último local dos breakpoints e, 

portanto, são o primeiro e último ponto de Qk. Para os outros pontos, o local é calculado como 

em (78), sendo que se c1
H = c1

H+1, o modelo garante que dH = dH+1, o que significa que os dois 

segmentos são afins onde não existe alteração no gradiente entre [Qk e Qk+1]; assim, rH pode 

ser escolhido arbitrariamente entre esses pontos.  

 

3.2.2 Modelo Linear por Partes 2 

 

Adicionando-se as restrições de ordenamento e continuidade estabelecidas por 

(KONG et. al, 2020) na modelagem (33)-(39), tem-se como resultado a formulação (80)-

(104), descrita na sequência. 



Capítulo 3. Modelos Lineares por Partes                                                             59                                                      

  

 

 

 

1

1

min
K

PGQ
o

H k H k

k

c d
=

+ −  (80) 

s.a: ( ) ( )1

,1 , 1,..., ; 1,..., 1k

a
PG Q M K BHH ik k Hc k Hd− + + −   =  = −  (81) 

( ) ( )1

,1 , 1,..., ; 1,..., 1a
Q PG M K BkH kH Hk kc k Hd −+ −  +   =  = −  (82) 

1

1

, 1, 1,...,
B

Kk H

H

k
−

=

 =  =  (83) 

, 1, , , , 1,..., ; 1,..., 1K B
F L

k H k H k H k H k H− =  + −  =  = −  (84) 

,

1

1,1 1,...,
K

B
F

k H

k

H
−

 =  = −  (85) 

,

1

1,1 1,...,
K

B
L

k H

k

H
−

 =  = −  (86) 

1

', ', 1

' 1 '

, 1,..., ; 1,..., 2K B
k k

k

F F

k H k H

k

k H
=

+

=

    =  = −   (87) 

1

', ', 1

' 1 '

, 1,..., ; 1,..., 2K B
k k

k

L L

k H k H

k

k H
=

+

=

    =  = −   (88) 

, , , 1,..., ; 1,..., 1K B
F

k H k H k H    =  = −  (89) 

, , , 1,..., ; 1,..., 1K B
L

k H k H k H    =  = −  (90) 

( )1 , ,

1 1

1 ,

1,..., 1; 1,..., 2

Q Q

K B

k k k kH H H H H Hd d p pc c

k H

+ +

+ −

 = −

+

 =

− + −

−

=
 (91) 

( )1 1 1 1, 1

1

1, 1

1

1 ,

1,..., 1; 1,..., 2

Q

K

Q

B

H H Hk k k kH H Hc d d qc

k H

q+ −

+ + + + + ++ ++ − + = −

 = −  = −
 (92) 

( ), , , 1,..., 1; 1,..., 21a
M K BH k Hk kp k Hu+  = − =−  −  (93) 

( )1, 1 , , 1,..., 1; 1,..., 21a
M K BH Hk k kq k Hu+

+ +  − = −  = −  (94) 

( ), , , 1,..., 1; 1,..., 21a
M K BH k Hk kp k Hv−  = − =−  −  (95) 

( )1, 1 , , 1,..., 1; 1,..., 21a
M K BH Hk k kq k Hv−

+ +  − = −  = −  (96) 

, ,, , 1,..., 1; 1,..., 2K B
L

H H k Hk k ku Hv   =+ = −  = −  (97) 

1 0,d =  (98) 

1 [ , ], 1,..., 11 1
C C BHHHc H  = −  (99) 

[ , ], 1,..., 1D D BHHHd H  = −  (100) 

, [0,1], 1,..., ; 1,..., 1K Bk H k H   =  = −  (101) 

[0,1], 1,..., 2BHy H  = −  (102) 

,, , , [0,1], 1,..., ; 1,..., 1, , , K Bk H k H

F

Hk kH

Lu k Hv     =  = −  (103) 

/ /

, , ., 0 , 1, .., ; 1,..., 1, a
M K Bkk H k Hp k Hq+ − + −      =  = −  (104) 



Capítulo 3. Modelos Lineares por Partes                                                             60                                                      

  

 

 

 

em que, 

p+/-
k,H q+/-

k,H variáveis de folga não negativas. 

uk,H variável binária que assume 1 se p+/-
k,H = q+/-

k+1,H+1 = 0. 

vk,H variável binária que assume 1 se p-
k,H = q-

k+1,H+1 = 0. 

F
k,H variável binária que assume 1 se o ponto k é o primeiro ponto no segmento H. 

L
k,H variável binária que assume 1 se o ponto k é último ponto do segmento H. 

 

O MLP 2 é idêntico ao MLP 1 de (80) - (83). As restrições (84) - (90) garantem o 

ordenamento dos pontos nos segmento e faz com que um ponto seja designado como o 

primeiro do segmento e outro como o último, em que as restrições (87) e (88) garantem o 

ordenamento do primeiro e último ponto do conjunto de dados e as outras restrições, o 

ordenamento dos demais pontos. A continuidade da FLP é garantida através das restrições 

(91)-(97). Neste caso, se um ponto é o último do segmento, a restrição (97) ativa uma das 

binárias uk,H ou vk,H que forçam p+
k,H q+

k,H = 0 ou p-
k,H q-

k,H = 0  que garantem continuidade por 

meio das restrições (91) e (92) ao garantir que nesse pontos ambas as funções resultem um 

valor não-negativo ou não-positivo. A continuidade desse modelo é melhor detalhada no 

APÊNDICE A. A restrição (98) garante a existência de um plano em que (PGk = 0) ∀ (Qk = 

0). Finalmente, as restrições  (99) - (104)  definem o domínio das variáveis.  

 

3.2.3 Modelo Linear por Partes 3 

 

O MLP 3 é uma adaptação da formulação alternativa de (KONG et. al, 2020) para 

minimização do número de breakpoints e, consequentemente, do número de segmentos. 
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1

1 1

min 1000
KB

  H k

H k

H W F
−

==

 +=    (105) 

s.a: 1

,(1 ), 1,..., ; 1,..., 1( ) a
P M K BG Qk H k k k Hk Hdc k H + − = =−   −+  (106) 

( ) ( )1

,1 , 1,..., ; 1,..., 1a
M KP BQ GH k k k Hk H kc k Hd  + −   =+ −   = −  (107) 

1

1

, 1, 1,...,
B

Kk H

H

k
−

=

 =  =  (108) 

, 1, , , , 1,..., ; 1,..., 1K B
F L

k H k H k H k H k H− =  + −  =  = −  (109) 

, 1,...,Kk kF Er k − =  =  (110) 

,

1

0, 1,..., 1B
K

F

k H H

k

W H
=

 − =  = −  (111) 

,

1

0, 1,..., 1B
K

L

k H H

k

W H
=

 − =  = −  (112) 

1 0, 1,..., 1BH HW W H+ −   = −  (113) 

1 0,d =  (114) 

[0, ], 1,...,a
M Kk k k   =  (115) 

0, 1,...,KkF k  =  (116) 

(87)-(98) (117) 

em que, 

WH variável binária que assume 1 se H  B. 

Fk variável de folga não negativa que é maior que zero se o erro estipulado não pode ser 

alcançado (solução inviável).  

Er  erro médio absoluto estipulado.  

εk erro absoluto no ponto k. 

 

A função objetivo (105) visa minimizar o número de breakpoints mais soma do 

conjunto de variáveis de folga não negativas. Em conjunto com a restrição (110), o problema 

visa minimizar o número de breakpoints para um dado erro Er sem a utilização da variável de 

folga (Fk = 0), zerando o segundo termo da função objetivo. Se Er não puder ser atendido, 

então Fk ≠ 0. As restrições (111) e (112) fazem com que F
k,H e L

k,H sejam nulas para cada 

segmento inativo. A restrição (113) exclui algumas soluções simétricas, i. e., equações que 

apenas permutam o valor dos seus coeficientes, resultando em aproximações idênticas. Por 

fim, as restrições  (115) - (116) delimitam o domínio das variáveis adicionadas nesse modelo. 
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Esta formulação requer que um valor máximo de breakpoints B suficientemente grande seja 

definido de modo que uma solução ótima recaia em um intervalo de 2 à B breakpoints.  

Existem casos em que, dependendo da região que o erro máximo é observado, ao 

invés de ter um erro absoluto médio pequeno é requerido um erro absoluto máximo menor. O 

erro máximo comumente ocorre nas regiões proibidas da FPH onde é observada maior não 

linearidade. No entanto, caso o mesmo seja observado em regiões de interesse da FPH, é 

possível modificar a restrição (110) para que seja encontrando uma FLP como um erro 

absoluto máximo menor para cada ponto k. 

 

, 1,...,PG Kkk kF Er k − =   =  (118) 

  

Ainda é possível focar uma região específica. Dado que T faz parte de uma região de 

interesse e Er2 é o erro para a região de interesse e Er é o erro para as demais regiões, têm-se: 

 

2 , TPGkk kF Er k − =    (119) 

, TPGkk kF Er k − =    (120) 

 

Com auxílio da variável de folga Fk é possível estabelecer um algoritmo com uma 

heurística de busca para obter o menor número de planos possível para o menor erro 

alcançado. 

 

Algoritmo 1. Heurística de busca para o menor número de breakpoints para um dado 

erro. 

1. Escolha o número total de pontos K 

2. Obtenha os valores da FPH agregada [PGk, Qk] 

3. Aplique o algoritmo RDP [PGk, Qk] (opcional) 

4. Escolha o máximo número de breakpoints B 

5. Determine a métrica - restrição (110), (118) ou (119) - (120)  

6. Escolha um valor inicial de Er (ou Er e Er2 dependendo da métrica escolhida) 

7. Enquanto 
kF tol   

 Resolver MLP 3 (105)-(117) 

Faça Er = Er – 0.01 (para 1% de redução por execução) 

8. Retornar o último conjunto 1 1[ 1,..., ,]  BH Hc H,d  = − . 
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3.2.4 Modelo Linear por Partes 4 

 

Nessa seção são discutidas as generalizações necessárias para obter uma FLP 

côncava. Ao contrário das funções não-côncavas nas quais é necessário usar variáveis binárias 

para indicar os breakpoints dentro do modelo de otimização, um dado valor de uma função 

côncava pode ser dado por: 

 

 1( ) min 1,PG Q Q BHk k Hk
c Hf d= =  = −+  (121) 

 

O modelo (33) pode ser reescrito como: 

 

 1

1

min min
K

PQ G
o

H

k

Hk kdc
=

+ −  (122) 

 

Uma propriedade bem conhecida de funções côncavas é que: 

 
1 1, 1,...,PG BQ Hk H kc Hd+   = −  (123) 

 

O que equivale a remover o termo ( ),1a
Mk k H−   de (57). 

 
1 1

1 1,..., 1, B0H Hc c H+ =−   −  (124) 

 

A formulação côncava possui forte simetria o que resulta em equações idênticas a 

partir da permutação dos coeficientes c1
H e dH. A restrição de simetria (124) inibe a existência 

de funções simétricas. A presença da restrição (123) faz com que os MLP apresentados até 

então tenham suas soluções restritas a FLPs côncavas. Entretanto, tornam diversas restrições 

dos MLPs 1-3 desnecessárias ou redundantes. Assim, as formulações para minimização do 

erro restritas a FLPs côncavas é simplesmente expressa como em: 
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1

1

K

PGQ
o

H k H k

k

c d
=

+ −  (125) 

s.a: ( )1 0, 1,..., ; 1,..., 1PG Q K Bk H k H k Hc d  =− +   = −  (126) 

( ) ( ),

1 1 , 1,..., ; 1,..., 1a
Q PG M K BH k kH Hk kc k Hd −+ −  +   =  = −  (127) 

1

1

, 1, 1,...,
B

Kk H

H

k
−

=

 =  =  (128) 

1 1

1 1,..., 1, B0H Hc c H+ =−   −  (129) 

1 0,d =  (130) 

1 [ , ], 1,..., 11 1
C C BHHHc H  = −  (131) 

[ , ], 1,..., 1D D BHHHd H  = −  (132) 

, [0,1], 1,..., ; 1,..., 1K Bk H k H   =  = −  (133) 

 

Ademais, (TORIELLO et. al., 2012) afirma que relaxações de modelos de 

programação linear que utilizam big-M podem ter seu desempenho melhorado se as restrições 

a seguir forem adicionadas no modelo: 

 
1 1,..., ; 1,..., 10, KQ BH k H k Hc d  =+  = −  (134) 

( )
1

1

1

, 1,..., ; 1,..., 1
B

P K BG Qk H k H

H

kc d H
−

=

 = + =  −  (135) 

 

3.2.5 Modelo Linear por Partes 5 

 

Esse modelo restringe a FLP do Modelo 3 (minimização do número de breakpoints) 

a funções côncavas. 
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1

1 1

min 1000
KB

  H k

H k

H W F
−

==

 +=    (136) 

s.a: ( )1 , 1,..., ; 1,..., 1P Q K BG Hk k H k kdc H  =− +  =  −  (137) 

( ) ( )1

,1 , 1,..., ; 1,..., 1a
M KP BQ GH k k k Hk H kc k Hd  + −   =+ −   = −  (138) 

1

1

, 1, 1,...,
B

Kk H

H

k
−

=

 =  =  (139) 

, 1,...,Kk kF Er k − =  =  (140) 
1 1

1 1,..., 1, B0H Hc c H+ =−   −  (141) 

1 0,d =  (142) 
1 1,..., ; 1,..., 10, KQ BH k H k Hc d  =+  = −  (143) 

( )
1

1

1

, 1,..., ; 1,..., 1
B

P K BG Qk H k H

H

kc d H
−

=

 = + =  −  (144) 

1 0, 1,..., 1BH HW W H+ −   = −  (145) 

0, 1,...,KkF i  =  (146) 

(84), (87)-(90), (111) e (112) (147) 

[0, ], 1,...,a
M Kk k i   =  (148) 

1 [ , ], 1,...,1 1
C C BHHHc H  =  (149) 

[ , ], 1,...,D D BHHHd H  =  (150) 

, [0,1], 1,..., ; 1,..., 1K Bk H k H   =  = −  (151) 

[0,1], 1,..., 1BHW H  = −  (152) 

, , [0,1], 1,..., ; 1, 1, ...,K B
F

kH H

L

k k H    =  = −  (153) 

 

O MILP (136)-(153) retorna uma FLP côncava com o número de aproximações 

menor que B, atendendo ao erro absoluto médio estipulado Er. Assim como no MLP 3, a 

restrição (140) pode ser substituída por (118) ou (119)-(120) o que faz com que a formulação 

atenda um erro absoluto médio pra cada ponto ou um erro absoluto máximo para um região 

especifica, respectivamente. Também é possível estabelecer um algoritmo que procure o 

menor número de breakpoints para o menor erro alcançado assim como foi feito para o MLP 

3.  

 

Algoritmo 2. Heurística de busca para o menor número de breakpoints para um dado 

erro para o caso côncavo. 

1. Escolha o número total de pontos K 

2. Obtenha os valores da FPH agregada [PGk, Qk] 
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3. Aplique o algoritmo RDP [PGk, Qk] (opcional) 

4. Escolha o máximo número de breakpoints B. 

5. Determine a métrica – restrição (140), (118) ou (119)-(120)  

6. Escolha um valor inicial de Er (ou Er e Er2 dependendo da métrica escolhida) 

7. Enquanto 
kF tol   

 Resolver MLP 5 (136) - (153) 

Faça Er = Er – 0.01 (para 1% de redução por execução) 

8. Retornar o último conjunto 1 1,...,[ ], B HH dc H,  = . 

 

3.2.6 Modelo Linear por Partes 6 

 

O MLP 6 é destinado a ser utilizado na FPH agregada bivariada e é uma expansão do 

MLP 5. No caso bivariado, além do gradiente, c1
H, associado aos valores de vazão Qk, almeja-

se determinar os gradientes, c2
H, associados a queda bruta HBl. Note que, no caso bivariado, a 

FLP é constituída por hiperplanos H ∈ ℝ3 com seu domínio delimitado por duas variáveis e, 

portanto, cada aproximação é a equação de um plano. A formulação para obtenção da FLP 

côncava é expressa conforme a seguir. 
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1 2

1 1

L K

PGQ HB
o

H k H l H kl

l k

c c d
= =

+ + −  (154) 

1 2 0,

1,..., ; 1,..

s

., .

.a : ( )

; 1,. .,K L NH

 PG Q HBkl H k H l Hc

k

c

l

d

H

− +

 =  =

+ 

 =
 (155) 

( ) ( ),

1 2 1 ,

1,..., ; 1,..., ; 1,...,

a

H

Q HB P MG

K L N

kl kl HH k H l H klc d

l

c

k H

− 

 =  =

+ − 



+

=
 (156) 

1

, 1, 1,..., ; 1,...,
NH

K Lkl H

H

k l
=

 =  =  =  (157) 

1 1

1 1,...,, NH0H Hc c H+−   =  (158) 

1 0,d =  (159) 
2

1 0,c =  (160) 
1 2 1,..., ; 1,..., ; 1, .0, .. ,K L NHQ HBH k H l Hc kd lc H =  =+ = +  (161) 

( )1 2

1

, 1,..., ; 1,..., ; 1,...,
NH

K L NHPG Q HBkl H k H l H

H

c c d k l H
=

 =  = +  =+  (162) 

1 [ , ], 1,...,1 1
C C NHHHHc H  =  (163) 

2 [ , ], 1,...,2 2
C C NHHHHc H  =  (164) 

[ , ], 1,...,D D NHHHHd H  =  (165) 

, [0,1], 1,..., ; 1,..., ; 1,...,K L NHkl H k l H   =  =  =  (166) 

 

A função objetivo (154) minimiza a distância (métrica) escolhida, em que, neste 

caso, pode ser o erro absoluto (o = 1) ou o erro quadrático (o = 2). As restrições (155) e (156) 

avaliam o valor da aproximação no ponto [Qk, HBl], a restrição (155) também impõe 

côncavidade em todas as aproximações. (157) garante que cada ponto pertença somente a um 

plano. A restrição (158) exclui as soluções simétricas, note que menos no caso bivariado basta 

que um dos gradientes atenda a restrição em questão para eliminar as equações equivalentes. 

As restrições (159) e (160) garantem que exista um plano apenas dependente de Q para que a 

FLP retorne um valor nulo para qualquer situação em que q = 0. As restrições (161) e (162) 

melhoram o desempenho computacional do modelo. Por fim, (163)-(166) delimitam o 

domínio das variáveis. 

 

3.2.7 Modelo Linear por Partes 7 
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O MLP 7 expande o MLP 5 para o caso bivariado. Nesse modelo, objetiva-se a 

minimização no número de planos para um determinado erro pré-estabelecido. 

 

1 1 1

min 1000
NH L K

  H kl

H l k

H W F
= = =

 = +    (167) 

( )1 2s.a : ,

1,..., ; 1,..., ; 1,...,K L NH

PG Q HBkl H H kk H l l

k H

c c

l

d

=

− + +

  =

 

 =
 (168) 

( ) ( )1 2

,1 ,

1,..., ; 1,..., ; 1,...,

aM

K L

P

NH

Q HB G kl kl kl HH k H l H klc

k l H

c d+ + −  + − 

 =  = =




 (169) 

1

, 1, 1,..., ; 1,...,
NH

K Lkl H

H

k l
=

 =  =  =  (170) 

, 1,..., ; 1,...,K Lkl klF Er k l − =  =  =  (171) 
1 1

1 1,...,,0 NHH Hc c H+  − =  (172) 

1 0,d =  (173) 
2

1 0,c =  (174) 
1 2 1,..., ; 1,..., ; 1, .0, .. ,K L NHQ HBH k H l Hc kd lc H =  =+ = +  (175) 

( )1 2

1

, 1,..., ; 1,..., ; 1,...,
NH

K L NHPG Q HBkl H k H l H

H

c c d k l H
=

 =  = +  =+  (176) 

, 1, , , , 1,..., ; 1,..., ; 1,...,K L NH
F L

kl H kl H kl H kl H k l H−  +  −  =   == =  (177) 

1 1

, 0, 1,...,
KL

NH
F

kl H H

l k

W H
==

 − =  =  (178) 

1 1

, 0, 1,...,
L K

NH
l

L

k H

k

l H W H
= =

 − =  =  (179) 

1

' 1

'

1

', ' ',

'' 1 1 '

, 1,..., ; 1,..., 1K NH
l l

F F

l

k l H k l H

l

k k

k k

k H
= =

+

= =

    =  = −   (180) 

1

' 1

'

1

', ' ',

'' 1 1 '

, 1,..., ; 1,..., 1K NH
l l

L L

l

k l H k l H

l

k k

k k

k H
= =

+

= =

    =  = −   (181) 

, , , 1,..., ; 1,...,K NH
F

kl H kl H k H    =  =  (182) 

, , , 1,..., ; 1,...,K NH
L

kl H kl H k H    =  =  (183) 

1 0, 1,...,NHH HW W H+ −   =  (184) 

0, 1,..., ; 1,...,K LklF k l  =  =  (185) 

[0, ], 1,..., ; 1,...,a
M K Lkl kl k l   =  =  (186) 

(163)-(166) (187) 
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Também é possível estabelecer um algoritmo que procure o menor número de 

hiperplanos para o menor erro alcançado, conforme detalhado no Algoritmo 3, a seguir. 

 

Algoritmo 3. Heurística de busca para o menor de hiperplanos para um dado erro - caso 

côncavo. 

1. Escolha o número total de pontos K e L 

2. Obtenha os valores da FPH agregada [PGkl, HBl, Qk] 

3. Aplique o algoritmo RDP [PGkl, HBl, Qk] (opcional) 

4. Escolha o máximo número de de hiperplanos NH. 

5. Determine a métrica – restrição (171), (118) ou (119)-(120) 

6. Escolha um valor inicial de Er (ou Er e Er2 dependendo da métrica escolhida) 

7. Enquanto 
klF tol   

 Resolver MLP 7  (167)-(187) 

Faça Er = Er – 0.01 (para 1% de redução por execução) 

8. Retornar o último conjunto 1 2[ ], 1,...,B H H Hc c, H,d  = . 

 

3.3 AVALIAÇÃO DA QUALIDADE DA SOLUÇÃO 

 

Em todos os modelos lineares por partes apresentados existe a possibilidade de 

procurar o menor erro para um número fixo de hiperplanos ou o menor número de hiperplanos 

para um erro fixo. O erro visto pelos modelos, no entanto, é o erro de aproximação em relação 

aos pontos utilizados como referência, ou seja, os pontos obtidos por meio da discretização. 

Assim, faz-se necessário utilizar outros mecanismos de avaliação além daqueles associados ao 

erro em relação aos pontos de referência. Nesse contexto, propõe-se testar as FLP obtidas 

pelos MLP 1-7 para uma grade maior de pontos e avaliá-los por meio do erro absoluto 

máximo (188), erro absoluto médio (189) ou erro médio quadrático (190), dependendo do 

modelo e métrica estabelecidos. 

 

max 100, 1,...,
PG PL

N
PG

n n

n

n
 −
  =   =
 
 

 (188) 

em que, 
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n índice do ponto testado. 

N número total de pontos.  

PGn potência da FPH agregada não linear no ponto n.  

PLn potência da FPH linear no ponto n.  

EAM erro absoluto máximo (%). 

  

 

1

1
100, 1,...,

N PG PL
N

N PG

n n

n n

n
=

−
 =   =  (189) 

em que, 

EMA erro médio absoluto (%). 

 

 
 

 

2

1

)1
EMQ 100, 1,...,

N (PG PL
N

N PG

n n

n n

n
=

−
=   =  (190) 

em que, 

EMQ erro médio quadrático (%). 

 

O erro em relação aos pontos de referência pode ser facilmente calculado por meio 

do valor da função objetivo retornado nos MLP. Tendo em vista que a função objetivo é o 

numerador das expressões (191) e (192). Têm-se: 

 

_ REF 100
FOBJ_ΕQ

I
 =   (191) 

em que, 

EMA_REF erro médio absoluto em relação a grade de referência (%). 

FOBJ_EQ valor da função objetivo quando se minimiza o erro quadrático. 

 

EMQ_REF 100
FOBJ_EA

I
=   (192) 

em que, 

EMQ_REF erro médio quadrático em relação a grade de referência (%). 

FOBJ_EA valor da função objetivo quando se minimiza o erro absoluto. 

 

Ainda, I = K para o caso univariado e K x L para o caso bivariado. 

Note que nos modelos de minimização do número de hiperplanos ou segmentos, os 

erros de referência são parâmetros de entrada do problema. A avaliação da qualidade das FLP 
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é fundamental para verificar o quão a FPH linearizada reflete a FPH não linear. O EMA e 

EMQ calculados pelas equações (189) e (190) são os mais relevantes, pois a qualidade da FLP 

é calculada para uma quantidade bem superior de pontos além daqueles considerados pelos 

MLP no cálculo das aproximações. Entretanto, nesse trabalho, também são calculados os 

erros em relação aos pontos de referência utilizados pelo algoritmo, EMA_REF e EMQ_REF 

por meio das equações  (191) e (192) para determinar a qualidade de seleção dos pontos por 

meio do RDP e o bom aproveitamento desses por meio dos MLPs. 
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4  IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL E RESULTADOS 

 

Este capítulo visa apresentar os principais resultados e avaliações relativos aos 

modelos lineares por partes apresentados neste trabalho. Inicialmente, é feita uma análise 

comparativa entre desempenho e precisão em um dos modelos por meio da utilização da 

partição uniforme e partição ótima do domínio da FPH não linear conforme mostrado no 

Capítulo 2. Essa análise é relevante para estabelecer uma estratégia de obtenção da grade de 

pontos de referência a ser utilizada no restante dos experimentos. Na sequência, são avaliados 

os modelos propostos no Capítulo 3. Primeiramente, verificam-se os MLP destinados ao caso 

univariado não convexo para minimização do erro ou minimização do número de breakpoints, 

bem como os algoritmos de busca relacionado a este. Na sequência, são avaliados os modelos 

côncavos para o caso univariado e bivariado bem como os seus respectivos algoritmos de 

busca. Em todos os modelos são verificados tanto a precisão quanto o desempenho 

computacional. A precisão é medida por meio dos erros mostrados na Seção 3.3, com a 

variação de diversos parâmetros de entrada dos modelos tais como número de 

breakpoints/hiperplanos e métricas de erro. O desempenho, por sua vez, é analisado por meio 

do tempo computacional requerido em cada simulação. Os modelos estão implementados em 

Python, com solver de otimização GUROBI versão 8.1.1. Os códigos são executados em um 

computador Intel i7, 2,5 GHz com 8 GB de RAM, sistema operacional Windows 10 Home. 

Os modelos propostos são aplicados em duas UHE: a usina hidrelétrica de Santo Antônio 

(UHESA) e usina hidrelétrica de Machadinho (UHEMA) cujos dados se encontram no 

ANEXO A desse trabalho. 

 

4.1 COMPARAÇÃO ENTRE AS ESTRATÉGIAS DE DISCRETIZAÇÃO 

 

Conforme discutido no Capítulo 2, a partição do domínio da FPH agregada pode se 

dar de duas formas distintas: uniforme, em que o domínio é dividido de forma equidistante ou 

pelo algoritmo de Rammer-Douglas-Peucker. Para análise dessas estratégias, e para 

estabelecer uma estratégia definitiva de seleção de pontos a ser seguida nesse trabalho, é 

utilizado o MLP 1 aplicado na UHE de Machadinho. Na sequência, são analisados os erros 

médios absolutos em relação referência, EMA_REF, i.e., o erro em relação aos pontos obtidos 
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na discretização e em relação a EMA_GRADE, i.e., o erro em relação a grade de testes de 

1.000 pontos, utilizada para testar as FLPs obtidas. Além disso, é analisado o desempenho 

computacional por meio do tempo de simulação dos algoritmos. 

Como exemplo, considera-se a UHEMA com a queda bruta fixa em 110 metros e 

com um número fixo de breakpoints B fixo em 10, ou seja, o modelo tem liberdade para 

posicionar 9 segmentos de maneira ótima para aproximar um total de K ≥ B pontos. A 

discretização uniforme para um total de K = 30 pontos retorna a seleção de pontos conforme a 

Figura 22. 

 

Figura 22 – Seleção de 30 pontos uniformemente espaçados na FPH agregada não 

linear sem considerar a faixa proibida de operação. 

 
Fonte – do autor. 

 

A aplicação do MLP 1 nos pontos selecionados retorna uma FLP conforme a Figura 

23. 

Figura 23 – FPH obtida pelo MLP 1 ao serem utilizados 30 pontos 

 
Fonte – do autor. 
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Dado que MLP 1 retorna uma FLP não convexa, a FLP gerada pelo modelo tem 

grande precisão pela capacidade acompanhar as mudanças de gradiente da FPH não linear. O 

erro médio absoluto dessa FPH em relação a FPH não linear para os 30 pontos utilizados na 

grade de referência é de aproximadamente 0,095%. Testando a FLP obtida para a grade de 

testes de 1.000 pontos, pode-se notar o comportamento visto na Figura 24. 

 

Figura 24 – FPH não linear x linear por partes para uma grade de testes de 1.000 

pontos 

 
Fonte – do autor. 

 

Conforme a Tabela 3, o erro médio absoluto entre as duas FPH em relação aos 

pontos da grade de testes é de 0,142%. A Tabela 3 resume ainda o erro e tempo de simulação 

para diferentes quantidades de pontos de referência. 

 

Tabela 3 – Precisão e desempenho de acordo com a quantidade de pontos de 

referência  
Pontos (K) 

  10 20 30 40 50 

EMA_REF (%) 0,000 0,055 0,095 0,108 0,104 

EMA_GRADE (%) 0,583 0,133 0,142 0,115 0,115 

Tempo (s) 0,114 4,115 22,465 228,965 270,255 

 

O erro médio absoluto em relação a referência é nulo quando o número de pontos é 

igual ao número de breakpoints. Isso porque, tratando-se de uma FLP que é não côncava, o 

modelo é livre pra posicionar cada breakpoints exatamente em cima de cada um dos pontos de 

referência. Quando o número de pontos se torna maior, o modelo tenta posicionar os 

breakpoints de maneira ótima para melhor encaixar os pontos mantendo as devidas condições 
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de ordenamento e continuidade. Nota-se que como se trata de um erro médio, ele pode tanto 

aumentar como diminuir quando se trata da referência. O erro aumenta tanto devido a maior 

quantidade de pontos a serem aproximados quanto pelo aparecimento de mais pontos em 

regiões de não linearidade que exigem diferentes aproximações. 

O erro em relação a grade é o mais relevante na análise porque reflete precisão em 

relação a uma quantidade massiva de pontos da FPH não linear. Esse erro em geral diminui 

com aumento da quantidade de pontos fornecidos, pois reflete um melhor “conhecimento” do 

comportamento da função original pelo MLP. O erro diminui de maneira gradativa até a 

estabilização, o que significa que, mesmo com incremento de pontos, o mesmo se manterá 

constante. Dessa forma, verifica-se que o erro de 0,115% é o limite para o valor máximo 10 

breakpoints (ou seja, a FLP possui 9 segmentos de reta) que fora delimitado nesse exemplo. 

Note ainda que o tempo de simulação computacional cresce exponencialmente com o 

aumento do número de pontos, tendo em vista que isso reflete no aumento do número de 

variáveis e restrições dos problemas. 

Se agora for aplicado o algoritmo RDP com tolerância de 0,5 MW, i. e., qualquer 

ponto cuja remoção não provoque um erro maior de 0,5 MW será excluído, o seguinte gráfico 

é obtido: 

 

Figura 25 – FPH agregada linear obtida pelo MLP 1 ao ser utilizado 26 de 30 pontos 

selecionados pelo RDP 

 
Fonte – do autor. 

 

Na Figura 25, percebe-se a exclusão de quatro pontos pelo RDP nas regiões de maior 

“linearidade” da FPH. Neste exemplo, o erro em relação a referência e em relação a grade se 

mantiveram constantes, ao passo que o tempo de simulação caiu para 16,142 segundos. A 

Tabela 4 mostra resumidamente os resultados a partir da utilização do algoritmo. 
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Tabela 4 – Precisão e desempenho de acordo com a quantidade de pontos de 

referência selecionados pelo algoritmo de RDP  
Pontos (K)    

 
10 20 30 40 50 1000 

Redução RDP 9 19 26 28 26 27 

EMA_REF_RDP (%) 0,000 0,045 0,082 0,085 0,104 0,136 

EMA_GRADE_RDP (%) 0,466 0,128 0,142 0,127 0,122 0,121 

Tempo_RDP (s) 0,111 2,732 16,142 16,629 14,072 14,730 

 

De imediato, verifica-se que a redução de pontos feita pelo algoritmo reduz 

consideravelmente o tempo computacional. A precisão observada em relação ao erro absoluto 

da grade, no entanto, é levemente reduzida em função da tolerância de 0,5 MW que fora 

estabelecida no RDP.   

Existe uma estabilização na redução de pontos por volta de 26 à 28 pontos dada a 

tolerância especificada para qualquer que seja a quantidade de pontos de entrada. Isso permite 

estabelecer uma discretização ótima ao se estabelecer uma quantidade massiva de dados, 

como por exemplo, 1.000 pontos e deixar a cargo do algoritmo a seleção dos pontos. A 

utilização desse artifício permite, por exemplo, a redução de mais que 250 segundos no tempo 

de simulação ao custo de perder 0,006% de precisão, o que é bem razoável. 

A Figura 26 e a Figura 27 mostram, respectivamente, a diferença em termos de 

precisão e desempenho para as estratégias utilizadas. 

 

Figura 26 – Diferença do erro médio absoluto na grade de referência entre as 

estratégias com RDP e sem RDP, para tolerância de 0,5 MW

 
Fonte – do autor. 
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Figura 27 – Diferença do tempo de simulação entre as estratégias: com RDP x sem 

RDP para tolerância de 0,5 MW 

 
Fonte – do autor. 

 

Em termos de precisão, a discretização por meio do auxílio do RDP apresenta ganhos 

apenas para 10 e 20 pontos utilizados. Outrora, é observado uma grande redução no tempo de 

simulação ao custo de uma pequena redução na precisão. 

O fator tempo de simulação é crucial se o modelo for operar online (em tempo real), 

assim o mesmo deve se adaptar a necessidade do usuário em busca do equilíbrio entre tempo 

de simulação e precisão aceitável. Para este objetivo, pode-se considerar aumento da 

tolerância do algoritmo RDP, o que elevaria o desempenho computacional em troca da perda 

de precisão. Entretanto, se os MLPs são executados offline, é possível que o tempo de 

simulação seja irrelevante. Ainda que esse seja o caso, por meio do estreitamento da 

tolerância do RDP, é possível alcançar precisão idêntica à discretizarão uniforme com melhor 

tempo computacional. Observe, por exemplo, a Figura 28, em que a tolerância do algoritmo 

RDP é igual a 0,25 MW. 

 

Figura 28 – FPH agregada linear obtida pelo MLP 1 ao ser utilizado 44 de 1000 

pontos selecionados pelo RDP 

 
Fonte – do autor. 
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A FLP resultante tem uma precisão de aproximadamente 0,115%, que é a mesma 

observada na discretização uniforme para 50 pontos, com um tempo de simulação 15 

segundos menor. Logo, ainda que qualquer perda de precisão por menor que seja, não seja 

tolerada e que o tempo de simulação não seja um problema, a utilização do RDP é vantajosa 

contanto que uma tolerância suficientemente pequena seja utilizada. 

Para o propósito desse trabalho, considerando a gama de simulações e os ganhos em 

termos de tempo computacionais (com baixíssima perda de precisão), os próximos 

experimentos utilizam 1.000 pontos de entrada iniciais para o caso univariado e 10.000 pontos 

iniciais para o caso bivariado que são reduzidos e escolhidos pelo algoritmo RDP com uma 

tolerância de 0,5 MW. 

 

4.2 RESULTADOS E DISCUSSÕES PARA OS MODELOS LINEARES POR PARTES 1 E 

2 

Os MLP 1 e 2 retornam FLPs não-convexas para funções univariadas e diferenciam 

entre si apenas em suas estratégias para estabelecer o ordenamento e a continuidade das 

aproximações. A análise dos modelos se dá por meio da variação do número de breakpoints 

em que B = 5, 10, 15, ..., K; i. e., B aumenta até se tornar igual ao número de pontos que são 

escolhidos conforme explicado na seção 4.1. Os resultados do MLP 1 para UHEMA podem 

ser vistos na Tabela 5. 

 

Tabela 5 – Precisão e desempenho do MLP 1 de acordo com a quantidade de 

breakpoints para FPH univariada de UHEMA  
Breakpoints (B) 

 
5 10 15 20 B = K = 27 

EMA_REF (%) 0,752 0,136 0,032 0,000 0,000 

EMA_GRADE (%) 0,621 0,121 0,087 0,063 0,063 

Tempo (s) 1,334 14,730 15,588 17,069 20,761 

 

À medida que se aumenta o número de breakpoints, o erro médio absoluto em 

relação a referência descresce até zero, pois incorre no aumento da maleabilidade do modelo 

que pode gerar mais segmentos para um grupo de pontos. O erro médio em relação a grade 

também decresce com aumento de breakpoints até sua estabilização em torno de 0,063%. 

Pode-se afirmar então que 0,063% é o menor erro absoluto alcançado pelo modelo para essa 
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FPH. Isto é, para uma tolerância de 0,5 MW do RDP, tendo em vista que a quantidade de 

pontos de referência e o consequente número máximo de breakpoints foram delimitados por 

este. 

Os resultados do MLP 2 são apresentados a seguir na Tabela 6.  

 

Tabela 6 – Precisão e desempenho do MLP 2 de acordo com a quantidade de 

breakpoints para FPH univariada da UHEMA  
Breakpoints (B) 

 
5 10 15 20 B = K = 27 

EMA_REF (%) 0,759 0,122 0,016 0,000 0,000 

EMA_GRADE (%) 0,618 0,119 0,085 0,057 0,057 

Tempo (s) 1,687 30,256 41,725 52,426 92,426 

 

O MLP 2 é superior em precisão, mas inferior em desempenho em relação ao MLP 1. 

Isso se explica pela maior quantidade de variáveis e restrições utilizadas no MLP 2. A 

diferença entre os dois modelos pode ser melhor vista na Figura 29. 

 

Figura 29 – Diferença entre os erros e tempos de simulação para o MLP 1 e MLP 2 

aplicados na FPH univariada da UHEMA 

 

Fonte – do autor. 

 

O MLP 2 tem precisão ligeiramente melhor que o MLP 1, mas o tempo de simulação 

pode ser até quatro vezes maior o que, dependendo do tipo de aplicação, pode invalidar sua 

utilização. No entanto, é apropriado destacar novamente que, nos problemas de CG do caso 

Brasileiro os modelos são executados offline, e as aproximações em geral são válidas por um 

longo período, o tempo de simulação pode não ser relevante de maneira que é justificável e 
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vantajoso aplicar ambos os modelos e utilizar a FLP com melhor precisão entre os dois. Além 

disso, dependendo da UHE, o menor número de equações pode ser priorizado ao invés da 

precisão. Portanto, é aconselhável que ambos os modelos sejam aplicados para decidir aquele 

que melhor se encaixa nas necessidades do usuário. 

Considere agora o caso da UHESA que possui dois grupos de unidades geradoras 

distintos. A aplicação do RDP com tolerância de 0,5 MW, e a respectiva FPH com uma queda 

bruta fixada em 15 metros, resulta nas seleções observadas na Figura 30 e na Figura 31. 

 

Figura 30 – Seleção de 23 de 1.000 na FPH agregada não linear do Grupo 1 de 

unidades geradoras da UHESA 

 
Fonte – do autor. 

 

Figura 31 – Seleção de 24 de 1000 na FPH agregada não linear do grupo 2 de 

unidades geradoras da UHESA 

 
Fonte – do autor. 

 

A UHESA tem dois grupos de UGs: o grupo 1 e o grupo 2, possuindo, 

respectivamente, 24 e 26 UGs. Quanto mais unidades geradoras são agregadas, mais suave e 

mais “linear” é o comportamento da FPH agregada, o que explica a grande exclusão de pontos 
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na região intermediaria (mais linear). A Tabela 7 resume os resultados para aplicação do MLP 

1 no Grupo 1.  

 

Tabela 7 – Precisão e desempenho do MLP 1 de acordo com a quantidade de breakpoints para 

FPH univariada do Grupo 1 da UHESA 
 

Breakpoints (B) 
 

5 10 15 20 B = K = 23 

EMA_REF (%) 0,645 0,081 0,043 0,000 0,000 

EMA_GRADE (%) 0,101 0,043 0,038 0,036 0,028 

Tempo (s) 0,487 21,146 54,860 1,212 1,172 

 

Devido ao comportamento suave da FPH, a precisão final alcançada é maior que 

aquela observada em Machadinho. Note o desempenho computacional não é atrelado somente 

ao número de variáveis e restrições do modelo, a convergência do modelo pode ser mais 

demorada com número específicos de pontos de entrada e breakpoints como observado no 

aumento do tempo de simulação quando o número de breakpoints é 15 e a posterior redução 

brusca em 20 e B = K. 

A Tabela 8 resume os resultados para aplicação do MLP 2 no Grupo 2 de unidades 

geradoras da UHESA.  

 

Tabela 8 – Precisão e desempenho do MLP 2 de acordo com a quantidade de breakpoints para 

FPH univariada do Grupo 2 de UGs da UHESA 

  Breakpoints (B) 
 

5 10 15 20 B = K = 24 

EMA_REF (%) 0,568 0,075 0,017 0,000 0,000 

EMA_GRADE (%) 0,098 0,039 0,046 0,474 0,035 

Tempo (s) 0,828 15,961 32,123 14,273 14,668 

 

O aumento do número de breakpoints pode não necessariamente reduzir ou 

estabilizar a precisão. Observa-se na Tabela 8, por exemplo, que com 20 breakpoints existe 

um aumento no erro médio absoluto em relação a grade, apesar do algoritmo chegar a erro 

zero em relação a referência. Isso ocorre especialmente em funções mais suaves em que se 

obriga o modelo a produzir mais aproximações quando um bom erro pode ser alcançado com 

poucos breakpoints. 
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Por fim, a diferença dos erros e tempo de simulação do MLP 1 e MLP 2 para os dois 

grupos 1 e 2 de UGs pode ser visto nas Figura 32 e Figura 33.  

 

Figura 32 – Diferença entre os erros e tempos de simulação para o MLP 1 e MLP 2 

aplicados na FPH univariada do grupo 1 de UGs da UHESA 

 
Fonte – do autor. 

 

Figura 33 – Diferença entre os erros e tempos de simulação para o MLP 1 e MLP 2 

aplicados na FPH univariada do grupo 2 de UGs da UHESA 

 
Fonte – do autor. 

 

Assim como no caso da UHEMA, o MLP 1 ganha em termos de desempenho e perde 

(ligeiramente) em termos de precisão para o MLP 2, considerando que a precisão é preferível 

ao invés do número de equações reduzido. 

 

4.3 RESULTADOS E DISCUSSÕES PARA O MODELO LINEAR POR PARTES 3 

 

No MLP 3 o parâmetro de entrada é o erro de referência e se busca a minimização do 

número de breakpoints e, consequentemente, do número segmentos/equações lineares. O erro 
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de referência pode ser o erro médio absoluto, máximo absoluto ou máximo absoluto com foco 

em região de interesse conforme mostrado no Capítulo 3. Visto que até agora foram feitas 

análises com base no erro absoluto médio, o parâmetro de entrada, nessa seção, será focada no 

erro máximo absoluto de referência, EAM_REF. A consequência de utilizar esse parâmetro é 

que o modelo procura por um erro máximo permissível em cada ponto a custo de sacrificar o 

erro médio. Isso é particularmente interessante quando FPH linear apresenta erros maiores em 

regiões de interesse (regiões de maior operação das UGs). Para análise desse modelo, o erro 

varia de forma que EAM_REF = 15, 10, 5, ... ,1% e o número máximo de breakpoints será B 

= K. Assim, considere a Tabela 9 com os resultados do MLP 3 para UHEMA. 

 

Tabela 9 – Número mínimo de breakpoints e desempenho do MLP 3 de acordo com erro 

absoluto máximo estabelecido para FPH univariada da UHEMA. 
 

EAM_REF (%) 
 

15 10 5 2 1 

Breakpoints (B) 2 2 2 6 8 

EAM_GRADE (%) 15,001 10,000 5,001 2,000 1,000 

Tempo (s) 2,200 2,201 2,405 4,631 8,107 

 

O desempenho desse modelo em geral é melhor devido ao fato de o número total de 

breakpoints estarem livres9. Note que o número mínimo possível de breakpoints (um 

segmento de reta) é igual a dois. No entanto, devido a possibilidade de diferentes 

posicionamentos, é possível com apenas um segmento de reta chegar ao erro absoluto 

máximo de 15%, 10 e 5%. A Figura 34 exemplifica uma FLP para um erro máximo absoluto 

15%.  

 

 

 

 

 

 

 

 
9 Nos modelos prévios o número de breakpoints é um parâmetro de entrada fixo, não o local dos breakpoints. No 

MLP 3 tanto o número total quanto o local são escolhidos pelo algoritmo. 
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Figura 34 – Exemplo da FPH para um erro máximo absoluto de 15%. 

 
Fonte – do autor. 

 

O MLP 3 gerou uma FLP constituída de um único segmento deslocado para atender 

ao erro de 15% pedido. Em contrapartida, a Figura 35 mostra a FPH linear para um erro 

máximo absoluto de 1%. 

 

Figura 35 – Exemplo da FPH para um erro máximo absoluto de 1%. 

 
Fonte – do autor. 

 

O mesmo ocorre quando o modelo é aplicado aos grupos 1 e 2 de UGs de UHESA 

com a diferença que o comportamento suave da FPH também aumenta o desempenho do 

MLP 3, conforme a Tabela 10 e a Tabela 11. 

 

Tabela 10 – Número mínimo de breakpoints e desempenho do MLP 3 de acordo com erro 

absoluto máximo estabelecido para univariada do grupo 1 de UGs da UHESA. 
 

EAM_REF (%) 
 

15 10 5 2 1 

Breakpoints (B) 2 2 2 5 7 
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EAM_GRADE (%) 15,000 10,000 4,789 3,624 1,580 

Tempo (s) 1,308 1,683 2,057 2,536 3,228 

 

Tabela 11 – Número mínimo de breakpoints e desempenho do MLP 3 de acordo com erro 

absoluto máximo estabelecido para univariada do grupo 2 de UGs da UHESA. 
 

EAM_REF (%) 
 

15 10 5 2 1 

Breakpoints (B) 2 2 2 5 7 

EAM_GRADE (%) 15,000 10,000 5,000 2,042 1,002 

Tempo (s) 1,462 1,629 1,385 3,197 2,311 

 

Uma forma inteligente de utilizar o MLP 3 é por meio da aplicação do Algoritmo 1, 

fornecido no Capítulo 3 que reduz o erro e executa o modelo sistematicamente até que a 

variável de folga seja diferente de 0, pois essa condição só atendida quando o valor do erro já 

não pode ser obtido pelo modelo. Ainda que o problema utilize a variável de folga em alguns 

casos, como ocorrido em EMA_REF = 2% e 1%, a solução é utilizável, visto que o erro 

absoluto máximo em relação a grade reflete o erro para o teste na grade de 1000 pontos. 

A Figura 36 mostra a progressão do algoritmo para um erro absoluto máximo inicial 

de 15% com redução de 1% por iteração até que a variável de folga Ki seja maior que a 

tolerância de 0,00001.  

 

Figura 36 – Erro absoluto máximo x número ótimo de breakpoints para FPH 

univariada da UHEMA. 

 
Fonte – do autor. 
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O algoritmo chega até o erro absoluto médio de referência de 0% que equivale a um 

erro de 0,947% em relação a grade de testes em aproximadamente 168,702 segundos. Note 

que o erro absoluto pode oscilar para qualquer valor de breakpoints, isso porque nesse modelo 

tanto o local dos breakpoints quanto o número máximo desses são livres, assim o modelo 

pode posicioná-los da forma mais conveniente na tentativa alcançar o erro almejado. A Figura 

37 mostra a FPH não linear e linearizada para a grade de testes. 

 

Figura 37 – Exemplo da FPH univariada da UHEMA para um erro máximo absoluto 

de 0,947% na grade de testes. 

 
Fonte – do autor. 

 

A Tabela 12 resume os resultados obtidos a partir da aplicação do algoritmo para as 

UGs da UHE Machadinho e os dois grupos de UGs da UHE de Santo Antônio. 

 

Tabela 12 – Erro absoluto máximo com número ótimo de breakpoints a partir da utilização do 

Algoritmo 1 
 

UHEMA UHESA G1 UHESA G2 

EAM_REF (%) 0,000 0,000 0,000 

EAM_GRADE (%) 0,947 0,341 0,306 

Breakpoints - Ótimo (B) 17 19 19 

Tempo (s) 163,423 88,092 168,702 

 

Em todos os casos foi possível chegar a um erro de 0% em relação a referência o que 

refletiu em valores satisfatório para erro absoluto máximo em relação a grade de testes com a 

FPH linear do grupo 2 de UGs de UHESA chegando em 0,306% o que representa a FPH vista 

na Figura 38. 
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Figura 38 – Exemplo da FPH univariada do grupo 2 de UGs da UHESA para um erro 

máximo absoluto de 0,306% na grade de testes. 

 
Fonte – do autor. 

 

 

4.4 RESULTADOS E DISCUSSÕES PARA OS MODELOS LINEARES POR PARTES 

CÔNCAVOS – MLP 4 E MLP 6 

 

O MLP 4 restringe a FLP dos MLPs 1 e 2 à FLP côncavas. A utilização desse 

modelo na FPH agregada da UHEMA retorna a FPH vista na Figura 39. 

 

Figura 39 – FPH agregada linear obtida pelo MLP 4 ao serem utilizados 26 de 30 

pontos selecionados pelo RDP 

 
Fonte – do autor. 

 

A imposição de concavidade restringe o local dos breakpoints o que naturalmente 

piora a precisão da FLP obtida. No entanto, a característica de concavidade da FLP obtida, 

permite que a mesma seja utilizada em modelos de CG sem necessidade de adicionar 
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variáveis binárias para representar seu domínio o que é uma grande vantagem em termos de 

desempenho e a única possibilidade em sistemas de grande porte. A FLP quando aplicada na 

grade de testes de 1.000 pontos resulta na Figura 40 que representa o resultado para B = K = 

27, ou seja, 26 equações. 

 

Figura 40 – FPH não linear x linear côncava para uma grade de testes de 1.000 

pontos 

 
Fonte – do autor. 

 

Os resultados para avaliação da precisão e desempenho são resumidos Tabela 13. 

 

Tabela 13 – Precisão e desempenho do MLP 4 de acordo com a quantidade de breakpoints 

para FPH de univariada da UHEMA 
 

Breakpoints (B) 
 

 
5 10 15 20 B=K=27 

EMA_REF (%) 0,796 0,808 0,672 0,689 0,689 

EMA_GRADE (%) 0,900 0,803 0,793 0,784 0,784 

Tempo (s) 3,637 3,732 108,384 723,742 800,741 

 

Apesar da redução no número de variáveis e restrições em relação aos modelos não 

convexos, nota-se que o desempenho computacional pode em certas ocasiões ser pior em 

modelos côncavos. Isso ocorre porque a condição de concavidade restringe o local dos 

breakpoints. Isso somado ao fato de que o número de breakpoints é fixo, acaba por ocasionar 

lentidão na convergência do modelo.  

Já a precisão sempre será igual (se FPH não linear for perfeitamente côncava) ou 

inferior em relação aquelas obtidas nos modelos não-convexos principalmente devido a 
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elevação do erro nas regiões não côncavas da FPH. Mesmo em relação a grade de referência, 

a não ser que FPH não linear seja uma função côncava perfeita, o modelo não chegará a 0% 

pois não é possível posicionar um breakpoint em cada ponto de referência da FPH não linear 

sem desrespeitar a restrição de concavidade. Os resultados para os dois grupos da UHE de 

Santo Antônio podem ser conferidos na Tabela 14 e Tabela 15.  

 

Tabela 14 – Precisão e desempenho do MLP 4 de acordo com a quantidade de breakpoints 

para FPH de univariada do grupo 1 de UGs da UHESA 
 

Breakpoints (B) 
 

5 10 15 20 B=K=23 

EMA_REF (%) 0,645 0,641 0,641 0,641 0,641 

EMA_GRADE (%) 0,101 0,098 0,098 0,097 0,097 

Tempo (s) 0,444 1,614 1,845 1,584 1,999 

 

Tabela 15 – Precisão e desempenho do MLP 4 de acordo com a quantidade de breakpoints 

para FPH de univariada do grupo 2 de UGs da UHESA 

  Breakpoints (B) 

  5 10 15 20 B=K=24 

EMA_REF (%) 0,568 0,564 0,564 0,564 0,564 

EMA_GRADE (%) 0,098 0,094 0,094 0,094 0,094 

Tempo (s) 0,418 1,287 1,477 1,994 1,403 

 

As características das FPHs da UHESA fazem com o que modelo côncavo também 

apresente uma boa precisão. Nota-se que a partir de 5 breakpoints já não se observa melhoria 

do erro, o número de segmentos ótimos já está estabelecido. A adição de mais breakpoints 

nesse caso apenas faz com o modelo gere aproximações repetidas. 

O MLP 6 expande o MLP 4 para utilização na FPH bivariada. Nesse caso, a queda 

bruta também varia e assim se contempla a influência da não linearidade de ambas variáveis. 

No caso bivariado, cada conjunto de pontos pertence a um hiperplano que é um plano no caso 

bivariado. Utilizando algoritmo RDP na FPH não linear bivariada da UHEMA, são 

selecionados 96 pontos dando origem a FPH de referência conforme visto na Figura 41. 
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Figura 41 – FPH bivariada não linear da UHEMA construída a partir de 96 pontos 

selecionados pelo RDP 

 
Fonte – do autor. 

 

Aplicando o MLP 6 nos pontos obtidos, obtém-se a FPH linear vista na Figura 42. 

 

Figura 42 – FPH bivariada linear côncava da UHEMA obtida por meio de uma FLP 

constituída por 20 hiperplanos 

 

 
Fonte – do autor. 

 

Acima, o erro médio absoluto é de 0,768% em relação a referência e 0,945% em 

relação a grade de testes para 20 hiperplanos conforme a Tabela 16.  
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Tabela 16 – Precisão e desempenho do MLP 6 de acordo com a quantidade de hiperplanos 

para FPH de bivariada de Machadinho 

  Hiperplanos (NH) 

  5 10 15 20 NH = K x L = 96 

EMA_REF (%) 1,976 0,913 0,832 0,865 0,768 

EMA_GRADE (%) 1,887 1,083 1,001 1,041 0,945 

Tempo (s) 0,988 2,146 2,008 3,005 3,502 

 

Por se tratar de duas variáveis a precisão da FLP obtida é menor em relação ao caso 

univariado, uma vez que agora existem as não linearidades inseridas pela queda na FPH não 

linear. A convergência do modelo melhora consideravelmente uma vez que adição de mais 

um gradiente adiciona certa maleabilidade na obtenção das aproximações. A Figura 43 mostra 

a FPH não linear do grupo 1 das UGs de Santo Antônio a partir de 94 pontos selecionados 

pelo RDP.  

 

Figura 43 – FPH bivariada não linear das UGs do grupo 1 UHESA construída a partir 

de 94 pontos selecionados pelo RDP 

 
Fonte – do autor. 

 

Ao que o MLP 6 retorna uma FLP que gera a FPH linear vista na Figura 44 obtida a 

partir dos 20 hiperplanos obtidos pelo modelo, testados para 10 mil pontos. 
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Figura 44 – FPH bivariada linear côncava das UGs do grupo 1 da UHESA obtida por 

uma FLP constituída por 20 hiperplanos testados para 10 mil pontos 

 

Fonte – do autor. 

 

Os resultados do MLP 6 para os grupos 1 e 2 da UHESA são resumidamente 

apresentados na Tabela 17 e Tabela 18. 

 

Tabela 17 – Precisão e desempenho do MLP 6 de acordo com a quantidade de hiperplanos 

para FPH de bivariada dos grupos 1 de UGs da UHESA 
 

 Hiperplanos (NH) 
 

 5 10 15 20 NH = K x L = 96 

EMA_REF (%)  1,572 1,154 0,888 0,924 1,307 

EMA_GRADE (%)  0,723 0,521 0,163 0,187 0,149 

Tempo (s)  0,134 0,204 0,234 0,367 28,869 

 

Tabela 18 – Precisão e desempenho do MLP 6 de acordo com a quantidade de hiperplanos 

para FPH de bivariada do grupo 2 de UGs da UHESA 

  Hiperplanos (NH) 

  5 10 15 20 NH = K x L = 96 

EMA_REF (%) 0,812 0,937 0,924 0,918 0,812 

EMA_GRADE (%) 3,885 0,127 0,118 0,131 0,105 

Tempo (s) 7,552 2,391 3,282 9,131 7,224 

 

Assim como no caso univariado, as aproximações para FPH bivariada para os grupos 

de UGs de UHESA são bem precisos de acordo com erro médio absoluto em relação a grade 

de testes. 
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4.5 RESULTADOS E DISCUSSÕES PARA OS MODELOS LINEARES POR PARTES 

CÔNCAVOS – MLP 5 E MLP 7 

 

O MLP 5 trata de minimizar o número de breakpoints para um dado erro, mas 

restringe a FLP a obtida à uma FLP côncava. A Figura 45 mostra a FPH linearizada da 

UHEMA se utilizado o erro absoluto máximo de 1% como parâmetro de entrada.  

 

Figura 45 – FPH agregada linear da UHEMA obtida pelo MLP 5 com 1% de erro 

absoluto máximo como parâmetro de entrada 

 
Fonte – do autor. 

 

A FLP que origina a FPH côncava em questão é construída com 5 breakpoints e tem 

um erro absoluto máximo de 7,52% em relação a grade de testes conforme a Tabela 19. 

 

Tabela 19 – Número mínimo de breakpoints e desempenho do MLP 5 de acordo com erro 

absoluto máximo estabelecido para FPH univariada da UHEMA 
 

EAM_REF (%) 
 

15 10 5 2 1 

Breakpoints (B) 3 3 5 4 5 

EAM_GRADE (%) 9,164 9,223 7,522 7,522 7,522 

Tempo (s) 0,060 0,135 0,197 0,296 0,959 

 

O tempo de simulação é bem reduzido com a liberdade na quantidade de breakpoints 

do modelo assim como ocorre no modelo não convexo. A exigência de concavidade provoca 

uma disparidade bem maior entre o erro de referência e o erro da grade de testes do que o que 

ocorre em no modelo não convexo. 
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A partir de 5% de erro absoluto máximo como parâmetro de entrada, o máximo que 

MLP 5 consegue chegar em relação a FPH não linear é de aproximadamente 7,522% de forma 

que se pode assumir que em um valor anterior de entrada, o modelo já passa a exigir a 

variável de folga. As diferenças na quantidade breakpoints ocorre pela divergência de em 

quais pontos a variável de folga é utilizada na tentativa de estabelecer o erro exigido. 

O emprego do Algoritmo 2 aceita utilizar o processo iterativo que for utilizada no 

MLP 5 para determinação do menor erro absoluto máximo e o respectivo número ótimo de 

breakpoints. A Figura 46 mostra o progresso do processo iterativo. 

 

Figura 46 – Erro absoluto máximo x número ótimo de breakingpoints para FPH 

univariada da UHEMA 

 
Fonte – do autor. 

 

Por meio do algoritmo, têm-se que o menor erro absoluto é encontrado quando 

utilizado o erro de referência de 7% como parâmetro de entrada, o que resulta em uma FLP 

que entrega uma FPH linear com erro absoluto máximo de 7,352%. Esse erro é superior que 

aqueles obtidos para exigência de 5%, 2% e 1% na referência conforme visto anteriormente, o 

que indica que a variável de folga foi utilizada. Por isso, é relevante o emprego do algoritmo 

de busca para que se tenha o último resultado para o qual o MLP não utilizara a variável de 

folga. 

O MLP 7 é uma expansão do MLP 5 para o caso multivariado. A figura a seguir 

apresenta a FPH linear do grupo 2 de UHESA obtida para um erro absoluto máximo de 1%. 
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Figura 47 – FPH agregada linear bivariada das UGs do grupo 2 de UHESA obtida 

pelo MLP 7 com 1% de erro absoluto máximo como parâmetro de entrada 

 
Fonte – do autor. 

 

Neste caso, o erro máximo em relação a grade de testes para FPH linear é de 5,71% 

com 10 hiperplanos conforme a Tabela 20. 

 

Tabela 20 – Número mínimo de hiperplanos e desempenho do MLP 7 de acordo com erro 

absoluto máximo estabelecido para FPH bivariada do grupo 2 de UGs da UHESA 

  EAM_REF (%) 

  15 10 5 2 1 

Hiperplanos (NH) 15 16 16 10 10 

EAM_GRADE (%) 15,002 10,000 6,592 5,717 5,717 

Tempo (s) 1,312 1,230 1,190 1,664 1,664 

 

Mesmo no caso bivariado, o tempo computacional é bom devido a liberdade na 

quantidade de hiperplanos escolhido. Ademais, a suavidade da FPH não linear de UHESA 

permite que exista uma maior correspondência entre o erro absoluto máximo da grade e da 

referência pelo menos para erros maiores. 

O Algoritmo 3 permite a procura do número de hiperplanos ótimos para o menor erro 

para o caso bivariado conforme a Figura 48.  
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Figura 48 – Erro absoluto máximo x número ótimo de hiperplanos para FPH 

bivariada do grupo 2 de UGs da UHESA 

 
Fonte – do autor. 

 

O menor erro de referência para que se tem uma solução que não utiliza a variável de 

folga é de 3% que resulta em 4,667% em relação a grade de referência com 6 hiperplanos. 

A Tabela 21 resume os resultados do Algoritmo 3 para as UHE em estudo. 

 

Tabela 21 – Resumo da aplicação do Algoritmo 3 paras as FPHs bivariadas de UHEMA e 

UHESA 
 

UHEMA UHESA G1 UHESA G2 

EAM_REF (%) 3,000 4,000 3,000 

EAM_GRADE (%) 4,194 4,474 4,677 

Hiperplanos - Ótimo (NH) 10 31 6 

Tempo (s) 7,968 52,365 59,052 

 

Nota-se que apesar do algoritmo se tratar de um processo iterativo, o tempo 

computacional para determinação do número ótimo de hiperplanos para um dado erro é 

relativamente rápido tendo em vista que o MLP 7 tem um tempo de simulação curto. 
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5  CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

A representação da Função de Produção Hidrelétrica (FPH) é um dos aspectos mais 

relevantes em modelos de coordenação da geração, tais como os modelos de planejamento da 

operação energética (POE). O ponto chave desse trabalho é a controlabilidade no processo de 

obtenção da FPH linearizada, o que é feito por meio de diferentes estratégias. As análises dos 

resultados dos modelos lineares por partes (MLP) oferecidos permitem as seguintes 

conclusões: 

• A utilização do algoritmo de Rammer-Douglas-Peucker (RDP) para exclusão 

de pontos leva a ganhos consideráveis em termos de desempenho do modelo 

ao custo de uma pequena redução na precisão. No experimento foi notado um 

uma diferença superior a 250 segundos para uma perda de 0,006% na 

precisão. Ademais, mesmo que a precisão precise ser conservada, é possível 

uma redução do tempo de simulação por meio da redução da tolerância do 

algoritmo. 

• Em relação aos modelos não convexos univariados. O erro médio absoluto 

ficou perto de 0% com poucos breakpoints, tendo como uma base de testes 

uma grade massiva de dados. 

• Em relação aos modelos côncavos univariados e bivariados. O erro ficou 

abaixo de 1% mesmo nos casos bivariados, sendo que para uma usina com 

grande número de unidades como UHE de Santo Antônio, o erro médio 

absoluto ficou abaixo de 0,2%. 

• Nos modelos de minimização do número de hiperplanos, o erro absoluto 

máximo foi utilizado como parâmetro de entrada, ficando menor que 5% para 

maioria dos casos. Por terem o número de breakpoints/hiperplanos livres, os 

modelos tem alto desempenho computacional o que permite a utilização de 

algoritmos iterativos para determinação do número ótimo de 

breakpoints/hiperplanos como tempos de simulação inferiores a 3 minutos. 

• O modelo que apresentou piorr desempenho foi o MLP 3 devido ao número 

fixo de breakpoints associado a restrição de posicionamento dos mesmos para 

garantir a concavidade da FLP. 
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Algumas sugestões para trabalhos futuros são: 

• A FPH linearizada reflete a FPH não linear de forma que uma melhor 

representação da FPH não linear pode trazer aproximações mais 

significativas. Uma forma de melhorar a representação da FPH não linear é 

por meio da melhor representação do rendimento hidráulico, como por 

exemplo, por meio do fatiamento das regiões de queda líquida de forma que o 

polinômio único possa ser substituído por múltiplos polinômios. 

• Os MLPs são dependentes da modelagem do big-M que são os valores e 

constantes “suficientemente” grandes. O big-M é na realidade um conceito e 

existem diferentes estratégias para estimar esses parâmetros de forma que 

eles não sejam arbitrariamente muito grandes. Uma melhor estimativa desses 

parâmetros para FPH poderia impulsionar o desempenho do modelo, 

permitindo que o mesmo utilize uma grade maior de pontos com uma 

tolerância menor do algoritmo RDP. 

• Apesar de uma utilização mais restrita, modelos não-convexos tem seu campo 

de utilização e são mais precisos. Seria interessante a expansão do modelo 

não-convexo pro caso bivariado. Para tanto, é necessário estudar formas de 

estabelecer continuidade em modelos paramétricos e modelar as possíveis 

restrições como restrições lineares. 
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APÊNDICE A – PROVA DE CONTINUIDADE DOS MODELOS 

 

A continuidade do MLP estabelecida por (REBENNACK et. al, 2020) imposta por 

meio das restrições  (65) - (68) pode ser explicada por meio da Figura 49. 

 

Figura 49 – Exemplo de continuidade para um intervalo de dados de acordo com 

(REBENNACK et. al, 2020) 

 
Fonte – do autor. 

 

Suponha que exista um breakpoint, r, entre os pontos Qk e Qk+1, conectando dois 

segmentos lineares com equações PGk = cHQk + dH e PGk = cH+1Qk + dH+1, respetivamente. 

Nesse caso, δk,H = δk+1,H+1 = 1 e para que os dois segmentos adjacentes sejam contínuos, 

ambos precisam ter o mesmo valor r, onde Qk≤ r ≤Qk+1.  Logo, para cH ≠ cH+1: 
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A direção das desigualdades muda de acordo com o sinal do denominador. Se cH - 

cH+1 > 0 então yH = 1 e δ+
k,H = 1, o que indica que o gradiente decresce entre os dois 

segmentos. De outra forma se cH - cH+1 < 0 então yH = 0 e δ-
k,H = 1, o que indica que o 

gradiente aumenta entre os dois segmentos. As restrições (65) - (68) são ativadas de acordo 
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com essas duas ocasiões. Se yH é sempre 1 a FLP é côncava, se yH é sempre 0 então a FLP é 

convexa. 

Por outro lado, a continuidade do MLP estabelecida por (KONG et. al, 2020) 

imposta por meio das restrições (91)-(97) pode ser explicada por meio da Figura 50.  

 

Figura 50 – Exemplo de continuidade para um intervalo de dados de acordo com 

(KONG et. al, 2020) 

 
Fonte – do autor. 

 

Suponha que dois segmentos, fH e fH+1 se conectam e que PGk = fH(Qk)  e que PGk+1 

= fH+1(Qk+1). Além disso, PG’k = fH+1(Qk) e PG’k+1 = fH (Qk+1) são os valores aproximados 

nos segmentos lineares adjacentes. Se existe um breakpoint entre Qk e Qk+1, e se (PG’k - 

PGk)(PG’k+1 - PGk+1) ≥ 0, então a FLP é contínua para todo k = 1,...,B. Assim, para que a 

continuidade seja garantida, o valor dos termos (PG’k - PGk) e (PG’k+1 - PGk+1) precisam ser 

ambos positivos ou negativos. Se um dado ponto é o último do segmento, ou seja, L
k,H = 1, 

então uk,H ou vk,H assumem o valor 1. Isso força que p+
k,H /q+

k,H  ou p-
k,H/q-

k,H  sejam 0 o que garante 

que os ambos os termos (PG’k - PGk) e (PG’k+1 - PGk+1) sejam negativos ou positivos, 

garantindo a continuidade. 
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ANEXO A – DADOS DAS USINAS UTILIZADAS NOS EXEMPLOS 

 

Neste anexo são fornecidos os dados das usinas hidrelétricas utilizadas nos exemplos 

e experimentos nesse trabalho. 

 

Tabela 22 – Coeficientes da Cota de Montante 
 

UHEMA UHESA UHEITÁ 

A0 4,32E+02 2,96E+01 3,32E+02 

A1 1,47E-02 4,30E-02 7,52E-03 

A2 0,00E+00 -1,54E-05 0,00E+00 

A3 0,00E+00 1,92E-09 0,00E+00 

A4 0,00E+00 2,12E-14 0,00E+00 

 

Tabela 23 – Coeficientes da Cota de Jusante 
 

UHEMA UHESA UHEITÁ 

B0 3,72E+02 4,34E+01 2,61E+02 

B1 1,93E-03 8,48E-04 3,01E-03 

B2 -8,53E-08 -2,21E-08 -5,64E-07 

B3 -8,53E-08 3,89E-13 6,79E-11 

B4 -2,62E-17 -2,90E-18 -3,03E-15 

 

Tabela 24 – Dados do Reservatório 
  

UHEMA UHESA UHEITÁ 

Volume mínimo (hm³) 2283,00 1945,76 4300 

Volume máximo (hm³) 3340,00 2461,75 5100 

Vertimento máximo (m³/s) - 84000 7410 

Queda bruta máxima (m)   107,10 27,86 - 

Queda bruta mínima (m)   87,20 12,35 - 

 

 

Tabela 25 – Dados da Turbina 
  

UHEMA UHESA G1 UHESA G2 UHEITÁ  

Vazão máxima (m³/s) 435 598 568 318  

Vazão mínima  (m³/s) 200 180 180 241  

Número de máquinas 3 24 26 3  

Potência operativa mínima (MW)   - 23,60 22,40 -  

Potência operativa máxima (MW)   380 73,29 69,59 -  

Coeficiente de Perda Hidráulica   1,83E-05 4,47E-07 4,96E-07 -  
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Tabela 26 – Coeficientes de Rendimento. 

  UHEMA UHESA G1 UHESA G2 

E0 0,15873 0,4565 0,3353 

E1 0,0023513 0,000946 0,001441 

E2 0,0036111 0,03105 0,02683 

E3 8,13E-06 6,54E-06 -1,15E-05 

E4 -4,91E-06 -1,19E-06 -1,38E-06 

E5 -2,12E-05 -0,0009 -0,000428 
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