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Resumo

Os modelos poroviscoelasticos tém sido amplamente utilizados para a modelagem de
tecidos bioldgicos hidratados, uma vez que permitem investigar as respostas biomecanicas
associadas ao fluxo de fluido intersticial. Estes problemas apresentam fortes acoplamentos
fisicos decorrentes de nao-linearidades materiais e geométricas. A este respeito, o presente
estudo investiga o desempenho numérico de cinco algoritmos de solucao de problemas
bifasicos dentro do contexto de tecidos biolégicos moles: monolitico, drained, undrained,
fized-strain e fived-stress. Para este fim, dois ensaios cldssicos de caracterizacao de tecidos
biologicos sao estudados via método dos elementos finitos: compressao confinada e com-
pressao livre. Uma vez que estes testes se comportam de maneira distinta em termos do
acoplamento bifasico, a sensibilidade de diferentes valores de permeabilidade e incrementos
de tempo em relagao a performance dos algoritmos é avaliada. Os resultados salientam
que as técnicas iterativo-sequenciais tém um bom desempenho em relagao ao esquema
monolitico para casos onde a forca de acoplamento ¢ fraca, mas apresentam problemas
de falta de convergéncia quando a for¢a de acoplamento aumenta. Isto significa que, em
contraste com o que é recomendado na grande maioria dos trabalhos de geomecanica, os
esquemas iterativamente acoplados nem sempre sao adequados no contexto de mecanica de
tecidos bioldgicos moles. Assim, o esquema monolitico surge como a escolha mais confiavel
para resolver problemas bifdsicos desta natureza, especificamente quando esses possuem

alta forca de acoplamento e as analises sao realizadas sob pequenos incrementos de tempo.

Palavras-chave: Poroviscoelasticidade, monolitico, iterativamente acoplado, grandes

deformagoes, método dos elementos finitos, tecidos bioldgicos moles.






Abstract

Poroviscoelastic models have been widely used for modeling hydrated biological tissues, as
they allow for the investigation of biomechanical responses associated with interstitial fluid
flow. These problems exhibit strong physical couplings arising from material and geometric
nonlinearities. In this regard, the present study investigates the numerical performance of
five biphasic solution algorithms within the context of soft biological tissues: monolithic,
drained, textitundrained, fixed-strain and fized-stress. For this purpose, two classical tests
for biological tissue characterization are studied by means of the finite element method:
confined compression and free compression. Since these tests behave differently in terms of
the biphasic coupling, the sensitivity of different permeability values and time increments
with respect to the performance of the algorithms is evaluated. The results highlight
that iterative-sequential techniques perform well relative to the monolithic scheme for
cases where the coupling strength is weak, but suffer from a lack of convergence when
the coupling strength increases. This means that, in contrast to what is recommended
in the vast majority of geomechanics papers, iteratively coupled schemes are not always
suitable alternatives for problems in the context of soft biological tissue mechanics. Thus,
the monolithic scheme emerges as the most reliable choice for solving biphasic problems in
this context, specifically when these possess high coupling strength and the analyses are

performed under small time increments.

Keywords: Poroviscoelasticity, monolithic, iteratively-coupled, finite-strains, finite ele-

ment model, soft biological tissues.
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1 Introducao

1.1 Contexto e motivacao

A mecénica dos tecidos biol6gicos consiste em uma area multidisciplinar, envol-
vendo, de modo geral, esforcos de pesquisadores das areas de medicina, biologia, fisica,
engenharia e matematica aplicada. Nos ultimos anos, grande parte destes esforgos tem
se dirigido ao entendimento das relagoes entre os processos mecanicos e biologicos que
ocorrem entre as complexas escalas espaciais observadas nestes tecidos. A elucidacao de
que estimulos mecanicos sao capazes de modificar o funcionamento das células torna o
conjunto de areas relacionadas a mecanobiologia (e.g.: mecanotransdugao) e mecanica
computacional extremamente promissor no desenvolvimento de técnicas de reparo, remo-
delagao e crescimento tecidual. Além disto, o uso de ferramentas numéricas é fundamental
para contornar as dificuldades intrinsecas as complexidades destes materiais, tornando

possivel um melhor entendimento de seus comportamentos biomecanicos.

Dentre as classificagoes histolégicas, os tecidos conjuntivos (ou conectivos) represen-
tam a classe mais abundante presente no corpo humano (MESCHER, 2018). Na literatura,
estes tecidos, com excegao dos calcificados (tecidos conjuntivos Gsseos), identificam-se
também por tecidos conjuntivos moles!. Assim, os tenddes, ligamentos, vasos sanguineos,
derme, gorduras, discos intervertebrais e outros fazem parte deste grande grupo. Ainda que
estas estruturas exercam funcoes absolutamente distintas, nelas sao observadas morfologias
semelhantes. De modo geral, os tecidos conjuntivos moles sao compostos por uma matriz
extracelular e células especializadas. A matriz extracelular constitui-se de um conjunto
de proteinas no formato de fibras de coldgeno e elastina. As células especializadas (e.g.:
fibroblastos) sdo responséveis pela produgao e manutengao das fibras da matriz extracelular.
Todos estes componentes sao imersos em uma substancia base abundante em agua, sendo
ela uma das substancias responsaveis pela difusao de nutrientes dentro do tecido. Além dos
tecidos conjuntivos nao calcificados, os tecidos nervosos e musculares também incluem-se
na definicdo de tecidos biolégicos moles. Entretanto, por possuirem células e fibras de

outras naturezas, nao estao no escopo deste trabalho.

A compreensao do comportamento biomecanico destes tecidos é fundamental
para a evolucao de técnicas de diagnostico e prevencao de doencas associadas a sistemas
fisiologicos. As doencas cardiovasculares estdo entre as principais causas de 6bito no mundo,

impulsionam a pesquisa e o desenvolvimento de programas de simulacao de sistemas

L Consideram-se tecidos biolégicos moles todas as partes do organismo que ndo sdo 6rgaos, ndo possuem

calcificacdo (e.g.: 6ssos) e ndo sdo epiteliais (e.g.: epiderme e epitélios ). Assim, as classes de tecidos
conjuntivos (cartilaginoso e adiposo), musculares e nervosos sdo denominadas tecidos biolégicos moles.
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hemodinamicos e motivam estudos acerca das propriedades inerentes aos materiais de
vasos sanguineos. Segundo o “Cardiémetro”; indicador do nimero de mortes por doencas
cardiovasculares no Brasil, além de representar a principal causa de Obitos no pais, o
nimero de mortes chega a ser de duas a trés vezes maior do que o de todos os tipos de
cancer juntos (SOCIEDADE BRASILEIRA DE CARDIOLOGIA, 2020). Em se tratando
de doencas ortopédicas, as dores lombares representam o principal motivo pelo qual jovens
e adultos de até 45 anos de idade afastam-se de seus empregos. Dentre os problemas
relacionados a coluna vertebral, os associados a degeneragao dos discos intervertebrais sao
substanciais. Segundo Bowles e Setton (2017), enquanto o entendimento dos mecanismos
que envolvem as dores lombares for incompleto, qualquer esfor¢o terapéutico com fins de
tratamento de doencas relacionadas aos discos intervertebrais deve ser considerado. Com
isto, as técnicas desenvolvidas pela medicina regenerativa junto a engenharia de tecidos
sao de grande interesse. Estes sao apenas alguns de muitos outros exemplos onde eventuais
aspectos clinicos podem receber, em um curto ou longo espago de tempo, contribuigoes

das areas de biomecanica dos tecidos biologicos moles.

Conforme dito anteriormente, os componentes celulares que formam a estrutura
béasica dos tecidos biologicos moles estao imersos em uma substancia base abundante
em agua(MESCHER, 2018). Ao considerar estruturas pouco vascularizadas (e.g. tendoes,
ligamentos e discos intervertebrais), o fendémeno de difusdao assume um papel fundamental
no processo de transporte de nutrientes do ambiente externo para dentro das fronteiras do
tecido. Os tecidos moles formam estruturas que, por natureza, estao sujeitas a regimes
de grandes deformagoes, fendomenos de deformacao dependente do tempo, danificagao,
interacao fluido-estrutura, acoplamento difusivo-mecanico, entre outros. Além disto, duas
fases podem ser consideradas para distinguir a estrutura basica de um tecido biol6égico mole:
(i) uma fase sélida de macromoléculas estruturais (coldgeno, elastina e proteoglicanos) e
células, e (ii) uma fase fluida de dgua e solutos (MALANDRINO; MOEENDARBARY,
2019). Com estas caracteristicas, é comum a utilizagdo de modelos baseados em misturas
bifasicas considerando cinematica finita, modelos constitutivos nao lineares, modelos de
permeabilidade dependentes do estado volumétrico de deformacao e hipdteses de incom-
pressibilidade que acabam por dificultar o processo de obtencao de respostas numéricas
do problema acoplado (ALMEIDA; SPILKER, 1997a; ALMEIDA; SPILKER, 1997b;
ATESHIAN; WEISS, 2010).

Uma das primeiras obje¢oes da literatura acerca da modelagem de tecidos bio-
légicos moles através de modelos fenomenolégicos bifasicos esteve na consideragao do
comportamento viscoso intrinseco a fase sélida. Assim, em adicao a dissipagdo natural
decorrente da velocidade relativa entre a fase solido e a fluida, os chamados modelos
poroviscoelasticos consideram que a fase sélida possui uma dissipagao intrinseca ao seu
processo de deformagao (MAK, 1986a; MAK, 1986b).
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Neste tipo de modelagem, além de fazer-se necessario identificar parametros cons-
titutivos relativos ao esqueleto soélido, surge a necessidade de determinar parametros
relacionados a chamada lei de transporte de Darcy (COUSSY, 2003) para modelar o fluxo
de fluido através de meios porosos. Mesmo nos modelos de permeabilidade mais simples,
onde considera-se que o pardmetro de permeabilidade de Darcy (comprimento?/forga
- tempo) nao é funcao da deformagao volumétrica do esqueleto sdlido, a identificagao
deste parametro é absolutamente nao-trivial. Isto se decorre de dois motivos: 1) Da na-
tureza acoplada do material, que faz com que nao existam ensaios experimentais com
condig¢oes homogéneas de deformacao; assim, a identificagdo de parametros utilizando
o método dos elementos finitos nao pode ser realizada a nivel de um ponto de Gauss.
2) Dos ensaios experimentais para determinacao da constante de permeabilidade, que
geralmente sao realizados através de métodos indiretos. Esta dificuldade faz com que,
ao buscar um valor para o parametro de permeabilidade na literatura, seja encontrada
uma ampla faixa de valores do parametro para uma mesma estrutura, sob as mesmas
condicoes. Considerando, por exemplo, o caso de tendoes, a faixa encontrada estd entre
os valores (5-107% — 110! mm*/Ns) (HOLMES; MOW, 1990; YIN; ELLIOTT, 2004;
LAVAGNINO et al., 2008; KHAYYERI et al., 2016; OFTADEH et al., 2018). Para o
caso de cartilagens articulares, encontra-se valores na faixa (11072 — 1-10~*mm*/Ns)
(DISILVESTRO; SUH, 2001; BOSCHETTI et al., 2004; UN; CALIK, 2019; TANSKA
et al., 2020), e para discos intervertebrais a faixa encontrada é (KLISCH; LOTZ, 2000;
JOHANNESSEN; ELLIOTT, 2005; GUO; LI; ZHANG, 2016). Sendo assim, uma determi-
nacao precisa deste parametro é ainda um problema a ser bem estabelecido na literatura
(KLAHR et al., 2021).

Esta sequéncia de argumentos demarcam um cenério importante a ser considerado

na modelagem de tecidos biolégicos moles através de modelos bifasicos:

e Regime de grandes deformacoes;
« Esqueleto solido viscoelastico;
o Parametro de permeabilidade dentro de uma faixa encontrada na literatura.

o Escalas de tempo e espaco em que ocorrem as analises.

Entretanto, em se tratando de métodos numéricos para a solugao de problemas
em poromecanica, estas caracteristicas geram uma alta forca de acoplamento no sistema.
Assim, o tratamento de problemas numéricos em métodos de solugao de sistemas acoplados
tem sido objeto de estudo de diversos autores, principalmente da area de geomecanica.
Na literatura, a resposta totalmente acoplada destes sistemas é obtida por meio de
duas classes de métodos: os monoliticos e os sequenciais iterativamente acoplados. No

esquema monolitico, as equagoes governantes sao resolvidas simultaneamente em cada
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incremento, geralmente utilizando o método de Newton-Raphson. Embora esta abordagem
seja incondicionalmente estavel, a mesma pode sofrer de problemas relacionados ao mal
condicionamento — caso em que podem ser necessarios pré-condicionadores e algoritmos
de solugao robustos. Além disso, este método normalmente resulta em grandes sistemas
de equagoes nao-simétricos, tornando-se computacionalmente custoso (LI; LIU; LEWIS,
2005; LI; WANG, 2018). Por outro lado, esquemas sequenciais iterativamente acoplados
dividem o problema bifasico em dois sub-problemas: um relacionado ao equilibrio mecanico
e outro relacionado a equacao de conservagao da massa. Em cada incremento de tempo,
os sub-problemas nao lineares sao resolvidos de forma iterativa-sequencial, até que um
certo critério de convergéncia seja satisfeito. Em contraste com o esquema monolitico,
esta abordagem resulta em dois sistemas de equagoes menores e simétricos, permitindo a
utilizacao de algoritmos modulares e até de diferentes métodos de discretizacao temporal e
espacial. Apesar destas vantagens, a utilizagdo de esquemas sequenciais pode ser limitada
devido a falta de estabilidade e a problemas de convergéncia (ARMERO, 1999; KIM;
TCHELEPI; JUANES, 2011a).

Quatro tipos de esquemas iterativamente acoplados sdo tipicamente mencionados na
literatura: drained, undrained, fized-strain e fived-stress splits (KIM; TCHELEPI; JUANES,
2011b; KIM; TCHELEPI; JUANES, 2011c; YI; BEAN, 2017). Cada um destes métodos
baseia-se em premissas fisicas particulares, levando a escolhas numéricas que estabelecem
o operador de particao (splitting operator) e a evolu¢ao da solugao em cada iteragao
dentro da etapa temporal. Estes esquemas de particao apresentam-se como abordagens
alternativas interessantes, particularmente em problemas que envolvem discretizacoes com

um elevado niimero de graus de liberdade.

Investigagoes numéricas sobre esquemas iterativos considerando grandes deforma-
¢oes podem ser encontradas na literatura (KIM, 2018; REVERON et al., 2020), mas poucas
obras abordam suas eficiéncias em problemas fortemente nao lineares encontrados em
aplicagdes biomecanicas. Apesar dos esquemas iterativos serem amplamente investigados —
e frequentemente recomendados— em aplicagdes geomecéanicas, Mikeli¢ e Wheeler (2013)
salienta que tais esquemas podem sofrer de lenta ou mesmo de falta de convergéncia na

presenga de nao linearidades materiais e/ou geométricas.

E visto que as caracteristicas de problemas geomecanicos sdo justamente aquelas
que tornam os esquemas sequenciais atrativos. Estes problemas geralmente apresentam
escalas espaciais (geométricas) e parametros materiais que diferem significativamente
daqueles encontrados em aplicagoes biomecanicas. Além disto, na maioria dos casos de
geomecanica, a hipdtese de cinematica infinitesimal é adotada, enquanto que a consideracao

de grandes deformacoes é uma escolha primordial para modelar tecidos biolégicos moles.

A discussao acima motiva o desenvolvimento de um estudo comparativo do de-

sempenho numérico de diferentes esquemas de solugao no contexto de cinemaética finita,
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modelos constitutivos nao lineares, parametros materiais e escalas geométricas tipicamente

encontradas na literatura de tecidos biologicos moles.

1.2

1.3

Objetivos

Os principais objetivos desta dissertacao de mestrado sao:

Propor um novo algoritmo fized-stress para problemas de poroviscoelasticidade em

grandes deformagoes.

Estender a formulagdo dos principais esquemas sequenciais encontrados na literatura
(drained, undrained e fized-strain) para o método dos elementos finitos utilizando

uma abordagem Lagrangiana atualizada.

Comparar a eficiéncia numérica dos algoritmos acima citados com uma abordagem

monolitica em problemas aplicados a biomecénica de tecidos bioldgicos moles.

Organizacao do conteddo da dissertacao

O contetido deste documento é organizado da seguinte forma:

O Capitulo 1 se inicia com aspectos relacionados ao contexto biolégico em que se
insere este trabalho. Junto a esta apresentacao, o leitor ¢ motivado ao tema em si, que
refere-se a métodos de solugao para problemas bifasicos sujeitos a nao linearidades

geométricas e materiais.

O Capitulo 2 apresenta um breve estado da arte contendo os principais trabalhos rela-
cionados a modelagem de tecidos bioldgicos utilizando modelos bifésicos e estratégias

de solucao de problemas acoplados presentes da literatura.

O Capitulo 3 apresenta um breve resumo dos principais topicos de mecanica do
continuo necessarios para formular os esquemas de solugao acoplados dos Capitulos

seguintes.

O Capitulo 4 abrange a chamada teoria bifasica, que refere-se ao caso particular de
poroelasticidade onde os microconstituintes sao considerados incompressiveis. Aqui,
as equagoes de governo do problema sao obtidas em seu formato totalmente discreto
pelo método dos elementos finitos. Por fim, apresenta-se a chamada formulagao

monolitica.

O Capitulo 5 apresenta as formulacoes no continuo e discretizadas dos algoritmos

sequenciais iterativamente acoplados: drained, undrained, fixed-strain e fized-stress.
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o O Capitulo 6 apresenta aplicagoes numéricas presentes na literatura de tecidos
biol6gicos moles. Nesta secao, compara-se a eficiéncia de todos os métodos de solucao

de problemas acoplados tratados no corpo do texto.

o O Capitulo 7 apresenta as principais conclusoes acerca dos resultados obtidos e

também apresenta a visao do autor sobre os possiveis trabalhos futuros.

« As paginas finais do texto sdo dedicadas as Referéncias e aos Apéndices, onde
encontram-se algumas das dedugoes/informagdes julgadas importantes para um

entendimento mais profundo do corpo principal do texto.
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2 Breve estado da arte

2.1 Visao historica

Os primeiros estudos relacionados as atuais teorias poromecanicas sdo orientados a
aplicagoes geomecanicas. Em se tratando de mecanica dos solos — estudo do comporta-
mento mecanico de solos saturados de dgua sujeitos a um carregamento externo —,um dos
fendmenos de interesse esta no adensamento. Durante este fendmeno, devido a estrutura
porosa da grande maioria dos solos, observa-se uma transferéncia gradual da pressao dos
poros para o esqueleto sélido. Esta eventual compressao da fase sélida e drenagem do
fluido pela rede de poros é chamada de consolidacao, e foi objeto de estudo de Terzaghi
(1923) no desenvolvimento da chamada Teoria da Consolidagao unidimensional. Ademais,
o autor propds o principio das tensoes efetivas, utilizado como hipdétese em problemas de

modelagem bifasica até os dias de hoje.

Posteriormente, Biot (1941) propoe uma teoria tridimensional em pequenas de-
formagcoes para analisar o comportamento de meios porosos constituidos de uma matriz
solida perfeitamente elastica e isotrépica, preenchida por um fluido incompressivel. Mais
tarde, além de tornar-se conhecida por Teoria de Poroelasticidade, esta foi estendida para
o caso de deformagoes finitas e outros tipos de meios porosos (BIOT; TEMPLE, 1972). O
trabalho de Schiffman, Chen e Jordan (1969) apresenta, além de uma revisdo das solugoes
analiticas mencionadas, certas vantagens do modelo tridimensional quando comparado ao
unidimensional, principalmente pelo desenvolvimento dos métodos numéricos no inicio da

década de 70.

No inicio da década de 60, é apresentada por Truesdell e Toupin (1960) uma
formulagao geral para meios continuos representando misturas de todas as naturezas,
sendo elas solidas, gasosas, liquidas, sujeitas a reacoes quimicas, entre outras, vindo a ser
denominada Teoria das Misturas. Quando sujeitas as hipoteses de completa saturagao da
mistura, compressibilidade intrinseca dos constituintes e inviscidade da fase imersa na
rede de poros, ambas as teorias Poroelastica e das Misturas sao equivalentes. No ambito
de modelagem constitutiva de materiais biologicos porosos, o quadro tedrico apresentado
por Truesdell possui carater fundamental na formulacao dos chamados modelos bifasicos,

trifasicos e quadrifasicos a serem apresentados nas proximas segoes.

Referéncias apontam os trabalhos de Fick (1855) e Stefan (1871) como precursores

de uma premissa bésica utilizada na Teoria das Misturas!. Estes autores sugerem que, em

1 As teorias bi/tri/quadrifasicas — derivadas da Teoria das Misturas — também utilizam esta premissa.
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uma mistura de & componentes?, cada ponto da mistura ¢ ocupado simultaneamente por
estes. Nestes trabalhos, nenhum processo de homogeneizagao é mencionado; porém, nos
trabalhos de Whitaker (1969) e Slattery (1978) este processo ¢ utilizado como justificativa

para a sobreposicao dos componentes em um tnico ponto espacial.

2.2 Teorias bifasicas aplicadas a tecidos biolégicos moles

Nos anos iniciais da década de 70, a resposta de tecidos biolégicos moles (cartilagens
articulares, tenddes, discos intervertebrais, artérias, entre outros) era expressa através de
modelos elasticos ou viscoelasticos, podendo conter caracteristicas lineares ou nao lineares.
Além disto, a consideracao de modelos contendo uma tnica fase era usual. Ao modelar a
secao transversal de paredes arteriais utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF)
sob deformagoes finitas, o trabalho de Simon et al. (1971) ilustra esta tendéncia. Neste
trabalho, os autores consideram apenas a isotropia transversal causada pela disposi¢ao de
fibras de colageno, desconsiderando a fase de fluido intersticial. Na mesma linha, Belytschko
et al. (1974) realizam anédlises estruturais de um segmento de coluna vertebral (disco
intervertebral e vértebras adjacentes) utilizando o MEF. Para a obtencao de pardmetros
constitutivos a partir de resultados experimentais, os autores simularam o comportamento
do nticleo pulposo® considerando um material incompressivel sujeito a um estado de
tensoes hidrostatico. Entretanto, a modelagem do anel fibroso* é realizada considerando
um material elastico, linear e ortotréopico. Em se tratando de modelos viscoelasticos de
uma Uunica fase, Hayes e Mockros (1971) estudam a influéncia do estado patolédgico de
cartilagens articulares nos parametros viscoelasticos do modelo. Todavia, destaca-se que a

natureza bifasica destes tecidos é conhecida e deve ser investigada.

Uma visao bifasica para a modelagem de tecidos moles é descrita por Mow et al.
(1980). Ao utilizar o formalismo da Teoria das Misturas de Truesdell e Toupin (1960), este
trabalho representa um importante marco histérico para as chamadas Teorias Bifasicas,
exaustivamente estudadas durante os anos subsequentes da década de 80. Além disto, é
importante destacar que, dadas as hipoteses assumidas, os modelos bifasicos e poroelasticos
sao equivalentes. Neste estudo, os autores apresentam modelos teéricos para a cartilagem
articular considerando-a um material linear bifasico composto por uma fase de matriz
solida e outra de fluido intersticial. A fase solida é assumida intrinsecamente incompressivel,
elastica e linear, enquanto a fase fluida é incompressivel e nao dissipativa. Ademais, admite-
se o movimento relativo entre as fases como a tnica fonte caracteristica de dissipacao.
Como ultima hipdtese, considera-se a permeabilidade como varidavel independente da

deformacao. No decorrer do trabalho, sdo apresentados testes experimentais de compressao

Cada componente é tratado como um meio continuo.
Estrutura extremamente hidratada contida na regido interna de discos intervertebrais.

4 Regido fibrosa que circunda a lateral dos discos intervertebrais.
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unidimensional sob confinamento, estudando o comportamento de fluéncia e relaxacao de
tensao. Os autores enfatizam que o modelo reolégico bifasico é o inico capaz de predizer
o comportamento deste tipo de tecido, mas destacam a importancia da insercao de nao

linearidades referentes a permeabilidade no modelo.

Pouco tempo depois, Lai, Mow e Roth (1981) exploraram a nao linearidade su-
pracitada. A proposta de uma expressao exponencial para a permeabilidade do tecido
cartilaginoso fez com que, ao aumentar-se os niveis de deformagdo compressiva, o parame-
tro decaisse drasticamente. Devido as condigdes cinematicas em que estao sujeitos estes
tecidos, os autores sugerem a inclusao de deformacoes finitas nas analises. Um modelo em
deformacoes finitas para os tecidos cartilaginosos foi apresentado por Mow, Holmes e Lai
(1986) e incluiu a referida permeabilidade néo linear. Baseados no trabalho experimental de
Nussbaum e Grodzinsky (1981) sobre a ocorréncia de edemas® em cartilagens articulares,
Myers, Lai e Mow (1984) propuseram uma extensao do modelo bifésico, incorporando o

efeito da concentracao de ions na deformagao do tecido.

O comportamento dissipativo dos modelos mencionados até aqui é uma consequéncia
da velocidade relativa entre as fases solida e fluida. Ao utilizar dados experimentais de
cartilagens articulares obtidos na literatura da época, os trabalhos de Mak (1986a), Mak
(1986b) relatam que, além da dissipagao devido a perda de liquido por infiltragao, ambas as
fases do modelo bifasico possuem um certo grau de dissipagao intrinseca (comportamento
viscoso). Ao propor efeitos viscoeldsticos no esqueleto sélido, o autor dé origem aos

chamados modelos poroviscoelasticos.

Desde a segunda metade da década de 70, podem ser encontradas diversas contribui-
¢oes utilizando o MEF na solucao de problemas envolvendo materiais porosos. Entretanto,
no ambito de modelagem de tecidos moles, alguns artigos se destacam. Os trabalhos de
Simon et al. (1985a) e Simon et al. (1985b), em contrapartida com o j& mencionado de
Belytschko et al. (1974), utilizam materiais bifdsicos para investigar o comportamento
de discos intervertebrais sujeitos a acao das vértebras adjacentes. Os resultados sao obti-
dos para os casos estatico, quasi-estatico e dinamico, estimando parametros através de
experimentos realizados em amostras de segmentos de coluna vertebral de macacos-rhesus.
Oomens (1985) investiga o efeito de fatores mecénicos em tlceras por pressao na pele
e na camada subcutanea. O autor apresenta um modelo em elementos finitos bifasico,

considerando uma fase sélida permeada pela fase fluida.

Mais tarde, Lanir (1987a) considera a presenga de um soluto na fase fluida do
modelo bifasico. Os autores enfatizam que os efeitos da concentracao de ions afetam a
resisténcia a deformagao volumétrica do tecido. Em um segundo momento, Lanir (1987b)

investiga o problema de compressao nao confinada em discos intervertebrais apresentando

5 Fendémeno de actimulo de liquido intersticial dentro dos tecidos biolégicos moles. Uma de suas causas

estd na retencao de ions.
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inchaco®. E observado que, nesta aplicacdo, o efeito do inchaco é significante na resposta
do disco. Em se tratando de tecidos moles presentes no sistema cardiovascular, o trabalho
de Simon e Gaballa (1988) foi pioneiro na modelagem de paredes de artérias longas
através de modelos poroelasticos via MEF considerando cinematica finita. Os autores
relatam a capacidade do modelo em predizer o efeito da hipertensao no comportamento de
tecidos arteriais. Fundamentados nos modelos analiticos em que incorpora-se a condigao
de permeabilidade dependente da deformagao, Spilker, Suh e Mow (1988) apresentam um

modelo bifasico em elementos finitos de um tecido cartilaginoso presente em articulacoes.

A partir do inicio da década de 90 — apds as primeiras implementagoes —, é
evidenciada a grande quantidade de trabalhos com foco no desenvolvimento e tecnologia
do MEF para problemas bifasicos. Estes trabalhos foram impulsionados pelo estudo do
comportamento de tecidos moles cartilaginosos, além da busca por formulagoes eficientes
para o tratamento de problemas tridimensionais. De modo geral, a solucao de modelos
bifasicos consiste no tratamento acoplado de duas equagoes: a equagao de continuidade
(conservagao da massa) e o balango mecénico (conservacao da quantidade de movimento).
Spilker e Suh (1990) apresentam um elemento finito bifasico, sob regime de deformagoes
infinitesimais, em que a equagao de continuidade é satisfeita através de uma penalizacao.
Por meio do método dos residuos ponderados de Galerkin, é obtido um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias de primeira ordem, com o deslocamento da fase sélida e a velocidade
da fase fluida sendo as variaveis nodais desconhecidas. Os autores revelam que, apesar das

boas taxas de convergéncia obtidas, é necessaria a investigacao de novas formulagoes.

As chamadas formula¢des mistas com penalizagdo sdo propostas por Spilker e
Maxian (1990), resolvendo alguns problemas de travamento e alta sensibilidade a distor¢ao
de malha presenciados pela formulaciao de penalizacdo pura mencionada anteriormente. O
que caracteriza estas formulagoes, além da discretizagao das varidveis cinemadticas (campo
de deslocamentos e velocidades), é a discretiza¢ao de uma das varidveis cinéticas. No caso
da proposta de Spilker, opta-se por discretizar o campo de pressdes do fluido. Vermilyea e
Spilker (1992) apresentam a formulagao para os chamados elementos finitos hibridos. Estes,
consistem em uma classe especial daqueles obtidos pela formulagdo mista com penalizagao.
Sendo assim, os mesmos campos cinematicos e cinéticos sao discretizados; entretanto,
as fungoes representando o campo de pressoes sao escolhidas de modo a satisfazer as
equagoes de balango mecanico. O conjunto de formulagoes — penalizacao pura, mista com
penalizacao e hibrida — pode ser encontrado nas versoes tridimensionais e com cinematica
finita nos trabalhos de Suh, Spilker e Holmes (1991), Almeida e Spilker (1993) e Vermilyea
e Spilker (1993), respectivamente.

A melhora dos métodos de solugao para problemas bifasicos, por apresentarem

a hipotese de incompressibilidade, continuou a ser o foco de alguns autores da época.

6 O efeito de inchaco é bastante conhecido por swelling; e na literatura médica por edema.
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Até entao, as formulagoes eram tratadas, tipicamente, por discretizacoes de dois campos
com alguma espécie de penalizacdo. Entretanto, para alguns problemas, a satisfagdo deste
tipo de restrigdo cinemaética (incompressibilidade) requer a utilizagdo de valores muito
elevados para os parametros de penalizacao. Em termos computacionais, este fator pode
ser responsavel por problemas de mal condicionamento. Uma alternativa a utilizacao de
métodos de penalizacao, além da formulacao hibrida ja comentada, esta na formulacao de
problemas bifédsicos a partir da discretizacao de trés campos (ZIENKIEWICZ; SHIOMI,
1984). Em se tratando de problemas fora do escopo biomecanico, muitos trabalhos podem
ser encontrados utilizando esta formulagao. Entretanto, no ambito de tecidos biologicos
moles, Levenston, Frank e Grodzinsky (1998) sdo precursores ao apresentarem vantagens
significativas em utilizar uma formulacao de trés campos (discretizagao do deslocamento

do sélido, pressao do fluido e velocidade relativa entre as fases) a de apenas dois.

Estendendo os conceitos da teoria bifasica, Lai, Hou e Mow (1990) desenvolvem
a chamada teoria trifasica. Os autores apresentam um modelo mateméatico considerando
a concentragao de fons como uma terceira fase da mistura. Mais tarde, Sun et al. (1999)
apresentam um modelo infinitesimal em elementos finitos considerando a discretizacao dos
campos de cations e anions presentes na solugao ionica de tecidos bioldgicos moles. Frijns,
Huyghe e Janssen (1997) propoem o modelo quadrifasico, distinguindo a fase idnica em
uma fase de cargas positivas, catddica, e negativas, anddica. Loon et al. (2003) investigam
o comportamento de amostras cilindricas de hidrogéis sujeitas a inchago através de um

modelo tridimensional quadrifasico em elementos finitos.

A teoria de poroviscoelasticidade, fundamentada por Mak (1986a), Mak (1986b)
para problemas considerando tecidos bifasicos, é apresentada por Suh e Bai (1998) e
Suh e DiSilvestro (1999) em um formato adequado para a utilizacio do MEF. Estes
ultimos investigam o comportamento de tecidos bioldgicos moles quando considerada a
viscoelasticidade intrinseca da matriz sélida, além da dissipacao causada pelo movimento
relativo das fases da mistura. Dada a proposta desta dissertacao, estes trabalhos possuem
uma elevada importancia historica. Outros trabalhos incluindo algum tipo de modelo
inelastico para representar a fase solida sao amplamente encontrados na literatura de
mecanica dos solos, entrando no escopo de possibilidades a serem tratadas na proposta. O
trabalho de Armero (1999) apresenta uma formulacao de poroplasticidade em cinemética

finita, baseada na decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao.

Os testes mais comuns utilizados para caracterizar tecidos moles sdo os de com-
pressao confinada, compressao nao confinada, indentacao e inchago. As teorias disponiveis
até entao, de modo geral, conseguem apresentar uma boa concordancia com alguns destes
testes; porém nenhuma delas é capaz de representar a resposta destes tecidos quando
sujeitos as condigoes presentes em todos eles. Wilson et al. (2005) apresentam um modelo

em elementos finitos poroviscoelastico reforcado por fibras com inchaco. Os autores mos-
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tram que o modelo axissimétrico bidimensional, além de ser capaz de predizer a resposta
de cartilagens articulares sujeitas a todos estes testes, é apto a representar estes tecidos

quando sob deformacao lateral durante o teste de compressao nao confinada.

2.3 Estratégias de solucao

Em se tratando dos problemas acoplados tratados até aqui, a interagao entre o
problema de conservacao da quantidade de movimento e a conservacao da massa tem sido
tratada através de diversos tipos de métodos de solucao. Estes métodos sao tipicamente clas-
sificados em trés classes: monoliticos (fully-implicit), sequenciais iterativamente acoplados
(sequential fully-implicit) e sequenciais fracamente acoplados (sequential weekly-coupled).

Em termos gerais, as principais caracteristicas destes esquemas podem ser listadas:

1. Monoliticos (fully-implicit). As equagdes de governo acopladas sao resolvidas si-
multaneamente em cada instante de tempo (SUKIRMAN; LEWIS, 1993; MURAD;
LOULA, 1994; WAN et al., 2003). A solugao convergida é obtida através de métodos
iterativos para a solucao de problemas nao lineares (e.g. Newton-Raphson). Apesar
desta formulacao ser bem estabelecida e apresentar caracteristicas de estabilidade
incondicional, ela apresenta baixa escalabilidade, ja que é impraticdvel em sistemas

com muitos graus de liberdade.

2. Sequenciais iterativamente acoplados (sequential fully-implicit). As equagoes de
governo sao solucionadas de maneira segregada, tendo o acoplamento satisfeito de
forma iterativa. Em particular para problemas em poromecanica, ou o sub-problema
de conservacao da massa ou o sub-problema de conservacao da quantidade de
movimento é solucionado primeiro, sendo o problema seguinte resolvido a partir
da informagao intermediaria obtida através do sub-problema inicial (PREVOST,
1997; SETTARI; MOURITS, 1998; SETTARI; WALTERS, 2001; WHEELER; GAI,
2007; TCHONKOVA; PETERS; STURE, 2008; KIM; TCHELEPI; JUANES, 2011c;
KIM; TCHELEPI; JUANES, 2011b; KIM; TCHELEPI; JUANES, 2011a). Nesta
classe de esquemas, a solucao convergida ¢ a mesma daquela obtida pela formulacao

monolitica.

3. Sequenciais fracamente acoplados (sequential weakly-coupled). Estes esquemas sao
definidos através de casos particulares da classe de algoritmos sequenciais iterati-
vamente acoplados. Nesta classe, encontram-se os chamados algoritmos Staggered
(ZIENKIEWICZ; PAUL; CHAN, 1988; FELIPPA; PARK, 1980; ARMERO; SIMO,
1992; ARMERO, 1999), onde apenas uma iteragdo é realizada; e os algoritmos
ligeiramente acoplados (Loosely-coupled) (HANAFY; HAGREY, 2002; DEAN et al.,
2006; SAMIER; ONAISI; GENNARO, 2008), onde um niimero fixo de iteragoes é
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realizado. Apesar destes esquemas apresentarem um baixo custo computacional, a

solucao obtida por eles é menos acurada.

2.4 Estratégias de solucao sequenciais para problemas poromeca-

nicos em grandes deformacoes

A grande maioria dos trabalhos supracitados tratam do desenvolvimento de algo-
ritmos para problemas com cinemaética infinitesimal. Segundo (KIM, 2018), o estudo de
algoritmos sequenciais para poromecanica de grandes deformagoes tem sido pouco estudado.
Por isto, o autor propoe dois algoritmos fixed-stress em uma abordagem Lagrangiana
Total: o do primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff fixo (fized first Piola-Kirchhoff stress)
e o do segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff fixo (fized second Piola-Kirchhoff stress).
O estudo de estabilidade é demonstrado apenas para o primeiro método, onde prova-se
que o mesmo ¢ incondicionalmente estavel. Entretanto, o autor nao apresenta provas de

estabilidade para o algoritmo fized second Piola-Kirchhoff stress.

Em Reveron et al. (2020), os autores apresentam ambas as abordagens monolitica
(L-scheme-based monolithic) e sequenciais (L-scheme undrained split) para resolver o
problema de poroelasticidade considerando cinematica finita. Aqui, os autores estudam
rigorosamente a convergéncia dos solvers sob a condicao de pequenas deformagoes; entre-
tanto, a convergéncia dos mesmos para o caso geral em grandes deformagoes é demonstrada

apenas através de casos numéricos.

Em termos de biomecénica, o tnico trabalho encontrado com este foco é o de (LENG;
LUCIO; GOMEZ, 2021), onde apresenta-se uma formulagao fized-stress para problemas
hiperelasticos baseada na separacgao isocdrica-volumétrica de energia de deformacgao. Os
autores analisam a convergéncia do algoritmo baseando-se no estudo do refino temporal
e espacial associados aos métodos de discretizagao utilizados. O algoritmo fized-stress
proposto é utilizado para solucionar o problema poroelastico nao linear que modela o

processo de injecao subcutanea de anticorpos terapéuticos.
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3 Conceitos de mecanica e termodinamica de

meios continuos

3.1 Descricao do movimento

Seja By um corpo que ocupa uma regiao aberta {2y no espaco tridimensional
Euclidiano £ em um instante de tempo ¢ = 0 (configuragao de referéncia). Posto que
esta regido possui fronteira regular 9, define-se por By = €y U 9Qq o fechamento de By.
Em um instante de tempo ¢, os pontos materiais (Lagrangianos) X € B, sao mapeados
para as posicoes espaciais (Eulerianas) & € B, = €, U 0€); através de uma funcao injetora
(um-a-um) diferencidvel ¢, denominada fun¢ao de movimento. A regido de £ ocupada pelo
corpo B; é denominada configuracio deformada, e a posicao de suas particulas é descrita

pelo mapeamento

z = (X, 1) (3.1)

O campo vetorial u(X,t), definido por

é o deslocamento do ponto material X no instante de tempo t. Sendo assim, dado o
campo de deslocamentos, pode-se definir a posicao espacial de cada particula situada em

X através da expressao
r=X+u(X,t). (3.3)

Dada a continuidade da func¢ao de mapeamento, define-se por

0p(X 1)
ot

D’p(X 1)

(X 1) = =

B(X.t) = (3.4)

a velocidade e a aceleracao de uma particula de ponto material X, respectivamente.
Os campos de velocidade e aceleragao podem ser descritos espacialmente através do

mapeamento inverso X = ¢~ (x, t):

v(x,t) = (o H(x,t),t) e v(x,t)=a(p (x,1),1). (3.5)

Dado um campo tensorial de ordem genérica e dependente do tempo, pode-se dizer
que, nos casos em que este é escrito em termos de x, esta-se diante de um campo espacial
f(a,t); por outro lado, ao escrevé-lo utilizando X como argumento, este é denominado

um campo material F(X,t).
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A escolha de uma descricao material ou espacial para as equagoes de governo em
meios continuos d&a origem as formulagoes Lagrangianas e Eulerianas, respectivamente.
Sendo assim, faz-se necessaria a distingdo das operacoes de gradiente e divergente materiais
e espaciais. O gradiente e o divergente material de um campo material geral F (tensor de

ordem 0, 1, 2 ... e notacdo indicial F; ) s@o definidos por

OF;..
X,

OF ;.
X,

Grad F(X,t) = e DivF(X,t) = : (3.6)

t t

De maneira analoga, define-se o gradiente e o divergente espacial de um campo

espacial por

Ofi.

8xj

e div f(x,t) = : (3.7)

x4
jt t

As taxas de variagao temporal também sao obtidas de maneira distinta, seja o
campo escrito em seu formato material ou espacial. A derivada temporal material de

campos materiais e espaciais sao obtidas por

. OF (X, 1)

FX.4)= =3 of(x.t)

f(:c,t) =5 + grad f(x,t) xv(x, t), (3.8)

X x

sendo * uma operacao adequada entre tensores de ordem geral.

3.2 Gradiente de deformacao

O gradiente de deformacao da fun¢ao de movimento ¢ é definido como um tensor F'
que transforma fibras infinitesimais de uma configuracao Lagrangiana para suas respectivas

posicoes na configuracao Euleriana, i.e.,

de = F(X,t)dX. (3.9)

Visto que F' ¢é definido como uma ponte entre entidades vetoriais de configuracoes
distintas, este ¢ um tensor de segunda ordem misto definido por

Op(X,t)

F(X,t)=Grado(X,t) = X

(3.10)

t

O gradiente de deformagao pode ser expresso em termos do campo de deslocamentos

u ao substituir a Eq. (3.3) em Eq. (3.10), sendo escrito no formato
F(X,t) =1+ Gradu(X,1). (3.11)

Além disto, o determinante deste tensor representa o Jacobiano de transformagao

volumétrica J, sendo este uma medida de mudanca de volume local,

J=det F(X,t) > 0. (3.12)
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3.3 Medidas de deformacao e taxa de deformacao

Dado que F' é um tensor positivo-definido, é possivel representa-lo através da
decomposi¢ao multiplicativa de um tensor de alongamento e um tensor de rotagao (de-
composigao polar). Logo, é conveniente apresentar tensores de deformacao insensiveis a
movimentos de corpo rigido. De modo a simplificar a notagao, abandona-se o argumento

espago/tempo dos tensores apresentados nesta subsecao.

Através do gradiente de deformacao F', pode-se determinar o quadrado do compri-

mento de uma fibra espacial de = F' dX através da relacao
(||dx||s)* = FTFdX -dX = CdX -dX = (I +2E)dX -dX, (3.13)
onde

C=F'F ¢ E=_(C-1) (3.14)

DO | —

sdo os tensores Lagrangianos (materiais) de deformacao de Cauchy-Green a direita e de
Green-Lagrange, respectivamente. Similarmente, o quadrado do comprimento de uma fibra

referencial dX = F~'dx pode ser obtido por

(||[dX|)* = FT"F'dz - de = B 'dx - dx = (I — 2e)dx - dx, (3.15)
onde
1
_ T _ Ly pa
B=FF" ¢ e_2(1 B (3.16)

sao os tensores Fulerianos (espaciais) de deformagao de Cauchy-Green a esquerda e de

Almansi, respectivamente.

De forma trivial é possivel demonstrar que, ao desprezar os termos de alta ordem

destas medidas de deformacao, o tensor de deformacao infinitesimal € é aproximado por:

e~ E~e. (3.17)

Além de medir a mudanca no comprimento de elementos diferenciais ao longo do

movimento, faz-se necessario definir o quanto estas mudangas variam no tempo.

O tensor gradiente do campo espacial de velocidade v = v(x,t) é definido por

L(x,t) = gradv(x, t). (3.18)

Dado que qualquer tensor de segunda ordem pode ser representado pela soma de um

Unico tensor simétrico com um unico tensor anti-simétrico, pode-se admitir a decomposicao

L(x,t) =d(x,t) + w(x,t), (3.19)
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onde
d:i@+ﬁ):f ew:;@—ﬁjzﬂf (3.20)

sao os tensores taxa de deformacao (simétrico) e vorticidade (anti-simétrico), respectiva-

mente.

3.4 Medidas de tensao

As descrigoes apresentadas até aqui nao fazem mencao as entidades que, em forma
de poténcia/trabalho, realizam mudanga no estado cinemético do corpo continuo. De
acordo com Neto, Peric e Owen (2011, p. 60), estas entidades podem ser classificadas
em duas categorias: forgas aplicadas ao contorno do corpo (forgas de superficie) e forgas
exercidas internamente ao corpo (forgas de corpo). De modo a descrever matematicamente

o conceito de forgas de superficie, introduz-se o conceito de tensao.

Segundo o teorema de Cauchy, dado um ponto & em uma superficie cuja normal
é n, o vetor forga de superficie t(x,n) (for¢a por unidade de area deformada) segue a

transformacao linear
t(x,n) =on, (3.21)

em que o é o chamado tensor espacial de tensdes de Cauchy. A mesma relagao linear é
transcrita para uma descrigao referencial admitindo-se um ponto X em uma superficie

cuja normal é IN:
T(X,N)=PN, (3.22)

com P = JoF~T definindo o primeiro tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff e T' o vetor
de forca por unidade de area de superficie referencial. Adianta-se aqui que, em contraste a
simetria do tensor de tensoes de Cauchy, o primeiro tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff
pode nao ser simétrico. Em alternativa, o segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff S e

o tensor de tensoes de Kirchhoff 7 sdo tensores simétricos definidos, respectivamente, por

S=JF'eF " ¢ 1=Jo. (3.23)

As medidas de tensao apresentadas até aqui relacionam-se através do gradiente de

deformagoes F,

o=J'PF"=J'FSF"=J'T. (3.24)
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3.5 Objetividade das medidas de taxa de tensao

A formulagao das equagdes constitutivas em formato de taxa requer a definicao de
taxas de tensdo denominadas objetivas'. Entretanto, apesar das abordagens constitutivas
baseadas em taxas (i.e. hipoelasticidade) ndo serem tratadas neste trabalho, estas definigoes
virdo a ser necessarias para o entendimento das técnicas de solucao acopladas apresentadas

nos proéximos capitulos.

A taxa de tensdo de Oldroyd de um tensor de tensao espacial é definida pela
derivada de Lie do tensor em questao. Sendo assim, a taxa de tensao de Oldroyd do tensor
de tensoes de Cauchy é obtida através da operagao de push-forward na derivada total do

campo material dado pelo pull-back no tensor o, i.e.,

Oldr (o) = Ly(o) = F [[I))t (F—la-F—T)] FT (3.25)
Oldr (o) =6 — bo — ob”, (3.26)

onde £,(*) indica a derivada de Lie do campo tensorial (x).

Dentre as taxas de tensao objetivas, destacam-se também as taxas de tensao de
Truesdell. A taxa de tensao de Truesdell do tensor de tensoes de Cauchy é definida pela
operacio de push-forward na taxa do segundo tensor de Piola-Kirchhoff S multiplicada

pela inversa do Jacobiano de transformacao volumétrica J=!, i.e.,
Trues (o) = J 'FSFT, (3.27)
ou
Trues (o) = 6 — bo — o’ + o trd. (3.28)
As taxas de tensao de Truesdell e de Oldroyd do tensor de tensoes de Cauchy
relacionam-se através da expressao

Oldr () = Trues (o) — o tro. (3.29)

3.6 Leis de conservacao em coordenadas espaciais

3.6.1 Conservacao de massa

Através da relagao de continuidade entre os campos de densidade especifica espacial
p = p(x,t) e referencial py = po(X) dada pela expressao

D .

O conceito de objetividade é explorado extensivamente no trabalho de Holzapfel (2000, p. 179)

1
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junto a taxa de variacdo temporal do Jacobiano de transformacio volumétrica J = J div v,

pode-se obter um dos formatos da lei fundamental de conservacao de massa

p+ pdivo(z,t) =0. (3.31)

3.6.2 Conservacao da quantidade de movimento linear

A quantidade de movimento linear I(¢) de um corpo B; é definida por
Ut) = /,O’U v, (3.32)
Q

O balanco entre a forca total atuante em B; e a taxa da quantidade de movimento linear
no instante de tempo t resulta do principio da conservac¢ao da quantidade de movimento

linear, postulado por

D
i(t) = E/p’vdvt: /tdStJr/det, (3.33)
Q 8Qt Q

forca total atuante

onde b é campo vetorial de for¢a de corpo especifica e D(x)/Dt denota a operagao de

diferenciacao total sob a variavel tempo t.

Sendo I(t) uma integral sobre o dominio espacial €2, faz-se necesséria a utilizagao

do teorema de transporte de Reynolds:

D
D—t/pvth :/p'i)th. (3.34)
Qq Q4

Ao utilizar o resultado do teorema de Cauchy (Eq. (3.21)) junto ao teorema da

divergéncia, obtém-se a primeira equagdo de movimento de Cauchy (formato local):

dive+b=pv, Ve, e Vi (3.35)

3.6.3 Conservacao da quantidade de movimento angular

A quantidade de movimento angular 3(¢) é definida por
2t = [ x pla, 1) vlw,t) v, (3.36)
Q¢
onde r = x—x ¢ o vetor posicao relativo a origem do sistema de coordenadas Euleriano. De

forma analoga ao principio de conservacao da quantidade de movimento linear, postula-se

j(t):/rxpi)dvt: /rxtdSt—ir/rxdet. (3.37)
(o 00 Qy
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Utilizando o resultado do teorema de Cauchy (Eq. (3.21)) junto a relacao

/rxtdSt:/rxdiV0'+e:0'Tth (3.38)
o Q

com € denotando o tensor de permutacao, observa-se que, pela satisfacao do principio da

conservacao de movimento linear, é valida a relagao bicondicional
€0’ =0 — o=0", (3.39)

que traduz-se pela simetria do tensor de tensoes de Cauchy (segunda equagdo de movimento
de Cauchy).

3.7 Leis fundamentais da termodinamica em coordenadas espaciais

3.7.1 Primeira lei da termodinamica (balanco energético)

O primeiro principio fundamental da termodinamica postula a equivaléncia energé-

tica de um sistema, e pode ser descrito em termos da configuracao espacial por

D 1
= / (e + pv2> AV, = Pui(t, b, v) — / q-ndS, + /r v, (3.40)
Dt 2 —_—

Q: poténcia externa oKy Q

taxa da energia total fluxo de calor em S fonte de calor

onde e = e(x,t) é a energia interna por unidade de volume atual, ¢ = g(x,t) é o vetor
fluxo de calor por unidade de area atual e r = r(x,t) é o campo escalar que representa
possiveis fontes que geram calor em determinadas porgoes do corpo (por unidade de volume

atual e tempo).

Este axioma estabelece que a taxa de variagao da energia total (soma da energia
cinética com a energia interna) de um sistema termodindmico se iguala a taxa do trabalho
mecéanico (poténcia mecanica externa) e térmico (através de fluxos de calor e fontes
geradoras) realizado no corpo. A primeira lei da termodindmica é comumente expressa em

seu formato local espacial,

¢é=o0:d—divg+r, Va e . (3.41)

3.7.2 Segunda lei da termodindmica (inequacdo de Clausius-Duhem)

Embora a primeira lei da termodinamica governe a transferéncia de energia ao
longo de processos termodinamicos, esta nao é capaz de definir limitagoes em termos da
direcao em que esta transferéncia ocorre. Nesta secao, apresenta-se o segundo principio

da termodinamica, responsavel por delimitar a viabilidade de processos termodinamicos
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através do conceito de irreversibilidade. Postula-se que a produgao total de entropia I'(¢)

de um sistema é sempre nao-negativa, i.e.

D
(1) = E/ndthr/%-ndSt—/ngtZO, com q=ho e r=7i6, (3.42)
Qq 0 Qq

taxa de entropia entrada/geracdo de entropia

onde 0 = f(x,t) é o campo escalar de temperatura absoluta (0 > 0), n = n(x,t) é a
entropia por unidade de volume atual, h = h(x,t) denota o fluxo de entropia definido
por unidade de area atual e 7 = 7(x,t) representa a fonte de entropia por unidade de
volume atual. A Eq. (3.42) é também conhecida como a forma espacial da inequagao de

Clausius-Duhem, e tem seu formato local dado por

i+ div <‘;> - g >0, Voeo,. (3.43)

Baseado em argumentos apresentados em Holzapfel (2000, p. 169 - 173) e Anand e
Govindjee (2020, p. 90), este principio pode ser reescrito em termos da dissipagao D e da

energia livre de Helmholtz U2, resultando na restricao:

. |
D::a:d—ﬁl—nﬁ—gq'gradﬁzo. (3.44)

O ultimo termo da Eq. (3.44) é denominado dissipacao por condugao térmica Dy,
enquanto a soma restante ¢ denominada dissipacao interna D;,. Hipdteses adicionais

permitem estender a nao-negatividade de cada parcela de dissipacao, i.e.:
Dier = —;q cgradf >0 e (3.45)
Dy =0:d—U —n0>0. (3.46)
Em problemas onde a influéncia térmica é desprezivel, i.e., f(x,t) = constante, a
equacao de dissipacdo interna reduz-se ao formato
Dyt =0 :d— ¥ >0. (3.47)

Entretanto, na apresentacao de aspectos de teorias constitutivas, é conveniente

expressar esta inequacao em sua descricao Lagrangiana:

Dy =P :F -1 >0. (3.48)

3.8 Abordagem constitutiva variacional

Seja S um conjunto de variaveis de estado dado por

S={F,a}, (3.49)

Aplicando a transformagao de Legendre ¥ = e — 0.

2
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onde «a representa um subconjunto de varidaveis termodinamicas associadas a processos
dissipativos (variaveis internas). Admite-se que a energia livre de Helmholtz ¥ e o primeiro

tensor tensao de Piola-Kirchhoff P dependem de S, ou seja,

UV=U(S) ¢ P=P(S). (3.50)

Desprezando efeitos de variacao de temperatura ao longo do processo termodinamico
e considerando a dependéncia das variaveis de estado de S no potencial de energia livre,

pode-se escrever a inequagao de dissipagao interna (Eq. (3.48)) no formato

ov(s) . ov(S) .
- — > 0. .
oF F . x>0 (3.51)

Dy = P(S) - F

O principio do determinismo termodinamico estabelece que a inequagao (3.51) deve
permanecer valida para qualquer processo termocinético, i.e., para quaisquer pares {F, d}.
Sendo assim, o procedimento de Coleman-Noll (GURTIN; FRIED; ANAND, 2010, p. 279)

permite a obtencao das relagoes constitutivas

P(S) = ag;f), (3.52)
Q(S) = agf), (3.53)
e da expressao reduzida para a dissipagao interna,
Dint = —Q(S) * & > 0, (3.54)
onde Qr € Q = Q(S) (k=1,2, ..., nyy) representa o conjunto de forgas termodindmicas

conjugadas a cada variavel interna a; € a. Uma forma eficaz de satisfazer a inequacao
(3.54) consiste em postular a existéncia de um potencial de dissipacao de valor escalar na

forma de
Z=5(Q;9), (3.55)

onde as variaveis de S aparecem como parametros. Admite-se que o potencial = é convexo
em relacao a cada uma das forcas conjugadas @)y, nao-negativo e de valor zero na origem
{Q} = {0}. Em adicao, introduz-se a hip6tese de dissipatividade normal (NETO; PERIC;
OWEN; 2011, p. 74), onde as taxas & sao determinadas pela lei
0=(Q; S
= _M. (3. 56)
0Q

Pode-se provar que, pela convexidade de =, existe um potencial conjugado ¢ =

¢(6; S) (também convexo), tal que
9¢(c; S)

Qs) = -

(3.57)
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Ao observar as Egs. (3.53) e (3.57), nota-se que é possivel escrever a igualdade:

OU(S) | 06(sS)

o on =0, (3.58)

A abordagem variacional (ORTIZ; STAINIER, 1999) utilizada neste trabalho torna

possivel a obtencao das equagdes constitutivas (3.52) e (3.53) a partir da definigdo do

potencial
P(F,&;S)=¥Y(F,&;S) + o(c;S) :m :F+a (5) o+ ¢9(a;S)  (3.59)
oOF oo
e de sua contraparte efetiva®
P(F;S) =inf P(F,é&;S). (3.60)

Com isto, a equacao de estado para o primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff P e
a relagio (3.58) sdo retomadas através da derivada total do potencial efetivo P em relagao

A taxa F' e da derivada parcial do potencial P em relacdo & taxa ¢, respectivamente:

AP (F;S)

= =P(S), (3.61)

373(F,.a;8) . ov(S) N 8gb(a.; S)
Ocx Jda &

— 0. (3.62)

Como ponto de partida para discretizar as equagoes constitutivas no dominio de
tempo continuo, opta-se por adotar um esquema de Euler totalmente implicito. Dada uma
particao de tempo t,,1 = t, + At, pode-se substituir os termos da funcao potencial P
por seus respectivos valores incrementais no intervalo [t,, t,.1]. A versao semi-discreta dos

potenciais P e P é definida pelas expressoes incrementais YV e W, respectivamente:

W(Fn+17 i1, Sn) = \I]<Fn+17 an—l—l) - \Il(Fna an) + At¢ (an—H; Sn) (363)
W<Fn+1; Sn) = ainfl W<Fn+17 an+1;8n>~ (364)

A partir da definigdo dos potenciais incrementais, é possivel construir um algoritmo
constitutivo cujo objetivo é determinar regras de atualizagao para as variaveis internas

a1 e para o tensor tensao P, 1.

Problema constitutivo incremental: Dados os valores F,, e a,, do gradiente de de-

formacgoes e do conjunto de varidveis internas no inicio do intervalo de (pseudo-)tempo

3 Potencial P avaliado no argumento minimizante.
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[tny tni1], € dado um incremento AF = F, . — F,, resolver o problema de atualizagio

das varidveis internas

a1 = arg inf W(F,, 11, 115 Sn) (3.65)

On+41 Fn+1 —=cte

e determinar o primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff

AW(F 11 Sn)

P, = )
+1 aF, (3.66)
ou o sequndo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff
d A F?’L ; n
Shi1 =2 W(Fni1Sn) (3.67)

dcn+1

Além disto, determinar a sequnda derivada do potencial W em relagio ao tensor de
de deformagoes de Cauchy-Green a direita C,, 11, retomando o chamado maodulo tangente

consistente material

d*w 3 _ _ _ _
Cukr= Y, CyktE/®E;QEx®E[.  (3.68)

Ch1 =4
+1 )
dC11dChia I,J,K,L=1

O procedimento de discretizacao por elementos finitos deste trabalho segue uma
abordagem Lagrangiana atualizada. Em vista disto, é de interesse definir a operacgao de

push-forward que retoma o chamado médulo tangente espacial:

Cijkl = JﬁlFiIFjJFkKFlL Crikr, Foa = a,A=1u,1;5,J;k K;l, L, (3-69)

0X 4’
onde os subindices minusculos referem-se as coordenadas espaciais e os subindices maits-

culos referem-se as coordenadas materiais.

A abordagem variacional oferece muitas vantagens em termos de implementacao
computacional. Dentre elas, pode-se citar o carater hiperelastico das atualizagoes incre-
mentais (3.66), (3.67) e (3.68), uma vez que os tensores de quarta ordem C e C possuem
simetria maior (HOLZAPFEL, 2000, p. 253); e a possibilidade de incluir restri¢oes na
formulagao do problema (3.65) através da extensa variedade de algoritmos de otimizagao
disponiveis na literatura. Nas proximas secoes, esta abordagem constitutiva variacional
sera utilizada como ferramenta para a obtencao do modelo material viscoelastico intrinseco

ao esqueleto sélido no problema bifasico.
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4 Descricao finita de um material bifasico

A formulacao apresentada neste capitulo é inspirada na Teoria das Misturas e
particularizada para materiais bifasicos. A grande maioria das hipdteses utilizadas nesta
descri¢ao pode ser encontrada em trabalhos classicos referentes a teorias bifasicas para
tecidos biolégicos moles (MOW et al., 1980; SPILKER; SUH, 1990; LEVENSTON; FRANK;
GRODZINSKY, 1998). Ainda, o trabalho de Armero (1999) possibilita a extensao da
teoria para outros casos de dissipacdo intrinseca dos componentes (poroelastoplasticidade).
Os conceitos cinematicos a serem desenvolvidos sao fundamentados a partir de duas

conjecturas:

1. No instante de tempo t, cada ponto da configuracao espacial é simultaneamente

ocupado por pontos materiais de todos os £ (num(«) = 1,2, ..., k) constituintes.

2. Sendo estes pontos precedentes de posicoes referenciais distintas, cada constituinte

possui uma func¢ao de mapeamento/movimento independente.

4.1 Teoria bifasica em cinematica finita

Seja By um corpo agora definido pelas regides abertas (2§ C & e fronteiras regulares
05 C & dos constituintes o = s, f (fases sélida e fluida) no instante de tempo ¢ = 0.
Denota-se por X € B, a posicao das particulas materiais de cada componente. No instante
de tempo t, os pontos materiais sdo mapeados para posigoes espaciais x* = ¢* (X t) €
B, = Q¢ U900, Com base nas conjecturas previamente apresentadas, admite-se que as
particulas de cada fase a na configuracio By (referencial) podem ou nao serem coincidentes.
E também assumido que, na configuracio espacial, ambos os constituintes ocupam toda a

regiao 2 na configuracao espacial (Fig. 1),

¥ =x=X"+u"(X,1). (4.1)

Mesmo que cada componente da mistura admita uma funcdo de mapeamento
©* (X%, t) para representar seu movimento, suas posigoes em cada instante de tempo ¢ sdo
coincidentes. Desta forma, dada a posi¢do @ da mistura no instante ¢, é possivel, através da
inversa da funcao de mapeamento, obter as posi¢oes do fluido e do sélido na configuracao

de referéncia,

X = (¢°) " (2.1) (4.2)
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Figura 1 — Cinematica de um material bifasico.

Q5 EVR
o0zl 2 u’ Qy
0 ) J % Q) Particula sélida
) ul m _______ v
X L] 'l
X x 1
2%2 Ix/ Q(J; Oy Qﬁ: Particula de fluido
Q]
X17 1

X3, 73

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo assim, define-se o gradiente de deformacao F'* e o Jacobiano da transformacao
volumétrica J* de cada componente por,

0t (X t) Oz
90X XY™ (43)

J* = det F* > 0. (4.4)

Fa

Outros campos cinematicos (velocidade, aceleracao e medidas de deformagoes)
tratados para corpos sélidos continuos no Capitulo 3 podem ser aqui definidos de maneira

absolutamente andloga.

Através do Jacobiano de transformacao volumétrica, é possivel obter as relagoes
entre elementos de volume de referéncia de cada componente dV* e elementos de volume

da mistura na configuracao deformada dV;:

AV = v, = J*dV. (4.5)

As densidades aparentes p* = p®(x,t) de cada componente da mistura podem ser

determinadas pela relagao

(0% — — (6% (6% 4'

com dm® sendo o elemento de massa do componente « na configuragao espacial e pf =

p5(X) a densidade aparente referencial.

Conforme o exposto na Fig. 1, cada ponto macroscopico & da mistura é associado
a um Elemento de Volume Representativo (EVR) concebido em uma escala microscépica.

Esta regido ¢ definida pela uniao do fechamento Q5 U 0€) de cada microconstituinte.

As densidades intrinsecas' pf} = p%(x,t) sdo dadas por

dm®

dve’

As propriedades definidas em relagdo a microescala sdo chamadas de intrinsecas ou reais.

Py (4.7)

1
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onde dV* sdo os elementos de volume de cada fase . Sendo assim, € possivel determinar

o campo de densidade espacial p = p(x,t) da mistura como um todo,
p=>_ 0 (4.8)

Por tratar-se de um meio homogeneizado (na configuracao espacial), a defini¢ao
das fragoes de volume presentes em cada ponto espacial  é fundamental. Na configuracao
deformada, um elemento de volume da mistura dV; é parcialmente ocupado por um
elemento de volume de fluido dVMf e por um elemento de volume de sélido dV};. Estima-se
as fracoes volumétricas Eulerianas v® = v*(x,t) de cada constituinte a a partir da razao
_ dvy

av,’

Va

(4.9)

onde v* e v/ sdo medidas bem estabelecidas na literatura de meios porosos, denominadas
solidez e porosidade, respectivamente. O conjunto de fragdes volumétricas de um meio

poroso ¢ restrito as condigoes fisicas:

0<v*<1, e doovr=1 (4.10)

num (a)

Através da definicao das fracoes volumétricas de cada fase «, é possivel relacionar

as densidades reais e aparentes da mistura por,

Pt =vp. (4.11)

4.2 Hipdteses do modelo

De modo a derivar as equagoes de governo do problema bifasico em estudo, adota-se

as seguintes hipoteses:

Hipétese 1 (H1): Os constituintes referentes a microescala espacial (EVR) sao incom-

2

pressiveis”, i.e,

D o o 0
Dtfr = Pn ="
Hipétese 2 (H2): Saturacao da mistura na configura¢io espacial, i.e,
v+l =1,

Hipé6tese 3 (H3): Principio das tensoes efetivas, onde

oc=0°+o'

2 A incompressibilidade dos constituintes deve ser tratada na microescala, j4 que nio hé distincdo dos

dominios 2 na macroescala espacial.
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Hipotese 4 (H4): Fluido sujeito a uma pressio de poro p hidrostdtica®, i.e,
ol = —plI.
Hipétese 5 (H5): Auséncia de forcas inerciais e de corpo

P =b=0.

4.3 Equacoes de governo acopladas

4.3.1 Conservacdo da quantidade de movimento

A hipoétese de auséncia de forcas dindmicas e gravitacionais é bem estabelecida na
modelagem de tecidos bioldgicos moles através de modelos bifasicos (MOW; HOLMES; LAT,
1986). Desta forma, ao considerar um processo difusivo quasi-estético (lento), a equagao
de conservacao da quantidade de movimento linear da mistura em sua configuracao
espacial (Eq. 3.35) pode ser reescrita apenas em fun¢do do campo tensorial de tensoes

auto-equilibradas o da mistura:
dive =0, (4.12)

com o tensor de tensao total de Cauchy o admitindo a decomposicao aditiva dada pela
Hipotese H3. A satisfagdo da equacao de conservacao da quantidade de movimento angular

resulta na simetria do tensor total de Cauchy:

o=o". (4.13)

4.3.2 Conservacao da massa

A massa total de cada componente o pode ser escrita no formato integral,

m® = /dma, (4.14)
Q

onde dm® = p*dV;. Sendo assim, utiliza-se a Eq. (4.11) para escrever a equacao em funcao

das densidades reais de cada fase,

m® = /po‘uo‘ dV;. (4.15)
Q¢

Através da Eq. (4.5), transforma-se o dominio da integral (4.15) para a configuracao

de referéncia:

m = /p,‘jl/aJ“ dVvy". (4.16)
Qg

3 Na literatura de poromecénica é comum a consideracio da constante de Biot b multiplicando este termo.

Entretanto, aqui ja é considerada a hipdtese de incompressibilidade, fazendo com que a constante b
seja igual a 1.
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A expressao para a conservacao da massa de cada fase (i.e, m® = 0) é obtida
derivando a Eq. (4.16) pela regra da cadeia. Utilizando a derivada temporal do Jacobiano
de transformacdo volumétrica de cada componente (i.e, J* = J*dive®) junto com a
hipotese H1, tem-se

e = [ o (07 4 v dive) avg, (4.17)
Q5

com v® sendo o campo de velocidades do componente «.

Utilizando novamente a Eq. (4.5), as relagoes para a conserva¢ao da massa das

fases o na configuracao espacial sao dadas por,

/pg (" + o dive®)dV, =0, Yz e, (4.18)
Q¢

com o formato local

v* +vdive® = 0. (4.19)

Manipulando a Eq. (4.19) através do processo de derivagao do campo escalar

espacial v* = v*(x,t) (veja a Eq. (3.8)) e utilizando a regra

v - grad v = div (v*v%) — v* divo?, (4.20)
reescreve-se:
o (z,t
”a(t‘f””) + div (v°v°) = 0. (4.21)

Somando ambas as Eqs. (4.21)* e utilizando a hipétese® H2, obtém-se:

div (v*v* +v/07) = 0. (4.22)

Para adequar a Eq. (4.22) a lei de fluxo em meios porosos de Darcy (Lei de Darcy),

utiliza-se novamente a hipotese H2 e reescreve-se a equagao com o formato

div (v +w) =0, (4.23)
onde ¢é definida uma nova variavel w:

w =/ (vf - vs) : (4.24)

conhecida por velocidade relativa do fluido.

Note que a Eq. (4.21) expressa uma equagao para cada componente, i.e, a« = s, f

Derivando a relacdo dada pela hipdtese de saturagdo total da mistura, obtém-se que a soma das
(0%

Ve o,
; é nula

5

derivadas de cada fase
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Como ja discutido, na configuracao deformada, os dominios de ambas as fases
solida e fluida sao coincidentes. Sendo assim, a regiao de contorno 0€2; pode referir-se
tanto a 027 quanto a 89{ . Na presente abordagem, apenas o esqueleto sélido possui uma
descri¢ao Lagrangiana, de tal forma que o campo campo de deslocamentos u® e o gradiente
de deformagao F*° sao registrados em cada instante de tempo t. Desta forma, omite-se
o sobrescrito “s” das entidades vetoriais/tensoriais u®, F** e das medidas de deformagao
associados & F** (incluindo o Jacobiano de transformagao volumétrica), assim como de suas
variacoes virtuais (a serem apresentadas na forma fraca). Por outro lado, para distinguir a
notagao das velocidades do sélido e do fluido, opta-se por manter o sobrescrito da variavel

cinematica v°®.

4.3.3 Problema de valor de contorno

O conjunto de condigdes de contorno em que esta sujeita a mistura é definido na
configuracao espacial, conforme ilustrado na Fig. 2. Tratando-se do contorno do esqueleto

solido, as condig¢oes de contorno para o deslocamento e tragoes de superficie sdo prescritas

em 0€)| e 0

. respectivamente. Além disto, a condicao de complementariedade

o0 = 00

Uo0;

com o082y

now;

=g (4.25)

t’ t

deve ser satisfeita.

Figura 2 — Visualizagdo das condi¢des de contorno no dominio da mistura bifasica.

T2

X3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para o caso do contorno da fase fluida, as condi¢oes de contorno para o campo de
pressao e fluxo através da superficie sdo prescritas em 89{ ‘ e GQ{ ’ , respectivamente, e
p q

respeitam a condicao

sz:mﬁtumﬁ com mﬁtmmﬁhzg. (4.26)

)
q
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Assim, pode-se apresentar o problema de valor de contorno acoplado por:

Conservacao da quantidade de movimento linear dive =0
Conservagao da massa div (v +w) =0
Conservacao da quantidade de movimento angular oc=o"
Decomposicao da tensao de Cauchy o=0°—pl
Velocidade relativa w = v/ (vf — ’us) (4.27)

Condicoes de contorno de Dirichlet em 0€);
u

Condicoes de contorno de Neumann em €2}

t
Condigoes de contorno de Dirichlet em 99 ‘ p=p
p

Condicdes de contorno de Neumann em 9 ‘ g=w-n=q,
q

junto a lei de transporte de fluidos em meios porosos e as equagoes constitutivas descritas
no Capitulo 6. Este conjunto de equagoes resulta na chamada forma forte do problema
de valor de contorno. Devido ao viés numérico deste trabalho, as equagoes devem ser
convertidas aos seus respectivos formatos integrais, sendo estes obtidos através do principio
dos trabalhos virtuais. Este procedimento resulta em um conjunto de equagoes suscetiveis

a serem discretizadas pelo método dos elementos finitos.

4.4 Formulacdo fraca

Esta secao tem por objetivo apresentar a forma fraca da chamada formulacao
u-p do problema bifasico. Assim, as equagdes sao manipuladas de modo a garantir que
os campos de deslocamento e de pressao de poro sejam as varidveis primarias (solugao)
da equagao integral. A forma variacional da equacao de conservacao da quantidade de
movimento linear (balango mecénico) pode ser obtida multiplicando a Eq. (4.12) por
um campo virtual cinematicamente admissivel, integrando através do dominio espacial

Q, = QF e utilizando o teorema da divergéncia. Assim, obtém-se a expressao:

/0':56 th—/an-éu S, =0, Voéue¥,, (4.28)
Qy o

sendo du o campo de deslocamento virtual, e = sym (grad du) o campo de variagoes do
tensor de deformacoes de Euler-Almansi e %, o espaco de deslocamentos cinematicamente
admissiveis da mistura. Utilizando as hipdteses H3 e H4, e substituindo a condigao de

contorno de Neumann ¢ = on, obtém-se

/0'5:56 av; — / £ ou dSt—/ptr(ée) AV, =0 Voue. (4.29)
Qt 8Qf|t Qt
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O mesmo procedimento pode ser realizado para obter a forma variacional da

equagao de conservacao da massa, i.e., Eq. (4.23), resultando em

/5pd1V'v v, — /gradap w AV + / Spgds, =0 VYépe, (4.30)

8Q lq

onde 0p é o campo de pressoes virtuais e ¥, é o espaco de pressoes de poro admissiveis. A
relacdo entre o gradiente de pressao de poro e o campo de velocidades relativas pode ser

escrita pela Lei de Darcy
w = —k grad p, (4.31)

onde K é o tensor de segunda ordem de permeabilidade®. Substituindo esta relacdo em

(4.30), tem-se a expressao para a forma integral do fluido,

/5pdiv v* dV; + /grad 5p- keradp AV, + / 5p dS, = 0. (4.32)
@ 00|,

Em resumo, obtém-se a chamada forma fraca do sistema de equacoes acopladas:

/0' e dV; — /tdudSt /ptrée )dV; =0, Vou € %,.

a9 ¢
(4.33)
SWP = /6pdivvs av, — /grad5p w dV, + / opgdS, =0, Vope¥,
Z Z o,

A deducao destas equagoes variacionais é apresentada com detalhes no Apéndice B.

4.4.1 Equacoes incrementais

Dado um intervalo discreto [t,,t, + At], onde At = t,,41 — t,, o sistema acoplado

(4.33) pode ser reescrito em um formato temporal discretizado,

n+1 /J 5en+1 d‘/t / tn+1 5un+1 dSt /pn-‘rl tr 5en+1) d%;
003 ¢

oW} n+l — /5Pn+1 leUnH dV, — /grad OPn+1 - Wyy AV + / OPn+1 Gnr1 dSy.
2 @ GioAP

(4.34)

Devido ao comportamento nao linear das equagoes constitutivas (cujos potenciais
sao descritos no Capitulo 6) e da consideragdo de uma cinematica finita, a solugdo do
problema de equilibrio acoplado requer um procedimento de linearizacao. Sendo assim, de

modo a solucionar o sistema de equagoes nao lineares pelo método de Newton-Raphson,

6 Ao considerar a condicdo de fluxo isotrépico, o tensor de permeabilidade pode ser escrito em termos

do coeficiente k. Assim, k = k I.
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é necessario determinar as derivadas direcionais de 6W,, e 6W} | em relagao a w,1 €
Pnia-

Utilizando uma expansao de Taylor de primeira ordem ao redor dos incrementos de
deslocamento Au,,,; e pressao de poro Ap, 1 a partir de um par deslocamento-pressao

virtual (dw,1,0p,41) na configuragdo atual, pode-se escrever o sistema

65 1 DOW 1,

4] - Au, - Appyr =0, 4.
w1 T Bt 1 Uny1 + Opmin Pry1 =0 (4.35)
oOW?r AWy,
o —— A - A = 4.
Wi Opny1 Pt Gy aUn+1 tet1 =0, (4.36)

onde 05W,) i1/ 0 )n41 - A()n41 denota a operacao de derivagao direcional, ou derivada de
Gateauz. Ao realizar a derivada direcional de 6W}), | na direcdo de um incremento Aw, 1,

obtém-se

OOW3

Gt Dt = / Senp1: Coyy : Aeny AV

+ /0' grad Au, g grad (5un+1} dV;

(4.37)
— /an TI: [gradTAunH grad 5un+1} dV;

. / Dot div 0ty 1 divA,. Vi,

Em (4.37), C;,, representa o tensor constitutivo de quarta ordem do esqueleto

solido na configuragao espacial.

Tomando a derivada de 6W}), | em relacao a pressao p,;1, obtém-se,

QoW

S D = / Appsitr (Oe,41) AV, (4.38)
pn+1

Neste trabalho, emprega-se o esquema de integracao de Euler implicito para
aproximar a velocidade do sélido e obter o campo discreto divw; ;. Assim, pode-se

escrever

dives,, = div (W) . (4.39)

Assim, a derivada direcional de 6W?,; — em termos da configuracio de referéncia
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— em relacao ao campo de deslocamentos pode ser avaliada por,

W,

3 AUy = — /(5pn+1 tr (grad v, grad AunH) dV;
Up+1 O

1 .
+ / E 5pn+1 div Aun+1 d‘/t
it (4.40)
+ / Opn1 div o, div Au, 4 dV;
Q4

+ /grad 5pn+1 ' (Icn+1 : Aen—&-l) gradpn—i—l d‘/tu
Q4

aKn—I—l
aEn—H

onde K=J ' (Fo®F):K: (FT ® FT) e K= (refere-se ao Apéndice A para

detalhes sobre o produto tensorial @).

Por tltimo, avalia-se a derivada de dW},; em relacio ao campo de pressao de poro,

—— " Ap = /grad 0Pt - (Kpprgrad Ap,aq) dV;. (4.41)
Q¢

E importante notar que, nos casos em que o processo de solugdo é sequencial
(refere-se a teoria apresentada no Capitulo 5), o cdlculo das derivadas de campos cruzados
é evitado. O processo de linearizacdo necessario para obter as Eqs. (4.37), (4.38), (4.40) e

(4.41) ¢ explicitado em detalhes no Apéndice C.

4.5 Aproximacao por Elementos Finitos

Em alternativa a obten¢ao de uma solucao analitica - que de modo geral é inviavel
para geometrias e condigdes de contorno nao convencionais - para as Eqs. (4.34), emprega-se
o método dos elementos finitos para a obtencao de solucoes aproximadas. A discretizacao
completa destas equagoes da origem a um sistema monolitico, cuja solugdo para os campos

primais é obtida de forma simultanea em cada instante de tempo.

Da forma com que a formulagao variacional é apresentada, a discretizacao espacial
dos campos primais resulta em uma formulacao de elementos finitos mista, na qual o vetor
de deslocamento e de pressao de poro sao variaveis primarias do problema. De modo a
evitar problemas de instabilidade numérica, a ordem dos polindmios de interpolagao do
par deslocamento/pressao de poro deve satisfazer a chamada condigao de compatibilidade
LBB (Ladyzhens-kaya - Babuska - Brezzi), também conhecida como condigao inf-sup
(BATHE, 2001). Dentre as op¢oes disponiveis na literatura, pode-se citar o elemento Q1P0,
cujo deslocamento ¢é interpolado dentro do elemento por fungoes trilineares e a pressao de
poro por fungoes constantes; o elemento Q1Q1, que ¢ trilinear no campo de deslocamento

e trilinear no campo de pressao de poro; e o elemento Q2Q1 (Taylor-Hood), que interpola
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Figura 3 — Descri¢ao do elemento finito misto isoparamétrico utilizado para formulacao
u — p (U20P8), juntamente com a numeragao local dos nés de deslocamento e
pressao de poro.

20

5 @ ® ® 8

13 @ @ 16

. 5 o 12
20 8
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‘1C8 7
6 ‘13 6 139 ®
Ui QO n6 de pressao de poro
14 15
* 16 PY * 4 ® 16 de deslocamento
12
9 11
10
L
2 3
1 12 4
@
=-1
9 ¢
L
2 10 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

o campo de deslocamentos por fungoes triquadraticas e o campo de pressoes de poro
por fungoes trilineares (uma ordem abaixo do campo de deslocamentos). Dentre estes
elementos, apenas o elemento Q2Q1 satisfaz a condi¢cao de compatibilidade LBB, sendo

este 0 modelo de elemento utilizado como referéncia para este trabalho.

Em particular, considera-se aqui o elemento finito misto isoparamétrico (com as
fungdes de forma para o deslocamento) denominado pela sigla U20P8, no qual sdo dedicados
20 nés para o deslocamento (interpolacao quadrética) e 8 nés para a pressdo de poro

(interpolagao linear), conforme a Fig. 3.

Os campos continuos incrementais (em notagdo de Voigt) sao aproximados no
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dominio de cada elemento (e) por,

e MONNE e w(e) e e w(e) e
’El-i)-l Nn+1qn+17 5“’51—2—1 Nn+15 n—?—l? Aufw—?—l ]'\]-nJrlA ’Sz—i)—lv (4 42)
e (e ) e (e ) e ’
P;J)rl = NZH p'EH)-h 5Pn+1 Np+1 5 n+17 Apn+1 N‘Z+1 Apgz—?—lv
onde, para o caso tridimensional,
(©) )T
qn+1 |:qu qxg qmg Qxl qu : q:z'g :| ) (443)

(e)

ph=[ppp* ]

Y

representam o campo de deslocamentos e de pressoes de poro nodais de cada elemento, e

Ny
ul® "
N’I’L-‘rl NC! el a=lnv (444)
Nu

[0}

o0 | IVE
Nn+1 . s a=1,nP. (445)

sao as matrizes de func¢oes de forma dos campos de deslocamento e pressao, respectivamente.
As variaveis n" e nP representam o nimero de nds para o deslocamento e o niimero de nds
para a pressao de poro. As aproximagoes para as variagoes 576,(121 e Ae,(fll do tensor de

deformagoes de Almansi (de = sym(grad du)) podem ser escritas na forma,

5 (e)

(e)
u
6en+1 Bn+1 n+1 9

4.46)
u(e) e (
@nﬂ Bn+1A Y(IJ)rl’
onde,
delf), = [derr Seas dess 20e1y 203 20e1s]” (4.47)
Aen+1 [Aery Aegy Aegg 28615 2055 20ey3]"
[ONY ]
81'1
ONY
8[E2
ON}Y
B _ O3 4.4
ntl = | ONY  ONY y a=1n%, (4.48)
dry 1)
ONY} ONY*
aZL’g Oy
ONY ONy
L 81'3 a:L'l
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A operacao de traco no tensor de variagoes de Almansi, na notacao de Voigt, pode

ser escrita por,

e u(e) e
tr (57651421) h, 0 7(H)-17 (4.49)

onde

hz(j)l = 81‘2 ) a=1,nv. (450)

O campo de velocidades do meio sélido é aproximado pela mesma base de funcoes

de forma que aproximam o campo de deslocamentos,

s(e) MO
n+1 - Nn+1 n+17 (451)

onde qffll é o vetor de velocidades nodais do sélido.

Os gradientes dos campos du, 1 € Au,,; sdo aproximados por,

gradou'? | = Gil}dq 7317 grad Aul) = Gul Aq)), @52)
e (5) e (e) :
gra’d 6p£1—3—1 n+15 n+17 grad Apgz-i)—l = Hp 1Apn+17

onde,

radéu(e) . -adul 8611,1 85?14 (95u2 85U2 8(5U2 85U3 8(5u3 8(5U3 T
B = | Ory Oxy Oxs Oxy Oxy Oxg Oxy Oxy Oxs |

_8Au1 0Au1 8AU1 8Au2 8AU2 8Au2 0Au3 8AU3 8Au3 T

dA (e) =

SO =\ Gy Ows 0wy Omy Ovs Ovs Omi O 5‘"”31 )
adap©). — [2007 9w’ aop!]" |

g Pni1 = _8x1 Ors O3 ’

r T
(e) aApf aApf aApf
grad Apn—H n i 8(131 8%2 8x3
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_aN(;L -
8x1
ONY
8272
ONu
01‘3
ONg FONP
81‘1 8.7)1
u© ON} (&) ON?
Gn+1 a$2 ey a=1nY, HZ;L-{-I (9332 <o+ 5 a=1nP. (454)
N ONP
3x3 L 8ZE3 J
ONY
8371
ONu
81‘2
ON
L 8x3 J

Por outro lado, o gradiente transposto de Luffll pode ser representado por

aéul 8(5u2 8(5U3 85U1 (96u2 85U3 861/4 85u2 35u3 T

(e)
d’s 4.55
Mn"’_l (99(:1 8561 8x1 (91:2 8:52 83:2 0:(:3 8x3 8373 ’ ( )
podendo ser mapeado através da aproximagao
grad”ou'” = QU154 (4.56)
com
_aN&L -
8:171
ONY
&Ul
ON}
axl
ONY
61'2
(e) aNu
U — @ a=1.nv 457
QnJrl 8132 9 1,n%. ( )
ON}Y
8332
ONY
(9x3
ON}
(9373
ONY
L 81’3 _

A matriz Qz(j)l também pode ser utilizada para mapear o gradiente do campo de

velocidades do meio sélido,
(e)
+1

= QY ¢l? (4.58)

T S
grad n+19n+1-
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Os divergentes dos campos du,,,; e Au, , sao representados pela aproximacao,

divou', = b2 5q'9);,
+1 = Ppy1 +1 (4.59>

MO (e)
leAunH by Adyi,

onde
div (S’u,n+1 8(5u1 85UQ i 85U3’
0y 0o 03 (4.60)
8AU1 I 8AU2 4 aAU;J, '
61’1 8ZE2 8903 ’

div Aun 1=

_aNg_
8x1

ON®
w(e) w(e)

bn+1 hn+1 = aajszzf sy a=1n%.
8[E3

(4.61)

A mesma aproximacao pode ser realizada para o divergente do campo de velocidades

do meio sélido

dive® . = bu g 4.62
WU, nt1 An+1- (4.62)

Devido a arbitrariedade das componentes de 5(1(731 e 5p§31, pode-se substituir as

entidades discretizadas até aqui em (4.34) e obter-se as parcelas do residuo,

R* =F;, —Fo =0,
(4.63)
R F?nt Fext Oa

onde,

TNelem
u u(e) S(e) (e u(e) p(e) (e
Flnt - A / Bn+1 Yn+1 dv; - hn+1Nn+l n+l d‘/t
e=1 e e
e e

TNelem
ngt = A / NU(el tn+1 dSt )
e=1
8 (e)
Q (4.64)

Telem
P u<€) u(ﬁ) (6 p( e) (‘3) .
Fmt - A / Hn+1 n+1Hn+1pn+l d‘/t + Nn+1 n+1 n+1 d‘/t )
=t g ol®

Tlelem

(e)
ngt = A / N£+1 An+1 dSt )

e=1

o0
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TMelem

com A representando a operagao de montagem dos vetores globais a partir das consi-

e=1

deracoes de cada elemento e o,

5@

T
N S S S S S S
= [‘711 029 033 019 023 ‘713]

sendo o tensor tensdo de

Cauchy (efetivo) reescrito pela notacao de Voigt. A discretizagao das derivadas obtidas

nas Eqgs. (4.37)-(4.41) d4 origem a cada uma das parcelas da matriz tangente,

onde,

uY
Kl

uu
K2

uu
KS

uu
K4

up
Ky

pU
Ki

pU
K5

pU
KS

pU
Ki

pp
Ki

uu uu uu uu uu
K" = —K”
- - - - - (4.65)
K" = KPP
Telem
u(E) S(E) u(e) (e)
A / Bn+1 n+1 n+1 d‘/;f )
e=1 | @
12,
fex ©T . (@) ©
o ule)” A sle un e
A / n+1 n+1G +1 dv )
=1
T
e ©7 . £ ~u© 11 -(e)
w®’ A f e wle e
A / n+1 n+lGn+1 d‘/; )
e=1 5@
£2;
Telem T
ule) p(e) u(e) e)
A / bn+1 n+1 “n+1 n+1 d‘/; )
e=1 (e)
12
TNelem T
u©) ngp'® (e)
A /hn+1Nn+1 d‘/;‘/ )
=1
o (4.66)
Melem
(©) ©@ (&) \T ul® gy,
P u u
A / Nn+1 n+1qn+1) G dVi |,
=1
o
Nelem
© 3 w@F 1 ()
P u
A | [ N ave]
e=1 | @
12
Nelem [ ]
(@3 y@7 @7 11 (e)
P U U
[ o NEbl bl avl)|
e=1 L 2 i
Nelem ( ) ( )T ( ) (e) ( )
ple ple e ule [
/ Hn+1 Tn+1 En—i—anJrl d‘/; 3
e=1 (e)
12 i
Telem (e)
P
A / Hn+1 K’n—i-lI_Ip"+1 dV )
e=1 | @
2
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5
© n+1
~sle) (e)
Ont1 = a“:prl ) (467)
5(©)
I On+t1]
e -
o
+1
510 | g1 4.68
On+t1 = On+1 ) ( ) )
fe
L On+t1]
e
- .
P
T
(e)
P
T, p(©)
©T 2" © © T
Tl 3 ple) _ pypl® _(e) p(©)
Tn+1 = p(©) p(©) , COINn Tn+1 = Hn+1pn+1 = 4Ty . (4'69>
T2 Tl O Tp(E)
(e) (e) 3
0 T§ Tg
(e) (e)
P P
_T3 0 T |

Desta forma, o conjunto de equacoes de equilibrio linearizadas, no sistema global,

pode ser reescrito como
K“Aq + K?Ap = RY,

K Aq 4+ KPAp = R, (4.70)

ou no formato matricial compacto,

A F Fi !
al _JFee| JFn | JRY| (4.71)
Ap ngt ant R?

4.6 Modelo de permeabilidade

Kue Kup
Krr Kep

Neste trabalho, admite-se a hipdtese de um meio bifasico isotrépico, i.e., o para-
metro de permeabilidade do meio nao possui dire¢oes preferenciais. O equacionamento
apresentado até aqui possibilita a insercao de diferentes modelos de permeabilidade
(ATESHIAN; WEISS, 2010). A forma geral da medida espacial do tensor de segunda

ordem de permeabilidade pode ser expressa por
k= r(J)I, (4.72)

onde x(J) representa uma possivel dependéncia da deformacao volumétrica no pardmetro
de permeabilidade. Durante o processo de linearizacao, requere-se o computo do tensor
de quarta ordem de permeabilidade espacial. A estratégia aqui adotada é obter a deri-
vada do tensor de permeabilidade referencial K em relagao ao tensor de deformacao de
Green-Lagrange FE e realizar um push-forward, assim obtendo a derivada do tensor de

permeabilidade espacial k em relagdo ao tensor de deformacao de Euler-Almansi e.
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Ao realizar um pull-back no tensor de permeabilidade espacial, obtém-se
K=JF'vsF T (4.73)
Substituindo a relagao (4.72) em (4.73), pode-se reescrever
K=xr(J)JC™', onde C'=F'F7 (4.74)
A derivada parcial de K em relagao a E é obtida através de uma sequéncia de

algebrismos de cunho tensorial. Entretanto, opta-se por apresentar apenas o resultado

final:

o K _ (8/{(J)

2 -1 -1 _ -1 -1
=5 = |5 J+/<;(J)J>C ®C —25()J(CTTOCT).  (475)

Pela Eq. (4.75), é possivel afirmar que o tensor K possui simetria menor, ja que os

tensores F e K sao simétricos. Assim, é valido que
Kk =Kk = Krjok. (4.76)

Entretanto, ao contrario do tensor de quarta ordem de elasticidade, o tensor de
quarta ordem de permeabilidade ndo provém de uma fungao potencial (hiperelasticidade).

Desta forma, nada se pode afirmar sobre a existéncia de uma possivel simetria maior.

O tensor de quarta ordem de permeabilidade em sua descricao espacial, denotado
por IC, é definido pela operagao de push-forward em K. Pode-se escrever esta operacao em

termos da transformacao dos indices maitusculos de K:

Kijii = J_lFiIFjJFkKFlLKIJKL- (4.77)

Efetuando estas operagoes, pode-se escrever o tensor espacial I no formato tensorial

Ok(J)
aJ

K= (K(J)JFJ )I@I—QR(J) (IoI). (4.78)

Neste ponto, pode-se citar os principais modelos de permeabilidade x(.J) encontrados

na literatura:

1. Isotropico e constante; neste modelo material, o tensor de permeabilidade Kk é
constante. Assim, nao ha dependéncia do parametro x com a deformacao volumétrica:
Ok(J)

k(J) = K; 57 = 0, (4.79)
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2. Isotrépico e exponencial; este modelo material possui um parametro de permea-
bilidade que varia com o Jacobiano de transformagao volumétrica J de maneira

exponencial:

J—=1Y\. or(J) 1— ot
= z/f> ’ =M ———r(J), (4.80)

R(J):/iexp(M 57 =07

onde M é um parametro que define a velocidade com que a permeabilidade diminui
com o aumento da deformagao volumétrica (no caso de compressao). No caso especial

em que M = 0, o modelo retorna ao caso de permeabilidade constante.

3. Holmes-Mow (Isotrépico); este modelo também considera um tensor de permeabili-

dade dependente da deformacao volumétrica:

k(J)=k (J_ Vf>aexp (1M (J2 — 1)); iCl = (JM—l—

) | (4.81)

1—vf 2 oJ J—vf

onde a ¢ um parametro do modelo. No caso especial em que M = 0e a =0, o

modelo retorna ao caso de permeabilidade constante.
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5 Esquemas de solucao sequenciais

Dentre os métodos de solugao de problemas acoplados presentes na literatura,
pode-se listar dois grandes grupos. O primeiro, composto por estratégias denominadas
monoliticas (fully-implicit), acopla todas as equagbes a serem resolvidas em um unico
sistema de equagoes nao lineares (e.g. via Método de Newton-Raphson). Nestes esquemas,
a consideracao das derivadas direcionais de campos cruzados acaba por aumentar signi-
ficativamente o tamanho do sistema de equacoes resultante. O segundo, composto por
estratégias sequenciais ou estagiadas, particiona o sistema de equagoes em sub-sistemas
referentes a solucao de cada uma das equagdes governantes envolvidas no problema. A hi-
potese fisica associada a troca de informagoes entre cada um dos sub-problemas caracteriza

cada uma das classes de métodos sequenciais a serem apresentados nesta secao.

Para o caso de meios porosos bifasicos, o conjunto de equagoes a serem solucionadas
de forma acoplada é definido pela equacao de conservacao da quantidade de movimento
linear e pela equagao de conservagao (continuidade) da massa. Nesta se¢ao, em alternativa a
estratégia monolitica ja apresentada, apresenta-se uma formulagdo Lagrangiana atualizada
para os esquemas classicos de solugao estagiada: undrained, drained, fived-stress e fixed-
strain. De modo a generalizar a formulacao dos quatro métodos, introduz-se os operadores

de equilibrio mecanico M e de fluxo de fluido F:

M — Kgil <(.)qn+17(.) pn+1> Aqn+1 = _RZ-H ((‘)qn+1>(.) pn+1) 9 (51)
F — K ((')Qnﬂa(') pn—H) Apns1 = —Rj 4 <(')Qn+1,(') pn+1) ; (5.2)
onde <(‘)qn+1,(') pn+1) refere-se a dependéncia das matrizes de rigidez K*, e K", e dos

residuos Ry, ; e R}, | em relagao ao par de vetores nodais de deslocamento e de pressao

de poro particular a cada um dos métodos sequenciais’.

As classes de algoritmos sequenciais a serem apresentadas estao dentro do escopo
dos esquemas iterativamente acoplados (Iteratively-coupled schemes). Os algoritmos que as
constituem caracterizam-se por apresentar um laco interno ao de incrementos temporais,
sendo este denominado lago estagiado. Antes da proposicao de cada um dos métodos, é de
fundamental importancia distinguir a notacao:

*(-) — Iteragao prévia do laco estagiado,
st1(.) — Tteracdo atual do laco estagiado,
(-)n — Iteracao prévia do lago temporal,

()ns1 — Iteragdo atual do lago temporal.

1 F importante salientar que, além de definir este par de vetores, as hipéteses fisicas de cada método

acabam por zerar as parcelas K*? Ap e KP*Aq do sistema linear (4.70).
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Figura 4 — Fluxograma indicando o processo geral de solugao dos algoritmos fized-strain e
fized-stress. Na figura, é explicitada a ordem em que as equagoes governantes
sao solucionadas (F - M) e as restrigdes impostas durante a solugao de cada

equacao.
Inicializar o problema
acoplado
Imclahzar a iteracao
estagiada em #,,41

Esquema
sequencial

fixed-strain fixed-stress

_________________ ———

-
E Resolver o proble- Resolver o proble-
llma de fluxo F sob ma de fluxo F sob !
i deformagao fixa tensao fixa g
! 2
s=s+1 v ] Tl
Resolver o proble- ] <
A ma mecanico M i v
sob pressao fixa ]
|

Nao Convergéncia Sim

atendida?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desta forma, a solu¢ao do problema de incrementos At = t,,.1—t, é resolvida através
de uma sequéncia de (s+ 1)-iteragoes estagiadas para cada passo de tempo. Esta sequéncia
é determinada através da solugao iterativa dos problemas M - F ou F - M, sendo a ordem
de resolugao dependente do método sequencial utilizado (undrained, drained, fized-stress e
fized-strain). O lago na varidvel (s) é cessado apds a satisfagdo de um critério de tolerancia

estabelecido pelas normas do supremo |[*™'q,11 — *Quiilloo € [T Prs1 — *Priiloo. Uma
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Figura 5 — Fluxograma indicando o processo geral de solucao dos algoritmos drained e
undrained. Na figura, é explicitada a ordem em que as equagoes governantes
sao solucionadas (M - F) e as restrigdes impostas durante a solugao de cada

Inicializar o problema
acoplado
In1c1ahzar a iteracao
estagiada em t,,41

equacao.
drained
e
! Resolver o proble-
I'| ma mecanico M
E sob pressao fixa
I
s=s5+1

A

Esquema
sequencial

undrained

Resolver o proble- 0
ma mecanico M
sob M7 fixo

24 — W WepIQ

Resolver o proble-
ma de fluxo F sob
deslocamento fixo

Nao Convergéncia

atendida?

Fonte: Elaborada pelo autor.

vez que a convergéncia é obtida, garante-se que a solugao alcancada seja idéntica aquela

obtida pela estratégia monolitica (fully-coupled). Os fluxogramas das Figs. 4 e 5 ilustram

a sequéncia de solugao de cada um dos métodos sequenciais citados.

Em problemas com grande escala espacial (e.g. reservatérios de petroleo, consoli-

dacao de solos de larga extensdo), os esquemas monoliticos e sequenciais iterativamente
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acoplados podem se tornar demasiadamente custosos. Logo, estratégias de solucao fra-
camente acopladas (weakly-coupled) emergem como alternativas viaveis a tratar desta
natureza de problemas. A consideracao desta classe de esquemas é dada pelo colapso
do lago estagiado a uma tnica iteragdo (s = 1). Estes métodos de solu¢ao sao muitas
vezes tratados como explicitos, ja que, apesar de garantirem a solugao implicita de cada
problema M e F pelo método de Newton-Raphson, nao garantem o acoplamento entre as

solucoes de ambas as equagoes.

5.1 Undrained split

A premissa fundamental do esquema de divisdo undrained estd em manter a massa
de fluido fixa durante a solu¢ao do problema mecanico M. Esta restricao ¢ imposta
através de uma equagao preditora para o campo de pressoes de poro, resultando em uma
atualizagao para a tensao total de Cauchy a nivel de pontos de integracdo do elemento.
Apés solucionar o problema mecanico e obter o vetor de deslocamentos *T1q,,1, resolve-se
a equagao de conservagao de massa F mantendo a configuracao espacial fixa. Conforme
ja mencionado, estas equagoes sao solucionadas na ordem M - F de modo iterativo para

cada passo de tempo n.

5.1.1 Formulacao continua

De modo a formular a restricdo de nao-drenagem (undrained) de fluido durante a
solugao do problema de equilibrio mecanico (satisfagdo da conservacao da quantidade de
movimento linear da mistura), introduz-se a variavel contetido de massa (mass content)

de fluido M/:

M= pl i, com J =det F° =det F. (5.3)

Segundo a teoria de Biot, mudancas na pressao de poro podem ser relacionadas a
variagoes no estado de deformacao volumétrica e no contetido de massa de fluido. Desta

forma, além das relagoes constitutivas para o esqueleto solido, apresenta-se a relagao

vf =L e, (5.4)

Q@
onde @ é o modulo de Biot, b é o coeficiente de Biot e €, é uma possivel medida volumétrica
de deformagao do esqueleto sélido (COUSSY, 2003). As medidas escalares @) e b sdo
conhecidas na literatura de meios porosos, podendo ser determinadas através das relagoes

I u({ b — V(]; Ky,

— = b=1
0 K K¢ K,

(5.5)

onde K e K¢ sao os modulos volumétricos das particulas solidas e fluidas, respectivamente;

Kg4, € o moédulo volumétrico drenado e u({ é a porosidade na configuracao de referéncia.
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Note que, utilizando a hipdtese de incompressibilidade das particulas de fluido e do
esqueleto sélido (Ky — oo, Ky — 00), os valores dos coeficientes b e () aproximam-se de 1 e
00, respectivamente. Entretanto, opta-se por manté-los como incognitas na equacao e utiliza-
los como parametros algoritmicos, possibilitando ajusta-los para aumentar a eficiéncia
numérica do método. Caso contrario, o algoritmo undrained nao seria estritamente viavel,
ja que na formulacao bifasica considerando incompressibilidade dos microconstituintes a
equagao constitutiva (5.4) nao se faz necessaria. No algoritmo aqui proposto, a Eq. (5.4) é

utilizada apenas como inspiracao para o método.
A restricao de nao-drenagem do fluido durante a solugdo de M ¢é dada através da

imposicao M/ = 0 sobre a Eq. (5.4). Sendo assim, obtém-se a equacio

g - (5.6)

a ser utilizada como restrigao sobre a variagao temporal do campo de pressoes de poro.

5.1.2 Formulacao discretizada

Utilizando o método de Euler implicito (backward Euler method) para discretizar a
taxa temporal continua das varidveis €, e p contidas em (5.6), obtém-se uma expressao

para a atualizacao local do campo de pressoes de poro, dada por
Pn+1 = Pn — bQ <€vn+1 - gvn) . (57)

Para os casos em que a solugao sequencial M - F ¢ realizada uma unica vez, a
atualizagdo dada pela Eq. (5.7) é védlida. Entretanto, conforme descrito no inicio deste
capitulo, o algoritmo aqui proposto encontra-se no contexto de esquemas iterativamente
acoplados. Em vista disso, essa atualizacao deve levar em consideracdo uma eventual
retroalimentacao dos valores de pressao de poro obtidos pela iteragao prévia do lago
estagiado. Sendo assim, a integracdo temporal é realizada acerca da variavel s no tempo
atual n + 1:

s+1 _ s s+1 S
Pn+1 = DPn+1 — Qundr ( 5vn+1 - 5vn+1> 5 (58)

onde ay,ar = bQ) é adotado como constante algoritmica intrinseca ao processo de solugao

undrained. Dentre as medidas de deformacao volumétrica, destacam-se as mais conhecidas:

— Trago do tensor de deformacao logaritmico:

gy, =tre=1InJ (5.9)

— Traco do tensor de deformacao infinitesimal:

g, =tre=J-1 (5.10)
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— Trago da parte volumétrica do tensor de deformacao de Euler-Almansi:

€y = tr ey (511)

Cada uma destas medidas representa desvios em relacao ao valor unitario de J
(estado de deformagao em que se preserva o volume) de modo ligeiramente distinto. Dada
a trivialidade da determinacao de suas derivadas direcionais, opta-se por utilizar a medida

e, = J — 1. Deste modo, a atualizagdo (5.8) pode ser reescrita por
s+1pn+1 = Sanrl — Qlundr (s+1Jn+1 _ SJn+1) . (512)

Observando a equagao de equilibrio em sua forma fraca (Eq. (4.34)), nota-se que
oWy, depende de p,,i. Entretanto, dado que a pressao de poro p,y; ¢ uma varidvel
independente do campo de deslocamentos u,, 1, a parcela referente a (9pp+1/0Un11) - Atp i1
¢ desconsiderada no computo da derivada direcional obtida em (4.37). Aqui, através da
Eq. (5.8), o algoritmo undrained gera uma dependéncia do campo de deslocamentos w1
(dado que J = J(u)) na variavel p,,;. Esta dependéncia induz a determinagao de um

novo termo a ser adicionado na matriz tangente K" introduzida na Eq. (4.65):

K™ = K" + Ky — Ky — Kj" + KU (5.13)
——

undr>

termo adicional

onde

Nelem

K, — J(e) bu(e) bu(e)T dv(e) 5.14
A Qyndr n+1Mn+1Yn+1 t . ( : )

undr
e=1

ol

uu

O computo da derivada direcional que origina a parcela K%,

da matriz de rigidez

K"* é apresentado no Apéndice D.

O esquema iterativo pode ser resolvido em duas etapas: 1) obtengao da solucao
$71q,41 do problema M utilizando o par (*qui1, *Pni1); 2) obtencdo da solugdo **p, 1
do problema F utilizando o par (5*'q,11, *pnt1). Note que o vetor 'p_ ;| induzido pela
Eq. (5.12) nao é utilizado como estimativa inicial para o problema F, sendo este um vetor
reativo a restricao M/, Em suma, o processo iterativo para a obtencao da solu¢ao no

tempo t,,1 pode ser descrito pelo esquema

1 s s 1
ISQnJrl] MEdn+1,°Pnt1) [S+ Qn+1] F(**'ant1,°Pns1) [S+ Qn+1]
_— .

(5.15)

san sujeitoa MT=0 S—Hij_l sujeitoa dqn+1=0 s+1pn+1

5.2 Drained split

O esquema drained mantém a mesma ordem de solucao do método undrained

(M -F). Por outro lado, ao contrario do iltimo, o campo de pressao de poro é mantido fixo
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ao longo do processo de solucao de M. Apds a solucao da equacgao de equilibrio mecénico,

resolve-se o problema de fluxo F fixando a geometria (campo de deslocamentos).

Sendo o campo de pressao de poro p,,1 constante entre as iteracoes estagiadas s e
s+ 1, este é tratado como uma variavel independente do campo de deslocamentos w,, ;1.
Desta forma, assim como nas derivagoes do esquema de solu¢ao monolitico, a parcela
referente a (Op,+1/0Upy1 - Au,1 1) é desconsiderada no processo de obtengao da Eq. (4.37).

Assim, a matriz tangente K,, nao necessita de termos adicionais.

O processo iterativo para a obtengao da solugao no tempo t,, 1 pode ser realizado em
duas etapas: 1) obtencao da solugao **1q,,;; do problema M utilizando o par (*Qu41, *Prns1)
e consideracao da hipdtese 0p,.1 = 0; 2) obtencao da solugao **'p,,; do problema F
utilizando o par (**'qu11, *Pni1). Em resumo, o processo iterativo para a obtengio da

solucao no tempo t,.1 pode ser exposto por

q +1 41
*Ani1 | MCanprpas) [T Qur1| FOManieenn) T g (5.16)
Spn+1 sujeito a dpn+1=0 Spn+1 sujeitoa dqn+1=0 S+1pn+1

5.3 Fixed-stress split

A ideia principal do método de solucao fixed-stress é manter o campo de tensoes fixo
durante a solucao do problema de fluxo de fluido F. Para problemas de poroelasticidade em
deformacoes infinitesimais, este esquema estda bem estabelecido na literatura. No contexto
de grandes deformagoes, a ideia de manter as tensoes constantes pode gerar a duvida: qual
medida de tensao manter fixra? Ao resolver os problemas M e F utilizando respectivamente
o método dos elementos finitos com formulacao Lagrangiana total e o método dos volumes
finitos, Kim (2018) propoe duas alternativas de algoritmos fized-stress: 1) primeiro tensor
tensdao de Piola-Kirchhoff P fixo; 2) segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff S fixo.
Apesar da apresentagao de provas de estabilidade (contratibilidade e B-estabilidade) do
primeiro método, o autor relata que a fixacao do segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff

nao fornece estabilidade incondicional.

No presente trabalho, por encontrarmo-nos no contexto do método dos elementos
finitos utilizando uma abordagem Lagrangiana atualizada para ambos os problemas M
e F, a imposicao de uma restricao sobre o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff,
apesar de nao ter prova de estabilidade incondicional (KIM, 2018), traz vantagens em
termos de implementacao computacional. Sendo assim, propoe-se, antes de solucionar o
problema mecanico M e obter o vetor de deslocamentos *T'q,,1, resolver a equacao de
conservacao de massa JF mantendo o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff fixo. Esta
restricdo resulta em um termo adicional no campo divergente de velocidade da fase sélida.
Vale ressaltar que a ordem de solucao das iteracoes estagiadas é F - M, i.e., invertida em

relacao a ordem dos esquemas drained e undrained.
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5.3.1 Formulacao continua

No esquema fized second Piola-Kirchhoff stress, a restricdo a ser imposta pelo
algoritmo é determinada através da relacao 8S = 0. De modo a contabilizar a hipétese de
tensao fixa na equacao de governo M, recorda-se a hipétese de decomposicao aditiva do

tensor tensao de Cauchy,

o=o0"—pl. (5.17)

Dado que a taxa do tensor de tensdao de Cauchy nao é objetiva, pode-se obter seu
formato em taxa de Oldroyd (Eq. 3.25) através da aplicacao da derivada de Lie em ambos

os lados da equacao,
Oldr (o) = Oldr (o%) — plI, (5.18)

com L,(p) = p.

Recordando a Eq.(3.29), pode-se reescrever a equagdo em termos das taxas de
Truesdell:

Trues (o) — o trd = Trues (6°) — o® trd — plI, (5.19)

onde trd é o trago do tensor taxa de deformacao (parcela simétrica do tensor gradiente
do campo espacial de velocidade £). A taxa de Truesdell da tensdo de Cauchy efetiva
Trues (o°) relaciona-se com o tensor taxa de deformagao d através da relacao constitutiva

espacial (em taxas)

Trues (6*) = C* : d. (5.20)

Substituindo a Eq. (5.20) e a expressdao o® = o + pI em (5.19), obtém-se

Trues (o) —otrd=C°:d — (o +pI)trd — pI. (5.21)

Rearranjando a equacao em termos de trd, tem-se a expressao
Trues (o) =C°:d— (ptrd +p)I, (5.22)

que, através da operacao de push-forward escalada pelo inverso do Jacobiano de trans-
formagao volumétrica Trues (o) = J ' FSFT, relaciona-se com a taxa do segundo tensor
tensdo de Piola-Kirchhoff 2 S:

1 .
jFSFT =C°:d— (ptrd +p)I. (5.23)

Sendo o segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff um tensor material (definido em termos das bases
do dominio de referéncia), sua taxa é objetiva.

2
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A Eq. (5.23) pode ser simplificada através da operagao de produto interno com o

tensor identidade I. Considerando que I : I = 3, obtém-se

1 .
jFSFT:I:CS:d:I—3(ptrd+p). (5.24)

Nesta etapa da formulacao, faz-se necessaria a decomposicao desviadora-esférica

do tensor taxa de deformacao:
1
d=dj., + gtrdI, com trdge, = 0. (5.25)

Assim, utilizando um tensor constitutivo C* que satisfaz a relagdo C* : dgev : I = 0, 0

termo C® : d : I reduz-se para

C:d:I=-(I:C°:Itrd=3K}**trd, (5.26)

@M—t w\»—t

sendo a varidvel escalar KJX? = — (I : C* : I) o médulo volumétrico drenado do esquema
fized second Pz'ola—Kirchhoﬁ stress. Substituindo a Eq. (5.26) em (5.24), obtém-se uma

expressao para trd:

1 1. 1
trd =dive’ = - g (FSFT : I) +
p) \J (

3 ( KPKQ KPKQ p)p <527)

Como o tensor d é o gradiente espacial do campo vetorial de velocidade, o tracgo

do mesmo equivale a divergéncia do campo de velocidade do esqueleto sélido.

5.3.2 Formulacao discretizada

Ao utilizar o esquema de integracao de Euler implicito (backward Euler method),

pode-se escrever a Eq. (5.27) em seu formato semi-discreto:

S+1d1V’U 1 <1F s+1S 1FT . I) + S+1pn+1 — DPn (5 28)
n+l = 3(KEX2 — py \J, n ntltn At (KPKQ _ pn)’

onde as variaveis que nao estao em formato de taxas sao avaliadas no instante de tempo

convergido t,,.

Em um contexto iterativo-sequencial, a condicdo de fized-stress 68 = 0 resulta em
68§=0 — 1§, ., —°S,.,1=0. (5.29)

Desta forma, ao levar em consideracao esta condigao, é vilida a relacdo para o primeiro
termo ao lado direito da Eq. (5.28),

1 1 ny 1 1 .
S(KPKZ — ) (JnFn +1Sn+1Fg : I) = 3(KPK2 . (JnFn Sn+1FZ : I> .(5.30)
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Ao considerar a Eq. (5.30) e determinar o divergente do campo de velocidade da fase sélida

na iteragao sequencial s (*divw;, ), ¢ possivel concluir que

sanrl — Pn

1 1 :
(Fn S, FL I) = *dive® — (5.31)

3(KEX2— p,) \J,
Dado que as varidveis nos instantes (-), e *(-),4+1 sdo conhecidas, a relagao (5.31)
resulta em um formato explicito para a determinagao do primeiro termo do lado direito
da Eq. (5.28). Substituindo a Eq. (5.31) em (5.28), obtém-se a expressao final para a

atualizacao do campo divergente:

s - s+1 s
Fldives,, = div< il “’”) TR 8 R S 5.32
n+l At At (KEX2 —p,) (5.32)
SdivvfLJrl

Assim como no método undrained, esta nova regra de atualizacdo resulta em
modificagoes nas linearizagoes efetuadas na Subsegao 4.4.1. Na derivada direcional obtida
em (4.41), considerou-se nula a derivada de Gatéaur referente a primeira integral do lado
direito da Eq. (4.34). A partir daqui, dado que o campo escalar div v}, é dependente do
campo de pressao de poro, ¢ necessario o computo de um novo termo da matriz tangente
K™ (Eq. (4.65)),

K?” = K" + K (5.33)
——

termo adicional

cuja discretizagao espacial é dada por

Telem At*l (e) (e)T e
K= A | [ (g | NN | 534
e=1 (e) I'n n

O termo escalar K };? ¢é determinado pela equacao matricial em notagao de Voigt,
1 S
Kt =51 (D), (5.35)

T
comI=1|1 1 1 0 0 0] .Os detalhes do computo da derivada direcional que origina

parcela KE? . da matriz de rigidez KPP sdo apresentados no Apéndice E.

De forma resumida, o processo iterativo para a obtencao da solugdao no tempo
tny1 pode ser realizado em duas etapas: 1) obtencao da solu¢ao **'p,,; do problema
F utilizando o par (°qni1, *Pny1) € consideracdo da hipétese 68,4, = 0; 2) obtencio
da solucao **1q,.; do problema M utilizando o par (*qu.1, *™'Pny1) € consideragio do

campo de pressao constante. Este processo é sistematizado por:

S S 1
[s(h-i-l] F(*an+1,°Pnt1) [ *Qnt1 ] M( An+1, Hp““) [s+ CIn—i-l]
7 .

(5.36)

NP 1 o — 1
Pri1] sujeitoadSn=0 |Tip, | sweitoadpnp=0 |*Hlp,
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5.4 Fixed-strain split

O esquema fized-strain mantém a mesma ordem de solugdo do método fized-
stress (F - M). Porém, sendo a deformagao constante, a divergéncia do campo vetorial de
velocidade espacial do esqueleto sélido é mantida constante ao longo de F. Apds a solucao
do problema de fluxo, resolve-se o problema mecanico M fixando o campo de pressao de

poro.

Dado que a determinagao de divwv, ; pelo método de Euler implicito depende
do campo de deslocamentos u, 1 e este ultimo ¢ mantido constante entre as iteragoes
estagiadas s e s + 1 (du = 0), o campo divergente é também mantido fixo. Desta forma,
assim como nas derivagoes do esquema de solugdo monolitico, a parcela referente a
(8 dive; ,/ 8pn+1) - App41 € desconsiderada no processo de obtencao da Eq. (4.41). Assim,

a matriz tangente K”P nao necessita de termos adicionais.

O processo iterativo para a obtengao da solugao no tempo ¢,,; pode ser realizado em
duas etapas: 1) obtencgdo da solugao **'p,; do problema JF utilizando o par (*q,+1, *Prt1)
e consideracio da hipétese dq,; = 0; 2) obtencio da solugio **'q,,; do problema M
utilizando o par (*qus1, *™'pns1) e consideragio do campo de pressdo constante. Este

processo é sistematizado por:

sujeitoa dqpn4+1=0 sujeitoa épp4+1=0

s s+1 s+1
Pr+1 Pn+1

Q1 M *Qqn1 M(Sq”+1’s+lpn+1)> 5+1qn+1 . (537)
pn+1
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6 Experimentos numéricos

De modo a validar as formulagoes e os algoritmos apresentadas(os) nas tltimas
segoes e avaliar a capacidade de solugao de cada esquema (monolitico e sequenciais), é
introduzido neste capitulo um conjunto de experimentos numéricos enquadrados no cenario
de biomecanica. Para este propoésito, propoe-se a modelagem de dois ensaios amplamente

utilizados na caracterizagao de tecidos bioldgicos:

1. Ensaio de uma amostra cilindrica de tecido biolégico mole sujeita a um estado de
compressao livre. Neste caso, para que o fluxo de fluido escoe apenas na dire¢ao

radial, utiliza-se uma placa rigida e impermeavel (conforme ilustrado na Fig. 6a)

2. Ensaio de uma amostra cilindrica de tecido biolégico mole sujeita a um estado
de compressao confinado. A compressao é realizada através de uma placa rigida e
permedavel, permitindo que o fluido escoe na dire¢do X3 (conforme ilustrado na Fig.
6b)

Um modelo tridimensional em elementos finitos é desenvolvido de forma a simular
o comportamento destes ensaios. Além disto, a natureza do problema permite a defini¢ao
de condicoes de simetria para a geometria e para as condi¢oes de contorno, o que reduz a
amostra para 1/4 do seu dominio. Considera-se uma amostra de altura H = 2 mm e raio
R = 2 mm, conforme ilustrado na Fig. 6¢c. No caso de compressao livre, o fluxo de fluido
através da face lateral externa é considerado livre (condigdo de contorno homogénea para
o campo de pressao de poro). Por outro lado, no caso confinado, a condigao de fluxo livre

é restrita a face superior da amostra (por isto a utilizagdo de uma placa permeével).

De acordo com o grafico no centro da Fig. 6¢, ambos os ensaios numéricos con-
finado/livre sdo realizados a uma taxa de compressao de 4 um/s até atingir o valor de
deslocamento axial méximo w3z = 0,4mm, o que resulta em 20% de deformacao relativa
(regime de grandes deformagoes). Para visualizar o efeito de relaxagao de tensao, este nivel

de deformagoes é mantido constante durante o intervalo de tempo t = 100s até ¢t = 200s.

Para solucionar todos os sistemas lineares associados ao método de Newton-Raphson
completo, utilizou-se o solver direto Pardiso (BOLLHOFER et al., 2020). Este solucionador
estd contido em uma biblioteca robusta que lida com sistemas de equagoes lineares
simétricos e nao-simétricos. O critério de convergéncia nao linear é baseado na norma
do supremo do residuo, e é satisfeito com uma tolerancia relativa de 1075. O critério
de convergéncia estagiado é satisfeito com uma tolerdncia de 1072, As implementacoes
numéricas foram realizadas em um codigo laboratorial de elementos finitos nao-linear em

linguagem FORTRAN, e a validade dos resultados do programa foi avaliada através de
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uma comparacao com os resultados obtidos pelo software comercial ABAQUS™ para o
caso de poroelasticidade.

O Apéndice F apresenta o esquema de escalonamento do sistema de equagoes
utilizado para melhorar o condicionamento da matriz Jacobiana acoplada do método de

solugao monolitico.

Figura 6 — Descrigao dos problemas confinado/livre, juntamente com as condigoes de
contorno a serem impostas.

a) . b)
Deslocamento prescrito

Deslocamento prescrito
Placa rigida e
permeavel

Placa rigida e
impermeavel

Solucdo isotonica Solucéo isotonica

4 agua
Placa rigida e (dgua) Placa rigida e (figua)
impermedvel Amostra impermedvel Amostra
poroviscoelastica poroviscoelastica
o) . 04F Vi
£ o2
g
_ 0.0~ I | _
Us = Us 0.0 1000 2000 Us = U3
RERRN tls [T TTT
‘;5 ‘D = Amostra | = > T I T Q‘
z g poroviscoelastica g
§ ‘D = Fluxo de fluido g ‘D Fluxo de fluido 4‘
Y ~ N livre (p = 0) oy livre (p = 0)
<= Dl ° - <]
A = X 2
= ‘D I 5| ‘D( Amostra 4‘
R =2.0 [mm] poroviscoeléstica
ZANNVANRVANAN i PANRVANRPANRPAN

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.1 Modelo constitutivo e lei de transporte

As caracteristicas viscosas e difusivas da amostra sdo tratadas através de um modelo
poroviscoelastico no qual, além da viscosidade proveniente da velocidade relativa entre as
fases, é contabilizada uma parcela viscosa intrinseca ao material do esqueleto sélido. Em

um contexto de deformacoes finitas, o gradiente de deformacao F' pode ser escrito através
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da decomposicao multiplicativa
F =F°F", (6.1)

onde F° e F" sdo, respectivamente, a parcela elastica e viscosa do gradiente de deformacao
(LEE, 1969). Assumindo que a parcela viscosa do tensor de vorticidade (i.e. parte anti-
simétrica do gradiente de velocidade obtido através da parcela viscosa do gradiente de
deformacao £ = F’ (F”)_l) é nula, pode-se escrever o tensor taxa de deformacao viscoso

como

d’=¢ =F" (F°)™". (6.2)

A definigdo de um modelo constitutivo viscoeldstico isotrépico para a fase sélida
é tratada através da abordagem constitutiva variacional definida no Capitulo 3. Assim,
propoe-se a utilizagdo de um conjunto de potenciais de Helmholtz e de dissipagao defi-
nidos no trabalho de Carniel (2017) para a matriz da fibra de um Elemento de Volume
Representativo (EVR) de fasciculo de tendao. A visualizagdo do papel destes potenciais

fica clara através do modelo reolégico ilustrado na Fig. 7.

Figura 7 — Descricao do modelo reolégico utilizado.
e (F)

We(F*) H(F")

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma vez que a energia livre de Helmholtz é definida pela decomposigao V(F', F¢) =

U>°(F) + U¢(F*), o potencial variacional descrito na Eq. (3.59) pode ser escrito como

P(E; F,F°) = U= (F) + U(F°) + ¢(F"), (6.3)
onde

mwuw:ﬁj@u:—a—uwmj+ﬁjamm% (6.4)

w%Fﬂ:Jggur—3yquJa (6.5)

H(F") = 77;d” - d, (6.6)

com C° = FT F sendo a parcela eldstica do tensor de deformacéo de Cauchy-Green & direita

e {u™>, k> uf,n’} sendo o conjunto de parametros do modelo de material do esqueleto
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sélido. Os potenciais elasticos (6.4) e (6.5) pertencem a classe de modelos constitutivos
neo-Hookeanos compressiveis (BONET; WOOD, 2008, p. 162) e o potencial de dissipagao
(6.6) é um potencial quadrético em d”. A Tab. 1 indica o conjunto de pardmetros utilizados
para o modelo material da amostra, seguindo os resultados obtidos na identificagao de
parametros realizada no trabalho de Carniel (2017). Neste trabalho, as unidades bésicas
(MPa e mm) sao adotadas de modo a reduzir as diferencas entre as ordens de magnitude
presentes nos termos da matriz de rigidez, diminuindo problemas de condicionamento

(WHITE et al., 2019).

Tabela 1 — Parametros constitutivos utilizados no modelo material do esqueleto sélido.

Parametro | Unidade | Valor adotado
[ MPa 10,0
k> MPa 15,0
1€ MPa 50,0
n’ MPa - s 1500,0

O transporte do fluido que permeia o esqueleto sélido é representado pela lei de
Darcy, exigindo a definicdo do tensor de permeabilidade de segunda ordem k. Neste caso,

¢ escolhido o modelo de permeabilidade isotrépica constante:
Kk = kI, (6.7)

onde k é a constante de permeabilidade espacial. E importante notar que este modelo nio

considera a influéncia da deformacao do esqueleto sélido sobre o tensor de permeabilidade.

Neste trabalho, o parametro de permeabilidade espacial x é utilizado como fator
de amplificacdo do acoplamento entre as equacoes de continuidade e de balan¢o mecanico.
Neste sentido, enquanto os parametros referentes ao modelo constitutivo do material
do esqueleto sélido (Tab. 1) sao mantidos fixos ao longo das andlises, o parametro de
permeabilidade é variavel. Esta variacao é realizada dentro de uma faixa de propriedades

encontrada na literatura de tecidos biolégicos moles.

6.2 Verificacao dos esquemas de solucao

A etapa de verificacdo dos esquemas sequenciais se da através de uma comparagao
direta entre os quatro esquemas sequenciais implementados (drained, undrained, fized-
strain, fized-stress) e o esquema monolitico (totalmente implicito). Apesar do formato
sequencial destes esquemas, espera-se que o resultado obtido por esses deva ser mesmo
daquele obtido pelo método monolitico. Entretanto, dado que alguns dos esquemas sofrem
de problemas de falta de convergéncia, faz-se necessaria a utilizagdo de um critério ad-hoc
para a escolha dos pardmetros numéricos (condigdo em que todos os métodos obtenham

convergéncia).
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Desta forma, o pardmetro de permeabilidade escolhido para as analises de verificacao
¢ k=1-10">mm?*/Ns. Além disto, por haver um processo de discretizagao temporal no
problema de poroviscoelasticidade, é necessaria a definicao de um valor para o incremento
de tempo At. Utiliza-se um incremento At = 2 s fixo, o que resulta em 100 incrementos de
deslocamento (observe a Fig. 6¢). Para ambos os casos, um refino de malha no tamanho

dos elementos é realizado até que o erro relativo devido a influéncia da malha seja aceitavel.

A resposta do caso de compressao confinada é apresentada nas Figs. 8a) - 8d),
onde observa-se que a solugao obtida pelos cinco esquemas é a mesma. As Figs. 8a) e 8b)
enfatizam a conformidade das respostas de for¢a de reagao e pressao de poro ao longo
de todo o tempo de andlise, e as Figs. 8c) e 8d) ilustram a resposta dos campos primais
(deslocamento e pressdao de poro) no instante de tempo ¢t = 22 s (instante onde a pressao
de poro atinge o seu valor maximo). Para o caso de compressao livre, os resultados de

verificagdo sao apresentados nas Figs. 9a) - 9d).

6.3 Resultados e discussoes

Neste ponto, é importante apresentar um importante conceito a ser investigado
neste trabalho; o de forca de acoplamento. Esta variavel relaciona-se diretamente com as
nao linearidades materiais (modelo constitutivo e amplitude dos pardmetros) e geométricas
do modelo (consideragao de grandes deformacoes). Além disto, as respostas obtidas até
aqui mostram que, embora o mesmo nivel de deformagao axial seja imposto em ambos
os testes e as mesmas propriedades materiais sejam consideradas, a resposta do teste de
compressao confinada gera niveis de pressao mais elevados. Consequentemente, a tensao
efetiva no esqueleto solido apresenta uma maior contribuicao da pressao de poro. Este
quadro retrata a dependéncia nao s6 dos pardmetros do modelo (permeabilidade, coeficiente
de Poisson efetivo, e outros) e dos niveis de deformagao na for¢a de acoplamento, mas
também das condig¢oes de contorno do problema. Além do papel da permeabilidade, as
compressibilidades dos microconstituintes sélido/fluido possuem um papel importante
na forca de acoplamento do problema bifasico. Neste trabalho, ambos os constituintes
sao considerados incompressiveis, o que é uma hipdtese comum na modelagem de tecidos

biologicos moles. Entretanto, esta hipotese pode levar a problemas de solu¢ao numérica
(KIM; TCHELEPI; JUANES, 2011a; WHITE; CASTELLETTO; TCHELEPI, 2016).

Esta secao visa investigar a influéncia da for¢a de acoplamento na capacidade dos
esquemas de solucao apresentados. O processo de investigacao é desempenhado através da
variagdo do parametro de permeabilidade em ambas as analises de compressao confinada
e livre. Para este fim, cada um dos ensaios é realizado utilizando o conjunto de valores
k=1[1-107%5-107%1-1073,5-1073,1- 107?] mm*/Ns. Estes valores sdo escolhidos de

modo a englobar a faixa de permeabilidades encontrada na literatura para tecidos biologicos
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Figura 8 — Resultados referentes ao ensaio de compressao confinada. a) Comportamento
da forga de reacdo ao longo do tempo na face indicada; b) comportamento da
pressao de poro do né indicado ao longo do tempo; ¢) campo de deslocamento
na diregao axial; d) campo de pressdo de poro na dire¢do axial.
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moles.

De modo a avaliar a influéncia da escolha do incremento de tempo At nos resultados,
é estudada a evolucao do erro relativo dos valores de pressao de poro e de forca de reacao

conforme sao variados o incremento de tempo e o valor do pardmetro de permeabilidade.

A Tab. 2 apresenta a comparacao dos resultados obtidos no caso de compressao
confinada considerando At =5 s e At = 10 s com aqueles obtidos ao considerar At =2 s
(valor de referéncia). As diferencas nos campos de pressao de poro e de forga de reagdo sao
determinadas para todos os valores de permeabilidade estudados. Neste caso, é possivel
observar que os resultados para os maiores valores de permeabilidade sofrem menos
influéncia da discretizagao do tempo, ja que o fendémeno de viscoelasticidade devido a

velocidade relativa entre o esqueleto sélido e o fluido é desacentuado.

Os resultados indicados na Tab. 3 indicam uma maior dependéncia da discretizacgao
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Figura 9 — Resultados referentes ao ensaio de compressao livre. a) Comportamento da
forga de reagao ao longo do tempo na face indicada; b) comportamento da
pressdao de poro do né indicado ao longo do tempo; ¢) campo de deslocamento
na dire¢ao radial; d) campo de pressdo de poro na dire¢ao radial.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

do tempo no resultado das andlises de compressao livre. Observa-se, também, que a
variacao da permeabilidade nao tem grande influéncia na diferenca relativa, o que pode
indicar que a forga de acoplamento intrinseca ao ensaio é menor (para esta faixa de
permeabilidades). Por consequéncia, é possivel presumir uma maior facilidade na solugao

deste tipo de problema (compressao livre).

Mesmo que as diferengas relativas a pressao de poro sejam maiores, as diferencas
relativas maximas encontradas sao préximas de 2% para o caso confinado, e proximas de
7% para o caso livre. Desta forma, é plausivel considerar que os resultados obtidos para os

trés valores de At estao dentro de uma faixa de erro aceitavel.

A Fig. 10 ilustra as curvas da forca de reacao e da pressao de poro ao longo do
tempo de andlise para o caso confinado. Observa-se uma grande influéncia do pardmetro de

permeabilidade na amplitude dos campos e em seus tempos de relaxacao. Valores menores
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Tabela 2 — Diferenca relativa dos resultados do ensaio confinado para At =5 s e At = 10
s em relagao ao resultado de referéncia (At = 2 s).

Diferenca relativa
Pressiao de poro T Forca de reacao f

At=5s At=10s At=5s At=10s
k=1-10""mm?/Ns 0.696% 1.715% 0.267% 0.710%
k=5-10""mm?/Ns  0.092% 0.250% 0.022% 0.077%
k=1-10"mm*/Ns 0.070%  0.109%  0.017%  0.055%
k=>5-10"3mm?/Ns  0.006% 0.018% 0.038% 0.054%
k=1-10"2mm?*/Ns  0.003% 0.009% 0.017% 0.054%

T A pressdo de poro é avaliada no né ilustrado na Fig. 8b), no instante
de tempo t = 100 s.
T A forca de reagdo é avaliada na area ilustrada na Fig. 8a), no instante
de tempo t = 100 s.

Tabela 3 — Diferenga relativa dos resultados do ensaio livre para At =5 s e At =10 s em
relagdo ao resultado de referéncia (At = 2 s).

Diferenca relativa
Pressao de poro | Forca de reacdo T

At=5s At=10s At=5s At=10s
k=1-10""mm?*/Ns 1.261%  3.236%  0.094%  0.216%
k=>5-10""mm?*/Ns 2491%  6.638%  0.015%  0.059%
k=1-10"%mm*/Ns 2573%  6.951%  0.041%  0.149%
k=5-10"mm?/Ns 2311%  6.192%  0.062%  0.198%
k=1-10"2mm?/Ns 2217%  5.901%  0.062%  0.199%

T A pressdo de poro é avaliada no né ilustrado na Fig. 8b), no instante
de tempo t = 100 s.
A forca de reacdo é avaliada na area ilustrada na Fig. 8a), no instante
de tempo t = 100 s.
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de permeabilidade implicam em uma maior resisténcia ao fluxo de fluido que permeia o
esqueleto solido, o que aumenta a contribuicao da pressao de poro na tensao total em que
estdo sujeitas as particulas do meio bifdsico (na configuracao deformada). As condigdes
cinematicas do ensaio também contribuem para a grande forca de acoplamento vista aqui, o
que pode ser evidenciado pela Fig. 11 ao ilustrar as configuragoes indeformada/deformada

dos campos de pressao de poro e de tensao total de Cauchy (von Mises).

Para o caso livre, as curvas de pressao de poro e de forga de reacao sao ilustradas
na Fig. 12. Neste caso, observa-se uma influéncia muito pequena da variagao dos valores
de permeabilidade na evolugao da forga de reacdo na superficie indicada, o que é resultado
das baixas amplitudes de pressdo de poro atingidas durante o ensaio (veja a Fig. 12b))
e, consequentemente, de uma menor contribuicao do fluxo de fluido na tensao total de
Cauchy. No ensaio de compressao confinada, a deformagao volumétrica total é imposta
pela propria cinematica das condi¢ées de contorno. No caso livre, por nao serem restritas
as paredes laterais da amostra, o corpo bifasico é livre para deformar-se volumetricamente.
A Fig. 12¢) ilustra a evolu¢ao do didmetro D da amostra ao longo do tempo para trés
valores de permeabilidade. Aqui, é observado um fendmeno interessante; para os menores
valores de permeabilidade, o didmetro da amostra continua aumentando ao submeté-la
a um deslocamento axial constante (como ja visto, apés t = 100 s o corpo mantém uma
deformagao axial de 20%). Este fenémeno ¢é decorrente da inversao do sinal da pressao de
poro no instante de tempo ¢ = 100 s, como visto na Fig. 12b). Neste instante de tempo, o
fluxo de fluido acaba sofrendo uma inversao no seu sentido, fazendo com que a amostra
apresente inchago (swelling), o que é também relatado no trabalho de Klahr et al. (2021).
A Fig. 13 ilustra as configuragoes indeformada/deformada dos campos de pressao de poro

e de tensao total de Cauchy (von Mises) para o caso livre.

A partir deste ponto, avalia-se a capacidade de solucao dos esquemas apresentados
(drained, undrained, fived-strain, fized-stress e monolitico) no que se refere a eficiéncia
numérica. Cada um dos ensaios numéricos (confinado e livre) é executado para a faixa de
permeabilidades exposta no inicio da secao, e os testes sao realizados utilizando os trés
valores de incremento de tempo At estudados: At = 2,5e 10 s. Para todos os esquemas
de solucao, é calculado o tempo de CPU normalizado, i.e., o tempo requerido para

desempenhar a etapa de processamento dividido pelo maior tempo observado.

A Fig. 14 indica uma sequéncia de graficos em barras, onde, no caso das Figs. 14a),
c) e e), a altura de cada uma destas representa tempo de processamento (normalizado)
necessario para solucionar o problema de compressao confinada. As subfiguras 14b), d)
e f) (coluna a direita) representam gréaficos em barra onde cada uma das barras denota
a quantidade de iteracoes estagiadas necessarias para convergir cada um dos métodos
estagiados (omite-se as barras referentes ao esquema monolitico, ja que este nao pertence

a classe de algoritmos sequenciais). Em cada um dos graficos, a mesma medida é calculada
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Figura 10 — Comparacao do resultado obtido no ensaio de compressao confinada utilizando
trés valores distintos para o pardmetro de permeabilidade . a) Historico da
forga de reacao [N] na drea cuja normal é indicada na figura. b) Histérico da
pressao de poro [MPa] no né indicado na figura.
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Figura 11 — Resultados do problema confinado para os campos tridimensionais de: a)
pressao de poro [MPa]; b) medida de von Mises da tensao total de Cauchy.
Os resultados foram obtidos para o pardmetro x = 1-10~* mm?/Ns

t=100s
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para os 5 valores de permeabilidade. De modo a organizar as discussoes de cada um dos

métodos, opta-se por apresenta-las em formato de topicos nas subsegoes sequentes.

6.3.1 Discussdes acerca da eficiéncia dos algoritmos na solucdo do problema

de compressao confinada

1. No caso do esquema fized-stress, observa-se que o tempo de CPU decai exponencial-
mente com o aumento da permeabilidade. Verifica-se que, utilizando incrementos
de tempo At = 2 e 5 s, 0 esquema se mostra o mais custoso; tanto de termos do
tempo de processamento quanto do niimero de iteragoes estagiadas. Nas analises, o
método apresenta problemas de convergéncia ao considerar o valor de permeabilidade

k =1-10""mm?/Ns (a barra cinza indica falta de convergéncia e interrupgao do
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Figura 12 — Comparagao do resultado obtido no ensaio de compressao livre utilizando
trés valores distintos para o pardmetro de permeabilidade x. a) Histérico da
forga de reacao [N] na drea cuja normal é indicana na figura. b) Histérico da
pressao de poro [MPa] no né indicado na figura. ¢) Variagdo do didmetro D
da amostra ao longo do intervalo de analise.
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Figura 13 — Resultados do problema livre para os campos tridimensionais de: a) pressao de
poro [MPal; b) medida de von Mises da tensao total de Cauchy. Os resultados
foram obtidos para o pardmetro x = 1-10~*mm?/Ns

t =100 s
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Fonte: Elaborada pelo autor.

c6digo). E aparente que, nas condigdes estudadas, a combinacao de baixos valores

de permeabilidade com pequenos incrementos de tempo ¢é prejudicial ao algoritmo.

2. No caso do esquema drained, o tempo de processamento decai brevemente com
o aumento da permeabilidade. Entretanto, o niimero de iteracoes estagiadas é
praticamente constante em todas as andlises. Comparando as Figs. 14a), c) e d),
verifica-se que, ao diminuir o incremento de tempo de At =5 s para At =2 s, o
esquema passa a nao convergir na andlise com permeabilidade £ = 5 - 10~* mm? /N,
o que indica que a utilizagao de pequenos incrementos de tempo é prejudicial ao
método. De modo geral, exceto nos casos de nao convergéncia, o esquema se mostra

o mais rapido.

3. No caso do esquema undrained, nota-se que, na maior parte dos casos, o tempo
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de processamento também decai com o aumento da permeabilidade. Assim como
o esquema drained, o undrained apresenta falta de convergéncia para o valor de
permeabilidade x = 1-10"*mm?*/Ns. Entretanto, ao diminuir o incremento de
tempo de At = 5 s para At = 2 s, o método mantém a convergéncia da andlise
com permeabilidade x = 5 - 10~* mm*/Ns. Nos gréficos, pode-se indicar uma plena

vantagem do esquema undrained sob o algoritmo fized-stress.

O esquema fized-strain apresenta a mesma capacidade de solugao do algoritmo drained,
porém apresenta um custo computacional mais elevado. Este comportamento é
esperado, uma vez que ambos os métodos sao os unicos que nao consideram quaisquer
restrigoes adicionais. Como pode ser visto na secao anterior, estes algoritmos sao

semelhantes, exceto pelo fato de a ordem de solugao das equacoes ser trocada.

. Para este problema, o método monolitico (totalmente implicito) mostra uma grande

vantagem sobre os algoritmos estagiados. O esquema apresenta a maior capacidade de
solugdo do problema de compressao confinada, uma vez que este ¢ o tinico a convergir
as analises com o menor valor de permeabilidade £ = 1-10™* (com baixo custo
computacional). Somado a isto, é possivel observar que o tempo de processamento
nao ¢é tao influenciado pelo valor da constante de permeabilidade, o que indica que o
método é adequado a solugao deste tipo de problemas (com escala de tempo/espago
dentro do contexto de mecénica de tecidos biol6gicos moles). Vale lembrar que o
algoritmo requer a utilizacdo de condicionadores e solvers de alta performance para

a solugao do sistema de equagoes lineares (nao simétrico).

6.3.2 Discussoes acerca da eficiéncia dos algoritmos na solucdao do problema

de compressao livre

1. Nas analises de compressao livre, o algoritmo fixed-stress se mostra mais competitivo,

j& que o tempo de processamento aumenta de maneira controlada com a diminui¢ao
de permeabilidade, e o nimero de iteragoes maximo (em torno de 800 iteragoes)
¢ menor que a metade daquele obtido nas andlises confinadas (em torno de 2000
iteracoes). Observa-se que, para permeabilidades menores que £ = 1-1073 mm®/Ns, o
esquema fized-stress apresenta um tempo de CPU menor do que o método monolitico.
Em alguns casos, e.g., para At = 10 s e x = 5-10mm?*/Ns, e At = 5 s e
k =1-10"2mm?*/Ns, o algoritmo apresenta o menor tempo de processamento. Para
este problema, pode-se afirmar que, dentre os esquemas sequenciais, o algoritmo

fized-stress € o que a presenta a maior eficiéncia e capacidade de solucao.

. O algoritmo drained apresenta grande vantagem ao considerar pequenos incrementos

de tempo. Ao aumentar o incremento de tempo, o esquema passa a ser superado pelo
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Figura 14 — Comparagao do tempo de processamento (CPU) normalizado entre os métodos
sequenciais (drained, undrained, fized-stress e fized-strain) e o método monoli-
tico e do nimero total de iteragoes estagiadas de cada método sequencial no
caso de compressao confinada. Denotam-se por interrompidas as analises que
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algoritmo fized-stress, tanto em termos do tempo computacional quanto do nimero

de iteracoes estagiadas..

Assim como o fized-stress, o esquema undrained é capaz de solucionar o problema
para todos os valores de permeabilidade e incrementos de tempo. Além disto, o
tempo de processamento do esquema apresenta uma inversao de comportamento ao
aumentar o incremento de tempo. Observa-se que, ao considerar o menor incremento
de tempo (At = 2 s), o esquema apresenta um tempo de CPU duas vezes maior do
que o algoritmo fized-stress. Por outro lado, ao aumentar o incremento de tempo,
a diferenca entre o tempo de solugao dos dois algoritmos passa a ser menor. O
método apresenta o menor tempo computacional na andalise considerando At = 10 s

ek =1-10"*mm?*/Ns.

Como ja mencionado nas discussoes de resultados do caso de compressao confinada,
o esquema fized-strain é capaz de resolver os mesmos problemas do algoritmo drained.
Entretanto, o tempo computacional despendido é muito superior. Estes resultados
indicam que o esquema fized-strain nao é adequado para a solugao de ambos os

problemas confinado e livre.

Observando as Figs. 15 a), ¢), e), pode-se verificar que a convergéncia do esquema
monolitico depende diretamente do incremento de tempo. Para o maior incremento
de tempo (At = 10s), o algoritmo monolitico apresenta falta de convergéncia. Isto
se decorre das limitagoes do algoritmo de solucao nao linear utilizado, que neste
caso é o método de Newton-Raphson completo. Este problema pode ser solucionado
através de uma estratégia de line-search/backtracking, de modo a ampliar o raio de
convergéncia do algoritmo. Para os casos de menor permeabilidade (maior forca de
acoplamento) e menor incremento de tempo, o método apresenta convergéncia e, de
modo geral, é o mais eficiente. E importante observar que, no caso de compressao
confinada, apenas o método monolitico foi capaz de resolver os problemas com
menor permeabilidade. Ja aqui, os esquemas fized-stress e undrained apresentaram

convergéncia para toda a faixa de permeabilidades estudada.



6.3. Resultados e discussoes

107

Figura 15 — Comparagao do tempo de processamento (CPU) normalizado entre os mé-
todos sequenciais (drained, undrained, fized-stress e fized-strain) e o método
monolitico e nimero total de iteragdes estagiadas de cada método sequencial
no caso de compressao livre. Denotam-se por interrompidas as analises que
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7 Consideracoes finais e perspectivas futuras

7.1 Consideracoes finais

Neste trabalho foram apresentadas formulacoes para os principais métodos de
solucao de problemas acoplados encontrados na literatura de meios porosos bifasicos em
regime de grandes deformagoes. A performance dos esquemas monolitico e sequenciais
(drained, undrained, fized-strain e fized-stress) para resolver problemas de poroviscoelasti-
cidade nao linear no contexto de tecidos biolégicos moles (onde os microconstituintes sao
incompressiveis) foi avaliada e discutida. Todos os algoritmos se mostraram capazes de

obter a resposta totalmente acoplada (fully-coupled) caracteristica do esquema monolitico.

Apesar destes algoritmos serem bem estabelecidos na literatura de meios porosos
em pequenas deformacodes, extensoes considerando cinemética finita ainda sao recentes.
Como alternativa ao método proposto por Kim (2018) para formulagdes baseadas em uma
abordagem Lagrangiana total, este trabalho propoe um algoritmo fized-stress (mantendo o
segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff fixo) computacionalmente vidvel as formulagoes

baseadas em uma abordagem Lagrangiana atualizada.

De modo a avaliar a performance dos algoritmos, dois estudos numéricos foram
realizados: o de compressao confinada e o de compressao livre. Estes dois casos sdo consi-
derados problemas benchmark em mecanica dos tecidos bioldégicos moles, e se comportam
de maneira distinta em termos de acoplamento numérico. Um conjunto de andlises foram
realizadas com o objetivo de avaliar o papel do parametro de permeabilidade na capaci-
dade dos algoritmos de solucionar estes casos de compressao. Os valores admitidos para a
constante de permeabilidade estdo dentro da faixa de parametros encontrada na literatura
de tendoes, assim como o modelo constitutivo viscoeldstico utilizado para o esqueleto
sélido (CARNIEL, 2017). O tempo de processamento e o numero de iteragoes estagiadas
(exceto o esquema monolitico) necessarios para solucionar cada caso sao apresentados de

modo a comparar a capacidade dos esquemas de solucao.

No caso de compressao confinada, o esquema de solugdo monolitico demonstrou ser
o mais viavel, ja que obteve convergéncia em todas as andlises estudadas. Em relacao aos
esquemas iterativos, enquanto o algoritmo undrained apresentou a melhor performance
(nas andlises em que obteve convergéncia), o fized-stress mostrou ser cada vez mais compu-
tacionalmente custoso conforme a constante de permeabilidade é reduzida. Além disto, o

algoritmo exibiu falta de convergéncia para as andlises com a menor das permeabilidades.

No caso de compressao livre, os algoritmos undrained e fized-stress apresentaram

convergéncia para todas as analises. Por outro lado, o método monolitico exibiu problemas
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de convergéncia! para o caso de menor permeabilidade com At = 10s. Este resultado
estd de acordo com o observado por Gee e Gracie (2021), onde é concluido que os
esquemas monoliticos requerem intervalos de tempo suficientemente pequenos para obter

convergeéncia.

Os resultados apresentados estao alinhados com aqueles obtidos por Kim, Tchelepi
e Juanes (2011a) para cinemética infinitesimal: os algoritmos drained e fized-strain nao
sao as melhores escolhas para solucionar problemas de poromecanica apresentando forcas

de acoplamento altas e/ou modelos constitutivos nao-lineares.

Assim, conclui-se que, como indicado por Yi e Bean (2016), nao existe um esquema
otimo para abordar problemas acoplados desta natureza, mas sim um esquema que seja
adequado a cada caso. Os métodos sequenciais aparentam ter um desempenho melhor do
que o monolitico para analises com pequenas forcas de acoplamento. Entretanto, conforme
a forca de acoplamento aumenta, estes esquemas podem apresentar falta de convergéncia.
Assim, em contraste com o que é geralmente recomendado nos trabalhos de geomecéanica,
0s esquemas sequenciais iterativamente acoplados nem sempre sao adequados aos tipos de
problemas encontrados em biomecanica. Consequentemente, o método monolitico surge
como uma escolha mais confidvel quando a forca de acoplamento do sistema nao é conhecida

a priori.

Observou-se que o algoritmo monolitico levou tempos de solucao viaveis, e até
consideravelmente melhores do que os algoritmos sequenciais. Isto mostra que o trabalho se
encontra dentro de uma faixa de aplicagdo onde o niimero de graus de liberdade ¢ tal que a
utilizacao de métodos diretos para a solucao dos sistemas de equagoes lineares é plausivel.
Uma alternativa esta na utilizagao de solvers iterativos pré-condicionados baseados em
subespagos de Krylov (WHITE; CASTELLETTO; TCHELEPI, 2016) para a solu¢ao dos
sistemas lineares e/ou técnicas de line search para aumentar o raio de convergéncia do
método de Newton-Raphson completo utilizado nas andlises (WHITE et al., 2019). Estas
opgoes certamente levariam o algoritmo monolitico a um desempenho numérico ainda

melhor.

7.2 Sugestoes para trabalhos futuros

De modo a dar continuidade ao estudo realizado neste trabalho e delinear extensoes
acerca das limitagoes vistas nos resultados obtidos, é importante destacar alguns pontos
que podem ser melhor explorados em trabalhos futuros. Dentre eles, pode-se mencionar as

seguintes contribuicoes:

o A proposta de um algoritmo fized-stress tratando de fixar o primeiro tensor de tensao

1 Neste caso em particular, o autor verificou que a implementacio de um Newton-Raphson com line

search é suficiente para que o algoritmo obtenha convergéncia numeérica.
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de Piola-Kirchhoff no contexto de elementos finitos com uma formulagao Lagrangiana

atualizada.

e A extensdo do modelo bifasico para um modelo trifdsico (incluindo uma fase de
fons, de modo a considerar o fenémeno de inchago), avaliando qual dos esquemas de

solugao é mais viavel computacionalmente.

o A utilizacao de elementos finitos mistos com mesma ordem de interpolacao para os
campos de pressao de poro e deslocamento, dado que estudos mostram que algoritmos
sequenciais nao necessitam de classes de elementos finitos que satisfacam a condicao
inf-sup. Este estudo traria vantagens adicionais aos algoritmos sequenciais (HUANG;
WU; ZIENKIEWICZ, 2001; MARKERT; HEIDER; EHLERS, 2010).

o O estudo da viabilidade dos algoritmos de solugao acoplada quando inclusos modelos

de permeabilidade nao-linear (e.g. Holmes-Mow, exponéncial, e outros).

e A comparagao dos esquemas utilizando solvers lineares iterativos baseados em
subespacos de Krylov (WHITE; CASTELLETTO; TCHELEPI, 2016).

o A utilizacdo de esquemas sequenciais em problemas multiescala, onde a implementa-
cao de condigcoes de contorno apresentaria vantagens pelo tratamento segregado das

equagoes governantes.
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APENDICE A - Produtos tensoriais

Neste apéndice, pretende-se apresentar de forma sucinta alguns dos produtos
tensoriais que estao presentes no corpo principal do texto. De modo a generalizar as
equagoes, denota-se por a, b, ¢ os vetores (tensores de primeira ordem) e por A, B e C
os tensores de segunda ordem. Ao escrever estas entidades em seus respectivos formatos

indiciais, considera-se que as bases em que sao escritos os tensores sao sempre ortonormais.

(+) a-b < qb

() A:B % A;B;

® (a®b); def a;b;; (A® B)iju o Aij By
® (A® B)iju o A By

Q.

© (A® B)iju of 1 (AuBj + AuBijy)
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APENDICE B - Derivacdo das equacdes

fundamentais

A derivacao das equagoes integrais obtidas em (4.33) é feita ao considerar a condicao
de que a ponderagao da funcao residuo R = diveo com um conjunto de variagoes virtuais

cinematicamente admissiveis du é nula,

/diva u AV, = 0. (B.1)
Q

Seguindo a deducao, é estabelecida a relagao tensorial (andloga a uma regra da

cadeia de fungoes),
div (odu) = dive - du + o : grad du, (B.2)
permitindo reescrever a Eq. (B.1) em formato expandido:

/div (odu) — o : grad ou dV; = 0. (B.3)

Q4

Neste ponto, faz-se necessario demonstrar a relacao entre o gradiente da variacao
de u e a variacao do tensor de deformacao de Euler-Almansi. Para isto, demonstra-se

a obtencao da variagao do gradiente de deformagao 0 F' através do conceito de derivada

direcional,
OF (u,du) = D, F (u) (B.4)
dF (u + edu)

— B.
e . (B.5)
= (i [F(u) 4+ €6 (I + Gradu)] (B.6)

e=0

= 0Grad u = Grad du. (B.7)

Com isto, é possivel desenvolver uma expressao para de em termos da variacao da

variavel primal u:

1
= F (0F"F + F"sF) F (B.11

de(u,ou) = X, (D5, E) (B.8)
- F 1 (Ds,E)F ! (B.9)

—F T (0E)F™! (B.10)

)
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= ;F_T (GradeuF + FTGrad 6u) F! (B.12)
— ;F‘TGradT(Su + ;Grad SuF~! (B.13)
= L (P " Crad"su + Gradsu F ) (B.14)
= ; [(Grad Su F’l)T + Grad du Fl] (B.15)
- ; (grad”du + grad du) (B.16)
= sym (grad du) (B.17)

Dado que o é um tensor de segunda ordem simétrico, pode-se afirmar que é valida

a equivaléncia
o :sym(gradu) = o : grad u, (B.18)
o que possibilita reescrever a Eq. (B.3):

/div (oéu) — o : dedV =0, (B.19)
Q

Utilizando a hipétese de decomposigao aditiva do tensor total de Cauchy e aplicando

o teorema da divergéncia, obtém-se a derivacao

/ on - suds, — / (0° — pI) : dedV, =0 (B.20)
8Qt Qt
/Jszéeth—/ptr(Seth— /Jn~5ud5t:() (B.21)
O O o

que resulta no chamado principio dos trabalhos virtuais para a equagao do movimento.

Um procedimento analogo ¢é realizado para a equacao de conservacao da massa;
porém agora considerando a funcao residuo R = div (v® + w) e um conjunto de variagoes

virtuais cinematicamente admissiveis para a pressao de poro dp:

0 :/div (v° + w) opdV, (B.22)
Q

:/div v® dp + divw opdV, (B.23)
Q¢

Estabelecendo uma relagao tensorial analoga a (B.2), dada por
div (dpw) = grad dp - w + op div w, (B.24)
pode-se obter a seguinte expressao:

/div v® op + div (dpw) — grad dp - wdV;, =0 (B.25)
Q¢
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Utilizando o teorema da divergéncia, obtém-se o principio dos trabalhos virtuais

para a equacao de conservacao de massa:

/div v’ opdV, — /grad op-wdV; 4+ / dp (w-m)dS; = 0. (B.26)
of o) o
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APENDICE C - Etapa de linearizacio

Estando o meio bifdsico em equilibrio quasi-estatico, a igualdade entre o trabalho
virtual realizado pelas forgas externas e internas deve ser satisfeita (Principio dos Trabalhos
Virtuais) em todo intervalo de tempo t. Entretanto, as nao linearidades explicitas nas
Egs. (B.21) e (B.26) tornam necessaria a ado¢ao de um procedimento de obtencao de
raizes de equagoes nao lineares (neste caso, o0 Método de Newton-Raphson). Pela natureza
acoplada do sistema de equacoes solido-fluido, as opgoes de solucao baseadas em estratégias
monoliticas ou estagiadas surgem como alternativa. Nas monoliticas, ambas as equacoes
sao solucionadas ao mesmo tempo, obtendo u e p. Entretanto, é necessario determinar
as derivadas direcionais AdW*(u, p, du, Au), ASW"(u, p,op, Ap), ASWP(u,p,op, Au) e
AOWP(u, p, 0p, Ap).

Neste apéndice, apresenta-se de modo sistematico as etapas de linearizagao ne-
cessarias para o procedimento de Newton-Raphson. Inicialmente, sao deduzidas algumas
relagdes variacionais importantes. A primeira delas é a variacao do tensor de deformacao

de Euler-Lagrange d E:
VE(u,éu) = Ds, E(u)
d
= —F (u+¢du)

~de
d

e=0
T B (FT (u+edu) F (u+ edu) + I)}
d 1
s
— ; (F"6F + 0F"F)
- ; (FTaF + (FT(SF)T)
= sym (FT5F)
= sym (FTGrad 5u) ,

e=0

(F"(u)F(u) +eF"(u)dF" + c0F"F(u) + 26F"0F + 1)}

e=0

e a linearizacao desta variacao:

AVE (u,du, Au) = Dpry0E(u, du)
d

= &5E(u + eAu, du) »

d T
= 5m (F (u + eAu)Grad 5u) -

— (isym [(FT(U) + 5AFT(U)) Grad 511,]

= sym (AFTGrad (5u)

e=0
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= sym (GradTAu Grad 5u) .

Através da operacao de pull-back em AJE, pode-se obter a linearizacao da variagao

do tensor deformacao de Almansi:
Ade(u,du, Au) = Dayoe(u, ou)
—F 7 [sym (GradTAu Grad 5u)} F!
-1\~ —1
= sym ((Grad AuF ) Grad ouF )
= sym (gradTAu grad 5’u,) )

A linearizacao do segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff é obtida através da

regra da cadeia,
AS(u,Au) = Dp,S(E(u))

= iS(E(u +eAu))

de e=0
]
= 55 S(Ew) : DauE(u)

=C :sym (FTGrad Au) )

Por 1ltimo, determina-se a linearizagao do Jacobiano de transformacao volumétrica:
AJ(u, Au) = DpyJ(u)

d
= &J(u +cAu) L

= (idet (F(u+ecAu))
= (det F)F~ ' : AF

= JF " : Grad Au

= JI : GradAuF™*

= JI : gradAu

= Jdiv Au.

e=0

Com todas estas entidades calculadas, é possivel determinar a derivada direcional

do campo JW™" na direcao do vetor Awu através do seguinte desenvolvimento:

AW (u, p, du, Au) = DrydW*(u, p, ou) (C.1)
= iéW“ (u + cAu, p, du) (C.2)
de e=0

e=0

d
—— o’ (u+cAu) : de (u + cAu)dV;
i L[
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e=0

(i L/ptr(Se (u + cAu)dV;

d
AW (u, p, du, Au) = P

/ S(E(u+cAu)): 0E (u+cAu) dVO‘S]

2

e=0

d
= {/ J(u+eAu)plI :de(u+cAu)dVy
Qb

0

ASW(u, p, 6w, Au) = / [SS(E(U,)) : (iéE(u + eAw)

2

[dSS(E(u +eAu))

] "
e=0

: 5E(u)] dvy—

e

d

e=0

9
U pl : - e(u+cAu

2

d
P pJ(u+cAu)l

e=0

ASW(w, p, du, Au) / g [F e jéE(u+6Au)
g

] n
e=0

J- ()[;S(E(u+sAu)) :FTéeF] dV,—

e=0

/ u)pI :sym (grad Awu grad 5u)}
QO

[pJ(uw)div Aul : sym (grad du)] dVy’

A(;Wu(uap) 5U7AU) = / [US : FT(i5E(u+€Au)

Qt

[J‘l(u)FiS(E(u + cAu))

Fl] +

e=0

e=0

/ [J(U)pI : sym (gradTAu grad 6fu,)} —

2

[p Jdiv Aul : sym (grad du)| dVy

AW (u, p, du, Au) = / {as : sym (gradTA'u, grad 5u)} +

Q¢

[C*® : grad Aw : sym (grad du)] dV,—

F7 : sym (grad 5u)] dV,—

(C.4)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)
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/ [J(u)pI : Sym (gradTAu grad 511,)} —

2

[p J(u)div Aul : sym (grad du)] dVy

AW (u, p, du, Au) = / [a’s - grad” Au grad (514 +

Q
[grad dw : C* : grad Au] dV,—
/ [J(u)pI . grad” Au grad 514 —
2

[p J(u)div Audiv du] dVy

AW (u, p, du, Au) = / [0'5 - grad” Au grad 614 +

Q
[grad 0w : C* : grad Au]dV,—
/ [pI - grad” Au grad 5u} -
Qy
[p div Au div ju] dV;.

Por fim, pode-se obter a expressao final contida no corpo do texto:

ASW*(u, p, 0u, Au) = / Se:C°: AedV,
Q
+ /as : {gradTAu grad 5u} dV;
Q4
— /pI: [gradTAu grad 5u] dV;
of

_ / pdivéu divAudV;.

(C.21)

(C.22)

(C.31)

A derivada direcional do campo dW* na diregao do vetor Ap é dada através de:

AW (u, p, du, Ap) = DapdW*(u, p, du)

= i5W“(u,p + eAp, du)

de e=0
= —— (/p p+eAp)trie th)
e=0
:—/d —i—aAp tréeth

= —/Aptréeth.

(C.32)
(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)
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O desenvolvimento da derivada direcional do campo WP na direcdo do vetor Au

segue 0S Passos

AéWp(’u,,p’ 5]7, A’LL) = DAu(SWp(U’?p) 5p) <037)

d

= —0WP(u,p+eAp, dp) (C.38)
de e=0

= (i / ('w - grad ép — dp j) dV; . (C.39)

S -

d =T 7 s

-3 / (Jw - F~"Gradsp — 6p.7) dV; _ (C.40)

Dado que o vetor velocidade relativa de fluido pode ser escrito em sua descri¢ao

referencial por
W = JF 'w, (C.41)

pode-se obter

(C.42)

e=0

ASWP(u, p,op, Au) = (fs {/ (W - Grad dp — ép J) dvy

s
0

dvg

e=0

:/<;8W(u+aAu)

[
Il
:/<
(55

op d
g:0> Grad ép + th—J(u + eAwu, p, ip)

(C.43)

/ W : DauE(u ))-Grad5p+iijdivm] Vg (C.44)

ST

)
(K Gradp) : DAuE(u)> - Grad dp + K]jfj div Au] dVy

(C.45)

%\@

)
(K Gradp) : DAUE<’U,)> - Grad dp + K]jfj div Au] dVy

(C.46)

——  DpauE(u) : Grad p) - Grad dp + Ziniv Au] dvy

(C.47)

)
= / l(K - FTAeF : FTgradp) - FTgrad dp + Kiniv Au] dVy

2

(C.48)
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= / [((F OF):K: (FT &) FT) :Ae: gradp) - FTgrad op + (Ldeiv Au| dVy

At
25
(C.49)
)
= / [grad dp- (JK: Ae : gradp) + Kptjdiv Au] dVvy (C.50)

/ [grad dp- (K : Ae: gradp) + Zptdiv Au] dv;. (C.51)
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APENDICE D - Obtencio do termo

linearizado do algoritmo wundrained

Até aqui, durante a obtencao da linearizagdo do campo éW™ na diregdo do vetor
Aw, assumiu-se a hipdtese de que a variavel pressao de poro é independente da deformagao.

Desta forma, a regra da cadeia obtida pela derivada direcional da integral | ptrde dV;
Q
nao considerava a derivada do campo p na direcao de Aw.
Entretanto, no algoritmo undrained, ¢ imposta uma regra de atualizagao sobre o
campo de pressoes de poro, tornando-o func¢ao do Jacobiano de transformacao volumétrica.
Assim, em termos das iteragoes estagiadas s e do intervalo de tempo n, a atualizacao pode

ser escrita por
Hpnﬂ = "Pni1 — Qundr (sHJnH - SJn+1) : (D.1)

Desta forma, a linearizagdo AdW"(u,p,du, Au) é complementada pelo termo

adicional:

/ ((fgp(u+5Au) )trée JdVy. (D.2)

s e=0

A derivada do campo p na direcao do vetor Awu é dada por

a S 8 S S
digp (u+eAu) o = (8u pn+1> - Au — Qynar <8u ( +1Jn+1 Jn—l—l)) -Au (D.3)
0
—Qundr <8’U, S+1Jn+1> - Au (D4)
= —undr * T g1 div A (D.5)

Substituindo este resultado no termo (D.2), avalia-se o termo adicional por

/ —tundr “T g1 div Autr de dV (D.6)
- / — STy div Au T : SedV (D.7)
= /—aundr Jpi1div Au I : sym (Adu) dV; (D.8)

_ / — e s div A divu dVj. (D.9)






139

APENDICE E - Obtencio do termo

linearizado do algoritmo fixed-stress

Com excecao do algoritmo fized-stress, todos os algoritmos estagiados enunciados
até aqui consideram que a variacao do campo de deslocamentos ¢ nula ao longo da
solucao do problema de conservacao de massa. Neste apéndice, apresenta-se a derivacao
do um termo adicional da linearizagao do campo dW? na direcao de Ap, decorrente da

consideracao da regra de atualizacao

A (KPS~ p,)

Hldived = *divel,, +

imposta ao problema de conservacao de massa do algoritmo fized-stress.

A equagao incremental (E.1) faz com que a regra da cadeia da derivada direcional
do campo WP seja completa, i.e., inclua o termo da derivada do divergente do campo de
velocidade do esqueleto sélido em relacao ao campo de pressao de poro. Assim, é possivel

deduzir o termo adicional através da derivagao

d
/5p (dgdiv v'(p+ 5Ap)> B dV;, (E.2)
o =
onde
. S a S S+1pn+1 pn-l-l
<€d1vv (p+ 5Ap)) . a ( divo, ., + v (K}frm —pn) A (E.3)
At )
= (Kd —p ) a*p(sHPnH)AP (E.4)
At
= (Kd — >Ap. (E.5)

Assim, a integral adicional (E.2) resume-se por

-1
/(5p (At> ApdV;. (E.6)
O, Kdrn — DPn
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APENDICE F - Condicionamento da matriz

de rigidez acoplada

No problema bifasico abordado neste trabalho, observa-se uma grande distingao
entre a ordem de grandeza do tensor constitutivo do esqueleto solido e a do tensor de
permeabilidade. Isto implica em uma grande diferenca na magnitude dos termos da matriz
de rigidez acoplada do sistema monolitico, tornando-a mal condicionada. De modo a

diminuir este problema, a unidade de for¢a pode ser substituida por um miltiplo desta,
IN=1-10°N (F.1)

onde p é um numero inteiro e positivo. Através deste escalonamento, os parametros
constitutivos que antes possuiam unidade N/mm?® passam a ter magnitude N-1077 /mm?; e
o parametro de permeabilidade que antes possufa unidade mm®/Ns passa a ter magnitude
mm? - 107 /Ns. O valor do expoente p deve ser escolhido de modo a tornar os valores dos

parametros o mais proximos possivel, resolvendo o problema de condicionamento.
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