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RESUMO

Neste estudo buscamos encontrar solugoes para o problema de completa-
mento de matrizes de distancia Euclidianas, utilizando métodos de projecoes.
As matrizes de distdncia sdo muito importantes no estudo de problemas
de geometria de distancias, pois permitem descrever as distdncias entre os
pontos como entradas de uma matriz. O completamento de uma matriz é a
sua reconstituicao a partir de um subconjunto de seus elementos conhecidos.
Este também pode ser compreendido como um problema de viabilidade, em
que a solucdo encontra-se na interseccdo de conjuntos. Para encontrar a
solugao deste problema, foram estudados e implementados os seguintes mé-
todos de projegoes: o método das projegdes alternadas, Douglas-Rachford,
reflexoes circuncentradas e o método de reflexdes circuncentradas centrali-
zado. Estes métodos foram minuciosamente comparados, quando resolvendo
o problema de completamento de matrizes, por uma série de experimentos
numéricos.

Palavras-chave: Completamento de matrizes; Método de projecoes; Matriz
de distancias Euclidianas.



ABSTRACT

In this study we seek to find solutions to the problem of completing Eu-
clidean distance matrices using projection methods. Distance matrices are
very important in the study of distance geometry problems, as they allow
us to describe the distances between points as entries of a matrix. The com-
pletion of a matrix is its reconstruction from a subset of its elements. It can
also be seen as a feasibility problem. To find the solution of this feasibility
problem, the following projection methods were studied and implemented:
the method of alternating projections, Douglas-Rachford method , and
the circumcentered-reflections and the centralized circumcetered-reflections
methods. Those methods were thoroughly compared, when solving the ma-
trix completing problem, through a series of numerical experiments.

Keywords: Matrix completation; Projection methods; Euclidean distance
matrix.
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1 INTRODUCAO

Matrizes de distancias sao ferramentas importantes no estudo do pro-
blema de geometria de distancias (PGD). O PGD consiste em determinar
pontos em algum espaco R com base em algumas distdncias conhecidas
entre os pontos [18]. Desta forma, podemos descrever as distdncias entre os
pontos como entradas de uma matriz. As matrizes de distancias FEuclidia-
nas (EDM, do inglés Euclidean Distance Matrix) descrevem distancias que
satisfazem as propriedades da norma Euclidiana, dentre elas a desigualdade
triangular. Para este texto, usaremos o produto interno Euclidiano definido
como (z,y) := 2Ty = ¥ z;y; e a norma Euclidiana induzida que sera
denotada por || - || e definida como ||z| := \/(z, z).

Uma matriz M é uma matriz parcial quando conhecemos um sub-
conjunto de suas distdncias. Uma matriz X que completa a matriz M deve
conter as mesmas entradas de M e algum valor nas outras entradas. Para
as matrizes de distancias Euclidianas, ndo podemos completar com quais-
quer distancias, ja que essas devem satisfazer as propriedades da norma
euclidiana, [13, p. 81]. Este problema possui vérias aplicagdes [1, 19], como
a tomografia por ultrassom, a reconstrugao de proteinas, a localizacao de
sensores, a calibragdo da posi¢do de microfones, entre outras.

Buscamos apresentar o problema do completamento de matrizes a
partir do problema de geometria de distdncias. Ademais, nesta monografia
veremos ser possivel descrever tal problema como um problema de viabili-
dade convexa (CFP, do inglés Convex Feasibility Problem), que consiste em
encontrar um ponto em comum a dois (ou mais) conjuntos convexos fecha-
dos. Apresentamos e implementamos entao métodos para resolver CFPs que
se utilizam de projegoes (ortogonais) nesses conjuntos. Através uma série de
testes, executamos e comparamos o método das projegoes alternadas (MAP)
[9, 14], e 0 método de Douglas-Rachford (DRM) [1, 2], com métodos que
aceleram MAP e DRM utilizando-se da antiga no¢ao de Circuncentro, os
Métodos de Reflexdes Circuncentradas (CRM) [5-8].

O objetivo principal deste trabalho consiste em encontrar solugoes
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para o problema do completamento de matrizes de distancias Fuclidianas
utilizando métodos de projecoes.

Para tanto, esta dissertagao foi organizada da seguinte forma: O ca-
pitulo 2 pretende mostrar algumas defini¢des que serdo usadas no decorrer
do trabalho. No capitulo 3, apresentamos o problema de geometria de dis-
tancias, suas propriedades e algumas solugoes. O capitulo 4 busca mostrar
as propriedades das matrizes de distancias, em particular as EDMs, e sua
relagdo com matrizes semi-definidas positivas. No quinto capitulo apresenta-
mos o problema de completamento de matrizes. O sexto capitulo é dedicado
a apresentar os métodos de projecao e sua implementagdo na linguagem
Julia [10]. O capitulo 7 descreve os conjuntos e os testes feitos com uma

analise dos métodos. O capitulo 8 é a conclusao do trabalho.
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2 DEFINICOES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des e propriedades im-
portantes que serao necessarias no decorrer deste trabalho. As principais

referéncias utilizadas neste capitulo sdo [3, 16-18, 21, 27].

2.1 GRAFOS

Um grafo é um par G = (V, E) em que V é um conjunto arbitririo e
FE é um subconjunto de V. Os elementos de V' sdo chamados vértices, ja os
elementos de E sao chamados arestas. O conjunto de vértices é denotado
por V. = {u,v,r,s,...} e o conjunto das arestas é denotado por E =
{{u, v}, {u, s}, {v,s},... }.

Seja G = (V, E) um grafo com u,v € V. Dizemos que o grafo G é
simples, quando {u,v} € E = u # v, ou seja, ndo existem duas arestas
entre dois vértices e, ndo existem arestas que saem e chegam no mesmo
vértice (lagos); observe a Figura 1. Um exemplo de grafo que néo é simples
é o da Figura 2, pois existe um lago no vértice u.

Um caminho é uma sequéncia de vértices, tal que, para cada vértice,
existe uma aresta que o conecta com o vértice seguinte. Ou seja, existe uma
sequéncia de arestas, que permitem sair de um vértice v e chegar em um
vértice u.

Veja também que na Figura 1, os vértices do grafo sdo {u,v,r} e as

arestas sdo {{u,v}{v,r}}. Neste exemplo existe somente um caminho entre

Figura 1 — Grafo simples.
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Figura 2 — Grafo nao simples.

Figura 3 — Grafo conexo.

Figura 4 — Grafo nio conexo.

os vértices u, T, que seriam as arestas {u,v} e {v,r}.

O grafo G é dito conexo quando existe pelo menos um caminho de
um vértice u até um vértice v, como na Figura 3. A Figura 4 é um exemplo
de grafo ndo conexo, pois, nao existe caminho do vértice u para o vértice s.

O grafo G é dito completo se para cada par de vértices u,v € V existe
uma aresta {u,v} € E. Veja a Figura 5.

Um clique do grafo G, é um grafo G' = (V/,E’) tal que V' C V e
E' C E com G' C G um grafo completo. Um exemplo de clique, pode ser

pensado a partir da Figura 3, veja a Figura 6.



Capitulo 2. Defini¢oes 16

u

Figura 5 — Grafo completo.

Figura 6 — Clique do grafo da Fig. 3.

Note que na Figura 3 o grafo G = (V, E) é dado por u,v,7,s € V e
{{u, v}, {u,r},{v,r},{v,s}} € E. Agora veja o seguinte grafo, G' = (V', E'),
que é dado por u,v,r € V' e {{u,v},{u,r}, {v,r}} € E’. Note que G’ C G,
também podemos afirmar que G’ é completo. Portanto, G’ é um clique de
G.

2.2 ALGEBRA LINEAR

Ao decorrer da monografia, estamos interessados no estudo de dis-
tancias de matrizes, mas para compreender precisamente o que seria uma

“distancia”, precisamos do conceito de métrica.

Definicao 2.1. Seja X um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma métrica
em X é uma funcdo d : X x X — R que associa cada par de pontos z,y € X
a um ndmero real d(z,y), chamado de distancia do ponto z ao ponto y, de
tal modo que valem:

(a) Positividade: d(z,y) > 0 <z # y,Vo,y € X e d(z,z) =0,Vz € X;

(b) Simetria: d(z,y) = d(y, z),Vz,y € X;

(c) Desigualdade triangular: d(x, z) < d(z,y) + d(y, z),Vz,y,z € X.
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Uma métrica d, em poucas palavras, é uma fungdo na qual é possivel
“distar” dois pontos. Nesse sentido, uma distancia entre dois pontos x,y € X
é o valor real d(z,y). Em particular, a métrica a ser utilizada no trabalho é a
dada através da norma Euclidiana, isto é, d(x,y) := ||z — y||. Como a norma
Euclidiana é dada por ||z| = \/(z, ), daf segue que, |z|? = (z,2) = 2Tz
e, deste modo, d(z,y)* = [l — y[I* = [|=]* — 22"y + ||y]|*.

Foge do escopo do trabalho verificar que a norma euclidiana é uma
métrica. Caso o leitor esteja interessado em verificar esse resultado, veja [22,
Exemplo 6, p. 6].

Podemos munir um certo X C R"™ qualquer com uma métrica d :
X x X — R que satisfaz as propriedades da Defini¢ao 2.1, resultando no
par (X, d) que é denominado espago métrico. A nogao de espago métrico é
importante neste trabalho uma vez que estaremos medindo distancias para
montar as matrizes de interesse.

Além da nocéo de métrica, vamos modelar o problema do completa-
mento de matrizes como um problema de viabilidade convexa (CFP). Para
isso precisamos encontrar pontos na interseccao de conjuntos com os méto-
dos de projecao, e logo, as defini¢bes a seguir mostram algumas propriedades

sobre tais conjuntos, as projegoes e reflexoes.

Definicao 2.2. Um conjunto S C R™ é convexo se dados dois pontos em
S, qualquer segmento de reta que liga estes dois pontos deve estar contido
em Y, istoé,v=_1—-t)xz+tye S Ve,ye Sete|01]

Para ilustrar o que foi apresentado na definicdo anterior, as Figuras 7
e 8 sdo exemplos de conjuntos convexos e ndo convexos respectivamente.
O R™, o conjunto vazio e os conjuntos que contém somente um ponto sao

trivialmente convexos.

Defini¢ao 2.3. O conjunto afim gerado pelos pontos x, y, z € R™ é denotado

por aff{z,y, z} e definido como:

aff{z,y,z} ={w eR" |w=z+a(ly—z)+ f(z —x),com «, § € R}.
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Figura 7 — D7 é um conjunto convexo.

Figura 8 — D9 é um conjunto niao convexo.

Definigédo 2.4. A proje¢io (ortogonal) de um ponto z € R” e um conjunto
Y C R™, é o ponto mais préximo de z que estd contido no conjunto Y. A
projecdo de = sobre Y serd denotada por Py (z) e dada pela solugdo do
problema

min [jy — z||, vy € Y.

Definicao 2.5. A reflexdo do ponto x € R™ sobre o conjunto Y C R™ é
dada por,
Ry(z) =2Pyxz — x.
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3 PROBLEMA GEOMETRIA DE DISTANCIAS

3.1 OQUEEOPGD

Neste capitulo, pretende-se apresentar o Problema de geometria de
distancias e algumas solucoes. As defini¢cbes e exemplos foram baseadas
em [18]. Para resolver o problema fundamental de geometria de distancias
(PGD), devemos encontrar um conjunto de pontos em um determinado
espago geométrico, tal que algumas das distancias entre estes pontos sao
conhecidas. Dependendo da aplicagao, os pontos podem estar relacionados
a estrelas, pessoas, atomos, entre outros. Cada um desses pontos sao repre-
sentados por um vértice de um grafo G. Caso a aresta seja ponderada, a

distancia é representada pela aresta que une os dois vértices.

Definic¢ao 3.1. Dado K € Z. e um grafo conexo simples G(V, E), em que
o tamanho das arestas sdo determinadas por d : E — (0,00), queremos

encontrar uma funcdo z : V — RX de tal forma que:

V{u,v} € E,||zy — x| = duyo- (1)

Resolver o problema de geometria de distancias significa que, para
cada vértice do grafo G associamos um ponto em RX e este ponto satisfaz
a equagdo (1). Ao posicionar os pontos obtidos u e v, devemos obter que
|2y — ]| = dyo. Por motivos de notagéo, usaremos d(u, v) = dyq, € Ty, = Ty,

A fungdo x é chamada realizacdo do grafo G. A realizagdo representa
os vértices de G como pontos em algum espago Euclidiano dado. Quando a
fungdo x satisfaz a equacdo (1), a chamamos realizagdo.

Existem PGD’s em que encontrar K é uma parte do problema. Neste
trabalho, assumiremos que K e o grafo G sdao dados do problema.

Serd que existe mais de uma solugao para um dado PDG? Note que
no espago, ao fazermos rotagoes e tranlacoes, as distancias nao se alteram.
Logo existem infinitas solugdes para o PGD. Sendo assim, vamos fixar as

coordenadas do nosso espaco, tendo como finalidade um sistema que pode ter
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Figura 9 — Circunferéncia de solugses.

solucdo finita. Note, entretanto, que nao é por que fixamos as coordenadas
que o conjunto solucao que ele serd finito, veja os exemplos a seguir.

Prosseguindo, obtemos para K = 2 o seguinte sistema de equagoes:

\/(a:u1 — Ty )2+ (Tyy — Toy)? = duyw, V{u,v} € E.

Exemplo 3.2. Considere o seguinte PGD. Seja K = 2, V = {u,v,r},
E = {{u,v},{v,r}} com d,, = d,» = 1. Veja que as solu¢oes podem ser
dadas por um ponto v no centro de uma circunferéncia de raio 1, z2+y% =1,
com u,r € x2 +y? = 1, conforme a Figura 9. Est4 disponivel uma animacéo

que mostra as possiveis solugdes no Applet do Geogebra.

Ainda sobre o exemplo anterior, suponha que o grafo tivesse mais
uma aresta, digamos {u,r} € E. Além disso, d,, = 1. Assim, as solugoes
podem ser dadas pelos vértices de um tridngulo equildtero de lado 1 como
na Figura 10. Note que as arestas devem obedecer a desigualdade triangular,

logo para as arestas, temos
dur S d’U/U + d’UT'
Veremos o caso geral adiante.

Exemplo 3.3. Considere o seguinte PGD com K =2,V = {u,v,r,s}, F =
Hu, v}, {u,r}, {v,r},{v,s}} com dy, = dyr = dyr = dys = 1. Vejamos


https://www.geogebra.org/m/kgjyga9e
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1

Figura 10 — Tridngulo equilatero de lado 1.

—

Figura 11 — Infinidade ndo enumeravel de solugoes.

quantas solugoes existem, para isso, ndo contaremos as rotagoes, translacoes
e reflexoes.

Veja que os pontos u, v e r formam um tridngulo. Porém, a aresta d,
estd livre e logo podemos situa-la em qualquer ponto de uma circunferéncia
de raio 1 e centro em v. Neste caso, obtemos infinitos casos, além de infinito,
sd0 nao enumeraveis. Assim, s pode estar em qualquer ponto do circulo,
como na Figura 11. Para compreender melhor as posigoes que s pode ocupar

veja a seguinte animacao com um Applet do Geogebra.

Ainda no Exemplo 3.3, adicionaremos {u, s} € E, com d, s = V2.

Para este caso, além do tridngulo de vétices u,v,r temos o triangulo de


https://www.geogebra.org/m/mrgh4sfg
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Figura 12 — Nuimero finito de solugoes.

Centroem u e raio 2,5.

Figura 13 — Nao existem solugoes.

vértices s,u,v. Ademais, s deve obedecer d;, = 1 e ds,, = V2. Logo os
possiveis casos, sdo as interceccoes da circunferéncia centrada em u e raio
V2 e da circunferéncia centrada em v com raio 1, veja a Figura 12. Note que
os pontos u,r e v devem satisfazer a desigualdade triangular, assim como
os pontos u, v e a solugdo, que pode ser dada por s; ou Ss.

Vejamos o que ocorre quando o sistema nao obedece a desigualdade
triangular. Ainda com o Exemplo 3.3, suponha agora que d; ,, = 2.5. O ponto
desejado deve estar na circunferéncia de raio 1 e centro em v e, a0 mesmo
tempo, na circunferéncia centrada em wu e raio 2.5. Mas isso é impossivel,

pois ndo existem intersecgdes entre essas circunferéncias; veja a Figura 13.
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Os exemplos acima nos ilustram que a desigualdade triangular é de

extrema importancia para sabermos se o sistema possui ou nao solugao.

3.2 COMPLEXIDADE DO PGD

Antes de prosseguir, vamos entender um pouco sobre a complexidade
do PGD. Para isso, considere o seguinte PGD com K = 1,V = {u,v,r}, E =
Hu, v}, {u,r},{v,r}},duy = dpr = 1 € dy, = 2. Fixaremos agora z,, =0 e
T, = 1 e assim nés temos

|2zr — zull = 2,

|z, — 2] = 1.

Elevamos ao quadrado as parcelas de ambos lados das equacdes para obter-

mos
2 — @l® = 22,
2 — o |* = 12.
Portanto,
x2 — 2,y + 22 =4, (2)
x? — 2x,m, + 22 = 1. (3)

Agora, subtraindo a equagao (3) de (2) temos
2 2 _
—2z,2y + 22,2 + T, — T, =3,
22, (z, — ) =22 — 22 + 3.
Aplicando os valores fixados de x, e z,, segue que
22, (xy — ) =22 — 22 + 3,

27,(1 —0) =(1*> +0%) +3

Ty =

YIS
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Logo, concluimos que x, = 2. Neste caso, para K = 1, é facil encontrar uma
solucdo, basta somente desenhar o grafo. No entanto, buscamos generalizar
o conceito.

Considere agora K =2,V = {u,v,r,s} e

E = {{u,v}, {u,r}, {u, s}, {v,r}, {v, s}, {r,s}}.

Assumiremos que u,v e r estdo fixados, ou seja, podemos encontrar as
realizacdes T, T, 2, € R? de modo que ||, — x| = duv, |20 — 21| = dur
e ||z, — 2| = dyr. Dados essas informagdes, construiremos um sistema

quadratico para obter as coordenadas de x5. Com efeito,

||x5 - IZ?uH = dus,
||‘r8 - {ITUH = dvsa
zs — 2|l = dps.

Elevando os dois lados das igualdades ao quadrado e distribuindo os termos,

obtemos:
al? = 2(s, 2u) + [lzul® = diy, (4)
sl|? = 2(xs, 20) + |20]* = d2, (5)
]2 = 2(2s, 20) + |2 ]|* = d2,. (6)

Agora subtraindo (4) de (5) e (6), temos

2(wy — wu) ws) = 2oll? = lwall® + di, — d (7)

Vs8I

2(@r = u), @) = lwrl® = llzall® + dis — d7. (®)

Veja que resolver o sistema acima corresponde a resolver um sistema linear
Ax = b, com
Ly, — Ty Lyy — Ty
A — 2 . 1 1 2 2 , (9)
Try = Ty Try — Tuy

_ (= Nlal? + dig — d3
| = llul® + dis — d7,
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Tsy
x = ,
Ty
ou seja,

9. Loy = Tuy Loy — Tuy . Tsy _ ”‘Tv”2 - ||$u||2 + dis - d12)s
2 |? = lzull® + diy — d2,

Ty — Tuy Ty — Tuy Zs,

Com efeito, quando a matriz A for invertivel, existe uma tnica solugao, e
esta é dada por

i=A""'b.
Analisando o mesmo exemplo para K = 3, obtemos, em principio, 0 mesmo
conjunto de equagoes (7) e (8). Dai a matriz resultante ndo serd mais

quadrada (2 x 2), mas serd (2 x 3) e temos o seguinte sistema:

T
9 Tyy = Tuy  Tog = Luy Loz — Lug o _ HQUUH2 - ||$uH2 + dis - d%s
Trl = Tuy Try = Tuy  Lrg — Tug . ||xr||2 - ||$uH2 + dis - d72"s

Podemos também manipular as equagdes para obter a seguinte equagao:

LTyl — Tyl T2 — Tu2 Ts1 + LTy3 — Tu3 [.’II } _ 1 ||'/E’U||2 - ||mu||2 + d%s - d%s
3| = = .
_-rrl — Tyl Tr2 — :Eu2_ _(Es2_ Lr3 — Tyl ’ 2 ||x'r||2 - ||xu||2 + dis - d%s
Dai, segue que
Tyl — Tyl To2 — Tu2| [Ts1| 1 ”vaz - qu”2 + dis - da%s T3 = us [€s3]
=3 - 3
_xrl — Tyl Tp2 — xu2_ _xSQ_ 2 erHz - qu”Q + dis - d%s Tr3 — Tyl °

Supondo agora B = $A em que A é dado em(9), obtemos:
Ts1 1 lzoll® = |z + d2, — d2, Ty3 — Ty3
pr] 2 LIl ol -] -
Ls2 2 ||‘r7“|| - ||.’Eu|| + dus - drs Tr3 — Tu3

Caso constatemos a inversibilidade de A (e logo de B), concluimos que a

solucdo é dada por:

H _lpa [nxvn? — Jzul® + &2, - d] g l - ] [22a).

Ts2| 2 [zl = llull® + d2s — d7
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Para este caso, a solugdo com K = 3 ji nao é unica, pois, para cada
valor de zs,, obtemos um novo valor para s, e x5,. Neste caso, temos que
geometricamente a solugao é dada pela interseccao de uma esfera e uma
reta. A esfera ¢ obtida pela equagdo ||y — [ = d , e a reta ¢ obtida

através da equagao paramétrica

€T N N

| = A - Blxg,),

Tsy
em que

do Lo [l = leul? + &2, - &2,
9 2 2 42 _ g2
2 |* = lzall® + dis — dis

E _ B! Ty3 — Tu3

Tr3 — Tu3

Na Figura 14 fazemos a interpretagdo geométrica da interseccdo entre uma

esfera e uma reta, que pode nos dar 0, 1 ou 2 pontos como solugao.

Figura 14 — Casos de intersecgio da reta e da esfera. Figura retirada de [18].

Além disso, para verificar a finitude do sistema, precisamos que o

sistema obedeca 2 propriedades, sendo elas

(i) Para encontrar a realizacdo de s € V em R3, devem existir arestas
{u,s},{v, s},{r, s} € E tais que os vértices u,v,r € V ji foram re-

alizados, e assim, o sistema gerado é quadratico com z, € R® como
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Unica incégnita, dado por

s — CL'UHQ = dim
s — xv”Q = d357
|2zs — 177"”2 = d%s'
(ii) Para obtermos no méximo, duas solugdes, do sistema, a matriz do

sistema linear obtido subtraindo uma equacao das outras duas deve

ter posto completo.

3.3 OTIMIZACAO CONTINUA E O PGD

Considere o seguinte PGD restrito ao plano, com V = {u,v,s} e

E = {{u,v},{v, s}}. O sistema néo linear associado é:

H"L‘u - x'UH = duva

|70 — 25| = doys-
Elevando ambos lados das equagoes ao quadrado, temos que

(xul - xv1)2 + (xuz - :Eug)Q = d12w7 (10)
((Evl - xsl)Q + (x'UZ - $52)2 = dzs (11)
subtraindo d2, em ambos lados da equagdo (10) e d2, em ambos lados da
equacao (11), obtemos
(mul - xvl)z + (xuz - mﬂ2)2 - div =0,

(xvl - 1351)2 + (Ivz - $52)2 - dqz)s =0.
Agora considere a seguinte funcdo, f : R® — R, tal que

f ($u1vxu27 xv17xv2ax817$82) = ((xm - $U1)2 + (muz - $U2)2 - dqzw)
2
=+ ((xvl - x51)2 + (xvz - x82)2 - d?)a)
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Veja que para encontrar pontos que satisfazem nosso problema, precisamos
encontrar

min f(x)

zERS

e assim, minimizando a funcdo obtemos uma soluc¢ao para o nosso problema.

Note que o tamanho do problema depende do ntimero de vértices,
logo existe grande dificuldade para encontrar os minimos da fungdo. A
quantidade de minimos (globais e locais) aumenta exponencialmente em

fun¢do do niimero de vértices do nosso problema.
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4 MATRIZES DE DISTANCIAS EUCLIDIANAS

As matrizes de distancia sdo de suma importancia quando estudamos
um PGD pois elas nos permitem representarmos as distancias entre pontos
de forma matricial. Este capitulo foi escrito tendo como base as referéncias
[12, 13, 19, 20].

’

Definigao 4.1. Uma matriz simétrica D € R™"*™ é uma matriz de distdncias
se existe um espaco métrico (X = {z1,...,z,},d), tal que D; ; = (d;;), com

d;j = d(z;, ;) para todo i, j em que x;,x; € X.

Note que uma matriz de distancias tem todos os elementos nao nega-
tivos e sua diagonal é nula. Matrizes de diagonal nula sao conhecidas como
matrizes Hollow. Denotaremos o espago das matrizes de distdncia de ordem

n por D”.

s

Definigao 4.2. Dizemos que D € R™*"™ é uma Matriz de Distancias Eucli-
diana (EDM) quando existem um K € Z e pontos z1,¥s, ..., T, € RE com

K < n, tais que para todo 7,5 =1,2,...,n, vale
dij = |lpi — pil*. (12)

Esta definicao significa que cada entrada d;; da matriz D corresponde
ao tamanho do segmento [p;, p;] no plano RX. Para o menor valor de K

que satisfaz a equagdo (12), dizemos que RX é uma incorporacao de D.

Definicdo 4.3. A matriz G = PTP, em que P é uma matriz formada
pelos n vetores-coluna p; € R¥ é uma simétrica de produtos internos sendo
chamada Matriz de Gram a partir de P. A matriz de Gram G também é
dada por

(p1,p1) -+ (p1,Pn)

Gp = . . .

<pnap1> <pnapn>

nxn.



Capitulo 4. Matrizes de Distancias FEuclidianas 30

Denotaremos o conjunto das matrizes simétricas por S™. S’} represen-

tard o conjunto das matrizes simétricas semi-definidas positivas. Ja conjunto

das matrizes definidas positivas serd denotado por S | .

Seja D € S™ uma matriz de distancias euclidianas com dimensao de

incorporagdo r. A matriz P € R™*" com linhas p¥,p", ... pI que satisfaz

a equacao (12) é chamada matriz de configuracao de D.

A matriz de Gram Gp a partir de P, é a matriz de Gram associada

a matriz D.
Note que posto(Gp) = r e, além disso, Gp € §7, isto é, Gp uma

matriz semi-definida positiva.

Da equagao (12), explicitando o produto da norma, temos que

dij = |lpi — pj|?
= p; pi +p] pj — 2] D
= |lpsll® + llpsII* — 20 p;
=Gii + 955 — 295,V i, =1,2,...,n.

Podemos ver este resultado de outra maneira: para D € D, segue que

D;; = ||d; — dj||?, assim, podemos escrever
Ipall? — 20T o1 + |1 )12 P02 — 2] p1 + [|pall?
D = : :
lpnll® = 2071 + o1 )12 1pnll? = 205 P + [0l
[P l? 4+ lpal® oo el + llpnl? pip1 .. pipn
- : g : S R
pnll® + llp2ll? - llpall® + [Ipall? prpr ... plpa
B 2 2 2 2
[[p1]] [[p1]] Ipall” o lpall
= : : + : : —2Gp.
2 2 2 2
ol (28] [pall” - lpall
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Concluimos que D = diag(Gp)el + e(diag(Gp))T — 2Gp, em que e é o
vetor com todas as componentes iguais a 1 de dimensao apropriada.

Deste modo, definiremos uma transformacao linear que nos permitird
a expressar a matriz D a partir da matriz de Gram associada. Definimos

entao o operador K : S” — S, tal que:
K(A) := diag(A)e” + e(diag(A))T — 2A.

Dal, segue que
D =K(Gp).

Aprendemos a expressar a matriz D a partir da matriz de Gram
associada, agora queremos fazer a operacao contraria, ou seja, expressar a
matriz de Gram a partir da matriz D. Nosso objetivo agora é mostrar que
Gp = f%JDJ, com J =1 — %eeT.

Seja D a matriz de distancias Euclidianas para os pontos {p1, ..., Pn}-

Entdo a matriz de Gram associada Gp é dada por Gp = PTP. Logo,

pip1 ... pfpn.
Gre| : .
pIpr ... pIp,
. 1] + [lp1]? cell? = ey = pall? + llpnll?
pnll® = llpn — Pl + llp2l* -+ 1Pnll? + ll2n I
X P12 l[p1]? Ip1]? 1pnll?
| |I? llpn I? [p1]? [pn |I?

0 ey = pall?

lpn = pall* - 0
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Assumindo

I? I

Py Ip1

I? I

temos que,

Gp= %(B-l—BT—D).

Note que Gp = JGpJ, e entdo

1
Gp :§J(B + BT —D)J
1

=5 (J(B+B")J—JDJ).

Para obtermos o resultado, basta verificar que J(B + BT)J = 0.

Sendo assim,
T 1 7 T 1 7
J(B+B)J: I—Eee (B+B) I—ﬁee
1 1 1
= (B + BT — Zee"B — eeTBT) (I — eeT)
n n n

1

1 1 1
=B+ BT — ZeeTB — —ce" BT — ZBeeT — =BTee”
n n n n

1 1
+766TBeeT + 7eeTBTeeT.
n n
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Veja que ee” é a matriz de uns em R™*", logo,
Lo 1 (e el
ee'B=|1 G| i
11 Lleal® e all?
Ipall? + -+ llpall® o M2l + -+ [lpall®
il + -+ el oo ool 4+ pall?
lpo -+ lpal?] [1 .0 1
pa? Ipnl?] [1 .. 1
=BTee™.

O que mostramos agora é que ee’ B = BT ee”. Defina B =eceTB. Veja
que ee” B = BeeT = nB, da mesma forma que Bee” = nB e ee? BT = nBT.
Dai, segue que

J(B+B")J=B+B" - %eeTB — %eeTBT
—%BeeT TllBT el —|— eeTBee —|— eeTBTeeT

14 1
=B+BT - -B - —eeTBT — ZBeeT

n n n
1A 1 A 1 .
——B+ —2BeeT + 7eeTB
n n n
1 A 1 1
=B+ B" - -B—--nBT - ZnB
n n n

1 4 1 A 1 .
n n n

2 2 4
=B+B"-=B-B"-B+=B
n n
=0.
Portanto, Gp = 3 (J(B + BT)J — JDJ) =0-—4JDJ e, como querfamos,
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A matriz J definida acima é tal que J € S™ e, além disso, verifica-se
que J é uma matriz de projecao ortogonal no complemento ortogonal de
et, pois, J2 = J.

Seja agora a transformacéo linear 7 : §” — §", com
1
T(A) = —5JAJ. (13)

Tal transformacéo serd importante para podermos relacionar matrizes semi-
definidas positivas e as matrizes de distancias Euclidianas.
Para tanto, temos o seguinte resultado, cuja demonstracdo segue

conforme as demonstragdes encontradas em [12, 19].

Lema 4.4. T(A) =K(A)™ e K(A) =T (AL, ou seja, T e K sio mutu-

almente inversas.

Demonstracdo. Para validar a demonstracao, precisamos restringir o domi-
nio de nossas transformagoes, nesse caso T (A):

Provaremos primeiramente que IC(T(A)) = A. Seja A € D", entéo
T(A) = —%JAJ .

Sabendo que

diag(7T(4)) = %Ae — (2:LQGTA€> e,

temos que

diag(T (A))e” + e(diag(T(A)))”

I
A~
S|
h
)
I
A~
%
S|
= [
3
}ﬂ
S
[y}
~
)
~
o
ﬂ
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Como Je=0e JA = A, segue
=A- AleeT
n

:—A<I—166T>+2A
n

(k)27 o

——JAJ+ A
—2T(A) + A.

Por fim,

K(T(A)) =diag(T(A))e? + e(diag(T(A)))T —2T(A)
=2T(A)+ A —2T(A)
=A.

Concluindo que (T (A)) = A. Analogamente, prova-se que T (K(A4)) =
A. ]

Encerramos este capitulo com o préximo Teorema que é bastante
importante visto que faz uma conexao entre as matrizes de distancia Eucli-
dianas e as matrizes semi-definidas positivas, através do operador 7 (A).

Este teorema foi primeiramente apresentado por Schoenberg [26]
em 1935; em paralelo, Young e Householder [28] publicaram um resultado
semelhante em 1938. Ambos estabeleceram caracterizagoes basicas sobre as

matrizes de distancias Euclidianas.

Teorema 4.5 (Schoenberg, Young e Householder). Seja D € S™ uma matriz
Hollow, isto é, diag(D) = 0. D € uma matriz de distancias Euclidianas se,
e somente se, T (D) é semi-definida positiva. Ademais, o posto de T (D) é

a dimensdo de incorporacio de D.

Demonstrag¢io. Suponha D uma EDM com dimensdo de incorporagio r.

Entdo D = K(Gp), tal que Gp é a matriz de Gram associada a D. Além
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disso, a matriz Gp é semi-definida positiva, tem posto r < n e tem niicleo
diferente do trivial. Logo, para algum s € R™ —{0}, Gps = 0. Pelo Lema 4.4,
T(D) = T(K(Gp)) = Gr.

Por outro lado, suponha que Gp = T (D) seja semi-definida positiva
tal que Gp tenha posto r ¢ Gpe = 0. Lembre que Gp = PTP, sendo
P € R™ " uma matriz de posto completo. Dai, segue que D = K(T (D)) =
K(Gp) = K(PTP). Veja que K(PT P) ¢ a matriz de Gram de D, logo, D é
gerado pelos pontos p1,...,py, tal que p; é a iésima coluna de P. Ou seja,
D é EDM gerada por p;. |

Assim concluimos que quando 7 (D) é semi-definida positiva, temos

uma condicdo suficiente para que D seja EDM.
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5 COMPLETAMENTO DE MATRIZES

Seja M € R™*™ uma matriz, chamamos M de matriz parcial se
conhecemos somente alguns dos elementos dessa matriz. Denotamos por €2,
o subconjunto desses elementos conhecidos.

Para completar nossa matriz parcial M € R™*" precisamos de uma
matriz X € R™*" em que todos os seus elementos sao conhecidos e vale a
seguinte propriedade x;; = m;; para todo (i,j) € Q. Ou seja, cada entrada
conhecida de M, deve ser uma entrada de X. O problema do completamento
de matrizes surge a partir de uma matriz parcial, quando queremos encontrar

um completamento para ela. Modelando este problema, obtemos:

encontrar X e Rm*n
tal que x;; = m;; para todo (i,j) € Q

Veja que 2 ndo contém todas as posigoes da matriz M, logo esse problema
possui infinitas solugbes. Para restringir o nimero de solugoes, precisamos
que a matriz X possua alguma caracteristica, ou seja, possua alguma pro-
priedade especifica.

Assim, denotaremos por p uma propriedade especifica de M e C, o
conjunto de matrizes que possuem essa mesma propriedade p. Precisamos
que C, # . Modelando o problema novamente, e tendo como objetivo

encontrar um completamento em C),, escrevemos

encontrar X e Rmxn
tal que  x;; = m;; para todo (i,j) € Q.
Xed,

Podemos ainda modelar o problema de outra forma. Considere C}
como o conjunto de todos os completamentos possiveis para M e sua inter-
secgdo com os conjuntos Co, . .., Cy, os quais representam todas as matrizes
que contém a mesma propriedade especifica de M. Entao estamos com o

seguinte problema

t
encontrar X € ﬂ C; CR™*™. (14)

i=1
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Veja que C), = ﬂﬁzz C;. O problema (14) é conhecido como problema
de Viabilidade. Caso os conjuntos envolvidos sejam convexos, dizemos que
(14) é o problema de Viabilidade Convexa (CFP, do inglés Convex Feasibility
Problem).

Exemplo 5.1. Suponha que a propriedade de uma certa matriz seja a

seguinte:

C*:{Xe]RmX"|XijEO,ZXM:1parai:1,...,mej:1,...,n}.
k=1

Podemos descrever este conjunto como a interseccao de dois conjuntos

que representam as seguintes propriedades:

CQZ{XeRmX"|XijZOparai:1,...,mej:1,...,n},

03:{XGRmX"|ZXij:1paraj:1,...,n}.

i=1

Deste modo, temos que C, = Cy N Cj.
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6 METODOS BASEADOS EM PROJECOES

Neste capitulo apresentaremos os métodos utilizados para resolver o
completamento de matrizes. Para isto, modelamos o problema do comple-
tamento como um problema de Viabilidade Convexa. Dados os conjuntos
Cy,... Cyy em R™, fechados e convexos, com intersec¢ao C, = (-, C; nio
vazia, resolver o problema consiste em encontrar um ponto ¢ € C., isto é,
encontrar um ponto na interseccao dos conjuntos szs. Deste modo, para o
completamento, a matriz procurada deve estar intersecgao dos conjuntos
envolvidos. Os métodos abordados para resolver o CFPs sdo baseados em
projecoes.

O teorema a seguir caracteriza a projecdo para um conjunto convexo
e fechado. A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [17,
Teorema 3.2.32].

Teorema 6.1. Seja Y C R™ um conjunto convezxo e fechado. Entao para
todo x € R™, a projecio Py (x) da Defini¢io 2.4, existe e é dnica. Ademais,

Z = Py (x) se, e somente se,
zeY, (zt—z,y—z)<0 Vyev.

Para o caso nao convexo, a projecao ainda existe, porém, perdemos a
propriedade da unicidade. No caso de um conjunto nao fechado, a projecao
pode nao existir. Alguns dos métodos que apresentaremos utilizam reflexoes,

porém estas sdo calculadas a partir de projegoes; veja Definicao 2.5.

6.1 METODO DAS PROJECOES ALTERNADAS

O método das projegoes alternadas (MAP), foi introduzido por Stefan
Kaczmarz no ano de 1937 e por esta razao, também é conhecido como
método de Kaczmarz. O MAP é considerado a principal ferramenta cléssica
para resolver problemas de viabilidade convexa. O MAP, assim como o nome
sugere, consiste, a partir de um ponto inicial xg, fazer projecoes alternadas

entre os conjuntos envolvidos. J& foi mostrado que o MAP converge (sob
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hip6teses bastante fracas) para a intersecgdo dos conjuntos. Mesmo que nao
tenham intersecgao, o MAP converge para o pronto mais préximo de ambos
conjuntos. Para mais exemplos e discussoes acerca das diferentes categorias
de convergéncias, indicamos as referéncias [9, 14].

A Figura 15 nos mostra uma iteracdo do método MAP considerando
dois hiperplanos U,V € R? que se intersectam. O ponto Py Pyz® é o ponto
obtido com uma iteragao do método, em que Py e Py sdo as projecoes
ortogonais sobre U e V| respectivamente. A cada ponto encontrado, testamos
a aproximacdo, se nao estivermos perto o suficiente, repetimos o processo.
Um exemplo animado pode ser acessado em Applet Geogebra MAP.

Podemos verificar que, no caso de hiperplanos, a convergéncia do
MAP depende do angulo formado pela intersecgdo dos conjuntos. Se o angulo
for grande, as projegoes alternadas percorrem distancias significativas, ao
passo que em pequenos angulos, o ponto obtido pelas projecoes é quase o
mesmo. Podemos comparar 5 iteracbes do MAP em retas com diferentes

angulos, conforme Figura 16 e Figura 17.

e === — 0
3

Figura 15 — Iteragdo do MAP


https://www.geogebra.org/m/ks7pssca
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Figura 17 — MAP em retas com angulo grande.

Algoritmo 1: Método MAP para encontrar 2* ¢ UNV

Entrada: z°, itmax, €

Saida: x*
1 inicio
2 para k=0,1,... itmaz faga
3 .’Ek+1 = PVPUatk;
4 fim
5 fim

Enunciamos agora o Teorema de Von Neumann que garante a conver-

géncia do MAP para quando procuramos a interseccao de dois subespacos
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fechados. A demonstracdo pode ser encontrada em [14, p. 20].

Teorema 6.2 (Von Neumann). Sejam U e V' subespagos fechados de R™ e
z€R™ comUNV # 2.
lim (PyPy)" (z) = Pyay()

n—00

Além disto, Pyny(x) € ponto de U NV mais prézimo de x.

6.2 DOUGLAS-RACHFORD

O método Douglas-Rachford (DRM), foi proposto em 1956 por Dou-
glas e Rachford com intensao de resolver sistemas de equagoes lineares. Dado
U,V € R"™ o método consiste que a partir de um ponto inicial zg fagamos
as reflex6es alternadas nos conjuntos U e V', depois calculamos o ponto
médio de z¢g e RyRyxy. A Figura 18 representa uma iteragdo do método.
No algoritmo, caso o ponto obtido nao seja uma boa aproximagao, repeti-
mos o método. Claramente o ponto Y obtido através de uma iteragdo esta
mais préximo da solugdo. Definiremos agora o operador Douglas-Rachford
baseado em [16, p, 28].

Definicao 6.3. Seja U,V C R™ conjuntos fechados e convexos. O operador
Douglas-Rachford é representado por Dy,y, com

I+ Ry Ry

DU,V Z:P\/(2PU—I)+I—PU= 2

Um exemplo animado iterativo pode ser acessado em Applet Geogebra
DRM. Neste Applet podemos verificar que o DRM também depende do
angulo entre os conjuntos.

Segue o algoritmo do método DRM implementado para os experimen-

tos numéricos do préximo capitulo.


https://www.geogebra.org/m/yxjf89yw
https://www.geogebra.org/m/yxjf89yw
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Figura 18 — Iteracao do DRM.

Algoritmo 2: Método DRM para encontrar z* € UNV

Entrada: z°, itmax, €

Saida: z*

1 inicio

2 para k=0,1,... itmax faga
k k
5 $k+1=I + Ry Ryx :
2
4 fim
5 fim

O teorema de convergéncia enunciado a seguir, assim como sua de-
monstragio, podem ser encontrados em [16] e [23, p. 26 - 31]. Caso o leitor

se interesse, [1, 2] trazem mais algumas proposigdes interessantes.

Teorema 6.4. Sejam U,V C R" fechados e convezos e seja Dy, o operador
de Douglas-Rachford da Defini¢io 6.3. Dado o € R™, a sequéncia {x} dada
por

rry1 = Dy (xx), para k €N

satisfaz somente uma das alternativas a sequir:
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(i) seUNV # & entio {xr} converge para um ponto z* com Py (x*) €
unv.

(i) seUNV =@ entdo ||xg|| — oo, isto €, a sequéncia diverge.

6.3 REFLEXOES CIRCUNCENTRADAS

O método das reflexdes circuncentradas (circumcentered-reflection
ou CRM) é um método iterativo para resolucdo do problema de viabilidade
convexa. CRM foi proposto em 2018 por Behling, Bello-Cruz e Santos [5]
como aceleracdo do método Douglas-Rachford. Todas as propriedades que
veremos podem ser encontradas em [4-7]. Antes de mostrar o método, vamos
definir o operador circuncentro. J4 bem definido, iremos apresentar algumas

de suas propriedades e exemplos.

6.3.1 CIRCUNCENTRO

Primeiramente definiremos o circuncentro para trés pontos dados,

para adiante, generaliza-lo.

Definig¢ao 6.5. Seja z,y,z € R™. O circuncentro destes trés pontos, deno-
tado por circ{z,y, z} € R™, é um ponto que satisfaz as seguintes proprieda-
des:

(i) O circuncentro é equidistante dos pontos z,y, z, ou seja,
|z — cire{z, y, 2} = [ly — circ{z, y, 2}|| = ||z — circ{z,y, 2}|.

(ii) O circuncentro pertence ao conjunto afim gerado pelos pontos z,y e
z, isto é,

cire{z,y, 2} € aff{z,y, 2},
com aff{z,y, z} da Definicao 2.3.

Existéncia, unicidade e o célculo do circuncentro de trés pontos, apre-

sentam algumas variagoes que depende dos pontos obtidos. Tais variagoes
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sdo tratadas a seguir. Em particular, vamos tratar aqui de pontos gerados
a partir de reflexoes sobre dois conjuntos convexos, U,V de R™.

Seja © € R™. definindo y := Ry(z) e z := Ry Ry(z) temos o subes-
pago afim gerado pelos vetores z,y e z como aff{z,y, z}. Caso a cardina-
lidade de {x,y, z} seja igual a 1, temos que circ(z,y, z) = x. Isto decorre
do fato de os trés pontos serem coincidentes. Para |aff{xz,y, z}| = 2, segue
que o circuncentro é dado pelo ponto médio dos dois pontos distintos. Su-

o4z

pondo que x # z, segue que circ(z,y,z) = 3= O tltimo caso, quando

|aff{x,y, z}| = 3, ou seja, trés pontos distintos, precisamos de algumas de-

finiges. Sendo assim, definimos os vetores sy :==y—z e sy := 2z —x. O

conjunto aff{x,y, 2} pode ser escrito como
aff{z, y, 2} = @ + span{su, sv }.

Precisamos encontrar s € aff{x,y, z} de modo que a proje¢do de s em sy e

Sp seja respectivamente:

1
Pspan{su}(s) = §SU7
1
Pspan{sv}(S)ESV-

Agora, veja que

1
(su,s) = zllsull®
_ 1 2
(sv,s) = zllsvl
Podemos escrever s como combinagao linear de sy e sy, logo, temos
s = asy + Bsy.
Obtemos assim, o seguinte sistema linear:

{ allsul® + B (su,sv) = § s 15)

2 2
a(sysv) + B llsv|*+ = % lsv |l
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A solugdo desse sistema é dada por:

2 2 2
sull® lIsvII® = (s, sv) llsv |l

2 (16)
su, sv) ||sull

2 (Jlsv I = (su,sv)°)

2 2
_ lsull”llsvll” =

)|
2 (IlsvIl” = (su,sv)?)
(su,5v)
)

Portanto, concluimos que:
circ{x,y,2} = 2+ asy + Bsy.

A proxima proposicdo se refere a boa definicdo do circuncentro, a
partir das reflexées, quando estdo envolvidos um subespago e um conjunto
convexo qualquer. Assim, ao tomarmos as reflexdes, podemos sempre calcu-
lar o circuncentro. Sua demonstragdo pode ser encontrada em [6, Lemma
3.

Proposicao 6.6. Sejam K,U C R", em que K é um conjunto fechado e
convexo e U um subespago afim. Assuma também que K NU # &. Entdo,
para todo x € U, o circuncentro C(z) := circ{z, Rk(x), RuRk(x)} estd
bem definido e temos que C(x) € U. Além disso, C(x) = Py ru(z), em
que Hy == {z € R"| (z — Px(2))" (z — Px(x)) = 0} sex ¢ K eH, =K,

caso contrdrio.

O Exemplo 6.7 mostra o cédlculo do circuncentro considerando as

reflexdes consecutivas sobre dois hiperplanos.

Exemplo 6.7. Seja U = {(z,y) |z +3y =2} e V = {(z,y) | 2z — 2y = 4},

dois hiperplanos dados pelo seguinte sistema linear

:JE-H

A reflexdo de xem U é dada por

B ((1,3),z) — 2
Ryle) =z -2 (<<13)<13>>> (L.3).
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Ja a reflexdo de x em V' &

<(27 _2)5 33> —4
Ry(zx)=2—2- ( - (2,-2).
<(27 _2)7 (27 _2)>
Tome como ponto inicial zo = (6,—2). O circuncentro estd bem

definido a partir das reflexoes. Sendo assim, faremos a reflexdo em um dos

hiperplanos e depois a composicao das reflexdes.

Agora faremos a reflexdo em relagdo a V' a partir do ponto Ry (xg).

Logo,
32 —4
Ry Ry (xo) =Ry (5, 5)
2 —4 2,-2), (22, =2)) -4
_ 3777 _9. <( )(5 a)> ,(2772)
5 o <(27_2)a(27_2)>
2 —4 1
— 3777 _2.2.(2’_2)
5 5 5
(321 (2% -
\575 55
_ (6 22
S \5'5 )"
Deste modo, achamos 3 pontos distintos = = (6, —2),y = (%, _?4) e
z = (£,22) que necessitamos para calcular o circuncentro. Veja Figura 19.

Calcularemos os vetores

_ _(2%°¢
Su=Y—x= 55
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Figura 19 — Calculando as reflexées de xg.

B (24 32
Sy =z2—x = A

Agora precisamos resolver o sistema linear obtido em (15), que tem

solugdo em (16). Note que

40
2 [

[Ezeal =35
[[sv[|* =64,
144

(s, sv) =55

Calculando « e 3, temos

_lsull* vl = {su, sv) llsv?
2+ (Ilsv | = (su5v)?)
5264 — 264
2 (64— 5
—25
~13
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Figura 20 — Calculando ao circuncentro.

_lsul* lisvl® = (su, sv) llsull®

2- (s = (v 5v)%)

40 144 | 40
_M0.pq—tu. A0

_ 25 25
2- (64 - 25°)

35

=5

Calcularemos agora o circ {z, Ry (z), Ry Ry(x)}. Segue que

Cr =z + asy + Bsy

—-25 (2 6 35 (=24 32
=60+ <5’5) "5 (5’5)
50 30 —42 56
6.2 (g5) * (551)
=(2,0).

O circuncentro (0,2) é o ponto de intersec¢ao dos hiperplanos U e V.
Veja a Figura 20.

Agora veremos o caso em que o circuncentro é obtido a partir de
uma cole¢ao finita de conjuntos convexos. Tal conceito foi primeiramente

estabelecido em [6] e estendido em [4, 7].
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Definicdo 6.8. Seja B := (¥71,Y5,...,Y,) uma colecdo de conjuntos néo
vazios ordenados, fechados e convexos em R"™, quando ¢ > 1 é um inteiro
fixado. O circuncentro de B do ponto z € R" é denotado por Cp(z) e

definido por satisfazer as seguintes propriedades:

(i) A primeira propriedade nos mostra que o circuncentro Cg(z) é equi-

distante dos pontos Ry, (z),---, Ry, ... Ry, Ry, (2), ou seja,
Iz = Cs(2)ll = | Rri (2) — Co(2)| = -+ = Ry, ... Ry, By () — Cs(2)]

(ii) J4 a segunda propriedade nos mostra que o circuncentro pertence ao
conjunto afim gerado pelos pontos {2, Ry, (), - , Ry, ... Ry, Ry, (2)},
isto é,

Cp(z) € aff {z, Ry,(),*+ , Ry, ... Ry, Ry, (2) } .

Por conveniéncia, podemos denotar C(z) por
circ {z, Ry, (z), Ry, Ry, (2),..., Ry, ... Ry, Ry, (z)} )

Transcrevemos a seguir o resultado que garante que um circuncentro
de g subespagos estd bem definido, cuja demonstracdo pode ser encontrada

em [7, Lemma 2].

Proposicao 6.9. Considere uma colecio de subespacos afins dada por B =
(U1,Us,...,U,) e com interse¢io Up := (_, U; ndo vazia. Para qualquer

z € R", Cp(z) existe e € dnico.

O caso da boa definicdo do circuncentro para um namero finito de
conjuntos convexos foi tratado em [4] utilizando-se de uma reformulagao
devida a Pierra [25] chamada espaco produto. Tal reformulagdo foge do
escopo deste trabalho por isso nao serd abordada.

Tendo definido o circuncentro, podemos definir o algoritmo CRM,
que usa o calculo do circuncentro. Adiante, veremos algumas de suas pro-

priedades.
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6.3.2 ALGORITMO

O algoritmo apresentado em Algoritmo 3, serd usado para calcular a
interseccao de dois conjuntos U e V. Desta forma o circuncentro estd bem
definido e serd calculado a partir dos pontos x, Ry (x), Ry Ry (z). Definimos

o operador Circuncentro entdo como
C(z) = circ{z, Ry (x), Ry Ry (z)}.

O proximo teorema garante a convergéncia do método quando estdao envol-
vidos um conjunto convexo fechado e um subespaco afim. A demonstracéo

deste teorema pode ser encontrada em [4, Theorem 1].

Teorema 6.10. Sejam V,U C R", em que V € um conjunto fechado e
convezo e U um subespaco afim. Assuma também que VU # & e sejax € U
dado. Entdo, a sequéncia gerada pelo método de reflexdo circuncentrada,

dada por
{Ck(m) }keN

estd bem definida, contida em U e converge para um ponto em V NU.

Note que o teorema acima garante a convergéncia do CRM somente
se o ponto inicial encontra-se sobre o subespaco afim U. Entao, em nossos
experimentos utilizamos um passo de proje¢ao inicial, para que o ponto
esteja sobre U.

Algoritmo 3: Método CRM para encontrar z* € U NV

Entrada: z°, itmax, €

Saida: x*
1 inicio
2 20 = Py (20) ;
3 para k=0,1,... itmax faga
4 ‘ oF 1 = circ(z¥, Ry2¥, Ry Ry 2*);
5 fim

6 fim
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Desenvolvemos também um exemplo passo-a-passo sobre o funcio-
namento do CRM através do seguinte Applet Geogebra CRM. Podemos
verificar que o circuncentro ndo depende do angulo entre as retas, como o
MAP e o DRM.

6.4 CIRCUNCENTRO CENTRALIZADO OU CCRM

O CRM centralizado (CCRM) foi recentemente proposto por Behling,
Bello-Cruz, Iusem e Santos [8] em 2021 e suas propriedades podem ser
verificadas neste artigo. Esse método utiliza o operador circuncentro assim
como o CRM, porém, utilizam-se alguns passos de centralizacao para o ponto
inicial, de modo a garantir a convergéncia para dois conjuntos convexos
quaisquer. Nesta monografia embora nao havendo teoria de convergéncia
construida, também vamos utilizar o CCRM para encontrar a intersecgao
de conjuntos nao convexos.

Dado Xy, o primeiro passo consiste em fazer as projeges alterna-
das nos conjuntos U e V, assim como feito em Algoritmo 1. A partir do
ponto Z = Py Pyx®, é feito a projecdio simultdnea em ambos conjuntos.
Denotaremos Py Py Pyz® = PyZ = W. Note que Z = Py Py Pya®. Os
pontos obtidos serdao usados para obter Y, que serd a média das projecoes
simultaneas, ou seja, ¥ = % Veja a Figura 21. O método das projecoes
simultaneas usado no CCRM ¢é baseado no método proposto em 1938 pelo
matemadtico italiano Gianfranco Cimmino, algumas propriedades sobre esse
método pode ser encontrado em [11].

A partir do ponto Y, sdo realizadas as reflexoes simultaneas e por
fim calculamos circ(Y, RyY, RyY'), conforme a Figura 22. Isso conclui uma
iteracao completa. Um exemplo dinamico de CCRM, pode ser encontrado
em Applet Geogebra CCRM.

Antes de mostrar o algoritmo, vamos enunciar o teorema de conver-
géncia do CCRM. A demonstracao pode ser encontrada em [8, Theorem 2.9].

O Algoritmo 4, representa o algoritmo utilizado nos experimentos numéricos.

Teorema 6.11. Sejam U,V C R"™ conjuntos fechados e convexos com


https://www.geogebra.org/m/ydskx8gk
https://www.geogebra.org/m/b52y6at9
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Figura 21 — Centraliza¢do do ponto inicial CCRM.

*o

Figura 22 — Iteracao completa do CCRM.

UNV # @. Entdo, para qualquer ponto inicial 20 € R™, a sequéncia definida
por
=7 (z’é) = circ {z’é, Ry (z’é) , Ry (zé)}

k PVpU(Zk) + PUPVpU(Zk)
em que zq = B)

Note que o operador € computa o circuncentro de reflexes paralelas,

, converge para um ponto de UNV .

diferentemente do CRM em que as reflexdes sdo consecutivas.
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Algoritmo 4: Método CCRM para encontrar 2* ¢ UNV

Entrada: z°, itmax, €

Saida: z*

1 inicio
2 para k=0,1,... itmax faga
3 Z = PVPUxO;
4 W =PyZ,
. v W+ Z;
2
6 2P+l = cire (Y, RyY, RyY);
7 fim

8 fim
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7 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para os nossos experimentos numéricos, vamos usar a modelagem e
aplicar os métodos vistos no capitulo anterior para completar matrizes de

distancias Euclidianas.

7.1 CONJUNTOS E PROJECOES

Como visto no Capitulo 4 existe uma ligagdo entre matrizes EDMs e
matrizes semi-definidas positivas. Comegaremos enunciando um resultado
baseado no Teorema 4.5 estabeleido por Hayden e Wells [15], que apresenta

uma caracterizagao similar para as matrizes EDMs.

Teorema 7.1. Sejam X € D" e Q uma matriz de Householder, definida
por :=I—2z§’~2, comv=][1,1,...,14+/n] € R". Entio X € D" é EDM

se e somente se o bloco X € R"™1*"~1 definido como

2T 5

Q-X)Q = lX ] , (17)

€ semi-definido positivo. Neste caso, X € irredutivelmente incorpordvel em
R", quando
r = posto(X) <n — 1.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [15, Theorem
3.3]. Uma consequéncia deste teorema é a convexidade do conjunto das
matrizes de distancias Euclidianas.

Para o completamento, usaremos os conjuntos C1, Co e C§ definidos a
seguir. As informagoes sobre os conjuntos e suas proje¢oes foram obtidas em
[1]. Seja D uma matriz EDM, denotamos por o subconjunto das entradas
conhecidas de D.

Primeiramente considere o conjunto convexo

Ci :={X € S" | X é uma matriz de distdncia com as entradas x;; = d;;Vi,j € Q}.
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A projecdo de X € S™ em C; é dada por:

0, sei =]
Pe,(X) = d;j, sei,j €

max(0,z;;), caso contrario.

Exemplo 7.2. Seja X a matriz inicial e D a matriz parcial, dadas por

-1 2 —4] 01 3
X=12 4 9|eD=1{1 0 0
—4 9 —6 300

Veja que Q = {(1,2),(1,3)}. A projegdo de X em C; é

Po,X =

w = O
o O =
O © W

Seja agora o conjunto convexo Cs, definido por
Co:={XesS"| X ST},

em que X é dado na Equagédo (17). A projecdo de uma matriz X € S” em

C5 é dada por

A~

PCz(X):_Q |:’j§ :_‘| Q7

em que X = UALUT, a decomposi¢ao espectral (ver [27]), e A4 corresponde
a matriz dos n — 1 maiores autovalores nao negativos de X. Deste modo,
caso algum autovalor seja negativo, tomamos max(\;, 0).

Os conjuntos C; e C5 representam o caso de problema de viabilidade
convexa, isto é, X serd uma matriz de completamento de distancias de D

se, e somente se,
XelCindO,.

Neste caso, se aplicam os métodos apresentados no capitulo anterior.
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Em muitos casos praticos, a matriz parcial deve ser completada com
uma matriz de posto baixo, menor que n. A reconstrugao de proteinas e a
localizacao de sensores sdo exemplos de problemas com posto baixo. Isso
dificulta um pouco as coisas, pois, neste caso, precisamos de um subconjunto
de matrizes que estdo em C5, mas com limitacdo de posto, digamos r:
este conjunto denotado por Cj serd definido na sequéncia. Ressaltamos,
porém, que tal conjunto C4 néo é convexo: com efeito, o préoximo exemplo
mostra que a combinag¢ao convexa de matrizes de um certo posto nao tem

necessariamente o mesmo posto das matrizes envolvidas.

Exemplo 7.3. Seja S = {A € R%2*? | posto(4) < 1}. Veja que Sy, 5 € S,

com

Porém, veja que Vt € (0,1), temos que
1 0 0 0
t +(1—1 S,
I NE

1
pela Definicao 2.2, concluimos que S é ndao convexo.

Definimos entdo o conjunto € como
Cy:={XeS"| X eS™!, com posto(X) =r},

em que X é dado pela Equacdo (17). A projecao de uma matriz X neste

conjunto é dada por

P, (X) = —Q [)fp ] e
Tt w
em que X := UATFUT ¢é a decomposicao espectral de Xe A’ é uma matriz di-
agonal com os r maiores valores de {max(0, A1), max(0, Az), ..., max(0, \,—1)},
em que Aq,...,A,_1 Sdo os autovalores de X.
Veja que para r = n — 1, temos posto(f() =n — 1, ou seja, X tem
posto completo e o conjunto C§ coincide com Cs, isto é, torna-se convexo.

Quando 7 < n — 1, o conjunto nao é convexo.
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7.2 GERANDO MATRIZES PARCIAIS

Para gerar as matrizes parciais, vamos utilizar os exemplares propos-
tos por Moré e Wu [24], e nos basearemos nos testes feitos em [23].

Seja s € N, com s > 2. Assim, geramos pontos de R? que sdo todas
as combinagdes possiveis de {0,1,...,s — 1}. Desta forma, garantimos que
nossa matriz seja uma matriz de distdncias euclidianas. A dimensao da
matriz gerada é ]Rssxss, e o nimero de elementos é s®. Exemplificamos a

seguir o caso s = 3.

Exemplo 7.4. Para s = 3, os pontos sdo formados pelas combinagoes de

0,1 e 2, a saber,
vV ={(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),(1,0,0),...,(2,2,1),(2,2,2)}.

Na Figura 23 é mostrada uma representagao do conjunto V. A matriz

original O ¢é tal que O[i,j] = ||v; — v;||? com v;,v; € V, i,j € {1,2,...,s°}.
Assim, i i
0o 1 4 --- 8 9 12
1 01 -+~ 9 8 9
0=
9 89 .. 10 1
12 98 - 41 0],

Para a matriz parcial M, sdo consideradas somente M][i,j] < 2. Assim,

temos -~ _
6010 -~ 00
01
M= |: )
000 -+ 101
o0 0 - 01 O_27X27

Deste modo a matriz parcial possui 729 entradas, das quais, 135 entradas

sao distancias conhecidas.
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Figura 23 — Pontos que geram as distancias da matriz s = 3. (Figura reti-
rada de [20, p. 19]).

7.3 TESTES

Todos os métodos apresentados em Capitulo 6 foram implementados
para os experimentos. Para complementar os testes, propomos e implemen-
tamos o CRMPC que seria o algoritmo do CRM, porém apenas como ponto
inicial é centralizado. Diferentemente do CCRM, o CRMPC faz somente
uma centralizacdo inicial; lembre-se que o CCRM centraliza seus pontos
a cada iteracdo. O algoritmo CRMPC utilizado pode ser encontrado em

Algoritmo 5.
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Algoritmo 5: Método CRMPC para encontrar z* € U NV

Entrada: z°, itmax, €

Saida: z*

1 inicio
2 7 = Py Pya®;
3 W =PyZ,
s v — W + Z;
2
5 para k=0,1,..., itmax faga
6 2**+1 = circuncentro (Y, RyY, Ry RyY);
7 fim
8 fim

O critério de comparacao para os métodos foi feito através da con-
tabilizacdo das projegoes, vista que essas operagoes sdo de maior custo
computacional e as iteragoes dos métodos fazem nimeros diferentes de pro-
jegoes. Os métodos MAP, DRM, CRM e o CRMPC contam com 2 projecoes
a cada iteracdo. O CRMPC ainda soma 3 projegoes, referentes os passos
de centralizacdo do ponto inicial. JA CCRM conta com 4 projecdes a cada
iteragdo, 3 de centralizagdo e 1 para calcular uma das reflexdes simultaneas.
Como critério de parada, olhamos para a distancia entre as projecoes nos

conjuntos, isto é, paramos quando
[Py (z*) = Py (z")|| < tol,

com tolerancia tol = 1 x 107°, e com nimero méaximo de iteracdes estabe-
lecido em itmax = 100000. As proje¢bes comutadas no critério de parada
podem ser reaproveitadas para o préximo ponto, de modo que nao sao com-
tabilizadas a mais. O ponto inicial estabelecido para todos os testes, foi a
matriz de zeros de dimensao apropriada.

Em uma primeira bateria de testes, as matrizes parciais usadas foram
geradas com s = 3,4,5 e 6, com as distancias conhecidas menores que
2. As informactes sobre as matrizes parciais podem ser encontradas na

Tabela 1. Outro conjunto de testes foi realizado com s = 3 variando agora a
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quantidade de elementos conhecidos. Ambos testes foram executados para

o problema convexo C1 N Cy e o problema nao convexo C; N CY com r = 3.

Tabela 1 — Informagoes das matrizes parciais para teste completamento.

Tamanho N° elementos Elementos conhecidos

wn

3 2T x27 729 135
4 64 x64 4096 352
5 125 x 125 15625 725
6 216 x 216 46656 1296
7 343 x 343 117649 2107

O computador utilizado nos experimentos tem as seguintes especifi-
cagoes: processador Intel Xeon W-2133 3.60GHz com 32GB de RAM com
sistema operacional Ubuntu 20.04. Todos os cédigos foram programados
na linguagem Julia [10]. Os cddigos usados podem ser encontrados em
https://github.com/JuninhoTestoni/TCC.

O resutado dos testes para resolver o problema convexo, podem ser
verificados nas Tabela 2, 3, 4, 5, 6. Para este problema, devemos ressaltar
que o DRM converge para um ponto fixo do operador D, diferentemente dos
outros métodos que, convergem para um ponto de intersec¢do dos conjuntos
convexos envolvidos.

Para o problema convexo C7 NC5 todos os métodos convergiram, com
o nimero de projecdes préximos para CRM, CCRM e CRMPC. Podemos
observar que o MAP precisou de um ntimero maior de proje¢oes. J& o DRM
convergiu com o menor numero de projecoes. O custo computacional ficou
bem préximo, variando conforme o niimero de projecoes. A medida que
elevamos a quantidade de elementos da matriz, o tempo para calcular cada
projecao aumenta, logo o tempo também aumenta. Com o passo inicial de
centralizagdo, notamos que o niamero de proje¢oes para CRMPC reduz uma
média de 18% em relacao ao CRM.

Para o problema nio convexo C; N C%, com r = 3, os resultados

podem ser observados nas Tabela 7, 8, 9 e 10. Devemos destacar que os


https://github.com/JuninhoTestoni/TCC
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Tabela 2 — Teste Cy N Cy para s = 3.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 23 1.18755 x 10~ 0.00459197
CCRM 32 1.96845 x 10~ 0.0047326
MAP 210 9.01014 x 107%  0.017434
DRM 20 2.67676 x 10~ 0.00357625
CRMPC 15 5.93035 x 1071 0.00273187

Tabela 3 — Teste C7 N Cy para s = 4.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 49 7.89758 x 1076 0.0771582
CCRM 72 6.09543 x 1079 0.0846281
MAP 438 9.78667 x 1075  0.32033
DRM 28 6.55101 x 103 0.0415405
CRMPC 45 8.57081 x 1079  0.0690891

Tabela 4 — Teste Cy N Cy para s = 5.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 131 7.35996 x 1076 1.12879
CCRM 136 9.74908 x 1075 0.875049
MAP 832 9.93338 x 1075 3.60789
DRM 38 4138 x 10712 0.346496
CRMPC 119 9.20355 x 1076 1.03145

Tabela 5 — Teste Cy N Cy para s = 6.

Algoritmo  N° projegoes Tolerancia Tempo
CRM 247 9.54314 x 10~%  6.92407
CCRM 252 8.71899 x 10~¢  5.22977
MAP 1508 9.89572 x 1076 22.2399
DRM 48 9.66884 x 1012 1.43013
CRMPC 215 9.42079 x 1076 5.8175
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Tabela 6 — Teste C7 N Cy para s = 7.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 525 9.83782 x 1076 49.9079
CCRM 512 9.68012 x 10~%  33.6817
MAP 2364 9.95723 x 1076 109.215
DRM 58 7.30137 x 10712 5.39285
CRMPC 371 9.6981 x 1076  30.2546

algoritmos CRM, CCRM e o CRMPC néo tem convergéncia demonstrada
ainda. Ao comparar com o problema convexo, podemos ver um aumento
na dificuldade do problema, consequentemente um aumento significativo no
nimero de projecoes e tempo de processamento.

Para s = 3 todos os métodos convergiram antes do niimero méaximo
de projecoes com boa aproximagao.

Com s = 4 o DRM atingiu o nimero méximo de iteragdes, nao
chegando na aproximacao desejada. Os outros métodos convergiram com
nimero proximo de projegdes com destaque para o CCRM que convergiu
utilizando o menor nimero de projecoes.

Para o problema de tamanho s = 5 todos os métodos convergiram,
exceto o DRM. Destaque para o CCRM e para o CRMPC.

Nos casos s = 6 e 7, todos os métodos chegaram no niimero maximo de
iteracdes. A melhor aproximacao foi do CCRM que chegou em tol = 1x1073.

Ressaltamos que durante os experimentos estd havendo uma dimi-
nuicdo do valor de critério de parada, indicando que com mais iteragoes,
poderia haver convergéncia com a tolerdncia indicada.

O método CCRM foi o que mais se destacou, ficando a frente de todos
os outros com um nimero de projegoes inferior. Nesse contexto o passo de
centralizagdo do CRMPC se tornou mais eficaz, reduzindo em até 30% o
numero de projecoes em relacdo ao CRM.

O segundo teste realizado foi para os mesmos conjuntos e s = 3.

Sendo assim variamos o nimero de elementos conhecidos da matriz parcial
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Tabela 7 — Teste Cy N C para s = 3.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 509 9.4724 x 1075  0.107212
CCRM 300 8.82788 x 1076 0.0448301
MAP 946 9.9235 x 1075  0.0850525
DRM 1848 9.90367 x 1075 0.344326
CRMPC 445 9.51934 x 1075 0.0937504

Tabela 8 — Teste C; N C3 para s = 4.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 9047 9.98948 x 1075 15.7846
CCRM 4716 9.98975 x 1075 6.05631
MAP 9204 9.99569 x 1076 6.76276
DRM 100002 0.001 38005 142.766
CRMPC 7605 9.97486 x 1076 13.3497

Tabela 9 — Teste Cy N C§ para s = 5.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 13691 9.9786 x 1076  285.982
CCRM 5020 9.98114 x 1075 79.6782
MAP 22014 9.99454 x 106 211.518
DRM 100002 0.001 74761 1659.73
CRMPC 9469 9.97783 x 1075 92.9389

Tabela 10 — Teste C; N CY para s = 6.

Algoritmo  N° projegoes Tolerancia Tempo
CRM 100001 0.001 54793 4137.11
CCRM 100004 0.000319083 3815.23
MAP 100002 0.001 608 33 2535.5

DRM 100002 0.0117147 4029.12

CRMPC 100001 0.000913 238 4195.34
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Tabela 11 — Teste C; N CY para s = 7.

Algoritmo  N° projecoes Tolerancia Tempo
CRM 100001 0.005297 6 10526.3
CCRM 100004 0.000197 062 7550.56
MAP 100002 0.005134 35 6241.36
DRM 100002 0.0246337 10185.7
CRMPC 100001 0.005 848 52 12289.0

Tabela 12 — Teste CRM para s = 3 de Cy N C5.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 509 9.4724 x 1075  0.109134
351 31 9.63892 x 1075 0.00631852
405 1099 2.15719 x 1079 0.254332
645 47 5.63917 x 1076 0.00924959

em 135, 351, 405 e 645 de 729 elementos. Podemos verificar nos testes
que a maior dificuldade se encontra quando a matriz possui 351 distancias
conhecidas, que representa 48% dos elementos da matriz. Embora que os
métodos chegaram ao ntimero méaximo de projecoes, podemos observar que
novamente os métodos estavam convergindo e ficando préximos de uma
solugdo. Podemos verificar também que quando temos uma pequena ou
grande quantidade de elementos conhecidos, os métodos convergem mais
rapidamente.

Os testes para o CRM podem ser observados nas Tabela 13 e 12;
DRM se encontra nas Tabela 15 e 14, para CCRM nas Tabela 17 e 16, do
CRMPC nas Tabela 19 e 18, e por fim o0 MAP nas Tabela 21 e 20.

O interessante para se destacar é que os métodos CCRM, CRM,
CRMPC e MAP encontraram mais dificuldades ao calcular o problema
convexo e em alguns casos nao convergiram para a solu¢gdo. O DRM se

destacou no caso convexo, mas perdeu para todos no problema nao convexo.
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Tabela 13 — Teste CRM para s = 3 de C; N Cs.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 23 1.18755 x 10~ 0.00467664
351 100001 0.000 104 498 21.7477
405 7439 9.95338 x 1075 1.65818
645 245 9.99852 x 1075 0.0492429

Tabela 14 — Teste DRM para s = 3 de C; N C5.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 1848 9.90367 x 107%  0.368722
351 100002 0.708 263 20.8171
405 806 9.7014 x 1075  0.17269
645 188 9.16838 x 1075 0.0343153

Tabela 15 — Teste DRM para s = 3 de C; N Cs.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 20 2.67676 x 107 0.00364119
351 194 9.779 %1075  0.0376129
405 696 9.30434 x 107%  0.137263
645 148 8.88279 x 107%  0.027304
Tabela 16 — Teste CCRM para s = 3 de C; N C3.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 300 8.82788 x 1075 0.0469866
351 40 4.87049 x 1076 0.00616981
405 504 9.96967 x 1076 0.0798676
645 48 5.82472 x 1075 0.00701499
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Tabela 17 — Teste CCRM para s = 3 de C; N Cs.

N° elementos conhecidos N° projegoes Tolerancia Tempo
135 32 1.96845 x 10~ 0.00481015
351 100004 8.93499 x 1075 16.3929
405 12988 9.9808 x 1076  2.09046
645 344 8.54356 x 1076 0.0504335

Tabela 18 — Teste CRMPC para s = 3 de C1 N C5.

N° elementos conhecidos N° projegoes Tolerancia Tempo
135 445 9.51934 x 1076 0.0958421
351 31 3.52429 x 1075 0.0060449
405 315 7.79687 x 1075 0.0675119
645 37 9.91928 x 107%  0.00701097

Tabela 19 — Teste CRMPC para s = 3 de Cy N Cs.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 15 5.93035 x 10719 0.00277031
351 100001 9.17117 x 10=°  22.1563
405 7351 9.98497 x 1075 1.65058
645 241 9.86334 x 1075 0.0479111

Tabela 20 — Teste MAP para s =3 de C, N C3.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 946 9.9235 x 1075  0.0890768
351 62 8.90396 x 1075 0.0056349
405 2696 9.88568 x 107%  0.263699

645 118 8.84064 x 1075 0.0101905
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Tabela 21 — Teste MAP para s = 3 de C; N Cs.

N° elementos conhecidos N° projecoes Tolerancia Tempo
135 210 9.01014 x 1075 0.017963
351 100002 3.18869 x 1075 9.36868
405 29392 9.99497 x 1075 2.63578

645 1004 9.95949 x 1075 0.0847349
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8 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos as matrizes de distancias relacionadas ao
problema de geometria de distdncias (PGD). Vimos as propriedades das
matrizes euclidianas quando trabalhamos com a norma Euclidiana e as
equivaléncias que podem ser verificadas entre as matrizes EDM e as matrizes
semi-definidas positivas. A partir das EDM’s apresentamos o problema do
completamento de matrizes, como um problema de viabilidade.

Estudamos e implementamos os métodos CRM, CCRM, MAP, DRM
e CRMPC, métodos baseados em projecoes para solucionar o problema de-
ferido. Embora os métodos apresentados nao convergiram para uma solucao
em alguns problemas, constatamos que o problema de viabilidade pode ser
resolvido utilizando esses métodos. Destacamos a eficicia do DRM e CCRM
para a resolugao dos problemas convexos e ndo convexos reespectivamente.
O passo de centralizagdo para o CRM teve grande relevancia e reduziu o
nimero de projecoes em todos os problemas que convergiu.

Como continuagao dos estudos que vimos neste trabalho, pretende-se
modelar o problema do completamento por outras formas, por exemplo, a
reconstrucao de proteinas e utilizar os métodos baseados em projegoes para
resolvé-lo. Este problema de completamento de matrizes também pode ser
modelado como um problema de otimizagdo convexa e esta é uma possi-
bilidade de estudos, fazendo também testes e comparagoes. O estudo de
teoria de convergéncia dos métodos envolvendo circuncentros para proble-
mas nao-convexos também é uma possivel via de estudos que esta monografia

apresenta.
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