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RESUMO

O uso de kernels € um dos principais paradigmas de Aprendizado de Maquina. Métodos de
Kernel estdo naturalmente associado a espacos de Hilbert de Reproducao (EHR) e Andlise Fun-
cional por meio do Teorema de Moore-Aronszajn. Neste trabalho, apresentamos os elementos
iniciais da Andlise Funcional e entdo os usamos para investigar a natureza desses espagos de
funcgdes. Ao final, abordamos um método de kernel e provamos sua corretude.

Palavras-chave: Espacos de Hilbert de Reproducdo. Andlise Funcional. Aprendizado de Ma-

quina. Métodos de Kernel.






ABSTRACT

Kernel Methods are one of the main paradigms in Machine Learning. The symmetric positive-
definite kernels employed by these methods are naturally associated with Reproducing Kernel
Hilbert Spaces via the celebrated Moore-Aronszajn Theorem. In this work, we present ele-
mentary concepts in Functional Analysis so that we can explore the underlying nature of these
function spaces. By the end, we illustrate the Kernel Methodology via a simple kernel method.

Key-words: Reproducing Kernel Hilbert Spaces. Functional Analysis. Machine Learning.
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1 INTRODUCAO

O Aprendizado de Méquina é um dos campos mais aquecidos da ciéncia (UNION,
2022). De fato, € dificil encontrar uma drea do conhecimento humano que nao tenha sido afe-
tada pela revolucao da Inteligéncia Artificial. Dentro do contexto de Aprendizado de Mdaquina,
os Métodos de Kernel vem sendo aplicados em diversas dreas e em diversos problemas. Para
listar alguns, Métodos de Kernel vem sendo empregados no problema de classificagdo de pro-
tefnas (LESLIE; ESKIN; NOBLE, 2001), na identificagao de doencas na Tireoide (SHANKAR
et al., 2020) e na classificacdo de aplicacdes multimidia (MORENO; HO; VASCONCELOS,
2003).

A troca de representacdo de conjuntos de dados € uma técnica utilizada no Aprendi-
zado de Mdaquina. Por certo, € muito comum que Métodos de Redu¢do de Dimensionalidade e
Selecdo de Atributos como Anélise de Componentes Principais (Principal Component Analysis
- PCA em inglés) sejam aplicados em uma etapa de pré-processamento em fluxos de trabalho
de Aprendizado de Méaquina (AM) (NAVOT, 2006). Para alguns algoritmos conhecidos como
Métodos de Kernel, ha disponivel uma técnica de troca de representacdo poderosa: o Truque do
Kernel. Para estes algoritmos, a tnica informacao relevante do conjunto de dados é o valor do
produto interno entre pares de vetores de treino. Isto €, a quantidade: (x;,x;). Por consequéncia,
qualquer transformacdo ¢ : X — H aplicada sobre o conjunto de dados s6 aparecera em expres-
soes da forma: (¢(x;),#(x;)). E um fato interessante que conseguimos encontrar fungdes da
forma K(x,y) = (¢(x),¢(y)), onde ¢ e H estdo implicitos, que sdo uteis para a resolugdo de
problemas de Aprendizado de Maquina. Um exemplo € o Kernel Gaussiano, que € altamente

usado em conexdo com algoritmos como Kernel-SVM e Kernel-PCA:

K(x7y) — ei')/Hxinzh

Como esses algoritmos dependem do uso do produto interno, sabemos que a imagem
H de ¢ é um espagco com produto interno (ou pré-espaco de Hilbert, como nos referiremos
no texto). Isso motiva a pergunta: qual seria a natureza desses espacos? E uma consequéncia
do Teorema de Moore-Aronszajn, que H é um espaco de Hilbert de Reproducdo (EHR), cuja
definicao pode ser vista a seguir:

Definicao 1.1. Dizemos que um espago de Hilbert H é um espacgo de Hilbert de Reproducao se
for um espaco de fungdes f : X — R e todo funcional avalia¢do T, : H — R dado por Tx(f) =

f(x) for continuo.

Esses espacgos foram primeiramente estudados no contexto de Andlise Harmonica por
Stanistaw Zaremba (ZAREMBA, 1907) e, simultaneamente, no contexto de Equacdes Integrais
por James Mercer (MERCER, 1909). Eventualmente, o assunto foi sistematicamente desenvol-
vido por Nachman Aronszajn e Stefan Bergman (ARONSZAIJN, 1950). E possivel se dizer que
a relacdo de kernels de reproducdo com Aprendizado de Maquina comegou com a descoberta
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de que o Perceptron nao era capaz de classificar conjuntos de dados nio linearmente separaveis
(MINSKY, 1969). De fato, o Kernel-Perceptron foi o primeiro algoritmo de classifica¢do a ser
adaptado para o uso de kernels (AIZERMAN, 1964). Dentre os vdrios usudrios de kernels, o al-
goritmo mais proeminente ¢ o Kernel-SVM, introduzido por Vapnik na década de 90 (BOSER;
GUYON; VAPNIK, 1992). De forma similar ao desenvolvimento sistematico da teoria de ker-
nels de reproducdo, demorou um pouco para que os Métodos de Kernels fossem desenvolvidos
sistematicamente. Neste caso, a figura que mais se destaca € Bernhard Scholkopf, autor de uma
das principais referéncias na drea (SCHLKOPF, 2018).

1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho € esclarecer a natureza dos espacos de Hilbert de
Reproduciao e sua conexdo com os Métodos de Kernel. Ao longo do texto, vamos desenvolver
ferramentas que nos permitirdo compreender melhor as consequéncias da defini¢do altamente
técnica dos EHR. A saber, vamos discutir noc¢des alternativas de base para um espaco vetorial,
veremos como nog¢des analiticas de convergéncia e continuidade se manifestam na teoria dos
espacos normados de dimensao infinita e abordaremos ortogonalidade em espagos de Hilbert.

De maneira especifica, este trabalho almeja:

* Apresentar elementos de Andlise Funcional relevantes para a andlise dos Métodos de

Kernel.

* Motivar o uso de Métodos de Kernel e do Truque do Kernel através do problema de

Classificacdo Bindria.

* Adaptar o Perceptron para o uso de kernels. Isso inclui a demonstragcdo de sua corretude

em conexao ao uso de kernels.

* Introduzir uma caracterizacio equivalente para uma fungdo ser um kernel em termos de

funcdes simétricas e positivo-definidas.

* Apresentar de forma rigorosa alguns exemplos de kernels importantes para a pratica de

Aprendizado de Mdaquina.

* Demonstrar o Teorema de Moore-Aronszajn e estabelecer a relevancia dos espagos de

Hilbert de Reproducdo para a teoria dos Métodos de Kernel.

1.2 ORGANIZACAO DO TEXTO

O texto estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2, introduzimos espagos
normados e discutimos as peculiaridades encontradas em espagos vetoriais de dimensao infi-

nita. Em particular, vemos que o conceito usual de base é (em grande parte) insatisfatério em
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dimensio infinita. Discutimos também como nog¢des analiticas de convergéncia e topologia se
fazem necessdrias para o estudo adequado desses espagos. Finalmente, abordamos operadores
e funcionais sobre esses espacos.

O Capitulo 3 aborda espacgos de Hilbert, que sdo uma classe especial de espacos nor-
mados. A teoria dos espacos de Hilbert € uma das dreas mais belas da Anélise Funcional, pois
grande parte dos resultados sdo intuitivos e de ficil compreensdo. De fato, € possivel se dizer
que os espagos de Hilbert sdo a melhor generalizacio que se conhece do tipico R"” ou C”. Neste
texto, nos concentraremos em espacgos vetoriais reais, pois sdo os espacos relevantes para o
Aprendizado de Maquina.

No Capitulo 4, introduzimos brevemente o Aprendizado Supervisionado e, entdo, o
Perceptron Bindrio. Incluimos também uma demonstracdo de sua corretude com respeito a
qualquer espaco de Hilbert. Por fim, munidos do conhecimento dos capitulos anteriores, abar-
camos espacos de Hilbert de Reproducdo e o Teorema de Moore-Aronszajn. Terminamos o
texto com uma conclusdo que reflete sobre o que foi abordado e discute continuagdes naturais
deste trabalho.
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2 ESPACOS NORMADOS

Mathematical objects are
determined by, and understood by,
the network of relationships they
enjoy with all the other objects of

their species.

Barry Mazur

Neste capitulo, abordamos espagos normados'. Esses espacos nada mais sdo do que es-
pacos vetoriais com a no¢do adicional de norma (tamanho) de vetor. Essa discussdo € relevante
pois todo espaco de Hilbert é também um espaco normado. Assim, conseguimos primeiro nos
concentrar em aspectos relacionados a norma. Outra razdo que nos motiva a apresentar espagos
normados, ao invés de seguir diretamente para espacos de Hilbert, é que espagos normados sao
a linguagem “natural” da Anélise Funcional®. A relacdo entre os diversos tipos de espacos es-
tudados em Anélise Funcional € ilustrada na Figura 1. Dito isso, a partir de agora, pensaremos
em Andlise Funcional como o estudo de espacos normados e operadores entre esses espacos-.

Vamos comecar relembrando a definicdo de espaco vetorial.

Espaco Vetorial
Topolégico
[topologia]

t

Espago Métrico
[distancia]

Espacgo de Banach Espago normado\

[completude] [norma]

Espagco de Hilbert FiEEEEED Cl
(— Hilbert
[completude]

[produto interno]

Espaco de Hilbert de
Escopo Reprodugio

[kernel] )

Figura 1 — Relacdo “é um tipo de” entre diferentes tipos de espacos estudados em Andlise Funcional.

O texto pressupde familiaridade com Algebra Linear e Andlise Real.

Pelo menos em sua versado elementar. Em abordagens mais aprofundadas, € comum se deparar com o conceito
de espago vetorial topolégico, que € uma generalizagdo dos espagcos normados.

Em Anadlise Funcional, € comum se referir a transformagcdes lineares como operadores.
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Definiciio 2.1. Dado X um conjunto. Se tivermos duas operagdes* +: X xX - Xe - :RxX —
X definidas de forma que as seguintes regras sejam satisfeitas, entdo V = (X, +,-) é um espago

vetorial (real).

1. Comutatividade da soma: Vu,v:u+v=v+u.

2. Associatividade da soma: Vu,v,w: (u+v)+w=u+ (v+w).

3. Identidade da soma: Existe um vetor nulo O tal que Vu : 0+ u = u.

4. Inversa da soma: Para todo vetor u, existe um inverso —u, tal que u+ (—u) = 0.
5. Identidade do produto: Existe um escalar neutro 1 tal que Vu : 1-u = u.

6. Compatibilidade: A ordem que multiplicamos dois escalares ndo importa: podemos pri-
meiro multiplicad-los em R e depois usar o resultado para escalar o vetor, ou podemos
fazer duas multiplicagdes por escalar em sequéncia; o resultado serd o mesmo. Formal-

mente, VA, u: (Ap) - u=A~A-(U-u).
7. Distributividade 1: VA, u,v:A-(u+v)=A-u+A1i-v.
8. Distributividade 2: VA, p,u: (A +pu) - u=A-u+ - u.

Os axiomas acima capturam a esséncia do que um conjunto necessita satisfazer para
que possamos pensar nos seus elementos como vetores. Como veremos a seguir, 0s espacos
vetoriais de interesse para Andlise Funcional sdo tipicamente espacos de sequéncias e de fun-
coes, o que nos leva imediatamente para questdo: como pensar em sequéncias e fungdes como
vetores? Vamos comecar com sequéncias. Seja RY o conjunto de todas as sequéncias de ni-
meros reais. Note que RY é um espaco vetorial com soma e produto coordenada a coordenada.
Podemos pensar nos elementos de RY como tuplas com infinitos indices, um para cada niimero
natural; e.g., x = (x1,X2,..., ). Essa visdo é inclusive reforcada pela notacio RY. Assim, é evi-
dente que sequéncias sdo vetores, a Unica diferenca é que ha infinitos eixos nesse sistema de
coordenadas. Analogamente, podemos pensar no espaco vetorial das fun¢des de R em R, o
F(R,R) como sendo o espaco das tuplas indexadas pelos niimeros reais, o R®. Assim, temos
um indice para cada real: (xq)qecr € 0 sistema de coordenadas possui incontédveis eixos. Se-
guindo essa maneira de pensar, os espacos de funcdes que veremos sdo todos subespacos de
RR. Note que podemos falar de vetores em qualquer nimero de coordenadas (hd um espaco

vetorial para cada cardinals). Com efeito, o espago vetorial R¥, em que x € um cardinal, recebe

4 Formalmente, nio ha diferenca entre operacio e funcdo. Usamos a primeira notagiio por vantagens ébvias:

imagine s6 usar +(u,v) ao invés de u+v.
Aprendemos na escola que um nimero cardinal serve para medir quantidades absolutas, ou seja, tamanhos de
conjuntos. Os primeiros nimeros cardinais sdo os naturais: 1,2, ...; como € possivel construir uma hierarquia de
conjuntos infinitos, um maior que o outro, € preciso estender os nimeros naturais para que possamos representar
o tamanho de conjuntos arbitrariamente grandes. Esses nimeros recebem o nome de cardinais. Para mais
informagdes, consulte (HALMOS, 2011).
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o nome de espago vetorial livre. O nome “livre” esta associado ao fato de que ndo precisamos
de nenhuma informacdo extra para construir esses espagos, basta determinar o tamanho da base.

E fato que em Algebra Linear todo espaco vetorial possui uma base no seguinte sen-
tido:

Definicao 2.2. Seja V um espaco vetorial e E um conjunto de vetores linearmente independen-
tes em V. Dizemos que E é uma base (de Hamel®) quando, para qualquer vetor v em V, h uma

decomposicdo de v como combinagao linear dos vetores de E:

v=x1e|1+xe2+...+x,6,, xi€R,e;€E.

A prova desse resultado € trivial para espacos de dimensao finita. Com efeito, relem-

bremos da seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3. Dizemos que um espaco vetorial V € de dimensao finita quando possui uma base

(de Hamel) com um ntiimero finito de elementos.

O processo de determina¢do da dimensdo de um espago de dimensao finita tende a
ser bem simples. De fato, considere R”. E imediata a intuicdo de que os vetores {(1,0,...,0),
(0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)} formam uma base. Basta assim verificar as condi¢des formais. Em
um tipico espaco de dimensao infinita (hd excessoes, € interessante voltar para esta questao apds
Ver 0 espago 9, a “base candnica” tende a ndo ser uma base (de Hamel). De fato, pense no es-
paco RN discutido anteriormente. A “base candnica” deste espago é composta pelas sequéncias
que sdo 1 na cordenada n e 0 em todas as outras; a extensdao natural da base de R”. Toda-
via, ndo é possivel representar os vetores de RY como combinagdes lineares finitas de vetores
dessa “base” (o conjunto resultante seria ¢). Precisariamos de séries para isto. Como sabe-
mos, a introducao de séries necessita de alguma no¢do de convergéncia. Isso e outras questoes,
como continuidade de operadores, faz com que a Andlise Funcional seja um mix’ de Algebra
com Andlise (e Topologia). Dito isso, a existéncia de bases de Hamel para espagos vetoriais
quaisquer passa a ser um fato ndo trivial, a ponto de necessitarmos de um argumento que nos
convenca de sua veracidade. O argumento que faremos precisard de um resultado fundamental

de Teoria dos Conjuntos: o Lema de Zorn.
Lema de Zorn

The Axiom of Choice is obviously
true, the well-ordering principle
obviously false, and who can tell

about Zorn’s lemma?

Jerry Bonna

6
7

Introduziremos outras no¢des de base. Assim, passaremos a nos referir as bases usuais como bases de Hamel.
Note como essa situag@o se reflete na nomenclatura: Algebra Linear e Andlise Funcional. Ambas as dreas
estudam espacos vetoriais e transformagdes lineares, mas os métodos empregados sdo bem diferentes.
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Para apreciar o uso do Lema de Zorn, é importante entendermos o contexto em que
estd inserido. Desde o inicio, os mateméticos sempre estiveram preocupados com a validacao
de seus métodos e teorias. Isto €, preocupados com a pergunta “como garantir que o que estou
fazendo esta certo?”. Os detalhes de como essa questdo vem sendo abordada ao longo dos anos
variam, mas uma coisa € invariante: o uso do Método Axiomatico.

O Método Axiomadtico consiste em especificar uma cole¢do (tipicamente pequena) de
premissas/axiomas e entdo investigar as consequéncias desses axiomas. Demorou um pouco

para os matematicos perceberem que a unificagio da Matemdtica sobre um tnico®

conjunto de
axiomas é um grande auxilio a produtividade. De fato, até a revolugdo das teorias de conjunto
do século XX, era comum que os diversos objetos da Matematica fossem tratados de maneira
isolada. Isso ndo impedia totalmente a interac@o entre as diversas partes da Matematica, mas
tornava grande parte das tentativas vagas e imprecisas.

Como € possivel ver pela defini¢do dada para espacos vetoriais, a linguagem unifica-
dora da Matemética € a Teoria dos Conjuntos (tipicamente, a versao conhecida como Zermelo-
Frankel-Choice, ZFC). Essa estruturagdo da Matematica em torno de uma teoria de conjuntos €
muito similar a estruturacao de ambientes de programac¢do em torno de um sistema operacional.
E possivel viver longe da linguagem de baixo nivel, e muitos matematicos fazem isso. Contudo,
as vezes é necessario fazer o uso de primitivas. E exatamente esse o caso com o Lema de Zorn.

Vejamos as defini¢des e o lema a seguir:

Definicao 2.4. Dizemos que uma relagdo < sobre um conjunto X é uma ordem parcial se possui

as seguintes propriedades:

1. Reflexividade: Vx : x < x.
2. Anti-Simetria: Vx,y : x < ye y < x juntos implicam em x = y.

3. Transitividade: Vx,y,z: x <yey < zjuntos implicam em x < z.

Observacao. Note que a relacdo de inclusdo C sempre define uma relacdo de ordem parcial

sobre uma colec@o de conjuntos. Veja um exemplo na Figura 2.

Definicao 2.5. Seja < uma relacido de ordem parcial sobre um conjunto X e seja L um subcon-
junto de X. Dizemos que L é uma cadeia se cada dois elementos de L sdo comparaveis. Isto €,

seVx,yeL:x<youy<ux.

Lema 2.1. (Lema de Zorn) Seja § um conjunto parcialmente ordenado pela relacio <. Se
toda cadeia possui uma cota superior em 3§, entdo § possui (pelo menos) um elemento maximal

Xo tal que ndo hé outro x; em § com xp < xj.

8 Atualmente, teorias de conjuntos nio sdo mais os tnicos fundamentos disponiveis para Matematica. De fato,

areas da Matemadtica com alto cardter algébrico tendem a se basear em Teoria das Categorias e dreas tedricas
da Computacdo tendem a se basear em Teoria dos Tipos.
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Figura 2 — Ordem parcial sobre o conjunto poténcia de {x,y,z}. Fonte: I, KSmrq, distribuida pela licenca CC
BY-SA 3.0.

Teorema 2.1. Todo espaco vetorial admite uma base de Hamel.

Demonstragdo. SejaV um espacgo vetorial. Uma base em V nada mais é do que um subconjunto
maximal de V cujos vetores sdo linearmente independentes. Assim, basta definir § como sendo
a colecio de subconjuntos L.I. em V, < como C e verificar que toda cadeia possui uma cota
superior. Com efeito, seja (L;);c; uma cadeia e tome L = |J;c;L;. Veja que os vetores de L
continuam sendo linearmente independentes. De fato, se ajvi +av2 + ... +a,v, =0e vy €
Li,v2 € Ly, ...,v; € Ly, basta ordenar os L; e escolher o maior de todos, vamos denoti-lo por
L. Note que todos os vetores da combinacgdo linear pertencem a L;. Assim, a tinica escolha
de escalares que pode gerar um vetor nulo é a; = a» = ... = a, = 0. Podemos concluir que L
pertence a § e que, portanto, toda cadeia em § possui uma cota superior também em §. Seja M
um conjunto maximal de §, vamos verificar que M também é gerador. Com efeito, suponha que
ndo o seja, entdo é possivel pegar um vetor v fora do span de M. Isso nos diz que M’ = MU {vp}
¢ um conjunto L.I., mas isso é um absurdo, pois implicaria M’ > M. Assim, nio ha tal vo e M é

uma base para V. 0

Observacao. E interessante notar que essa estratégia para mostrar a existéncia de uma base
de Hamel ja se faz necessaria nos exemplos mais simples de espagos de dimensao infinita. De
fato, nio é possivel construir uma base explicita para RY. E necessdrio usar o Lema de Zorn. A

situacdo é mais estranha do que parece, como pode ser visto a seguir:

Extra 1. Como em R" hd bases de Hamel candnicas compostas por tuplas de ze-
ros e uns, gostarfamos de pensar que haveria uma base de Hamel para RY composta

somente por sequéncias de zeros e uns. Contudo, ndo ha tal base. E possivel se con-

vencer disso através de uma contradicio; seria possivel encontra-la?

Voltaremos as questdes analiticas mais a frente. Por ora, vejamos alguns exemplos.
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2.1 EXEMPLOS DE ESPACOS VETORIAIS

Exemplo 2.1. R". Esse espac¢o tem dimensdo n e possui como base os vetores candnicos
{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,..., 1) }.

Exemplo 2.2. P,(R), o conjunto dos polindmios de grau até n. Esse espaco tem dimensao n+ 1

e possui como base os polindmios {1,x,x?, ..., x"}.

Exemplo 2.3. Em geral, solugdes para equacdes lineares homogéneas tendem a dar origem a

espacos vetoriais. Vejamos os seguintes exemplos:

1. Seja A uma matriz n X n € x um vetor n X 1, entdo as solugdes do sistema de equacdes
Ax = 0 formam um subespaco de R". Note que esse espaco € o nticleo da transformacdo

linear correspondente a matriz.

2. Seja F o conjunto das fungdes que satisfazem a equagdo diferencial agf + arf' + ... +
a, f = 0, entdo F é um espaco vetorial. Novamente, esse conjunto é o nicleo de uma

transformaco linear; a saber, Df — aof +aif' +... +anf (n),

Exemplo 2.4. Vejamos alguns espacos vetoriais de sequéncias. Os seguintes conjuntos sao
todos espagos vetoriais se considerarmos que a sequéncia x +y é dada pela soma coordenada a
coordenada: x+y = (x; +y1,x2 +y2,...) € que a sequéncia A - x € dada por (Ax;,Axs,...).

Nome Descricao
0 Espaco das sequéncias que s6 sdo diferentes de zero em finitas posicoes.
op Espagos das sequéncias tais que Y. | [x;|P < oo,1 < p < oo
o Espaco das sequéncias limitadas.
c Espaco das sequéncias convergentes.
o Espaco das sequéncias que convergem para zero.

Exemplo 2.5. Agora, vejamos os principais exemplos de espagos vetoriais de funcdes. Fixemos
X um conjunto (pensemos em R ou [a, b]). Os seguintes conjuntos sdo todos espagos vetorias se
considerarmos que a fungdo’ f 4 g : X — R é dada pontualmente por (f + g)(x) = f(x) + g(x)
e que a fungdo A f é dada pontualmente por (A - f)(x) = A f(x).

9 Note que a soma de dois vetores deve ser um vetor, logo, a soma de duas func¢des é também uma fungdo. Idem

para o produto por escalar.
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Nome Descricao
C(X) Espaco das fun¢des continuas da forma f: X — R.
Ck(X) Espaco das fun¢des cuja k-ésima derivada é continua.
C*(X) Espaco das fungdes que sdo infinitamente diferencidveis.
C?(X) Espaco das fungdes analiticas.
Rla,b] Espaco das fun¢des Riemann integraveis.
LP(X) | Quoc. do espago das fungdes mensuraveis tais que ( [y | f(7) |pdt)% <oo, 1 < p<oo,
B(X) Espaco das fun¢des limitadas.
F(X,E) | Espaco das fungdes da forma f : X — E, em que E é um espago vetorial qualquer.

Ha uma observagdo a ser feita sobre a tabela acima a respeito de L. Um aluno de
Computagdo provavelmente ndo estd familiarizado com funcdes mensurdaveis. Tendo isso em
mente, motivemos brevemente a ideia. Na teoria de integracdo a Riemann (que é vista nos
cursos de Calculo), exigimos que as func¢des integraveis sejam aquelas ndo muito descontinuas
(formalmente, o conjunto de descontinuidades precisa ter medida nula). E possivel desenvolver
uma outra teoria, a teoria de Lebesgue, que concorda com a teoria de Riemann no sentido que
toda fun¢do integravel a Riemann também € integravel a Lebesgue e o valor de suas integrais é
0 mesmo, mas que € mais potente no sentido de permitir considerar a integral de vérias funcdes
que ndo sdo Riemann integrdveis. Por exemplo, a fun¢do indicadora dos racionais 1g(x) = 1
se x € Q e 0 se x € Q ndo é Riemann integravel, mas possui integral de Lebesgue, cujo valor é
zero. A condigio imposta sobre as fungdes integraveis nessa teoria é que sejam mensuraveis'°.
Naturalmente, a soma de fun¢des mensuraveis é mensurdvel. O mesmo vale para o produto por
escalar e vdrias outras coisas como o limite pontual. Assim, o conjunto das fun¢gdes mensuraveis
(pense Lebesgue integraveis) € um espaco vetorial. Gostariamos, por motivos que ficardo claros
quando introduzirmos o conceito de norma, que o Uinico vetor que possuisse norma nula fosse o
vetor nulo. Como vimos com 1, isso ndo € o caso. Portanto, o real espago L” € composto por

classes de equivaléncias de fungdes'!.

Exemplo 2.6. Continuando na linha de P,,, que ja € um espaco de funcdes, temos varios outros
exemplos de espagos que também possuem dimensao finita. De fato, basta tomar um subcon-
junto finito de vetores L.I. de um espaco de funcdes de dimensao infinita. Alguns exemplos, em

ordem ascendente de complexidade sdo:

1. Em C(R), considere o subespacgo de dimensao dois gerado por sen e e*.

2. Em C(R), as poténcias naturais de ¢* formam um conjunto L.L: e*,e%, ..., ™.

3. Em C[—mx, 7], fixe n € N, entdo as seguintes 2n fungdes formam uma base para os polind-

mios trigonométricos de grau até n: sent,sen?2t,...,sennt,cost,cos?2t,...,cosnt.

10" para mais detalhes, consulte a referéncia (AXLER, 2020).
1" E interessante notar que as fungdes continuas possuem representantes candnicos. Entdo, de certa forma, é
possivel dizer que L € um espago de funcdes e ndo um espaco de classe de equivaléncias de fungdes.
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Extra 2. Quanto maior um espago vetorial, mais dificil € (estatisticamente) para que
um conjunto aleatdrio de n vetores seja linearmente dependente. De fato, observe-
mos que, se f1, f2, ..., fn sdo linearmente dependentes, entdo a seguinte transformacgao

linear sempre possui nicleo nio trivial?, independente da escolha de xy,x7, ..., X;:

filxr) falx) o falxr)
filx2) fa(x2) o fu(x2)

JiGa)  fo(xn) oo fu(xn)
Use isso para verificar que algum conjunto finito de func¢des € linearmente indepen-

dente.

a

O que significa que ndo € injetiva, ndo é sobrejetiva e que possui determinante zero.

2.2 INTRODUZINDO A NORMA

A estrutura analitica que usamos para introduzir no¢des de convergéncia, continuidade
e topologia € a norma. Nesta sec@o, definimos o conceito de norma e damos exemplos de como

usd-lo em combinac¢@o com alguns dos espacgos ja abordados.

Definicdo 2.6. Seja V um espago vetorial, uma norma ||-|| em V é uma fungo de V em R que

obedece as seguintes propriedades. O par X = (V,||-||) recebe 0 nome de espago normado.

1. Separar pontos: ||x|| =0 se, e somente se, x = 0.
2. Homogeniedade: VA,x: ||A-x| = |A]]|x]|.
3. Desigualdade triangular: Vx,y : [|x+y|| < ||x]| +||y||.

Exemplo 2.7. Podemos dotar R” da norma 1: se x = (x1,x2,...,X,), entdo ||x|; =¥, |x;|. Note
que, se n = 1, entdo ||-||; é simplesmente o valor absoluto |- |. Alternativamente, poderfamos

equipar R” com a norma 2: ||x||, = (X, |xi|?)'/?

. De maneira geral, para todo 1 < p < oo,
podemos dotar R" da norma p: [[x]|, = (Li_, x;[P)1/P. Para p = co, a norma é dada por ||x||,, =

max | <;<, |x;|. Vamos denotar esses espagos por /.

Observac¢ao. Como veremos no préximo exemplo, é possivel definir as normas p nos espacos
¢P. Isso faz com que seja possivel pensar nos elementos de ¢, como sequéncias da forma
(x1,x2,...,%1,0,0,...). De fato, a norma de ambas as representacdes seria a mesma. Assim, é
possivel reutilizar a prova de que |||, € uma norma em ¢” para justificar que também € uma

norma em /4.

Exemplo 2.8. Podemos estender a norma p do exemplo anterior para espacos vetoriais de di-

mensio infinita. Consideremos o espaco vetorial RY, entdo ||x|| » = (X xl? )1/P. Notemos,



33

| | |
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 3 — Conjunto B) = {x € & : ||x| » = 1} para alguns valores de p. Fonte: Quartl, distribuida pela licenga CC
BY-SA 3.0.

entretanto, que nem sempre é o caso que |xj|” + |x2|” + ... converge e, portanto, precisamos nos
restringir ao subconjunto em que isso seja verdade. Este subconjunto é um subespaco de RN e

denotamos ele por ¢7.

Observacao. Quando introduzimos o espaco £, nés ndo demonstramos que £” é de fato um
subespaco vetorial de RY. Esta justificativa ndo ¢ trivial e estd altamente ligada a ||-|| » SEr uma

norma. Assim, resolvemos ambas as questdes de maneira conjunta.

Demonstracdo. Seja (P o subconjunto de RN composto pelas sequéncias p-somdveis, vamos
demonstrar que esse conjunto é um subespaco de RY. Com efeito, este conjunto ndo é vazio

pois 0 € ¢¥. Definimos sobre este conjunto a fungdo [|x[|, = (L7 lx;|”)1/P. Note que [[x]|, =0

implica que x = 0, e vice-versa. Também € possivel ver que |4 - x|| = |A][|x]|, pois ||A - x|| =
1
(lim, e Rp) 7, emque R, =Y | [Ax|P =|A|PS,, Sp =Y, |xi

Assim, £P ¢ fechado pela multiplicacdo por escalar. Resta mostrar que x+y € /¥ quando x e y

P, e limy e Ry = |AP|limy_ye0 Sy

2 1 A ) )
pertencem a (. Vemos isso através da prova que [[x+y|, < [[x[|, + [[y[|,- Note que a norma
p ndo necessariamente estd definida sobre esse vetor, mas isso é facil de resolver: primeiro
se mostra a desigualdade, depois se conclui que ¢¥ € um espaco vetorial, entdo se diz que
lx+yll, < [lell , + Iyl
fazé-la, precisamos da seguinte desigualdade auxiliar (desigualdade de Holder!?):

> aparte realmente importante € a demonstraciao da desigualdade. Para

1 1
. = ! ! I 1

Yyl < (Xl | (Xhilf) . —+=-=1 2.1)
i=1 i=1 i=1 P4

Agora, observemos que a desigualdade vale para quaisquer sequéncias x e y, o que

significa que ambos os lados podem ser infinito. Dito isso,

12 Uma demonstraciio desse resultado pode ser encontrada na secio 1.2 da referéncia (KREYSZIG, 1989).
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[ (o) [0

i yil” = Y b il + il <Y bl il P Y vl il
1 =1 i=1 i=1

1

Podemos entdo aplicar a desigualdade de Holder para obter:

1 1
o o q ) q
Y bitil” < |l (Z 1Xi+yi\<P-l>‘J> +1l, (2 \x,-+yl-|<f’-1>q> .
i=1

i=1 i=1
Note que (p — 1)g = 1. Usando isso e fatorando, temos:
q

1

i+ yil < (xll,, + 1¥11,,) (Z \xz'+yi!”>
= i=1

Basta reagrupar a série para obter a desigualdade desejada:

1

1
) P
(Z‘i !xz'+yi\”) =[x+ yll, < [lx[l, + ¥l , -
1=
O]

Exemplo 2.9. O espaco das sequéncias limitadas ¢ com a norma do maximo dada por ||x||., =

sup;cy |xi| € um espago normado.

7z

Demonstragdo. Comegamos verificando que £ é um subespaco de RY e, portanto, é um espago
vetorial. Para isto, consideremos duas sequéncias limitadas x,y e um escalar real A. Sabemos
que existem constantes reais a,b tais que |x;| < a e |y;| < b para todo indice i. Percebe-se
que A -x e x+y também sdo sequéncias limitadas, pois |Ax;| = |A||xi| < |Ala e |x;i +yi| <
|xi| + [yi| < a+b. Como 0 € £~, podemos concluir que £ é um subespago de RY. Agora ve-
rificamos os axiomas da norma. Claramente, ||x||., =0 <= x = 0. Adicionalmente, ||A - x|| =
sup;eny [ Axi| = supjen [A]]xi] = 4] |[x]]o. Por fim, e +yil < |xif +[yil < [lx]lc + [[¥llocr 0 que
nos diz que ||x||.. + |||, € uma cota superior para o conjunto {|x; + y;|};en. Pela defini¢do do
supremo, sabemos que |[x+y||., € a menor cota superior daquele conjunto. Assim, podemos

concluir que ||x+y]|., < ||l + [yl € que £ é um espaco normado. O

Exemplo 2.10. Seja Cla,b] o espago vetorial das fun¢des continuas com dominio em |a,b],
entio || f||.. = sup{|f(x)| : x € [a,b]} é uma norma'3 e f,, — f com respeito a ||-|., se, e somente

se, as f, convergem uniformemente para f.

Demonstracdo. Note que || f]|.. = 0 sse f = 0. Além disso, lembrando que suprA = rsupA
para r > 0, temos |[rf|| = sup{|r||f(x)| : x € [a,b]} = |r[||f]l. Por fim, temos |[f+gll,, <
[1f1leo + llgllo uma vez que, para todo x € [a,b], | f(x) +g(x)| < [f(x)| +[g(x)] < sup{[f(x)| :

13 ||-]|.. estd bem definida pois f continua sobre [a,b] implica que f é limitada.
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x € [a,b]} + sup{|g(x)| : x € [a,b]} (0 supremo é menor ou igual a toda cota superior). A

~ [llee unif. ., . . ~ i
demonstracdo de que f, — f <= f, — f € deixada como sugestdo de exercicio para o

leitor. L]

Exemplo 2.11. Também em Cla, b], podemos definir a norma p da seguinte maneira: | f||, =

(Ja 1P

Demonstragcdo. Ao contrario de /7, onde precisamos mostrar que o conjunto era de fato um
espaco vetorial, jd sabemos que Cla,b| forma um espaco vetorial, entdo basta verificar as pro-
priedades da norma. De fato, se || f||, = 0, temos que uma fung@o ndo negativa e continua possui
integral zero, isso implica que a fungio é nula'*. Além disso, ||0]| , claramente € zero. Para a
segunda propriedade, veja que |4+ fI|, = (f?[Af(1)|Pdi)7 = ([ |A|P|£(¢)|Pdr)?. Usando a
linearidade da integral, € possivel concluir que [|4 - f|[, = [A[[|f]|,. Falta agora mostrar que
If+gll, < Ifll,+ gl ,- Para isto, usamos outra versdo da desigualdade de Holder, desta vez
para funcgdes:

[ otsetar< ([ verear) ([ soar) 22

O resto da demonstragdo segue de maneira andloga a /7. [

2.3 CONVERGENCIA E CONTINUIDADE EM ESPACOS NORMADOS

Em célculo, dizemos que uma série € convergente se a sequéncia de suas somas parciais
P, converge para algum nimero. Ou seja, se, para todo € existe N tal que, para todo n > N,
temos |Pn— Y7~ | x;e;| < €. Crucial para esta defini¢do foi a existéncia de uma fungao distancia
d(x,y) = |x—y
fato, basta definir

: em espagos normados, também temos uma escolha de funcdo distancial. De

d(x,y) = |lx=yll-
Observacao. Note que d assim definida é simétrica e satisfaz a seguinte desigualdade:

Vx,y,z:d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Essa desigualdade, que recebe o nome de desigualdade triangular, nos diz que € sempre

mais rapido ir de um ponto a outro diretamente, sem passar por um terceiro ponto intermedidrio.

Com essa fung¢do distancia, podemos dar as seguintes definicoes:

14" Se ndo fosse nula, a fungdo deveria ser positiva em algum intervalo por conta da continuidade. Isso contradiria

o fato de que a integral da fung¢@o € nula.
Fungdes que satisfazem propriedades similares as de |- | recebem o nome de métrica. Assim, passaremos a nos
referir a d(x,y) = ||x — y|| como sendo a métrica induzida pela norma.

15
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Definicdo 2.7. Dizemos que uma sequéncia (x,),cy € convergente em um espago normado X

se hd um vetor x € X satisfazendo a seguinte condi¢ao:

Ve>0:IN>0:Vn>N:|lx—x,|| <e.

Denotamos a convergéncia de x,, para x por x;, — Xx.

Observacao. Essa definicdo ¢ fundamental. De fato, para muitos conceitos de Andlise, ha
defini¢des em termos de sequéncias. Por exemplo, veremos a seguir que fun¢des continuas entre
dois espacos normados X e Y podem ser caracterizadas como aquelas tais que f(x,) — f(x)

sempre que x, — X.

Definicdo 2.8. Dizemos que uma série ) ;| x;e;, naqual x; € Re e; € X, € convergente se hd um

vetor ).~ ; x;e; € X tal que a sequéncia das somas parciais P, = ) \'_| x;e; converge para ) - ; x;e;.

Definicao 2.9. Dizemos que uma funcdo f : X — Y entre espagos normados X e Y € continua

no ponto x se satisfaz a seguinte condi¢ao:

Ve>0:30>0:Vy:|x—y[|<d=|f(x)—f)| <e. (2.3)

Uma funcdo € continua se for continua em todos os pontos.

Observacdo. Salvo casos que possam gerar ambiguidade, usaremos ||x|| e || f(x)|| ao invés de

Xl e 1F()ly-

Definicao 2.10. Seja X um espaco normado e A C X um subconjunto de X. Dizemos que A é
limitado se ha M > 0 tal que:

VacA: |lal| <M.

Proposicao 2.1. As propriedades bdsicas que estamos acostumados ao lidar com limites de
sequéncias reais continuam valendo em espagos normados. Com efeito, sejam (x,,),en € (Vn)neN

sequéncias em um espaco normado X e A um escalar real.

1. Sex, > xey, —y,entdo x, +y, = x+y.
2. Sex, = x,entio A -x, — A - x.
3. O limite € Gnico; se X, — X| € X; — X2, entdo x; = xo.

4. Uma sequéncia convergente € limitada.

Demonstragcdo. As provas de 1 e 2 sdo andlogas ao caso real. Para 3, note que ||x; — x| =
llx1 — xn + x5 — 22| < ||x1 = X ||+ ||x — x2||. Olado direito da desigualdade vai para zero quando
n — oo. Isso nos diz que ||x —y|| < &, para todo &, o que, por sua vez, nos permite concluir que

|lx1 —x2]] = 0 e x| = xp. Para 4, veja que a convergéncia de (x,),cn nos diz que ha N > 0 tal
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que ||x —x,|| < 1 para todo n > N. Assim, sabemos que ||x,|| < ||x, —x|| + ||x]| < ||x|| + 1 para
todo n > N. Definindo M = max{|[xi ||, [|x2||,-.., [[xn—1], l|x]| + 1}, temos ||x,|| < M para todo
n. [

Proposicao 2.2. (Caracterizacao Sequencial) Uma funcio f : X — Y € continua se, e somente

se, para toda sequéncia (x,),cn com x, — x em X, tem-se f(x,) — f(x).

Demonstracdo. Seja f : X — Y uma fungdo continua e (x,),cy uma sequéncia convergente,
entdo, se escolhermos N de forma que ||x, — x|| < & para todo n > N, em que J estd associado a

€ na continuidade de f sobre x, entdo temos que || f(x,) — f(x)|| < € para todo n > N. Isso nos
mostra que f(x,) — f(x).

A outra dire¢ao da prova € menos construtiva. Suponha que f nio € continua, entdo,
em particular, f ndo é continua sobre algum ponto x. Isso se traduz em 3¢ > 0:V6 > 0: dx :
lx—xX| <& elf(x)—f(x)] >e. Escolhendo § = 1/n para cada n, podemos montar uma
sequéncia (x,),eN que converge para x mas cuja imagem nunca fica mais préxima do que &.

Podemos concluir que f(x,) 4 f(x), 0 que nos dd a contrapositiva. O

Corolario 2.1. Fun¢des continuas se comportam bem com respeito a operagdes algébricas. De
fato, sejam f: X — Y e g : X — Y funcdes continuas entre espagos normados X e Y e seja A um

escalar real, entdo

1. f+ g é continua.

2. A - f é continua.

Demonstracdo. Seja (x,),cn uma sequéncia tal que x, — x. Pelo teoremas anteriores, temos

que (f +8) (%) = (%) + 8 () = f(x) +&(x) = (f+&)(x) e (A- ) () = AS (xn) = Af(x) =

(A - f)(x), o que nos permite concluir que f+ g e A - f sdo ambas continuas. O

Proposicao 2.3. (Desigualdade triangular reversa) Seja X um espaco normado, entdo, para

quaisquer x e y em X, temos que

el = Myl < [l =yl

Demonstragdo. Pela desigualdade triangular, temos ||x|| < ||x—y|| + [|y]|, o que nos d4 ||x|| —
Y[l < [lx—=yl|. Adicionalmente, [|y[} < [lx—y[|+ [lx][ e —[lx[| +[[y[| < [lx—y|]. Combinando

essas duas desigualdades, podemos concluir que | ||x|| — ||y]| | < |lx—y]|. O

Corolario 2.2. A norma é uma funcio uniformemente continua. Isto &,

Ve>0:30>0:Vx,y: [lx—y|| <o — x| -yl <e. (2.4)

Podemos concluir que vetores proximos possuem normas proximas.

Demonstragdo. Dado € > 0, basta selecionar 6 = €. O
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E comum nos depararmos com a seguinte situacio: temos uma sequéncia (Xn)nen que
parece convergir, pois seus elementos ficam cada vez mais préximos uns dos outros, mas que
nao possui um candidato para ser seu limite. Por exemplo, considere a seguinte série:

oo By 1
,-; (=15
E facil mostrar que ela converge absolutamente, mas seu limite nio é tdo claro. Outra

situagdo comum € quando obtemos o0s x; de forma ndo construtiva, como pode ser vista na prova

da Proposicao 2.5. Isso justifica a seguinte defini¢ao:
Definicao 2.11. Dizemos que uma sequéncia (x,),en € de Cauchy quando satisfaz a seguinte
condigao:

Ve>0:3IN>0:Vn,m>N: |jx,—xu| <e&.

Proposicao 2.4. Toda sequéncia convergente é de Cauchy e toda sequéncia de Cauchy € limi-
tada.

Demonstragdo. Seja (x,),en uma sequéncia tal que x, — x. Mostraremos que (x,),en € de

Cauchy. Com efeito, note que ||x, — x| < ||x, — x|| + ||x — X || para todo n e m. Como (x,),en
é convergente, sabemos que, dado € > 0, ha N > 0 tal que Vn,m > N : ||x, — x|| < €/2. Assim,

||y — xm|| < € desde que deixemos n,m > N e (x,),en € de Cauchy.

Agora, mostramos que sequéncias de Cauchy sdo limitadas. De fato, seja (x,),cn uma
sequéncia de Cauchy, entdo ha N > 0 tal que Vn,m > N : ||x, — x;n|| < 1. Em especial, temos
Vn > N : ||xy —xp|| < 1. Isso nos permite concluir que ||x,|| < [lx, —xn|| + [Jxn]] < |||y +1
, entdo ||x,|| <M

sempre que n > N. Se deixarmos M = max{||x{||, ||x2]l,---, |xn—1, [[xn]] + 1

para todo n e (x,),cn € limitada. O
Teorema 2.2. Em (R, |-|), Uma sequéncia é convergente se, e somente se, for de Cauchy.

Demonstracdo. E possivel encontrar uma prova desse teorema na secio 2.6 da referéncia (AB-
BOTT, 2015). [

Nem sempre isso € verdade para um espago normado, o que justifica a seguinte defini¢do:

Definicao 2.12. Dizemos que um espaco normado X é de Banach quando toda sequéncia de
Cauchy em X é convergente. Além disso, dizemos que um subconjunto £ de X é completo se

toda sequéncia de Cauchy composta por elementos de E converge para um elemento de E.

7

Exemplo 2.12. R" € completo com respeito a qualquer norma. De fato, veremos mais a frente

que todo espaco normado de dimensdo finita € de Banach.

Demonstragdo. Provas das completudes de ¢2, ¢7 > e (C[a,b],||-||..) podem ser encontradas
na secao 1.5 da referéncia (KREYSZIG, 1989). O
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—n=2
—n=4
—n=2_8
—n=16

Figura 4 — Sequéncia das f;,, no Exemplo 2.16.

Exemplo 2.13. /P é completo.
Exemplo 2.14. ¢/~ é completo.
Exemplo 2.15. C[a,b] com a norma p = oo é completo.

Exemplo 2.16. Cla,b] com a norma 1 < p < oo é incompleto. E possivel completar esse espaco
usando o Teorema 2.3. E interessante notar que o completamento desse espaco é isomorfo (e

isométrico) ao espacgo L? introduzido anteriormente.

Demonstragdo. Para simplificar a prova, iremos assumir que [a,b] = [0,2]. A prova para o caso

geral € andloga. De fato, considere a sequéncia de Cauchy:

0, se0<x<1-—1/n,
fu(x)=<n(x—14+1/n), sel—1/n<x<1,
1, sex> 1.

Veja que a diferenga entre f;, e f,,, se n,m > N, pode ser superestimada pela drea 1/N.
Se tomarmos N grande o suficente, teremos f;, € f;, arbitrariamente perto uma da outra, o que
significa que a sequéncia de fato é Cauchy. Veremos que as f, ndo podem convergir, pois
caso convergissem, convergiriam para uma funcdo descontinua. Prosseguimos por contradi¢ao.
Seja f o limite das f;, entdo, temos || f;, —f||1‘; = f02 |fn — f|P < € para n grande o suficente.
Note que podemos separar essa integral em trés partes: fol —1/n |fn — fIP, que simplifica para
folil/n 1175 fll—l/n | fu — f17. que ndo simplifica; e [ |f, — f|7, que simplifica para f02 [1—f|P.
Como as trés integrais sdo nao negativas (note o moédulo), temos, em particular, que a ultima fica
arbitrariamente pequena; mas a ultima nao depende em n. Portanto, obtemos foz [1—f|P=0e
f =l nointervalo [1,2]. Mostramos agora que f(x) = 0 para todo x em [0, 1), o que implica que
f é descontinua em x = 1. Com efeito, suponha que f(x) # 0 para algum x € [0, 1). Isso nos diz
que |f|?(x) > 0. Através da continuidade de |f
(x—68,x+6) C (0,1) em que a fungdo fica inteiramente acima do eixo x. Isto é um problema

P podemos também inferir que ha um intervalo
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para nossa hipétese de que as f, convergem para f, pois a integral de 0 até 1 — 1 /n deveria ficar
arbitrariamente pequena e acabamos de mostrar que, se pegarmos n tal que 1 —1/n > x+ 9,
ela fica pelo menos igual a drea dessa regido positiva. Logo, f = 0 no intervalo [0,1) e f
¢ descontinua. Isto também nos leva a uma contradi¢do, uma vez que f deveria pertencer a
C[0,2]. Somos entdo forcados a abandonar nossa hipétese que as f, tem limite; C[0,2] com a

norma p nao € completo. L

Definicao 2.13. Dizemos que uma série } - ; v; de vetores em um espago normado converge

absolutamente se ;- | ||vi|| converge em R.

Proposicao 2.5. Em um espaco de Banach, toda série que converge absolutamente é conver-

gente.

Demonstragdo. Seja Y ;| v; uma série que converge absolutamente, entdo Y, ||v;|| converge
e a cauda Y ;- ||vi|| tende a zero quando m tende a infinito. Vamos mostrar que a sequéncia

P, =Y ,v; das somas parciais é de Cauchy. Sem perda de generalidade, suponha que n > m,

entao:
n n oo
1Pa=Pull =1 X vi < X [ill < Y [Ivill-
i=m+1 i=m+1 i=m
Note que a diferenca ||P, — P,|| é majorada pela cauda que vai pra zero quando m vai
para infinito. Podemos concluir que P, é de Cauchy e, portanto, que converge. ]

E surpreendente o fato de que todo espaco normado incompleto “vive” dentro de um

espaco maior que € completo. Antes disso, vamos relembrar a no¢do de isometria:

Definicao 2.14. Dizemos que uma transformacao linear 7 : X — Y entre espagos normados X

e Y € uma isometria se preserva distancias:

Voo (| Txel| = el (2.5)

Observacdo. Isometrias sdo sempre injetivas, pois 7x = Ty implica T'(x — y) = 0, que, por sua

vez, implicaem ||[x—y||=0ex=y.

Teorema 2.3. Seja X = (V,||||) um espago normado, entdo existe um espago de Banach X =

(V,|I") que possui um subespaco W isométrico & X. Esse W é denso'® em X.

Demonstragdo. A prova desse teorema nao € dificil, mas € entediante. Geralmente, primeiro
se prova um resultado andlogo no contexto mais geral de espagos métricos (tuplas (X,d) nas
quais d € uma funcdo distancia) e entdo o teorema € estabelecido como coroldrio. O presente
teorema, por sua vez, é usado para provar que todo pré-espaco de Hilbert “vive” dentro de um
espaco maior que € de Hilbert. Pode-se encontrar provas para esses trés teoremas nas se¢oes
1.6, 2.3 e 3.2 da referéncia (KREYSZIG, 1989). A ultima versdo serd necessdria para provar o

teorema de Moore-Aronszajn na se¢do de Kernels e Aprendizado. O]

16" Densidade serd definida na Secdo 2.5.
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2.4 BASES DE SCHAUDER

Nesta se¢do introduzimos a noc¢ao de base de Schauder. Apds introduzirmos a noc¢ao
de separabilidade na se¢do seguinte, discutiremos por que nem todo espaco normado admite
uma base de Schauder. De fato, em um certo sentido, um espaco normado precisa ser pequeno

para admitir uma base de Schauder.

Definicio 2.15. Seja X um espaco normado, dizemos que uma sequéncia (e, ),cn de elementos

de X € uma base de Schauder para X se, para todo x € X, hd uma tnica sequéncia de escalares

(%n)nen tal que:

x= ix,'e,-. (2.6)

i=1

Exemplo 2.17. A “base canonica” de ¢” € uma base de Schauder.

Demonstragdo. Seja x = (x1,X2,...) € Py = L7 | xie;, entdo [|x— Pyl|, = (X7,4 |x,~|p)%. Note
que o lado direito vai para zero quando n vai para infinito pois a série ).~ | |x;|” é convergente.
Assim, temos que todo elemento pode ser escrito como uma expansdo em termos dos vetores
da “base canOnica”. Resta mostrar que essa expansdo € unica. Para isso, note que qualquer
mudanca nos coeficientes x; implica em um limite x diferente. Assim, ndo hd como haver duas

representacoes para x € a “base candnica” é uma base de Schauder. [

Teorema 2.4. Seja X um espaco normado, (e,),cn uma base de Schauder para X, (x,),en €

(Yn)nen as coordenadas de dois vetores x e y em X e A um escalar, entdo:

Lo x+y=Y7(xi+yiei,
2. A-x=Y7(Ax)e;.

Demonstragdo. Para 1, temos que x+y = Y. ° | xje; + Y~ | yie; = lim, oo Py 4+ 1imy, 00 O, €M
que P, e O, sdo, respectivamente, as sequéncias das somas parciais de x e y. Pela Proposicao
2.1, podemos fatorar o limite para obter que x+y = Y7 | (x; +yi)e;. A demonstra¢do do item 2

se da de maneira andloga. [

Proposiciio 2.6. E sempre possivel normalizar uma base de Schauder. Isto &, se (Vn)nen € uma
base de Schauder para um espago normado X, entdo (e, ),cn dada por e, = v,/ ||v,|| também é

uma base de Schauder para X.

Demonstragdo. Todo vetor x € X possui uma Unica representacdo como x =) > | x;v;. Pode-
mos rearranjar os termos para achar uma representacdo na base normalizada. De fato, x =
Y= (xi]|vil]|)ei. Se houvesse um vetor com duas representagdes Y - ; yie; € Y.~ | zie; COm res-
peito a base (e,),cn, poderiamos reescrever e; como v;/ ||v;|| e entdo obteriamos uma contradi-
¢do (haveria duas representacdes para um vetor na base (vy,),cn). Podemos concluir que (e,),eN

também € uma base de Schauder para X. [
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Observacao. Andlogo ao caso de dimensdo finita - em que tinhamos vetores expressos da
forma x = x1e; +xe3 + ... + x,e, € podiamos expandir o valor de uma transformagao linear em
x como sendo a combinacdo linear de seus valores na base: f(x) =Y" ,x;f(e;) - em espacos

normados com base de Schauder podemos expandir transformagdes lineares continuas como

séries: f(x) =Y xif(e).
2.5 INTERLUDIO TOPOLOGICO

Nesta secdo, discutiremos propriedades que conjuntos de pontos em um espaco nor-

17

mado podem ou nao possuir. Ao contrario de Algebra Linear'’, nos depararemos mais frequen-

temente com conjuntos “estranhos” para os quais ndo possuimos grande intui¢do. Topologia -
a drea da matematica que estuda espacgos abstratos de pontos e suas propriedades - nos ajudard

a raciocinar nesses casos. De fato, considere as seguintes defini¢des:

Definicao 2.16. Seja X um espaco normado e x um elemento de X, definimos os seguintes

conjuntos:

1. A bola abertaderaior: B.(x) ={ye X : ||x—y| <r}.
2. A bola fechadaderaior: B, ={ye X : [x—y| <r}.

3. Aesferaderaior: S.(x) ={yeX:|x—y|=r}.

Definicao 2.17. Seja A um subconjunto de um espaco normado X, dizemos que a € A é um
ponto no interior de A se for possivel encontrar um r > 0 tal que B,(a) C A. Denotamos por

IntA o subconjunto de A composto pelos pontos interiores de A.

Definicao 2.18. Seja A C X um subconjunto de um espago normado X, dizemos que x € X é

um ponto limite de A se toda bola centrada em x contém algum ponto de A. Isto é:

Vr>0:B,(x)NA#0.
O subconjunto de X composto pelos pontos limites de A é denotado por A.

Definicao 2.19. Dizemos que um conjunto € aberto se ndo contiver nenhum ponto além de seu
interior e dizemos que um conjunto € fechado se contiver todos seus pontos limites. Ou seja, A
¢ aberto se IntA = A e é fechado se A = A.

Proposicao 2.7. (Caracterizaciao Sequencial) Um subconjunto A C X ¢ fechado se, e somente

se, toda sequéncia (x,),cn em A que converge, converge para um elemento de A.

Demonstragcdo. Seja A um subconjunto fechado de X e seja (x,),cny uma sequéncia em A tal

que x, — x € X. Note que a defini¢do de convergéncia nos diz que toda bola B (x) centrada em

17" Conjunto de Cantor, conjunto de Vitali, etc.
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x contém infinitos pontos da sequéncia (x,),en. Como € € arbitrario e a sequéncia é composta

de pontos de A, podemos concluir que x € um ponto limite e, portanto, que pertence a A.

Suponha agora que toda sequéncia de elementos em A que converge, converge para
algum elemento em A e que x € um ponto limite de A. Pela defini¢cao de ponto limite, sabemos
que toda bola B¢ (x) contém algum ponto de A. Assim, se montarmos uma sequéncia de bolas
B1,B;, ... todas centradas em x e com raios dados pela sequéncia (%) neN» teremos como extrair
uma sequéncia (x,),cn de pontos de A onde ||x —x,|| < % Claramente, x,, — x. Pela suposi¢ao

original, podemos concluir que x € X e que A contém todos seus pontos limites. 0

Corolario 2.3. Um subconjunto de um espaco de Banach é fechado se, e somente se, for com-

pleto.

Demonstragdo. SejaY um subconjunto fechado de um espaco de Banach X e seja (x,),cn uma
sequéncia de Cauchy em Y. Como X é de Banach, sabemos que x,, — x para algum x € X. Por
Y ser fechado, sabemos também que x € Y. Assim, toda sequéncia de Cauchy em Y converge

para algum elemento de Y e podemos dizer que Y € completo.

Seja Y um subconjunto completo de X e seja (x,),cn uma sequéncia em Y tal que
X, — x para algum x € X. Note que, em particular, (x,),cn € de Cauchy. Como Y é completo,

temos que x € Y, o que nos permite concluir que Y € fechado. 0
Exemplo 2.18. A bola aberta € aberta e a bola fechada ¢ fechada.
Exemplo 2.19. O conjunto {1/n: n € N} ndo é fechado pois ndo contém o ponto limite 0.

Observacao. O interior IntA de um conjunto A é o maior subconjunto de A que é aberto. De
maneira ansloga, o fecho A de um conjunto A é o menor subconjunto de X que contém A e é
fechado.

Definicdo 2.20. Dizemos que um conjunto D C X ¢ denso em X se D = X. Alternativamente,

D ¢é denso se, para todo x € X e todo € > 0, houver um vetor d € D tal que ||d —x|| < €.
Exemplo 2.20. Q é denso em R e Q" é denso em /5.

Demonstracdo. Uma demonstragdo de que (Q € denso em R pode ser encontrada na secdo 1.4 da
referéncia (ABBOTT, 2015). Para a densidade de Q" em £4, seja x = (x1,x2, ..., X, ) um vetor de
/P e £ > 0 um ndmero real positivo, entdo, pela densidade de Q em R, conseguimos encontrar
um vetor com coordenadas racionais r = (ry,72,...,7,) também em £}, tal que |x; — r;|P < € /n

1 1
parai=1,2,....,n. Assim, |[x—r||, = (X} [xi—ri|P)? < (X}, €"/n)? = €. Assim, concluimos

p
que todo vetor x € ¢} pode ser arbitrariamente bem aproximado por vetores em Q". Portanto,

Q" é denso em /5. O

Observacao. Note que todos os conjuntos acima sdo enumerdveis. Isso motiva a seguinte

definicao.
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Definicao 2.21. Dizemos que um espagco normado X € separdavel se hd um subconjunto D C X

denso e enumeravel.
Exemplo 2.21. /4 e (? sio separdveis, enquanto £ nio é.

Demonstragdo. Mostramos que ¢~ ndo € separdvel, as outras provas podem ser encontradas
na secdo 1.3 da referéncia (KREYSZIG, 1989). Com efeito, considere o conjunto £ composto
pelas sequéncias de zeros e uns. Esse conjunto € ndo enumerével e a distancia entre cada dois
pontos distintos em E é 1. Assim, se D € um conjunto denso, D precisa conter um elemento
distinto para cada bola B, /z(e) centrada sobre uma sequéncia e € E. Isso forca D a ser ndo
enumeravel, uma vez que o conjunto de todas as sequéncias de zeros e uns é ndo enumeravel.

O

Observacao. Todo espago normado que possui uma base de Schauder € separdvel. De fato,
¢ possivel replicar o argumento de ¢”: seja (e,),cn uma base de Schauder para X, entdo o
conjunto das combinagdes lineares racionais (rje; + ez + ... + rye,) € um subconjunto denso

e enumerdvel de X. Com isso, podemos concluir que ¢ ndo possui base de Schauder.

Uma terceira propriedade interessante que um conjunto pode possuir € compacidade.

Vejamos a definicdo a seguir:

Definicio 2.22. Dizemos que um subconjunto K em X é compacto se toda sequéncia (x,),eN

em K admite uma subsequéncia convergente (com limite em K).
Proposicao 2.8. Seja K um conjunto compacto em X, entdo K é fechado e é limitado.

Demonstragao. Comecamos mostrando que K € fechado. Faremos isso usando a caracterizagao
sequencial de conjuntos fechados. Com efeito, seja (x,),cn uma sequéncia de elementos de K
tal que x, — x para algum x € X. Como K é compacto, (x,),cn tem uma subsequéncia conver-
gente (x,) ey com x,; — x' € K. Note que x' = x, pois todos os termos da sequéncia (x,),eN
eventualmente ficam arbitrariamente préximos de x, incluindo os pontos x,, da subsequéncia

que converge pra x’. Assim, x € K e K é fechado.

Agora, mostramos que K € limitado. Para isto, buscaremos encontrar uma contradi¢cdo
a partir da hipétese de que ndo € limitado. De fato, se K ndo fosse limitado, entdo haveria
uma sequéncia (x,),en tal que ||x,|| > n. Essa sequéncia teria de possuir uma subsequéncia
convergente por conta da compacidade de K. Entretanto, pela Proposi¢do 2.1, isso implicaria
que os termos dessa subsequéncia seriam limitados. Isso é um absurdo, uma vez que toda

subsequéncia cresce indeterminadamente. L

Observacido. Em alguns espagcos normados vale a reciproca. Isto é, todo conjunto fechado e

limitado € compacto. Chamamos essa propriedade de Heine-Borel e € um fato crucial para a

anélise dos espagos normados que R possui a propriedade de Heine-Borel 8.

18 H4 uma prova deste resultado na se¢io 3.3 da referéncia (ABBOTT, 2015).



Exemplo 2.22. Em P,,l!, a esfera §| de raio unitirio é compacta.

Teorema 2.5. Seja f : X — Y uma funcdo continua entre espacos normados X e ¥ e K um

subconjunto compacto de X, entdo f(K) é compacto em Y.

Demonstracdo. Seja (y,)nen uma sequéncia de elementos em f(K), podemos escrever y, =
f(xy,) para algum x, € K. Se considerarmos a sequéncia (x,),cn, entdo, pela compacidade de
K, (x;)nen deve possuir alguma subsequéncia convergente (X, )ery com x,y — x' € K. Pela
caracteriza¢do sequéncial de fungdes continuas, temos que f(x,) — f(x') € f(K). Assim,

(Vn)nen possui uma subsequéncia convergente em f(K) e f(K) também é compacto. O]

Corolario 2.4. Seja f : K — R uma fungio real continua definida num subconjunto compacto
de um espago normado X, entdo existem xy; e x,, em K tal que f(x)s) é o valor mdximo atingido

por f e f(x;) é o valor minimo atingido por f.

Demonstracdo. Pelo resultado anterior, f(K) é um subconjunto compacto de R. Isso significa
que a imagem € um conjunto fechado e limitado. Como € limitado, possui infimo e supremo e,
como ¢ fechado, o infimo e o supremo sio elementos de f(K). Assim, existe um valor mdximo

f(xpr) € um valor minimo f(x,). ]

Figura 5 — Primeiras etapas na construcio da Poeira de Cantor. Fonte: Dominio Piblico.

Extra 3. Um subconjunto muito interessante do intervalo [0, 1] é a Poeira de Cantor.
De fato, comece com o intervalo C; = [0, 1], depois remova o ter¢o do meio para obter
G, =10, %] U [% 1]. Continue repetindo esse processo, cada vez removendo o terco do
meio de cada subintervalo de C,,. Isso define uma sequéncia (Cy,),cn de subconjuntos
de [0, 1] que ficam cada vez menores. Veja esse processo na Figura 5. E possivel falar

do limite desta sequéncia como sendo a intersec¢do de todos os seus elementos:
C=()Cu
n=1
Este C € a Poeira de Cantor. Verifique:

1. C nio é vazio e nido é enumeravel.

2. C é compacto.
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2.6 NORMAS EQUIVALENTES

O qudo importante € a escolha da norma para um espaco vetorial? Vimos que to-
das as defini¢Oes analiticas: topologia, convergéncia e continuidade dependem diretamente da
norma. De fato, s6 € possivel determinar quais sequéncias sdo convergentes e quais funcdes sao
continuas uma vez que se tenha fixado uma norma. Assim, € natural buscar uma condi¢do a
partir da qual duas normas produzam as mesmas func¢des continuas, sequéncias convergentes €

topologia. Nesse espirito, vejamos a seguinte defini¢ao:

Definicfio 2.23. Dado um espaco vetorial V, dizemos que duas normas ||-|| e ||-||" para V sio
equivalentes quando hd nimeros reais positivos a, b tais que, para todo x € V

el < alxd’,

Xl < bl

/99

Observacdo. Se definirmos ||-|| = ||-]| como

-|| é equivalente a ||-||"”, entdo = forma uma

relacdo de equivaléncia sobre o conjunto de todas as normas sobre V.

Exemplo 2.23. Em R”, temos que |[-[|; = |[-|... De fato, [|xl[; =X [xil < iy [lxlleo = n{lx]l

e ||x|l =max |x;| <Y, |x| =|x||;- Logoa=neb=1.

Exemplo 2.24. Em R", temos que ||-||, = ||-||.. De fato, [|x]|, = /X1 %] < /X, ||x||f° =
Vi|xl.. € [|x]] = max|x;| < /XL [xi[* = ||x[|;. Logoa=\/neb=1.

Observacao. Por transitividade, temos que ||-||; = ||-]|,.

Teorema 2.6. Quando duas normas sao equivalentes, toda estrutura analitica € indistinguivel.

De fato, seja V um espaco vetorial e |-|| e ||-||" duas normas equivalentes sobre V, entio:

1. Se uma sequéncia (x,),cn de vetores de V converge parax € V com respeito a norma ||-||,

~ z : N / .
entdo também converge com respeito a ||-||” e vice-versa.

2. Se uma sequéncia (x,),cn de vetores de V é Cauchy com respeito a norma ||-||, entdo

z z . N ! .
também o é com respeito a ||-||" e vice-versa.

3. Seja f: V — W uma fun¢do continua com respeito a |||, e |||, e sejam |||, = ||H/V,

|-l = HH;}V Assim, T é continua com respeito a HHIV e HH/W

4. Se A CV ¢ aberto com respeito a norma ||-||, entdo também é aberto com respeito a norma

||-||’. Idem para fechados e compactos.

5. Se V é um espaco de Banach com respeito a ||-

, entdo também o € com respeito a norma

IE H,, e vice-versa.
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Demonstracdo. Para 1, suponha que x, — x com respeito a ||-||. Em particular, tendo fixado
€>0,hd N >O0tal que Vn > N : |[x — x,|| < €/b, em que b é a constante dada pela equivaléncia
de norma. Com isso, podemos concluir que ||x — x| < b|lx—x,|| < & sempre que n > N.

I

. N / . N
Portanto, x,, — x com respeito a norma ||-||'. Note que o caso em que x;,, — x com respeito a

¢ andlogo. A prova para 2 é muito similar a que acabamos de ver e, portanto, a omitimos.

Para 3, seja x um ponto no dominio de f, demonstraremos que f € continua sobre x
com respeito as normas ||-||y, € |||/ Com efeito, tendo fixado & > 0, sabemos que hd § > 0 tal
que || f(x) — f(y)|lw < &/bw sempre que ||x —y||;; < §, em que by estd associada a equivaléncia
entre |||l € ||-|lj. Assim, se deixarmos 8’ = §/ay, em que ay estd associada a equivaléncia
entre ||-||y e |||y, entdo ||x —yl|l, < & sempre que [x —y||;, < &’. Com isso, temos &’ que faz
com que ¥y : [x—yl}y < &' = |£(¥) — FO)ly < bw [F(¥) £y < &. Como as escolhas

de € e x foram arbitrérias, podemos concluir que f é continua com respeito a |-y, e ||- ||y -

Para 4, suponha que A C X € um conjunto aberto, entdo, para todo x € A, temos r tal que
B,(x) C A. Gostarfamos de mostrar que hd r’ para cada x que faz com que B/, (x) C A. Para isto,
veja que, se definirmos 7 = r/a, onde a estd relacionada com a equivaléncia de ||-|| e ||-||', entdo
y € B!,(x) implica em ||x—y|' < r/a, que por sua vez, implica em |x—y|| < alx—y|' <r.
Podemos concluir que y € B.(a) C A. Assim, B,(x) C A e A também ¢ aberto com respeito a
|-I'. O caso de fechados e compactos é imediato se considerarmos o item 1 desse teorema em
conjunto com as caracterizagdes sequenciais que demos para fechados e compactos na secao

passada.

Para 5, suponha que V € de Banach com respeito a

|| e que (x;)nen € uma sequéncia
de Cauchy com respeito a ||-||". Pelo item 2, (x,),cny também é de Cauchy com respeito 2 ||-.
Como (V,]|-||) é de Banach, sabemos que x, — x com respeito a ||-|| para algum x € V. Assim,
utilizando o item 1, podemos concluir que (x,,),en é convergente em (V, ||-||') e que esse espago
¢ de Banach. [l

Observacdo. Em C[a,b|, as normas 1 < p < o ndo sdo equivalentes 2 norma p = oo, pois 0s

espacos resultantes das primeiras sdo incompletos, enquanto (C[a,b], ||-||..) é completo.

2.7 ESPACOS NORMADOS DE DIMENSAO FINITA

Espacos normados de dimensao finita sdo de interesse pois aparecem frequentemente,
as vezes como nicleo/imagem de uma transformacao linear, as vezes como parte de argumentos,
etc. Como veremos nesta se¢do, espacos normados de dimensdo finita possuem muitas propri-
edades interessantes; e.g., todos sdo de Banach e possuem a propriedade de Heine-Borel. Além
disso, os operadores lineares sdo todos continuos. Em dimensao infinita, a situacdo ndo € tdo
simples: é comum se deparar com espacos incompletos, nenhum espago possui a propriedade
de Heine-Borel e hd exemplos de transformacdes lineares importantes que sdo descontinuas.

Vejamos agora um resultado que parece ser simples, mas serd fonte principal dos resultados
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mencionados para dimensao finita.

Lema 2.2. Sejam eq,e>,...,e, vetores linearmente independentes em um espaco normado X,

entdo, existe b > 0 tal que, para quaisquer x,x2,...,x, € R, tem-se

n n
Z \xi| S b inei . (27)
i=1 i=1

Observacao. Este lema nos diz duas coisas: combinacdes lineares com coeficientes grandes
produzem vetores grandes; e, se definirmos ||x||, =Y | |x;,ondex =Y xie; e {e,e2,...,e,}
¢ uma base, entdo ||x||, < b||x||. Isso é grande parte do caminho para mostrar que todas as

normas sobre X, quando X tem dimensao finita, sdo equivalentes entre si.

Demonstragdo. Vamos reformular um pouco o problema. Note que uma solugdo para a desi-

gualdade existe se, e somente se, existe uma solucao para seguinte desigualdade:

n n
1 S b Zy,-ei 5 Z |yi| =1. (28)
i=1 i=1

A inexisténcia de solugdo para essa desigualdade implicaria que € possivel construir
combinagdes lineares com coeficientes de mesmo tamanho, mas com norma arbitrariamente
pequena. Isso ndo é possivel, pois podemos encontrar coeficientes (yy,y2,...,Vn) que produzem
um vetor de norma minima. De fato, considere o conjunto compacto S = {y € R" : ||y||; = 1L}
Podemos definir F : § — R tal que

n
F(y) =) yiei
i=1

F assim definida é continua. Com efeito, pela desigualdade triangular reversa, temos:

=

(vi—zi)ei

n n n n
IF(y) —F@)| = ||| Y viei|| — || Y ziei||| < || Y viei = Y ziei|| =
i=1 i=1 i=1 i=1

Podemos aplicar a desigualdade triangular tradicional para obter:

i=1

F(y)— F(2) < jzlwyl-—z,w ledl.

Majorando pelo maximo M = max ||e;||:

F(y)~F(2)] < MZ] yi—z.

Observamos que a soma da direita é simplesmente |y —z|[;. Isso mostra que F é
continua. Como F é continua, o Coroldrio 2.4 nos diz que ha'® yo € S com 0 < F(yo) < F(y)
para todo y € Y. Por sua vez, isso nos permite concluir que hé solugdo para a desigualdade
2.8. O

9 F (yo) > 0 pois o vetor nulo, dnico com norma nula, néo pertence a S.
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Teorema 2.7. Seja ||-|| uma norma qualquer em X espaco normado de dimensao finita n. Se

definirmos

x|, =X |xi|, onde x = x1e] +x2e2+ ... +X,€n, xi ER e {e1,e€2,...,e,} é uma base
de X, entdo |||, € uma norma. Além disso, ||-||, é equivalente a [|-||. Assim, s6 hd uma classe

de equivaléncia para as normas sobre X.

Demonstracdo. A verificagdo de que ||-||, de fato é uma norma é simples e fica como sugestdo
de exercicio para o leitor. Assim, nos concentramos em mostrar que existe a > 0 tal que [|x|| <
allx||,, para todo x. Com efeito, se deixarmos a = max ||¢;||, entdo ||x|| < alx||,. Por fim,
sabemos pelo Teorema 2.2 que ha b > 0 tal que ||x||, < b||x|| para todo x. Podemos concluir

que ||-|| e [|]|, sdo equivalentes. O
Corolario 2.5. Todo espaco normado de dimensao finita € de Banach.

Demonstracdo. Seja X um espago normado de dimensdo finita e seja {ey,ey,...,e,} uma base

de X. Utilizando o resultado anterior, mostraremos que X é completo com rela¢o a ||-||,. Como

.» pelo Teorema 2.6, teremos que X também € completo com relagdo a ||-||.

Com efeito, considere uma sequéncia de Cauchy arbitraria (x;)zen em X. Temos que
Ve>0:3N>0:VkI>N:Y" | —xl| = |x—x], <& Observe que, ao fixar i, obte-
mos uma sequéncia de Cauchy (xf) reny em R. Como R é completo, temos xi-‘ — b; para algum
b; € R. Defina b = bje; +brey + ... + bye,. Logo, |x—b||, =YX, |xf‘ — bi|. Ao deixar-
mos N = max Ny, N, ..., N, onde N; é tal que Yk > N; : [x¥ — b;| < &/n, obtemos ||x; —b||, < €
quando k > N e, portanto, x; — b em X. Toda sequéncia de Cauchy em (X, ||-||,) converge.

Consequentemente, X é completo com respeito a sua norma original. [

Corolario 2.6. Seja X um espaco normado, entdo todo subespago de X que tem dimensao finita

¢é fechado.

Demonstragcdo. Seja Y um subespaco de X com dimensdo finita. Se restringirmos a norma de
X para Y, temos que Z = (Y, ||-[||,) € um espago normado. Pelo teorema anterior, sabemos que

Y € completo. Adicionalmente, pelo Coroldrio 2.3, temos que Y é fechado. [

Teorema 2.8. Sejam X e Y espacos normados, onde X tem dimensao finita, eseja7 : X — Y

um operador linear entre X e Y. Entdo, T € continuo.

Demonstracdo. Este resultado segue do tltimo lema se usarmos a norma ||-||,. Realmente,
fixe uma base {e1,es,...,e,} para X e tome x = xje| +x2e3 + ... +xpe, € X. Veja que ||Tx|| =
T (X5 xiei)|| = [|1X5 xiTeil| <Y, |xi|||Teil|. Ao definir k = max{||Te;| }, podemos ver que

"1 |xil || Teil| < k|lx||,. Veremos na se¢do seguinte que todo operador limitado (isto &, tal que
hd k > 0 com ||Tx|| < k|/x|| para todo x) é continuo. Assim, 7 é continuo com respeito as
normas ||-||y e ||||,. Concluimos relembrando que ||-||, € equivalente a ||-||y e que isto implica

na continuidade de 7' com respeito a ||-||y. O

Teorema 2.9. Todos os espagos normados de dimensao finita gozam da propriedade de Heine-

Borel. Isto €, os conjuntos compactos sdo exatamente os conjuntos fechados e limitados.
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Demonstragcdo. Seja K C X um espaco normado de dimensao finita. Se K é compacto, entdo
K € fechado e limitado. Mostremos entdo que, em X, vale a reciproca. Com efeito, seja K um
subconjunto fechado e limitado de X e seja (x; )xeny uma sequéncia em X. Adotamos novamente
a norma |[|-||,. Como K ¢é limitado, hd M € R tal que Vk : ||x;||, < M; ou seja, Y1, [x¥| <M
e |x5‘| com i fixo sdo sequéncias limitadas em R. Pelo teorema de Bolzano Weierstrass?’, h4
uma subsequéncia convergente de (x’lc )keN, @ qual denotamos por (x’l‘/) Aplicando novamente
o teorema, obtemos uma subsequéncia de (x’;) ven que é convergente, a qual denotamos por
(x’;/) v'en- Prosseguindo assim, obtemos um conjunto de indices N’ de forma que as sequéncias
(x})Lenr convergem. De fato, seja ¢; o limite da sequéncia (xF);cyr, entdo, se definirmos ¢ =
Y.l cie;, temos que Y | |xf-‘/ —¢i| — 0 e xp — c. Finalizamos a prova observando que, como
K é fechado, ¢ € K. O

Lema 2.3. (Lema de Riesz) Sejam Y e Z subespacos de um espaco normado X tais que Y €
fechado e estd propriamente contido em Z, entdo para cada nimero real r no intervalo (0, 1) hd

z€ Ztal que

2l =1, [lz=yll zrVyeY. (2.9)

Demonstragcdo. Uma prova deste teorema pode ser encontrada na secdo 2.5 dareferéncia (KREY S-
ZIG, 1989). [

Observacao. O que este lema nos diz € que podemos achar um vetor z € Z —Y quase perpen-

dicular ao subespaco Y.

Corolario 2.7. A bola unitéria fechada é compacta em um espago normado se, e somente se,
0 espaco possuir dimensao finita. Assim, podemos concluir que nenhum espago de dimensao

infinita possui a propriedade de Heine-Borel.

Demonstragdo. Suponha, por meio de contradi¢do, que hd um espaco normado X com dimen-
sdo infinita cuja bola unitdria é compacta. Vamos construir uma sequéncia de vetores (X ),eN
na bola que ndo possui subsequéncia convergente. De fato, comecamos com um vetor qualquer
X| com norma unitdria e entdo aplicamos o Lema de Riesz em Y = Span{x; } e Z = X para obter
x; € X tal que ||x; —y|| > 1/2, para qualquer y € Y. Em particular, temos que ||x; —x1|| > 1/2.
Podemos repetir esse passo tomando ¥ = Span{x;,x,} para obter x3 € X com ||x3 —y|| > 1/2
para todo y € Y. Novamente, isso nos dd que ||x3 — x| e ||x3 — x2|| sdo ambas pelo menos 1/2.
Prosseguindo dessa maneira, é possivel construir uma sequéncia de vetores (x,),en tais que
Hx,- —xjH > 1/2, para quaisquer indices i e j. Pela nossa suposi¢do original, (x,),cn possui
uma subsequéncia convergente. Assim, é possivel encontrar N > (0 a partir do qual todos os
pontos da subsequéncia estdo a uma distdncia menor do que 1/2 um do outro. Isso é um ab-
surdo. Portanto, podemos concluir que a bola unitdria ndo € um compacto quando a dimensao
de X € infinita. [

20 Egte teorema é apresentado como Teorema 2.5.5 na referéncia (ABBOTT, 2015).
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Extra 4. Como a condi¢do de Heine-Borel falha em espacos normados de dimensao
infinita, somos motivados a investigar o que estd faltando nesses espagos para que con-
juntos fechados e limitados sejam compactos. A resposta para essa pergunta varia de
acordo com o espaco. Em C[a,b] com a norma do supremo ||-||.., o que falta é a con-
di¢do de equicontinuidade. Dizemos que um conjunto A C Cla,b] é uniformemente

equicontinuo se:

Ve>0:30>0:Vx,y, f:lx—y|<d=|f(x)—fy)| <e.

Assim, em (Cla,b],|||..), um conjunto é compacto se, e somente se, for fechado,

limitado e uniformemente equicontinuo. Esse resultado recebe o nome de Teorema de

Arzela-Ascoli.

2.8 OPERADORES E FUNCIONAIS

Operadores e funcionais tendem a ser a parte mais interessante tanto de Algebra Linear
quanto de Andlise Funcional. Nesta secdo, relembraremos a definicdo de operadores e funcio-

nais, veremos alguns exemplos e introduziremos o conceito de operador/funcional limitado.

Definicao 2.24. Sejam X e Y espagos normados, entdo um operador linear é uma fungdo 7 :

X — Y satisfazendo:
1. Vx,y:T(x+y)=Tx+Ty.
2. VA x:T(A-x)=A-Tx.

Se adicionalmente houver uma constante k > 0 tal que

Voo || Txl| < kx|

dizemos que operador € limitado.

Definicao 2.25. Um funcional linear f : X — Y € um operador linear cujo contradominio é R.

Dizemos que f € limitado se hd uma constante k£ > 0 tal que

Vo [fOo)] < kel

Lema 2.4. Seja T : X — Y um operador linear entre espagos normados X e Y, entdo, sdo equi-

valentes:
1. T € uniformemente continuo.
2. T é continuo.

3. T é continuo na origem.
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4. T € limitado.

Demonstracdo. E imediato que 1 — 2 e 2 — 3. Agora, suponha que T é continuo na origem.
Se fixarmos € = 1 na defini¢do de continuidade, temos 36 : Vx : ||x]| < 6 — ||Tx|| < 1. Seja
agora x um elemento qualquer de X, podemos normalizar x para que sua norma fique menor
que &: [[8/(2[lx[)x]l = &/ lxl]) llxl]] = 6/2 < 8. Comvisso, |T(8/(2]|x[})x)[| < 1 vira [|Tx]| <

2/6 ||x||, que mostra que T € limitado.

Para 4 — 1, considere § = €/k na defini¢do de continuidade uniforme, entdo, para

quaisquer x e y com ||x —y|| < &, temos ||[Tx—Ty|| = [|T(x—y)|| < k|x—y| < €. O
Defini¢ao 2.26. Definimos a norma de um operador limitado como sendo

Tx
IT|| = su u: sup ||Tx]|. (2.10)

0 Xl =

IT]|

Observacao. Podemos pensar na quantidade T como representando o fator de escala de T

sobre x. E possivel ver que o fator de escala € o mesmo para qualquer vetor (exceto o vetor

T (A AT T ~ Z 4 L
nulo) no espaco gerado por x. De fato, ” ”gb;ﬁ)” = |‘ }1||‘||x)|c‘|| = H”x)ﬂ”. Por esta razdo, s6 € necessario

considerar os vetores unitarios na hora de calcular a norma de 7.

Exemplo 2.25. O operador nulo entre dois espagos normados 0 : X — Y dado por T'(x) =0 é
limitado e ||T'|| = 0.

Exemplo 2.26. O operador identidade 7 : X — X dado por I(x) = x é limitado e possui norma
1]} =1.

Exemplo 2.27. Seja {x|,x2,...,X, } uma base para X e {y1,y2, ...,V } uma base para Y, em que
X e Y sdo espacos normados de dimensdo finita, entdo toda transformacao linear 7 : X — Y
pode ser representada por uma matriz M em que m; ; € a i-ésima coordenada de T (x;) com

respeito a base fixadade Y.

Exemplo 2.28. O operador derivada D : C'[0,1] — C[0,1],D : f — f’ ndo é limitado. De fato,

se considerarmos a norma do méximo || f||., = max¢(o 17 | f(x)

, entdo todo elemento da sequén-
cia f, = sen(27nx) tem norma unitdria, porém, suas respectivas derivadas sdo arbitrariamente

=27n.

||00

= ||27ncos(2wnx)

HDO

grandes: || f;,

Exemplo 2.29. O operador de Volterra (integral indefinida) V : C[0,1] — C'[0,1] dado por

V(f)(y) = g f(z)dr € limitado. Com efeito, note que ||V (f)ll., = maxep 1| fg f(2)dt] <

maxyeo.1) Jo 1f(t)ldt <maxyei 1) fg 1]l @2 = || f]lo- Tss0 mostra que V é limitado e que ||V || <
1V (&)lles

1. E possivel atingir ri 1 com a fungéo constante g = 1. Assim, concluimos que ||V|| = 1.

Exemplo 2.30. Em um espaco normado de funcdes X, é sempre possivel definir o funcional

avaliagdo como Tx(f) = f(x). T € linear pois Tx(f +g) = (f +8)(x) = f(x) +g(x) = T(f) +
Ti(g)e Ty(A-f)=(A- f)(x) = Af(x) = AT(f). A continuidade de 7, depende do espaco X.
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Com efeito, suponha que X € C[a,b] com a norma do maximo, entdo |T,(f)| = | f(x)| < || fll.. e
T, é limitado. Alternativamente, suponha que X é C[0, 1] com a norma p = 2. E possivel criar
uma sequéncia de fungdes cuja norma 2 sempre é 1, mas |f,,(0)| cresce intermitentemente. Com

efeito, seja

Entéo f,(0) = n, mas

3 3\2 3 4 6
n p 2
R e R

Assim, Ty € ilimitado e, portanto, descontinuo.

Exemplo 2.31. O funcional integral definida A(f) : C[a,b] — R dado por A(f) = | f f(t)det é
limitado. De fato, [A(f) .. = | J2 £(r)de| < [2|f()lde < [2 |t = (b—a)||f]l... Assim,

|A]| < (b —a). Novamente, podemos usar f = 1 para concluir que ||A|| =b—a.

Proposicao 2.9. O nicleo de um operador limitado é fechado, mas sua imagem nao necessari-

amente o €.

Demonstracdo. Seja T : X — Y um operador limitado e (x,),cry uma sequéncia de vetores no
nicleo de T com limite x. Como 7 é limitado, temos que 0 = T'(x,,) — T (x). Isso for¢ca T'(x) =0
ex c KerT.

Considere agora o operador A : £! — ¢! dado por A (x)(j) = (1/jx;). Isto é, o operador
que manda (xj,xp,...) para (x1,1/2x;,...). Claramente, A é linear e limitado. Contudo, sua

imagem nao é fechada. De fato, considere a sequéncia a seguir:

A sequéncia formada pelas imagens A(s,) converge para (niz) que ndo pertence a
imagem do operador A. Assim, podemos concluir que A (') ndo é um subespaco fechado de
o O

Teorema 2.10. (Hahn-Banach) Seja f : Z — R um funcional linear limitado definido num
subespaco Z de um espaco normado X, entdo, existe uma extensdo f do funcional f para X tal

que

11 = |7
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Demonstra¢do. Uma prova detalhada deste teorema pode ser encontrada na secdo 4.2 da refe-
réncia (KREYSZIG, 1989).
[
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3 ESPACOS DE HILBERT E ANALOGIAS GEOMETRICAS

The notion of a Hilbert space
sheds light on so much of modern
mathematics, from number theory
to quantum mechanics, that if you
do not know at least the rudiments
of Hilbert space theory then you
cannot claim to be a well-educated

mathematician.

Timothy Gowers

Espacos de Hilbert sdo espagos vetoriais equipados com trés nocdes adicionais: dis-

tancia (advinda da métrica), tamanho de vetor (advinda da norma) e ortogonalidade (advinda do

produto interno). Além disso, espagos de Hilbert sdo completos, o que facilita o uso de técnicas

da Anadlise. Por fim, esses espacos possuem uma geometria muito similar a Euclidiana, o que

faz com que muitos teoreomas cldssicos - como o Teorema de Pitdgoras - possuam andlogos

para espacos de Hilbert. Isso auxilia na resolucdo de problemas. Desta forma, esse capitulo

objetiva apontar para o fato de que quando se estiver trabalhando com um espaco de Hilbert, é

aconselhavel usar intui¢do geométrica. A Figura 6 mostra os espagos que serdo estudados neste

capitulo.

Figura 6 — Relagdo “é um tipo de” entre diferentes tipos de espacgos estudados em Andlise Funcional.
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Definicao 3.1. Seja V = (X, +,-) um espaco vetorial e seja (-,-,) : X x X — R uma funcdo que

satisfaca as seguintes propriedades:
1. Positivo-definida: Vx : (x,x) >0e (x,x) =0 <= x=0.
2. Simetria: Vx,y: (x,y) = (y,x).
3. Linearidade: Vx,y,z,A : (x+ A -z,y) = (x,y) + A(z,y).

Entdo P = (V,(-,-)) é um pré-espaco de Hilbert. E sempre possivel definir uma norma

em um pré-espaco de Hilbert. De fato, basta definir

[l = v/ (2,00 3.D

A prova deste fato depende da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que serd vista em

uma se¢@o posterior. Por fim, caso P seja um espaco de Banach com respeito a ||-||, entdo o

chamamos de espago de Hilbert. Neste caso, usamos a letra H ao invés de P.

Definicao 3.2. Dizemos que dois vetores x e y em um pré-espaco de Hilbert P sdo ortogo-
nais quando (x,y) = 0. Denotamos ortogonalidade por x L y. Similarmente, dizemos que x é

ortogonal a um subconjunto Y C P, x | Y,sex | yparatodoyecY.
3.1 EXEMPLOS

Nesta sec¢do, abordaremos trés exemplos: Z%, e l? [0,1]. Na secdo sobre kernels e

aprendizado de maquina, serdo abordados mais alguns exemplos.

Exemplo 3.1. Seja V = £ ¢ (x,y) = Y, xiy; o produto escalar usual, entdo, H = (V,(-,-)) é
um espaco de Hilbert.

Demonstracdo. Sejam x = (x1,X2,...,%,),¥y = (Y1,¥2,---,Yn) € 2 = (21,22, -..,2n) Vetores em V
e A um escalar, comecamos observando que (x,x) = Y7  x? > 0 e que essa soma & zero
se, e somente se, x = 0. Adicionalmente, pela comutatividade da multiplicacdo, temos que
(x,y) = (n,x). Porfim, (x+ A -z,y) =¥ (xi+Azi)yi = XLy xivi + A XL ziyi = (%, 3) A2, y).
Portanto, H é um pré-espago de Hilbert. Agora, observe que ||x|| = 1/ (x,x) = ||x||,. Vimos na

Secdo 2.3 que R” munido desta norma é completo. Assim, H é um espaco de Hilbert. ]

Exemplo 3.2. SejaV = o espago das sequéncias quadrado-somadveis e seja (x,y) =Y | x;yi,

entdo, H = (V,(-,-)) é um espago de Hilbert.

Demonstracdo. Constatamos na Se¢do 2.3 que (V, ||+]|) é um espago de Banach. Assim, basta
verificar que (-,-) estd bem definida e que satisfaz as propriedades da defini¢do 3.1. De fato,
note que xy < %(x2 +?), 0 que faz com que ¥, x;y; < %(Z}il X2+ Y7 ¥?) < o0, mostrando
que (x,y) estd bem definida. Os axiomas de produto interno podem ser verificados através de

propriedades basicas de manipulagdo de séries. [
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Exemplo 3.3. Seja V = Cl[a,b] o espago vetorial das fungdes continuas e seja (f,g) dada por
fabf(t)g(t)dt, entdo, P = (H,(-,-)) é um pré-espago de Hilbert.

Demonstragdo. A verificagdo dos axiomas de produto interno se da através do uso de proprie-

dades baésicas da integral de Riemman/Lebesgue. U

Observacao. Como consequéncia do contra-exemplo 2.16, P nao é um espaco de Hilbert. En-
tretanto, todo pré-espaco de Hilbert € isomorfo a um subespaco W de um espago de Hilbert H,

como serd visto na Sec¢do 3.3.

Extra 5. Em pré-espacos de Hilbert de dimensao finita, cada produto interno d4 ori-

gem a uma matriz, como pode ser visto a seguir:

(e1,e1) (e1,e2) ... (e1,en)

e,e e, e .. (ey,e

()T = (e2,e1) (ea,€2) (e2,€n)
(en,e1) (en,e2) ... (en,en)

Observamos que, por conta da linearidade, dada uma base ey, e», ..., e,, 0 produto in-

terno € totalmente caracterizado por seu valor nos elementos da base: (e;,e;). Assim,

* As entradas de / ndo sdo arbitrdrias. Note, por exemplo, que / € simétrica.

* Qual outra condi¢do devemos impor sobre uma matriz n X n simétrica para que

defina um produto interno?

Extra 6. Dado um espago vetorial V, é sempre possivel definir um produto interno
sobre V?

3.2 DESIGUALDADES DE CAUCHY-SCHWARZ E TRIANGULAR

Em R", sabemos que, dado um vetor v, podemos decompor qualquer vetor u como

u=w+A-v,onde w L v. Também € possivel fazer isso em pré-espagos de Hilbert.

1
:
W
1
1
1
(l

Ay v

Figura 7 — Decomposic¢do ortogonal de u em termos de v e w.

Teorema 3.1. Seja P um pré-espaco de Hilbert e sejam x e y vetores de P, entdo, x pode ser

escrito comox =w+A -y, onde w L y.
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Demonstracdo. Com efeito, sejam x e y vetores de P. Se y = 0, entdo defina w = x e escolha

qualquer escalar A. Se y # 0, defina A = % ew=x—A-y entdo (wy) = (x—A-yy) =

(x,y) = A{y,y) = 0. Assim, w L y. O
Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Agora veremos uma das desigualdades mais importantes da Matematica (STEELE,
2004).

Teorema 3.2. Sejam x e y vetores num pré-espago de Hilbert P, entao,

[Ge, ) [ < [yl (32

Além disso, temos igualdade se, e somente se, um dos vetores é multiplo do outro.

Demonstragdo. Comecamos observando que, se y = 0, entdo a desigualdade € imediata. Se y
nao é zero, entdo podemos usar o resultado anterior para decompor x como x = w+ A -y, onde

w L y. Com isso, temos:

[w+2 -] = (w,w) +2(w, 2 3) + (A -y, A y) = [w]>+ A2 |y]> = A% [ly])>.
Expandindo A, obtemos:

(x,y)?
"
Ivll

Multiplicando por || y||2 e extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade desejada.

2
[Ix[|* =

Note que temos igualdade se, e somente se, ||w|| = 0, o que, por sua vez, nos permite concluir

que temos igualdade se, e somente se, x € multiplo de y. ]
Desigualdade Triangular

Teorema 3.3. Seja P um pré-espaco de Hilbert e sejam x e y vetores de P, entdo, ||x+y| <
[ + {1yl

Demonstragio. Sejam x e y vetores em um pré-espago de Hilbert P, entdo |lx+y||* = (x +
yox4y) = (x,x) +2(x,y) + (y,¥) = ||x[|*+2(x,y) + ||y||*. Aplicando Cauchy-Schwarz, obtemos
2(x,y) < 2||x|| [[y||. Agora podemos fatorar o lado direito como (||x|| + ||y||)?. Extraindo raizes
quadradas de ambos os lados, obtemos a desigualdade desejada. ]

Proposicdo 3.1. Se definirmos ||x|| = \/(x,y), entdo ||-|| € uma norma.

Demonstragdo. De fato,
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1. Se ||x|| = 0 para algum vetor x, entdo (x,x) = 0, o que implica em x = 0. Além disso, se

x =0, entdo ||x|| =

2. Seja A um escalar, entdo |4 -x|| = /(A -x, 4 -x) = /A2(x,x) = |A]/(x,x) = |A][|x]|.

3. Pela proposi¢do anterior, se x € y sdo vetores, entdo ||x+y|| < ||x|| + |[v]|.

3.3 O COMPLETAMENTO DE UM PRE-ESPACO DE HILBERT

Proposicao 3.2. Seja P um pré-espaco de Hilbert e (x,),en € (Vn)nen Sequéncias convergentes

em P tais que x, — x € y, — y, entdo temos (x,,y,) — (x,y).

Demonstracdo. Podemos escrever |(x,,yn) — (x,y)| como |(xn,vn) — (x,yn) + (X, y0) — (x, )]

Assim, temos:

[ s yn) = e < [ yn) = (6 m) | [, 3n) = (6 9) .

Simplificando, usando a linearidade do produto interno:

[, yn) = (60 < [ =26,y |+ [ 30 = ).

Agora, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para obter:

| ns yn) = 62 < 12— Xl 1yl + 1] lyn = ¥l -

Como (yp),ecn converge, sabemos pela Proposi¢do 2.1 que {||y,|| }nen € limitado superiormente.

Portanto, sabemos que ha um nimero real M tal que ||y,|| < M, para todo n. Assim,

[, yn) = 60 < [ = xl| M+ (x| lyn =yl -
Essa expressdo claramente tende a zero quando n — o. Assim, podemos concluir que (-,-) é

uma fung¢do continua. [

Teorema 3.4. Seja P = (V,(-,-)) um pré-espago de Hilbert, entdo existe um espago de Hilbert
H = (V,(-,-)) que possui um subespaco W isomorfo' a P. Esse W é denso em H.

3.4 ALGUNS RESULTADOS GEOMETRICOS
Teorema de Pitagoras

Comecemos com algo simples: o Teorema de Pitdgoras. Dado um tridngulo retangulo

com lados a,b,c, temos que a*+b? = 2.

1

Por outro lado, se um tridngulo tem lados a,b,c

Similarmente ao isomorfismo que preservava distancias no enunciado do Teorema 2.3, este isomorfismo pre-
serva o produto interno: (Tx,Ty) = (x,y).
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satisfazendo a equacdo acima, entdo € um tridngulo retangulo. Serd que isso vale para espagos
de Hilbert?

Teorema 3.5. Seja P um pré-espaco de Hilbert, entdo, ||x + y||* = ||x[|* 4 ||y||* se, e somente se,

X ey sdo vetores ortogonais.

[yl

Figura 8 — Teorema de Pitdgoras, versdo para pré-espacos de Hilbert.

Demonstracdo. Se x Ly, entdo (x,y) = 0. Assim, |[x+y||* = (x+y,x+y) = (x,x) +2(x,y) +
(y) = ||x||* +||y||*. Para a volta, note que |[x+y|* = |x]|* + |ly||* implica em (x,y) =0 e
x Ly ]

Regra do Paralelogramo
Outro resultado elementar de geometria, que possui um andlogo em espacos de Hil-

bert, é a regra do paralelogramo. Sejam x e y vetores no plano e ||-||, a norma usual de R?, a

identidade pode ser expressa da seguinte forma:

2 2 2 2
21[x[[3+2(yll5 = [|x+y[l5 + [lx =y (3.3)

Figura 9 — Regra do Paralelogramo, versdo para pré-espacos de Hilbert.
Em termos de espacos de Hilbert, onde a norma ||-|| ndo necessariamente é a norma-2
do plano, temos:

Teorema 3.6. Seja P um pré-espaco de Hilbert e sejam x e y vetores em P, entdo,

2 2 2 2
2{bell* 21yl = lle 42117 + floe = 117 3.4

Demonstragdo. Sejam x e y vetores em p, entdo ||x+y||* + ||x — y||* = (x+y,x+y) + (x—y,x—
2 2
) =2060) +20x6,y) = 20x,3) +2(y,y) = 2[|x[|" + 2 Iy]]". m
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Extra 7. Um fato interessante € que, se um espaco normado X € tal que sua norma
satisfaz a Regra do Paralelogramo, entdo X € na verdade um pré-espaco de Hilbert e

seu produto interno é dado por:

B e el i

(x,) 2

Isso serve como um bom teste para detectar se uma norma advém de um produto

interno. De fato, podemos verificar que ¢ € um pré-espaco de Hilbert se, e somente

se, p = 2 pois, se pegarmos e e e, da base de Schauder candnica de /7, ento:

2 2 2 2
2llerlly, +2llealll, = llex + eall, + [ler —eall,,

simplifica para:

que, por sua vez, simplifica para:

2
2=2r.

Claramente, a ultima igualdade s6 se d4 no caso p = 2.

Extra 8. Na introducdo deste capitulo, foi dito que varios resultados da Geometria
Euclidiana possuem andlogos na teoria dos pré-espacos de Hilbert. Tente encontrar
algum desses andlogos. A seguir, damos um exemplo: o Teorema de Thales na sua

versao para pré-espacos de Hilbert.

Exemplo: Teorema de Thales. Sejam x,y dois vetores tais que y = —x. Insira esses
dois vetores em um circulo de raio ||x|| e escolha um vetor z qualquer que possua
lz|| = |||, entdo, x —z L y — z, ou seja, o tridngulo formado pelos pontos x,y,z é

retangulo.

3.5 CONJUNTOS ORTONORMAIS E BASES DE HILBERT

Definicao 3.3. Dizemos que um conjunto de vetores £ em um pré-espaco de Hilbert é ortonor-

mal se, para cada dois vetores e,e’ € E, tivermos:
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/
, 0, see#e,
<ev e ) = ,
1, see=¢€.
Assumimos que o leitor esteja familiarizado com o conceito de base ortonormal em
espacos vetoriais de dimensdo finita. Desta forma, sugerimos a andlise da seguinte lista de

aﬁrmagéesz. Fixe ey, e, ..., e, vetores ortonormais em P, entao,
S pr e . . ~ n . 2 . n 2
1. E facil computar normas: Sejam o, 0, ..., @, escalares, entdo | Y7 | oe;|| = Y7 | o

2. E facil computar coeficientes: Sejax=Y" | o;e; um vetor em Span{ej, ez, ...,e, }, entdo

o = <X, ei>'
3. Dependéncia Linear: Os vetores ej, e, ..., e, sdo linearmente independentes.

4. Gram-Schmidt: Todo conjunto de vetores linearmente independentes pode ser ortonor-
malizado; isto €, dado um conjunto V = {vy,vy,...,v,} de vetores linearmente indepen-
dentes, podemos obter um conjunto W = {wy,w»,...,w, } de vetores ortonormais tais que
SpanV = SpanW.

Para se convencer da praticalidade de bases ortonormais, sugerimos computar as coor-
denadas de (4,5,6,7) com respeito a base canonica de R* e depois computar as coordenadas do
mesmo vetor com respeito a base: (1,9,3,1),(-2,5,8,7), (3,3,5,7),(6,4,2,1). Em espacos
vetoriais de dimensao finita, bases ortonormais ndo apenas facilitam a representagao de vetores,

como também viabilizam a solu¢do de problemas de otimiza¢do da forma:

min - [lx =yl (3.5)

Onde, dado um vetor x € H e um subespaco Y C H, busca-se encontrar um vetory € Y
que melhor aproxime x. Antes de mostrarmos a existéncia e unicidade de tal y, precisamos

primeiro considerar algumas definicdes.
Definicao 3.4. Seja P um pré-espaco de Hilbert e M C P um subconjunto de P, entdo definimos
o complemento ortogonal de M como:

Mt = {xcP:VmeM: (x,m)=0}. (3.6)

Observacio. M+ é um subespaco de P. De fato, 0 € M e, se x e y pertencem a M+ e A é um
escalar, entdo (x+ A -y,m) = (x,m) +A(y,m) =0ex+A-y € M= .

Definicao 3.5. Sejam V e W subespacos vetoriais de um pré-espaco de Hilbert P, definimos a

soma de V e W como:

V4+W ={v+wiveVwe W} 3.7

2 0 capitulo 6 da referéncia (AXLER, 2015) aborda esses resultados de maneira detalhada.
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Caso VNW = {0}, denotamos V + W por V & W, que recebe o nome de soma direta.

Observacao. V +W & um subespaco de P. Comefeito,0c V+We,sex=vi+wjey=vy+wy
pertencema V +W e A é um escalar, entdiox+A -y = (vi+4-v2)+ (w1 +4-wp) e V+W.

A propriedade mais interessante de somas diretas é que podemos escrever todo vetor
de V @& W de maneira tinica como a soma de um vetor de V com um vetor de W. Exploraremos

essa propriedade em conjunto com o teorema a seguir.

Teorema 3.7. Seja P um pré-espaco de Hilbert e Y um subespaco de P com dimensao finita,

entao,

P=Y®Y" . (3.8)

Demonstragcdo. Por conta de Gram-Schmidt, sabemos da existéncia de uma base ortonormal
para Y. Tendo fixado uma base ortonormal ey, e, ...,e, de Y, considere um vetor x € P e defina
y=Y" (x,ei)e; e z=x—y. Assim, x = y+z. Agora, basta verificar que z L Y. Com efeito,
para cada vetor da base e, temos (z,e;) = (x,e;) — Y1 (x,e;){ei,ej) = (x,ej) — (x,ej) = 0.
Adicionalmente, temos que ¥ NY+ = {0} pois o tinico vetor que é ortogonal a si mesmo é
0. [

Observacao. Chegamos a seguinte conclusio: dado um subespago Y de dimensao finita, todo
vetor de P pode ser escrito de maneira inica como a soma de um vetor de ¥ com um vetor de
Y. J4 haviamos observado uma decomposicio similar no caso em que dimY = 1. De fato, w
€ ortogonal a reta gerada por y no Teorema 3.1. Assim, podemos definir o operador projec¢ao,

que leva cada vetor de P em sua componente no subespaco Y.

Definicao 3.6. Seja P um pré-espaco de Hilbert, ¥ um subespago de P com dimensao finita e

seja x = y-+zum vetor de P tal que y € ¥,z € Y, entdo, a projegio de x em Y é dada por

Pr(x) = y. (3.9)
Proposicao 3.3. Seja P como na defini¢do anterior, entdo:

1. Py € um operador linear de P em P.

2. KerPy =Y+.
3. ImPy =Y.
4. P2=Py.

5. 1By (Il < [ll-
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Demonstracdo. Para l,sejax; =y;+ziexy=y,+z,emquey;,y, €Y ez,z€ YL, Assim,
se A é um escalar, temos Py (x; +A -x2) =y1 +A-y2 = Pr(x;) + A - Pr(x2) e Py € linear.

Para 2, note que P(x) = Py(y+z) =y é igual a zero se, e somente se y =0¢e x € Y.

Assim, temos que Ker Py = Y. A demonstracio de 3 é andloga.

Para 4, observe que Py (Py(y+2)) =P (y+0) =y =Pr(y+2).

Para 5, notemos que y L z, 0 que nos dd ||x||* = |y +z[* = [lyl* + Izl < [v]* =
|| Py (x)||*. Extraindo raizes quadradas, obtemos a desigualdade desejada. O

Observacdo. Se Py é um operador projecdo, {ej,es,...,e,} é uma base ortonormal de Y e
x=y+zondeycYeze Yt entdo (x,e;) = (y+z,e;) = (y,e;) = (Py(x),e;) parai=1,2,...,n.

Assim, conseguimos computar as coordenadas da projecdo de x em Y através de:

-

Py(x) =) (x,e)e;. (3.10)

1

1

Teorema 3.8. Seja P um pré-espaco de Hilbert, x um vetor de P e Y um subespago de P com

dimensio finita, entdo:

VyeY:lx—P )| <[x—yl- (3.11)

Demonstragdo. Escreva x = Py(x) +z, em que z € Y1, entdo ||x—y||> = ||(Pr(x) —y) +2|* =
1Py (x) — y|I* + ||]|* > ||z]|* = ||x — Py (x)||*. Extraindo raizes quadradas, obtemos a desigual-
dade desejada. O]

Extra 9. Encontre o polindomio de grau até 3 que melhor aproxima senx com respeito
N +7
anorma || ]| = /[ 17 £ (x)2dx.

* Agora encontre o polindmio de grau até 5. Os coeficientes de e1,e; € e3 ndo

mudaram. Por que?

* Compares aproximacdes obtidas com a série de Taylor para senx truncada nos
graus 3 e 5. Qual € a melhor aproximacdo, a série truncada ou a projecao orto-

gonal?

* Observe que, em certo sentido, a aproximacgdo pela série de Taylor € local, en-

quanto a aproximacao pela projecao ortogonal € global.

Generalizando

Até agora, trabalhamos com finitos vetores ortonormais e assumimos que Y tinha di-
mensao finita. A seguir, abordaremos sequéncias de vetores ortonormais e estenderemos os

resultados para Y fechado. A inexisténcia de uma base de Hamel ortonormal para espacos de
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Hilbert de dimensao infinita nos levard a discutir novas no¢des de base ortonormal. Em particu-
lar, desenvolveremos o conceito de base de Hilbert e veremos como bases de Hilbert possuem
muitas das propriedades interessantes que bases de Hamel ortonormais possuem em dimensao

finita.

Definicao 3.7. Seja H um espaco de Hilbert e B C H um conjunto de vetores ortonormais em

H, dizemos que B é uma base de Hilbert® se esgotar todos os eixos de H no seguinte sentido.

VheH:NbEB:h1lbl—h=0 (3.12)

Observacdo. Note que a base de Schauder candnica para ¢ que vimos no capitulo passado cla-
ramente € uma base de Hilbert. Isso se repete em outros espagos. De fato, toda base de Hilbert
em um espacgo cuja dimensdo € enumerdvel € uma base de Schauder cujos vetores sdo ortonor-
mais. A situacdo ficard mais evidente depois que introduzirmos as propriedades algébricas das
bases de Hilbert. Por enquanto, nos concentramos em mostrar que ha um conceito de dimensao

para estas bases. Com efeito, considere a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.4. Todas as bases de Hilbert de um dado espago de Hilbert possuem a mesma

cardinalidade. Chamamos esta cardinalidade de dimens@o ortogonal de H.

Demonstragdo. A prova deste teorema envolve técnicas fora do escopo deste trabalho. O leitor

interessado pode encontrar uma prova na seguinte referéncia (MARTINI, 2012). [

Agora conseguimos ver porque nio hd bases de Hamel ortonormais para espagos de
Hilbert com dimensdo infinita. De fato, note que conjuntos ortonormais em £ sio no maximo
enumerdveis, enquanto que, pelo préximo teorema, todas as bases de Hamel para ¢ sio nio

enumerdveis. Essa situagio se repete em outros espacos de Hilbert interessantes, como L?[a, b).
Teorema 3.9. Nenhuma base num espaco de Banach de dimensao infinita pode ser enumerével.

Demonstragdo. Esse resultado € uma consequéncia do Teorema de Categoria de Baire, que nao
abordamos nesse trabalho. O leitor interessado pode encontrar uma demonstracao na referéncia
(MINTU, 2012). ]

Extra 10. E possivel adaptar a prova de que todo espaco vetorial possui uma base de

Hamel para provar que todo espaco de Hilbert possui uma base de Hilbert.

Revisitando €*

Se considerarmos a base de Schauder candnica para 2, podemos verificar que (ey,),en

possui algumas propriedades desejdveis de uma base:

3 Alternativamente, conjunto ortonormal total.
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1. Todo vetor x € £2 pode ser expresso de forma tinica como uma série da forma Yo ae;.

De fato, basta deixar a; = (x,¢;), como fizemos no caso de dimensao finita.
2. A norma de um vetor x € €2 é dada por [x||* = ¥, (x,e;)2, anlogo ao caso finito.

3. O produto interno de dois vetores x,y € £% é dado por (x,y) = Y2, (x,e;)(y,¢;), também

andlogo ao caso finito.

4. (ep)nen “esgota” todas os eixos de ¢* no seguinte sentido. Se hd um vetor & L e, para

todo n, ou seja, uma nova direcdo, entdo h = 0.

Gostariamos de investigar até que ponto essa ideia nos leva. Para isto, comecamos

considerando espacos de Hilbert com dimensao ortogonal enumerével.
Bases de Hilbert enumerdveis

Primeiro, verificamos que séries da forma Y ;” | (x,e;)e; sempre convergem quando
(en)nen € uma sequéncia ortonormal. Este fato é consequéncia da desigualdade de Bessel,

vista a seguir.

Teorema 3.10. Seja (e,),cn uma sequéncia ortonormal em um pré-espago de Hilbert P, entdo,

para todo x € P,

[e)

Y [(x e |* < |l (3.13)

i=1
Demonstrag¢do. Podemos reciclar resultados de dimens3o finita. De fato, seja Y = Span(e,)<n,
entdo Y, |(x,e)|? = ||Pr(x)]|* < ||x]|%. Como a série em questio é mondtona e limitada pela

desigualdade anterior, temos que ela deve convergir. ]

Seja x € H um vetor em um espago de Hilbert H, com esta ultima desigualdade e o

seguinte teorema, conseguimos mostrar que y = Y-~ | (x, ¢;)e; converge.

Teorema 3.11. Dada uma sequéncia ortonormal (e, ),cn em um espaco de Hilbert H, entdo as

seguintes proposi¢cdes sdo verdadeiras.

1. Y72 | xje; converge se, e somente se (Xp),eN € 2.

2. Sey=Y7",yiei, entdo y; = (y,e;). Isto implica na unicidade da representacao.

Demonstragcdo. Defina Sy = Zf;’:lxnen e Ry = Zln\’: lx,%. Note que, para todo N > M, temos
2 N 2 N . 2

ISy — Sn||” = HZn:MHxnenH = Zn:M—HXI% = Ry — Ry = |Rv — Ry|. Assim, Sy é Cauchy se,

e somente se, Ry também o é. Como ambos os espacos sdo completos, temos que Sy converge

em H se, e somente se, Ry converge em R. Por fim, observe que Ry convergente implica que
2
(.Xn)neN G € .
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Para o segundo item, usamos a continuidade do produto interno. Com efeito, Seja
y =Y viei, entdo (y,e;) = (Yoo viei,ej) = Y yi(ei,ej). Observe que todas as parcelas

serdo zero, com excec¢do de i = j. Com isso, temos a igualdade desejada. [

Observacao. No caso de bases de Hilbert, todos os vetores podem ser expressos como séries da
forma x = }',_; x;e;. Realmente, seja (e,),cn uma base de Hilbert para o espaco H, entdo y =
Y7 (x,ei)e; estd bem definidae x—y L (e,)qen. Usando a definigdo de bases de Hilbert, vemos
que x —y = 0 e, portanto, que x = y. Além disso, quando estamos falando de bases de Hilbert, a

desigualdade de Bessel se torna uma igualdade e produtos internos podem ser computados como

o produto escalar de £%: (x,y) = (¥, Xiei, Lio1Vjej) = vy Loy Xiyjleirej) = L Xiyi.
Vamos agora resolver o problema de otimizagao.
Teorema 3.12. Seja Y um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H, entio H =Y ® Y.

Demonstragcdo. Como Y € fechado, temos que também € um espaco de Hilbert. Assim, pelo
Extra 10 sabemos que hd uma base de Hilbert (e,),cn para Y. Definindo y = Y7 | (x,¢;)e;,
temos que z = x —y L e,, para todo n. Note que isso implica que z € Y. Assim, x =y +z
e H=Y + Y. Novamente a soma ¢ direta pois o tinico vetor ortogonal a si mesmo é o vetor

nulo. .

Como anteriormente, definimos o operador proje¢do, que continua com as mesmas
propriedades. Em particular, temos que (Py(x),e;) = (x,e;), possibilitando o calculo das coor-
denadas do vetor y:

Py(x) =Y (x,e)e;. (3.14)

™

1

~

Teorema 3.13. Seja Y um subespacgo fechado de um espaco de Hilbert H, entdo

VyeY: |x—P )| <|x—y- (3.15)

Demonstragdo. A demonstracao € andloga ao caso de dimensao finita. 0
E possivel ir além

Ha espagos de Hilbert com dimensdo ortogonal ndo enumeravel? Sim, existem varios.
Provavelmente, o mais famoso € o espago das funcdes quase-periddicas. Mesmo assim, sua
importancia é pequena se comparada aos espacos com dimensao enumeravel (WEAVER, 2016).

A seguir, construimos um exemplo acessivel.

Exemplo 3.4. Seja F(R,R) o espago vetorial das fungdes de R em R. Defina E = Span(e,),
onde ¢, (x) = 1 se x = A, 0 caso contrério, entdo, podemos definir uma fung¢io bilinear (-, ) es-

pecificando seus valores nos vetores da base (e, e, ) de tal forma que os e) sejam ortonormais.
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Note que essa fun¢@o satisfaz os axiomas de produto interno. Assim (E, (-,-)) é um pré-espaco
de Hilbert. Podemos completi-lo para obtermos um espaco de Hilbert em que os e; formam
um conjunto ortonormal. Como todo conjunto ortonormal estd contido em uma base de Hilbert,

podemos inferir que a dimensao ortogonal deste espaco recém construido é ndo enumeravel.

A existéncia desses espacos nos forga a refletir sobre o problema da base. Serd que
nossa ideia também funciona quando a base de Hilbert (e ), <4 ndo é enumeravel? Surpeen-
dentemente, sim. E sdo poucos os ajustes que precisam ser feitos. Comecemos com o problema
mais aparente: como lidar com expressdes da forma Y xje;. O teorema a seguir nos d4 um

caminho.

Teorema 3.14. Seja B um conjunto ortonormal em um espaco de Hilbert, entdo, para todo

X € H, o seguinte conjunto sempre € enumeravel.

{A e A:|{x,e)| >0} (3.16)

Demonstracdo. Note que o conjunto acima pode ser reescrito como a unido dos A, = {1 € A :
|(x,e,)| > 1/n}. Vamos mostrar que cada um desses conjuntos € finito, isso serd o suficiente
para mostrar que o conjunto acima € enumeravel. Com efeito, suponha que Ay € infinito para
algum N. Seja (e,),cn uma sequéncia ortonormal de vetores em B tal que |(x,e,)| > 1 /N, para
todo n. Note que Y'°_, |(x,e,)|* ndo converge, contrariando a desigualdade de Bessel. Assim,

temos uma contradicdo e A, € finito para todo n. ]

Seja x € H um vetor em um espago de Hilbert qualquer, entdo, pelo teorema anterior,
podemos ver que x sé possui componentes em no maximo contaveis eixos. Assim, tendo fixada
uma base (e));ca, podemos definir y = Y (x,ey)ey = Y. | (x,e;)e;, onde os e; sdo tais que
(x,e;) # 0. Sabemos que y estd bem definido pois (e;);cy € uma sequéncia ortonormal. Além
disso, podemos ver que x —y L e;. Como (e));ca € uma base, temos que x = y. Assim, todo
vetor de H pode ser expresso de forma unica como combinac¢do linear dos vetores da base.
Isso € o suficiente para fazer sentido de expressdes da forma ) x; e, ; como sé precisamos de
contdveis vetores da base para cada x, convencionamos que sé ha contdveis x, diferentes de

zero na expressao anterior. Observe as seguintes igualdades:
1. Sex =Y x;¢;, entdo ||x||> = Y.
2. Se além de x, tivermos y = Y y; e, entdo (x,y) = Y x;y;.

A nossa solucdo para o problema de otimizacdo pode ser adaptada para estas novas

bases. De fato, considere os seguintes teoremas:
Teorema 3.15. Seja Y um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H, entio H =Y @Y.

Demonstragdo. Sejam x € H um vetor de H e Y um subespaco fechado de H. Pelo Extra 10,

Y admite uma base de Hilbert (ej);ca. Dado x € H, podemos definir y = Y (x,e;)e;. Na
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discussio anterior, vimos que z =x—y | e; paratodo A € A. Neste caso, ndo necessariamente
temos que z = 0, mas podemos concluir que z L Y, uma vez que todo vetor de Y € uma série da
forma Y aye; e (z,Y aye;) = Ya,(z,e5) =0. A soma é direta pois 0 é o tnico vetor ortogonal

a sl mesmo. O]

Teorema 3.16. Seja Y um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H, entdo:

yeY =P <[x=y. (3.17)

Demonstragcdo. A prova € andloga ao caso de dimensao finita. [
3.6 FUNCIONAIS EM ESPACOS DE HILBERT

Nesta secdo, veremos exemplos de funcionais definidos sobre espacos de Hilbert e
abordaremos o importante Teorema de Representacdo de Riesz, que permite expressar funcio-
nais f : H — R em termos de produtos internos com vetores fixos. Isto €, dado um funcional f,

hd um vetor z € H, tal que f(x) = (x,z) para todo x € H.

Exemplo 3.5. Se H = (2, entio ¢(x{,x2,...,x,) = x; é um funcional. Adicionalmente, se
H =13, y(x,y,z) = x+y+z também & um funcional. De forma geral, se f : R" — R for
um funcional e vy,v2,...,v, for uma base, entdo f(x) = f(Xlxivi) = X7 xif(vi) = (x,2),
onde z= (f(v1),f(v2),...,f(vn)). Note que essa representacdo também & possivel para outros
espacos vetoriais de dimensdo finita. Como veremos a frente, essa representacdo ainda sera

possivel em espacos de dimensdo infinita, onde serd de crucial importancia.

Exemplo 3.6. De forma geral, se H é um espago de Hilbert, entdo f(x) = (x,z), onde z € H

é fixo, sempre serd um funcional. Esse funcional serd limitado e sua norma serd || f|| = ||z||.

Com efeito, |f(x)| = (x,2) < ||z||||x]|, o que mostra que ||f]| < ||z||. Adicionalmente, temos
2

|ﬂ(zz”)‘ = % = ||z||, o que nos permite concluir || f|| > ||z||. Assim, ||f]| = ||z|| e f é limitado.

Observacio. Em H = (2, funcionais assumem a forma de séries: f(x) = Y3 | x;z;, onde z € £2

é uma sequéncia fixa. Enquanto que em L?[a,b], funcionais assumem a forma de integrais:
b

fx) = Jg x(t)z(t)dt.

Exemplo 3.7. Em espacos de fun¢des*, é sempre possivel definir o funcional avaliagio L, (f)=

f().

Teorema 3.17. (Teorema de Representaciao de Riesz) Seja H um espaco de Hilberte f : H —

R um funcional limitado, entio existe um unico vetor z € H tal que:

f(x) = (x,2).
Além disso, || f|| = ||z

4

Em certo sentido, este exemplo € idéntico ao primeiro; em ambos os casos, estamos pegando um vetor e estamos
projetando uma de suas coordenadas.
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Demonstracdo. Seja f : H— R um funcional sobre H. Se f = 0, entéo z = 0 satisfaz f(x) =
(x,z) para todo x. Se f # 0, entdo Kerf # H. Como Ker f é fechado, sabemos que H =
Ker f @ (Ker f)* e (Kerf)* # 0. Seja zo algum vetor de norma unitdria em (Kerf)*. A
motivacdo de escolher zp nesse espaco € a seguinte: se f(x) = (x,z) para algum z, entdo f(x) =
0 <= x Ly, o que mostra que z L Ker f. Para continuarmos nossa analise, fixemos x € H.
Assim, definindo v = f(x)z9 — f(z0)x, temos f(v) = 0. Como zy L Ker f, podemos também
concluir que (f(x)zo — f(z0)x,z0) = 0. Por sua vez, isso nos permite concluir f(x)(zo,20) —
(x, f(z0) -z0) = 0. Por fim, f(x) = (x, f(z0) - 0)-

Agora mostramos a unicidade de z. De fato, sejam z; e z; tais que f(x) = (x,z1) =
(x,z2) para todo x. Em particular, se escolhermos x = z; — z, obtemos (z; —z2,z1 — z2) = 0.
Isso nos permite concluir que z; = zp. Finalmente, || f|| = ||z|| pela mesma razdo do Exemplo
3.6. [
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4 KERNELS E APRENDIZADO

I heard the reiteration of the
following claim: Complex theories
do not work; simple algorithms do.
I would like to demonstrate that in
the area of science a good old
principle is valid: Nothing is more

practical than a good theory.

Vladimir Vapnik

Neste ultimo capitulo, iremos introduzir rapidamente o problema de aprendizado su-
pervisionado para entdo discutirmos um algoritmo de classifica¢do bindria: o Perceptron. Sera
possivel perceber, durante a demonstragdo da corretude de tal algoritmo, que nada o impede de
funcionar em um espaco de Hilbert qualquer. Isso, aliado ao problema de classificacdo de data-
sets ndo linearmente separdveis, serd motivacdo para abordarmos transformagdes ndo lineares
(feature maps) e Métodos de Kernel. Por fim, discutiremos a relagdo de kernels com espagos
de Hilbert de Reproducdo (EHR) e daremos exemplos de kernels relevantes para a pratica de
Aprendizado de Mdaquina. A figura abaixo ilustra a relacdo dos EHR com os outros espacgos

estudados anteriormente.

Espaco Vetorial
Topolégico
[topologia]

|

) Espaco Métrico ‘
[distancia]

( Espaco de Banach Espaco normado \

[completude] ‘

T

[norma]

T

Espaco de Hilbert Pre-:rspac.o e
€ ilbert
i [produto interno]
Espaco de Hilbert de
Escopo Reprodugéo
[kernel]

J

Figura 10 — Relagdo “é um tipo de” entre diferentes tipos de espagos estudados em Andlise Funcional.
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4.1 APRENDIZADO SUPERVISIONADO

O aprendizado supervisionado € vital para vdrias dreas da ci€ncia, pois permite a extra-
cdo semi-automatizada de padrdes estatisticos em conjuntos potencialmente grandes de dados.
Em sua versdo mais cldssica, quando temos um conjunto de pontos (x1,y1),(x2,2)se-»(Xm, Ym) €
queremos aprender uma hipétese 4 : X — Y, ele costuma figurar como meio de correlacionar um
conjunto de caracteristicas X com um conjunto Y. Tipicamente, X = R?, enquanto Y as vezes
€ um conjunto discreto de rétulos e as vezes é algum subconjunto de R. Quando Y € discreto, o
problema recebe o nome de classificacdo e, quando Y € continuo, o problema recebe o nome de
regressdo. Vejamos um exemplo simples de classificagdo. Suponha que X € um subconjunto de
R e Y é {Maligno,Benigno}. Tendo visto um conjunto de treino, podemos obter uma A que nos
possibilite prever se futuros tumores sdo benignos ou malignos. Agora, vejamos um exemplo
de regressdo: suponha que X = R? seja tal que cada x; represente o par (drea da casa em m?,
ndmero de quartos). Poderiamos colocar Y = R e entdo teriamos um contexto que poderiamos
usar para formalizar o problema de previsao de preco de casa tendo informacgdes de drea e de
nimero de quartos.

Esses dois exemplos tém uma caracteristica em comum, enquanto o préximo exemplo
ndo terd essa caracteristica (tente advinhar o que estd faltando). Considere os pontos (x;,y;)
como apresentados no grafico abaixo. O objetivo do aprendizado € encontrar uma fungdo 4 :

X — Y. Como poderiamos proceder?

3| o |

251 ° R

1.5} o R

1 1.5 2 2.5 3

Figura 11 — Conjunto de dados sem contexto.

Claramente, esse exemplo estd descontextualizado. O que representam X e Y7 Veja-

mos as consequéncias de proceder sem termos essa no¢ao. Para comecar, note que hd infinitas
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funcdes de R para R. Dois exemplos arbitrdrios sdao mostrados a seguir. Como poderiamos

decidir qual das duas funcdes regressoras € melhor?

30 1 3| |
25| 125] |
2| 1 2t |
15| {1s) |
1] e 1 1} |
15 2 25 3 15 2 25 3

Figura 12 — Duas fungdes regressoras.

Poderiamos seguir critérios subjetivos como: a da esquerda € mais simples (Navalha de
Occam) ou a da direita € mais bonita. Entretanto, a questao que devemos observar € a seguinte:
sem sabermos nada a priori, isto é, sem que facamos alguma suposi¢do sob a relacdo de X
com Y, é impossivel tracar hipdteses cientificas; qualquer forma de preferéncia, na auséncia de
premissas, seria puramente arbitrdria. Chamaremos estas suposicdes de viés indutivo!. Assim,
sem alguma forma de viés indutivo, é impossivel aprender. Poderiamos supor, por exemplo,
que a relacdo que estamos aproximando € linear. Neste caso, a regressao linear da esquerda
seria a melhor solug@o. A busca por viéses bem fundamentados € parte fundamental da Teoria
Estatistica do Aprendizado.

Além do viés indutivo, temos também que considerar o problema da representatividade
dos (x1,¥1), .-+, (Xm,ym) usados anteriormente para encontrar a hipétese 4. Uma analogia agora
caird bem. Suponha o cendrio em que um aluno se prepara para uma prova de célculo I (limites,
derivadas e integrais). H4 uma vasta cole¢do de textos sobre célculo e ha uma colecdo ainda
maior de problemas que poderiam ser abordados num curso de cdlculo. Em quais questdes
e secdes o aluno deveria concentrar suas energias? Bom, se € a P1, que ndo inclui integrais,
ndo seria inteligente se ele estudasse justamente o capitulo sobre integrais (embora seja o mais
divertido). Ele provavelmente se sairia melhor na prova caso se dedicasse ao capitulo de limites;
ou seja, durante o ato do aprendizado, é importante priorizar as partes de X que serdo de mais
importancia para o teste. De maneira anédloga, é de se esperar que o teste seja escolhido de
forma a contemplar as partes de X que serdo mais uteis para o eventual uso da hipétese 4. No

caso do aluno estudando para a prova, € de se esperar que as questdes sejam escolhidas de

' Uma palavrinha sobre a origem dessa nomenclatura: o racicinio indutivo se distingue do dedutivo (aquele

que os matematicos usam em suas provas), pois aceita argumentos em que a veracidade da conclusdo ndo é
determinada pela veracidade das premissas (a conclusio portanto é provdvel e ndo necessdria); um exemplo de
indugdo que todos nds fizemos quando éramos criangas € o seguinte: "toda vez que eu solto a bola, ela cai;
entdo, da préxima vez que eu soltar, ela também vai cair". Note que exemplos desse tipo abarcam as ciéncias
naturais no problema filoséfico: como determinar se uma indugdo € valida? A continuacdo dessa discussdo
pode ser encontrada na Enciclopedia de Stanford sobre Filosofia (HENDERSON, 2020).
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forma a maximizar a aplicabilidade das ferramentas do cdlculo para o aluno depois que este
tenha concluido a disciplina.

Até agora, temos duas conclusdes importantes: € necessario fazer suposi¢cdes para
aprender e é preciso escolher o conjunto de treino e testes de maneira inteligente para que
possamos gerar hipdteses que generalizem bem. Note que ndo discutimos como € possivel
encontrar tais hipéteses. Com efeito, hd vérias abordagens possiveis, mas ndo teremos espago
para abordé-las nesse trabalho®. O que faremos é investigar uma solucdo especifica para o

problema de classificacdo. Veja a discussdo a seguir.

4.2 PERCEPTRON

Suponha que (x1,y1), (x2,¥2), ..., (X, ¥;) € um conjunto de dados onde cada x; pertence
aum espaco de entrada X C R? e cada y; é +1 (rétulos negativos e positivos). O Perceptron é um
algoritmo de classificacdo e, portanto, seu objetivo € achar uma funcao de decisdo que permita
classificar qualquer ponto x € X, inclusive aqueles ndo vistos no conjunto de treinamento. No
caso do Perceptron bindrio, essa funcdo de decisdo define duas regides no espago: H, e H_,
em que H; C X é composta por todos os pontos de X que sdo classificados como +1e H_ C X
¢ composta por todos os pontos que sdo classificados como —1. Como veremos em sequéncia,
essas regides sdo precisamente o que fica acima e abaixo de um hiperplano orientado (no caso

d = 2, uma reta), como pode ser visto na figura abaixo.

A

>

Figura 13 — Exemplo de hiperplano orientado separando duas classes de pontos. Fonte: Mekeor, distribuida pela
licenca CC BY-SA 3.0.

2 Areferéncia (DEISENROTH, 2020) abarca as principais abordagens.
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4.3 FUNCAO DE DECISAO

A funcdo de decisdo do Perceptron € da forma:

f(x) = (w,x) +b,

onde w é um vetor de R?, b € Re (-,-) é o produto interno usual. Ou seja, estamos trabalhando
com K%. Generalizaremos essa situacdo para espagos de Hilbert quaisquer quando estivermos
trabalhando com kernels. Por ora, note que f(x) = 0 define um hiperplano ortogonal ao vetor
w. Adicionalmente, f(x) > 0 define a regido positiva (acima) do hiperplano e f(x) < 0 define
a regido negativa (abaixo) do hiperplano. O objetivo do Perceptron entdo € encontrar w e b tais
que todos os pontos x; tais que y; = +1 fiquem na regido positiva e todos o0s pontos x; tais que

yj = —1 fiquem na regido negativa. Podemos condensar essa condi¢do como:

Vi: y,-f(xi) > 0.

Observacao. Assumiremos em toda nossa andlise que o conjunto de treino € linearmente sepa-
ravel; i.e., que existem w e b que satisfazem a equacao acima e que é possivel encontrd-los de
forma a deixar uma pequena margem ao redor do hiperplano sem que nenhum ponto de treino

invada essa margem. Podemos formalizar essa condi¢do como:

Vi:yif(x) >

para algum r > 0.

4.4 O ALGORITMO

Algoritmo 1 Perceptron Bindrio
w0
b0
R < max <i<pl|xi|
while houver erros de classificacido do
fori=1tondo
if y;({w,x;) +b) <0 then
W= W+ yiX;
b<+b -l-y,'Rz
end if
end for
end while
return (w,b)

O algoritmo € bdésico e parece funcionar bem em exemplos simples, mas como ter

certeza que ele sempre termina com um hiperplano que corretamente classifique o conjunto de
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dados? Para isso, precisamos demonstrar a corretude do algoritmo. Note que, se conseguirmos
garantir que ele sempre para (dado um conjunto de dados linearmente separdvel), entdo também
conseguimos garantir que ele sempre encontra um hiperplano vélido. Isso se da pois o algoritmo
ndo para enquanto hd erros de classificacdo. Como veremos a seguir, € possivel encontrar um
limite superior para o nimero de erros ¢ que o algoritmo comete. Esse limite dependerd de duas
métricas importantes: a margem e a escala do conjunto de dados. Definimos esses conceitos

antes de partirmos para o teorema principal.

Definicdo 4.1. Seja x; um vetor de treino e (w,b) os pardmetros que definem um hiperplano,

entdo a margem funcional entre x; e o hiperplano é dada por

Yi :yi(<w7xi> +b)'

Se ||w|| = 1, entdo ¥; representa a distincia entre o hiperplano e o ponto de treino.
Quando isso acontece, chamamos 7; de margem geométrica do vetor x;. Se tomarmos 0 minimo
entre as margens dos exemplos, temos a margem funcional (geométrica, respectivamente) do

hiperplano, como pode ser visto a seguir:

= min %.
Y lgign%

Observacao. Note que a escolha de representantes (w,b) para um dado hiperplano é um pro-
blema mal posto no sentido de que ha vérios (w, b) correspondendo a um mesmo hiperplano. De

fato, observamos que (w,x) +b = 0 se, e somente se, (A - w,x) + Ab = 0, para qualquer escalar

A.

Abordaremos agora a prova de corretude do Perceptron. A demonstracdo supde que
o conjunto de dados é separdvel pela origem. Isto é, que ha um hiperplano da forma (w,0)
que classifica corretamente o conjunto de dados. A razdo para esta simplificacdo € que assim
ndo é necessério supor que® X = K,%. De fato, seria possivel implementar este algoritmo sobre
qualquer espaco de Hilbert e € exatamente isso que faremos em conexdo com o Truque do

Kernel, como veremos mais a frente.

Teorema 4.1. Seja (x1,y1), (x2,¥2), ..., (Xn,y,) um conjunto de treino linearmente separavel pela
origem tal que haja w* que corretamente o classifique. Isto é, tal que Vi : y;(w*,x;) > ¥ para
alguma margem 7. Sob estas condi¢cdes, o nimero de erros ¢ que o algoritmo comete antes de

terminar € limitado superiormente da seguinte forma:

()

Demonstragcdo. A prova que segue € uma adaptacdo da prova do Teorema 2.3 da referéncia
(CRISTIANINI, 2000). Deixe o algoritmo rodar sobre o dado conjunto de treinamento. Sua

3 Muito provavelmente ha uma prova elegante para o caso geral, mas néo a encontrei.
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execucdo define uma sequéncia de vetores wy, onde w; € o vetor de peso atualizado logo apds o
t-ésimo erro e wg = 0. Por defini¢do, temos que:
Wil = W+ YiXi.
onde i vem do vetor de treino que foi classificado erroneamente. Usando essa defini¢cdo recur-
siva, obtemos:
* k %
(W, w?) = (w1, w") +yilxi, w™).

Como w* classifica x; corretamente, temos:

<Wt—17W*> +yi<xi7W*> 2 <Wt—17W*> + }/

Iterando até chegar em wy, ficamos com

(we,w*) > ty.

Agora, nés buscamos uma desigualdade na outra dire¢do; conseguimos isso limitando ||wy||:

[1wel > = [[we—1][* +2{we—1, yixs) + |l
Como w;_1 errou a classe de x;, nds sabemos que a expressdao do meio € menor ou igual a zero,
0 que permite a simplificagcdo a seguir:

[Iwil 2 < Hlwet [P+ il 2 < [ |wer | + R

Aplicando isso vdrias vezes e depois tomando raizes quadradas, obtemos:

[Iwill < VIR

Agora podemos encadear as desigualdades:

1y < (wi,w") < [Jw]||lw*]] < VIR.

Elevando ao quadrado e cancelando ¢, obtemos:

17> < R%.

Que finalmente nos leva a desigualdade desejada:

RZ
1< — .
Y
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4.5 TRANSFORMACOES NAO LINEARES

Como vimos na se¢do passada, o Perceptron Bindrio funciona sobre qualquer espaco
de Hilbert. Isso se torna interessante quando consideramos o seguinte problema: muitos conjun-
tos de dados relevantes sobre os quais gostariamos de aplicar o Perceptron ndo sao linearmente
separdveis. A Figura 14 ilustra este cendrio. Vemos que ndo hd escolha de (w,b) que seja capaz
de separar esse conjunto de dados. Uma solucdo possivel € mudar a representacdo dos dados.
De fato, poderiamos buscar uma funcio ¢ : X — H, onde H € outro espaco de Hilbert de tal

forma que ¢ (X) fosse linearmente separdvel.

Input Space Feature Space

Figura 14 — ¢ faz com que o conjunto de dados se torne linearmente separdvel. Fonte: adaptado de (VOCATURO;
PERNA; ZUMPANO, 2019).

Ha dois problemas com essa abordagem. O primeiro e mais sério € o seguinte: como
encontrar uma transformagdo que torne um dado conjunto de treino linearente separdvel? De-
pendendo da dimensio® e do conjunto de dados, essa pergunta pode ser fécil de responder, mas,
em geral, nao é. Outro problema que também deve ser considerado € a eficicia de computar
{0(x1),0(x2,),...,0(x,) }. Dependendo de ¢, esse calculo pode ser proibitivo. Esses proble-
mas sugerem a pergunta: ndo seria possivel encontrar uma ¢ ou uma colecio parametrizada de
(¢;)ier que seja altamente versdtil e que sirva para vérios conjuntos de dados encontrados na
pratica? A resposta para essa pergunta € sim: ndo sé € possivel, como conseguimos também
pular a etapa em que ¢ é computada. De fato, vamos agora introduzir a ideia que viabiliza esse

atalho: o Truque do Kernel.

4.6 TRUQUE DO KERNEL

Para podermos falar do Truque do Kernel, precisamos primeiro fazer algumas modi-
ficacdes no Perceptron. Note que o vetor w encontrado pelo Algoritmo 1 € combinacdo linear
(com escalares inteiros) dos vetores de treino xi,x», ..., Xx,. De fato, inicializamos w como zero
e depois apenas o atualizamos somando +x;. Assim, podemos escrever w = Y | ¢tx;, em

que o; € Z. Essa observagdo possibilita uma reformulacdo do Perceptron, chamada de ver-

4 Nos casos em que d < 3, claramente temos mais intuicdo visual.
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sao dual do Perceptron, onde o objetivo de aprendizado é encontrar o, 0, ..., 0, € b tais que

(X", otixi,b) produza um hiperplano separante. Com efeito, considere o seguinte algoritmo.

Algoritmo 2 Perceptron Binario (Dual)
o <0
b<+0
R < max<i<n|xi]|
while houver erros de classificagdao do
fori=1tondo
if yi(X_; @j(xj,xi) +b) <0 then
o < O+ i
b+ b+ y,-RZ
end if
end for
end while
return (o, b)

Observacao. Os vetores de treino x; s6 aparecem no algoritmo acima na forma de produtos
internos (x j,xi). Assim, caso usemos uma transformacdo nao linear ¢ : X — H, ela também s6

aparecerd na forma (¢ (x;), ¢ (x;)). Essa observagdo motiva a seguinte definigdo.

Definicao 4.2. Seja X um espago de entrada e K : X x X — R uma fun¢do da forma

K(x,y) = (0 (x),0(y)n

para algum espaco de Hilbert H e transformagdo nao linear ¢ : X — R, entdo dizemos que K €

um kernel.

Definicao 4.3. Uma funcio K : X x X — R € dita positivo-definida se, para cada escolha de

X1,X2,...,Xxp € X € c1,C2,...,cp € R, tem-se:

HM:

Xn: x,,xj > 0. 4.1)

Proposicao 4.1. Todo kernel é uma funcao simétrica e positivo-definida.

Demonstracdo. Seja K : X x X — R um Kernel, entdo K(x,y) = (¢ (x), 9 (y)) = (¢ (y),d(x)) =
K(y,x) para cada x e y em X por conta da simetria do produto interno. Além disso, dados
X1,X2,...,xp €X ecyp,c2,...,c, ER, temos Y1 121 ciciK(xix;) = ?:12?:1 cici((xi),0(x))).
Usando a linearidade do produto interno, podemos ver que } ;" ; Z;le cicjK(xi,xj) = (z,z), onde
z=Y" ci¢(x;). Note que essa ultima expressdo é o produto interno de um vetor com ele

mesmo e, portanto, deve ser maior ou igual a zero. O]

O Truque do Kernel consiste em buscar por kernels faceis de computar cuja transfor-
macao nao linear implicita seja versétil e consiga separar varios conjunto de dados encontrados

na prética. Esses kernels de fato existem e discutiremos alguns deles na préxima se¢do. Por
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ora, vejamos um exemplo simples de uma fun¢do que € um kernel facil de computar e que € util

em alguns cendrios.

Exemplo 4.1. Seja X = R?, entdio K(x,y) = (x,y)? é um Kernel. Com efeito, sejam x = (x1,x7)
ey = (y1,y2) vetores em R?, entdo K (x,y) = (x,y)* = (x1y1 +x2y2)> = X7)7 + 2x102)12 +X33.
Note que, se definirmos ¢ (x) = (x3,v/2x1x2,x3), entdo K (x,y) = (¢ (x),d(y))3, onde (-,-)3 é 0

produto escalar usual de R>.

Observacdo. E possivel generalizar o exemplo anterior em algumas direcdes. Na sua forma
mais geral, o kernel K (x,y) = ((x,y)4 +c)", em que o espaco de entrada é R? e ¢ > 0, recebe o

nome de Kernel Polinomial de grau n.
4.7 KERNELS E ESPACOS DE HILBERT DE REPRODUCAO

Nesta sec¢do, abordaremos uma caracterizacao interessante de kernels em termos de
funcdes simétricas e positivo-definidas. Além disso, discutiremos como, a partir de kernels
conhecidos, podemos construir novos kernels. Esses resultados nos possibilitardo introduzir o
Kernel Gaussiano, que é um dos kernels mais utilizados por ser bem versétil e facil de configurar
(WIJ, 2015). A caracterizacdo de kernels mencionada anteriormente envolve a construgdo de

um espacgo de Hilbert de Reprodugio, cuja defini¢ao relembramos a seguir:

Definicao 4.4. Dizemos que um espacgo de Hilbert H é um espago de Hilbert de Reproducao se
for um espaco de fungdes f : X — R e todo funcional avaliagio 7, : H — R dado por Tx (f) =

f(x) for continuo.

Observacdo. Vimos no Capitulo 2 que P = Cla,b] com a norma p = 2 é um pré-espaco de
Hilbert e que todo subespaco de P de dimensao finita é de Hilbert. Isso motiva varios exemplos,

como pode ser visto a seguir.

Exemplo 4.2. Seja Y um subespaco de dimens3o finita de C[a,b], entdo H = (Y, (-, )y xy) é um
espaco de Hilbert. Por construcido, H € um espaco de Hilbert de fungdes, o que significa que
podemos definir os funcionais avaliagdo sobre H. Adicionalmente, pelo Teorema 2.8, temos
que todos os funcionais avaliacdo sobre H s@o continuos. Isso nos permite concluir que todo
subespago Y de Cla,b] € um EHR.

Apenas através de sua defini¢do, ndo é possivel ver qual a relevancia de espagos de

Hilbert de Reproducdo para o estudo de kernels. Para isto, precisamos da seguinte proposi¢ao.

Proposicao 4.2. Seja H um EHR com funcdes definidas sobre um conjunto X, entdo é possivel

construir um kernel K : X x X — R tal que:
l. Vx: K, :=K(x,_) €H.

2. Vx:Vf: X —>ReH: f(x)=(f,K).
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Demonstragcdo. Seja T, : H — R o funcional avaliacdo para o ponto x, entdo, pelo Teorema
de Representagdo de Riesz, hd uma tnica fungdo K, € H tal que T(f) = (f,Ky). Isso nos
permite definir uma transformagio nédo linear ¢ (x) = Ky, que, por sua vez, nos permite definir
um kernel K(x,y) = (¢(x),¢(y)) = (Ky,K,). Como K, é uma fungdo de H, temos K,(y) =
Ty(Ky) = (Ky,K,) = K(x,_). Assim, as fungdes K, obtidas pelo Teorema de Riesz satisfazem

ambas as condi¢des do enunciado. 0

Observacao. Com a proposi¢ao anterior, fica claro a razio por trds do nome espago de Hilbert
de Reproducao. De fato, todo EHR H vem equipado com um kernel que reproduz as fungdes
de H. E possivel introzudir o conceito de EHR diretamente através dessa condi¢do, entretanto,

assim ndo seria possivel dar exemplos de maneira tao rdpida como fizemos.

Um fato muito interessante é que a reciproca da Proposi¢ao 4.2 também vale. Isto €,
dado um kernel K : X x X — R definido sobre um conjunto X, é possivel construir um tnico
espaco de Hilbert de Reproducao Hk cujo kernel associado é exatamente K. Assim, podemos
concluir que todo kernel estd unicamente associado a um EHR Hg e vice-versa. Esse fato
elucida a natureza dos kernels. De fato, com esse resultado, sabemos que todo método de kernel
opera sobre um EHR cujos elementos sio combinagdes lineares> das funcdes K, induzidas pelo

kernel. Vejamos o seguinte teorema.

Teorema 4.2. (Moore-Aronszajn) Seja K : X x X — R uma fun¢do simétrica e positivo-
definida sobre um conjunto X, entdo existe um unico espaco de Hilbert de Reproducdo Hg

cujo kernel associado € K.

Demonstra¢do. Comegamos definindo K, = K(x,_) para cada x € X e construindo o espaco
Hy = Span{K,}. Vamos definir um produto interno sobre Hy. Para isto, sejam f,g e h fungdes

em Hy e A um escalar. Podemos escrever f =Y.' | a;Ky;,g =Y, b;K,; e h=Y]_, ¢iKy,, entdo

n m
:ZZ a;biK(xi,yj),
i=1j=1

define um produto interno. De fato, primeiro note que (-, )¢ estd bem definida, pois

(f.8)0= i‘iaig(xi) = ibjf(yj)-

Além disso, conseguimos ver que (-, ) € bilinear:

(F+A-hgo=Y Y (ai+Ac)biK(xi,y;) = (f.8)0+A(h.&)o.

i=1j=1

Essa fun¢do também claramente € simétrica e (f, f)o = L= Xy @ia;K (xi,x;) > 0

por conta de K ser positivo-definida. Nos resta mostrar que (f, f)o = 0 = f = 0. Para isto,

> Na verdade, limites de sequéncias de combinacdes lineares.
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precisamos do fato que a desigualdade de Cauchy-Schwarz também vale para formas bilineares

simétricas e positivo-definidas (a fungdo (-, )¢ satisfaz essas condi¢des). Assim, temos:

L) = [(f Kx)ol < [Ifllo 1 Kxllo = O

Portanto, (f, f)o=0= f=0e (-, )0 é um produto interno. Podemos concluir que P =
(Hp, (-,-)0) € um pré-espago de Hilbert. Veja que temos quase todas as condi¢des do teorema
satisfeitas: P € um pré-espaco de Hilbert que possui um kernel de reproducdo K. O que falta é

a completude de P. Para isto, precisaremos trabalhar um pouco mais.

Comecamos notando que toda sequéncia de Cauchy (f;,),eny em Hy admite limite pon-

tual. De fato, veja que:

() = fm ()| = [(fn = foms Kxdol < []fo = Smllo | Kxll -

Assim, se fixarmos x, (f;(x)),en € uma sequéncia de Cauchy em R. Pela completude
de R, sabemos que f,(x) — f(x) para algum niimero f(x) € R. Isso nos permite definir o limite

pontual de toda sequéncia de Cauchy:

f() = lim fi(x).

Iremos denotar por H o conjunto de todos os limites de sequéncias de Cauchy em Hy.
Claramente, Hy C H, uma vez que, para toda fun¢do f € H, podemos montar a sequéncia de
Cauchy (f),en cujo limite pontual é a prépria f. Assim definido, H também é um espago
vetorial. De fato, 0 € H e é possivel ver que, se (f;)nen € (gn)nen sd0 sequéncias de Cauchy
com limites pontuais f e g e A é um escalar, entdo (f, + A - g,),en é uma sequéncia de Cauchy
cujo limite pontual é f+ A - g. Vamos agora definir um produto interno sobre H de forma que
H se torne um espaco de Hilbert de Reproducao. Com efeito, sejam f e g funcdes em H, entdo
f=1lim, e f; € g = lim, 00 g, €M que (fn)nen € (gn)nen sdo sequéncias de Cauchy em Hy.

Podemos definir um produto interno (-, -) sobre H da seguinte maneira:

<f7g> = r}glgo<fnagn>0-

Precisamos mostrar que este limite existe e que nao depende da escolha das sequéncias
(fn)nen € (gn)nen. Comegamos mostrando que o limite existe. Faremos isso mostrando que

({(fn,8&n)0)neN € uma sequéncia de Cauchy em R. Com efeito,

|<fn,gn>0 - <fm;gm>0‘ = |<fn7gn>0 - <fn>gm>0 + <fnagm>0 - <fm;gm>0|7

que podemos agupar para obter:

‘(fnagn>0 - <fmvgm>0’ = ‘(fnagn _gm>0 - <fn _fmvgm>0‘-

Aplicando a desigualdade triangular e depois Cauchy-Schwarz, obtemos:
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|<fn;gn>0 - <fm7gm>0| < anHO ||gn _gm”O + ||fn _meO Hgm”O

Como as sequéncias (f;)nen € (gn)nen sdo de Cauchy, sabemos que sdo limitadas.
Sejam M, e M, nimeros reais tais que || f,||; < M e ||gnll; < M> para todo n. Com isso,

’<fn7gn>0 - <fm7gm>0| <M, ||gn _gmHO + ||fn _fm||0M2

e a sequéncia em questdo é Cauchy. Portanto, lim, s« (fy,gn)o existe. Vamos agora mos-
trar que este limite independe da escolha das sequéncias (f;)nen € (gn)nen. Para isto, sejam
(f1)nen € (g,)nen outras sequéncias de Cauchy em Hj tais que f,, — f e g, — g pontualmente,
entdo |(fu,gn)o — (f), &, 0| — O por um argumento andlogo ao que demos para mostrar que
limy, e (fn, &n)0 existe. Portanto, (-,-) estd bem definido. Nao € dificil verificar que tal fungio

¢ simétrica e bilinear usando as propriedades de (,-)o. Note que, para toda f e g € Hy, temos:

<f7g> = <f7g>0;

uma vez que podemos escolher as sequéncias (f),en € (g)nen para computar o produto interno
em H. Isso nos permite concluir que (0,0) = 0. Por fim, veja que K ainda é um kernel de
reproducdo para H, uma vez que K, € Hy C H para todo x e (f,K,) = lim, o {fn, K)o =
fa(x) = f(x). Assim, se f € H é tal que (f, f) = 0, podemos inferir que:

f ()| = [ K| < NfI Kl =0,

e f = 0. Portanto, H é um pré-espago de Hilbert com um kernel de reproducdo. Veremos agora
que H é completo e, portanto, um EHR com kernel associado K. Precisaremos do fato que H
¢ denso em H. De fato, seja f € H, entdo hd uma sequéncia de fungdes (f;)qen em Hy tal que
f. — f pontualmente. E possivel mostrar® que isso implica em || f — ;|| — 0, 0 que nos permite

concluir que Hy é denso em f.

Por fim, seja (f,),cny uma sequéncia de Cauchy em H. Pela densidade de Hy em H,
podemos montar outra sequéncia (f}),en, desta vez de elementos em Hy, tal que || f,, — 1| — O.

Isso nos permite mostrar que (f;),en € de Cauchy:

15 = Fall < 1= all + 1 = ol + (| fon = |-
Dado € > 0, claramente conseguimos escolher N grande o suficiente tal que || f, — f,|| <
€/3,\fu—full < €/3 €| fm— Sl <€/3 paratodo m,n > N. Assim, (f;),en é de Cauchy, o

que significa que possui limite pontual em H. Seja f = lim,_,. f,;, €ntdo

1f = Aall < [l£ = £l + 111 = Al
O lado direito claramente vai para zero quando n — oo, 0 que nos permite concluir que

H é completo. Agora, nos voltamos a questdo da unicidade. Seja G outro EHR com kernel de
6

Uma prova similar a este fato pode ser encontrada na referéncia (VERT, 2020).
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reproducdo K, entdo Hy C G. Nao € dificil verificar que G também deve conter o completamento
H de Hy. Basta entdo verificar que toda funcdo de G também estd em H. Para isto, seja f € G,
como H € um subespaco fechado de G, podemos usar a decomposi¢ao ortogonal que vimos
no Capitulo 3 para escrever G = H @ H. Assim, h4d uma tnico decomposicdo de f como
f=g+h,emquegc HehcH". Como K é o kernel de reprodugio tanto de H quanto de G,

temos:

f(X) = <f7K)C>G = <g7Kx>G+ <h7Kx>G-
h é ortogonal a K, o que nos permite concluir que f(x) = (g,Kx)¢ = (g, Ky)g = g(x). Assim,

f € He G=H, como queriamos demonstrar. L]

Observacao. Pelo teorema anterior, podemos concluir que os kernels sdo exatamente as fun-

coes simétricas e positivo-definidas.

Teorema 4.3. Sejam K; e K, kernels definidos sobre o conjunto X CR4, A e R, f: X —» R
uma funcio, ¢ : X — R¢ uma transformacgao nao linear e K3 : R x R® — R um kernel definido

sobre R¢ x R¢, entdo as seguintes fun¢des também sao kernels:

1. K(x,y) = Ki(x,y) + Ka(x,y),

\S]

. K(xay) = 1K, (x,y),

3. K(x,y) = Ki(x,y)Ka(x,y),

Demonstragdo. Fixe x1,x2,...,x, € X € c1,¢2,...,c, € R. As fungdes dos itens 1,2,3 e 5 s@o
todas simétricas por conta da simetria de K, K; e K3, enquanto a fun¢do do item 4 € simétrica
por conta da comutatividade da multiplicacdo. Agora, vamos mostrar que cada uma dessas

fungdes € positivo-definida. Para 1, observe que:

n n n n
Z Z cicj(Ki(xi,xj) + Kz (xi,x;)) Z Z cicjKi(xi,x; +Z ZC,CJKZ (xi,x;) >0,
i=1j=1 i=1j=1 i=1 j=1

uma vez que K; e K, sdo ambas positivo-definidas. Assim, K é um kernel. O segundo item &
andlogo. Para o terceiro item, € necessdrio usar alguns fatos relacionados ao produto de Schur

de duas matrizes’. O quarto item é imediato se fizermos a fatoragdo certa:

y z e f () ) = @cif(x,-))z

i=1j=

Por fim, o item 5 ja foi explorado na Proposi¢do 4.1. U

7" Ha uma prova do presente teorema na se¢io 3.3.2 da referéncia (CRISTIANINI, 2000).
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Observacao. Note que o conjunto dos kernels sobre um conjunto X € quase um espago vetorial,

a condi¢do limitante sendo que os escalares A devem ser ndo negativos.

Exemplo 4.3. Usando o teorema anterior, conseguimos mostrar que K(x,y) = ({x,y)s+¢)",
em que (-,-)4 é o produto interno usual de R? e ¢ > 0, é um Kernel. Com efeito, vamos
mostrar que K (x,y) = (x,y)4 + ¢ € um kernel e entdo usaremos o fato que K (x,y) = Kj (x,y)"
para concluir que este é um kernel. Seja ¢ : RY — R?*! a transformagio nao linear dada por

O (x) = (x1,%2,...,Xn,1/C), entdo K; (x,y) = (¢(x),d(y))4+1, 0 que nos permite concluir que K;
e K sdo kernels.

Corolario 4.1. Seja K : X X X — R um kernel sobre X x X e p um polindmio com coeficientes

ndo negativos, entdo K (x,y) = p(Kj)(x,y) é um kernel.
Demonstragcdo. A demonstracao € andloga ao exemplo anterior. O

Teorema 4.4. Seja (K,),cn uma sequéncia de kernels sobre X x X tal que, para todo x e y em

X, lim,, . K, (x,y) exista, entdo podemos definir o limite pontual dos Kj,:

K(x,y) = lim K,(x,y).
n—oo
Assim definida, K € um kernel.
Demonstracdo. Sejam xi,xp,....x, € X € ¢1,¢2,...,cn € R, entdo K(x,y) = lim, e K, (x,y) =
lim,,—,e0 Ky (y,x) = K(y,x), uma vez que toda fungao K, é simétrica. Adicionalmente, temos que:
n n

i K(xj,x;) ZZ cicj 1 th (xi,x}).

||M:

Podemos tirar o limite para fora da dltima expressao, o que nos da:

ZZQCJ (xi,x; —,}EE,ZZCICJ (xi, %)

i=1j= i=1j=
Como cada K,, € positivo-definida, temos que todo elemento da sequéncia a, dada por a, =

?:1 Z’}: 1 cicjKy(xi,x ) é maior ou igual a zero. Portanto,

n—eo

||M=.

n
Z K(xj,x;) = lim a, > 0.

Podemos concluir que K é um kernel. [

1
302" Va-
mos verificar que é mesmo um kernel. De fato, note que podemos reescrevé-lo como K(x,y) =
2 2 . 2 ~
e M =717 27(ey) | Dessa forma, se definirmos f(x) = e~ "M, entdo K (x,y) = f(x) f(y), 0

produto dos dois primeiros termos da reformulagdo de K, € um kernel pelo item 4 do Teorema

Exemplo 4.4. O Kernel Gaussiano é dado por K(x,y) = K(x,y) = e*YHX*yHZ, onde Y =

4.3. Pelo item 3 do mesmo teorema, sabemos que basta verificar que K> (x,y) = e27%¥) também

¢ um kernel para que possamos concluir que K é um kernel. Usando a expansao de e* em série
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o K3(X,y)
n=0 " n!

de poténcia, vejamos que K»(x,y) =Y , onde K3(x,y) = 2y(x,y) é um kernel. Pelos

Corolério 4.1 e Teorema 4.4, somos capazes de concluir que K5 e, portanto, K sao kernels.

Observacao. Usando o Kernel Gaussiano, é sempre possivel separar perfeitamente um con-

junto de dados finito. Para mais informagdes, consulte a referéncia (PAUL, 2015).
4.8 CONSEQUENCIAS DA ABORDAGEM POR EHR

A abordagem de Métodos de Kernel por espagos de Hilbert de Reprodugao abre espaco
para alguns resultados interessantes. Entre eles, se destaca o Teorema do Representante, cujo

enunciado pode ser visto a seguir.

Teorema 4.5. (Teorema do Representante) Sejam K : X X X — R um kernel com EHR associ-
ado Hgk, (x1,y1),(x2,¥2) -, (Xn,yn) € X X R um conjunto de dados, g : [0,e0) — R uma fungio
estritamente crescente e E : (X x R?)" — RU {e} uma fungio de erro, entio podemos definir

o seguinte funcional de erro regularizado sobre Hk:

fe= E((xla)’l:f(xl))a(x27)’27f(x2)>7~--:(xna)’naf(xn») +g(Hf”>

Dessa forma, qualquer funcido f* que atinja o valor minimo deste funcional admite

uma representagdo da forma:

fx) = i{ 0K (x,x;).

Demonstragdo. Uma demonstragio para este teorema pode ser encontrada na referéncia (SCHOL-
KOPF; HERBRICH; SMOLA, 2001). []

Observacao. O processo de treinamento de alguns métodos de kernel (como o Kernel-SVM)
pode ser formulado em termos de problemas de otimizagdo; isto €, em termos de encontrar um

valor minimo para um funcional de erro:

[T =argmin{E((x1,y1, f(x1)), (x2,y2, £ (x2)), -+ (X, Y, f () + 8 (L f1) }-

S€EHK

Nestes casos, o Teorema do Representante nos diz que s6 € necessario buscar a solugao
f* em um subespaco de dimensdo finita: Span{Ky,,K,,...,Ky, }. Isso reduz um problema de
otimizagdo de dimensdo potencialmente infinita (como no caso do Kernel Gaussiano) para um
problema de dimensdo finita, possibilitando implementacdes numéricas como programas de

computador.



87

5 CONCLUSOES

Neste trabalho, abordamos espagcos normados e espacos de Hilbert. Discutimos as
razdes pelas quais nogdes analiticas de convergéncia e topologia se fazem necessdrias para o
estudo satisfatorio de espagos vetoriais de dimensao infinita. Vimos também como a geometria
dos espacos de Hilbert possibilita uma teoria simples e harmoniosa. Por fim, usamos os pri-
meiros dois capitulos como base para desenvolvermos uma melhor intuicao sobre os espacos de
Hilbert de Reproduc¢ao onde operam os Métodos de Kernel.

H4 varias extensoes naturais desse trabalho. De fato, seria possivel abordar outros mé-
todos de kernel, como o Kernel-PCA e Kernel-SVM. Em outra direcdo, seria possivel discutir
mais a fundo sobre alguns dos kernels, como o Gaussiano e o Laplaciano. Seria interessante
construir os EHR associados a esses kernels e entdo utilizar métodos da Andlise Funcional para
revelar sua estrutura. Valiosas também seriam as adi¢cOes com respeito as propriedades estatis-

ticas do Kernel Gaussiano. Essas questdes serdo abordadas em trabalhos futuros.
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Abstract. Kernel Methods are one of the main paradigms in Machine Lear-
ning. The symmetric positive-definite kernels employed by these methods are
naturally associated with Reproducing Kernel Hilbert Spaces (RKHS) via the
celebrated Moore-Aronszajn Theorem. In this work, we explore this connection
to rigorously justify the correctness of the kPerceptron classification algorithm.
Furthermore, we indicate how this connection may be used to justify the kernel
methodology as a whole.

Resumo. A abordagem por Métodos de Kernel é um dos principais paradigmas
em Aprendizado de Mdquina. Os kernels positivo-definidos utilizados por esses
métodos estdo naturalmente associados a espagos de Hilbert de Reproducdo
(EHR) por meio do teorema de Moore-Aronszajn. Neste trabalho, explora-
mos essa conexdo para justificar a corretude do algoritmo de classificacdo
bindria kPerceptron. Além disso, indicamos como é possivel estender essas
consideragoes para justificar a abordagem por kernels como um todo.

1. Introducao

A troca de representacdo de conjuntos de dados é uma técnica utilizada no Aprendizado
de Maquina. Por certo, € muito comum que Métodos de Reducao de Dimensionalidade
e Selecdo de Atributos como Andlise de Componentes Principais (Principal Component
Analysis - PCA em inglés) sejam aplicados em uma etapa de pré-processamento em fluxos
de trabalho de Aprendizado de Maquina (AM) [Navot 2006]. Para alguns algoritmos
conhecidos como Métodos de Kernel, ha disponivel uma técnica de troca de representagao
poderosa: o Truque do Kernel. Para estes algoritmos, a tnica informacgao relevante do
conjunto de dados € o valor do produto interno entre pares de vetores de treino. Isto é,
a quantidade: (z;,z;). Por consequéncia, qualquer transformacdo ¢ : X — H aplicada
sobre o conjunto de dados s6 aparecerd em expressdes da forma: (¢(z;), #(x;)). E um
fato interessante que conseguimos encontrar fung¢des da forma K (z,y) = (¢(z), ¢(y)),
onde ¢ e H estdo implicitos, que sdo uteis para a resolu¢do de problemas de Aprendizado
de Maquina. Um exemplo é o Kernel Gaussiano, que € altamente usado em conexdo com
algoritmos como kSVM e kPCA:

K(z,y) = e Moyl

Como esses algoritmos dependem do uso do produto interno, sabemos que a ima-
gem H de ¢ é um espagco com produto interno. Isso motiva a pergunta: qual seria a



natureza desses espacos? E uma consequéncia do Teorema de Moore-Aronszajn, que H
¢ um espaco de Hilbert de Reproducdo (EHR), cuja defini¢do pode ser vista a seguir:

Definicao 1.1. Dizemos que um espaco de Hilbert H € um espaco de Hilbert de
Reprodugdo se for um espagco de fungdes f : X — R e todo funcional avaliacdo
T, : H — R dado por T'x(f) = f(x) for continuo.

Esses espacos foram primeiramente estudados no contexto de Andlise Harmonica
por Stanistaw Zaremba [Zaremba 1907] e, simultaneamente, no contexto de Equacdes In-
tegrais por James Mercer [Mercer 1909]. Eventualmente, o assunto foi sistematicamente
desenvolvido por Nachman Aronszajn e Stefan Bergman [Aronszajn 1950]. E possivel se
dizer que a relacdo de kernels de reproducido com Aprendizado de Maquina comecgou com
a descoberta de que o Perceptron ndo era capaz de classificar conjuntos de dados nao line-
armente separdveis [Minsky 1969]. De fato, o Kernel-Perceptron foi o primeiro algoritmo
de classificacdo a ser adaptado para o uso de kernels [Aizerman 1964]. Dentre os varios
usudrios de kernels, o algoritmo mais proeminente é o kSVM, introduzido por Vapnik na
década de 90 [Boser et al. 1992]. De forma similar ao desenvolvimento sistematico da
teoria de kernels de reproducdo, demorou um pouco para que os Métodos de Kernels fos-
sem desenvolvidos sistematicamente. Neste caso, a figura que mais se destaca é Bernhard
Scholkopf, autor de uma das principais referéncias na drea [SCHLKOPF 2018].

Neste trabalho, generalizamos a corretude do Perceptron Bindrio com relagao a
qualquer espacgo de entrada, desde que seja um espaco com produto interno. Em seguida,
desenvolvemos um pouco da teoria de kernels a ponto de conseguir justificar que os prin-
cipais kernels da literatura sdo de fato kernels. Por fim, demonstramos o teorema de
Moore-Aronszajn, que esclarece a conexdo de Métodos de Kernel com espagos de Hilbert
de Reprodugdo.

O resto deste artigo esta organizado da seguinte maneira: na secao 2, motivamos
o Truque do Kernel por meio do problema de classificacdo bindria e do kPerceptron. Na
secdo 3, desenvolvemos uma caracterizacao equivalente para fungdes serem kernels, isso
nos permitird construir uma rapida teoria de kernels, o que, por sua vez, permitira concluir
que func¢des como o Kernel Gaussiano e os kernels polinomiais sdo de fato kernels. Na
secdo 4, apresentamos o teorema de Moore-Aronszajn e ilustramos como essa conexao
com EHR pode ser usada para justificar a corretude de outros Métodos de Kernel como o
kSVM. Por fim, apresentamos conclusdes e possiveis trabalhos futuros na sec¢ao 5.

2. Preliminares: Classificacao Binaria e o Truque do Kernel

Suponha que (z1,y1), (22,Y2), -, (Tn, Y ) € um conjunto de dados onde cada z; pertence a
um espaco de entrada X C R?e cada y; é 1 (r6tulos negativos e positivos). O Perceptron
¢ um algoritmo de classificacdo e, portanto, seu objetivo é achar uma fun¢do de decisao
que permita classificar qualquer ponto z € X, inclusive aqueles ndo vistos no conjunto de
treinamento. No caso do Perceptron bindrio, essa funcdo de decisdao define duas regides
no espago: H, e H_,em que H, C X é composta por todos os pontos de X que sdao
classificados como +1 e H_ C X é composta por todos os pontos que sao classificados
como —1. Como veremos em sequéncia, essas regides sao precisamente o que fica acima
e abaixo de um hiperplano orientado (no caso d = 2, uma reta), como pode ser visto na
figura abaixo.



>

Figura 1. Exemplo de hiperplano orientado separando duas classes de pontos.
Fonte: Mekeor, distribuida pela licenca CC BY-SA 3.0.

2.1. Funcio de Decisdo

A funcio de decisdo do Perceptron é da forma:

F(a) = (w,z) +b,

onde w é um vetor de R4, b € Re (-,) é o produto interno usual. Ou seja, estamos
trabalhando com /2. Generalizaremos essa situacdo para espagos de Hilbert quaisquer
quando estivermos trabalhando com kernels. Por ora, note que f(z) = 0 define um
hiperplano ortogonal ao vetor w. Adicionalmente, f(x) > 0 define a regido positiva
(acima) do hiperplano e f(z) < 0 define a regido negativa (abaixo) do hiperplano. O
objetivo do Perceptron entao € encontrar w e b tais que todos os pontos x; tais que y; = +1
fiquem na regido positiva e todos os pontos x; tais que y; = —1 fiquem naregiao negativa.
Podemos condensar essa condi¢do como:

Vi yf (z;) > 0.

Observacdo. Assumiremos em toda nossa andlise que o conjunto de treino € linearmente
separavel; i.e., que existem w e b que satisfazem a equagdo acima e que é possivel en-
contrd-los de forma a deixar uma pequena margem ao redor do hiperplano sem que ne-
nhum ponto de treino invada essa margem. Podemos formalizar essa condi¢ao como:

iy f(x) >,

para algum r > (.

2.2. O Algoritmo

O algoritmo € basico e parece funcionar bem em exemplos simples, mas como ter certeza
que ele sempre termina com um hiperplano que corretamente classifique o conjunto de



Algoritmo 1 Perceptron Bindrio
w 40
b0
R < maxi<i<n||2i|
while houver erros de classificacdo do
for:=1tondo
if y;((w, ;) +b) < 0 then
W 4— W + Y; T4
b« b+ y;R?
end if
end for
end while
return (w, b)

dados? Para isso, precisamos demonstrar a corretude do algoritmo. Note que, se conse-
guirmos garantir que ele sempre para (dado um conjunto de dados linearmente separavel),
entdo também conseguimos garantir que ele sempre encontra um hiperplano vélido. Isso
se da pois o algoritmo ndo para enquanto ha erros de classificacdo. Como veremos a
seguir, € possivel encontrar um limite superior para o nimero de erros ¢ que o algoritmo
comete. Esse limite dependera de duas métricas importantes: a margem e a escala do con-
junto de dados. Definimos esses conceitos antes de partirmos para o teorema principal.

Definicdo 2.1. Seja x; um vetor de treino e (w, b) os pardmetros que definem um hiper-
plano, entdo a margem funcional entre z; e o hiperplano € dada por

Yi = yi((w, x;) +0).

Se ||w|| = 1, entdo ~; representa a distancia entre o hiperplano e o ponto de treino.
Quando isso acontece, chamamos 7; de margem geométrica do vetor z;. Se tomarmos o
minimo entre as margens dos exemplos, temos a margem funcional (geométrica, respec-
tivamente) do hiperplano, como pode ser visto a seguir:

v = 1rélzlgnn i
Observacao. Note que a escolha de representantes (w,b) para um dado hiperplano é
um problema mal posto no sentido de que ha varios (w, b) correspondendo a um mesmo
hiperplano. De fato, observamos que (w, z) +b = 0 se, e somente se, (A-w, z) + A\b = 0,
para qualquer escalar \.

Abordaremos agora a prova de corretude do Perceptron. A demonstracao supde
que o conjunto de dados € separavel pela origem. Isto €, que ha um hiperplano da forma
(w, 0) que classifica corretamente o conjunto de dados. A razéo para esta simplificagdo é
que assim ndo € necessdrio supor que X = (2. De fato, seria possivel implementar este
algoritmo sobre qualquer espaco com produto interno e € exatamente isso que faremos
em conexao com o Truque do Kernel, como veremos mais a frente.

Teorema 2.1. Seja (z1,v1), (2,%2), ..., (Tn, y) um conjunto de treino linearmente se-
paravel pela origem tal que haja w* que corretamente o classifique. Isto é, tal que



Vi @ y;(w*, x;) >  para alguma margem 7. Sob estas condi¢des, o nimero de erros
t que o algoritmo comete antes de terminar € limitado superiormente da seguinte forma:

R\?2
t < (—) .
v
Demonstracdo. A prova que segue € uma adaptacdo da prova do Teorema 2.3 da re-
feréncia [Cristianini 2000]. Deixe o algoritmo rodar sobre o dado conjunto de treina-

mento. Sua execu¢do define uma sequéncia de vetores w;, onde w; € o vetor de peso
atualizado logo ap0s o t-ésimo erro e wy = 0. Por defini¢do, temos que:

Wiyl = Wy + Yy

onde 7 vem do vetor de treino que foi classificado erroneamente. Usando essa defini¢dao
recursiva, obtemos:

<wt7 ’LU*> = <wt—1a ’LU*> + yl<xl7 'U)*>

Como w* classifica x; corretamente, temos:

(wi—y, w") + yiz;, w*) > (w_g,w") + 7.

Iterando até chegar em w, ficamos com

(wy, w*) > ty.

Agora, nés buscamos uma desigualdade na outra direcdo; conseguimos isso limitando
[

1%

we||* = |Jwei||* + 2(wi—1, yizs) + ||z

Como w;_1 errou a classe de x;, n6s sabemos que a expressao do meio € menor ou igual
a zero, o que permite a simplificacdo a seguir:

[lwel[* < TJweal|* + || [* < JJwea]]* + B2

Aplicando isso vdrias vezes e depois tomando raizes quadradas, obtemos:

||w|| < V1R.

Agora podemos encadear as desigualdades:

ty < (wi, w*) < JJwi||lw*]] < VIR.

Elevando ao quadrado e cancelando ¢, obtemos:



tv? < R%.
Que finalmente nos leva a desigualdade desejada:

R?
t< — .
gl

2.3. Transformacoes nao lineares

Como vimos na secao passada, o Perceptron Binério funciona sobre qualquer espaco com
produto interno. Isso se torna interessante quando consideramos o seguinte problema:
muitos conjuntos de dados relevantes sobre os quais gostariamos de aplicar o Perceptron
nao sdo linearmente separaveis. A Figura 2 ilustra este cendrio. Vemos que ndo hé escolha
de (w, b) que seja capaz de separar esse conjunto de dados. Uma solugio possivel é mudar
a representacdo dos dados. De fato, poderiamos buscar uma funcdo ¢ : X — H, onde H
¢ outro espago com produto interno de tal forma que ¢(X) fosse linearmente separavel.

e o
¢
o /o0 R
[ N ] ®
® e o
Input Space Feature Space

Figura 2. ¢ faz com que o conjunto de dados se torne linearmente separavel.
Fonte: adaptado de [Vocaturo et al. 2019].

H4 dois problemas com essa abordagem. O primeiro e mais sério € o seguinte:
como encontrar uma transformacao que torne um dado conjunto de treino linearente se-
pardvel? Dependendo da dimensdo! e do conjunto de dados, essa pergunta pode ser f4cil
de responder, mas, em geral, ndo é. Outro problema que também deve ser considerado é a
eficdcia de computar {¢ (1), ¢(x2,), ..., (2,,) }. Dependendo de ¢, esse cdlculo pode ser
proibitivo. Esses problemas sugerem a pergunta: ndo seria possivel encontrar uma ¢ ou
uma colec@o parametrizada de (¢;);c; que seja altamente versatil e que sirva para vérios
conjuntos de dados encontrados na pratica? A resposta para essa pergunta € sim: nao sé
¢ possivel, como conseguimos também pular a etapa em que ¢ € computada. De fato,
vamos agora introduzir a ideia que viabiliza esse atalho: o Truque do Kernel.

2.4. Truque do Kernel

Para podermos falar do Truque do Kernel, precisamos primeiro fazer algumas
modificacdes no Perceptron. Note que o vetor w encontrado pelo Algoritmo 1 é

Nos casos em que d < 3, claramente temos mais intui¢cdo visual.



combinacao linear (com escalares inteiros) dos vetores de treino 1, zo, ..., x,,. De fato,
inicializamos w como zero e depois apenas o atualizamos somando +x;. Assim, podemos
escrever w = y ., o;x;, em que «; € Z. Essa observagio possibilita uma reformulagdo
do Perceptron, chamada de versdo dual do Perceptron, onde o objetivo de aprendizado
é encontrar o, aa, ..., o, € b tais que (> | a;x;,b) produza um hiperplano separante.
Com efeito, considere o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2 Perceptron Bindrio (Dual)
a0
b0
R maxy<i<p |||
while houver erros de classificacdo do
fori =1tondo
if ;D7) aj(zj, i) +b) <0 then
o < o+ Y
b+ b+yR?
end if
end for
end while
return (o, b)

Observacao. Os vetores de treino x; s6 aparecem no algoritmo acima na forma de pro-
dutos internos (x;, x;). Assim, caso usemos uma transformagdo néo linear ¢ : X — H,
ela também s6 aparecera na forma (¢(x;), ¢(z;)). Essa observacdo motiva a seguinte
definicao.

Definicao 2.2. Seja X um espago de entrada e K : X x X — R uma funcio da forma

para algum espaco de Hilbert /1 e transformacdo ndo linear ¢ : X — R, entdo dizemos
que K € um kernel.

Definicao 2.3. Uma funcdo K : X x X — R é dita positivo-definida se, para cada escolha
de x1,xs,....,x, € X €cC1,Co, ..., € R, tem-se:

iicicj[((xi,xj) 2 0. (1)

i=1 j=1

Proposicao 2.1. Todo kernel é uma funcdo simétrica e positivo-definida.

Demonstragdo. Seja K : X x X — R um Kernel, entdo K (z,y) = (¢(z),p(y)) =
(p(y),d(x)) = K(y,x) para cada x e y em X por conta da simetria do pro-
duto interno. Além disso, dados xz1,xs,....,x, € X e c¢,¢o,...,c, € R, temos
Doicy 2 Cici K (wi,x5) = 300, D70 cici(@(xi), #(x;)). Usando a linearidade do
produto interno, podemos ver que > ', 3" cic;K(zi,x;) = (z,2), onde z =
Yo, cio(x;). Note que essa tltima expressdo é o produto interno de um vetor com ele
mesmo e, portanto, deve ser maior ou igual a zero. L]



O Truque do Kernel consiste em buscar por kernels faceis de computar cuja
transformacdo nao linear implicita seja versatil e consiga separar varios conjunto de da-
dos encontrados na pratica. Esses kernels de fato existem e discutiremos alguns deles na
proxima secdo. Por ora, vejamos um exemplo simples de uma fun¢ao que é um kernel
facil de computar e que € util em alguns cenérios.

Exemplo 2.1. Seja X = R?, entdo K (z,y) = (z,y)? é um Kernel. Com efeito, seJamx =
(x1,20) €y = (yl, y2) vetores em R?, entdo K (z,y) = (z,y)? = (w191 +12y0)? = 2y? +
22129Y1Y2 + T3y3. Note que, se definirmos ¢(z) = (azl, V2x119, 23), entdo K (z,y) =
(d(x), d(y))s, onde (-, -)3 é o produto escalar usual de R3.

Observacio. E possivel generalizar o exemplo anterior em algumas direcdes. Na sua
forma mais geral, o kernel K (z,y) = ({z,y)q + ¢)", em que o espago de entrada é R¢ e
c > 0, recebe o nome de Kernel Polinomial de grau n.

3. Encontrando Kernels

Veremos na secdo seguinte que toda fungdo simétrica e positivo-definida é um kernel.
Essa caracterizacdo nos permite desenvolver uma pequena teoria de kernels, como pode
ser visto pelos proximos teoremas e corolarios.

Teorema 3.1. Sejam K, e K, kernels definidos sobre o conjunto X C R%4, A € Ry, f :
X — R uma funcdo, ¢ : X — R® uma transformacdo nao linear e K5 : R®* x R® — R
um kernel definido sobre R® x R¢, entdo as seguintes fungdes também sao kernels:

L. K(ZL’,y) = K1<l',y) + KQ(ZL‘,@/),
2. K(z,y) = AK;(z,y),

3. K(l’,y) - Kl(l’,y)KQ(l’,y),

4. K(x,y) = f(z)f(y),

5. K(z,y) = K3(¢(2), 9(y))-

Demonstragdo. Fixe x1,xs,...,x, € X € c1,Ca,...,c, € R. As fungdes dos itens 1,2,3 e
5 s@o todas simétricas por conta da simetria de K, i, e K3, enquanto a funcio do item
4 ¢é simétrica por conta da comutatividade da multiplicacdo. Agora, vamos mostrar que
cada uma dessas fung¢des € positivo-definida. Para 1, observe que:

ZZCZCJ (K (g, xj)+ Koz, ;) ZZcchKl Ti, Tj +ZZCZC]K2 x;,xj) >0,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

uma vez que K; e K5 sdo ambas positivo-definidas. Assim, K é um kernel. O segundo
item € andlogo. Para o terceiro item, € necessario usar alguns fatos relacionados ao pro-
duto de Schur de duas matrizes®. O quarto item é imediato se fizermos a fatoragio certa:

n

SN e fle flag) = (3 ef (@) > 0.

i=1 j=1 i=1

Por fim, o item 5 j4 foi explorado na Proposi¢ado 2.1. [

2H4 uma prova do presente teorema na secio 3.3.2 da referéncia [Cristianini 2000].



Exemplo 3.1. Usando o teorema anterior, conseguimos mostrar que K (x,y) = ({x,y)qs+
)", em que (-, )4 € o produto interno usual de R? e ¢ > 0, é um Kernel. Com efeito,
vamos mostrar que Ki(z,y) = (x,y)q + ¢ é um kernel e entdo usaremos o fato que
K(x,y) = Ki(z,y)" para concluir que este é um kernel. Seja ¢ : R? — RH!
a transformag@o ndo linear dada por ¢(z) = (x1,9,..., Ty, /), entdo Ki(z,y) =
(¢p(x), d(y))ar1, 0 que nos permite concluir que K e K sdo kernels.

Corolario 3.1. Seja K; : X x X — R um kernel sobre X x X e p um polindmio com
coeficientes ndo negativos, entdo K (z,y) = p(K;)(x,y) é um kernel.

Demonstracdo. A demonstracao é andloga ao exemplo anterior. [
Teorema 3.2. Seja (K,),en uma sequéncia de kernels sobre X x X tal que, para todo =
eyem X, lim,_,., K,(x,y) exista, entdo podemos definir o limite pontual dos K,:
K(z,y) = lim K,(z,y).
n—o0
Assim definida, K é um kernel.

Demonstragdo. Sejam x1,%s,...,x, € X € c1,¢9,...,¢, € R, entdo K(z,y)
lim,, o0 Kp(z,y) = lim, oo Ky(y,z) = K(y,x), uma vez que toda fung¢do K,
simétrica. Adicionalmente, temos que:

o I

n n

iicicjl((xi,xj) = ZZCiCj nh_)rrolo Ko (x;, xj).

i=1 j=1 i=1 j=1

Podemos tirar o limite para fora da dltima expressdo, o que nos da:

i i cici K (z, ;) = nh_)rrolo z”: 2”: cici Ko (i, xj).

i=1 j=1 i=1 j=1

Como cada K, € positivo-definida, temos que todo elemento da sequéncia a,, dada por
n = D iy 5y €i¢j K (i, ;) é maior ou igual a zero. Portanto,

S ekt n) = Jim a0

n—oo
i=1 j=1

Podemos concluir que K é um kernel. [

Exemplo 3.2. O Kernel Gaussiano é dado por K(x,y) = K(x,y) = e Me=vll* onde
v = # Vamos verificar que € mesmo um kernel. De fato, note que podemos reescreveé-

lo como K(z,y) = e Melfe=lul*e2v(@v) | Dessa forma, se definirmos f(z) = el
entdo K1 (z,y) = f(z)f(y), o produto dos dois primeiros termos da reformulacao de K, é
um kernel pelo item 4 do Teorema 3.1. Pelo item 3 do mesmo teorema, sabemos que basta
verificar que Ky (z,%) = €7@ também é um kernel para que possamos concluir que K
¢ um kernel. Usando a expansdo de e” em série de poténcia, vejamos que Ky(z,y) =
> %, onde K3(x,y) = 27y(x,y) € um kernel. Pelos Corolario 3.1 e Teorema 3.2,

n=0

somos capazes de concluir que K e, portanto, K sdo kernels.



4. O Teorema de Moore-Aronszajn e os espacos de Hilbert de Reproducao

Nesta se¢do, provamos o teorema de Moore-Aronszajn e estabelecemos a caracterizagao
alternativa de kernels como fungdes simétricas e positivo-definidas.

Definicao 4.1. Dizemos que um espaco de Hilbert 7 é um espago de Hilbert de
Reprodugdo se for um espago de funcdes f : X — R e todo funcional avaliagdo
T, : H — R dado por Tx(f) = f(z) for continuo.

Observacao. P = C|a,b] com a norma p = 2 é um espago com produto interno. Sabe-
mos que todo subespaco de dimensao finita de P € um espaco de Hilbert de fungdes. Isso
motiva varios exemplos, como pode ser visto a seguir.

Exemplo 4.1. Seja Y um subespaco de dimensdo finita de Cf|a,b], entdio H =
(Y, (-, )yxy) € um espaco de Hilbert. Por constru¢io, H é um espago de Hilbert de
fungdes, o que significa que podemos definir os funcionais avaliagdo sobre H. Adici-
onalmente, como toda transformacdo linear entre espacos normados de dimensao finita
¢ continua, temos que todos os funcionais avaliacdo sobre H sdo continuos. Isso nos
permite concluir que todo subespago Y de fimensio finita de C'la, b] ¢ um EHR.

Apenas através de sua definicdo, ndo é possivel ver qual a relevancia de espacos
de Hilbert de Reproducdo para o estudo de kernels. Para isto, precisamos da seguinte
proposicao.

Proposicao 4.1. Seja H um EHR com funcdes definidas sobre um conjunto X, entdo é
possivel construir um kernel K : X x X — R tal que:

l. Vo : K, = K(z,_) € H.
2.V :Vf: X > ReH: f(x)=(f, K,).

Demonstragdo. Seja T, : H — R o funcional avaliagdo para o ponto z, entdo, pelo
Teorema de Representacdo de Riesz, ha uma tnica fungdo K, € H tal que T,.(f) =
(f, K.). Isso nos permite definir uma transformacao ndo linear ¢(z) = K, que, por sua
vez, nos permite definir um kernel K (z,y) = (¢(z), ¢(y)) = (K,, K,). Como K, é uma
fungdo de H, temos K, (y) = T,(K,) = (K, K,) = K(x,_). Assim, as fungdes K,
obtidas pelo Teorema de Riesz satisfazem ambas as condi¢des do enunciado. [

Observacao. Com a proposi¢@o anterior, fica claro a razdo por trds do nome espago de
Hilbert de Reproducio. De fato, todo EHR H vem equipado com um kernel que reproduz
as fun¢des de H. E possivel introzudir o conceito de EHR diretamente através dessa
condicdo, entretanto, assim nado seria possivel dar exemplos de maneira tao ripida como
fizemos.

Um fato muito interessante € que a reciproca da Proposi¢ao 4.1 também vale. Isto
¢, dado um kernel K : X x X — R definido sobre um conjunto X, € possivel construir
um Unico espaco de Hilbert de Reproduc¢do Hy cujo kernel associado € exatamente K.
Assim, podemos concluir que todo kernel estd unicamente associado a um EHR Hy e
vice-versa. Esse fato elucida a natureza dos kernels. De fato, com esse resultado, sabe-
mos que todo método de kernel opera sobre um EHR cujos elementos sdo combinagdes
lineares® das fun¢des K, induzidas pelo kernel. Vejamos o seguinte teorema.

3Na verdade, limites de sequéncias de combinacdes lineares.



Teorema 4.1. (Moore-Aronszajn) Seja ' : X x X — R uma funcido simétrica e
positivo-definida sobre um conjunto X, entdo existe um unico espaco de Hilbert de
Reproducdo H cujo kernel associado € K.

Demonstra¢do. Comegamos definindo K, = K(x,_) para cada x € X e construindo
o espago Hy = Span{K,}. Vamos definir um produto interno sobre H,. Para isto,
sejam f, g e h fungdes em Hy e A um escalar. Podemos escrever [ = > " a;K,,, g =
Y biKy e h =" ciK,,, entdo

(f,9)0 = Z Z ;b K (24, y;),

i=1 j=1

define um produto interno. De fato, primeiro note que (-, -)o estd bem definida, pois

(f,9)0 = Zaig(%‘) = ijf(yj)~
i=1 j=1
Além disso, conseguimos ver que (-, -)o € bilinear:

n m

(FHA D90 =) (ai+ Aea)b K (23, 95) = (f,9)0 + (D, g)o-

i=1 j=1

Essa funcdo também  claramente ¢é simétrica e  (f, f)o =
>ic1 21 @ia; K (zi,25) > 0 por conta de K ser positivo-definida. Nos resta
mostrar que (f, f)o = 0 = f = 0. Para isto, precisamos do fato que a desigualdade de
Cauchy-Schwarz também vale para formas bilineares simétricas e positivo-definidas (a
funcgdo (-, -)o satisfaz essas condi¢des). Assim, temos:

|f(@)] = [(f; Kool < | fllo [1Kzllg = 0.

Portanto, (f, f)o = 0 = f = 0e (-,-)o é um produto interno. Podemos con-
cluir que P = (Hy, (-, )o) € um pré-espago de Hilbert. Veja que temos quase todas as
condicdes do teorema satisfeitas: P € um pré-espaco de Hilbert que possui um kernel de
reproducdo K. O que falta é a completude de P. Para isto, precisaremos trabalhar um
pouco mais.

Comegamos notando que toda sequéncia de Cauchy ( f,,)n,ecn em Hy admite limite
pontual. De fato, veja que:

(@) = fan(@)] = [(fr = Sons Kool < || fn = Simllo 1] -

Assim, se fixarmos x, (f,(z))nen € uma sequéncia de Cauchy em R. Pela com-
pletude de R, sabemos que f,,(z) — f(x) para algum nimero f(x) € R. Isso nos permite
definir o limite pontual de toda sequéncia de Cauchy:



f(x) = lim f,(z).

Iremos denotar por H o conjunto de todos os limites de sequéncias de Cauchy
em H,. Claramente, Hy C H, uma vez que, para toda funcdo f € H, podemos montar a
sequéncia de Cauchy (f),en cujo limite pontual é a propria f. Assim definido, H também
¢ um espago vetorial. De fato, 0 € H e é possivel ver que, se (fn)nen € (Gn)nen S80
sequéncias de Cauchy com limites pontuais f e g e A é um escalar, entdo (f,, + A g, )nen
¢ uma sequéncia de Cauchy cujo limite pontual é f + A\ - g. Vamos agora definir um
produto interno sobre A de forma que [ se torne um espago de Hilbert de Reproducgao.
Com efeito, sejam f e g fungdes em H, entdo f = lim, o, f, € g = lim,, . g, €M que
(fr)nen € (gn)nen sdo sequéncias de Cauchy em H. Podemos definir um produto interno
(-,-) sobre H da seguinte maneira:

(f,9) = lim (£, galo.

Precisamos mostrar que este limite existe e que ndo depende da escolha das
sequéncias (f,)nen € (gn)nen. Comegcamos mostrando que o limite existe. Faremos isso
mostrando que ((fy, gn)o)nen € uma sequéncia de Cauchy em R. Com efeito,

|<fn7gn>0 - <fm7gm>0| = |<fnagn>0 - <fnagm>0 + <fmgm>0 - <fmagm>0|a

que podemos agupar para obter:

[(frs gn)o — (foms Gm)ol = [{fn, Gn — Gm)o — (fu — fin, Gm)ol.

Aplicando a desigualdade triangular e depois Cauchy-Schwarz, obtemos:

[(fr> Gn)o — (frms> Gm)ol < anHO [ gn — QMHO + [ fr — meO HgmHO

Como as sequéncias ( f,, )nen € (gn)nen sdo de Cauchy, sabemos que sdo limitadas.
Sejam M; e M, nimeros reais tais que || f,||, < M e ||gnll, < M- para todo n. Com
1SS0,

|<fn>gn>0 - <fmagm>0| S Ml ||gn - gmHO + ||fn - meO M2

e a sequéncia em questdo é Cauchy. Portanto, lim, .. (f,, gn)o existe. Vamos agora
mostrar que este limite independe da escolha das sequéncias ( f,,)nen € (gn)nen. Para isto,
sejam (f! )nen € (gl )nen outras sequéncias de Cauchy em Hy tais que f, — fe g, — ¢
pontualmente, entdo |{f,,, gn)o — ([}, g, )o| — O por um argumento andlogo ao que demos
para mostrar que lim,, . (fn, gn)o existe. Portanto, (-, -) estd bem definido. Nao ¢ dificil
verificar que tal fungdo é simétrica e bilinear usando as propriedades de (-, -)o. Note que,
paratoda f e g € Hy, temos:



<fvg> = <fvg>07

uma vez que podemos escolher as sequéncias (f)nen € (¢)nen para computar o produto
interno em H. Isso nos permite concluir que (0,0) = 0. Por fim, veja que K ainda é
um kernel de reprodugdo para H, uma vez que K, € Hy C H paratodo z e (f, K,) =
limy, oo (fn, Ku)o = fu(z) = f(z). Assim, se f € H étal que (f, f) = 0, podemos
inferir que:

[f (@) = [(f, Ko)| < I 1K= = 0,

e f = 0. Portanto, H é um pré-espaco de Hilbert com um kernel de reprodugdo. Veremos
agora que H € completo e, portanto, um EHR com kernel associado K. Precisaremos do
fato que H, é denso em H. De fato, seja f € H, entdo hd uma sequéncia de fungdes
(fu)nen em Hy tal que f,, — f pontualmente. E possivel mostrar* que isso implica em
|f — fnll = 0, 0 que nos permite concluir que Hy é denso em f.

Por fim, seja (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em H. Pela densidade de H,
em H, podemos montar outra sequéncia ( f!),ecn, desta vez de elementos em Hy, tal que
|| fn — f1]| = 0. Isso nos permite mostrar que (f/)nen € de Cauchy:

1o = Sl S W = Fall - 1o = Sl + 1o = Sl

Dado ¢ > 0, claramente conseguimos escolher N grande o suficiente tal que
1o = fall < €/3.lfa—Ffull < €/3 e|lfm—fll < €/3 para todo m,n > N.
Assim, (f/)nen € de Cauchy, o que significa que possui limite pontual em H. Seja
f =lim,_, fn, entdo

If = Full < I = Fall + W = Jall

O lado direito claramente vai para zero quando n — 00, 0 que nos permite con-
cluir que H é completo. Agora, nos voltamos a questdo da unicidade. Seja G outro EHR
com kernel de reprodugdo K, entdo Hy C G. Nao € dificil verificar que G também deve
conter o completamento H de H,. Basta entdo verificar que toda funcdo de G também
estd em H. Para isto, seja f € G, como H € um subespaco fechado de G, podemos usar
a decomposicdo ortogonal que vimos no Capitulo 3 para escrever G = H & H*. Assim,
hd uma tnico decomposigio de f como f = g+ h,emque g € He h € H+. Como K ¢
o kernel de reproducdo tanto de H quanto de GG, temos:

f(l’) = <fa Kaz>G = <g7Kx>G + <ha Ka:>G

h é ortogonal a K, o que nos permite concluir que f(z) = (g, K;)c = (9, Kz)n = g(x).
Assim, f € H e G = H, como queriamos demonstrar. OJ

“Uma prova similar a este fato pode ser encontrada na referéncia [Vert 2020].



4.1. Consequéncias da abordagem por EHR

A abordagem de Métodos de Kernel por espagos de Hilbert de Reproducao abre espaco
para alguns resultados interessantes. Entre eles, se destaca o Teorema do Representante,
cujo enunciado pode ser visto a seguir.

Teorema 4.2. (Teorema do Representante) Sejam /K : X x X — R um kernel com
EHR associado Hp, (x1,y1), (22, Y2), -, (Tn,yn) € X X R um conjunto de dados, g :
[0, 00) — R uma fungdo estritamente crescente € F : (X x R?)" — RU{oo} uma fungio
de erro, entdo podemos definir o seguinte funcional de erro regularizado sobre H:

[ By, f(21)), (22,92, f(22)), s (20, Yn, £20))) + g (I F1])-

Dessa forma, qualquer fungdo f* que atinja o valor minimo deste funcional admite
uma representacdo da forma:

[ (z) = Z o, K(z, ;).

Demonstracdo. Uma demonstracdo para este teorema pode ser encontrada na referéncia
[Scholkopf et al. 2001]. O

Observacao. O processo de treinamento de alguns métodos de kernel (como o kSVM)
pode ser formulado em termos de problemas de otimizacao; isto €, em termos de encontrar
um valor minimo para um funcional de erro:

fr = argmin{ E((z1, y1, f(21)), (22,92, [ (22))s -es (T, Y, f(20)) + g F1])}-

feHk

Nestes casos, o Teorema do Representante nos diz que s6 € necessdrio buscar
a solugdo f* em um subespago de dimenséo finita: Span {K,,, K,,, ..., K, }. Isso re-
duz um problema de otimiza¢do de dimensao potencialmente infinita (como no caso do
Kernel Gaussiano) para um problema de dimensao finita, possibilitando implementacdes
numéricas como programas de computador.

5. Conclusoes

Neste trabalho, ilustramos como € possivel demonstrar rigorosamente que um método de
kernel funciona em conexdo com qualquer kernel através da prova de corretude do kPer-
ceptron. De fato, para justificar o funcionamento de outros métodos de kernel, bastaria
apresentar suas corretudes em termos de espacos com produto interno (ou EHR), sem
assumir que o espaco de entrada em que operam é R? para algum d. Além disso, apresen-
tamos a razao pela qual o Kernel Gaussiano e os kernels polinomiais sao kernels. Por fim,
mostramos que todo kernel e, portanto, todo Método de Kernel, estd ligado a um espaco
de Hilbert de Reprodugdo de maneira candnica.



H4 varias extensOes naturais desse trabalho. De fato, seria possivel abordar outros
métodos de kernel, como o0 kPCA e kSVM. Em outra dire¢do, seria possivel discutir mais
a fundo sobre alguns dos kernels, como o Gaussiano e o Laplaciano. Seria interessante
construir os EHR associados a esses kernels e entdo utilizar métodos da Andlise Funcional
para revelar sua estrutura. Valiosas também seriam as adicdes com respeito as proprie-
dades estatisticas do Kernel Gaussiano. Essas questdes serdo abordadas em trabalhos
futuros.
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