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RESUMO

A literatura indica a possibilidade de aplicacdo de modelos viscoelasticos fraciona-
rios como uma alternativa aos modelos classicos de ordem inteira. No entanto, ndo
€ comum comparar os resultados obtidos utilizando ambas as abordagens em diver-
sas condi¢des de carregamento. Desta forma, neste trabalho € comparada a capa-
cidade preditiva de modelos viscoelasticos (VE) com cinematica infinitesimal e finita,
com a evolucao viscoelastica dada por equacoes diferenciais de ordem inteira e fra-
cionaria. Além dos viscoelasticos, sdo também formulados e comparados modelos
viscoelasticos-viscoplasticos (VE-VP) com cinematica infinitesimal. As comparacoes
sao feitas por meio da realizacdo de procedimentos de ajustes de parametros, em
condicdes de carregamento ciclico e em fluéncia-recuperacao, para um polimero ter-
moplastico frequentemente utilizado em préteses biomédicas. Primeiro, os ajustes séo
realizados de forma independente, em seguida, as duas condi¢cées de carregamento
sdo ajustadas simultaneamente. O processo de otimizagéo é conduzido segundo uma
abordagem hibrida, utilizando um método heuristico para busca global e outro base-
ado em gradiente para refinamento da busca local. No contexto das condi¢cbes experi-
mentais avaliadas, os resultados indicaram que a utilizacao dos modelos fracionarios
testados nao resultou em melhoria significativa, quando os ajustes sao feitos de forma
independente. Por outro lado, para a condigdo de ajuste simultdneo, os modelos fraci-
ondarios mostraram uma ligeira melhoria, mas ainda nao significativa, frente ao maior
custo computacional desta classe de modelos. Deve-se também mencionar que a im-
plementacdao dos modelos fracionarios requerem a alteracao da arquitetura de cédigo,
uma vez que o algoritmo constitutivo incremental ndo se enquadra na classe usual de
algoritmos recursivos a dois instantes. Além disso, os resultados indicaram que os mo-
delos puramente viscoelasticos ndo foram capazes de representar satisfatoriamente os
comportamentos ciclicos e em fluéncia, enquanto que a incorporacdo de mecanismos
viscoplasticos permitiu aumentar consideravelmente a capacidade preditiva.

Palavras-chave: Viscoelasticidade fracionaria. Viscoplasticidade. Derivadas fraciona-
rias. Ajuste de parametros.



ABSTRACT

The literature indicates the possibility of applying fractional viscoelastic models as an
alternative to the classical integer order models. However, it is not common to compare
the results obtained using both approaches under different loading conditions. Thus, in
this work the predictive capabilities of viscoelastic models (VE) with infinitesimal and
finite kinematics is compared. Besides viscoelastics, viscoelastic-viscoplastic models
(VE-VP) with infinitesimal kinematics are also formulated and compared. The compar-
isons are made by means of parameter fitting procedures in cyclic and in creep-recovery
loadings, for a thermoplastic polymer frequently used in biomedical applications. First,
fittings are made independently, then both loading conditions are fitted simultaneously.
The optimization procedure is conducted according to a hybrid approach, using a heuris-
tic method for global search and another based on gradients for local search. In the
context of the experimental conditions evaluated, the results indicated that the use
of the fractional models tested did not result in significant improvement, when the
fittings are made independently. On the other hand, for the simultaneous fitting, the
fractional models showed a slight improvement, but not yet significant, in face of the
higher computational cost of this class of models. It should also be mentioned that the
implementation of the fractional models requires a change in the code architecture,
since the incremental constitutive algorithm does not fit in the usual class of recursive
algorithms. Moreover, the results indicated that purely viscoelastic models were not
able to satisfactorily represent cyclical and creep behaviors, while the incorporation of
viscoplastic mechanisms has considerably increased the predictive capabilities.

Keywords: Fractional viscoelasticity. Viscoplasticity. Fractional derivative. Parameter
fitting.
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1 INTRODUCAO E OBJETIVOS

A modelagem constitutiva de materiais viscoelésticos € usualmente realizada
por meio de modelos fenomenoldgicos. Nesta abordagem, a representacdo do com-
portamento material é obtida pela combinacao de elementos que descrevem separada-
mente o comportamento viscoso e elastico. Esta decomposicao em parcelas dissipa-
tivas e conservativas pode ser combinada de varias formas, resultando em diferentes
modelos. Alguns destes sdo os de Maxwell e Kelvin, ou uma combinagdo dos mesmos,
resultando em suas versdes generalizadas (WARD; SWEENEY, 2012).

A utilizacao da viscoelasticidade linear classica para obtengédo das equacgdes
constitutivas resulta em equacgdes diferenciais lineares, cuja ordem de derivagéo é
inteira. E bem conhecido que a solugdo desta abordagem classica envolve a solu-
cao de integrais de convolugdo que apresentam como propriedade a dependéncia
de todo o historico de deformagédo do material. Contudo, devido a Uteis propriedades
matematicas destas integrais, o algoritmo constitutivo incremental pode ser reduzido a
dependéncia de somente dois estados. Isto permite uma implementacao eficiente do
ponto de vista computacional.

Esta intrinseca associacao com todo histérico de deformacéo e com equagdes
diferenciais despertou a atencao para o uso de derivadas fracionarias na modelagem
de viscoelasticidade. O conceito de derivadas fracionarias envolve, por sua prépria
definicdo, a dependéncia de todo o histérico da variavel sendo diferenciada. Portanto,
inicialmente, resulta ser intuitiva a utilizacdo de derivadas de ordem n&o inteira no
ajuste de curvas experimentais de materiais viscoelasticos.

Segundo Rogosin e Mainardi (2014), Scott Blair foi o pioneiro em utilizar deriva-
das fracionarias para modelagem de materiais viscoelasticos. Blair e Coppen (1943)
sugeriram que a modelagem viscoelastica ndo deveria ser realizada pela combina-
¢ao aditiva de elementos que descrevem separadamente o comportamento viscoso e
elastico, mas sim por um elemento intermediario, capaz de representar uma transicao
continua entre estes estados.

Infelizmente, interpretacbes geométricas ou conceituais das derivadas fraciona-
rias no contexto de viscoelasticidade ndo € uma tarefa trivial. Bagley e Torvik (1983)
buscaram compreender a relacao existente entre modelos fenomenoldgicos fracio-
nérios e modelos baseados no comportamento molecular das cadeias poliméricas. A
partir deste estudo, os autores verificaram que estas abordagens apresentam a mesma
esséncia, concluindo que a aplicacao de derivadas fracionarias em modelos fenomeno-
l6gicos ndo é uma escolha arbitraria, mas um método igualmente vélido para descricao
do comportamento viscoelastico. Outro ponto de vista interessante foi explorado por
Heymans e Bauwens (1994). Estes autores propuseram uma interpretacdo baseada
no estudo do arranjo de componentes basicos (elasticos e viscosos) em um formato
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fractal. Eles concluiram que as equacdes diferenciais de ordem nao inteira surgem
naturalmente na modelagem do comportamento de estruturas fractais.

Em contraste com a sua versdo de ordem inteira, as derivadas fracionarias
nao apresentam uma Unica definicdo matematica, isto €, diversas definicdes podem
ser encontradas na literatura. A utilizacdo de cada uma dessas pode ser especifica
ou mais adequada a cada area de interesse. Formulagées no sentido de Caputo,
Riemann-Liouville (R.L) e Grinwald-Letnikov (G.L) séo largamente utilizadas. Por exem-
plo, Adolfsson e Enelund (2003) utilizaram a definicdo de G.L para generalizar o modelo
viscoelastico com cinematica finita proposto por Simo (SIMO; HUGHES, 2006). Outros
trabalhos utilizaram a definicdo de R.L para solucao do problema fracionario, como o
modelo com cinematica finita apresentado em Fukunaga e Shimizu (2015). Pode-se
também citar outros trabalhos que utilizaram a definicdo de Caputo. Di Paola, Pirrotta
e Valenza (2011) empregaram a definicdo de Caputo no ajuste de parametros de
dados experimentais em fluéncia e relaxagdo de dois materiais poliméricos. Zhang
et al. (2020) apresentaram um algoritmo mais eficiente para solucao de equacoes
diferenciais fracionarias do tipo Caputo. Mais detalhes sobre estas e outras definicdes
podem ser encontradas em livros de referéncia da area, como; Samko, Kilbas e Ma-
richev (1993) e Keith B. Oldham e Spanier (2006). Além disso, Teodoro, Machado e
De QOliveira (2019) apresentam uma revisdo contendo diversas definicées e suas prin-
cipais propriedades matematicas. Ao longo deste trabalho, a definicdo de G.L sera
empregada e propriamente discutida adiante.

Os trabalhos em viscoelasticidade fracionaria seguem duas abordagens prin-
cipais: os primeiros, descritos no dominio da frequéncia e os segundos, no dominio
do tempo. A primeira abordagem € Util quando estao disponiveis dados experimentais
provenientes de testes DMA e se deseja realizar avaliagées sobre a dependéncia do
modulo de perda ou do angulo de defasagem devido a mudancgas de composicao ou
a tratamentos térmicos (ALCOUTLABI; MARTINEZ-VEGA, 2003; HOU; CHEN, 2012;
ARIKOGLU, 2014; WOLLSCHEID; LION, 2014). Ainda neste contexto, Xu et al. (2020)
utilizaram modelos fracionarios para andlise de vibragdes em vigas no dominio da
frequéncia. Recentemente, Amabili, Balasubramanian e Breslavsky (2019) compara-
ram a capacidade preditiva de modelos classicos (ordem inteira) e fracionarios com
cinematica finita, no ajuste de aortas humanas, também no dominio da frequéncia.

A segunda abordagem, no dominio do tempo, resulta em equacdes diferenciais
com operadores de ordem nao inteira. Como consequéncia, os algoritmos constitutivos
incrementais dependem de todo o histérico da variavel sendo diferenciada, tornando o
custo computacional consideravelmente elevado (MILLER; ROSS, 1993; OLDHAM, K.;
SPANIER, 2002; SCHMIDT, Andre; GAUL, 2002). Alguns autores tém se dedicado ao
estudo de técnicas para reducao deste custo, por meio do aprimoramento de técnicas
recursivas, as quais possibilitam a utilizagdo de somente uma parcela do histérico da
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variavel (SCHMIDT, Andre; GAUL, 2002; ZOPF; HOQUE; KALISKE, 2015).

Embora a teoria da viscoelasticidade linear permita a transformacéo da resposta
obtida em um dominio para o outro, ainda nao é totalmente explorado na literatura
como converter de modo eficiente os parametros ajustados no dominio da frequéncia
para o dominio do tempo, principalmente em condi¢cées de carregamentos multiaxiais
arbitrarios. Na breve reviséo realizada, observou-se também que ndo é comum a com-
paracao quantitativa de ajustes utilizando diferentes condigdes de testes mecanicos,
quando utilizados modelos fracionarios no dominio do tempo. Além disso, na visdo do
autor, também n&o é comum a identificagdo de um unico conjunto de parametros para
predicao de diferentes testes simultaneamente.

Embora outros trabalhos tenham realizado comparagées no dominio do tempo,
na visao do autor, estes trabalhos sé&o ainda raros. Além disso, certas comparacdes sao
feitas utilizando apenas uma taxa de tensédo ou deformacao por procedimento de ajuste,
isto é, nao sao realizados ajustes simultdneos em varias condicées de carregamento,
como em Meng, Yin e Drapaca (2019). Pode-se também citar o trabalho realizado por
Xiao, Sun e Chen (2016), onde foram realizadas comparag¢des em varias condigdes
de carregamento no dominio do tempo, contudo, neste trabalho citado foram utilizados
dados numeéricos sintéticos.

Baseado no exposto, 0 presente trabalho tem por objetivo analisar em que me-
dida uma classe de modelos fracionarios viscoelasticos e viscoelasticos-viscoplasticos
descritos no dominio do tempo sao capazes de melhorar a capacidade preditiva de
ajuste de curvas experimentais, de um material polimérico amplamente utilizado em
aplicacoes biomédicas, o Polietleno de Ultra Alto Peso Molecular (UHMWPE), quando
comparados com os modelos classicos. Para tal fim foram utilizadas seis curvas ex-
perimentais extraidas do trabalho de Faria (2017). Destas, trés sao provenientes de
ensaios do tipo fluéncia-recuperacdo e as outras trés de ensaios ciclicos. E importante
destacar que a natureza distinta destes ensaios permite enquadrar este trabalho em
uma classe que contribui apresentando ajustes utilizando dados experimentais em
condi¢cdes de testes mecanicos combinados. Os modelos viscoelasticos sdo formu-
lados com cinematica infinitesimal e finita, enquanto os viscoelasticos-vicoplasticos
sao formulados com cinematica infinitesimal. Para atingir este objetivo, € necessario o
cumprimento dos seguintes objetivos secundarios:

 Implementar o modelo viscoelastico de Maxwell Generalizado com cineméticas
infinitesimal e finita.

« Estudar a definicdo de Grinwald-Letnikov (G.L) para derivadas fracionarias.

 Implementar a classe de modelos de Maxwell Generalizado utilizando derivadas
fracionarias com cinematicas infinitesimal e finita.
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» Estender um modelo viscoelastico-viscoplastico utilizando derivadas fracionarias.

» Implementar um protocolo de otimizagdo para o ajuste dos parametros dos mo-
delos.

» Realizar a comparacao e discussao da capacidade preditiva dos modelos estu-
dados

No que diz respeito a organizacao do texto, no Capitulo 2 sdo apresentados
0S principais aspectos cinematicos e constitutivos necessarios a formulagédo dos mo-
delos viscoelasticos e viscoelasticos-viscoplasticos, com ordem de derivacéo inteira
e fracionaria. Os ensaios implementados e o procedimento hibrido adotado para o
ajuste de parametros sao apresentados no Capitulo 3. No Capitulo 4 sao discutidos os
resultados obtidos utilizando as duas classes de modelos apresentadas ao longo do
Capitulo 2. Finalmente, o Capitulo 5 aborda as principais conclusdes e sugestdes para

trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA E FUNDAMENTAGAO TEORICA

O presente capitulo apresenta os principais aspectos tedricos necessarios para
a formulagdo dos modelos constitutivos viscoelasticos e viscoelasticos-viscoplasticos,
de ordem inteira e fracionaria.

Inicialmente é apresentada uma breve revisdo sobre derivadas fracionarias,
com énfase na definicdo utilizada neste texto. Em seguida é apresentada uma série de
defini¢cdes classicas da mecéanica do continuo, com o intuito de estabelecer a notacao
necessaria para a apresentacao dos modelos de viscoelasticidade em deformacéao
infinitesimal e finita, de ordem inteira e fracionaria. Finalmente é abordado um conjunto
de modelos viscoelasticos-viscoplasticos em cinematica infinitesimal.

2.1 DERIVADAS FRACIONARIAS

O calculo fracionario remonta aos primérdios do calculo integro-diferencial,
sendo atribuido a LUHopital e Leibniz as primeiras especulacbes acerca do tema. Em
1695 por meio de conversas por cartas, os autores se questionaram sobre o signifi-
cado de uma derivada D™ = d"f(z)/d", de uma fungdo f(x), onde n correspondia a
um termo fracionario igual a 1/2 (MILLER; ROSS, 1993).

Ao longo do seu desenvolvimento tedrico, o conceito de derivada fracionaria
tem sido aplicado nas mais diferentes areas de pesquisa. Como exemplo, podem
ser citados os problemas envolvendo: controle de sistemas, difusdo, modelagem de
circuitos elétricos e modelagem constitutiva de materiais viscoelasticos (HILFER, 2000;
MCBRIDE, 2008). Esta ultima constitui o alvo de estudo neste trabalho. O modelo
viscoelastico fracionario mais simples pode ser obtido a partir da generalizagdo do
dispositivo de Maxwell. Conforme apresentado na Figura (1), a versao fracionaria
€ obtida por meio da substituicdo do elemento viscoso por um elemento capaz de
representar uma transigdo continua entre o comportamento elastico e viscoso. Este
novo elemento possui um parametro adicional «, denominado ordem de derivacao.
Este elemento recupera o comportamento elastico e viscoso, para a = 0 e a = 1,
respectivamente (HAVEROTH, 2015).

Desde o primeiro registro, o calculo fracionario despertou a atencao de va-
rios matematicos, como; Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemman e Laurent.
Contudo, foi somente a partir do século XIX que a teoria atingiu maior rigor e de-
senvolvimento na matematica moderna. A partir deste estagio, os resultados obtidos
estenderam o dominio fracionario n para «, onde agora a ordem de derivacao « pode
ser um numero racional ou irracional, natural ou complexo. Desta forma, atualmente
o termo fracionario esta relacionado somente as origens do método (MILLER; ROSS,
1993).

Em decorréncia da dificuldade de realizar uma interpretagao fisica e geométrica,
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Figura 1 — Representagao reoldgica unidimensional do dispositivo viscoelastico de
Maxwell classico e fracionério.

diversas defini¢cdes para a derivada fracionaria podem ser encontradas na literatura.
As formulagbes no sentido de Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikov s&o lar-
gamente utilizadas (OLDHAM, K.; SPANIER, 2002; MILLER; ROSS, 1993; SCHMIDT,
Andre; GAUL, 2002). Teodoro, Machado e De Oliveira (2019) apresentam uma revisao
sobre as principais definicoes.

No artigo de Caputo e Mainardi (1971), um dos pioneiros em viscoelasticidade
fracionaria, os autores generalizaram o modelo viscoelastico de Zener introduzindo
um mecanismo de memdria por meio da utilizagdo de derivadas fracionarias. Nesse
trabalho, a solugdo da equacao constitutiva é obtida a partir da definicdo de derivada
fracionaria proposta por Caputo. Os autores aplicaram o modelo proposto em ajuste de
curvas experimentais da funcao energia de dissipacéo especifica de metais e vidros,
analisando assim o desempenho do modelo ao longo de uma faixa de frequéncia.

Padovan (1987) foi um dos primeiros autores a apresentar uma aplicacao de
um modelo constitutivo fraciondrio em uma discretizagdo de Elementos Finitos (MEF).
Nesse artigo foram utilizados algoritmos implicitos e explicitos em conjunto com visco-
elasticidade fracionaria. As equacgdes constitutivas foram discretizadas pela definicéo
de Grianwald-Letnikov (G.L). Um dos primeiros trabalhos direcionados a formulacao
de modelos tridimensionais foi o de Makris (1997). Nesse trabalho, o autor mostra
que o modelo isotrdpico fracionario tridimensional pode ser obtido diretamente pela
extensdo do modelo unidimensional. O modelo proposto pelo autor € linear e restrito a
cinematica linear.

Schmidt e Gaul em (2002) e (2006) publicaram dois importantes artigos rela-
cionadas a aplicacdo dinamica em MEF. Nos dois trabalhos, os autores utilizaram a
definicdo de G.L para solugdo do problema constitutivo fracionario. O segundo artigo
apresenta algoritmos com estratégias de reducao do custo computacional.

Em relagéo a viscoelasticidade fraciondria n&o linear, pode-se citar o trabalho
de Muller et al. (2011), onde o parametro de relaxagéo é atualizado segunda uma equa-
cao diferencial dependente da viscosidade do material. O autor apresenta aplicagdes
em um material polimérico submetido a ensaios de tracdo convencionais e ciclicos,
obtendo resultados numeéricos em concordancia com os experimentais.
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Zopf, Hoque e Kaliske (2015) comparam os resultados obtidos por dois algo-
ritmos para solu¢cdo do modelo de Zener fracionario em cinematica finita. O primeiro
algoritmo consiste em utilizar a abordagem classica que considera todo histérico para
solucdo da equacao fracionaria, enquanto o segundo € uma nova proposta recursiva.
Finalmente, os autores realizam simulagées em MEF de conformacao de elastdbmeros
e analisam a acuracia dos algoritmos.

Alotta, Barrera, Alan CF Cocks et al. (2017) realizaram considerag¢des do ponto
de vista termodindmico e sobre a variagdo do coeficiente de Poisson com o tempo.
Os autores verificaram que, para o modelo fracionario satisfazer a condigéo de dis-
sipagdo nao negativa, os parametros materiais devem ser ndo negativos e a ordem
de derivagdo a € [0,1]. Em um artigo do ano seguinte (2018), os mesmos autores
implementaram o modelo apresentado em uma rotina material do programa comer-
cial Abaqus. Para a solu¢do da equacao diferencial fracionaria foi utilizada a definicdo
de G.L, sendo também abordados aspectos de reducdo do custo computacional em
analise dindmica explicita e implicita. Em um segundo artigo de (2018), os autores
realizaram o ajuste de parametros em fluéncia e recuperacdo. Em seguida utilizaram
os parametros para andlises MEF de desgaste de proteses de joelho fabricadas em
polietileno de alta densidade (HDPE).

Stankiewicz (2018) propde um modelo fracionario para modelagem de materi-
ais biolégicos. O modelo reoldgico € formado por dois elementos generalizados em
paralelo, onde cada elemento € também ponderado por uma fungéo peso exponencial.
Os resultados apresentados pela autora mostraram que essa abordagem aumentou a
capacidade preditiva, principalmente no que diz respeito a relaxacdo do material.

Conforme mencionado anteriormente, a literatura apresenta diversas definicoes
de derivadas fracionarias. Dentre estas, a definicdo de Grinwald-Letnikov (G.L) nao
requer a utilizacao explicita de operacdes de integracéo e derivacéo, sendo necessaria
somente a avaliagdo da funcao. Por este motivo, esta definicao é aplicada frequente-
mente em problemas numericos, sendo definida por

N-1

(DRE(E)= lim [A7* Y A f (= jA). (1)

N—o0
Jj=0

onde, f(t), At, « e N, correspondem, respectivamente, a fungcao sendo diferenciada, ao
intervalo de tempo, a ordem de derivagdo e ao numero de pontos passados utilizados.
Enquanto que, a e b representam os limites onde a fungéo esta definida. No Apéndice
(A) sdo apresentadas as principais etapas para obtencao desta expressao. Além disso,
os coeficientes A;,, sdo definidos por
I'j — « —1—«

A = g A @

onde I'(e) corresponde a fungdo gama. Ainda que neste trabalho seja utilizada so-
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mente a definicdo de G.L, serao apresentadas brevemente as definices de Riemann-
Liouville (R.L) e de Caputo. A definicdo de R.L é dada pela derivada de ordem inteira
de uma integral, conforme

t

/ (t— 2" f()dr, m—1<a<m. (3)

a

1 am
I'm — «)dt™

DPf(t) =

Enquanto a definicdo de Caputo é definida pela integral da derivada de ordem inteira
da funcgao, conforme

t

1 fmi(r)
JDFf(t) = dr, -1 , 4
“f(t) F(m—a)/(t—r)aﬂ—mT m <a<m (4)
onde,
d™f(r)

m)(7) = . 5
fr) = = (5)
Geralmente o termo m € tomado como sendo o primeiro inteiro maior que a ordem de

derivagao a.

A definicdo de Caputo cumpre um papel importante em problemas com condi-
¢cdes iniciais ndo nulas, uma vez que, ao contrario das definicdes de R.L e G.L, as
condicoes iniciais possuem significado fisico na definicao de Caputo. Outra diferenca
importante entre a definicdo de Caputo e as outras, consiste no fato que, a primeira
fornece valor nulo para a derivada de uma constante. Para uma fungao definida no
intervalo fechado [a, b] e com condigdes iniciais nulas (f(a) = 0), estas trés definicdes
apresentam o mesmo resultado (PODLUBNY, 1998; FUKUNAGA; SHIMIZU, 2015).

2.2 CINEMATICA

Antes de compreender a resposta macroscopica de um corpo em termos do
campo de tensdes atuante em cada ponto material, € necessario apresentar certos
aspectos cinematicos. Desta forma, nesta se¢do sdo apresentadas as entidades ci-
nematicas necessarias para a formulagdo dos modelos constitutivos estudados. Os
conceitos tensoriais utilizados ao longo deste texto podem ser revisados em livros
classicos da mecénica do continuo (HOLZAPFEL, 2002; GURTIN; FRIED; ANAND,
2010; LAl et al., 2009).

Seja um corpo 3 representado por um meio continuo, conforme mostrado na
Figura (2). Considere a existéncia de uma funcdo de mapeamento x, que realiza o
mapeamento de pontos materiais de uma configuracédo de referéncia 2, para uma
configuracdo deformada 2. A relacao cinematica entre uma fibra, dX, na configura-
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Configuragéo
material

Configuragéo

x espacial

Y
----------------

Figura 2 — Corpo continuo 3 e sua configuracdo material €2, € espacial 2

cao material e sua nova condicao, dx, na configuracéo espacial, é dada pelo tensor
gradiente de mapeamento F,

dx = F(X, t)dX. (6)

Na Equacao (6), os tensores de primeira ordem X e x, correspondem aos
vetores que descrevem a posicao da particula em relagao as configuracdes material €
espacial, respectivamente, enquanto o tensor F é definido por

Ox(X,t
F(X,t) =Vx(X,t) = X(g—X’) =Vu(X,t)+ 1L (7)
Na Equacéao (7), Vu e I, correspondem, respectivamente, aos tensores gradiente
de deslocamento e identidade de segunda ordem. Outra entidade importante a ser

definida é o determinante do gradiente de mapeamento, J,

d
J(X,t)= detF(X, t) = ﬁ > 0. (8)

O Jacobiano, J, pode ser visto como uma medida da relacao entre o volume espacial,
dv, e material, dV.

Qualquer deformacao pode ser localmente decomposta em uma parcela isoco-
rica e outra volumeétrica. No primeiro tipo citado, as deformagdes ocorrem sem variagao
de volume, sendo o Jacobiano unitario (J = 1). A parcela volumétrica por sua vez con-
siste somente em contragdes ou dilatagdes. Em um estado de deformagéo puramente
volumétrico, o tensor F € um tensor esférico proporcional a razdo de contracdo (ou
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dilatacéo), .,

F =L 9)

No regime de deformacdes finitas, esta decomposicdo € comumente realizada de
forma multiplicativa,

F= FvolFiso = (Jl/SI)Fisoa (1 0)

Na expressao (10), F;,, e F,;, correspondem, respectivamente, as parcelas isocoricas
e volumétricas.

Tendo em vista que existem diversas definigdes de tensores de deformacgéo,
a partir deste ponto sao apresentados apenas 0s tensores que sao utilizados neste
trabalho. Os tensores materiais de deformacédo de Cauchy-Green a direita, C, e de
Green-Lagrange, E, sdo definidos por

C =F'F, (11)

E = % (C-1) = % [V'u+ Vu+ (V'a)Vu]. (12)

Deve-se destacar que o sobrescrito 7' corresponde a operagao de transposicao de um
tensor. Além disso, define-se também o tensor de deformagéo espacial, b, chamado
de Cauchy-Green a esquerda,

b =FF7. (13)

O tensor de deformacao infinitesimal € pode ser obtido a partir da parcela simétrica
do Vu, isto é, sdo desprezados os termos de ordem superior do tensor de Green-
Lagrange E, como definido

e:%(VTquVu). (14)

Outra operacao importante a ser definida € a decomposigao polar. Esta consiste
em decompor 0 movimento gerado pelo tensor gradiente de mapeamento em uma
parcela de puro elongamento (stretch) e outra de pura rotacao,

F =RU = VR. (15)

Na Equacao (15), R € um tensor de rotacao e possui a propriedade de ortogonalidade
RTR =1, enquanto os tensores U e V sdo tensores simétricos positivos-definidos,
denominados tensores de elongamento material e espacial, respectivamente,

U?2=UU=C ¢ V2=VV=h. (16)
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Configuragédo R Configurggéo
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Figura 3 — Decomposicéo Polar do tensor gradiente de deformacao.

A Figura (3) apresenta uma esquematizacdo dessa operacédo de decomposigao.
Conforme citado anteriormente, o tensor F mapeia uma fibra dX na configuracéao
de referéncia, em sua contraparte espacial dx, por meio da operacao dx = FdX. A
configuracao final pode também ser obtida aplicando primeiramente uma operacao
de puro elongamento realizado pelo tensor U, seguido por uma rotacdo R. O mesmo
resultado pode ser obtido pela combinacdo de uma pura rotacdo, com subsequente
elongamento imposto por V.

A partir do exposto acima, é possivel definir o tensor de deformacgéao logaritmica
espacial g,

e =In(V) => In(\a)(n, ©m,). (17)

a=1
Na Equacéao (17), A, s&o os autovalores (elongamentos) de U e V. Enquanto n, sdo
os autovetores de V. E interessante notar que, em condicdes de puro elongamento,
o tensor de rotacao é igual ao tensor identidade. Desta forma, os autovetores dos
tensores V e U coincidem (n, = N,).

2.3 HIPERELASTICIDADE COMPRESSIVEL

A descricdo cinematica apresentada na secao anterior € valida para todo corpo
continuo, independente de sua natureza material. Contudo, a relagéo entre a defor-
macao aplicada e a resposta em tensao é particular a cada classe de materiais. As
equacodes auxiliares que permitem obter esta relacao sao chamadas leis constitutivas
materiais. Na presente secado sao apresentadas as formulacdes necessarias para a
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tratativa de materiais hiperelasticos. Estas sao utilizadas na formulacao dos modelos
viscoelasticos e viscoelasticos-viscoplasticos.

Modelos constitutivos hiperelasticos estao associados a materiais que possuem
uma fungéo de energia livre de Helmholtz ¥, também chamada de fungao energia
livre de deformacao, cuja derivada em relagdo ao tensor F de mapeamento fornece o
primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff P, também denominado tensor de tensé@o
nominal,

0w (F)
OF
Nesta classe de modelos, o estado de tenséo independe da taxa de deformacéo e do

histérico das forcas internas (HOLZAPFEL, 2002).
A funcéo de energia livre pode ser escrita em termos de outros tensores, como
C e E. As equacdes

P— (18)

P:QFa\D—(C), 8228\IJ(C) B G\IJ(E)‘

oC oC ~ OE
apresentam outras formas possiveis, onde S é o segundo tensor de Piola-Kirchhoff

(P-K). Em relag@o ao primeiro, o segundo tensor de P-K apresenta como principal
diferenga a condicao de simetria, sendo frequentemente utilizado em implementacdes
computacionais.

Uma vez que, neste texto, os modelos constitutivos viscoelasticos no regime
de deformacéo finita sdo obtidos em termos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff,
convém definir as relagdes existentes entre os tensores de tenséo P, S e o,

(19)

o = J 'FSF, P =FS. (20)

Na Expressao (20), o tensor o representa a tensao de Cauchy. Usualmente, a funcéo
de energia livre de Helmholtz é decomposta em parcelas dependentes de deformacoes
isocdricas e volumétricas,

U(C) = Ui (Ciso) + Yrar(J). (21)

Além disso, a decomposicao cinematica multiplicativa do tensor C é definida por

Ciso = J72/3C

(22)
C. = J?°1

Na expressao anterior, C;,, é a parcela isocérica de C, enquanto que C,,, corresponde
a parcela volumétrica. Desta forma, o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff,
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S, pode ser escrito em termos de uma combinacao aditiva de uma parcela esférica e
outra desviadora,

a\I’(C) . 26\Ijiso(ciso> + 28\IJVOI(J>
oc oC oC
Expandindo as derivadas da equacao acima e utilizando as devidas propriedades

tensoriais, chega-se a

S=2

(23)

8\IJv01(J) -1 —2/3 a\piso(ciso)
— Jl v/ DEV [2—22 % 24
S=J—7—C'+]J \% oc. | (24)
SVOI(J) sisozéiso)

onde, o termo DEV [e] corresponde ao operador desviador em relagdo a descri¢cao
material, definido por
1

DEV [e] = (o) — 3 [(e) : C]C . (25)

As etapas de derivacao da Equacao (24) sao apresentadas no Apéndice (B) do pre-
sente texto e podem ser obtidas em detalhes em Holzapfel (2002).

A literatura propoe varias formas de escrever a funcao energia de deformacao,
sendo frequente a utilizacao da funcao de Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Ogden e
Hencky (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2011). No presente trabalho € utilizado o
modelo Neo-Hookeano, definido por

Ui (Ty) = %G(Tl _3), (26)

Tl = tr (Ciso> . (27)

Nas expressoes acima, os termos G, I, e tr (C;,), correspondem ao maédulo de cisalha-
mento, ao primeiro invariante e ao trago do tensor C;,,, respectivamente. A derivagao
completa do modelo hiperelastico Neo-Hookeano é apresentada no Apéndice (B). A
sua expressao final &€ dada por

S = K(InJ)C™' + G(J "*)DEV (I), (28)

Na expressao anterior, K e G correspondem aos parametros volumétrico e desviador
do modelo material, respectivamente.

2.4 VISCOELASTICIDADE

A modelagem constitutiva classica de materiais viscoelasticos € usualmente
realizada por meio de modelos fenomenoldgicos, onde a representacao do comporta-
mento material € obtida pela combinacao de elementos que descrevem o comporta-
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Figura 4 — Modelo de Maxwell generalizado unidimensional.

mento elastico e viscoso. Em comparagcdo com os modelos hiperelasticos apresenta-
dos anteriormente, os modelos viscoelasticos apresentam como principal diferenca a
existéncia de mecanismos dissipativos. Desta forma, o estado de tensao atual de um
ponto material € dependente da histdéria do processo cinematico sofrido por este (em
termos gerais € dependente igualmente da historia térmica, mas o presente estudo
esta restrito a processos em temperatura constante).

Nesta secdo sdo apresentados os modelos viscoelasticos utilizados no presente
trabalho. Os modelos com derivadas de ordem inteira sdo denominados classicos, en-
quanto os de ordem nao inteira sdo denominados fracionarios. Primeiro é formulado o
modelo unidimensional (1D) classico, em seguida é apresentado o modelo tridimensio-
nal (3D) em deformacéo infinitesimal, bem como em cinematica finita. Em seguida, os
modelos classicos sao estendidos para o dominio fracionario.

2.4.1 Modelo Viscoelastico Classico 1D

A modelagem de materiais viscoelasticos pode ser realizada pela combinacéo
de elementos reoldgicos de Maxwell e Kelvin (BRINSON, 2008; WARD; SWEENEY,
2012; SIMO; HUGHES, 2006). A Figura (4) apresenta o modelo formado pela combi-
nacao de um elemento elastico em paralelo com bragos de Maxwell, denominado de
Maxwell generalizado.

A tensdo total o(¢) do modelo unidimensional representado na Figura (4) € dada
pela soma da tensao o, no elemento de constante elastica E.., € pela contribuicao de
cada dispositivo de Maxwell o;, onde o indice (e); corresponde ao respectivo braco de
Maxwell,
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k
0 =Exc+ Y Eel. (29)
=1

Na Equacédo (29), os simbolos ¢, E; e 5 correspondem, respectivamente, a deformacéo
total, ao parametro elastico e a deformacgéo elastica de cada brago (e);. Conforme
pode ser visto nesta expressao, a obtencao da tenséo total depende da determinagéo
das deformagées elésticas ¢ de cada brago. Estas podem ser obtidas a partir da
decomposicao aditiva da deformacao total,

e=c¢; +¢° (30)

Na Equacao (30), ¢° corresponde a deformagdo inelastica de cada dispositivo de
Maxwell. Utilizando a decomposicao aditiva apresentada na expressao anterior, pode-
mos escrever a Equagéo (29) também em fungéo das deformagdes inelasticas,

k
0 = EQE — Z EZ‘EXG. (31)
=1
Onde define-se o parametro E,,
k
Eo=Ew+ Y _E;. (32)
=1
As deformagdes inelasticas <}° podem ser obtidas pela solugdo da equagéo diferencial
deve 1 . 1
dt Ti Ti 7 (33)
lim =0
t——o0

denominada também de equacao de evolucao das variaveis internas; onde 7; é o tempo
de relaxacao, definido a partir da relacéo entre o fator de proporcionalidade viscoso, v,
e elastico E; 7 = u/E.

O modelo apresentado € conhecido como classico unidimensional em sua forma
continua no tempo, e permite a obtencao de solucdes analiticas em casos particulares
de carregamento. Entretanto, quando se deseja utilizar este modelo em procedimentos
numeéricos, é preciso definir uma discretizacdo temporal, e obter assim procedimentos
ou formulagdes incrementais.

Na literatura, € comum a utilizacdo de uma aproximacao de segunda ordem para
discretizacao da evolugéo das variaveis internas viscoelasticas, como apresentado em
Simo e Hughes (2006). Contudo, no presente trabalho € utilizada uma abordagem de
primeira ordem, de modo a compatibilizar com a ordem do algoritmo utilizado para
discretizacdo dos modelos fracionarios apresentados posteriormente.

As expressdes no dominio continuo do tempo podem ser escritas em instantes
discretos no intervalo de andlise ¢ € [0,7], onde a deformagéo total atual, ¢,, no
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instante (),,, e todas as variaveis no instante anterior, (), ,, S0 assumidas como
conhecidas. Desta forma, pode-se escrever as seguintes expressdes incrementais

[Eﬂn =é&n— [5¥e]n . (34)
k k

0n =Eotn+ Y _Eilefl, = Bogn — > Ei[e]°], (35)
=1 =1

Utilizando o método de Euler implicito para discretizacdo temporal da Equacgéo
de evolucao (33), obtém-se uma expressao incremental de primeira ordem para a
deformacdo inelastica, )¢,

= () [t 2 ] (36)

Onde, At corresponde ao intervalo de tempo adotado. Finalmente, o problema consti-
tutivo incremental viscoelastico pode ser escrito

dado Q= {[E?e}nfl yEn—1, En} ) On = E06n - Zle EZ [5;’/6]71

calcule: [e7¢],,  conforme Equacao (36)

(37)

2.4.2 Modelo Viscoelastico Classico 3D - Cinematica Infinitesimal

O modelo em cinematica infinitesimal tridimensional é formulado em fungao
de termos desviadores e volumétricos associados a cada brago de Maxwell. Esta
abordagem é similar a apresentada em Adolfsson e Enelund (2003) em seu modelo
fracionario em cinematica finita, e sera aqui utilizada para facilitar a notagao.

Admite-se que a parcela volumétrica das deformacdes tem resposta puramente
elastica. Desta forma, a evolucao de processos inelasticos , descritos mediante varia-
veis internas, é dada exclusivamente em funcao das parcelas desviadoras de tensées
e deformacdes (ADOLFSSON; ENELUND, 2003; SIMO, 1987; KHAJEHSAEID, 2018).

A Equagéao de tensao para um ponto material para o modelo tridimensional é
dada por

k k

o (9‘Ifoo<€) a\pi(edev)
U_T+ZT_ZQi’ (38)

=1 =1
Onde, .., € Q;, correspondem, respectivamente, a parcela desviadora do tensor de
deformacéo infinitesimal e ao tensor de variaveis internas viscoelasticas em tensao
de cada dispositivo (e); de Maxwell. Deve-se destacar que o mesmo modelo poderia
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ser construido utilizando varidveis internas em deformagéao. A equagéo diferencial de
ordem inteira para evolugao das variaveis Q; pode ser escrita como

Q= Laey [—Wi(sde”)} , (39)
3 Ti aedev
onde dev|e] € 0 operador desviador, definido como
1
dev () = (o) — 7 tr (o). (40)

3
Neste modelo, as parcelas volumétricas e desviadoras da fungéo energia de deforma-

cdo, utilizadas para o regime infinitesimal, sdo definidas por

\Iloo(evol) - \Iloovol(svol) + \I[ooiso (sdev) - %Koo [tI‘ (5)]2 + Goo [sdev P Edev (41)

\Di<€dev) = Gz [edev . Ede'u]
Na Equacao (41), as variaveis K e G correspondem aos parametros elasticos associa-
dos as parcelas volumétrica e desviadora, respectivamente. Enquanto os tensores e,
e €40y COrrespondem a decomposicao volumétrica-desviadora do tensor de deformacao
infinitesimal, e. Sendo estes tensores definidos por

1 1
Evol = gtr (e)1, Edov = € — gtr (e)L. (42)

Finalmente, utilizando as fun¢des de deformacéao apresentadas e as devidas proprie-
dades tensoriais, a expressao para a tensao total do modelo viscoelastico pode ser
obtida, conforme

k
o = Kuotr () I+ 2Goegey — Z Q.. (43)
i=1

O parametro K, pode ser obtido a partir da relacao entre a soma dos parametros
desviadores G, e o coeficiente de Poisson inicial do material v,, de acordo com a
Equacao 44. No presente trabalho, uma vez que a parcela volumétrica foi assumida
como sendo puramente elastica, os parametros K, e K, foram assumidos como sendo
iguais.

. 2(1 + Vo)GO
B =500 “44)
k
i=1

Deve ser feita uma observagao importante sobre a hipétese adotada em rela-
cdo ao coeficiente de Poisson. Este parametro, em materiais viscoelasticos, é geral-
mente funcao do tempo (ou frequéncia), como apresentado por Tschoegl, Knauss e
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Emri (2002) para modelos viscoelasticos classicos. No entanto, para levar em conta
esta variacao na modelagem, a deformacéo na diregdo transversal também deve ser
conhecida, ou entdo devem ser realizados experimentos em condigcdes puramente
hidrostaticas e desviadoras.

Alotta, Barrera, Alan CF Cocks et al. (2017) apresentam consideracdes relativas
a esta questdao em modelos fracionarios. Os autores mostraram que, se as escalas
de tempo das parcelas volumétricas e desviadoras forem diferentes, o coeficiente de
Poisson sera funcao do tempo (ou da frequéncia). Contudo, em um trabalho posterior,
0s mesmos autores assumiram a dificuldade em considerar este fenébmeno de uma
forma pratica e utilizaram o Poisson inicial, v, no ajuste de parametros de amostras de
UHMWPE submetidas a testes experimentais de fluéncia-recuperacdo (ALOTTA; BAR-
RERA; PEGG, 2018). As mesmas considera¢des sdao também utilizadas no presente
trabalho, uma vez que nao estéo disponiveis 0os dados experimentais necessarios para
levar em conta esta variagao ao longo do tempo.

Conforme citado anteriormente, a formulacéo incremental do modelo 3D é si-
milar aquela obtida para o modelo 1D, podendo ser obtida de forma semelhante a
discutida na Secéao 2.4.1. Desta forma, utilizando novamente uma discretizacao de
primeira ordem para o tensor de variaveis internas Q;, podemos escrever o problema
constitutivo viscoelastico incremental,

dado Q= {[Qz]n_l 7Fn—17 Fn} ) On = [UOO]n + Zf:l 2G1 [edeV]n - Zf:l [Ql]n
calcule: [Qi],, conforme equacao (47) 7
(46)
- & ! ea ! (47)
Qil, = (m) {;Z (2Gi [eaev],) + 55 Qi |
onde,
(0], = Kootr (€,,) I + 2G o [Edev),, - (48)

Novamente, os indices (o), € (e),_1, correspondem, respectivamente, ao estado atual
t,, € anterior ¢,,_;.

2.4.3 Modelo Viscoelastico Classico 3D - Cinematica Finita

Esta secao apresenta a extensao do modelo 3D apresentado anteriormente
para cinematica finita. Este modelo é apenas uma variagcdo do modelo de Simo (1987)
para o caso onde cada braco de Maxwell apresenta seus préprios parametros volumé-
tricos ou desviadores. As mesmas consideracdes feitas aqui sdo também realizadas
por Adolfsson e Enelund (2003) em seu modelo fracionario. Logo, motivado pelas
Equacdes (38) e (39) e pelas consideracoes hiperelasticas apresentadas na Secao
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(2.3), as expressoes para tensao total e evolugcao das variaveis internas podem ser
definidas por

—2/3 \Pl ZSO
S = Soovol (J)+Sooiso (CISO / Z DEV |: a goc :| Z Ql? (49)
i=1 1S0

1
Q; + % — —J”DEV [2

T;

Pl Con)] (50

0Ciso

Nas relagbes acima tambem foi utilizada a decomposicao aditiva da energia de
deformacao em uma parcela isocérica e volumétrica. Mais detalhes podem ser vistos
na segao anterior que trata sobre hiperelasticidade e no Apéndice (B). O termo DEV [e]
€ 0 operador desviador em relagédo a configuragdo material definido na Equagéao (25).

Utilizando um esquema implicito de primeira ordem, a versao discretizada pode
ser escrita conforme apresentado abaixo, onde os indices (e),, € (®),,_1, COrrespondem,
respectivamente, ao estado atual ¢,,, e anterior ¢,,_;.

dado, Q= { i1 Fae 1,F}
calcule:
Q= (=) |29 DBV, + 4 (Q,
(51)
onde,
See], = Kooln (J,)C; " + GooJ,"DEV 1], (52)
k

[Si], = J.**> " GDEV [T, (53)

=1
2.4.4 Modelo Viscoelastico Fracionario 1D

Nesta secdo € apresentado o modelo viscoelastico fracionario unidimensional
baseado em variaveis internas. Conforme sera mostrado, os modelos fracionarios sao
semelhantes aos classicos mostrados anteriormente. A Unica diferenga consiste na
evolucédo das variaveis internas, dada agora por uma equacao diferencial de ordem
nao inteira.

O modelo fracionario consiste em substituir o elemento viscoso por um elemento
que permite a transi¢cdo continua entre 0 comportamento viscoso e elastico, conforme
o modelo reoldgico unidimensional mostrado na Figura (5). Pode-se observar, a partir
desta figura, que cada braco reoldgico fracionario pode assumir um comportamento
puramente elastico com rigidez E = E;/2, quando «; = 0, até um comportamento
viscoelastico classico de Maxwell, com rigidez E = E; e tempo de relaxagao 7;, quando
a; = 1.
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Figura 5 — Representagéo reoldgica unidimensional do modelo sélido generalizado
fracionario.

Motivado pela Equagéo (31), podemos escrever a expressao para a tensédo unidimen-
sional do modelo viscoelastico fracionario,

k
o = E0€ - Z EZEZC. (54)
i=1

A equacéo de evolugao das variaveis internas é dada por uma equacao diferencial de
ordem nao inteira, conforme

degte 1 . 1
+ —&/° = —e. (55)

dte " T
Conforme citado na Secdo (2.1), neste trabalho é utilizada a definicao de
Grinwald-Letnikov (G.L) para discretizagdo temporal da equacéo de evolucéo, devido
a sua simplicidade e facilidade de implementacao computacional (MILLER; ROSS,
1993; OLDHAM, K.; SPANIER, 2002; SCHMIDT, Andre; GAUL, 2002). Sendo assim,
utilizando a Equacgéo (1) para uma discretizagdo temporal de N pontos, a derivada

fracionaria presente na Equacéao (55) pode ser escrita como

N—
(£ = (A" 3 Ajasy” (ta — A (56)

]=

Além disso, utilizando a propriedade A; = 1, pode-se também escrever

[y

a
dte

= [At]" [e]°],, + [A] " 2_: Al (t, — JAL). (57)

J=1

da

@[@]

n

Note que na expressao anterior, 0 somatorio presente no calculo da derivada fraciona-
ria depende apenas de valores passados da prépria funcao a ser derivada. Substituindo
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a Equacéo (57) na Equacéao (55), chega-se finalmente a expressao incremental para
evolucdo das variaveis internas do modelo fraciondrio, no instante atual (e),,

N-—1
T 1 1 ve .
71 = (s ) | oo~ e 2 et =30 (58)
7 1 j:l

Comparando a Equacdo incremental fracionaria (58) com a classica (36),
observa-se que a expressao fraciondria recupera a classica para a« = 1, uma vez
que A, = —1 e A3 = A, = Ay = 0. Estas propriedades em relagao aos coeficientes
A; podem ser verificadas a partir da Equagéo recursiva (2). Finalmente, o problema
fracionario incremental unidimensional pode ser posto,

dado Q= {[e}],.,_, . en-1.6n}, JOn=Eoen— Zf:l E; [e7°],

calcule: [e7¢],, conforme a Equacao (58)

, (99

onde, o termo E, foi definido na Equagéao (32). Além disso, o subscrito (e);.,_; indica a
dependéncia das variaveis internas desde o passo (e); até o (e),_;.

2.4.5 Modelo Viscoelastico Fracionario 3D - Cinematica Infinitesimal

O modelo viscoelastico fracionario 3D apresenta a mesma estrutura do classico,
tendo como Unica diferenca a evolugéo das variaveis internas. Sendo assim, nesta
secao sao aproveitados todos os aspectos discutidos na Secéo (2.4.2). A equacao de
evolucdo do modelo fracionario baseado em varidveis internas é dada por

T R CLC8) (0

= —dev
dte T Y O€ dew

O formato da expressao anterior foi proposto por Adolfsson e Enelund (2003) em seu
modelo com cinematica finita. Portanto, no presente trabalho, € apresentada também
a particularizagdo para cinematica infinitesimal. Conforme pode ser visto, a estrutura
€ muito similar ao modelo classico, tendo como Unica diferenca a ordem de derivacgéao.
Além diso, a Equacao de tenséo total (38) permanece idéntica.

A versao incremental da Equagéo de evolugdo das variaveis internas (60) pode

ser escrita como

a N-1
Qil, = (#Q/At) Tia (2G; [€den],,) — Alta > AaQit, — AL . (61)
A 7 7j=1

E importante destacar que as etapas de discretizacdo sdo idénticas as apresenta-
das na Secao (2.4.4) para o modelo unidimensional. Além disso, as consideragdes
hiperelasticas infinitesimais apresentadas na secéo (2.4.2) também foram utilizadas.
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Novamente, os indices, (e), e (e),_; correspondem, respectivamente, ao passo de
tempo atual, ¢,,, e anterior, ¢,,_;. Finalmente o problema constitutivo incremental fracio-
nario pode ser posto,

dado, Q= {[Qi,,,_,,.Far,Fu}, Jou=low], + 202G [eal, — 20 [Q,
calcule: [Q:], Conforme Equacao (61)
(62)
Onde, o subscrito (e);.,,_; indica novamente a dependéncia das variaveis internas
desde o passo (e); até o (e), ;. Além disso define-se também o,

(0], = Kootr (€,) I+ 2G o [Edey],, - (63)

2.4.6 Modelo Viscoelastico Fracionario 3D - Cinematica Finita

O modelo fracionario com cinematica finita utilizado € o mesmo apresentado por
Adolfsson e Enelund (2003). Como mostrado na secao anterior, 0 modelo fracionario
baseado em varidveis internas pode ser obtido simplesmente alterando a equagéo
diferencial de evolucdo. Esta expressdo em cinematica finita é dada por

8\11%50 (Ciso)

T & Ly |2
dte T o

i

(64)

O problema constitutivo incremental fracionario em cinematica finita toma forma
similar a apresentada na secao anterior, sendo necessario apenas utilizar as conside-
racOes hiperelasticas apresentadas na Secao (2.4.3). Utilizando novamente a definicao
de derivada fracionaria de G.L, a versao discreta pode ser escrita como

dado 0= { 1 n—1 ,Fn 1, F } Sn = [SOO]n + [Sl]n - Zf:l [Ql]n

,  (89)
calcule: [Qi],, Conforme Equacao (66)
o . N-1
= (a2 2 eapEv,) 5 2 AmQilta—jA0)| . (60

As expressodes para [S..],, e [S;], foram definidas nas Equagdes (52) e (53).

2.5 VISCOELASTICIDADE-VISCOPLASTICIDADE

Na secao anterior foram apresentados os modelos viscoelasticos classicos e
as respectivas extensdes fracionarias. A incorporacao de modelos que incluam plas-
ticidade surgiu a partir de sugestées de um trabalho anterior realizado pelo grupo
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de pesquisa GRANTE (FARIA, 2017). Primeiro é apresentado o modelo com evolu-
cao viscoelastica dada por uma equacéao de ordem inteira, em seguida a sua versao
fracionaria.

No que diz respeito a extenséo viscoplastica utilizada neste trabalho, pode-se
citar o trabalho de Bergstrém, Kurtz et al. (2002) como referéncia. Os autores propuse-
ram um modelo viscoplastico, denominado hibrido, no regime de deformacéo finita, que
combina as principais caracteristicas dos modelos de Arruda-Boyce, Bergstrom-Boyce
e Hasan-Boyce. Em um outro artigo (BERGSTROM; RIMNAC; KURTZ, 2003), os au-
tores utilizaram o modelo hibrido para ajuste de dados experimentais do UHMWPE.
Além disso, também compararam a capacidade preditiva entre 0 novo modelo proposto
e outro plastico com superficie de escoamento de von Mises (plasticidade J2). Em
um trabalho de (2004), os mesmos autores apresentaram uma versao aumentada do
modelo anterior, capaz de representar também a fase de descarregamento em ensaios
ciclicos.

Avanzini (2008) utilizou modelos com plasticidade J2, com cinemética infinite-
simal, para o ajuste de parametros de dados experimentais ciclicos do UHMWPE. O
autor também propés um modelo J2 modificado, capaz de representar melhor a forma
das curvas ciclicas. Khan, Yeakle e Gomaa (2012) realizaram a modelagem constitutiva
do material utilizando testes de tracdo, compressao, fluéncia e relaxagdo. O modelo
viscoplastico apresentado pelos autores tem cinematica infinitesimal e é formulado em
uma abordagem baseada em overstress.

Chen et al. (2016) apresentam um modelo viscoelastico-viscoplastico em defor-
macéo infinitesimal, modificado para melhor representacdo do comportamento ciclico.
O artigo de Yu et al. (2017) propoe um modelo em cinematica infinitesimal com acopla-
mento termomecanico, também com énfase na modelagem do comportamento ciclico.
Recentemente, Garcia-Gonzalez, Garzon-Hernandez e Arias (2018) propuseram um
modelo viscoeléstico-viscoplasitico em cinemética finita de ordem inteira, que também
leva em conta o efeito da temperatura no comportamento do UHMWPE.

2.5.1 Modelo VE-VP Classico - Cinematica Infinitesimal

Conforme citado anteriormente, em muitas aplicagdes, o material pode expe-
rimentar mecanismos de deformacédo permanente. Desta forma, os modelos visco-
elasticos apresentados na secao anterior podem nao ser capazes de representar
completamente o comportamento experimental.

Uma possivel forma de representar este comportamento nao linear € a partir da
utilizagdo de modelos viscoelasticos-viscoplasticos (VE-VP). Em breves termos, esta
classe de modelos apresenta uma resposta viscoelastica caso o estado de tensdo nao
atinja a superficie de escoamento, segundo um critério predefinido. Por outro lado, caso
o estado de tensdo seja tal que a superficie de escoamento seja atingida, a resposta
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do modelo € dada pela combinacao das respostas viscoelasticas e viscoplasticas. A
tratativa aqui apresentada para a parcela VP é mostrada em detalhes em Souza Neto,
Peric e Owen (2011). Enquanto a parcela VE é a mesma apresentada na sec¢ao anterior,
conforme Simo e Hughes (2006).

A decomposicao aditiva das deformacdes viscoelasticas e viscoplasticas é utili-
zada

e=¢e"+e"”, (67)

onde, e corresponde ao tensor de deformacéo infinitesimal total, enquanto os sobres-
critos (e)" e ()" representam, respectivamente, as parcelas viscoelasticas e visco-
plasticas da deformacéo.

A expressdo para a tensdo total pode ser formulada em termos da parcela
viscoelastica ou da viscoplastica. Neste trabalho, escolheu-se escrever em funcédo da
parcela viscoelastica,

OV (6%) o= OWi(e%,)
= — el i 68

7 Oeve + — Oeve ; Q (68)
Conforme pode ser observado, o problema viscoelastico é idéntico ao apresentado na
Secéao (2.4.2). Sendo assim, uma vez conhecida a deformacéao ¢, 0 mesmo algoritmo
incremental viscoelastico ja apresentado pode ser utilizado para obter o valor da tensao
total. Adotando o critério de von Mises, a fungdo de escoamento ® pode ser escrita

como

CI)(Ua Uy) =dq (n(adew /8)) — Oy (gvp) ) (69)

Sendo a variavel ¢ definida por

qg= 3J2 ("7) = \/;"7 n= \/g (adev - 13) : (Udev - B) (70)

Os tensores o4, € B3 correspondem, respectivamente, a parcela desviadora de o e ao
tensor de Backstress, a ser definido adiante. Observa-se que a fungdo de escoamento
® depende somente de valores desviadores, uma vez que o valor de n € obtido a
partir da subtracdo de tensores desviadores. A variavel o, representa a tensdo de
escoamento, dependente da deformagao viscoplastica acumulada 7. Neste trabalho,
foi utilizada uma funcéo do tipo exponencial para descrever o,

oy (€7) = oy + K17 + K> (1 — e_egvp) , (71)
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Onde, o, K1, K, e sdo parametros do modelo. A lei de evolugdo do fluxo plastico &7
€ dada por

de’? 0P 3 n
= AN = 4— = A4/ =—— 72
i~ N =W T (72)
A evolucao do multiplicador viscoplastico ~ € obtida pela lei de Peric, conforme
L(a)™ 1 sed(o,0,) >0
y=q" {<"> } (@0 20 (73)

0 se®(o,0,) <0

Onde, o tensor N representa a dire¢ao de fluxo. Os dois novos termos, 1 € m corres-
pondem aos parametros viscoso e de dependéncia da taxa, respectivamente.

Uma vez definida a fungdo de escoamento e a evolucao do fluxo viscoplastico,
resta somente definir as leis de evolugdo dos encruamentos isotropico e cinematico. A
evolugcao do encruamento isotropico pode ser escrita como

€’ =1, (74)

enquanto a evolucao para o tensor de Backstress, que leva em conta o encruamento
cinematico linear de Prager, com parametro H, € dada por

- 2. /3 n
— ZHA S 75
A 3”\f2|\nu (73)

A partir deste ponto é apresentado brevemente o algoritmo incremental para
0 problema constitutivo viscoplastico com superficie de escoamento de von Mises.
E utilizado um algoritmo preditor-corretor. Neste tipo de abordagem se assume um
estado teste onde o incremento de deformacao ocorre sem deformacgao viscoplastica,
isto é, todo o processo de deformacéo é considerado viscoelastico, conforme

4

A,.ytm'al =0

szeftmal — 617116_1 + Asveftmal — €$Le_1 + A€

l . (76)

—vp—trial __ VP

€n = €1

trial __
/8n - Ianfl

\

Para determinar se este estado preditor satisfaz de fato a condicdo de auséncia de
fluxo, o teste da funcdo de escoamento

q)flrial — q;flr’ml — 0oy (g’l)p_trial) S 0. (77)

n

deve ser executado. Caso nao seja satisfeita esta condicédo, conclui-se que este incre-
mento de deformacédo contém também uma parcela viscoplastica. Neste caso, deve
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ser identificado o tensor € que representa a deformacao viscoplastica no incremento.
Para tal fim, definem-se as seguintes grandezas tentativas (trial) ()"

A 3 . ,
q;flmal — \/W‘ (78)

,rl;‘,lmal — [a_grez;zl}n o I@Zial (79)
trial Ti 1 ve—trial 1
Q] = (m) { [2Gi [0, "] ] + 57 Q. 1}' (80)
k .
[Ufigz?qn — 2G0 [eggv frzal} o Z [Qﬁrwl}n ) (81)

=1

Nas expressdes acima, Ayirial gue—trial gup—trial gtrial o \gve—trial - corrgspondem aos
valores testes do multiplicador wscopléstico, da deformacao viscoelastica, da deforma-
cao viscoplastica acumulada, do tensor de Backstress e do incremento de deformacéao
viscoelastica, respectivamente. Enquanto ¢ ,,€" | e 3,_, representam os valores no
passo anterior. Ja o incremento total de deformacéao é representado pelo termo Ae.
O célculo da fungédo de escoamento teste atual ®" requer o calculo da tensao de
escoamento o, (W’ t”al) e da variavel ¢/, A primeira variavel pode ser obtida a partir
da Equagéo (71), cujo valor da variavel interna de teste e2?~'"!  definida na Equacéo
(76), deve ser utilizado. Enquanto o valor de ¢ é calculado pela Expressao (78). As
expressdes para ! e [o'fe'] sdo definidas na Equagdes (79) e (81), enquanto 3
foi definido na Equagéo (76). Além disso, a definicdo de [Q!"*] é dada na Equagéo
(80), enquanto G, pode ser obtida a partir da Equacgéo (45). Finalmente, a tensao total
do ponto material pode ser obtida por

o) = Kuotr (e,) T+ [0l (82)

A partir deste ponto sdo definidas as principais equacdes para a realizacdo da
etapa de correcao necessaria caso o teste (Eq. 77) nao seja satisfeito. As versoes
discretas das equacdes de evolugao das variaveis internas (72), (74) e (75) sao dadas
por

trial
Ae,’ = Ay 0 2]] Ztmal I (83)
er =g’ + Ay, (84)
9 3 trial
B =By + HAy o (85)

3 H ntmal H
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Nas expressdes acima foi utilizado o método de Euler implicito para discretizacao
temporal. Além disso, foi utilizada a propriedade provada em Souza Neto, Peric e
Owen (2011), que define a colinearidade entre a direcdo de fluxo teste N e a
corrigida N,,, conforme

trial

3 MY 3 n
- (86)
2([mit ||~ V2], |
Uma vez determinado o valor do incremento viscoplastico Ae*?
lastica corrigida pode ser obtida a partir de

a deformacéo viscoe-

€ =€ | + (Ae — Ae'P) = gle7rial _ Ag?P, (87)
Utilizando a Equacéo (87), a parcela desviadora da tensao pode ser escrita em fungéo
do estado teste e do incremento de deformacao viscoplastica, de acordo com

(G aea], = [o51], + 20007, (88)

onde foi definida a variavel a,

o 2 () -] )

Da mesma forma, as variaveis n,,, ¢, € [Q;],, atuais podem ser escritas em funcdo do
estado teste e do incremento viscoplastico, de modo semelhante ao apresentado por
Souza Neto, Peric e Owen (2011) em seu modelo elasto-viscoplastico, de acordo com

Ay .
nn = [adev]n - ﬁn = |:1 + (3 - H) t77,al:| nflmal? (90)
3 tmal
G =[50 1 = ¢ " + (32— H) A, (91)
, 1
1 — trial] . vp 2
Qi = [Q"], (1 - Ti/At) 2G,Ae?. (92)
A expressao incremental para a evolugao do fluxo viscoplastico A~ € dada por
At n 1/m
=2t () ). (93)
% Oy (Enp) ]

onde At € o intervalo de tempo utilizado.

Além disso, uma vez que o problema viscoplastico é n&o linear em A~, convém
escrever a expressao anterior em um formato adequado para utilizagédo de métodos de
solucao de equacdes nao lineares, como o método de Newton-Raphson. Sendo assim,
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substituindo a Expressao (91) em (93), pode-se escrever a Equacao escalar funcéo de
Ay,

, At "
trial . - ZUp)
(g + (3a H)Aﬂ( . t) o, (€)= 0. (94)

A solucao desta equacéo permite encontrar o valor de A~. A Tabela (2) apresenta
um resumo do algoritmo de integragcado para os modelos VE-VP classico e fracionario
com cinematica infinitesimal. Conforme sera mostrado na proxima se¢éo, 0 modelo
VE-VP fracionario pode ser obtido a partir da substituicao da equacao de evolucao
viscoelastica.

2.5.2 Modelo VE-VP Fracionario - Cinematica Infinitesimal

O modelo viscoelastico-viscoplastico fracionario toma forma idéntica a formula-
cao VE-VP classica, tendo como Unica diferenca a equacao de evolugao viscoelastica,
apresentada na Sec¢ao (2.4.5). Sendo assim, toda a teoria apresentada na se¢ao ante-
rior é valida para o fracionario, sendo necessario apenas a substituicdo das Equacdes

trial
para [QI"*] e [Q;],, conforme

«

, ‘ 1 . 1 = :
Q) — (H:_/At) {_a [2Gi [, ™)) = Spw D A Qulta — m} . (95)
7 j=1

T;

[Qi]n = [Q?ﬂwl]n - (HT—W) 2GiA€Zp, (96)

Além disso, a constante a também deve ser redefinida, de acordo com

(B () -

=1

(97)

A Tabela (2) apresenta um resumo do algoritmo de integracéo para os modelos VE-VP
classico e fracionario com cinematica infinitesimal.
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Tabela 2 — Algoritmo de integracao para o modelo VE-VP classico e fracionario

Algoritmo preditor-corretor VE-VP classico e fracionario

1 - Célculo do estado preditor viscoelastico:

1.1 Dado o incremento de deformag&o total Ae e o conjunto Q = {e2°,, Q.—;,",,3,_;, } de varidveis internas no instante anterior ¢,_;.
Calcule as variaveis testes no tempo atual t,,: ge—triel gup—trial ¢ grial

1.2 Calcule:
[olie] | a partir de (81)
ntrial a partir de (79)
qiriel a partir de (78)
oo = Keotr[€,] I
1.3 Verifique a condigdo dada pela Eq. (77)
Se dirial < () — Passo viscoelastico aceito. Atualize as variaveis:
e = E;rleftrial
[Qz]n — [anal} R
er = g;/bp—trml
8, = 8"

On =0+ o5
Sendo — va para 0 passo 2.

2 Corretor viscoplastico.
2.1 Resolva a Equagao (94) pra A~ utilizando o método de Newton ou outro solver nao linear.
2.2 Atualize as variaveis:

85
€ a partir da Eq. (84
ey¢ a partir da Eq. (87
[0 4ev),, @ partir da Eq. (88)
Op = Oyo + [0'(1@1;]7,
Para i de 1 até k, Atualize [Q,], a partir da Eq. (92) para o modelo cléssico e Eq. (96) para o fracionario
onde, k, corresponde ao nimero de bragos viscoelasticos.
Fim.
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3 IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL

Neste capitulo sdo apresentados os dados experimentais utilizados, o proce-
dimento de ajuste de parametros, bem como o protocolo de otimizacao utilizado. O
algoritmo de ajuste de parametros foi implementado em Matlab, devido ao seu forte
apelo numérico-cientifico, facilidade de programacéao e ao grande namero de bibliote-
cas disponiveis. Por exemplo, os algoritmos de otimizacao para busca global, Particle
Swarm Optimization e busca local, Interior Point, podem ser facilmente utilizados por
meio do foolbox de otimizacdo presente no software, e a utilizacdo de um parametro
interno de controle permite a paralelizagao do procedimento de otimizagc&o, diminuindo
consideravelmente o tempo de solugao.

3.1 ENSAIOS EXPERIMENTAIS UTILIZADOS

Conforme mencionado anteriormente, neste trabalho sdo ajustados dados ex-
perimentais do UHMWPE. Para tal fim foram extraidas seis curvas experimentais do
trabalho de Faria (2017). Destas, trés sao provenientes de ensaios do tipo fluéncia-
recuperacao em compressao, sob controle de carga, e as outras trés de ensaios cicli-
cos, também em compressao, com controle de deslocamento. Os ensaios de fluéncia-
recuperacao foram conduzidos em tensdes de 4, 8 e 16 MPa, enquanto os ensaios
ciclicos foram realizados a taxas de deformacgio de 0.01, 0.1 e 1%s*. Os valores maxi-
mos de deformacao logaritmica para as respectivas taxas foram de aproximadamente
7.78,5.1 € 5 %. A Figura (6) apresenta os resultados em fluéncia-recuperacao obtidos
por Faria (2017), enquanto a figura (7) apresenta os resultados para a condicdo ciclica
em taxa de deformagéo de 0.01%/s. Outros detalhes dos testes e os demais resultados
experimentais podem ser consultados no trabalho do autor apenas citado.

0.2
$ 0.15
o 16MPa
§“ 0.1 . 8MPa
£ AMPa
(@]
% 0.05
()]
N
Of . . .
0 5 10 15

Tempo (s) x10%

Figura 6 — Dados experimentais em fluéncia (FARIA, 2017).
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Figura 7 — Dados experimentais ciclico em taxa de deformacéo de 0.01%/s (FARIA,
2017).

3.2 DESCRICAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

O problema de otimizacao apresentado neste trabalho consiste em encontrar o
conjunto de parametros materiais que minimizam o erro entre 0s dados experimentais
e numéricos, conforme definido,

min g(x),

(98)

xe R 2l<a;<av =10

Esta abordagem é denominada problema inverso (VAZ JR; CARDOSO; STAHLSCH-
MIDT, 2013; VAZ JR; LUERSEN et al., 2016). Nesta equacao, a funcao objetivo e 0
vetor de variaveis de projeto séo representados, respectivamente, por g(x) e x. En-
quanto z¥ e 2! sdo restrigbes laterais, representando os limites superiores e inferiores,
respectivamente.

O ajuste de parametros foi conduzido seguindo duas abordagens. Na primeira,
os dados ciclicos e em fluéncia-recuperacao foram ajustados de forma independente,
enquanto que na segunda, denominada de ajuste simultaneo, os dois tipos de ensaios
foram ajustados em conjunto. O procedimento de ajuste simultaneo ¢ interessante,
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pois, permite verificar a capacidade do modelo material representar o comportamento
experimental em condigdes diversas.

E importante destacar a variedade de funcdes objetivo apresentadas na litera-
tura para solugao deste tipo de problema. Pode-se citar por exemplo, a soma dos erros
quadraticos (SSE), média dos erros quadraticos (MSE), soma dos erros absolutos
(SAE) e outras (BERGSTROM; RIMNAC; KURTZ, 2003; DUSUNCELI; COLAK; FILIZ,
2010; VAZ JR; CARDOSO; STAHLSCHMIDT, 2013). Neste trabalho foi utilizado o erro
quadratico médio ponderado, conforme,

S () Sit ()
9(33) = N gcreep + M gcyclic- (99)
green () gevelie(a)

Esta expressdo foi utilizada para os ajustes simultaneos. Os simbolos, & ecp € Ecyelic
representam, respetivamente, os pesos utilizados para os conjuntos de dados em
fluéncia e em carregamento ciclico. Por exemplo, para os ajustes simultaneos, utili-
zando os modelos puramente viscoelasticos, os valores utilizados foram; £..c., = 0.25
e &yaic = 0.75, enquanto que, para os modelos VE-VP, a combinag&o utilizada foi;
ereep = Eeyetic = 0.5. Além disso, F;™, F/"™", N e w; , correspondem, respectiva-
mente, aos valores experimentais e numéricos, ao numero de valores experimentais
utilizados e aos pesos atribuidos a cada ponto experimental, para o ensaio em fluéncia-
recuperagao. Enquanto que, §;", 37", M e yu;, correspondem as mesmas entidades
apenas descritas, mas agora referentes aos ensaios em carregamento ciclico. Deve-
se destacar que os valores de F;*™ e Fj™™ s&o referentes a dados de deformagéo,
enquanto §;™ e 37" s&o de tens&o.

Para os ajustes individuais, isto é, utilizando somente os dados em fluéncia ou
em carregamento ciclico, foi utilizada somente uma das parcelas da Equacgéao (99). Por
exemplo, para o ajuste puramente em fluéncia, foi tomada a parcela ¢g“*?(x), com
Ereep = 1 € Egyaic = 0. Enquanto que, para o ajuste puramente ciclico, foi utilizada a
parcela g (x), COM Euyetic = 1 € Eoreep = 0.

Neste trabalho foi utilizado um procedimento hibrido para o ajuste de parame-
tros. Primeiro foi empregado o método de otimizacao por enxame de particulas (PSO)
para uma busca global, seguido por um método baseado em gradientes para refino
local da busca, cujo gradiente foi calculado via diferengas finitas. Os parametros de
configuracdo do PSO foram determinados utilizando dados gerados sinteticamente.
Este conjunto de dados sintéticos foi utilizado para analise da influéncia dos seguin-
tes parametros do PSO: numero de particulas s,;.., influéncia pessoal ¢, influéncia
social 9, inércia w, e maximo numero de iteragdes N;... A metodologia utilizada para
realizacao deste estudo de influéncia é apresentada em detalhes em Vaz Jr, Luersen
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Tabela 4 — Descricdo do processo de otimizagao

Processo de Otimizacao

1 - Busca Global - PSO:
1.1 Dados de entrada PSO:

Parametros de configuracao do PSO: sg;.., ©1, v, w € Ny,
Restrigdes laterais PSO: 2! e z!

1.2 Busca PSO:

Execute o PSO cinco vezes. A melhor das cinco rodadas é
fornecida ao método baseado em gradiente.

2 - Busca local:
2.1 Dados de entrada do método baseado em gradiente:

Tentativa inicial, xo: Melhor x das cinco rodadas do PSO.
Restrigdes laterais: z! e z¢: De acordo com o vetor x, proveniente do PSO.

2.2 Célculos do método baseado em gradiente:

Execute o método baseado em gradiente
e atualize o valor da funcéo objetivo, g(x), e vetor, x.

Fim. A fungéo objetivo g(x) e vetor  obtidos no passo 2 sao fornecidos como saida.

et al. (2016). Os melhores parametros de configuracdo encontrados a partir destas
simulagdes sdo apresentados na Tabela (3).

Tabela 3 — Parametros de configuracao do PSO

N. de particulas (ss..) Influéncia pessoal (¢1) Influéncia social (p2) Inércia (w) Ilteragdes (Nyier)
150 1.3 1.3 0.5 150

Além disso, devido ao carater aleatério do PSO, foram utilizados cinco repeticoes
para cada ajuste de parametros. Ao final, a melhor das cinco rodadas foi fornecida ao
método baseado em gradiente, para refino da busca local. A Tabela (4) apresenta um
resumo do processo de otimizag&o descrito.

3.3 DESCRICAO DOS ENSAIOS IMPLEMENTADOS

O procedimento de ajuste de parametros foi implementado considerando um
unico ponto material. Dadas as condigbes de ensaio e caracteristica do material, as
componentes F,, = F33 do tensor gradiente de mapeamento sdo tomadas como iguais.
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Desta forma, as duas equacgdes do residuo em sua forma matricial podem ser postas

como
P, —f
R:[ " 1]:[0]. (100)
Py 0

Nesta expressao, f; corresponde a intensidade da for¢a de superficie aplicada ao longo
da direcdo e, enquanto Py; e Py, sdo componentes do primeiro tensor de tensdes de
Piola-Kirchoff. Além disso, observa-se que esta expressao € nao linear em F.

No caso de equilibrio para o ensaio de fluéncia-recuperacéao, o histérico da ten-
sdo é totalmente conhecido e a Equacgéo (100) é resolvida para obter as componentes
F11 e Fye. Ja no ensaio ciclico, o histérico da componente F,; é conhecido, com isso
uma simplificagéo adicional pode ser feita para este ensaio, resultando em uma unica
equacao para o residuo, conforme,

A solucao do equilibrio mecanico, descrito pela Equacgéo (100) ndo linear em
F pode ser obtida por meio de um procedimento incremental-iterativo. O termo incre-
mental esta relacionado ao fato que a aplicacdo da carga (ou deslocamento) é feito
de forma incremental, enquanto o termo iterativo se refere a necessidade de utilizagéo
de um método iterativo de solu¢des de equagdes nao lineares em cada incremento de
carga. No presente trabalho foi utilizado o de Newton-Raphson (N-R).

Seja o passo atual de carga caracterizado por (-),, 0 método de N-R pode ser
utilizado para obtencgao da configuracéo deformada que satisfaca o equilibrio mecéanico
neste passo. O sistema de equagdes lineares a ser solucionado em cada iteragao (-)*
do método de N-R, pode ser obtido a partir da expansao em série de Taylor ao redor
do ultimo passo incremental convergido, conforme

ORE (FE-1)
OFk-1
onde foram desconsiderados os termos de ordem superior (CARNIEL, 2013). O incre-
mento do tensor gradiente de deformacdo que anula o residuo linearizado na iteracao

(-)* pode ser obtido a partir de

R} (FF) =RI' (FE) + AFF (102)

R ()

OFh-1
Uma vez obtido o incremento AF* na iteragdo (-)* do método de N-R, o tensor gradi-
ente de deformacéo deve ser atualizado, de acordo com

AF} = —RITH (FETY). (103)

FF=F:1 + AFE (104)
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Este processo iterativo continua até que o vetor residuo seja suficientemente pequeno.
No presente trabalho foi utilizado a norma Euclidiana do residuo como critério de
parada, conforme

||RE]| < etar- (105)

O termo e, corresponde ao valor de tolerancia utilizada, sendo adotado o valor de
e = 1076, Além disso, a matriz tangente g% foi calculada pelo método das diferencas
finitas.

Um cuidado adicional deve ser tomado durante a implementagédo, uma vez que
o problema foi simplificado ao utilizar a consideracdo que Fy, = F33, € necessario
atualizar o valor da componente F33 a cada atualizagao obtida pela Equacao (104), de
acordo com

(Fa3)" = (Fao)" . (106)

Esta consideracao € importante, uma vez que o sistema linear é solucionado apenas
para as componentes Fi; e Fa,.

A Tabela (6) apresenta um breve resumo do fluxo utilizado para implementar
0s ensaios. Basicamente, esta rotina recebe o conjunto de pardmetros materiais, «,
gerado em cada etapa do processo de otimizagéo, e soluciona o equilibrio mecanico
para o histérico de carregamento ou deformagéao informado pelo usuario. Um resumo
do algoritmo implementado para solug¢éao do equilibrio mecéanico uniaxial é apresentado
na Tabela (5). Ao final de todos os incrementos de carga, n.,s, 0S vetores de tensdo e
deformacao sao fornecidos para a rotina que calcula o valor da fun¢ao objetivo, g(x).
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Tabela 5 — Algoritmo para implementacao do equilibrio para o ensaio uniaxial.

Algoritmo para equilibrio dos ensaios uniaxiais

Inicio rotina para obter equilibrio mecéanico para o passo de carga atual, n.

Faca: [F]., = [F]
Niter = 100
Para k de 1 até Ny.,:
e Calcule: K, = (i‘;ﬁ&% via diferencgas finitas.
Importante: Lembrg-se de fazer F33 = Fyy a0 perturbar a diregao dois.
e Calcule: R}, ™" (Fi-1).
e Obtenha o incremento a partir da solugao do sistema linear: K,AF: = —RE~! (FE-1)
e Atualize F*¥ = FF—1 + AFF,
[ ] Fa(}a (Fgg)z = (FQQ)];
e Calcule R (F¥).

n—1

k
Se ”Rn” < €l
Retorne com com os valores convergidos [F]. ., [P]. ., [ewm]. ., [Y]. -
Onde, [Y]. ,, corresponde ao vetor contendo todas as variaveis internas calculadas no passo atual.

Senao
Continue

Fim Para.

Retorne um indicador de falha de convergéncia.

Tabela 6 — Algoritmo para implementacdo dos ensaios uniaxiais.

Algoritmo para o Ensaio

Inicio rotina de ensaio.

e Entrada principal: Vetor contendo os parametros materiais «
gerado em cada etapa de otimizacéo.

e Inicializa-se os vetores para todos incrementos de carga, para o ponto material:
[F] = [O]anstcps ’ [P] = [0]gxnstcps ) [Eln} = [0]6xnstcps ’ [Y] = [O}nvm-xnstcps

Onde, n..., €, 0, correspondem ao numero de componentes do vetor de varidveis internas,
Y, e ao vetor nulo, com tamanho adequado a cada variavel.

e Carregue o vetor de forga externa, ou histérico de deformagéao a ser equilibrado.
Para n de 2 até n.s:
e Chame a rotina apresentada na Tabela (5),

para obter o equilibrio do ensaio uniaxial e atualize os valores para o passo n atual:
[F]:,n ? [P]:,n ? [Eln]:,n ? [Y]:,n

Fim Para.

Fim. Os valores obtidos para todos 0S 1.ps
sao fornecidos como entrada a rotina que calcula o valor da fungéo objetivo, g(x).
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Como mencionado anteriormente, este trabalho busca comparar os resultados
do ajuste de parametros utilizando modelos classicos e fracionarios. Para completar
este objetivo, curvas experimentais do UHMWPE (ultra high molecular weight polyethy-
lene) foram ajustadas em carregamento ciclico e em fluéncia-recuperacao. Os dados
experimentais aqui utilizados foram extraidos do trabalho realizado por Faria (2017),
também do grupo de pesquisa GRANTE, conforme apresentado na Secéo 3.1.

No trabalho realizado por Faria (2017), amostras de UHMWPE foram testadas
utilizando dois tipos de ensaios mecanicos: ensaios de fluéncia-recuperacao e ensaios
ciclicos. Sabe-se que € virtualmente impossivel realizar uma caracterizagdo completa
do material por meio de um unico tipo de ensaio. Desta forma, foram testadas duas
estratégias de ajuste de parametros. Primeiramente, os dados experimentais sao ajus-
tados de forma independente, gerando dois conjuntos de parametros materiais, um
referente aos ensaios de fluéncia e outro referente aos ensaios ciclicos. Primeiro, sdo
ajustadas duas curvas em fluéncia-recuperacao, em intensidade de 4 e 8 MPa, em
seguida séo ajustadas trés curvas, em intensidade de 4, 8 e 16 MPa. Os ajustes em
condi¢cdes de carregamento puramente ciclico seguem um procedimento similar, pri-
meiro s&o apresentados os resultados de ajustes utilizando dados em taxas de 0.01 e
0.1 %s~1, posteriormente sdo apresentados em taxas de 0.01, 0.1 e 1%s~ L.

Uma vez apresentados os ajustes independentes, sdo mostrados os resultados
simultaneos. O ajuste simultdneo é interessante, pois, permite obter um conjunto de
parametros capaz de simular o comportamento do material em varias condi¢coes de
carregamento. Como ja foi referido anteriormente, € investigado se os modelos fraci-
onarios melhoram a capacidade preditiva. Todos os resultados sao apresentados em
tensdo de engenharia (nominal) e em deformacao verdadeira (logaritmica).

No que diz respeito a organizagdo dos modelos, primeiro sdo apresentados
os resultados referentes aos modelos viscoelasticos em cinematica infinitesimal e
finita, em seguida sdo mostrados os resultados relacionados aos viscoelasticos-
viscoplasticos em cinematica infinitesimal. Devido ao grande numero de modelos
testados, torna-se conveniente adotar um sistema de classificagdo para que rapi-
damente seja possivel identificar cada modelo em questao. Para isso, as principais
caracteristicas de cada um foram reunidas em abreviagdes que consistem de trés
partes: natureza da parcela viscoelastica, cinematica e numero de dispositivos de
Maxwell (bracos viscoelasticos) presentes na parcela viscoelastica. A Tabela (7) relne
todos os modelos com suas abreviagoes.
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Tabela 7 — Abreviatura dos nomes dos modelos utilizados ao longo do texto.

Modelos Cinematica Bracos Abreviagbes
Infinitesimal (IN) | CVE-IN-1
, - . 2 CVE-IN-2
Viscoelastico Classico (CVE)
Finita (FN) ! CVEFNA
2 CVE-FN-2
Infinitesimal (IN) ! FVE-IN-1
, - L 2 FVE-IN-2
Viscoelastico Fracionério (FVE)
Finita (FN) ! FVE-FN-1
2 FVE-FN-2
: i : L o L 1 CVE-VP-IN-1
Viscoelastico-Viscoplasitco Classico (CVE-VP) Infinitesimal (IN) 5 CVE-VP-IN-2
: . . -~ CL o 1 FVE-VP-IN-1
Viscoelastico-Viscoplasitco Fracionario (FVE-VP) Infinitesimal (IN) 5 EVE-VP-IN-2

41 TESTES COM MODELOS DE VISCOELASTICIDADE

4.1.1 Ajuste Individual - Ensaios de fluéncia-recuperacao

As figuras (8a) e (8b) apresentam os ajustes utilizando apenas os dados em
fluéncia-recuperacao para os modelos viscoelasticos classicos e fracionarios, usando
apenas um brago viscoelastico, com cinematica infinitesimal e finita. Observa-se que
a derivada de ordem ndo inteira permitiu que os modelos fracionarios apresentassem
curvas mais suaves em comparagao com os classicos, inclusive na fase de recupe-
racdo. A tabela (8) mostra os valores da funcao objetivo e os parametros materiais
encontrados. Pode-se observar que utilizando apenas um braco, os modelos fracio-
narios resultam em menores valores de funcao objetivo. No entanto, mesmo que a
fase de recuperacao tenha sido bem representada, a fase de fluéncia ainda apresenta
regides distantes dos dados experimentais. Conforme sera apresentado adiante, este
fato esta relacionado a presenca de efeitos nao lineares, ndo levados em conta nestes
modelos viscoelasticos implementados.

As Figuras (8c) e (8d) mostram os resultados utilizando dois bragos viscoelas-
ticos, verifica-se que a adicdo de um segundo braco resultou em melhores ajustes.
Contudo, embora os modelos fracionarios tenham apresentado melhores resultados
usando apenas um dispositivo de Maxwell, esta melhoria ndo ocorreu usando dois,
quando comparados aos classicos. Conforme pode ser observado nas Figuras (8c)
e (8d), as duas classes apresentaram resultados muito semelhantes. Curiosamente,
as ordens de derivagdo dos modelos fracionarios convergiram para 1, ou seja, para a
mesma ordem dos classicos. Além disso, a partir da Tabela (8), verifica-se que os mo-
delos em cinematica finita apresentaram resultados ligeiramente melhores em relagao
aos com cinematica infinitesimal.
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Figura 8 — Ajuste de parametros utilizando apenas dados de fluéncia-recuperacéo, com
dados experimentais em 4 e 8 MPa. Parametros materiais apresentados na

Tabela (8).

Tabela 8 — Parametros viscoelasticos utilizando somente dados em fluéncia-
recuperacao em 4 e 8 MPa. Resultados ordenados de acordo com os valo-
res da fungéo objetivo. Representacao grafica dos ajustes apresentada na

Figura (8).
Modelos Q(J?)[lo_g} 12 Goo Gy 7'1[103] oy Go 7'2[103] [
CVE-FN-2 6.01 0.46 21.8870 38.5271 129.3022 - 23.3873 5.3884 -
FVE-FN-2 6.03 0.46 21.8833 38.5309 129.3217 0.9999 23.3886 5.3879 0.9999
CVE-IN-2 7.32 0.46 21.5880 36.2874 131.0120 - 21.5136 5.5621 -
FVE-IN-2 7.32 0.46 21.5871 36.2883 131.0170 0.9999 21.5138 5.5620 0.9999
FVE-FN-1 7.77 0.46 13.67x107* 74.6198 196.1220 0.5965 - -
FVE-IN-1 8.98 0.46 10.92x10~* 71.3553 206.5266 0.5899 - - -
CVE-FN-1 10.66 0.46 29.5482 36.4075 76.0108 - - - -
CVE-IN-1 11.88 0.46 28.9535 34.1263 76.3759 - - - -
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Figura 9 — Ajuste de parametros utilizando apenas dados de fluéncia-recuperagéo, com
dados experimentais em 4, 8 e 16 MPa. Parametros materiais apresentados
na Tabela (9).

O ajuste dos dados em fluéncia-recuperacéo utilizando trés curvas, em intensida-
des de 4, 8 e 16 MPa, seguem uma tendéncia similar a observada no ajuste utilizando
apenas duas curvas, em intensidades de 4 e 8 MPa. Isto é, a utilizacdo dos modelos
fracionarios resultou em ligeira melhoria, em relacdo aos classicos, conforme pode ser
visto na Figura (9) e Tabela (9). Conforme pode ser observado nestas figuras, nenhum
dos modelos foi capaz de representar satisfatoriamente a curva em 16 MPa. Contudo,
uma observagao interessante pode ser obtida a partir destes resultados. Enquanto
que, nos ajustes utilizando duas curvas, os modelos em cinematica finita tiveram resul-
tados similares aos obtidos com cinemética infinitesimal, no presente caso, onde foi
adicionada a curva em 16 MPa, os modelos com cinemética finita apresentaram uma
melhoria significativa no ajuste préximo a 16 MPa. Esta observacao pode indicar que
os efeitos de néo linearidade geométrica se manifestam de forma mais acentuada a
partir de 8 MPa, para o UHMWPE em fluéncia.
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Tabela 9 — Pardmetros viscoelasticos utilizando somente dados em fluéncia-
recuperagéo em 4, 8 e 16 MPa. Resultados ordenados de acordo com os
valores da fungéo objetivo. Representacao grafica dos ajustes apresentada
na Figura (9).

Modelos  g(x)[107%] 1 Geo Gy 71[10%] ay Go T2 Qs
FVE-FN-2 120.84 0.46 0.04956 54.5273 286.3733 0.8191 165193.43 0.04265 0.7665
CVE-FN-2 122.16 0.46 21.1680 35.2601 118.0384 - 57.6106 2084.4803 -

FVE-FN-1 131.13 046 0.00150 76.0148 141.7099 0.52520 - - -
FVE-IN-2 14242 046 3.1171 49.0783 266.5478 0.8275 16777.2531 0.9149  0.7797
CVE-IN-2 14342 046 20.7433 32.9577 120.1596 - 51.6474  2220.7376 -
FVE-IN-1 151.93 046 0.001483 72.0441 151.1792 0.5184 - - -
CVE-FN-1 140.71 046 28.2272 34.3586 66.6862 - - - -
CVE-IN-1 16126 046 27.5071 31.8903 67.2795 - - - -

E também interessante analisar o tempo de processamento gasto na solugéo do
problema de otimizagéo. Para exemplificar, a Tabela (10) traz uma analise do tempo de
processamento relativo ao modelo CVE-IN-2, utilizando um intervalo de tempo de 80
segundos. Uma andlise mais detalhada poderia ser feita considerando varios intervalos
de tempo dentro de um intervalo de interesse (FARIAS, 2018). Os resultados referem-
se ao processo de otimizagdao completo, ou seja, sdo realizadas cinco rodadas de PSO,
seguido do método baseado em gradiente, conforme apresentado na Tabela (4). Os
dados foram normalizados em relagdo ao tempo gasto pelo modelo classico com dois
bragos (CVE-IN-2). Como pode ser visto, os modelos fracionarios apresentam custo
computacional superior aos classicos. Isto estéa relacionado ao fato que, a discretizacao
temporal utilizada para os fracionarios considera todo o histérico da variavel sendo
diferenciada. E importante mencionar que a literatura apresenta técnicas para reduzir
este custo, como os trabalhos de Andre Schmidt e Gaul (2002) e Zopf, Hoque e Kaliske
(2015). Neste trabalho ndo foram utilizadas estas técnicas, porque o objetivo principal
consiste em analisar a possivel melhoria ao utilizar modelos fracionarios e compara-los
com os classicos.

Tabela 10 — Tempo de processamento relativo para solugéo do problema de otimizacéo
utilizando modelos viscoelasticos com dois bracos.

Modelos

CVE-IN-2 1

FVE-IN-2 2.86 vezes CVE-IN-2
CVE-FN-2 3.04 vezes CVE-IN-2
FVE-FN-2 4.57 vezes CVE-IN-2

4.1.2 Ajuste Individual - Ensaios ciclicos

Os resultados para os ajustes utilizando apenas os dados ciclicos, em taxas de
deformacéo de 0.01 e 0.1 %s~ !, sdo mostrados na Figura (10) e Tabela (11). Assim
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Figura 10 — Ajuste com modelos viscoelasticos utilizando apenas dados ciclicos em
taxas de deformacgao de 0.01 e 0.1 %s~!. Parametros materiais apresenta-
dos na Tabela (11).

como nos dados em fluéncia, os modelos fracionarios mostraram melhores resultados
quando apenas um bragco de Maxwell é utilizado. Contudo, como pode ser visto, o0s
modelos fracionarios apresentaram resultados similares aos classicos, quando dois
bracos sao utilizados. Observa-se também que a fase de carrgamento nao foi satis-
fatoriamente representada. Este fato pode estar relacionado a existéncia de outros
fendmenos, ndo levados em conta nestes modelos, tal como ratchetting (CHEN et al.,
2016; YU et al., 2017).

Assim como apresentado nos dados em fluéncia, primeiro foram mostrados os
resultados utilizando apenas duas curvas ciclicas. Neste paragrafo sdo apresentados
os resultados utilizando trés curvas ciclicas, em taxas de deformacao de 0.01, 0.1 e 1
%s~1, conforme mostrado na Figura (11) e Tabela (12). Verifica-se que os modelos vis-
coelasticos nao representaram satisfatoriamente o comportamento ciclico para todas
as taxas de deformacao.
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Tabela 11 — Parametros viscoelasticos utilizando somente dados ciclicos em taxas de
deformacéo de 0.01 e 0.1 %s~!. Resultados ordenados de acordo com os
valores da fungéo objetivo. Representacéo gréafica dos ajustes apresentada
na Figura (10).

Modelos  g(x)[1072] 1 Goo Gy T a Go T2 Qg

CVE-IN-2 2.72 0.46 37.9029 142.3752 11.4667 - 53.7949 426.929 -
FVE-IN-2 2.72 0.46 37.9027 142.3763 11.4666 0.9999 53.7950 426.9311 0.9999
FVE-IN-1 3.54 0.46 8.8826 720.9502 0.1740 0.3097 - - -
CVE-FN-2 3.61 0.46 40.1096 168.1673 10.4335 - 57.1077 427.4346 -
FVE-FN-2 3.61 0.46 40.1099 168.1642 10.4346 0.9999 57.1101 427.4283 0.9999
FVE-FN-1 4.59 0.46 8.1071 1284.8937 0.01813 0.2932 - -
CVE-IN-1 6.64 0.46 42.7923 115.9241 96.2668 - - - -
CVE-FN-1 8.11 0.46 45.5583 124.2040 93.2435 - - - -
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Figura 11 — Ajuste com modelos viscoelasticos com dois bragos utilizando apenas
dados ciclicos em taxas de deformagao de 0.01, 0.1 e 1%s~!. Pardmetros
materiais apresentados na Tabela (12).
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Tabela 12 — Parametros viscoelasticos utilizando somente dados ciclicos em taxas de
deformacdo de 0.01, 0.1 e 1 %s~!. Resultados ordenados de acordo com
os valores da funcéo objetivo. Representagcéo grafica do ajuste apresen-
tada na Figura (11) para dois bracos viscoelasticos.

Modelos  g(x)[107%] Goo G1 T ay Go ) Qg
FVE-IN-2 145.04 046 35.8038 97.2122 3.9102 0.74143 44.4196 539.2273 0.9999
CVE-IN-2 147.33 0.46 364150 70.8042 6.6250 - 48.7578 498.1607 -

FVE-IN-1 159.85 0.46 0.002745 471.6311 0.036079 0.20428 - - -
FVE-FN-2 164.32 0.46 37.8199 1149927 3.01931 0.7064 45.8914 538.7265 0.9999
CVE-FN-2  167.06 0.46 38.5514 51.1273 495.4344 - 76.6693 6.247012 -
FVE-FN-1 179.59 0.46 0.006306 684.4178 0.00308 0.1925 - -
CVE-IN-1 288.24 0.46 53.4655 93.1968 16.4903 - - - -
CVE-FN-1  306.84 0.46 56.5228 99.1215 15.6978 - - - -

4.1.3 Ajuste Simultaneo

Uma vez apresentados os resultados de ajustes utilizando de forma indepen-
dente os dados ciclicos e em fluéncia, a partir deste paragrafo sdo apresentados os
resultados de ajustes simultaneos utilizando os modelos viscoelasticos classicos e
fracionarios.

A Tabela (13) e as Figuras (12) e (13) mostram os resultados dos ajustes simulta-
neos utilizando duas curvas ciclicas e duas em fluéncia-recuperacao para os modelos
viscoelasticos com um e dois bracos. A partir da tabela (13), pode-se observar que
os modelos fraciondrios apresentaram melhores resultados de fung¢ao objetivo, com
um e dois bracos viscoelasticos. A diferenga entre os modelos classicos e fracionarios
utilizando apenas um dispositivo de Maxwell foi consideravelmente grande. Enquanto
que com dois, esta diferenca € menor. Além disso, a ordem de derivagdo dos modelos
fracionarios ndo convergiu para 1, como nos ajustes individuais com dois bragos.

No que diz respeito a capacidade de representacdo dos dados experimentais,
pbde-se constatar que os ajustes simultdneos com um brago nao foram capazes de
representar o comportamento experimental. Este comportamento € melhorado com a
utilizacdo de dois bracos viscoelasticos, conforme apresentado na Figura (13), mas
ainda com significativa diferenca em relacdo aos dados experimentais. Em geral, pode
dizer-se que os modelos fracionarios melhoraram ligeiramente os ajustes simultaneos.
Além disso, verifica-se que esta classe de modelos permitiu uma transicdo mais suave
entre as fases de carregamento e descarregamento nos testes de fluéncia, conforme
pode ser visto ao comparar as Figuras (13a) e (13b). Para ajudar a comparacao, a
Figura (14) apresenta os valores da funcao objetivo em grafico de barras.
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Figura 12 — Ajustes dos modelos viscoelasticos, com um brago viscoelastico e utili-
zando simultaneamente duas curvas ciclicas e duas em fluéncia. Parame-
tros materiais apresentados na Tabela (13).

Tabela 13 — Parametros viscoelasticos utilizando simultaneamente duas curvas ciclicas
e duas em fluéncia. Resultados ordenados de acordo com os valores
da funcao objetivo. Representacado grafica dos ajustes apresentada nas
Figuras (12) e (13).

g(x)[1072 .

Modelos  Total C(icl)i[co Lluéncia “ Goo G 7107 @ G i @2
FVE-IN-2 5.66 413 1.52 0.46 10.00 34.7765 251.7401 1 147.4471 46.8032 0.7312
FVE-FN-2 6.40 4.94 1.46 0.46 3.6895 43.3337 303.8491 0.9999 167.6226 39.5119 0.7108
CVE-IN-2 6.62 5.38 1.24 0.46 17.2565 30.4868 170.7551 - 113.5487 85.6239 -

CVE-FN-2 757 6.45 1.12 0.46 17.4256  33.2461 168.0647 - 122.1393 82.5703
FVE-IN-1  12.01 5.46 6.54 0.46 17.7980 35820.6522 1.6539x107'*  0.2456 -
FVE-FN-1 13.05 6.38 6.66 0.46 18.3599 37229.2685 1.6881 x107'2  0.2446

CVE-IN-1  28.24 5.024 23.22 0.46 44.1903 115.2043 93.4580 x 1073

CVE-FN-1 29.35 6.11 2324 0.46 46.6825 123.7070 91.0634 x10~*
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Figura 13 — Ajuste com modelos viscoelésticos com dois bragos viscoelasticos utili-
zando simultaneamente duas curvas ciclicas e duas em fluéncia. Parame-
tros materiais apresentados na Tabela (13)
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Figura 14 — Grafico comparativo contendo valores da funcao objetivo para os ajustes si-
multaneos utilizando duas curvas ciclicas e duas em fluéncia-recuperagéo.

Modelos viscoelasticos.
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A Figura (15) e a Tabela (14) apresentam os resultados de ajustes simultaneos
utilizando trés curvas ciclicas e trés em fluéncia-recuperacéo. Observa-se novamente
que os modelos em cinematica finita representaram melhor o comportamento em fluén-
cia a 16 MPa. Além disso, observa-se também que os modelos fracionarios distribuiram
melhor o erro entre as trés curvas em fluéncia. Contudo, novamente, os dados ciclicos
nao foram satisfatoriamente ajustados. Com base na dificuldade de ajuste apresen-
tada pelos modelos viscoelasticos, levantou-se a hipotese de que talvez o fenémeno
de plasticidade também poderia ser importante para a descricdo do comportamento
deste material nessas condigdes de carregamento. Desta forma, na préxima secao,
sao apresentados os resultados do estudo da extensao viscoplastica para os modelos
viscoelasticos ja citados.

Tabela 14 — Parametros viscoelasticos utilizando simultaneamente trés curvas ciclicas
e trés em fluéncia. Resultados ordenados de acordo com os valores da
funcdo objetivo. Representacao grafica dos ajustes com dois bragos apre-
sentada nas Figuras (15).

g(z)[loig] Al 3 "
Modelos  Total ~ Ciclico Fiuéncia Goo G n[10°] @ G 72 @
FVEIN-2 18696 137.87 4909 046 00921 38,5231 3525171 09999 1944842  2.9688 03892

FVE-FN-2 196.37 15292 43.44 0.46 0.1261 40.8748 331.7293 0.9999 223.9067 1.9127 0.3786
FVE-IN-1 228.85 137.84 91.013 0.46 3.8720 3590.3627 1.3247x107'2 0.15225 - -
FVE-FN-1 24588 153.7 92.18 0.46 4.2934 4044.2788 1.0573 x10~'*>  0.1535 -

CVE-IN-2  254.0 213.02 40.982 0.46 26.4053 28.5091 71.9088 - 92.1122 15.9716

CVE-FN-2 262.49 226.86 35.633 0.46 27.1600 98.0119 15.2064 - 30.8901 71412.7594
CVE-IN-1  602.43 218.98 383.45 0.46 50.26 95.5678  17.6843 x10~* - - -

CVE-FN-1 615.34 233.48 381.86 0.46 52.8476 101.7775 16.9229 x103
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Figura 15 — Ajuste dos modelos viscoelasticos com dois bracos viscoelasticos utili-
zando simultaneamente trés curvas ciclicas e trés em fluéncia. Parametros
materiais apresentados na Tabela (14).
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42 TESTES COM MODELOS DE VE-VP

Nesta secao sao apresentados os resultados de ajustes utilizando os modelos
viscoelasticos-viscoplasticos classicos e fracionarios, com cinematica infinitesimal. De
forma analoga a secéo anterior, primeiro sdo apresentados os ajustes independentes,
seguido pelos ajustes simultaneos.

4.2.1 Ajuste Individual - Ensaios de fluéncia-recuperacao

A Figura (16) e a Tabela (15) mostram a representagao grafica e os parametros
obtidos utilizando duas curvas em fluéncia-recuperagédo, com 1 e 2 bracos viscoelas-
ticos. Conforme pode ser visto, os modelos VE-VP se adequaram satisfatoriamente
aos dados experimentais, seja utilizando um, ou dois bragos viscoelasticos. A partir da
Tabela (15), observa-se que os modelos fracionarios apresentaram menores valores de
funcao objetivo para um e dois bracos. Contudo, esta pequena diferenca € contraposta
pelo consideravel aumento no custo computacional para esta classe de modelos.

Comparando as Figuras (16) e (8), é possivel constatar que a incorporacao da
parcela viscoplastica melhorou consideravelmente a predicao das curvas de fluéncia,
especialmente para a tensao de 8MPa, para o material em analise. Ainda que nao
tenham sido implementados modelos VE-VP com cinematica finita, verificou-se que os
resultados obtidos com os modelos VE-VP em cinemética infinitesimal representaram
satisfatoriamente as curvas em fluéncia para 4 e 8 MPa. Através desta observacao,
conjectura-se se a cinematica finita para esta classe de modelos ndo seguiria a mesma
tendéncia da apresentada na Figura (8) para os modelos viscoelasticos. Isto €, um
comportamento com poucas diferengas ao comparar o efeito das cinematicas. Desta
forma, considerando os modelos VE-VP, atribuiu-se o aumento da capacidade preditiva
a incorporagao dos efeitos viscoplasticos na modelagem, ao menos para as tensdes
testadas de 4 e 8 MPa.

A Figura (17) e a Tabela (16) apresentam os resultados de ajustes utilizando
os dados em fluéncia-recuperacgao, incorporando os dados experimentais em 16 MPa.
Conforme pode ser visto, os modelos VE-VP continuam sendo capazes de representar
os dados em 4 e 8 MPa. Contudo, a curva numérica em 16 MPa resultou distante da
sua curva experimental correspondente. De forma analoga aos resultados apresenta-
dos na Figura (9) para os modelos viscoelasticos em cinematica finita, levanta-se a
hipdtese de que uma extensédo dos modelos VE-VP para cinematica finita também teria
o potencial de melhorar a predicdo da curva em fluéncia para 16MPa. Desta forma,
esta investigacao é sugerida para trabalhos futuros.
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Tabela 15 — Ajuste de parametros com modelos VE-VP utilizando apenas dados em
fluéncia-recuperagao, com dados experimentais em 4 e 8 MPa. Resultados
ordenados de acordo com os valores da func¢ao objetivo. Representagéo
gréfica dos ajustes apresentada na Figura (16).

FVE-VP-2 CVE-VP-2 FVE-VP-1 CVE-VP-1
g(z) 1.094E—4 1.142E—4 1.3568E—4 5.282E—4
Ki[MPa]  3.2297  0.00171  0.00062  0.00116
K,[MPa] 23.1544 29708  32.3470 3.0754

vp | 1.0319  391.6957  1.0067  205.3462
H[MPa] 283.6873 282.0245 272.4842  227.0905
oo [MPa] 23822  0.00013  2.3302 0.1118
u[MPas| 605427 21972325  9E-8  1339.8119
m 1448.7817 40.6198  2.0911 79.1403
Vo 0.46 0.46 0.46 0.46
Go [MPa] 456959 537122  41.1813  67.7465
G [MPa] 272844  16.9050 3634.4002  27.6952

vE | M[107%)is] 1304728  74.8707  1.05E7 126013
a 0.62534 - 0.2471 -
G, [MPa] 333168  27.3271 - .
T[s] 4263.9404 6055.1197 . .
Qs 0.83230 - - -

Tabela 16 — Ajuste de parametros com modelos VE-VP utilizando apenas dados em
fluéncia-recuperacéo, com dados experimentais em 4, 8 e 16 MPa. Resul-
tados ordenados de acordo com os valores da fungao objetivo. Represen-
tacao gréafica dos ajustes apresentada na Figura (17).

FVE-VP-2 CVE-VP-2 FVE-VP-1 CVE-VP-1
g(z) 1.84E—2 1.892E-2 1.908E—2 2.11E—2
Ki[MPa]  0.00817 0.003208  0.04314  0.01048
K,[MPa] 16.6263  16.5466  17.1147  17.7730

vp | f 69.0348  73.0076  52.1974  39.9268
H[MPa]  0.0194 7.6277E-3 0.05360  0.0131
oo [MPa]  8.861E-5 3.4711E-5 1.9216E-4 5.733E-5
4[MPas]  0.1489  0.05851  0.04917  0.01218
m 0.6263  0.24567  0.04265  0.01032
Vo 0.46 0.46 0.46 0.46
Go, [MPa] 27.1846  43.4575 432862  59.5843
G, [MPa] 837.9062 325204 570.9954  27.1412

vg | n[107°[s]  47.088  3346.2551 1.02735  9.7858E3
i 0.8650 . 0.3291 .
G, [MPa]  41.3632  17.7101 - .
To[s] 18.605E3  79.222E3 . .

%)

0.4815
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(c) Modelo classico VE-VP com dois bracos. (d) Modelo fracionario VE-VP com dois bra-
cos.

Figura 16 — Ajuste de parametros utilizando apenas dados em fluéncia-recuperacao.
Modelos VE-VP com cinematica infinitesimal. Parametros materiais apre-
sentados na Tabela (15).

4.2.2 Ajuste Individual - Ensaios ciclicos

Em relacdo ao ajuste dos dados em condi¢cao de carregamento ciclico, a Fi-
gura (18) e a Tabela (17) apresentam os resultados utilizando curvas em taxas de
deformacéo de 0.01 e 0.1 %s~!. Enquanto a Figura (19) e Tabela (18) mostram os
resultados utilizando também a curva em taxa de 1 %s~!. Conforme pode ser visto, os
modelos VE-VP com cinematica infinitesimal representaram satisfatoriamente todas
as curvas ciclicas, inclusive na fase de carregamento, o que néo foi possivel utilizando
0s modelos puramente viscoelasticos.



Capitulo 4. Resultados e discussbes 67

018 16 MPa 0.18 16 MPa
V  Experimental V  Experimental
0.16 CVE-VP-1 0.16 - — FVE-VP-1
%
0.14 v 0.14
012, 0.12
c 01 c 01
g g
@ 0.08f @ 0.08f
i 8 MP v 8 MPa
S
g;rv VVVVVVVV V%
00217 v MWVW%
10 12 14 16

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Time - [s] x10% Time - [s] x10*

(a) Modelo VE-VP classico com um braco. (b) Modelo VE-VP fracionario com um braco.

018 16 MPa

: V.Y,
vV  Experimental N Vv  Experimental

0161 —— CVE-VP-2 :

0.14 .

0.12
g 01 <
[ [
1%} 17}

. . . . . . . A
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Time - [s] x10% Time - [s]

(c) Modelo VE-VP classico com dois bracos. (d) Modelo VE-VP fracionario com dois bra-
cos.

Figura 17 — Ajuste de parametros com modelos VE-VP utilizando apenas dados em
fluéncia-recuperacao, com dados experimentais em 4, 8 e 16 MPa. Para-
metros materiais apresentados na Tabela (16).
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Figura 18 — Ajuste com modelos VE-VP utilizando apenas dados ciclicos em taxas de

deformacéo de 0.01 e 0.1 %s~'. Parametros materiais apresentados na
Tabela (17).
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Tabela 17 — Parametros dos modelos VE-VP utilizando dados ciclicos em taxas de
deformacéo de 0.01 e 0.1 %s~!. Resultados ordenados de acordo com os
valores da fungéo objetivo. Representacéo gréafica dos ajustes apresentada
na Figura (18).

FVE-VP-2  CVE-VP-2 FVE-VP-1 CVE-VP-1

() 9.5262E—4 9.486E—4 11.969E—4 14.761E—4
K [MPa]  0.0822 0.07455 0.3103 0.4200
K,[MPa]  11.9844 12.5883 8.4948 13.2238
vp | 348.7263  352.7356  333.772  297.2393
H [MPa] 0.0436 0.0406 0.1941 0.6163
oo [MPa 2.3820 1.7781 5.8920 1.1491
1 [MPas]  0.0085 0.0084 53.4555 2.9665
m 19211.9497 19529.1548  3.5706 65.6426
Vo 0.46 0.46 0.46 0.46
G [MPa]  73.4713 735857  40.9551 77.7144
G, [MPa]  49.8162 49.8162  171.1995  87.8473
ve | T8 9.4520 9.3442 717452  139.9333
a 0.9948 - 0.4636 -
G, [MPa]  72.3848 72.5280 - -
Ta[s] 186.9755  186.0093 - -
as 0.9967 - - -
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Figura 19 — Ajuste com modelos VE-VP com dois bracos, utilizando apenas dados cicli-
cos em taxas de deformacdo de 0.01, 0.1 e 1 %s~!. Parametros materiais
apresentados na Tabela (18).
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Tabela 18 — Parametros dos modelos VE-VP utilizando dados ciclicos em taxas de
deformacdo de 0.01, 0.1 e 1 %s~!. Resultados ordenados de acordo com
os valores da fungéo objetivo. Representagéo grafica dos ajustes utilizando
dois bragos apresentada na Figura (19).

FVE-VP-2 CVE-VP-2 FVE-VP-1 CVE-VP-1

g(z) 1.0163E—2 1.0163E—2 1.1433E—2 1.296E—2
K, [MPa]  5.4722 5.4827 0.94210 1.0732
K,[MPa]  4.5094 4.4379 0.8911 216.2324
vp | ¢ 0.061 0.06 0.09352 0.0385
H[MPa]  550.8616  550.8591 554.5018  506.9852
oo [MPa] 6.2261 6.2261 6.2237 5.6601
4[MPas| 4.72E-7 4.718E—7 8.8178E—5 5.1519E—5
m 8.3321 8.19 2.2465  0.001077
Vo 0.46 0.46 0.46 0.46
Go [MPa] 43.3915  43.4044  46.1595  59.5762
G, [MPa] 53.7215  53.7051  126.0895  119.401
vE | ls] 1104.9773 1104.6454 242693  201.3416
a 0.9997 - 0.76948 -
G, [MPa]  71.9621  71.9659 - -
Ta[s] 109.7758  109.7724 - -
Qs 0.99997 - - -

4.2.3 Ajuste simultaneo

Finalmente, a Figura (20) e Tabela (19) apresentam os resultados de ajustes
simultaneos para os modelos VE-VP classicos e fracionarios utilizando duas curvas
ciclicas e duas em fluéncia-recuperacéo. Observa-se a partir da figura que os modelos
VE-VP foram capazes de ajustar satisfatoriamente os dados ciclicos e em fluéncia
simultaneamente. Comparando as Figuras (20) e (13), verifica-se que a incorporagao
da parcela viscopléstica resultou em consideravel melhoria na capacidade de ajuste
dos modelos. Para auxiliar a comparacéo, a Figura (21) apresenta os valores da funcéo
objetivo em gréficos de barras.
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Figura 20 — Ajuste com modelos VE-VP, utilizando simultaneamente duas curvas ci-

clicas e duas em fluéncia-recuperacao, com dois bracos viscoelasticos.
Parametros materiais apresentados na Tabela (19).
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CVE_VP_
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1 FVE_VP_1

Modelos
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Figura 21 — Grafico comparativo contendo valores da funcao objetivo para os ajustes si-

Modelos VE-VP.

multaneos, utilizando duas curvas ciclicas e duas em fluéncia-recuperacao.
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Tabela 19 — Parametros dos modelos VE-VP, utilizando simultaneamente duas curvas
ciclicas e duas em fluéncia-recuperacao. Resultados ordenados de acordo
com os valores da funcéo objetivo. Representagdo gréafica dos ajustes
apresentados na Figura (20) para dois bragos viscoelasticos.

FVE-VP-2  CVE-VP-2 FVE-VP-1 CVE-VP-1

g(z) Total 3.0454E—3 3.2594E—3 B3.5581E-3 4.259-3

g(z) Ciclico  2.419E—3 2.2481E-3 1.645E—3 2.052E—3

g(x) Fluéncia 6.264E—4 1.0113E—3 1.912E-3  2.207E—3

K1 [MPa] 1.3550E—5 3.8469E—5  0.0152  1.1724E—4

K, [MPa] 3.0620 3.08167  17.6178 3.0399

0 407.1015  387.5539  53.3267  192.7104
VP | H[MPa] 321.9766  319.2293  0.0088  213.2790

oo [MPa] 2.82E-5 2.0582E—5 1.7643E—4  0.13072

1t [MPa.s] 239.9301E3 111.6326E3 4580.7761 53.5017E3

m 0.1117 0.1346 1.3466 0.46977

Y 0.46 0.46 0.46 0.46

Goo [MPa] 41.7098 50.4301 26.7608  72.5307

G, [MPa] 34.7872 20.7287  4823.4378  90.6701
vE | ils] 66.5188E3 50.8681E3 8.174E—9 3199.9760

a 0.6578 . 0.1680 .

G, [MPa] 2444651  241.9285 . .

78] 200.2320  234.4389 . -

Qs 0.9999 . . .
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5 CONCLUSAO

Como apresentado, o principal objetivo deste trabalho foi a comparacao en-
tre modelos classicos e fracionarios de Maxwell Generalizado, seguindo abordagens
viscoelasticas e viscoelasticas-viscoplasticas. Os modelos viscoelasticos foram formu-
lados com cinematica infinitesimal e finita, enquanto os viscoelasticos-viscoplasticos
apenas em cinematica infinitesimal. A comparacao foi realizada por meio de um pro-
cedimento de ajuste de parametros, utilizando dados experimentais do UHMWPE sob
carga ciclica e de fluéncia-recuperacao. Deve-se destacar que as comparagdes foram
feitas para uma classe especifica de modelo reolégico (Maxwell Generalizado) e ape-
nas para o conjunto de dados experimentais utilizado. Sendo assim, as conclusées
apresentadas sao especificas para estas condicdes.

Primeiramente, foram realizados ajustes individuais, onde os dois tipos de carre-
gamento foram ajustados separadamente. Contudo, tendo em vista que a maior parte
da literatura ndo apresenta dados comparativos entre modelos fracionarios e classi-
cos, utilizando simultaneamente diversas condi¢coes de carregamento, foram também
conduzidos e apresentados ajustes combinando os ensaios ciclicos e em fluéncia-
recuperacao.

Em relacdo aos ajustes individuais, os modelos fracionarios mostraram melhor
desempenho quando apenas um brago viscoelastico foi utilizado, seja nos modelos
viscoelasticos ou viscoelasticos-viscoplasticos. No entanto, ao utilizar 2 bracos de
Maxwell, os modelos classicos e fracionarios apresentaram o mesmo comportamento.

No que diz respeito aos ajustes simultaneos viscoelasticos, os modelos fracio-
narios apresentaram melhor capacidade preditiva com um e dois bragos. Apesar disso,
os dados numéricos mostraram-se ainda distantes dos experimentais em uma ampla
faixa dos ensaios ciclicos e em fluéncia-recuperacao.

Outra observacgéao interessante, obtida a partir dos modelos viscoelasticos, esta
relacionada aos tipos de cinematicas implementadas. Verificou-se que n&o ocorreram
diferencas significativas entre os resultados obtidos pelos modelos viscoelasticos com
cinematica infinitesimal e finita, para os ensaios de fluéncia até 8 MPa, e para todas
as taxas de deformacéo utilizadas nos ensaios ciclicos. Por outro lado, os modelos
em cinematica finita permitiram obter melhores ajustes préximo a regido da curva em
fluéncia a 16 MPa. Isto sugere que os fendmenos de nao linearidade geométrica nao
se manifestam de forma acentuada ao menos até 8 MPa para o teste de fluéncia, e
para todas as taxas utilizadas nos ensaios ciclicos.

Em relagdo aos modelos viscoelasticos-viscoplasticos com cinematica infinitesi-
mal, os resultados mostraram que os modelos classicos e fracionarios foram capazes
de representar satisfatoriamente os comportamentos experimentais ciclicos em todas
as taxas, e o comportamento em fluéncia até a curva em 8 MPa, seja em condicao de
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ajuste individual ou simultaneo. Isto indica que a utilizacdo de uma parcela viscoplas-
tica tem forte impacto na modelagem constitutiva deste material. A curva experimental
em fluéncia a 16 MPa nao foi bem representada pelos modelos VE-VP com cinematica
infinitesimal. Este fato pode estar relacionado a utilizagdo de cinematica linear neste
regime.

Deve-se destacar também que, embora os modelos fracionarios tenham apre-
sentado resultados ligeiramente superiores, principalmente nos ajustes simultaneos,
o custo computacional desta classe de modelos foi consideravelmente superior aos
classicos. Além disso, a arquitetura de implementagdo computacional precisou ser re-
formulada para levar em conta todo o histérico das variaveis internas (ou uma parcela,
caso sejam utilizadas técnicas de reducao do custo computacional). Esta ultima obser-
vagao pode ser um inconveniente, caso o cddigo tenha sido previamente construido
para trabalhar com algoritmos recursivos a dois instantes.

Finalmente, sdo apresentadas as seguintes sugestdes para trabalhos futuros:

 Implementar modelos classicos e fracionarios VE-VP com cinematica finita, e
verificar se o ajuste préximo a curva em fluéncia a 16 MPa é melhor representado
com a utilizacdo de cinematica nao linear.

» Implementar outros arranjos de modelos reolégicos diferentes dos modelos de
Maxwell generalizado estudados neste trabalho.

» Estudo e implementacao de técnicas de reducéo do custo computacional dos
modelos fracionarios.

« Estudo de modelos fracionarios onde a ordem de derivagao é atualizada segundo
uma fungao previamente definida.

» Estudar a transformacao dos parametros fracionarios obtidos no dominio da
frequéncia para o dominio do tempo.
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APENDICE A - DEFINICAO DE DERIVADA FRACIONARIA SEGUNDO
GRUNWALD-LETNIKOV

Neste apéndice é apresentada a obtencao da definicdo de derivada fracionaria
no sentido de Grinwald-Letnikov (G.L). Conforme citado durante o texto, esta definicao
nao requer a utilizacao explicita de operacdes de integracao e derivacao, sendo neces-
saria somente a avaliagdo da funcao, permitindo assim uma implementacao numérica
relativamente simples.

A definicao de derivada fracionaria segundo G.L é dada pelo limite de uma soma
e pode ser obtida pela generalizacdo da derivada de ordem inteira. A apresentagao
desta definigcdo segue a abordagem apresentada por Keith Oldham e Spanier (2002) e
Haveroth (2015).

Inicia-se com a definigdo da derivada de primeira ordem de uma fungéo f(t)
diferenciavel em termos da diferenca regressiva no intervalo [a, b]

Db = %f(t) = lim {Wt) _fA(: = 4] } (107)

At—0

Na expressao anterior, At corresponde ao intervalo de tempo. Similarmente, define-se
a derivada de segunda e terceira ordem

d? f'(t) = f'(t— A

D L {f<t>—f<t—m> f(t—At)—f(t—?Aw} (109)

b AiSo At At B At

D= L p) = Jim {1400~ 24 (1= AN+ f(E— 240}, (110)
D= Jim {[AG77[f(t) = 3f(t — At) + 3f(t — 2A¢t) — f(t — 3A¢)]}. (111)

Observa-se que cada derivada de ordem n, sendo n um inteiro, envolve uma avaliagao
da funcédo a mais que a respectiva ordem de derivagédo. Além disso os coeficientes
alternam-se em sinal e seguem uma progressao binomial. Desta forma, pode-se es-
crever a generalizagdo da derivada de ordem n, pertencente ao conjunto dos niumeros
naturais N, conforme

0 dm L n = i n .
D = o f () = lim {[At] Z 1] ( ; ) f(t _jm)}, (112)
j:
onde os coeficientes binomiais sdo obtidos por
n!

— 0<j<n
(7?) jln —j)! . (113)

J 0, 0<n<j
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Se At = [t;’], com N=1,2.3..., a Equacao (112) pode ser reescrita como

Dy = S (1) = Jim {[At]“Z[—lP ( " )f(t —jAt)}. (114)

A mudanca de limite superior realizada na Equacao (114) se torna util quando a ex-
pressdo é tambéem utilizada para definir uma integral fracionaria. Além disso, define-se
a propriedade apresentado por Keith Oldham e Spanier (2002)

i nY (J-n=17) ['(j—n)
N(j)“( j )F(—mmﬂ)’ (19

Esta propriedade apresenta a relacao entre a funcéo fatorial e a funcdo Gamma, I'.
A introducéo da funcdo Gamma I" permite estender o dominio da fungao fatorial. A
partir deste ponto a ordem de derivagdo nao esta mais restrita aos numeros inteiros.
Deste modo, pode-se reescrever a Equacéo (114) para uma ordem « > 0 qualquer,
resultando na definigao de G.L

—aNl

) INY
D = () = NW{ )JZF]H t—yAt)} (116)

A utilizacao da propriedade (117),

I'(j—a) J—l-a
P—a)TG+1) 7
permite reescrever a definicdo de G.L em um formato mais adequado a aplica¢oes
numeéricas, onde ndo é necessario o computo explicito da funcao fatorial em todos os
instantes. Obtém-se, portanto, a expressao final,

(117)

Aja =

Do= lim [Af]” ZAHlf — jAt). (118)

N~>oo
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APENDICE B - DERIVACAO DA EXPRESSAO DO SEGUNDO TENSOR DE

TENSAO DE PIOLA-KIRCHHOFF

Este anexo apresenta as etapas de derivagdo do segundo tensor de tensao de

Piola-Kirchhoff para uma funcao energia de deformacéo ¥(C) genérica.
Dada a expresséo geral de S

26\];’( ) 8\11150( 1so>+28\IjV01(J>

S =236 aoC oC

e aplicando a regra da cadeia,

o a\I[iso . acjiso a\Ijvol<J) aJ
S=256_"c T2 a1 ac

A derivada de L pode ser obtida por,

d(detC) 1 12l
50 = (detC)C™" = J*C,
0J? 0J 9 y—1
2C 2J8_C J°C™,
0J 1
— =-JC!
oC 2J

enquanto a derivada de 2 & € apresentada abaixo,

9Ci, 0(J °C)

oC oC
Utilizando a propriedade 222 = %A 4 A ¢ %0),
A "C)  _2s0C oI 8.J "
oc ) e tC® e ) I CE e
onde a derivada de 222" ¢
012" — _EJ—2/32 = _1(]—2/3(3—1‘

oC 3 oC 3
Logo, a Equacéo (125) pode ser reescrita como

0C 3

—2/3
W _C_ ;orice (—%J2/301> = (]1 “loe cl) :

e substituindo (123) e (127) em (120),

Va1 (J)
aJ

a\];Iiso 1 a\Illso
I —

S =7 aCiso ‘ 3 aClso

cl+257 [

(C® C‘l)] :

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)
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Utilizando a propriedade A: ( B® C)=(A:B)C=C(A:B)eA:1=A,

L 0Ya(D) Lo [0V 1 [0V .
S=1J 53 C+2J 9C.. 3 aciso.C Cc, (129)
onde chega-se finalmente a expressao desejada
. a\Ijvol(J) -1 -2/3 a\Iliso(ciso)
S=J 5] C " +J "DEV |2 9C.. . (130)
SVOI(J) sisozrciso)
Nesta expressao, o operador desviador material DEV é dado por
1
DEV [o] = (o) — 3 (o) : C]C. (131)
Utilizando o modelo Neo-Hookeano
_ 1 -
\I]iso(ll) - EG(Il - 3), (132)
1 2
Uoa(d) = 5K(an) : (133)

pode-se obter a expressao final para o modelo hiperelastico. A derivada da parcela
isocérica pode ser obtida por

a\Ijiso [(Il (Ciso)] o a\I'liso 811

aCiso B aI1 8Ciso7 (134)
a\I[z'so 1
= = — 1
o, 5 G (1395)
ol 0tr(Cio)
a(jiso B a(jiso =L (1 36)
Finalmente, a expressao para a derivagcao da parcela isocorica pode ser escrita
pEv [22(Cro) | _ ey iar). (137)
a(jiso
A derivacao da parcela volumétrica pode ser obtida de forma semelhante
OWyo(J) 1
5] JK(an). (138)

Substituindo as equacdes (137) e (138) em (130), obtém-se finalmente a expressao fi-
nal para o segundo tensor de Piola, utilizando a energia de deformacéo Neo-Hookeana

S = K(InJ)C ' +J GDEV (I). (139)
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