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“...the sciences do not try to explain, they hardly even try to interpret, they mainly make models. By a
model is meant a mathematical construct which, with the addition of certain verbal interpretations,
describes observed phenomena. The justification of such a mathematical construct is solely and
precisely that it is expected to work that is correctly to describe phenomena from a reasonably wide
area. Furthermore, it must satisfy certain aesthetic criteria that is, in relation to how much it describes,
it must be rather simple.”

(Method in the Physical Sciences, John von Neumann, 1955)



RESUMO

Em projetos de engenharia mecanica um dos maiores determinantes para a vida util
da estrutura é a fadiga mecanica. Esse é o caso dos implantes e proteses ortopédicas,
muitos sao feitos, ou incorporam, materiais poliméricos termoplasticos. Em diversos
materiais semicristalinos, a fadiga mecéanica é dominada pelo processo de nucleacao,
em consequéncia do acumulo de deformacgdes inelasticas localizadas e formagéo de
crazes. Para simular o fendmeno local de nucleagdo nos polimeros, um modelo mul-
tiescala disponivel na literatura foi escolhido, reproduzido e suas caracteristicas ana-
lisadas e comparadas com evidéncias experimentais. Nesse modelo € considerado
um Elemento de Volume Representativo (EVR) composto por uma matriz com uma
pequena fragdo volumétrica de inclusdes ducteis acumuladoras de dano. A homoge-
neizagao foi formulada conforme o método Mean-Field Homogeneization (MFH), com
o conceito de Linear Comparison Composites (LCC) e solu¢ao semi-analitica de Mori-
Tanaka. Foram realizadas simula¢des de validacdo para o0 modelo constitutivo homo-
géneo das fases. O comportamento mecanico € limitado a pequenas deformacdes
e desconsidera a geracao de calor. As curvas preditivas de fadiga para o High Den-
sity Polyethylene (HDPE) foram reproduzidas e a contribuicdo desse trabalho foca na
analise de sensibilidade aos efeitos da solicitacdo e aos parametros da incluséo.

Palavras-chave: Fadiga. Termopléastico. Multiescala.



ABSTRACT

In mechanical engineering projects, mechanical fatigue is one of the most frequent
sources of failure of devices submitted to cyclic loads. This is the case of orthope-
dic implants and protheses, many of which are made of, or incorporate, polymeric
materials. In large semi-crystalline polymers, mechanical fatigue is dominated by the
nucleation process as a consequence of localized inelastic strain accumulation and
craze formation. To simulate the local nucleation phenomenon in polymers, a multi-
scale model available in the literature was chosen, reproduced and his features an-
alyzed and compared with experimental evidences. In this model it is considered an
Representative Volume Element (RVE) composed by a matrix with a small volume frac-
tion of ductile damaging inclusions. A homogenization scheme is formulated according
to the Mean Field Homogenization (MFH) approach, with Linear Comparison Compos-
ite concept and the Mori-Tanaka solution. Validation simulations were carried out for
the constitutive homogeneous model of phases. The mechanical behavior is limited to
small deformations and disregards heat generation. The predictive fatigue life curves
for High Density Polyethylene (HDPE) were reproduced and the contribution of this
work focuses on the sensitivity analysis and applicability of the model to load effects
and inclusion material parameters.

Keywords: Fatigue. Thermoplastic. Multiscale.
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1 INTRODUGAO

Os polimeros termoplasticos constituem a maior parcela de produtos plasticos
consumidos na atualidade. Desde o desenvolvimento da tecnologia necessaria para
a producao em larga escala, do inicio do século XX & atualidade, a produ¢cado aumen-
tou exponencialmente. A demanda por essa classe de material é impulsionada tanto
por interesses econémicos da industria de exploragcéo e beneficiamento de commodi-
ties, quanto pela variabilidade das propriedades, as quais dependem do monémero ou
conjunto de mon6meros, polimerizagdao, composicao e processamento. Notoriamente,
materiais como estes, versateis, maleaveis, oriundos de diferentes subprodutos e com
producéo altamente rentavel, assumem destaque no desenvolvimento tecnolégico.

Devido a crescente tendéncia global da substituicido de metais por polimeros,
dentre as inimeras aplicagdes, o uso de termoplasticos semicristalinos em compo-
nentes de préteses ortopédicas € objeto de estudo em pesquisas recentes. O Labo-
ratério de Engenharia Biomecanica (LEBM) e o Grupo de Analise e Projeto Mecanico
(GRANTE), na Universidade Federal de Santa Catarina, promovem diferentes estudos
de falhas em préteses ortopédicas com componentes termoplasticos, fundamentados
em ensaios mecanicos e simulacdes numéricas. Na revisdo elaborada por Teoh (2000),
a fratura por fadiga e desgaste é identificada como principal modo de falha para mate-
riais metalicos, ceramicos e poliméricos, em diferentes aplicacées ortopédicas.

Uma dificuldade da abordagem experimental para analisar o comportamento
ciclico é o tempo de observacao dos ensaios, em vista da durabilidade das préteses
envolver um nuamero elevado de ciclos. No mesmo contexto, muitos testes de fadiga
acelerados séo incapazes de predizer a falha in vivo (TEOH, 2000). No estudo desen-
volvido por Carvalho et al. (2016), foram realizados diferentes ensaios com controle
de tensao oscilatéria no Polietileno de Ultra-Alto Peso Molecular, em inglés Ultra-High
Molecular Weight Polyethylene (UHMWPE). O autor identificou o fenébmeno de rat-
chetting e o decrescimento da rigidez do material, no entanto o surgimento de trinca
macroscopica ficou evidente apenas no ensaio com maior solicitacao.

Em condi¢cbes de temperatura e solicitagdo oscilatéria especificas, a fratura
de um material ocorre de forma repentina, sem exteriorizar macroscopicamente al-
guma alteragdo no comportamento mecanico, como € o caso do copo acetabular de
UHMWPE, em proteses de quadril (TEOH, 2000). Nessas circunstancias, 0 compor-
tamento mecanico € especulado localmente por técnicas de micrografia aplicadas na
superficie de falha de corpos de prova. Evidéncias experimentais corroboram com a
Teoria de Griffith para estabilidade de trincas. A nucleagéo inicia em defeitos aleatorios
na microestrutura, oriundos do processamento, tais como microvazios e particulados.
Todavia, essa teoria considera o defeito estatico até o inicio de crescimento da trinca,
mas € incapaz de descrever o processo precedente, a nucleacao e crescimento de
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microvazios (MULLA et al., 2018).

A forma mais usual de predicdo da falha por fadiga consiste em utilizar cur-
vas tenséo, ou deformacéo, versus vida, obtidas por ensaios mecanicos de corpos de
prova e comparar essas curvas, devidamente modificadas por fatores de atenuacao
de resisténcia, com a distribuicdo de tensdes, na peca de interesse, durante um ci-
clo de carga (DOWLING, 2012). Entretanto, essa metodologia restringe a analise as
condicoes especificas de solicitacao do ensaio e dificilmente representa as condi¢cdes
complexas de solicitagdo no meio hostil do corpo (TEOH, 2000).

Alternativamente, modelos fenomenoldgicos sédo propostos para predizer a fa-
Ilha com base na deformacao plastica do material. Os materias metalicos usualmente
sao representados pelo modelo de Coffin-Manson. Para os polimeros ainda ndo existe
um modelo consolidado, porém o modelo de Janssen, Govaert e Meijer (2008) apre-
senta bons resultados para os termoplasticos analisados. Recentemente, Gao et al.
(2019) formularam um modelo para a vida residual de fadiga baseado na densidade
de craze, fundado em observacdes experimentais de ensaios sob tragao oscilatéria no
Polimetilmetacrilato (PMMA). Todavia, essas formulag¢des analiticas ndo séo preditivas
em condigdes de solicitagdo nao proporcional.

Nao ha muitos estudos sobre o efeito das solicitacées néo proporcionais e mul-
tiaxiais no fendmeno de fadiga, sobretudo em materiais termoplasticos, conforme Am-
jadi e Fatemi (2020). Neste os autores estudaram modelos analiticos aplicados a solici-
tacoes multiaxiais. Os trabalhos de Berrehili, Nadot et al. (2010) e Berrehili, Castagnet
e Nadot (2010) propdem um critério multiaxial de falha para fadiga em termoplasticos,
com base na tenséo equivalente de von Mises, mas nao incorporam o efeito da ten-
sao média. Nao obstante, os estudos nesse contexto, geralmente, sdo direcionados a
simulagbes numéricas. Nessa area, o GRANTE desenvolveu no trabalho de Castro e
Fancello (2017) o estudo de um modelo constitutivo com dano ductil e hidrolitico para
a predigao da falha em polimeros bioabsorviveis. Posteriormente, foi proposta uma
adaptacao em Fuck et al. (2017), com a adicdo do modelo visco-hiperelastico de Fa-
rias, Stainier e Fancello (2017). Contudo, esses modelos ndo sdo capazes de predizer
a fratura fragil do material.

Isto posto, no desenvolvimento deste trabalho sédo revisados aspectos tedricos
do comportamento mecanico dos termoplasticos nas escalas microscépica e macros-
cdpica para compreender as proposicoes e limitacdes dos modelos constitutivos en-
contrados na literatura, principalmente, o modelo de Krairi, Doghri e Robert (2016).
Posteriormente, séo revisados a formulacdo e conceitos desenvolvidos pelos autores
e trabalhos correlatos. A sequéncia légica da implementacgéo é, por fim, apresentada
com as equacodes e métodos utilizados. No decorrer do estudo, duas metodologias sao
formuladas para solucdo do modelo. Sao apresentados resultados de fadiga, sob dife-
rentes condigdes de contorno, e uma analise de sensibilidade aos parametros da inclu-
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sdo para o polimero Polietileno de Alta densidade, em inglés High Density Polyethylene
(HDPE).

1.1 OBJETIVOS

Com base nas observacgdes, previamente contextualizadas, o objetivo principal
deste trabalho consiste em estudar e avaliar o processo de danificacdo por carrega-
mentos ciclicos em materiais termoplasticos e estimar a vida de fadiga, a partir da
concepcdo multiescala proposta por Krairi, Doghri e Robert (2016), aléem de outros
trabalhos correlatos. Para tal, sdo elencados os objetivos especificos abaixo:

1. Revisao na literatura da falha por fadiga mecanica nos termoplasticos;

2. Revisao na literatura de abordagens multiescala para anélise de fadiga em ma-
teriais termoplasticos;

3. Estudo e implementagédo do modelo desenvolvido por Krairi, Doghri e Robert
(2016);

4. Analise de sensibilidade do modelo;

5. Discutir a aplicabilidade do modelo e propor alternativas para continuagao do
estudo;
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Para identificar o mecanismo de dano nos termoplasticos semicristalinos, a sua
microestrura é considerada fundamental, pois a deformagéo € um fenémeno complexo
de interacdo entre as fases amorfa e cristalina (GAO et al., 2019). Portanto, no Apén-
dice C consta uma breve revisdo da morfologia, micromecanismos e microestrutura
dos semicristalinos, para associa-los a aspectos do comportamento mecénico ciclico
e do fendmeno de fadiga. Na Secéo 2.2, sdo revisadas a fluéncia ciclica e a influéncia
da frequéncia de solicitacdo na vida de fadiga, comumente, observado em materiais
com comportamento viscido.

Nos termoplasticos, é identificada a nucleacao de vazios em regides com me-
nor densidade de emaranhamento. Em materiais semicristalinos, essas regides estao
nas fronteiras interlamelares ou interesferulitos (BESSELL; HULL; SHORTALL, 1975;
BRETZ; HERTZBERG; MANSON, 1981). Com a finalidade de incorporar este conceito
a simulacdes da falha macroscoépica, sao propostos modelos constitutivos com aborda-
gem multiescala. Neste trabalho, o termo multiescala é aplicado a escala dimensional,
definido como a caracteristica de associar mecanismos microscépicos a fenébmenos
macroscopicos, por meio de uma representacdo mesoscopica, ou intermediaria, cha-
mada de Elemento de Volume Representativo (EVR), em inglés Representative Vo-
lume Element (RVE). Com essa abordagem sado encontradas diversas proposi¢des de
micromecanismos para descrever o fendmeno local de nucleagéo e métodos distintos
para incorpora-los na simulagdo macroscépica.

Recentemente, a comunidade académica desenvolve modelos multiescala para
simular a adesédo na superficies de trincas e fronteira de heterogeneidades. Dentre
eles, sdo destacados os Modelos de Zonas Coesivas, em inglés Cohesive Zone Mo-
dels (CZMs) e modelos baseados em sistemas discretos. Em Gentieu et al. (2019),
os autores adaptaram a solucao de Mori-Tanaka (MURA, 2013) para acrescentar o
efeito de interfaces imperfeitas, considerando a inclusdo separada da matriz por um
filme fino de outro material. Na percepcao de Mulla et al. (2018), as superficies sao
compostas por um conjunto finito de particulas e cada particula de uma superficie in-
terage, atrai ou repele, uma correspondente na outra superficie. Outra concepcéao é
elaborada no trabalho de Krairi, Doghri e Robert (2016), no qual os autores definem
regides microscépicas com um modelo de dano ductil para representar a nucleagéao e
crescimento de microvazios.

No fenémeno de falha fragil, devido ao alto numero de ciclos, a escolha da
abordagem multiescala influenciara expressivamente no tempo de processamento da
simulacdo. Nesse contexto, os métodos de Homogeneizagdo de Campo Médio, em
inglés Mean-Field Homogenization (MFH) sdo mais eficientes em relagdo aos Méto-
dos de Campo Completo, em inglés Full-Field Methods (FFM), pois em circunstan-
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cias usuais apresenta solugdo semi-analitica. Essa metodologia é aplicavel quando o
fendmeno permite o resumo da microestrutura a um RVE heterogéneo, com comporta-
mento uniforme elastico em cada material e inclusées, geometricamente, especificas.
A dedugéo concisa do método aplicado a materiais lineares é apresentada no Apén-
dice D. Existem diferentes abordagens para aplicar a teoria de MFH em materiais com
comportamento mecanico nao linear.

Alternativas sao propostas com o conceito de Compésitos de Comparacao Li-
near, em inglés Linear Comparison Composites (LCC), no qual a relacao constitutiva
macroscopica e em cada fase sao linearizadas (MASSON et al., 2000). Para materi-
ais com efeito viscido, usualmente, a formulacédo é deduzida no dominio de Laplace-
Carson, no qual a relacao constitutiva € expressa por uma funcéo linear e depende de
técnicas numéricas para mapear o resultado no dominio do tempo (DOGHRI; ADAM;
BILGER, 2010). Contudo, os modelos linearizados s&o restritos a solicitagdo monot6-
nica e proporcional, do contrario € necessario um método de linearizagdo incremental
(MILED; DOGHRI; BRASSART et al., 2013) e as propriedades efetivas do RVE séo
entdo obtidas em fungéo dos operadores tangentes ou secantes, em cada incremento
de tempo (CASTANEDA; SUQUET, 1997).

No estudo de Krairi, Doghri e Robert (2016) foi aplicada a formulagéo incremen-
tal elaborada por Doghri, Adam e Bilger (2010), revisada na Sec¢éo 2.4, com o intuito
de diminuir o custo computacional da homogeneizacdo de materiais néo lineares e de-
pendentes da taxa. No modelo material de Krairi, Doghri e Robert (2016), o0 processo
de nucleacao é associado ao mesmo modelo de dano ductil estudado em trabalhos
anteriores do GRANTE (CASTRO; FANCELLO, 2017; FUCK et al., 2017). Essas carac-
teristicas apresentam menor custo computacional e sdo semelhantes as tecnologias
desenvolvidas pelo GRANTE, quando comparado a outros modelos mais recentes,
como os CZMs citados. O RVE proposto pelos autores € descrito na Secao 2.3.

As fases constituintes do RVE foram tratadas com um modelo viscoelastico-
viscoplastico e dano ductil, termodinamicamente consistente, deduzido a partir de pro-
posicdes energéticas e potenciais de dissipacao (KRAIRI; DOGHRI, 2014). Neste tra-
balho, é proposta uma interpretacédo reolégica unidimensional do modelo das fases,
associado ao modelo de viscoelasticidade linear, revisado no Apéndice E, e as pro-
posicdes energéticas de Krairi e Doghri (2014), conforme a Secao 2.5. Detalhes da
implementacéo serdo discutidos no préximo capitulo.

2.1 BALANCO MECANICO

Na mecanica dos sélidos deformaveis, a Equacgao (2.1) define o equilibrio de
um corpo ocupando o aberto 2 com contorno I', a qualquer instante de tempo ¢. A
Equacéo (2.1a) expressa o balangco mecanico de todo ponto em 2, na qual o tensor
simétrico o representa o tensor de tensdées de Cauchy e b uma forca de corpo por
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unidade de volume. A condicdo de Neumann esta expressa na Equagéo (2.1b), na
parcela de contorno I';, com for¢a de superficie ¢ conhecida.

div(e) +b=0, em (2.1a)
ov =t, em 'y (2.1b)
u=w, em 'y (2.1¢c)

A condicdo de Dirichlet da Equacéao (2.1c), impde o deslocamento w, na parte
do contorno I',,. Restrito a cinematica infinitesimal, a relagdo do deslocamento v com a
deformacéao é expressa pela definicao do tensor simétrico de deformacdes e, conforme
a Equacgéo (2.2). As medidas unidimensionais de tensdo ¢ e deformacao e, utilizadas
para apresentar alguns aspectos tedricos, representam uma componente destes ten-
sores.

€= %(Vu + (Vu)?) (2.2)

2.2 ASPECTOS FENOMENOLOGICOS

Considere o caso de uma solicitagao uniaxial de tensdes, Figura 2.1, com for-
mato sinusoidal no tempo t, tal como representa a Equacao (2.3). Esta funcao o(t)
€ decomposta em um valor alternado o,, um valor médio o, € um periodo 7. A de-
nominada tensdo média o,, € alternada o,, sdo dependentes dos valores maximos e
minimos de o(t). Também é frequente definir a razdo da solicitagdo R,, como o quo-
ciente entre o,,;, € 0.4z, € @ frequéncia da solicitacao f,, como a inversa do periodo

T..
( 2 .
o(t) = o.sin ( £t) Om Om = O'max#"f—o-mm (2.3a)
R, = Zmin (2.3b)
Umax
P (2.3¢)
7T .

Como resultado da solicitagdo ciclica, a curva tensédo versus deformacado as-
sume uma geometria, em alguns casos, fechada, chamada laco de histerese. A area
no interior do lago de histerese representa a dissipacdo, ou perda, de energia me-
céanica por unidade de volume, durante o periodo 7,. Em qualquer instante ¢, parte
do trabalho é armazenada como energia de deformacao, proporcional ao médulo de
armazenamento E’, e parte € dissipada, proporcional ao mdédulo de perda E”. Uma
interpretagéo grafica de F’ estd ilustrada na Figura 2.2, como a reta secante entre os
extremos do laco (DOWLING, 2012).
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Figura 2.1 — Solicitacao ciclica.

o . —01_' Omax
AAANG-L
ViV VvV V_rl_—

0

~ Omin

Ciclo

Fonte: Adaptado de Dowling (2012).

Durante a solicitacao, em materiais ducteis, o lago de histerese pode apresentar
encruamento e amolecimento. Contudo, esses fendmenos ocorrem em uma pequena
parcela da vida de fadiga, chamada de periodo transitério. Por fim, o laco converge
para um formato de equilibrio, ou estavel, e o efeito da amplitude de solicitagdo no
lagco estabilizado é analisado por meio da curva tensédo versus deformacéo ciclica,
composta pelos estados estabilizados &(0m4.., €maz.i), Para cada bloco de solicitacdo
i (STEPHENS et al., 2000; ROSA, 2002).

Figura 2.2 — Curva tensao versus deformagéo ciclica.

Curva

> ciclica

Curva
monotdnica

Estado
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Lacos
estaveis

Mddulo dinamico

Fonte: Adaptado de Stephens et al. (2000).

Efeitos de encruamento e amolecimento, pela teoria da plasticidade, estdo as-
sociados a alteragbes na tenso limite de escoamento o,. Durante uma solicitacao
ciclica, a tensédo o, pode aumentar ou diminuir de forma acumulativa. Por simplici-
dade, este fenbmeno é simulado por modelos de encruamento isotrépico. Entretanto,
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em alguns materiais, € evidente o Efeito de Baushinger, no qual a tensao limiar de
escoamento o,, apos a reversao, € diferente da tensdo de escoamento o,. O Efeito
de Baushinger é, usualmente, representado por modelos de encruamento cinematico
(LEMAITRE; CHABOCHE, 1994). Efeitos semelhantes sao evidentes quando ha alte-
racdes relevantes no histérico de solicitagdo (HOSFORD, 2010).

A depender das condigbes de solicitagdo e temperatura, os materiais termo-
plasticos demonstram um comportamento mecanico dependente do histérico da so-
licitacdo e independe do histérico da velocidade. Esse comportamento, entretanto, é
evidente em situagdes com solicitacao oscilatéria e R, < 0 ou ndo proporcional. Para o
HDPE essas observacdes sao relatadas no estudo de Zhang e Moore (1997). Modelos
incrementais e com encruamento cinematico sao propostos para predizer esse fené-
meno, com base no conceito de backstress (LEMAITRE; CHABOCHE, 1994; DOGHRI,
2013).

Figura 2.3 — Encruamento e amolecimento ciclicos.

a) Conftrole da deformacdo  Encruamento Amolecimento
a

g g e e

b) Controle da tensao Encruamento Amolecimento
€

Fonte: Adaptado de Lemaitre e Chaboche (1994).

Em ensaios ciclicos com dissipacdo mecanica, outros fendmenos também séo
identificados, conforme a Figura 2.4, como o ratchetting e shakedown (MOTTA; REIS;
COSTA MATTOS, 2019). Ambos sao casos de ensaios ciclicos com controle de tensao,
nos quais é observado um aumento progressivo da deformacao inelastica sem es-
tabilizacdo (ratchetting) e com estabilizacao (shakedown) (LEMAITRE; CHABOCHE,
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1994).
Figura 2.4 — Evolucao das deformagdes residuais.
a) Comportamento b) Shakedown c) Shakedown d) Ratchetting
elastico elastico plastico Aumento periédico da

deformacao inelastica
A

Sem dissipacao Estabilizacao

elastica

Fonte: Adaptado de Fouvry, Kapsa e Vincent (2001).

Conforme Lemaitre e Chaboche (1994), o estado de ratchetting é caracterizado
pelo aumento da deformacgéao inelastica, mesmo apds o transiente ciclico. No shake-
down, ap6s o periodo transiente, a deformacéo inelastica nao evolui e, em alguns ca-
so0s, a dissipagao € interrompida, com a convergéncia do lago de histerese para uma
reta, fenbmeno conhecido como elastic shakedown (GHADIMI; NIKRAZ; ROSANO,
2016).

2.2.1 Fadiga

Em alguns materiais, como metais e polimeros, quando submetidos a solicita-
cobes ciclicas, com amplitude abaixo da tensao limite de resisténcia monotdnica, ocorre
falha devido ao fendémeno de fadiga. Esse modo de falha esta intrinsecamente relacio-
nado ao desenvolvimento de deformacgdes plasticas localizadas, as quais ocasionam
danos na escala da microstrutura do material e, ap6s sua acumulagéo e coalescéncia,
provocam falhas macroscépicas (STEPHENS et al., 2000).

Nos metais, o processo de fadiga € usualmente separado em trés estagios.
O primeiro abrange a etapa de nucleagdo dos microvazios, com origem no acumulo
de deformagdes plasticas localizadas na microestrutura. A acumulagédo desses micro-
vazios alcanca uma magnitude, na qual sao identificadas trincas, ou fraturas, cujos
comprimentos aumentam de forma estavel por um periodo chamado de segundo es-
tagio. Por ultimo, no estagio trés, o tamanho da trinca atinge um valor critico, acima
do qual a trinca propaga de forma instavel e resulta na fratura do corpo. (ROSA, 2002;
HOSFORD, 2010; DOWLING, 2012).
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Na escala macroscoépica, a falha é caracterizada pelo surgimento de trincas
macroscopicas ou pela ruptura do material. Caso a amplitude da solicitacao seja infe-
rior ao limite de escoamento do material, a fratura ocorre, geralmente, de forma fragil,
sem a percepcao de um periodo estavel de propagacao de trinca, a qual culmina em
regides com acumulo de tensdes na interface de heterogeneidades presentes no inte-
rior do corpo (ROSA, 2002; HOSFORD, 2010; DOWLING, 2012).

Em outras circunstancias, caso o comportamento macroscépico expresse duc-
tilidade, conforme Rosa (2002), a trinca culmina no extremo de defeitos superficiais,
acompanhada por um escoamento generalizado na superficie do corpo e o periodo
de propagacao corresponde a uma parcela significativa dentre os trés estagios do pro-
cesso de fadiga. Nestes casos, os projetos toleram um comprimento de trinca baseado
em modelos preditivos da mecéanica da fratura classica (HOSFORD, 2010; DOWLING,
2012). Entretanto, em diversas circunstancias, o periodo de nucleacéo corresponde a
parcela mais longa da vida util do componente (ROSA, 2002).

Figura 2.5 — Analise de fadiga com base na curva o — N.

c A

Ensaio de corpos de prova

Ensaio de pegas

Fonte: (ROSA, 2002).

A abordagem classica para a previsao da falha consiste em realizar ensaios
mecanicos com acao de carregamentos ciclicos tanto em corpos de prova, quanto nas
proprias pecas, ou dispositivos analisados. O numero de ciclos até a falha do objeto da
andlise define a vida de fadiga N. Inumeros fatores influenciam na vida de fadiga dos
materiais, como a composi¢cao microestrutural, acabamento superficial, geometria da
peca, amplitude da solicitagédo, tensdo média da oscilagao, frequéncia e temperatura
(ROSA, 2002).

Caso o ensaio seja realizado com controle de tensdo, os dados resultam em
uma curva tensao versus vida, chamada de curva de Wéhler. No caso de ensaios rea-
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lizados em corpos de prova, posteriormente, os resultados obtidos sao ajustados para
a aplicacdo em componentes de projeto, pela incorporagdo de fatores redutores da
resisténcia a fadiga, conforme a Figura 2.5. Em alguns materiais, 0 desenvolvimento
da curva de Wohler é assintético em um valor de tenséo, denominado limite de fadiga
or, no qual a vida N tende ao infinito e, para valores de tensdo proximos a este, a vida
é dita infinita (ROSA, 2002).

Em uma abordagem alternativa, o registro é realizado mediante curvas de de-
formacéao versus vida. Nessa metodologia, caso seja observado ductilidade, a defor-
macao é decomposta em uma componente eléstica e outra plastica. Assim, a vida de
fadiga depende das amplitudes elastica e plastica, por Coffin-Manson, expressas por
funcbes poténcia. Para solicitacdes maiores, a parcela plastica domina e a curva de-
formacgéo versus vida decai conforme uma taxa associada ao comportamento plastico.
Em contrapartida, para amplitudes de solicitacdo menores, a parcela elastica preva-
lece e o decaimento da curva de fadiga é governado pela taxa da assintota elastica.

A Figura 2.6 representa uma curva de fadiga, em termos da vida de fadiga NV
(numero de ciclos até a falha) versus a deformacdo maxima e,,... Em diferentes seg-
mentos da curva sdo associados lacos de histerese esquematicos, demonstrando a
dependéncia de ¢ na dissipacdo mecanica. O ponto de interseccéo entre as retas da
Figura 2.6 define a denominada transi¢cao N, da fadiga de baixo ciclo para alto ciclo.
Esta metodologia é amplamente aplicada para estimar a vida de fadiga nos metais, po-
rém nao considera o histérico da solicitacao, portanto nao prevé condi¢des complexas
de solicitacao (ROSA, 2002; DOWLING, 2012).

Sob solicitagdo multiaxial, usualmente, o critério de falha é substituido por uma
medida equivalente do estado de tensdes ou deformagdes. Tal abordagem, entretanto,
é limitada a solicitagdes proporcionais e apresenta dificuldades para incorporar o efeito
da tensdo média, como comenta Amjadi e Fatemi (2020) no seu estudo com materiais
termoplasticos. No trabalho de Berrehili, Nadot et al. (2010), foi proposto um critério
de falha para solicitacées com R = —1, derivado da medida equivalente de von Mises.
Embora os autores discutam a possibilidade de aplicar o critério a outras condi¢des
de tensdo média, os resultados e conclusdes sao restritosa R = —-1e R = 0.

A maior dificuldade de aplicagdo dessas aproximacgdes € a restricdo as condi-
¢cbes especificas do ensaio para obtengédo dos valores de tensao ou deformacgéo de
falha. De fato, sob condicdes complexas de carregamento, geralmente, a estimativa
da vida de fadiga exige uma andlise mais sofisticada do histérico da solicitagdo, com
base na teoria da plasticidade incremental. Assim, a falha progressiva do material é
simulada e avaliada, tanto no estagio de nucleagao, quanto na propagacao estavel da
trinca (DOWLING, 2012).

Semelhante nos polimeros, uma trinca macroscépica nos metais surge com a
coalescéncia de microvazios, apos o processo de nucleagcédo. Neste contexto, o sur-
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Figura 2.6 — Analise de fadiga com base na curva e — N.
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Fonte: (ROSA, 2002).

gimento da trinca é associado a uma densidade critica de vazios na microestrutura,
contabilizada por uma variavel de dano acumulado ao longo do histérico da solicitacao.
Entéo, a predicao da falha consiste em analisar a evolugdo do dano na microestrura
e posterior crescimento de trinca (DOGHRI, 2013). Embora sejam diferentes os micro-
mecanismos descritos nesse processo para 0s polimeros e metais, o conceito geral
tem a similaridade da presenca de deformacgdes inelasticas.

Através da analise do modelo constitutivo aplicado para representar um ponto
material, o dano, geralmente, é caracterizado por alteragdes na inclinagdo do laco de
histerese, quando este ponto esta submetido a solicitacées oscilatérias. Entretanto,
se um ensaio mecanico € realizado sobre um corpo de prova, necessariamente ma-
croscoépico, o processo de dano é um fenébmeno local, ndo necessariamente mas fre-
quentemente, imperceptivel para os instrumentos de ensaio (LEMAITRE; DESMORAT,
2005).

A proposi¢do do dano surgiu no estudo de Kachanov (1958), pela definicdo de
uma variavel de dano continuo D para representar a deterioracdo no contorno dos
gréos, como relata o proprio autor em Kachanov (1994). Posteriormente, a teoria do
dano foi combinada ao conceito de tensao efetiva, definida em uma “pseudoconfigura-
cao"de referéncia. Um modelo de dano usual é derivado da proposicao de proporcio-
nalidade direta do dano, causado pela ciclagem, com o numero de ciclos até a falha,
conhecido como modelo de Palmgren-Miner (DOGHRI, 2013). A lei de poténcia pro-
posta por Lemaitre-Chaboche € uma alternativa ao modelo linear (LEMAITRE; DES-
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MORAT, 2005). A formalizacado dos conceitos e equacoes deste Ultimo sera abordada
na Secao 2.5.4.

Nos polimeros semicristalinos, a deformacéo localizada apresenta um papel
semelhante ao observado nos metais sob o fenémeno de fadiga. Todavia, ha distin¢cao
nos micromecanimos de deformacgao, como apresentado na Se¢ao C.2. Enquanto nos
metais o primeiro estagio esta associado a formagdo de bandas de cisalhamento e
movimentacao de discordancias, nos polimeros a nucleacao € relacionada apenas
ao mecanismo de craze (HOSFORD, 2010; MICHLER; BALTA-CALLEJA, 2012). No
Apéndice C, foi elaborada uma breve revisao do fenébmeno de crazing.

Devido ao craze, a propagacao de trinca nos semicristalinos ocorre de forma
descontinua. No entanto, conforme Janssen, Kanter et al. (2008), a vida de fadiga nos
polimeros é, predominantemente, representada pelo estagio um, envolvendo aproxi-
madamente 95% da vida total em fadiga do componente. Nos materiais do seu es-
tudo, Polipropileno, em inglés Polypropylene (PP) e PMMA, o resultado ficou acima de
99%. Contudo, esse modo de falha fragil depende do grau de cristalinidade do mate-
rial, quanto mais cristalino, maior a densidade de emaranhamento e o material tende
a fraturar sem evidéncia do estagio dois, como concluiu o trabalho de Bessell, Hull e
Shortall (1975).

Nos termoplasticos, acima da temperatura de transigao vitrea 7,, o estagio um
desenvolve uma dependéncia do tempo de aplicacdo da carga. Em uma faixa de ten-
sOes alternantes especifica, com o aumento da taxa de solicitacédo, ou frequéncia f,,
a vida de fadiga tende a aumentar, esse efeito foi observado para o Polietereterce-
tona, em inglés Polyetheretherketone (PEEK) no trabalho de Shrestha, Simsiriwong e
Shamsaei (2016). Em contrapartida, sob alta frequéncia de solicitacao € identificada
a geracao de calor no material. Todavia, a evidéncia desse efeito dependera da ampli-
tude e velocidade da solicitagdo, conforme Janssen, Kanter et al. (2008).

Em alguns polimeros, como o HDPE, a falha térmica no fenbmeno de fadiga
ocorre sob alta tenséo, ou deformacao, ou alta frequéncia. A natureza térmica da falha
€ indicada pelo aumento da dissipagédo, em cada ciclo, causada pelo amolecimento
térmico do material (JANSSEN; KANTER et al., 2008). No trabalho de Mortazavian
et al. (2015) foi realizado um estudo do efeito da frequéncia f, na geracéao de calor e
na vida de fadiga dos termoplésticos ndo reforcados e com fibras de vidro. Os autores
identificaram um valor critico de frequéncia para o aumento instavel da temperatura,
acima do qual a vida de fadiga diminui. Portanto, h4 uma faixa de frequéncia na qual
a geracao de calor € desprezivel.

Conforme Janssen, Kanter et al. (2008), sob solicitacdo com baixa frequéncia e,
ou, baixa amplitude de tensao, a vida de fadiga é elevada e o material falha de forma
fragil, com baixa dissipacao, isso indica baixa significancia do efeito da solicitagdo na
temperatura do corpo. Segundo os autores, este comportamento € identificado no re-
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gime de alto ciclo, denominado como dominio dominado mecanicamente. As analises
realizadas no Capitulo 4 estdo circunscritas neste dominio, pois ndo incorporam o
efeito térmico, bem como a ductilidade macroscopica, evidente sob altas amplitudes
de solicitagao.

2.3 CONCEPGCAO DO ELEMENTO DE VOLUME REPRESENTATIVO

A estrutura mesoscopica do material, escala intermediaria entre a microscépica
e macroscopica, fora definida com base na suposi¢cdo do dano ocorrer em zonas lo-
calizadas. Os autores Krairi, Doghri e Robert (2016) supdem a existéncia de pontos
fracos acumuladores de dano na microestrutura do material. Essas regidées microscé-
picas sao modeladas com geometria esférica ou eliptica e representam uma pequena
fracdo do RVE, a fim de n&o influenciar expressivamente o comportamento macrosco-
pico do material. Essa concepcéo permite simular a falha progressiva, independente
da observacado macroscépica das perturbacdes. Este é o caso tipico da fadiga de alto
ciclo, no qual ndo h& percepcédo macroscopica do processo de danificagdo antes da
propagacao de trinca.

Como revisado na Secao C.3, o mecanismo de nucleacéo inicia e ocorre simul-
taneamente com a concentracdo de deformacdes inelasticas em regides com menor
densidade de emaranhamento. Para simular esse fenbmeno o dano nos pontos fracos
foi formulado conforme um modelo de dano ductil e a influéncia da taxa de solicitacao,
ou frequéncia, foi incorporada pela relacdo constitutiva de viscoelasticidade acoplada
ao modelo de viscoplasticidade (KRAIRI; DOGHRI, 2014). A Figura 2.7 ilustra as supo-
sicoes do RVE desenvolvido por Krairi, Doghri € Robert (2016) para aplicar o método
de homogeneizacgao elaborado por Doghri, Adam e Bilger (2010).

Figura 2.7 — Interpretacgao ilustrativa do RVE.
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Fonte: Autor, com base em Miled (2011).
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A matriz é definida com propriedades iguais as observadas na escala macroscé-
pica, ja os pontos fracos exigem conhecimento local, ou exploracéo, em alguns casos,
experimentalmente, via micrografia, técnicas de nanoidentacao, dentre outras. No en-
tanto, estas metodologias exigem ensaios elaborados e de dificil execucdo. Uma abor-
dagem alternativa consiste em determinar os parametros dos modelos de representa-
¢ao por métodos de otimizagao, a fim de ajustar as curvas resultantes das simulagdes
aos ensaios experimentais. Em Krairi, Doghri e Robert (2016), os parametros foram
obtidos pelo ajuste do modelo as curvas experimentais do comportamento ciclico, sob
tracao.

Na Figura 2.7, um corpo com dominio homogéneo (2, apresenta um estado
termodinamico &£(X,t). Admite-se que esse estado possa ser representado por um
conjunto de variaveis observaveis V e internas V. Uma vizinhanca suficientemente
pequena préxima a um ponto X do dominio €2 é idealizada como um RVE. No trabalho
de Krairi, Doghri e Robert (2016), o RVE é idealizado com uma microestrutura similar
a um material compdsito com inclusdes particuladas, aleatoriamente distribuidas, re-
presentantes dos defeitos na microestrutura. A geometria e orientagdo das particulas
sao distintas, também os estados na matriz £,,(x,t) e inclusbes &;(x,t), para cada
coordenada x no RVE.

Para simular o RVE com os estados e campos ndo uniformes, usualmente, sédo
utilizados Métodos de Elementos Finitos Multiescala, em inglés Multiscale Finite Ele-
ment Methods (MsFEm) (EFENDIEV; HOU, 2009), nos quais o campo de deforma-
¢cbes € aproximado em cada coordenada « da microestrutura, metodologia integrada
a categoria dos FFM. Uma idealizacao do RVE & determinada por Krairi, Doghri e Ro-
bert (2016), com todas as particulas definidas pelo mesmo dominio 2; e com mesma
orientagdo, distribuidas aleatoriamente na matriz (2,,. Neste contexto, a interacdo de
cada inclusdo com a matriz pode ser interpretada como uma particula isolada em um
meio infinito. As hip6teses estabelecidas nessa idealizacao permitem o uso da solugao
analitica de Eshelby, revisada na Secéo D.1.

A partir da teoria de Eshelby sdo propostas diferentes derivagdes para acres-
centar o efeito da presenca das demais inclusées. Dentre elas, na proposicao de Krairi,
Doghri e Robert (2016), foi implementada a solugédo de Mori-Tanaka. Neste método &
definida uma perturbag&o na matriz €;,, devido a presenga das inclusdes, e uma per-
turbacdo em cada inclusdo €', causada pela presenca das demais inclusdes. Com
distribuicdo aleatéria €, = €" (MILED, 2011). A partir destes conceitos sdo definidos
os campos médios €°;, de cada fase i, em consonancia com o estado médio £(X,t)
no RVE, caracteristico da deformacéao total do material no ponto macroscépico P (X, t)
(MURA, 2013). Detalhes da aplicacao do Mori-Tanaka constam na Sec¢éao D.2.

As teorias de Eshelby e Mori-Tanaka foram originalmente desenvolvidas para
compositos com comportamento elastico e linear nas fases, matriz e inclusées, con-
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forme a Secdo D.3. Para estender esses conceitos aos materiais ndo lineares, a rela-
cao constitutiva é linearizada no tempo e o processo de homogeneizagao é realizado
em cada passo de tempo. Esta abordagem, a partir de um incremento de deformacao
médio A€ conhecido, permite determinar os incrementos médios dos demais campos
atuando no compdsito. Na formulacao incremental, as relagdes constitutivas sao linea-
rizadas, portanto o método MFH consiste em calcular, para cada passo de tempo, um
tensor constitutivo tangente €, capaz de representar o dominio homogéneo equiva-
lente Q2 do RVE.

Figura 2.8 — Conceito LCC aplicado a solu¢ao de Mori-Tanaka.
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Fonte: Autor, com base em Miled (2011).

Nos materiais cujo comportamento depende da taxa de deformagéo, essa me-
todologia ndo é aplicavel diretamente, pois a relacao constitutiva incremental contém
um termo adicional Aa, fungdo do estado anterior. Contudo, em Krairi, Doghri e Ro-
bert (2016), este termo, considerado afim, em inglés affine, é relacionado a expanséo
térmica pela analogia da equagéo constitutiva incremental com o modelo de termoe-
lasticidade linear. Assim, a teoria existente de MFH para termoelasticos é aplicada a
viscoelasticidade e viscoplasticidade, com a mesma solugcao de Mori-Tanaka desenvol-
vida para compdsitos elasticos (PIERARD; FRIEBEL; DOGHRI, 2004). Na Figura 2.8
€ proposta uma representagdo do processo de homogeneizagdo, com um esquema
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do fluxo de conceitos introduzidos. A descricao detalhada é apresentada na Sec¢ao 2.4
e as dedugdes no Apéndice D.

Como consequéncia do modelo de viscoplasticidade aplicado as fases, nao é
possivel determinar um tensor constitutivo tangente Gnico C*". Alternativamente, o
operador algoritmico € ¢ utilizado para representar as propriedades equivalentes
do RVE, entretanto, resulta em duas complica¢des. Pela falta de isotropia, o tensor
C%% pode levar a resultados superestimados. A outra dificuldade provém de uma in-
cosisténcia numérica decorrente do algoritmo de integracdo. No trabalho de Doghri,
Adam e Bilger (2010), os autores propdem um operador tangente algoritmico €9
para substituir C*" na formulagdo LCC. Uma metodologia semelhante é desenvolvida
em Krairi, Doghri e Robert (2016) e sua aplicacao sera explorada na Secao 3.1.2, com
base nas dedug¢des do Apéndice B.

2.4 MEAN FIELD HOMOGENIZATION

O conceito base nos processos de homogeneizacéo esta na relacdo entre os
campos de deformagéo €(X,x,t) e tensdo o(X,x,t), na escala da microestrutura,
com o0s tensores homogeneizados na macroescala, €(X,t) e o(X,t). Esta relagéo
€ expressa pelas médias volumétricas & e € dos respectivos campos, conforme a
Equacéo (2.4) e Equagéao (2.5).

€(X,t)=€= 1 (X, x,t)dV (2.4)
V Jo,

cX ) =5 -~ [ o,V (2.5)
V oo

A abordagem de MFH admite a hipétese de um RVE constituido por uma matriz
Q) e fases particuladas dispersas (2;, cada uma delas, com particulas igualmente ori-
entadas e propriedades uniformes. Também é admitida a representagcdo dos campos
de deformacgéo e tensdo, em cada fase, por um respectivo tensor de componentes
médias. Na mesma hipétese, para uma composi¢cdo com duas fases i = {M, 1} unifor-
mes, as equagbes anteriores sdo reformuladas em termos da fragao volumétrica de
inclusdes v, e da matriz vy; = (1 — v1), conforme as equagdes abaixo.

€ = Ulgl -+ (1 — ’Ul)EM (26)

o= v16'1 + (1 — vl)&M (27)

Na Equacgéo (2.6) e Equacao (2.7), como adiante, os subindices 1 e M indicam
os tensores das médias nas inclusdes e na matriz, respectivamente. A caracteristica
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fundamental do método MFH reside na presuncéo da existéncia dos tensores concen-
tradores de deformacgédo A e B. O operador tensorial de quarta ordem A relaciona as
deformacdes médias no dominio homogéneo equivalente com a média na fase das in-
clusdes. Analogamente, o tensor B relaciona a média na matriz com a média na fase
das inclusdes, conforme a Equagéo (2.8).

€E=A:e=B:€y (2.8)

No método MFH, os tensores de concentracdo representam as incdgnitas do
problema, geralmente, definidos por solu¢gées semi-analiticas como Voigt, Reuss, Di-
lute Method, Self-Consistent, Mori-Tanaka, dentre outros. Entretanto, ao substituir a
Equacéo (2.6) na Equacao (2.8) é estabelecida uma relagéao entre os tensores de con-
centracao. Portanto, o problema consiste em determinar um desses tensores e o outro
€ obtido diretamente pela Equagéo (2.9).

A=B:[(1-v)I+vB" (2.9)

Neste trabalho, os tensores de concentragdo foram implementados conforme
a solucao de Mori-Tanaka, a qual pressupde, inicialmente, as mesmas condi¢des es-
tabelecidas por Eshelby (ESHELBY, 1957). O modelo presume ambas as fases com
comportamento elastico linear e, dessa premissa, propde uma solugao para 0 campo
€{ em uma incluséo elipsoide isolada, dispersa em um meio infinito.

O estudo de Eshelby identificou um estado uniforme de deformacdes e tensdes
na inclusdo e determinou uma forma analitica para o campo de deformagdes € em
uma inclusdo. Esse resultado € utilizado por Mori-Tanaka, assim como em outras me-
todologias, para acrescentar perturbacdes correspondentes a presencga das inclusdes
nos campos medios de deformagédo €°;, nas fases i = {M,1}. No Apéndice D mais
detalhes sao revisados sobre a teoria MFH aplicada aos compdsitos lineares.

2.41 Linear Comparison Composites

Em um RVE com néo linearidade material, o conceito de LCC consiste em line-
arizar a relagao constitutiva de cada fase e aplicar a formulagédo de MFH para compo-
sitos lineares, revisada no Apéndice D. Neste caso, a formulacao esta deduzida com
base na técnica desenvolvida por Masson et al. (2000), denominada Linearizagao Afim,
em inglés Affine Linearization. Outras abordagens possiveis sdo as lineariza¢des co-
nhecidas como tangente e secante, cujos detalhes sdo vistos em Masson et al. (2000).
Os métodos linearizados foram propostos, inicialmente, no contexto de solicitacdes
monoténicas e proporcionais, entretanto essa limitacao é superada pela adaptacao de
tais conceitos as formulacdes incrementais.
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Figura 2.9 — Interpretagédo do método incremental affine linearization.
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Para um material elasto-plastico, Hill (1965b) propds uma formulagédo em taxas
da relagéo constitutiva de cada uma das fases junto a um procedimento de homoge-
neizagdo. A taxa do campo médio de tensdes &;(x,t) como fungdo da taxa do campo

médio de deformagées &;(x, t) € expressa pela Equagao (2.10), na qual C*";(&(x, t),t)
€ o operador tangente, na fase i = {M, 1}.

é’i = szn<€1<ﬂ3,t),t) : €Z<337t) (210)

Diferente do procedimento para o modelo elasto-plastico com encruamento li-
near, nos modelos de viscoelasticidade e viscoplasticidade ndo é possivel obter um
operador tangente Unico e sim dependente do estado e taxa de deformacéo (MILED,
2011). Nestes casos, conforme Doghri, Adam e Bilger (2010), a Equacao (2.10) é
reescrita com base na linearizacdo do modelo constitutivo, realizada no instante ¢,
suficientemente préximo a um instante ©, para cada fase i do RVE, conforme a Equa-
cao (2.11). Mais detalhes sdo comentados na Secéao 3.1.

Fi(t) ~ &,(0) + CY(&(x,t),1) : &z, 1)(t — O) (2.11)

A Figura 2.9 ilustra uma interpretacao da linearizagao tangente para um tempo
discreto com © =t, e t = t,1. Evidente na Figura 2.9, caso seja aplicada a lineariza-
¢ao incremental proposta por Doghri, Adam e Bilger (2010) para estimar o incremento
de tensao Aa;, a partir do tempo ¢, representado pela linha hachurada, € identificado
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um termo adicional Azz;, dito afim, em inglés affine, necessério para alcangar o valor
total do incremento esperado Aa;. Na formulacao incremental proposta pelos autores,
o operador tangente algoritmico Cf’g(t) € definido uniforme em cada fase, no intervalo
de tempo At =t 1 — t,.

AT = Gi(tn 1) — Fi(tn) = C(tni1) : A& + A, (2.12)

7

A abordagem proposta por Doghri, Adam e Bilger (2010) foi inspirada em corre-
cao similar utilizada em modelos de homogeneizagao para termoelasticidade, como o
revisado na Secao D.3. O Conjunto de Equacgdes (2.13) abaixo, resume a sequéncia
de operagbes necessarias para determinar o tensor algoritmico homogeneizado €,
responsavel por atribuir um incremento total A ao ponto material macroscopico, a
partir do incremento de deformacao Ae conhecido. Notoriamente, o procedimento des-
crito depende da determinacéo de tensores algoritmicos incrementais consistentes de
cada fase i, como os formulados no Apéndice B. Detalhes das deducdes envolvidas
nas operacgdes abaixo constam no Apéndice D.

A€ = (1 —v))Aéy + v1A& (2.13a)
A& = A:Ae+Aa=B:Aey+Aa (2.13b)
AF )y = C : Aey + Aoy (2.13c)
A&, = C™ : Aey + Aoy (2.13d)
Ad=(A—-1): (CY - U™ (Ad — Adoy) (2.13e)
)
)
)

AG = C": Ne + A& (2.13f
A = (1 —v)) Ay + 0 AT + 01 (CM — €9 : Aa (2.13g
o — Ul@flg B+ (1— Ul)@]ﬁg] (1 =) T+ le]_l (2.13h

No Capitulo 3, é apresentada a sequéncia légica para a resolucéo do problema
de homogeneizacédo concatenado nas Equacdes (2.13). O fluxograma completo da
implementacdo com a ordem do cOmputo das equacdes esta no Anexo A. Na secao
seguinte sao revisados os principais conceitos do modelo termodinamicamente con-
sistente aplicado para representar as fases constituintes do presente RVE.

2.5 MODELO DAS FASES CONSTITUINTES

Com base no Apéndice C, nos materiais semicristalinos, ao impor uma solicita-
cao, as ligacdes secundarias sao alteradas e o material apresenta uma deformacao.
Quando a perturbacao é retirada, as ligagdes intermoleculares sdo reorganizadas e
parte da energia é recuperada com a restauracado da deformacédo elastica, parte é
dissipada em forma de calor. Durante a deformagé&o, acima do limiar de escoamento
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o0, OCOrrem perturbacdes permanentes na microestrutura, também sensiveis a velo-
cidade do processo. As perturbagdes exteriorizam alteragdes significativas na rigidez
do material e, uma vez presentes, dependerédo da direcado do movimento.

O comportamento do material € simulado por um modelo constitutivo composto
pelos conceitos de viscoelasticidade, viscoplasticidade, encruamento isotropico ndo
linear, encruamento cinematico ndo linear e dano ductil, desenvolvido no trabalho de
Krairi e Doghri (2014). Para o acoplamento dos fen6menos, os autores propuseram um
potencial de dissipacéo dual ®(A), no qual A é o conjunto de forcas termodinamicas
dissipativas. Com o proposito de compreender os fenémenos fisicos representados
pelo modelo, foi elaborada uma interpretagéo unidimensional reol6gica, composta por
dispositivos representativos do armazenamento energético e dissipativo do sistema.

Figura 2.10 — Interpretagao reolégica unidimencional do modelo constitutivo.

Oop (1-D)Ey O ?IEIP
—VWWWV =l
€,0,____ Oeq JJ’:_R Ocq €0
a
(1-D)E;, M a /b
o FWMWWA—TT— o W1
21 €1 a B
Eve EI?I?'

Fonte: Autor, com base em diferentes trabalhos (BABAEI et al., 2016; IRGENS, 2008; SHUTOV;
KREISSIG, 2008).

O problema esta limitado a cinematica infinitesimal, portanto na Figura 2.10 é
admitida a decomposicao aditiva da deformacéo ¢, conforme a Equagéo (2.14), assim
o modelo € dividido em dois grandes blocos ligados em série, um viscoelastico e outro
viscoplastico.

€ =¢€"" 4+ €P (2.14)

No primeiro esta representado o modelo Standard solid de Maxwell-Wiechert,
também chamado de Maxwell Generalizado (BABAEI et al., 2016). Através do conceito
de rigidez efetiva, apresentado na Secéo 2.5.4, a rigidez do modelo viscoelastico esta
caracterizada pelas molas E,, e E, associadas a varidvel de dano D, e a viscosidade
pelo amortecedor 7. A viscoelasticidade tridimensional é estudada na Secéao 2.5.1, a
partir da revisdo do problema unidimensional, exposta no Apéndice E.

Na parte viscoplastica, o bloco € composto pela representacao de Bingham (IR-
GENS, 2008), definida pelo dispositivo de atrito o,, em paralelo com o amortecedor



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 40

N,y € pelo modelo de Armstrong-Frederick para o encruamento cinematico X (SHU-
TOV; KREISSIG, 2008; KOWOLLIK et al., 2011), definido pela mola a em série com
o amortecedor a/b. Por simplicidade, o encruamento isotrdpico, caracterizado por R,
esta implicito no braco do dispositivo de atrito. Impondo uma lei constitutiva para a taxa
de deformacao viscoplastica ¢*7, a viscoplasticidade € formulada diretamente para o
caso tridimensional, também com uma interpretacdo da Figura 2.10, identificando as
parcelas energéticas de encruamento e dissipacao.

2.5.1 Viscoelasticidade linear tridimensional

Em vista dos principios termodinamicos, nesta segéo, o estado &(«, t), no ponto
material &, em um instante ¢, estd descrito pelas varidveis observaveis V = {e**} e
pelas internas V = {e";}, de acordo com os i = {1,2,...} bragos de Maxwell. A uniao
dos dois conjuntos resulta nas variaveis de estado V' = {€**, €’;}. Correspondente a
ele, € definido o conjunto de forgas conjugadas A = {6, 7;}.

De forma analoga a metodologia exposta para o Problema de Valor Inicial (PVI)
da Equacao (E.8), o problema viscoelastico tridimensional sera deduzido a partir da
compreensao unidimensional da Figura 2.10, na qual o subindice oo indica medidas
na mola isolada. No entanto, neste contexto, os termos E.., F; e n; serdao substituidos
pelas parcelas energéticas W .., W, e ®;, respectivamente. A energia armazenada na
mola isolada € expressa pela Equacao (2.15), ja a parcela na mola do segmento de
Maxwell pela Equacéo (2.16).

1
We = 5€": Cug s € (2.15)

W, = %(e”e —€):C;: (€ —¢€) (2.16)

3 7

Em todas as molas, o modelo elastico adotado é linear, portanto a relacao entre
tensao e deformacéo esta definida por um tensor de quarta ordem constante C;. A de-
formacao elastica €¢; é a diferenga entre uma parcela viscoelastica € e outra viscosa
€’;, distinta para cada bragco de Maxwell i.

Foi considerado um modelo de amortecimento linear e, consequentemente, a
relacdo entre a tensdo o; e a taxa de deformacéo viscosa €, também & especificada
por um tensor de quarta ordem constante v;, cujas componentes sao parametros
de viscosidade aparente. A dissipacdo ®; neste amortecedor € definida pela Equa-
cao (2.17). Como observado para o HDPE experimentalmente por Zhang e Moore
(1997), tanto no regime viscoelastico quanto no viscoplastico da Secao 2.5.3, a rela-
¢cao da tensao com a deformacédo é dependente da taxa, entretanto, independe do
histérico dessa taxa.
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1

b, = 56;) i P (2.17)

7

A energia livre de Helmholtz v, para o bloco viscoelastico, é formulada pela
Equacao (2.18), na qual W, é a energia instantanea armazenada pelo sistema. A
tensédo o é definida pela derivada direcional desse potencial de estado em relagéo a
deformagéao €, conforme a lei de estado estabelecida na Equacéo (2.19).

o=Wo=We+> W (2.18)
=1
877ZJ . e - . ve v
e = Co € +i21@,.(e €) (2.19)

Similar ao dispositivo reoldgico unidimensional, ha uma condigéo de equilibrio
entre a mola e o amortecedor conectados em série. Das definigdes do potencial da
Equacédo (2.17) e Equacao (2.19) para a energia livre, tal equilibrio € definido pela
Equacao (2.20) ou, apbs as devidas substituicdes, pela Equacao (2.21), conforme
Picard e Fafard (2011).

00, o
9 T Pev

K3 2

=0 (2.20)

v € —C;: (€ — €

) =0 (2.21)

Por analogia com o caso unidimensional, a Equacgéao (2.21) é equivalente a EDO
deduzida na Equacéo (E.4). Com as condigdes preestabelecidas, linearidade elastica,
decomposicao aditiva das deformacdes e viscosidade linear, as relagdes abaixo sao
deduzidas para cada brago de Maxwell i.

éV = ¢ — & (2.22)
&=0C": o (2.23)
ti=C v (2.24)

Com estas relagdes, a Equacao (2.21) resulta na Equacéao (2.25), semelhante
ao caso unidimensional formulado na Equacédo (E.8a) e Equacao (E.9a). A equa-
cao abaixo representa o equilibrio em um bragco de Maxwell, uma parcela da Equa-
cao (2.26), a qual estabelece o equilibrio do conjunto de bracos.

O'i—l-ltiio.'i:“/iiéve (225)
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Z O, =0 — O (2.26)
i=1

Os tensores constitutivos €, e C; sdo definidos pela elasticidade linear, ja o
tensor t; fora determinado na deducao da Equacao (2.25), pelas definicdoes dos tem-
pos caracteristicos de relaxagéo isocérico e volumétrico (OHKAMI; ICHIKAWA, 1997).
Os tensores de tenséo e deformacgao séo passiveis da decomposicédo aditiva em uma
parcela isocérica e outra volumétrica e a mesma decomposicao € aplicada a Equa-
cao (2.25), conforme a Equacédo (2.27). As definigcdes tensoriais constam no Apén-
dice A

o =0+ Z o; (2273.)
=1

I [o;+t;: 6 — v : €] =0 (2.27b)

I":foi+t:6;,—v;:€°=0 (2.27c)

Jim o(t) = (@Oo + Z @) L € (2.27d)

Projetar a Equacao (2.25) no espaco desviador, Equacéo (2.27b), e volumétrico,
Equacéao (2.27c), foi uma escolha de apresentacado para demonstrar a independéncia
entre as parcelas, estabelecida nesta formulagcdo. O equilibrio expresso pela Equa-
cao (2.27a), usualmente, é solucionado no dominio de Laplace-Carson. A solucao,
apds seu mapeamento para o dominio do tempo, como mencionado no Apéndice E,
resultara em fungdes exponenciais para cada brago i.

t aeve t aeve
_ _ d . _ v,
o —/ 2G(t — 2)I°: P dz+/ 3C(t—2)I": 5 dz (2.28)

Ao substituir as solugcbes na Equacéao (2.27a), a tensdo o pode ser expressa
como na Equacgédo (2.28). As funcgdes de relaxacao G e K, sdo os mddulos isocdrico,
ou cisalhante, e volumétrico, respectivamente. Ambos estao formulados abaixo, onde
os termos g; e k; sao os tempos caracteristicos de relaxacao, determinados pela ope-
racéo da Equacéo (2.24).

G(t) = Goo + > Gie o (2.29)

K(t) =Ko+ Y Kie (2.30)
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2.5.2 Plasticidade

Os materiais metélicos ducteis, quando submetidos a um estado uniaxial de
tensdes, apresentam um valor limiar de tensdo 0,4, a partir do qual é observado de-
formagbes permanentes. Este comportamento apresenta pouca dependéncia da taxa
de deformacao. A teoria da plasticidade classica trata da representacdo deste tipo
de fendbmeno. Para materiais nao cristalinos, como os poliméricos, entretanto, a taxa
de deformacao é relevante e uma forma de representa-los é através dos modelos de
viscoplasticidade.

Conforme visto na Figura 2.10, a descontinuidade na resposta mecanica do ma-
terial € representada por um esquema reoldgico de viscoplasticidade, conhecido como
modelo de Bingham-Norton (IRGENS, 2008), composto pelo dispositivo do atrito seco
de Coulomb associado em paralelo com um amortecedor. A resisténcia ao desliza-
mento é definida por uma tens&o equivalente de escoamento o,, € 0 amortecedor
por uma viscosidade 7,,. A mola «, associada em paralelo com Bingham-Norton, re-
presenta o encruamento cinematico caracterizado pelo backstress X e o termo R o
encruamento isotropico.

No caso tridimensional, para retratar o esquema reolégico, 0 modelo € com-
posto pelo conjunto das variaveis internas V = {e'“, €/, €, a,r} € 0 conjunto das
variaveis de estado V = {e, €, €V, €, , r}. J& 0 conjunto de forgas termodinamicas
é definido como A = {0,0.,0;,F, X, R}, onde X e F sao o backstress e uma forca
conjugada a €', respectivamente. A energia no sistema é composta por W,;,,, Wi, €
®vP, correspondentes ao encruamento cinematico, isotrdpico e dissipagéo viscoplas-
tica.

Wi = %X e (2.31)
r(t)
Wiso = / R(1)dl (2.32)
0
D = L($P) (2.33)

O tensor de deformagéo a € a variavel interna conjugada a forga termodinamica
X, forma tensorial do backstress. Ja o limite superior r, na integral da Equacéo (2.32),
esta definido como a variavel interna conjugada a forca termodinamica R, chamada
de deformacao viscoplastica acumulada. O potencial de dissipacao viscoplastica ®*»
esta formulado como a transformada de Legendre-Fenchel £ do potencial dissipagéo
dual .

Como no modelo de viscoelasticidade, um potencial de Helmholtz ¢) é proposto
para o bloco viscoplastico como a soma das energias armazenadas no sistema. Uma
parcela corresponde a resisténcia ao fluxo viscoplastico v/ e a outra a energia de
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deformacéao viscoelastica ¢"¢. Portanto, o quanto armazena esse sistema, como um
potencial de Helmholtz ¢, toma a forma da Equacéo (2.34). Como a soma das energias
de encruamento, o potencial " esté definido na Equacgao (2.35).

b= 4yt (2.34)

1 7(t)
U= Wi+ Wiso = 5 X s a0t / R()dI (2.35)
0

As relagOes entre as forgas termodinamicas A e as variaveis de estado V,
séo obtidas ao tomar a derivada direcional do potencial de Helmholtz em relacao as
variaveis de estado V. As leis de estado, como estdo definidas na Equacédo (2.36),
sdo comuns entre modelos de plasticidade e viscoplasticidade, com viscoelasticidade.

o= (2.36a)
Oe
o= (2.36b)
aeve
o= (2.360)
O€§
_ 0
Feo (2.36d)
x_ % (2.366)
oo
R (2.36f)
or

Como em Krairi, Doghri e Robert (2016), o encruamento cinematico esta ide-
alizado por uma segmento de Maxwell n&do linear, conforme a Figura 2.10, e 0 en-
cruamento isotropico por uma funcao poténcia. Isto posto, o potencial de Helmholtz
da Equacao (2.35) para a resisténcia ao fluxo plastico e as leis de estado derivadas
dele séo escritas conforme a Equacéo (2.37) e Equagéo (2.38). O termo 3 esté repre-
sentado no esquema reolégico de referéncia como uma medida de deformacéo, ja os
termos «, 6 e a sdo parametros do modelo.

1 r(t)
Yh = a0 ot / rl%dl (2.37)
0
X = 9% =aa = a(e” — B) (2.38a)
(Je’
R = oy = pr? (2.38b)
or

No problema tridimensional a dificuldade esta em determinar a direcdo do es-
coamento e a resisténcia a ele sob carregamento multiaxial. O critério de von Mises
simplifica essa problematica ao pressupor o comportamento plastico como isocoérico
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e isotrépico. O espaco de tensdes admissiveis £,, para a funcdo de escoamento de
von Mises f, € representado pela Equacao (2.39), na qual S é a parte desviadora do
tensor o.

Es={o|f :=+/3)(c —X)—0y—R<0} (2.39)

oo — X) = %(S—X) (S = X) (2.40)

2.5.3 Viscoplasticidade

A plasticidade n&o viscida é fortemente relacionada a condi¢cao de consisténcia
de Prager, expressa pela Equacéao (2.41). Para ocorrer fluxo plastico, a tensao nao sé
deve alcancar a superficie de escoamento, como deve permanecer nela. No entanto,
essa condigcdo ndo € satisfeita nos modelos usuais de viscoplasticidade.

i=0 (2.41)

Nos modelos de Perzina e Duvaut-Lions (DE BORST et al., 2012), a tensao
pode estar fora do espaco &, este conceito é formulado a partir da medida de tensao
fora da superficie de escoamento, chamada de overstress &, expressa pela Equa-
cao (2.42). Como alternativa, outros modelos determinam a funcao de escoamento f
com dependéncia da taxa de deformagéo, nomeados consistency models (DE BORST
etal., 2012).

&[] = f = nupl €] (2.42)

Dentre os modelos existentes, foi implementado um modelo da classe Perzina.
Esses sao definidos por uma relagcao constitutiva para a evolucdo das variaveis in-
ternas, como na Equacao (2.43), e ndo dependem das condigdes complementares
de Karush-Khun-Tucker. Pela interpretacdo da definigdo em De Borst et al. (2012) e
Simo e Hughes (2006), a classe Perzina engloba inimeros modelos, como Bigham,
Bigham-Norton, dentre outros. Na Equacao (2.43), o termo (e) esta definido como a
funcdo rampa de Macaulay.

0 ,sef(t)<0 (2.43a)

op , se f(t) >0 (2.43b)

A lei constitutiva w(f), geralmente, & determinada como uma poténcia da fun-
cao de escoamento f, modelo conhecido como Bigham-Norton (SOUZA NETO; PE-
RIC; OWEN, 2011). No trabalho de Krairi, Doghri e Robert (2016), foi utilizada uma
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funcdo poténcia normalizada pela tenséo limiar de escoamento o4, conforme a Equa-
cao (2.44). Esta funcao representa a relagao entre a taxa de deformacgao viscoplastica
e 0 overstress.
w(f) =0y (&> (2.44)
Uyo

O termo 7,,, € 0 parametro de viscosidade plastica e m € o parametro sensivel a
taxa, ambos estritamente positivos e dependentes da temperatura. O modelo inviscido
equivalente é obtido caso {7,,,¢} — 0. No limite oposto, quando {7,,,é¢} — oo, 0
comportamento permanece sem efeito viscoplastico (SOUZA NETO; PERIC; OWEN,
2011).

Conforme Alfano, De Angelis e Rosati (2001), o modelo de Perzina nao linear
n&o recupera propriamente o comportamento estético e isto resulta em problemas de
convergéncia quando ¢ — 0. Com base nos resultados da referéncia, h4 uma incon-
sisténcia no comportamento do modelo em relagdo ao expoente m para diferentes
valores de ¢. Esta peculiaridade foi notada por Peri (1993) e o autor propds uma vari-
acao do modelo para contorna-la. Todavia, foi implementada a Equagéo (2.44), pois 0
fendmeno de fadiga sera explorado apenas para taxas elevadas de deformacao.

2.5.4 Dano ductil

Neste trabalho, a formulacao do dano esta limitada apenas ao dano isotrépico,
ou seja, a forma tensorial do dano nao sera deduzida. Embora a proposicdo do mo-
delo esteja fundada no fendémeno de nucleagédo sob carregamento ciclico, o efeito de
fechamento, ou closure effect, sera negligenciado.

O dano ductil isotrépico D € uma representagédo da fragdo volumétrica de mi-
crovazios em um RVE. Fisicamente, o termo microvazios é generalizado e aplicado
também as microtrincas. Supondo um diferencial de area com maior concentracao de
microvazios dS e sua normal v, o dano D, € redefinido como a densidade superficial
de microvazios, razdo do diferencial de area de microvazios dS por dS.

ds

Dy= 75 (2.45)

Convenientemente, a relagéo da Equagéao (2.45) é reescrita em fungdo de um
diferencial de area efetiva dS, uma &rea idealizada sem a presenca dos microvazios,
definida como a diferenca entre a area dS e dS. Portanto, o dano D, é redefinido
conforme a Equacgéao (2.46).

_ dS—dS

Y dS
Neste contexto, no diferencial de area dS, atua uma tensédo efetiva &. Pelo
equilibrio de forcas, a tensao & é relacionada a o, relativa ao diferencial de area ds,

(2.46)
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conforme a Equacéao (2.47). Pela combinagao das equacdes anteriores com a Equa-
cao (2.47), uma medida de tensdo efetiva o € expressa pela Equacéo (2.48). Esta
deducgdo assume o principio da equivaléncia de deformacéao entre o estado integro e
aquele com dano (LEMAITRE; DESMORAT, 2005).

&dS = odS (2.47)

- o
c=1"p (2.48)
Ao aplicar o conceito de tenséo efetiva no estado &(x,t), a variavel interna de
dano D é inserida nos conjuntos V e V, apresentados na Secdo 2.5.2. O conjunto
de forgas conjugadas é reformulado como A = {o,0,0;,F, X, R,—Y}. Otermo Y
é definido como a taxa de energia liberada por unidade de volume, em inglés energy
density release rate (LEMAITRE; DESMORAT, 2005). Nesta conjuntura, o potencial

Yve € expresso pela Equagéo (2.49).

(1-D)

= (1= D)Wy =

[(e —€7): Cyx : (e —€7)
) (2.49)
FY(e— e el) i G (e— e )

Com base no formalismo termodinamico classico, a partir da forma explicita
para o potencial de Helmholtz viscoelastico "¢, as leis de estado do modelo de visco-
elasticidade, associado ao dano ductil, sdo deduzidas pelas derivadas direcionais da
Equacgao (2.36). A Equacao (2.50) e Equagéao (2.38) compdem as leis de estado do
modelo aplicado as fases do RVE e as leis de fluxo correspondentes s&o derivadas do
potencial de dissipacao proposto na préxima secao.

B awve B B n |
o=——=(1-D) (aoo + ; az> (2.50a)
o = gf — (1= D)C, : (€ — €™ (2.50b)
o; = W™ _ —(1-D)C;: (e —€? —¢€)) (2.50c)
o€
_Wr ~, )
F=op="0-D) <am +;aﬁ> -0 (2.50d)
_ oy
Y=o =W (2.50¢)

2.5.5 Potencial de dissipacao

As leis de estado definidas sdo complementadas pelas leis de evolugédo das res-
pectivas variaveis internas, estabelecidas a partir de observacoes fenomenoldgicas.
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Para tal, & conveniente propor um potencial de dissipa¢éo dual ® convexo e nulo na
origem, em relacdo aos seus argumentos, como na Equacgéo (2.51). Estas caracteristi-
cas e a proposicao das leis de fluxo pela regra da normalidade, garantem a satisfacao
automatica da Segunda Lei da Termodinamica.

ézzéai:\vil:ai—k/ <77( )>dz (2.51)
i=1 0 vp

A Equagéo (2.51) € um potencial de dissipagdo com critério de escoamento ge-
nérico f (ARNOLD; SALEEB, 1994), com a lei constitutiva de Perzina, Equacao (2.43).
O primeiro termo dessa equacao € deduzido pela transformada de Legendre-Fenchel
do potencial de dissipacao viscoelastico ®;, definido anteriormente (BENAARBIA;
ROUSE; SUN, 2018). A funcao f, para o critério de von Mises, é escrita conforme
a Equacao (2.52), semelhante a Equacao (2.39), porém ndo define um conjunto de
tensGes admissiveis e sim a amplitude do overstress, conforme a Equacéo (2.42).

F=\BRGE ~X) -0 Rt -(X) - 2 h(e)

) ] )
s+ -

s+1\1-D)S) 1-D

O critério de escoamento esta acoplado ao encruamento cinematico de
Armstrong-Frederick e ao potencial de Lemaitre-Chaboche para o dano, funcéo
explicita de Y e D. O termo H(p) € a fungao degrau, em inglés chamada Heaviside, e
determina se o dano esté evoluindo, restrito ao caso onde a deformagéao viscoplastica
acumulada efetiva p é superior, ou igual, a um valor limiar pp. A proposicdo do
potencial de dissipacao da Equacéo (2.51), diferente de Equagao (2.52), caracteriza
o fluxo plastico como n&o associativo.

(2.52)

H(p) = {O’ pepp (2.53)
17 P 2 PD
F=(1— D) (2.54)

Por construcao, o modelo é classificado como Material Padrao Generalizado,
em inglés Generalized Standard Material (GSM), pois é aplicavel a regra da normali-
dade generalizada (BENAARBIA; ROUSE; SUN, 2018). Assim, ao tomar as derivadas
0, séo estabelecidas as leis de fluxo para as variaveis internas V, conforme a Equa-
cao (2.55). O conceito aplicado é o mesmo da Equacao (2.20), entretanto o potencial
de dissipagao esta escrito na sua forma dual, como fungéo de V e conjugadas A.
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€ = 0% =v; oy (2.55a)
80'Z'
&P — 02 9f 0o — MN (2.55b)

~9f06  do  (1— D)y,
L_020f _ (w(f)

o (2.55¢)
& = %5_;( - <wn<i ) (N . SX) (2.55d)
D= %g—}{ = %H@) (%) (2.556)

S_CJ; _ _5_;{ N (2.56)

O mesmo procedimento exposto para a viscoelasticidade linear, relacionado ao
conceito de tensao efetiva, € aplicado as leis de estado da Equacgéo (2.50a), Equa-
¢ao (2.50b) e Equacéo (2.50c) para resumi-las a forma integral da Equacéo (2.57).
Nesta Ultima, a derivada da deformagao € posta em evidéncia e as fungdes de relaxa-
¢ao nas integrais da Equacao (2.28) sédo agrupadas em C"°. Esta equacéao representa
a relacao constitutiva das fases constituintes do RVE descrito na Sec¢éo 2.3 e, apesar
de implicito, a derivada temporal da deformacao viscoelastica é funcédo das leis de
evolucao das variaveis internas, determinadas na Equacao (2.55).

o(t) = (1— D) / t OVt — ) - ae;:(z)dz (2.57)

—00

No curso da revisdo do modelo constitutivo foram agrupados quatorze parame-
tros materiais, representados no conjunto declarado na Equacéo (2.58). No contexto
da abordagem multiescala, com duas fases, 0 modelo apresenta o dobro de parame-
tros materiais somados a outros dois caracteristicos do RVE, a razdo de aspecto Z
e o volume de inclusées v,. Identificar todos os parametros € uma tarefa complexa,
sobretudo no fendmeno de fadiga sob solicitagbes multiaxiais, pois envolve um grande
nuamero de simulagdes e longos ensaios experimentais.

P = {Gooa Koo, Gi> Kia i, ki; 77vp7 040, K, (9,]9[), DCa a, bv Sv 3} (258)
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3 ALGORITMO E IMPLEMENTAGCAO

A implementagdao do modelo foi desenvolvida na linguagem MATLAB, apenas
para um ponto material, com a intengdo de diminuir o custo computacional. Determi-
nados os conjuntos de parametros P;, de cada fase i = {M, 1}, a razéo de aspecto 7,
o volume de inclusées v; e uma fungao de solicitagdo o, estes serdo os parametros
de entrada no algoritmo de integragéo temporal.

Como visto na Secéo 2.4.1, o método de homogeneizacao incremental imple-
mentado esta intrinsecamente relacionado a integracdo numérica implicita. Neste tra-
balho, as variaveis termodinamicas sao integradas com o método de Euler implicito,
chamado em inglés full implicit backward Euler method (SIMO; HUGHES, 2006). Na
Equacao (3.1), o método de integracao é aplicado ao equilibrio no ponto material, con-
forme a relacdo da Equacéo (2.5), supondo campos uniformes e um incremento de
tempo At =t,1 — tp.

o(th1) = a(t,) + Ad (3.1)

O incremento de tensdes médias Aa é resultante do procedimento de homo-
geneizacgao, formulado na Equacéo (2.13) e, desta forma, depende da solucdo do
modelo constitutivo das fases do RVE. Na Secao 3.1, o GSM, revisado na Secéao 2.5,
€ posto como um sistema de equagdes das suas variaveis independentes no dominio
do tempo discreto. O sistema definido é formulado com um algoritmo preditor-corretor
e a solucao fornece um estado aproximado. Proveniente dessa aproximacao, é deter-
minado um operador tangente algoritmico @Zﬁfﬂ.

No Apéndice B consta a dedugdo do chamado operador tangente algoritmico
consistente, normalmente, utilizado na integragéo implicita (SIMO; HUGHES, 2006).
O operador consistente € deduzido com o objetivo de melhorar o desempenho compu-
tacional do algoritmo, entretanto a sua aplicacao nas relagdes constitutivas no método
de homogeneizacao estabelecido resulta em inconsisténcias fisicas. Este fato foi apon-
tado por Doghri, Adam e Bilger (2010) e deu origem a métodos de regularizacéo do
operador tangente.

Neste trabalho, duas formulag¢des para a regularizacdo do modelo acoplado ao
dano sao deduzidas. Ambas partem do método de regularizacao da parcela isotrépica
do tensor tangente viscoelastico-plastico, com base no desenvolvimento de Doghri,
Adam e Bilger (2010) e, posterior, Miled, Doghri, Brassart et al. (2013). A formula-
cao dos operadores e as simplificacdes envolvidas sao descritas na Secao 3.1.3, de
acordo com as deducdes da Secao B.4 e Secéao B.5.

A aproximacédo da Equacgéo (3.1) determina um residuo Ry, conforme a Equa-
¢ao (3.2). Ainfluéncia das duas formulagdes para o operador algoritmico na aproxima-
cao desse residuo é, sucintamente, discutida em consonancia com as aproximacdes
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do problema de homogeneizagao e do modelo constitutivo das fases. Uma interpreta-
cao matematica da interagdo dos residuos e a dedugdo do método de aproximacao
estdo expostas na Secdo B.2. Em suma, na Secado 3.2 é demonstrada a ordenacgao
das equacdes no algoritmo de homogeneizacao e equilibrio mecanico para o ponto
material em analise. O fluxograma completo da implementagéo esta no Anexo A.

Rp = o(tys) — G(t,) — AG (3.2)

3.1 FORMULAGCAO INCREMENTAL NO DOMINIO DE UMA FASE

A relacao constitutiva para cada fase é definida por quatro equacgdes, as quais
permitem acompanhar a evolugao das variaveis de estado independentes. O sistema
€ composto pelas Equagbes (2.38), (2.57) e (2.55) com o conceito de tensédo efetiva da
Equacéo (2.48). No dominio continuo do tempo, o conjunto de variaveis independentes
esté representado por Q = {&,X,r, D} e seus elementos estdo formulados pelas
integrais de RiemannStieltjes abaixo.

() = / ; CUe(t — 2) ae;jz)dz (3.3a)
X(t) = / ;mz) (aN(2) — bX () dz (3.3b)
r(t) = / tooq‘“(z)dz (3.3¢)
D(t) = /_ ; %H(p) (Yéz))sdz (3.3d)

O processo de integracao temporal é realizado numericamente pelo método de
Euler implicito. Nesta abordagem, determinada a expressao da derivada 9,Q € possi-
vel aproximar Q(t,.1) a partir do valor conhecido Q(t,) e pela avaliagao da derivada
0;Q, no instante t,,, 1, conforme a Equacéo (3.4).
0Q

Q(tn—i-l) ~ Q(tn) + E At (34)

Na literatura, ndo foi encontrada uma forma de reduzir o problema a uma
equacao. A unica deducédo encontrada desconsidera o encruamento de Armstrong-
Frederick (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2011). De fato, com histérico de solicitacdo
nao proporcional, o termo nao linear do backstress impossibilita concluir a coli-
nearidade entre a parte desviadora S do tensor de tensées e a direcdo de fluxo
viscoplastico N (LEMAITRE; CHABOCHE, 1994).

Pelo procedimento da Equacao (3.4) e pela Equacao (2.55), ap6s manipulacoes
algébricas, o sistema é reescrito na forma incremental da Equacgéao (3.5). No apéndice

t:tn+1
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B, é apresentado o detalhamento das operagdes para determinar os termos da Equa-
cao (3.5a). Na formulagéao sequente, a variavel independente ¢ sera condensada nos
subindices.

/

Opnt1 =0, + [G)n-i-l + @;}fu : (én-i-l - éﬁu)} At (3.5a)
X1 = Xy +Tny1 (aNpp1 — 0X10) At (3.5b)
Prp1 = T + 22 (@) At (3.5¢)
nvp UyO
o 7;n—&-l Yn-i—l °
Dy =D, + =D Dn+1H(p) ( S ) At (3.5d)

3.1.1 Aproximacao numérica do sistema nao linear

Para solucionar o sistema da Equacéo (3.5) foi implementado um algoritmo
preditor-corretor, em inglés chamado return mapping algorthm, no qual o incremento
de deformacao Ae é inicialmente considerado puramente viscoelastico. Assim, a priori,
é determinada uma medida de tenséo efetiva tentativa &', em inglés trial, expressa
pela Equacéo (3.6).

el = &, + € Ae + @y (3.6)
St”al - ][d . ~trial 3.7
n+l “ Oyt ( ) )

A correcdo da estimativa ' é realizada por um algoritmo iterativo e determi-
nada pela solugéo da fungéo residuo g = {gg,gX, g", gP}, dependente das incognitas
AQ = {AS,AX, Ar,AD}. A parcela volumétrica P do tensor de tensdes & indepen-
dente da deformacéo pléstica, devido ao critério de escoamento .J,, Equagéo (2.52).
Portanto, o residuo g é fungdo apenas da parcela desviadora S do tensor de tensdes
efetivas.

( ~trial

g% =8, -8 I O, Ae (3.8a)
g* = AX + Ar(aN —bX 1) At
g =Ar 4+ 0 <@> At (3.8¢)
nvp UyO
Ar Y, ®
Do AD4—— ) At :
o = AD+ =5 (7 (380

Como ja indicado, na integragao implicita, as variaveis de estado sao avaliadas
no tempo t,.;. Assim, o residuo esté fixo nesse instante e, por praticidade, os sub-
indices serdo suprimidos. O sistema da Equacao (3.8) € expandido em série de Taylor,
truncada no termo de primeira ordem, semelhante a Equagéo (3.4).
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Jg
Jii1 =gy + 900 ) 0AQ =0 (3.9)

A derivada direcional da Equacao (3.9), também chamada de gradiente da fun-
¢ao residuo \7aqg;, avaliado na iteragéo k, € o operador tangente do algoritmo corre-
tor. Na Secédo B.2 sdo formuladas as componentes desse operador. Em uma iteracéo
k, a solucdo da Equacao (3.9) fornece a correcdo 0AQ.

SAQ ~ —(Vaggr) " : gi (3.10)

3.1.2 Parcela isotropica do operador tangente regularizado

O residuo definido pela Equacéo (3.8) deve ser nulo para qualquer incremento
de deformacgado Ae. Desse critério surge o operador tangente algoritmico consistente,
detalhado na Secao B.3. Quando aplicado junto ao processo de Newton, garante uma
taxa de convergéncia quadratica ao algoritmo. No método LCC esse operador traz con-
sequéncias outras, pois representa as propriedades do meio homogéneo equivalente,
durante um passo de tempo At.

Nos modelos viscoplasticos de Perzyna, como identificado por Doghri, Adam e
Bilger (2010), caso At — 0, 0 operador tangente consistente nao converge para o ana-
litico. Em Miled, Doghri, Brassart et al. (2013), para um modelo de viscoelasticidade
com viscoplasticidade, foi demonstrada a mesma inconsisténcia. Quando At — 0, 0
operador tangente consistente Cfﬁfl tende ao tensor viscoelastico @;;il. Isto €, a con-
tribuigédo viscoplastica do modelo no operador tangente torna-se nula. Caso nada seja
feito, a rigidez da microestrutura passa a ter forte dependéncia com o incremento de
tempo. Assim, para minimizar a dependéncia de At, os autores propuseram uma ex-
tensdo para o caso viscoelastico, a partir do método de regularizagdo desenvolvido
por Doghri, Adam e Bilger (2010) para elasto-viscoplastico.

B 5 _ _ (_ h1)epd,n+1
Teg,vevp vep reg,vevp __ vep hvevp,n+1—hyepd,n+1
CnJrl - @n+1 + <Cn , CnJrl) €

(3.11)

A regularizacao do tensor algoritmico apresentada por Miled, Doghri, Brassart
et al. (2013) ndo incorpora diretamente o modelo de dano. A fim de compatibilizar a
metodologia dos autores e o0 modelo de Krairi, Doghri e Robert (2016), a regularizacao
€ escrita na Equacao (3.11), em termos do operador tangente viscoelastico-plastico
efetivo €%, Os elementos h,., € h,., do expoente, na Equagéo (3.11), sdo deduzi-
dos para incorporar 0 modelo de dano por duas metodologias distintas, conforme a
Secéao 3.1.3.

A rigidez superestimada produzida pelo operador tangente algoritmico é outro
problema relatado no uso do conceito LCC envolvendo plasticidade. Isso ocorre de-
vido a anisotropia do operador ijﬂfl apds o0 escoamento, mesmo com a definicdo de
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um material isotrépico (PIERARD; FRIEBEL; DOGHRI, 2004). Por outro lado, é mais
eficiente representar a rigidez, em cada fase material, por um tensor isotrépico, pois,
neste caso, para inclusdes esferoides, o tensor de Eshelby $ apresenta solugdo anali-
tica. Isto posto, é aplicado um método para extrair a parcela isotropica @7’;;31 do tensor

Cr<%* | conforme a Equagéo (3.12) (KRAIRI; DOGHRI; ROBERT, 2016). As opera-
cOes estdo detalhadas no Apéndice A.

Oy = (1 — Dyyy) (2671 + 3K*°1) (3.12)
54 1 NTEG,VEV

G = — (sz oA P) (3.13)

I@iso o 1 v .. gNTreg,vevp 3 14

=< (1= o) (3.14)

Surgiram dificuldades na interpretacdo da metodologia de regularizacéo apli-
cada por Krairi, Doghri e Robert (2016) e Krairi (2015). Consequentemente, também
foi formulada a regularizagdo em funcao do operador tangente viscoelastico-plastico
Cﬁjpfl, acoplado ao dano, deduzido com base no trabalho de Doghri (1995) e Miled,
Doghri, Brassart et al. (2013). Para esta solucédo, a Equacao (3.12) é reescrita na
Equacao (3.15), pois a parcela de dano esta incorporada no operador tangente. As
demais equacdes sdo aplicadas diretamente no tensor €% .

n+1
Cioy = 26T 4 3K 1" (3.15)
54 1 e, VeV
G = — (15 ) (3.16)
i 1 ~Treg,vev
Ko =2 (sz ous pd) (3.17)

3.1.3 Operador tangente algoritmico

A regularizacdo desenvolvida por Doghri, Adam e Bilger (2010) para elasto-
viscoplasticidade é aplicada diretamente em Miled, Doghri, Brassart et al. (2013), no
modelo viscoelastico-viscoplastico, apenas com a substituicdo do médulo de cisalha-
mento elastico G pelo viscoelastico G. A metologia proposta por Miled, Doghri, Bras-
sart et al. (2013) é adaptada para um modelo semelhante acoplado ao dano, no tra-
balho de Krairi (2015). O autor sugere a mesma formulacao estabelecida por Miled,
Doghri, Brassart et al. (2013) para a regularizagao, com a inser¢ao da parcela de dano
na Equacgéo (3.12). Assim, a regularizacdo € formulada em fung¢ao do tensor tangente

vep

viscoelastico-plastico efetivo €%,
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TYVE; ~ve 2G 2
Cn-iinl = CnJrl - %Nrwrl & Nn+1 (31 83)
: w(fnJrl)
=0=—F57 3.18b
P g (1 - Dn+1)77vp ( )
0,
Pucptants = = pgg (3.18¢)
! Ovg (3.18d)

hvevpd,n—l—l - Atﬁgqu - aaqu

Pela metodologia descrita por Krairi (2015) e aplicada em Krairi, Doghri e Ro-

bert (2016), o operador tangente algoritmico @;ﬁﬁl utilizado nas equacgdes constituti-

vas do processo de homogeneizacao é definido pela Equacao (3.12), de acordo com

a Equacéo (3.11) e Equacéao (3.18). Essa metodologia ndo considera a sensibilidade

do dano D, em relagdo a Ae, no operador C!*%,. Como alternativa, neste trabalho,

€ proposta a regularizagdo da Equacédo (3.20), deduzida na Secédo B.5, como fun-

cao do operador analitico Cffffl (DOGHRI, 1995) e da regularizacdo expressa pela

Equacao (3.11). Nessa abordagem o operador tangente algoritmico é definido pela
Equacao (3.15).

(3.19)

. 26 200 (YY .
vepd . ve . _ — o
C? = (1 - D) [@ : (z[ (N ® N)h%p> = Dyh (s) N

_ hvep7n+1
er_gl,vevpd _ Cviiold + ((1 . Dn+1)C;eg,vevp . @Uepd> €< hvevp,n+1_}Lvep,n+1> (320)

n n n+1

3.2 ALGORITMO MFH

A cada passo de integracao, a aproximacao do residuo determinado pela Equa-
cao (8.2) depende da homogeneizagao nao linear do RVE. O equilibrio mecanico esta-
belece um incremento médio A€ e, de acordo com a Equacéo (2.13a), os incrementos
de deformagdes médias A€, e A€, sao estimados conforme a Equacgéo (3.21a) e
Equacéo (3.21Db).

A€ = A€ (3.21a)
A€ — v A€
e

No processo de homogeneizagao, um algoritmo com o método de Newton re-
solve o sistema da Equacédo (3.5) para os incrementos A€y, e A€;. A solugado do

sistema retorna o estado &(¢,,11), a parcela isotrépica do operador tangente algorit-
mico da Equacao (3.12), ou Equacéo (3.15), e o incremento de tensdes afins médias

(3.21b)
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Az, das fases M e 1. Os tensores afins sdo obtidos pela Equacéao (3.22), a partir da
Equacéo (2.13c) e Equacao (2.13d).

n

AﬁM ~ A&M — @isf:le : AEM (322b)

Aﬁl = A6'1 — @isfl’l . Agl (3223)

Neste ponto, com as fases aproximadas no instante atual, o método LCC da
Equacéo (2.13) é aplicado e resulta no operador tangente isotropico homogeneizado
Cise,, determinado pela Equagéo (2.13h). Apds a homogeneizagéo, o erro no campo
da inclusdo Y é calculado conforme a Equagéo (3.23a), obtida pela combinacédo da
Equacéo (2.13b) com a Equacéo (2.13e).

Y=A:Ae+ (A—-1):(C* - Cy) "t (Aw — Awy) — A& (3.23a)

A& ~ A& + Y, se || Y]] > tol (3.23b)
— A€ — UlAE

A€y = ——, se ||X]| > tol (3.23¢c)

Pelas equacdes acima, se a norma do erro Y estiver dentro de uma tolerancia
tol, o algoritmo volta a integragdo e o balango mecénico determina um novo incre-
mento de deformagdes médias Ae. Caso contrario, 0os incrementos em cada fase, ma-
triz e inclusao, sao atualizados pela Equacéao (3.23c) e Equacao (3.23b). O processo
é repetido até a convergéncia.

Conforme ja comentado, nesta implementacao, o balanco mecéanico esta resu-
mido a um ponto material. O residuo da aproximacao Rp, expresso na Equacéo (3.2),
é utilizado no método de Newton para corrigir 0 incremento de deformacdes médias
Ae. A solugdo da Equacéo (B.17), apds substituir o gradiente VRp por Ci*,, fornece
a correcao da deformacgao dAe.

Rp i1 =0(lpi1) —a(t,) — AG (3.24a)
ONAE ~ (@%S_fl)_l : R’P,n-i-l,lv se ||R’p7n+171+1’| > tol (324b)

Foi elaborado um fluxograma completo da implementacdo, este consta no
Anexo A. Deste, ao definir as fases com mesmas propriedades, sdo obtidos resultados
para o RVE com a relacédo constitutiva revisada na Secéo 2.5, sem efeito da MFH.
Estes resultados, bem como as curvas de fadiga e do comportamento ciclico, sdo
analisados e comparados a referéncias no Capitulo 4.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Em decorréncia da complexidade do modelo de homogeneizacao apresentado,
a validagdo das diferentes partes que o compdéem foi necessaria. Neste processo,
0s comportamentos isolados das parcelas viscoelastica, viscoplastica, dano ductil, e
MFH foram investigados e comparados aos encontrados em material de referéncia
(DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010; MILED, 2011; MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011;
MILED; DOGHRI; BRASSART et al., 2013; KRAIRI; DOGHRI, 2014; KRAIRI, 2015).
Para o estudo do fenbmeno de fadiga as curvas de solicitacao versus vida, assim
como a evolucéo das variaveis de estado, foram comparadas as curvas obtidas por
Krairi, Doghri e Robert (2016) para o HDPE. A partir destas, foi realizada uma anadlise
dos efeitos da solicitacéo e de sensibilidade aos parametros de dano e homogeneiza-
cao. Conforme destacado posteriormente, alguns resultados apresentaram diferencas
em relagdo aos trabalhos de referéncia. Devido ao grande numero de parametros
agregados ao modelo, todos os resultados foram obtidos com base nos parametros
materiais apresentados pelas referéncias citadas.

41 VALIDACAO

O modelo de viscoelésticidade e o caso limite de elasticidade com viscoplastici-
dade foram comparados com as referéncias citadas, bem como a solugdes analiticas
para os ensaios de cisalhamento simples (MILED, 2011; MILED; DOGHRI; DELAN-
NAY, 2011). Ja os resultados do modelo acoplado ao dano ductil foram comparados
apenas a referéncia Krairi e Doghri (2014). As curvas obtidas pela implementagéo
do método de homogeneizacéo para fases com comportamento elasto-viscoplastico
foram comparadas aos resultados de (DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010), origem dos
métodos Incrementally Affine Linearization e regularizacao utilizados nesta formulagao
(DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010).

4.1.1 Viscoelasticidade

A Figura 4.1 apresenta duas simulagdes de ensaios de cisalhamento simples
com controle de deformacéo cisalhante ~;, para o material cujos parametros constam
na Tabela 4.1. Os resultados estdo comparados com a solugdo analitica e com as
curvas digitalizadas da referéncia Miled, Doghri e Delannay (2011).

012 = 2 (Goot + ZngL(]- - 62:)) €'12 (41)

=1
A solucéo analitica foi obtida com a definicdo da taxa de deformacgéo 2¢,, =
412 constante ao longo do ensaio. Nesse contexto, a solu¢cdo analitica da primeira
integral, na Equacao (2.28), € expressa pela Equacao (4.1). Nas préximas secoes,
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Tabela 4.1 — Parametros materiais.

Viscoelasticidade Linear
G():lOOO[MP(L] KOZO[MPG]

G; [M Pa) K; [MPa) gi[s]  kils]
160 0 10 00
40 0 1071 00

Fonte: (MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

serdo apresentados casos com comportamento inicial elastico. Para esses casos, ao
tomar o limite da relacédo constitutiva viscoelastica, quando os tempos caracteristicos
desviadores g; — oo, 0 modelo eléstico linear é recuperado com médulo igual a rigidez
instantanea C,.

Figura 4.1 — Cisalhamento simples (Entrada:Tabela 4.1)

160
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140 L * Anal. L o :
o Ref. g .
—Sim. A =10 2s7L e o
120 | » Anal. p e
o . Ref /’/ .
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S 100 A
o o .
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© 80~ g ¢
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E x
60 - g L ]
(@] ~
O X
P
40 [ ~ e
P
// .
20 [ *
0 | | | | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Componente V12

Fonte: Dados de comparagéo (MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

O modelo implementado recuperou com precisao a solucao analitica da Equa-
¢éo (4.1), nos dois ensaios, conforme a Figura 4.1. Entretanto, a curva apresentada
por Miled, Doghri e Delannay (2011) ndo coincide com a solugéo analitica. Quando
comparadas, conforme a taxa de deformacao aumenta, € notavel um aumento na dife-
renca entre a solu¢ao da referéncia e a analitica, ou numérica do presente estudo.

Além da discrepancia evidente na Figura 4.1, também foram observadas dife-
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Tabela 4.2 — Parametros materiais.

Viscoelasticidade Linear
Go =577[MPa) K, =1250[M Pa)

G; [M Pa) K; [MPa) gi[s]  kil[s]
340 404 110 15
130 369 10 5
25 115 ) 3

Fonte: (MILED, 2011; MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

rencas nos resultados entre as préprias referéncias Krairi e Doghri (2014) e Miled,
Doghri e Delannay (2011). Na Secédo 4.1.5, algumas causas possiveis serdo menci-
onadas. Em relacao a Figura 4.1, uma causa provavel é a diferenca nos parametros
materiais, pois os resultados obtidos coincidem com a curva analitica.

Figura 4.2 — Tracédo (Entrada: Tabela 4.2)
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Fonte: Dados de comparagéo (MILED, 2011; MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

Com os paréametros da Tabela 4.2, foram realizadas trés simulagdes de ensaio
trativo uniaxial, para diferentes taxas de deformagéo, conforme a Figura 4.2. As si-
mulacdes sao controladas pela componente de deformacéo e33. Os resultados estao
comparados com a solucéo analitica e com a referéncia (MILED; DOGHRI; DELAN-
NAY, 2011). Nas trés simulagbes de ensaio uniaxial sequentes, 0 modelo convergiu,
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tanto para a solucao analitica, quanto para o resultado relatado pela referéncia.

4.1.2 Elasto-viscoplasticidade

A fim de validar a implementagéo de viscoplasticidade, foram realizadas simu-
lacbes com os parametros materiais da Tabela 4.3 e os resultados foram comparados
com as curvas apresentadas no trabalho de Krairi e Doghri (2014). Com esse objetivo,
foram obtidas curvas para quatro taxas de solicitagdo distintas, em cisalhamento puro,
Figura 4.3, e tracdo combinada com torcéo, ilustrado na Figura 4.4.

Figura 4.3 — Cisalhamento simples (Entrada: Tabela 4.3)
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Fonte: Dados de comparacéo (KRAIRI; DOGHRI, 2014).

O caso combinado é controlado por uma medida equivalente da taxa de defor-
macao é.,, conforme a Equacgéo (4.2) (KRAIRI; DOGHRI, 2014). As curvas de tenséo
versus deformacéo, obtidas pelas simulacdes, foram comparadas com os resultados
da referéncia. No caso combinado, Figura 4.4, foi comparada apenas a curva da com-
ponente de tensao axial o33 versus deformacao ess.

. 2
Cog = 1|3 + <%) (4.2)

A implementacdo mostrou capacidade de representar os resultados de elasto-
viscoplasticidade relatados pela referéncia Krairi e Doghri (2014), representados pelo
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Figura 4.4 — Trac&o - Torsao (Entrada: Tabela 4.3)
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Fonte: Dados de comparacao (KRAIRI; DOGHRI, 2014).

marcador circular. Uma pequena diferenca é observada na Figura 4.3, antes do limite
de proporcionalidade elastico, possivelmente, devido a técnica de digitalizacao utili-
zada para capturar os pontos da referéncia. O mesmo nao é observado na Figura 4.4.

Tabela 4.3 — Parametros materiais.

Elasticidade
Ey = 3700 [M Pd] vy = 0,49
Viscoplasticidade

Tensdo de Escoamento  Encruamento Isotropico Lei de Norton
oy [MPal K [M Pa] 01-] n[MPa-s] m[-]
36 75 0.25 3600 9

Fonte: (KRAIRI; DOGHRI, 2014).

Devido ao modelo de viscoplasticidade implementado, a tensdao de escoamento
o, = 0,0 + R néo depende da taxa de deformagdo. Contudo, ha dependéncia da taxa
no limite de proporcionalidade elastico, limiar no qual a parcela viscoplastica da defor-
macao apresenta maior representatividade, evidente na Figura 4.3 e Figura 4.4. Seme-
lhante ao efeito do parametro de viscosidade plastica 7,,, caso a taxa de deformagéo
é33 — 00, a parcela viscoplastica e — 0.
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Figura 4.5 — Casos limites para o modelo de Perzina (Entrada: Tabela 4.3; k = 0)
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Fonte: Autor.

Como mencionado na Sec¢éao 2.5.3, neste modelo a plasticidade inviscida é re-
cuperada ao definir {n,,, ¢} — 0. Com o expoente m = 9 e uma velocidade muito baixa
(é33 = 1071%) a curva é préxima do caso inviscido, recuperado quando 7,, = 1075, con-
forme a Figura 4.5. A mesma curva foi obtida ao definir o expoente m = 1,5, com taxa
és3 = 10710, Esse comportamento é semelhante ao exposto por Alfano, De Angelis e
Rosati (2001), sob baixa taxa de solicitagdo. Um expoente menor representa um limite
de proporcionalidade menor. Entretanto, a sensibilidade ao expoente € distinta para
taxas elevadas.

4.1.3 Elasto-viscoplasticidade e dano ductil

O modelo de dano ductil implementado, quando considerado, introduz algumas
dificuldades com relagdo ao procedimento de Newton aplicado ao sistema de equa-
cbes visto na Secéao 3.1, como a deterioracdo da acuracia conforme o dano aumenta
e, para valores elevados de dano, impossibilita a convergéncia. Portanto, as simula-
coes de dano estao restritas a baixos valores de dano, proximos a 25%. A capacidade
de convergéncia do método é garantida pela escolha adequada do passo inicial. Para
tal, foi implementada a metodologia de Souza Neto, Peric e Owen (2011).

Os resultados obtidos com a implementagéo foram comparados as curvas de
elasto-viscoplasticidade-dano apresentadas por Krairi e Doghri (2014). Foram realiza-
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das simulacdes de cisalhamento puro, para diferentes taxas de deformacéo, com os
parametros materiais da Tabela 4.3 e dano, conforme a Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Parametros materiais.

Dano
S[MPa-s7' s[-] pp[—] De.[-]
0,06 0,01 0 1

Fonte: (KRAIRI; DOGHRI, 2014).

Evidente na Figura 4.6, a implementagcéo, sem a parcela de viscoelasticidade,
converge as curvas de referéncia. A sensibilidade do modelo aos parametros de dano
S e s serdo discutidos na Secédo 4.2.3. O efeito da taxa de deformacgao é demonstrado
pela Figura 4.7, na qual sdo apresentas as curvas de dano versus a deformagéo visco-
plastica acumulada efetiva p. E observado o crescimento proporcional do dano com o
aumento da taxa de deformagéo. Entretanto, sob taxas menores, a parcela viscoplas-
tica aumenta, assim como o valor final de dano.

Figura 4.6 — Cisalhamento (Entrada: Tabela 4.3; Tabela 4.4)
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Fonte: Dados de comparacgéo (KRAIRI; DOGHRI, 2014).

O parametro néo linear de dano s, usualmente, caracteriza os comportamentos
representados pelas curvas da Figura C.8, as quais ilustram trés tipos de materiais
com tenacidades diferentes. A curva (3), é simulada por valores s < 0. Neste caso,
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o valor de dano satura abaixo do valor critico D.., assim, apdés um periodo de amole-
cimento, o material volta a encruar. Do contrario, como exposto na Figura 4.7, caso
0 < s < 0,1, o dano evolui, qualitativamente, de forma linear em relagao a p. Ja para
s > 0,1, o dano evolui exponencialmente, representado pelas curvas tracejadas. O
ltimo caso é capaz de simular a curva (2) da Figura C.8.

Figura 4.7 — Sensibilidade do dano a taxa de deformacdo (Entrada: Tabela 4.3; Ta-

bela 4.4)
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4.1.4 Viscoelasticidade-viscoplasticidade

A Figura 4.8 apresenta o resultado da simulagéo de um ensaio de cisalhamento
simples, sob controle da componente de deformacéao 5, para o material com os para-
metros da Tabela 4.5. O ensaio € composto por trés estagios de carga. Nos primeiros
0,25 s € imposta uma taxa de deformagdo 4, = 0,25s7 . Entre 0,255 e 0,5 a taxa
de deformacgédo aumenta para 4, = 0,5s7! e, do tempo 0,5 s até o final do ensaio, a
deformacéo é mantida constante.

Na Figura 4.8, os resultados obtidos no presente estudo coincidem com o0s
apresentados em Miled, Doghri e Delannay (2011), no qual foi utilizada uma solugao
analitica para os diferentes intervalos de tempo. A comparagdo, para um passo de
tempo suficientemente pequeno, mostra a convergéncia a solugdo analitica formulada
por Miled, Doghri e Delannay (2011).
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Figura 4.8 — Cisalhamento (Entrada: Tabela 4.1; Tabela 4.5; 4., = 0,25s7%, t €
0;0,25); 412 = 0,557, t € [0,25;0,5); 912 = 0,05, ¢ € [0,5;00))
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Fonte: Dados de comparagéao (MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

Tabela 4.5 — Parametros materiais.

Viscoplasticidade

Tensao de Escoamento  Encruamento Isotropico Lei de Norton
oy [MPa] K [M Pa] 01-] n[MPa-s] m[-]
40 80 1 300 1

Fonte: (MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

A simulagéao representada na Figura 4.8, foi realizada com ordem de grandeza
para as taxas de deformacéo proxima a aplicada nas simulacdes da Figura 4.1. E im-
portante ressaltar que, na Figura 4.1, ha uma disparidade consideravel entre os resul-
tados da implementacéo desenvolvida e a curva de comparagao. Em vista do fato das
duas figuras representarem o comportamento mecanico de materiais com parametros
viscoelasticos idénticos, ha forte indicio que a diferenca em alguns resultados tenha
origem na realizagdo de simulagdes com parametros materiais distintos dos reporta-
dos. Essa discusséao foi relevante durante o desenvolvimento, pois, em outras curvas,
foram encontradas diferencas semelhantes. Esse fato dificultou consideravelmente o
processo de validagdo da presente implementagao.

No artigo de Miled, Doghri e Delannay (2011), € encontrado o exemplo simulado
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Tabela 4.6 — Parametros materiais.

Viscoelasticidade Linear

Go = 577 [M Pa] Ko = 1250 [M Pa
G; [M Pa) K; [M Pa] gi [$] ki [s]
340 404 110 15
130 369 10 )
25 315 5 3

Viscoplasticidade

Tensao de Escoamento  Encruamento Isotrépico Lei de Norton
oy [M Pal Kk [M Pad] n[—] n[MPa-s] m|[-]
10 28 0,39 106 7

Fonte: (MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

com os parametros materiais da Tabela 4.6. Os valores da Tabela 4.6 sao idénticos
aos encontrados em Miled (2011). Ja no artigo de Miled, Doghri e Delannay (2011),
tal tabela é repetida, entretanto, difere no médulo volumétrico. Enquanto no primeiro
K3 = 315, no segundo K3 = 115. Na Figura 4.9 estao ilustradas as curvas de tensao
versus deformacéo de um caso uniaxial com controle de deformacao 33, para os dois
valores de K3, comparadas a curva da referéncia. Com base no resultado exposto, por
deducao, o valor usado na referéncia foi K3 = 315.

A curva de referéncia da Figura 4.9 corresponde a uma tentativa de capturar o
comportamento mecanico do HDPE sob as cargas da Tabela 4.7, observado experi-
mentalmente por Zhang e Moore (1997). Notoriamente, ha um aumento da néo line-
aridade no descarregamento, conforme aumenta a deformagéo. O trabalho de Miled,
Doghri e Delannay (2011) levanta a hipétese de tratar esse comportamento com um
modelo de encruamento cineméatico. Outra abordagem € proposta por Krairi € Doghri
(2014), através do acoplamento de dano, como sera visto na proxima secao.

Tabela 4.7 — Etapas de solicitacao.

Deformacéo final €33

0,028 0,011 0,05 0,031 0,071 0,032

Fonte: (KRAIRI; DOGHRI, 2014).

Em Krairi e Doghri (2014), os autores também discutem a possibilidade de cap-
turar a forte ndo linearidade do descarregamento com modelos de viscoelasticidade
nao linear, embora nao tenham realizado esta andlise. Comparada a hip6tese de Miled,
Doghri e Delannay (2011), a proposta de Krairi e Doghri (2014) parece mais eficiente,
pois preserva a possibilidade de aplicar um modelo usual de encruamento cinematico
para representar outros fenbmenos nao lineares, como anisotropia e ratchetting.
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Figura 4.9 — Tracao ciclica (Entrada: Tabela 4.6; Tabela 4.7; ¢33 = 1074 571)
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Fonte: Dados de comparacao (MILED, 2011; MILED; DOGHRI; DELANNAY, 2011).

4.1.5 Viscoelasticidade-viscoplasticidade-dano

O mesmo comportamento ilustrado na Figura 4.9 foi alvo de estudo em Krairi e
Doghri (2014). Entretanto, com base na Figura 4.10, a primeira amplitude de deforma-
¢ao e33 = 0,028, foi substituida por e33 = 0,03, assim como a penultima es3 = 0,071, por
e33 = 0,07172. Como mencionado anteriormente, os autores buscam a representacao
do material sob descarregamento, através da incorporacdo do dano. A metodologia
dos autores para identificar os parametros viscoelasticos € a mesma utilizada por Mi-
led, Doghri e Delannay (2011). Neste ultimo trabalho de referéncia, os parametros
viscoelasticos sdo apresentados ja aproximados para o modelo tridimensional, em
termos de {G, K, g, k}, enquanto em Krairi e Doghri (2014) os valores séo reporta-
dos para o médulo elastico, Poisson e tempo caracteristico unidimensional, respecti-
vamente, {E, v, 7}.

Na Figura 4.10, os dados do experimento e a curva de referéncia foram extrai-
dos do trabalho de Krairi e Doghri (2014). Com os parametros viscoelasticos, visco-
plasticos, de encruamento e dano reportados na referéncia, o resultado da implemen-
tacao esta muito distante da curva de referéncia, principalmente na primeira regiao vis-
coelastica. Portanto, para demonstrar a capacidade preditiva do modelo, foi realizado
um ajuste manual dos parametros de encruamento e dano, conforme a Tabela 4.8.
Ainda na Figura 4.10, a simulacao representa o melhor ajuste obtido para os dados ex-
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Tabela 4.8 — Parametros materiais.

Viscoplasticidade

Tensao de Escoamento  Encruamento Isotrépico Lei de Norton
oy [MPal k [M Pa] n[—] n[MPa-s] m[-]
10 46,5 0,15 106 7
Dano
S[MPa-s7] S[-) pol-]  De[]
2.4 —4.6 0 0,25

Fonte: autor (ajustados com base em Miled, Doghri e Delannay (2011)).

perimentais, apresentados em vermelho. Os parametros viscoelasticos foram fixados
iguais aos da Tabela 4.6.

Figura 4.10 — Tracdo ciclica (Entrada: Tabela 4.6; é;3 = 107* 57 1)

—Sim.
- Ref.
= Exp. Zhang e Moore (1997)

15

—
o

Componente Tas
8]

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Componente €4

3

Fonte: Dados de comparacgao (KRAIRI; DOGHRI, 2014).

Outro fator que dificultou o processo de validagéo reside na interconversao en-
tre os parametros frequentemente utilizados para descrever a parcela viscoelastica do
modelo. Todas as referéncias utilizadas para a validacao, até entao, aplicam a mesma
simplificacdo na determinacao dos parametros viscoelasticos tridimensionais a partir
da aproximagao unidimensional. O principal conceito dessa simplificagdo é a defini-
cao do coeficiente de Poisson v constante. Isto posto, para cada braco ¢ do modelo
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reoldgico, a relagédo entre o médulo elastico, cisalhante e volumétrico é expressa pela
Equacéao (4.3) e os tempos caracteristicos, conforme Ohkami e Ichikawa (1997), pela
Equacéo (4.4). Contudo, quando as relacdes abaixo sdo utilizadas para determinar v
com os valores {G;, K;} da Tabela 4.6, sdo encontradas medidas diferentes para cada
bracgo i, contrapondo as relagdes da Equacéo (4.3).

E; E;

“ =5 Mo (43)
_ R et 4.4
gl G,L ) k.’b KZ ( )

4.1.6 Multiescala

No trabalho de Krairi, Doghri e Robert (2016), com o fenbmeno de dano, nao
h& resultados de simulagao multiescala para um caso monotdnico, mas apenas para
fadiga no HDPE e em materiais reforcados com fibras. Os resultados de fadiga no
HDPE serao discutidos na Secao 4.2. Em Miled, Doghri, Brassart et al. (2013), ha
resultados de homogeneizacao para o modelo de viscoelasticidade-viscoplasticidade.
Neste ultimo, os autores validaram a sua implementagdo comparando os resultados
de elasto-viscoplasticidade aos relatados por Doghri, Adam e Bilger (2010). Em vista
das dificuldades de comparacéao dos resultados obtidos neste trabalho e os relatados
por Miled, Doghri e Delannay (2011) e Miled, Doghri, Brassart et al. (2013), a validagéao
da implementacéo do processo de homogeneizacao foi constatada pela comparacéao
das curvas com a referéncia Doghri, Adam e Bilger (2010), para um modelo elasto-
viscoplastico.

4.1.6.1 Elasto-viscoplasticidade

O modelo elasto-viscoplastico é recuperado ao definir os parametros de viscoe-
lasticidade e dano na condigao limite {g;, k;, pp} — oo, de forma a anular seus efeitos.
As simula¢des foram realizadas utilizando os parametros da Tabela 4.9, com inclu-
sOes esféricas, definidas pela razdo de aspecto Z = 1, e fracao volumétrica v; = 30 %.
Na fung&o poténcia de Norton da Equagdo (2.44), o denominador o, € substituido,
apenas neste exemplo, pela tenséo de escoamento o, = o, + R.

Em relacdo ao modelo utilizado no fenémeno de fadiga (KRAIRI; DOGHRI; RO-
BERT, 2016), além da alteragao anterior, no processo de homogeneizagao a isotropi-
zacao também é diferente. No trabalho de Doghri, Adam e Bilger (2010) é aplicado o
método geral para a extracdo da parcela isotrdpica do operador tangente algoritmico,
assim como em Krairi, Doghri e Robert (2016). Todavia, enquanto Doghri, Adam e Bil-
ger (2010) utiliza a parcela isotrépica C.%, ,, para obter um coeficiente de Poisson v
e deste determinar os tensores de Eshelby $ e Hill P, a abordagem aplicada a fadiga
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também realiza as operagdes do método LCC, expressa na Equacao (2.13), com os
operadores '/, ;, de cada fase material i.

Tabela 4.9 — Parametros materiais.

Elasticidade
Matriz Incluséo
E =70[GPa) v =10.33[—] E =400[GPa] v =0.286]—]
Viscoplasticidade
fase Tensdo de Escoamento  Encruamento Isotrépico Lei de Norton
o, [MPa k(G Pal nl-] oy/nls™  ml-]
Matriz 70 4 0,4 31074 1,5
Inclusao 400 8 0,4 2.1074 1,5

Fonte: (DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010).

Figura 4.11 — Tragao ciclica (Entrada: Tabela 4.9; é33 = 1073 s71)
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Fonte: Dados de comparagao (DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010).

A Figura 4.11 e Figura 4.12 apresentam resultados de tragdo uniaxial com con-
trole da componente de deformacgao e33. Nas figuras é observada a capacidade da
implementacdo em representar as curvas da referéncia sob solicitacdo ndo monoto-
nica e diferentes taxas de deformagéo. Assim como observaram Doghri, Adam e Bil-
ger (2010) e Miled, Doghri, Brassart et al. (2013), o método de regularizacao minimiza
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a sensibilidade ao tamanho de passo no tempo, ou numero de incrementos, visto na
Figura 4.12, pela comparacao das simulagées com 200 € 1000 incrementos.

Figura 4.12 — Tracao (Entrada: Tabela 4.9)
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Fonte: Dados de comparagao (DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010).

A tensdo equivalente de von Mises em cada fase, matriz e incluséo, esta repre-
sentada na Figura 4.13, em funcédo da componente de deformacao ¢33, para a mesma
simulacgao da Figura 4.12, com taxa de deformacéo ¢;3 = 10~%. A comparacao entre as
curvas resultantes e de referéncia demonstram um comportamento semelhante, entre-
tanto, ha uma diferenca no valor de tenséo ap6s certo nivel de deformacao. Também
visivel na Figura 4.12, a disparidade entre os resultados evolui conforme aumenta a
parcela viscoplastica.

Dentre as quatro curvas comparadas, apenas representacao do caso inviscido,
com taxa ¢33 = 1079, apresentou uma diferenca significativa. A classe Perzyna de mo-
delos viscoplasticos pode ocasionar um problema numérico na reproducédo do com-
portamento estatico, ou inviscido. Como mencionado na Se¢édo 4.1.2, a ocorréncia
desse problema é relacionada a magnitude do expoente m. Na presente implemen-
tacdo nédo foi incorporado nenhum procedimento para mitigar tal fendébmeno numérico,
logo surge a hipbtese desse representar a causa da diferenca de resultados entre as
curvas obtidas nas simulagdes e aquelas tomadas como referencia, principalmente
para velocidades extremamente baixas de deformacao, conforme a Figura 4.12 e Fi-
gura 4.13.
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Figura 4.13 — Campos das fases (Entrada: Tabela 4.9; 433 = 107 571)
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Fonte: Dados de comparagédo (DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010).

4.2 FADIGA NO HDPE

O comportamento de fadiga explorado nesta se¢ao para o HDPE esta limitado
ao regime dominado mecanicamente, definido por Janssen, Kanter et al. (2008) com
geracgao de calor desprezivel. Embora os resultados das simula¢des apresentem uma
regido inicial de baixo ciclo, esta ndo é relevante neste trabalho. Essa limitagdo é
definida em Krairi, Doghri e Robert (2016) e permanece neste estudo, com comporta-
mento macroscépico estritamente viscoelastico.

Tabela 4.10 — Parametros viscoelasticos.

Viscoelasticidade Linear
Ep = 3000[MPa] vy =0,30

E; [MPa] 7i [8]

981,5 0,01

611 0,036
500 80

Fonte: (KRAIRI; DOGHRI; ROBERT, 2016).

Caso nao haja outra indicacao, nos resultados apresentados foram utilizados 50
incrementos de tempo por ciclo e uma tolerancia de 102 (ver Equacao (3.23) e Equa-
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cao (3.24)). Os parametros materiais aplicados sdo os mesmos relatados por Krairi,
Doghri e Robert (2016), conforme a Tabela 4.10 e Tabela 4.11, com matriz viscoe-
lastica e parametros viscoelasticos iguais a inclusdo. As inclusdes correspondem em
volume a 2% do RVE e apresentam geometria esférica, com razao de aspecto Z = 1.

Tabela 4.11 — Paradmetros viscoplasticos da inclusao.

Viscoplasticidade

Tensdo de Escoamento  Encruamento Isotrépico Lei de Norton
oy [M Pal) Kk [M Pa] n[—] n[MPa-s]  m[-]
7 0 1 29.106 6.2
Dano

$=0,02[MPA-s7'] s=23[-] pp=0,0[-] D.=25%[]

Fonte: (KRAIRI; DOGHRI; ROBERT, 2016).

Figura 4.14 — Curvas de Woéhler (Entrada: Tabela 4.10; Tabela 4.11; R, = 0; f, = 2 Hz2)

28 - *_ ——=Sim. tracdo
™~ ¢ Ref tracio
26 - ha . * Exp. Zhang e Moore (1997) tracdo
e, ——Sim. tor¢io
24 + S e = Ref. torgio
© \.%I&.O\o . = Exp. Zhang e Moore (1997) tor¢io
€220 el
& TH—e2 * e
=20r I e
@
@18 -
©
16 -
14 -
12 -
10 | | | A R S

102 10° 10* 10° 10°
Numero de Ciclos Até a Falha (N)

Fonte: (KRAIRI; DOGHRI; ROBERT, 2016).

A Figura 4.14 apresenta as curvas de Wohler obtidas por simulacao para tracao
uniaxial e torcdo, com frequéncia de solicitagcdo f, = 2 Hz e razdo R, = 0, assim
como as curvas de referéncia e experimentais, digitalizadas de Krairi, Doghri e Robert
(2016). Os asteriscos representam as tensées maximas simuladas e as setas indicam
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a interrupcao da simulacdo, antes da falha. Evidente na Figura 4.14, para altos valores
de tensdo maxima, a simulagéo esta proxima a curva de referéncia, porém diverge
conforme esta tensdo diminui. A diferengca do comportamento entre as curvas das
simulacdes de tracao e torcdo, demonstra a dependéncia da pressao na evolugédo do
dano, comportamento esperado, pois é funcdo de Y.

Figura 4.15 — Ratchetting (Entrada: Tabela 4.10; Tabela 4.11; 0,4, 33 = 25 M Pa)
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Fonte: (KRAIRI; DOGHRI; ROBERT, 2016).

No trabalho de referéncia, os autores apresentam uma curva da deformacao
versus tempo, com o,,., 33 = 25 M Pa. A partir desta curva, foi calculada a deformagao
média por ciclo e esta foi comparada a resposta do modelo constitutivo implementado,
conforme a Figura 4.15. E possivel observar a distingdo tanto no comportamento vis-
coelastico macroscopico, quanto no viscoelastico-viscoplastico da inclusdo. A mesma
simulacao com passos menores no tempo, demonstra a convergéncia a uma média
de deformagéo proxima a de referéncia, porém superior.

Para a simulacao de tracao da Figura 4.14, a evolucao do dano em funcao do
namero de ciclos esta ilustrada na Figura 4.16. Os resultados das simulacdes com
tensdo maxima o,,,..,33 = {28, 23,21} sdo comparados as curvas de referéncia. Como
mencionado, na andlise da Figura 4.14, as curvas obtidas divergem das referéncias,
conforme a tensdo maxima o,,, 33 diminui. Todavia, a fungdo de dano demonstra uma
dependéncia da tensao maxima semelhante a relatada na referéncia. Para baixas ten-
sbes, a curva apresenta um ponto de inflexdo, apdés um numero elevado de ciclos,
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Figura 4.16 — Efeito da tensdo axial maxima (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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Fonte: (KRAIRI; DOGHRI; ROBERT, 2016).

como observado na curva para o, 33 = 19,80 Pa. Esse comportamento ndo é ca-
racteristico do modelo de Lemaitre-Chaboche, como visto na Sec¢ao 4.1.3. O ponto
de inflexao representa também uma mudancga no regime de fadiga, portanto aqui é
proposta uma breve analise para encontrar possiveis relagbes desse comportamento.

Na Figura 4.17, estao representados os valores médios por ciclo da deformagao
macroscopica, da deformacéo total nas inclusdes, da sua parcela viscoelastica e res-
pectivo dano. Ao analisar a figura, é visivel a saturacdo da deformagao viscoelastica
média macroscépica, representada pela linha hachurada azul, semelhante ao caso
monotdnico unidimensional, revisado no Apéndice E. Um efeito diferente é observado
na inclusao, pela linha hachurada preta, a deformacao viscoelastica média na inclusao
passa a decrescer acentuadamente e simultaneamente com o aumento na evolugao
do dano médio, representada em magenta.

Com base na analise dos valores médios por ciclo, a evolugdo monotodnica cres-
cente da deformacao viscoplastica e a saturacdo da parcela viescoelastica proporci-
onam o respectivo aumento e decrescimento nos seus valores médios vistos na Fi-
gura 4.17. Os resultados para o,,.. 33 = 19,8 M Pa demonstram uma relagcdo entre o
ponto de inflexdo na curva de evolugao do dano e a saturacédo da deformacéo viscoe-
lastica. A Figura 4.17 induz uma relagao do ponto de inflexdao da curva de dano com
o decrescimento da deformacao viescoelastica média, aparentemente, localizado na
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Figura 4.17 — Ratchetting (Entrada: Tabela 4.10; Tabela 4.11; 0,4, 33 = 19,8 M Pa)
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Fonte: Autor.

interseccao das curvas.

4.2.1 Comparacao dos métodos de regularizacao

No método de homogeneizacao implementado, a regularizacdo desenvolvida
por Doghri, Adam e Bilger (2010) garante um operador tangente algoritmico Unico
para o0 método LCC aplicado a elasto-viscoplasticidade. O trabalho de Miled, Doghri,
Brassart et al. (2013) contribuiu com a inclusdo do modelo viscoelastico. Nessa abor-
dagem, com o aumento do numero de incrementos, o operador tangente algoritmico
viscoelastico-viscoplastico C,,7, no instante ¢,,, 1, tende ao viscoelastico-plastico C, ",
ao invés de tender ao operador viscoelastico C° ;.

Como mencionado na Secéao 3.1.2, durante o desenvolvimento do trabalho, foi
dificil interpretar a metodologia de regularizacao implementada por Krairi, Doghri e
Robert (2016). Assim, surgiram duas abordagens, uma com base no relato da tese
Krairi (2015) e outra deduzida a partir do trabalho precursor, isto € Doghri, Adam e
Bilger (2010). Nesta sec¢éo serdo apresentados os resultados para ambas, com uma
breve discussao da estabilidade do método de Newton aplicado a solugéo do residuo.
Nesta secdo, todos os resultados explorados admitem uma tolerdncia maxima tol =
1012,
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Figura 4.18 — Efeito do numero de incrementos nos dois métodos de regularizacédo
(Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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Figura 4.19 — Pico de iteracgdes por ciclo (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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A sensibilidade da implementagdo ao numero de incrementos por ciclo esta re-
presentada na Figura 4.18. Para as duas metodologias, trés casos foram avaliados:
50, 100 e 200 incrementos por ciclo. Pela andlise dos resultados, os dois métodos
convergem a mesma solucao, para diferentes valores de tensdo maxima o,,,,33. Na
Figura 4.19, constam as curvas do numero maximo de iteracbes necessarias na apro-
ximacao dos residuos Rp (Equacédo (3.24a)) e Y (Equacao (3.23a)), em cada ciclo,
versus o numero de ciclos. As simulagdes foram realizadas com 0,4, 33 = 25 M Pa e
namero de incrementos g = {8,20,50}.

As curvas para 8 e 20 incrementos justificam o menor tempo de execucéo ob-
servado durante a tomada destes resultados, préximo a 10% na simulagdo com 20
incrementos. Em contrapartida, para ¢ = 50, o tempo de execucéo €, qualitativamente,
0 mesmo em relagdo ao método de Krairi, Doghri € Robert (2016). Na Figura 4.20, é
feita uma andlise semelhante, entretanto, pela média de iteragdes por ciclo, embora
as curvas apresentem pouca distingdo na convergéncia dos métodos, aparentemente,
ha maior eficiéncia na metodologia deduzida no Apéndice B.

Figura 4.20 — Média de iteracgdes por ciclo (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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Em Krairi, Doghri € Robert (2016) a regularizagédo € aplicada no operador tan-

vep

1, conforme a Equacéo (3.18). Na Secéo 3.1.2, foi apon-
tada a falta do termo com a derivada do dano d,.D no operador tangente algoritmico
definido pelos autores. Dessa hipétese, a auséncia deste poderia provocar a diminui-
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cdo da taxa de convergéncia do método de Newton para a solugdo de Rp € Y. No
entanto, com base nos resultados, o0 ganho computacional foi relativamente baixo nos
casos simulados e ha necessidade de uma analise mais detalhada.

4.2.2 Efeito das caracteristicas do carregamento

Na Secéo 2.2.1, foi relatada a dificuldade dos modelos preditivos usuais em re-
tratar todos os efeitos da solicitagdo na vida de fadiga. Portanto, nesta secéo, sao apre-
sentados resultados para diferentes perfis de solicitagdo. Foram realizadas simulagdes
com as mesmas condi¢cdes do caso uniaxial da Figura 4.14. O efeito da frequéncia f, é
analisado pelo dobro e metade do valor utilizado na simulagao anterior. Nas mesmas
circunstancias, o efeito da tensdo média € analisado no caso de reverséo total da soli-
citacdo, com R; = —1. Por fim, o efeito da fung&o de solicitacéo, triangular e senoidal,
¢é estudado para avaliar a sensibilidade do modelo a forma do sinal da solicitagao.

Figura 4.21 — Fungbes de solicitagdo com diferentes valores de tensdo meédia e
frequéncia (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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Fonte: autor.

As solicitagbes simuladas estéo representadas na Figura 4.21 com 0,433 =
25M Pa. Para cada perfil de solicitagao, foram realizadas simulagées com o,,,,.33 =
{28,25,23,22,21,20}. As curvas de fadiga resultantes estéo ilustradas na Figura 4.22
e Figura 4.25. Note que, embora possuam a mesma tensdao maxima, 0s casos com
tragcdo e compressdo R, = —1 apresentam o dobro da tens&o alternante. O foco des-
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tes resultados estd na mudanca de comportamento das curvas de solicitagdo versus
vida, na transicdo dos regimes, e na capacidade, ou incapacidade, do modelo em
representa-la.

Figura 4.22 — Sensibilidade a tensdo média e frequéncia (Entrada: Tabela 4.10 e Ta-
bela 4.11)
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A influéncia da frequéncia na curva de Woéhler, pelas curvas da Figura 4.22, é
semelhante ao relatado por Mortazavian et al. (2015) nos seus estudos experimentais.
Em uma determinada faixa de frequéncia, na qual a geracao de calor é desprezivel, a
vida de fadiga é maior conforme a frequéncia aumenta. Do ponto de vista do modelo
homogéneo, sob velocidades de deformag&o maiores, a rigidez do modelo também é
maior, como nos resultados da Secao 4.1. Nestes casos, a deformagao e a histerese
sd0 menores, portanto o dano evolui mais lentamente.

As curvas uniaxiais com reversao completa R, = 1 apresentam uma vida de fa-
diga menor quando comparadas ao mesmo caso com R, = 0, esse comportamento &
o mesmo reportado por Berrehili, Nadot et al. (2010). Entretanto, se apenas o efeito da
velocidade fosse levado em consideracao, o comportamento esperado da simulagéao

com R, = —1 e f, = 2 Hz seria um aumento na vida de fadiga, em relagdo a curva
com mesma frequéncia e R, = 0, pois a taxa de solicitacdo € maior. Para comparar
as curvas com R, = 0 e R, = —1, sob mesma taxa de solicitacao, foi realizada a

simulacdo com R, = —1 e f, = 1 Hz, a qual resultou em uma vida ainda menor.
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Figura 4.23 — Evolugao do dano (Entrada: Tabela 4.10; Tabela 4.11; 033 = 20 M Pa)
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Figura 4.24 — Ratchetting (Entrada: Tabela 4.10; Tabela 4.11; 0,405,353 = 20 M Pa; R, =

—1; fs=2Hz)
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A Figura 4.23 apresenta as curvas de evolugao do dano das simulagdes repre-
sentadas na Figura 4.21, com 0,4, 33 = 200 Pa. Nas curvas com tragdo e compresséo
néo é visivel uma tendéncia a inflexdo, como é observado nos casos com R, = 0, em-
bora tenham a mesma taxa de solicitagdo. Ao comparar as curvas da Figura 4.24 e
o caso com R, = 0 da Figura 4.17, a deformacado média por ciclo e suas parcelas
viscoelastica e viscoplastica sdo muito menores e proximas de zero. Nesse caso, com
auséncia de rachetting, nao ocorreu inflexao na evolugéao do dano.

Figura 4.25 — Efeito da fung¢ao sinusoidal comparada a triangular (Entrada: Tabela 4.10
e Tabela 4.11)
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O efeito do formato da onda do sinal € observado com uma analise da Fi-
gura 4.25, na qual estéo ilustradas as curvas da predi¢cdo para um sinal triangular
e para um sinal sinusoidal, ambas com f, = 2Hz e R, = 0. Assim como relatado
por Janssen, Govaert e Meijer (2008), o sinal sinusoidal provoca uma vida de fadiga
menor, quando comparado ao sinal triangular. Uma interpretagdo segue 0 mesmo con-
ceito do efeito da frequéncia e taxa de solicitacao, pois, préximo a tensdo maxima, a
taxa de solicitagdo € muito menor em relagéo ao sinal triangular.

4.2.3 Analise de sensibilidade aos parametros da inclusao

No trabalho de Krairi, Doghri e Robert (2016), os autores propuseram um con-
junto de parametros materiais obtidos a partir da andlise inversa por métodos de oti-
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mizagdo, com base em curvas experimentais monotdnicas e ciclicas macroscopicas.
Os parametros viscoelasticos unidimensionais da matriz e inclusées foram ajustados
para representar curvas de tracao uniaxial, sob diferentes taxas de solicitagdo. Ja os
parametros tridimensionais foram aproximados ao definir o coeficiente de Poisson v
constante e igual em todos os bragos de Maxwell.

Para determinar os parametros da viscoplasticidade e dano das inclusées, o
ajuste foi realizado com base em curvas de Woéhler. O resultado sdo os parametros
identificados na Tabela 4.10 e Tabela 4.11. Esta secdo é destinada a explorar os efei-
tos dos parametros locais de viscoplasticidade, dano e homogeneizagao na curva de
Wodhler. As simulagdes realizadas representam as mesmas condi¢des do caso uniaxial
da Figura 4.14, com sinal triangular, frequéncia f, = 2 Hz e razédo R, = 0.

Figura 4.26 — Sensibilidade a ¢, (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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O efeito da variagéo de 10% na tens&o limiar de escoamento o, da incluséo é
ilustrado na Figura 4.26. Esse parametro apresenta uma relacéo direta com a vida de
fadiga, mais evidente sob valores maiores de tensdo maxima. O oposto é observado
ao analisar a Figura 4.27, na qual o parametro avaliado € o médulo de dano S, também
com variacao de 10%. As alteracdes em S influenciam a vida de fadiga com proporcdes
maiores, conforme a tensdo maxima diminui, com maior representatividade na fadiga
de alto ciclo.
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Figura 4.27 — Sensibilidade a S (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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Figura 4.28 — Sensibilidade a s (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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Nas curvas da Figura 4.28 e Figura 4.29, a mesma variagao de 10% no expo-
ente do dano s e no valor critico de dano D., respectivamente, demonstram a mesma
tendéncia da Figura 4.27. Entretanto, o efeito do expoente s é inversamente proporci-
onal na curva de Woéhler. Dentre os parametros analisados o modelo mostrou menor
sensibilidade ao valor critico D... Contudo, as simulagdes propostas ndo permitem uma
comparacao do efeito dos trés ultimos parametros no regime de alto ciclo, regido de
interesse do presente estudo, pois os resultados apresentam uma diferenga muito
grande também na fadiga de baixo ciclo.

Figura 4.29 — Sensibilidade a D, (Entrada: Tabela 4.10 e Tabela 4.11)
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Na Figura 4.30, estéo representadas as curvas com inclusdes esféricas (7 = 1),
oblata (Z = 0.5) e prolata (Z = 2). O caso com inclusdes prolatas € equivalente a um
compasito com fibras curtas, orientadas na dire¢do da solicitagcao, portanto com maior
rigidez nesse eixo. A simulacdo das inclusdes prolatas com solicitacdo perpendicular
ao eixo de maior raio das fibras é equivalente a manter aquela dire¢do da solicitagéo e
definir Z = 0.5. Assim, a curva para Z = 0.5 expressa menores rigidez e vida de fadiga.
No modelo, o efeito da razdo de aspecto Z demonstra maior influéncia sob baixos valo-
res de tensdo maxima e, aparentemente, quando comparado aos efeitos dos parame-
tros analisados anteriormente, aumenta a sensibilidade do modelo a tensdo maxima.
Esta observagao surge da comparacao entre a Figura 4.30 e Figura 4.27, préximas
nos primeiros valores de tensdo maxima e bem distintas para ;4. 33 = 21M Pa.
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Figura 4.30 — Sensibilidade a Z, inclusdo esférica, oblata e prolata (Entrada: Ta-
bela 4.10 e Tabela 4.11)
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5 CONCLUSAO

Foi elaborada uma revisao do efeito das solicitagdes ciclicas na falha por fadiga
mecanica dos materiais de engenharia, com enfase nos termoplasticos semicristalinos.
A revisao abordou formas de analise, modelos preditivos e concepcdes do processo de
nucleacao. Para identificar e compreender como ocorre o processo de nucleagcao nos
termoplasticos, foram revisados também a sua morfologia e seus micromecanismos
de deformacao e falha. Com base na literatura utilizada, o processo no qual ocorre a
nucleacao e formacao de crazes ainda nao é um consenso, contudo a presenca de
deformagdes localizadas é destacada como principal evidéncia na falha dos termo-
plasticos.

De acordo com a revisao, os modelos classicos e recentes para a predicao da
falha por fadiga mecanica nos termoplasticos ndo sao capazes de incorporar todos 0s
fenémenos envolvidos, sobretudo em condi¢des de solicitagdo n&o proporcional. Mo-
delos numéricos multiescala compostos por sistemas discretos sao, recentemente e
amplamente, aplicados nesse tipo de analise, porém dependem de grande desempe-
nho computacional. Os métodos MFH s&o uma alternativa com bom custo-beneficio.
Estes dependem de menor custo computacional e sdo capazes de incorporar um efeito
local no comportamento macroscépico, mas, devido as simplificacbes necessarias,
nao o reproduz. Isto €, a MFH adotada ndo é adequada para representar 0s campos
na microestrutura.

O modelo desenvolvido por Krairi, Doghri e Robert (2016) foi revisado e imple-
mentado. Na fundamentacao do GSM, com maiores detalhes na tese de Krairi (2015),
surgiu a dificuldade de formular a estratégia de regularizacao do operador tangente
algoritmico estabelecida pelos autores. Conforme a revisdo do trabalho de Doghri,
Adam e Bilger (2010), foram formuladas duas estratégias para determina-lo. Uma de-
las € fundada no relato da tese de Krairi (2015), a outra é deduzida com base em
outras simplificagdes. Nos resultados obtidos neste trabalho, as duas estratégias apre-
sentam curvas proximas, com tempos de execuc¢ao, ligeiramente, diferentes.

Cada modelo acoplado no potencial de dissipacao foi analisado separadamente.
Os resultados de viscoelasticidade foram validados com a solu¢ao analitica e compara-
dos as curvas presentes em Miled, Doghri e Delannay (2011). Nao foi possivel validar
a implementacéao deste trabalho com a da referéncia Miled, Doghri e Delannay (2011)
em alguns casos de viscoelasticidade. A parcela viscoelastica também foi comparada
para alguns resultados relatados por Krairi e Doghri (2014). Em relacao a este ultimo,
com os parametros documentados pelos autores as curvas nao coincidiram em ne-
nhum dos casos analisados. Essas dificuldades provavelmente ocorreram ao aplicar
a Equacéo (4.3). Enquanto Krairi e Doghri (2014) apresenta apenas uma medida para
o coeficiente de Poisson e afirma a mesma metodologia de Miled, Doghri e Delannay
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(2011), com o parametros deste ultimo cada brago reolégico apresenta um Poisson
distinto.

As curvas obtidas com o modelo de elasto-viscoplasticidade e elasto-
viscoplasticidade-dano foram comparadas aos resultados relatados por Krairi e
Doghri (2014) e, em todos os casos analisados, a implementagao apresentar curvas
idénticas as da referéncia. O mesmo foi constatado pela comparacéo dos resultados
do modelo viscoelastico-viscoplastico com a referéncia Miled, Doghri e Delannay
(2011). Devido as diferengas nos resultados de algumas curvas, todas com viscoelas-
ticidade, houve erros ao reportar os parametros viscoelasticos, por parte dos autores,
ou em aplica-los neste trabalho. Contudo, foi demonstrada a capacidade do modelo
completo das fases em representar as tendéncias dos resultados relatados por Krairi
e Doghri (2014), através do ajuste manual dos parametros.

Em razao das dificuldades de validacao dos resultados com os trabalhos cita-
dos anteriormente, a implementagéao do algoritmo de homogeneizacgéo foi comparada
aos resultados de Doghri, Adam e Bilger (2010) para um modelo elasto-viscoplastico.
As curvas coincidem para todas as taxas de solicitagcdo simuladas, exceto para a me-
nor taxa, préxima ao caso inviscido. De acordo com a revisdo do modelo de viscoplas-
ticidade, ha uma dificuldade numérica nestes casos e na implementagcédo desenvolvida
néo foi aplicada nenhuma convengéo para supera-la. Portanto, a diferenga nos resul-
tados da validagdo do modelo multiescala, provavelmente, ocorreu por uma diferenca
nessa parte da implementacao.

Foi proposta uma analise da aplicabilidade do modelo desenvolvido no trabalho
de Krairi, Doghri e Robert (2016). Por definigdo, os resultados estao limitados ao re-
gime dominado mecanicamente e sua aplicabilidade fora desse nao esta no escopo
deste trabalho. Isto posto, com base nos resultados obtidos, foi identificada a sensi-
bilidade aos efeitos de solicitacbes multiaxais, ndo proporcionais e da forma do sinal
na vida de fadiga. Os modelos viscosos permitem incorporar o efeito da frequéncia e
amplitude da tenséo nas curvas de Wohler. A capacidade de simular a transicao do
regime de baixo para alto ciclo foi evidente com o fenébmeno de ratchetting, sem rever-
sé&o completa da solicitagdo. Nos resultados obtidos com R, = —1 tal comportamento
nao foi observado, assim como o ponto de inflexao na evolugao do dano.

A andlise de sensibilidade realizada permitiu compreender a influéncia dos pa-
rametros analisados na curva de Wohler, em fungédo da tensdo maxima. A partir dela
seria possivel estabelecer uma metodologia para caracterizacdo dos parametros ma-
teriais, com base em uma referéncia macroscépica determinada no regime de baixo
ciclo, pois estes ensaios sdo mais faceis de realizar. Nesse caso, apds estabelecer
0os demais parametros naquele regime, € conveniente ajustar S e D, para estender
a aplicabilidade ao regime de alto ciclo, pois apresentaram menor influéncia neste. O
mesmo € dito para a razdo de aspecto das inclusdes Z e este pode auxiliar a repre-
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sentar o efeito da tensdo média.

O resultado da sensibilidade aos parametros da inclusdo, como proposto, ndo
possibilitou uma analise comparativa entre a maioria destes parametros. Simulacoes
com variacoes diferentes para cada parametro, determinadas para resultar em cur-
vas com relagdo préxima de tensdo maxima versus vida durante o regime de baixo
ciclo, acresceria no entendimento da correlacdo dos parametros no regime de alto ci-
clo. Devido ao grande volume de conteudos abordados neste trabalho e o tempo de
processamento para tomada dos resultados, as andlises foram delimitadas e os ca-
sos estudados ndo necessariamente sédo suficientes para compreender o fenémeno.
Assim, com base nas limitacbes deste trabalho, foram elencadas também algumas
outras recomendacdes para trabalhos futuros, a fim de complementar as analises pro-
postas e investigar outros fenémenos associados, conforme segue:

1. Obter mais resultados para andlise de convergéncia dos métodos de regulariza-
¢ao e sua influéncia na resposta do processo de homogeneizacao;

2. Realizar uma anadlise de sensibilidade com resultados préximos no regime de
baixo ciclo, a fim de isolar o efeito no regime de alto ciclo;

3. Determinar os parametros da matriz com base no comportamento ciclico experi-
mental multiaxial;

4. Investigar formas de determinar os parametros materiais das inclusdes com base
no comportamento ciclico experimental multiaxial;

5. Estudar o efeito da tensdo média com encruamento e dano nao isotrépicos, ou
ainda considerando inclusdes nao esféricas;

6. Acoplar o feito térmico e geragao de calor no modelo constitutivo das fases;

7. Aplicar outras solugdes semi-analiticas ao invés de Mori-Tanaka, por exemplo o
Double Inclusion Method para incluir o conceito dos CZMs.
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APENDICE A - DEFINICOES TENSORIAIS

Nesse apéndice constam as definicoes de operacgdes tensoriais, derivadas es-
senciais para a deducao das equagdes e notagdo matricial utilizada para implementa-
cao. De forma genérica, é definido um conjunto de vetores V, um conjunto dos tenso-
res de segunda ordem Lin e outro para os de quarta ordem Lin. O espaco )V contém
os vetores tridimensionais com componentes reais R. J& 0 espag¢o Lin representa o
espaco constituido pelos operadores lineares capazes de mapear de V para )V e Lin
aqueles capazes de mapear de Lin para Lin (JOG; HUTTER, 2003). Os espacos sao
normados || ® ||, munidos da definicdo de produto escalar ©.

Lin={U:V—=YV |U:-(au+bv)=aU - -u+bU -v,
Vu,v € V, Va, b € R}

Lin={A:Lin— Lin | A: (aU+bV)=aA:U+bA:V,
V U,V € Lin, Va,b € R}

(A.1a)

(A.1b)

A1 OPERACOES

Na forma indicial, dados os indices {i, j, k,l,m,n}, a contragdo de um indice,
expressa por "-", a contragdo de dois indices, representada nesta notacdo como ":",
assim como a contragdo de quatro indices "::", estdo definidas na Equacao (A.2)
(DOGHRI, 2013).

U -V = U, (A.2a)
(U - V) = U Vi (A.2Db)
(U -v); = Uijv; (A.2c)
U:V =U;Vj (A.2d)
(A B)ijki = AijmnBrmki (A.2¢e)
(A:U)y; = AU, (A.2f)
A B = Aijinn Bpmji (A.29)

As operacdes acima diferem da convencéo estabelecida em outras referéncias
(JOG; HUTTER, 2003). Conforme Malvern (1969), essa notacao é equivalente aquela
quando um dos operadores é simétrico. Além da contracdo dos indices, nos espagos
definidos também € admitido o produto tensorial, representado por @ para ambos na
Equacgéo (A.3).

(’U, X v)ij = U;Vy (A3a)
(U@ V)iji = UijVi (A.3b)



APENDICE A. Definigbes tensoriais 97

A2 SUBESPACOS

O espaco Lin contém o subespaco dos operadores simétricos Lin®¥™, o
mesmo é dito para 0 espacgo Lin, no entanto para o ultimo esse conceito compreende
simetria total, Equacgéo (A.4b), simetria maior, expressa pela Equacao (A.4c), e duas
simetrias menores, conforme Equagao (A.4d) e Equagéo (A.4e).

Lin™"™ — {U € Lin | (U)y = (U);} (A4a)
Linsym,t = {A € Lin | ( )zgkl % [(A)”kl + (A)ikjl + (A)zl]k]} (A4b)
Lin®¥™" = {A € Lin ‘ (A)ijkl = (A)kllj} (A4C)
Lin®ym™! = {A € Lin ‘ (A)kl = (A)’lek} (A4d)
Lin®ym? = {A € Lin ‘ ( )ijl = (A)jlkl} (A4e)

Uma classe de operadores tensoriais € invariante a rotacées do sistema carte-
siano no qual foram definidos, chamados de isotrépicos. Os subespacgos destes tenso-
res de segunda Lin'*° e quarta ordem Lin*° estdo declarados na Equacéo (A.5).

Lin° = {U € Lin | (U);; = ad;} (A.5a)
Lin™° = {A € Lin | (A)iju = adij0n + Bdund; + v6udx} (A.5b)
Os termos «, 3 e v sdo escalares quaisquer e ¢;; € o delta de Kronecker, definido
pela Equacéo (A.6).

1, se 1=
0, se i #J

A.3 PRINCIPAIS OPERADORES

As identidades simétricas de segunda I e quarta ordem I, assim como 0S ope-
radores simetrizador I* e transpositor I, sdo definidos em fungao do delta de Kronec-

ker, conforme abaixo.

(1), = (A7a)

(]I)ij:l - (5zk5]l (A7b)

(]I )z]kl - (5zl(sjk (A7C)
1

(I?)ijr = 5(5ik5jz + 8:0,1) (A.7d)

Notoriamente, pelas definicbes da Equacao (A.4) e Equacao (A.5), a partir dos
operadores acima, um tensor de quarta ordem isotrépico, com simetria total, & escrito
em termos de I e I, conforme a equacao abaixo.
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(A)ijir = (I ijr + BI @ I) gy + (I @ T )4j (A.8)

Ao definir o = 2G, 5 = —% e v = K, o tensor A é reescrito em termos de dois
operadores de quarta ordem, um desviador I¢ e outro volumétrico I, expressos pela
Equacéo (A.9).

A =2GI" +3KI" (A.9a)
I*=1-1 (A.9b)
= %(I @ 1) (A.9¢)

O operador desviador e volumétrico apresentam algumas caracteristicas impor-
tantes quando operam entre si e em tensores de segunda ordem. Estas s&o utilizadas
no decorrer da formulacao deste trabalho e estdo formuladas pela Equagéo (A.10).

I A= A? (A.10a)
I": A= A° (A.10b)
.U =uU* (A.10c)
I':U=U" (A.10d)

Conforme revisado por Doghri e Ouaar (2003), a contracao de quatro indices,
entre operadores de quarta ordem, resulta em um escalar invariante da orientacao do
sistema de eixos cartesianos, portanto sdo definidas as constantes abaixo.

I’.:1m=1 (A.11a)
I‘:1=s5 (A.11Db)
I" 7= 0 (A.11¢)

Pelos resultados acima, os escalares G e K sao definidos pelas operacdes da
Equacéo (A.12). As equagles abaixo sao aplicadas para extrair uma parcela isotropica
do operador tangente algoritmico na Se¢éo 3.1.2.

I': A=3K (A.12a)
I: A =10G (A.12Db)

A.4 DERIVADAS DIRECIONAIS

Com base em Jog e Hutter (2003), essa sessao explora aspectos matemati-
cos do diferencial de campos escales e tensoriais, com argumentos ndo escalares. A
principal diferenca na notacao, em relacao a Jog e Hutter (2003), é o termo "e", uti-
lizado para destacar os operadores diferenciais. Isto posto, seja D um subconjunto
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aberto de I, com K e F definidos espacgos vetoriais, finitos e normados, uma fungao
f:D c K — F é dita diferencidavel em X € D, caso exista a transformacéo linear
De f(X): K — F, capaz de satisfazer a igualdade da Equacgao (A.13).

f(X+H)=f(X)+De f(X)H]+o(H) (A.13)

Otermo H € K e afuncgédo o(H) converge a zero mais rapido, quando compa-

rada a H. O segundo termo a direita da igualdade acima é definido como a derivada

direcional da funcdo f, no ponto X, também chamada derivado de Gateaux. Uma

vez definido o termo D e f(X'), chamado derivada de Fréchet, ele é unico, portanto a
Equacao (A.14) é satisfeita para a derivada direcional.

De f(X)[H] = %f(?( +H) (A14)

e=0
A derivada direcional satisfaz algumas das propriedades usuais das derivadas.
Fundamentais para o desenvolvimento da formulacao deste trabalho s&o:

a) Associatividade, seja f(X) = f1(X) + fo(X);
Do f(X)[H] = Do fi(X)[H] + D o fo(X)[H] (A.15)

b) Regra do produto, seja f(X') = f1(X)x fo(X), onde = representa a contragao
adequada no espago F ;

Do f(X)[H] = Do fi(X)[H] * fo(X) + f1(X) x D o fo(X)[H] (A.16)
c) Regra da cadeia, seja f(X) = fi(f2(X))
D e f(X)[H] = Do fi((f2(X))[(D e fo(X)H] (A.17)

Com essas defini¢cdes, sao declarados dois operadores diferenciais utilizados
na formulacao, o gradiente V e divergente div. O operador V esta expresso, para uma
funcéo escalar f : Lin — R, em um elemento X € Lin, pela Equagéao (A.18b).

(Vo F20)s = 5 (A.18b)

Para uma funcgao tensorial f : Lin — Lin, 0S operadores V e div, em um
elemento X € Lin, sao definidos conforme a Equacao (A.19).

° a(f)zj
(Vo f(X))iju = (X (A.19a)
O

Fij

(div e f(X))y =3 C (D (A.19Db)



APENDICE A. Definigbes tensoriais 100

A.5 DERIVADAS UTILIZADAS

Nas deducodes, principalmente, dos operadores de quarta ordem utilizados no
método de Newton, foram aplicados os conceitos anteriores para o operador linear D.
Portanto, nesta secdo foram concatenadas as derivadas das principais fungbes pre-
sentes no sistema de equacoes, do residuo da aproximacao no ponto macroscépico e
em cada fase material, conforme abaixo:

a) Seja f(X) = X, paratodo X € Lin;

of
o =1 (A.20)
b) Seja f(X) = (I* +IT + 1"+ 1% : X, paratodo X € Lin;

)
a—iz(lfﬂ—JZT%—ﬂ“rlZd):]I (A.21)

c) Seja f(X) = X, paratodo X € Lin®*™;

of
d) Seja f(X)=tr(X)=1:X,paratodo X € Lin;

of _

sy =11 (A.23)

e) Seja f(X) =||X|| = VX : X,paratodo X € Lin;

- = .7 A24
ox ~ [[x] A2
f) Seja f(X) = ||X||?, paratodo X € Lin;
of '
Sy =X (A.25)
g) Seja f(X) =||X||"!, paratodo X € Lin;
of 1 < X X)
— = |- Q= |1 A.26
ox T " 2 © (.20

A.6 NOTACAO MATRICIAL

Para armazenamento das componentes dos tensores e implementagao das
operacgdes tensoriais, foi aplicada a notacao de engenharia nos tensores de segunda
e quarta ordem. A representagao destes ultimos, definida adiante, também é chamada
notacdo de Voigt (JIRASEK; BAZANT, 2001). Conforme Jog e Hutter (2003), seja
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U € Lin®™ e A € (Lin*™!' N Lin®*¥™?), suas representagdes no R" resultam do
mapeamento G : Lin — R' e G : Lin — R

_Ull_ _Allll A1122 A1133 Alll? A1123 A1113
U22 A2211 A2222 A2233 A2212 A2223 A2213
Q(U) _ U33 : Q(A) _ A3311 A3322 A3333 A3312 A3323 A3312 (A27)
U12 A1211 A1222 A1233 A1212 A1223 A1213
U23 AQSII A2322 A2333 A2312 A2323 A2313
_U31_ _A3111 A3122 A3133 A3112 A3123 A3113_

A definicdo anterior de simetria é necessaria para o mapeamento G(A), no
entanto, também é valido caso A € Lin*¥™!. Para aplicar as operacdes de contracao e
produto tensorial, definidas anteriormente, sdo declaradas as regras de mapeamento

da Equacéo (A.28), na qual a multiplicagdo de matrizes esta representada por "o".

GU+V)=G6U)+G(V) (A.28a)
G(A+ B)=G(A) +G(B) (A.28b)
G(AT) = [G(A)]" (A.28c)
GU:V)=[GU)]" o [G(I)] " oG(V) (A.28d)
G(A:V)=G(A)o[G(I*)]  oG(V) (A.28e)
G(A:B)=G(A)o[G(I")] ™" o G(B) (A.28f)
G(A™Y) =G(I") o [G(A)] " o G(I) (A.289)
G(A = B)=[G(I")] ' 0 G(A) o [G(I*)] ' 2 G(B) (A.28h)

Na notacao de engenharia, a relagdo constitutiva elastica linear é representada
pelas matrizes e vetores expressos na Equagao (A.29), pois {o,€} € Lin**™ e C €

Linv™?*,

_011- [ €11 ]
022 €22
G(o)=G(C €)= |"®| = [2GG(I%) + BKG(I")] o [G(I*)] ' o | (A.29)
012 2€19
023 2623
[ 731 | 2631

Conforme as definicbes da Equacao (A.11), a identidade I é mapeada por
G(I = diag[1,1,1,1,1,1], I por G(I) = [1,1,1,0,0,0] e o operador simetrizador I*
por G(I*) = diag[1,1,1,1/2,1/2,1/2]. A fungéo diag define uma matriz diagonal com
os elementos definidos no vetor.
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APENDICE B - DEDUGOES DA IMPLEMENTACAO

Os principais elementos matematicos utilizados para representar o problema
sdo objetivamente declarados e descritos no Capitulo 3. Neste apéndice, sdo apre-
sentados os termos explicitos do tensor de Eshelby e gradientes, ou aproximacoes,
necessarios na implementagao dos métodos de integracao temporal e de solugéo dos
residuos resultantes das aproximacgdes.

B.1 LINEARIZAGAO DA TENSAO VISCOELASTICA EFETIVA

Nos modelos usuais de viscoelasticidade linear, a relacao constitutiva entre a
tenséo & e a deformacgéo €', linearizada no tempo, é definida pela integral hereditaria
da Equacao (B.1a) e suas propriedades permitem formular a Equacéao (B.1Db).

- fnt1 Oe’e

Onil = C*(tper — 2) P ds (B.1a)
_ tn e Heve tn+1 e Heve

Opt1 = N C*(tpe1 — 2) Py dz + 5 C*(ty1 — 2) : e dz (B.1b)

Conforme definido na Equacao (2.28), a tensdo & € reescrita em funcao das
séries de Prony para o médulo de cisalhamento da Equacédo (2.29) e volumétrico ex-
presso pela Equacgao (2.30).

tn ve
Ol = / [QQ(th — 2) I + 3K (tpy1 — z)JIU] : 886 dz

—00 z
boet e (B.2a)
+/ [QQ(th — 2) I 4+ 3K (tpyr — z)l[”} : o dz
tn
p
G(t) =Gu+ Y Gie w (B.2b)
=1
p t
K(t)= Ko+ Y Kie h (B.2c)

O primeiro termo da Equacéao (B.2a) é funcao do estado &,, € do incremento de
tempo At =t,,1 — t, € adiante, na Equacao (B.3), representa uma medida afim @,, 1,
em inglés affine.

tn ve
A— / [2G(tn + At — 2)I% + 3K (t, + At — 2)I°] a(;z dz (B.3)

Novamente, pelas propriedades do operador integral e associatividade da con-
tracdo ":", na Equacéao (B.3), ao deduzir a solugcédo para uma parcela da soma entre
colchetes, desviadora ou volumétrica, a outra € analoga. Convenientemente, sera de-
senvolvida a parcela desviadora &%, como segue.
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tn p -z At 8 ve
‘-:’ZH:/ 2<G°°+ZG¢€ s e i'>1Id : 52 dz
h =1 g (B.4)
n ve ¢ (tn z) ve
:/ 2G I de _A'/ 2Ge” @ I de dz
o 0z _ 0z

A primeira integral da Equacéo (B.4), na segunda igualdade, é a parcela des-
viadora S'nm da tenséo efetiva ,, .., N0 segmento elastico do modelo viscoelastico e
instante ¢,,. O outro integrando representa a parcela desviadora S’m da tensao efetiva
0., em cada segmento de Maxwell, naquele mesmo instante.

~n+1—SnOO+ZSnz€ 9i (BS)

=1
Para solucionar a segunda integral da Equagao (B.2a), algum método de in-

tegracdo é necessario, um exemplo € a regra do ponto médio, outro, simplesmente,

define a taxa de deformagéo constante no intervalo [t,, t,,.1]. Este ultimo foi implemen-
. . . . ~d

tado e sera aplicado adiante para a parcela desviadora S, ,

~d tnt1 0e*®
STL+1 = / 2g<tn+1 - Z)ﬂd a n+]_
tn

t"+1 nl 2) a

—/ ( OO+ZG6 T ) 5 dz + &,
tn
tnt1 _ (tntAt—z) 0

:/ ( OO+ZG6 +gz ) 1. —5 dz+w
ln

tnt1 a ve tn+1 _ (tntAt—z) Oeve

_ d ; d. ~d
= /tn 2G o I : dz + Z/ s I%: 92 dz + Wy (B.6)

~ 2G Hd aeve _'_ Z gz 2G 7(tn+gﬁﬂd aeve tnt1 + (:Jd
= 02" : ~cuie : : n

9: ) " &\ At RE o
— tnt1
P _ (tntAt—z) geve |

= <2Gooz + Z gi2Gie @i I*: By +Op

| i=1 tn

ot

= [2G At + zp:giZGi (1 — e_ﬁz‘t)] . de
i=1

L t:tn+1

Na deducdo acima, estad implicito o passo no qual é aplicada a definicao
Oy, €"° = 0,€". Com a condigdo expressa pela Equagdo (A.14), para o dominio
discreto [t,,t,+1], @ derivada direcional de €', em relagéo a ¢, no instante ¢,.;, €

aproximada pela Equagéao (B.7).

Oe’* €ty + At) —€(t,)  Ae®

ot At N (B.7)

t=tn+1



APENDICE B. Deducées da implementagdo 104

Ao substituir a definigdo acima na ultima igualdade da Equacao (B.6), é formu-
lado 0 médulo de cisalhamento tangente viscoelastico G, conforme a Equagao (B.8b).

~d

S =2GI%: Aev + &, (B.8a)
p

5 G (1_ .5

G=Gut ; G, (1 e ) (B.8b)

Por fim, de forma andloga ao exposto para a parcela desviadora, 0 mesmo
procedimento € aplicado a volumétrica e a tenséo efetiva & é a soma de todas essas
parcelas, expressa em funcéo dos tensores "¢ e &.

Gt = O A€ + @iy (B.9a)
Cv¢ = 261" + 3KI" (B.9b)
@il = @y + @)y (B.9c)

B.2 GRADIENTES PARA O METODO DE NEWTON

O problema proposto € composto de trés linearizacdes. A relagdo constitutiva
macroscopica € linearizada no tempo e gera um residuo Rp. Paralelamente, a linea-
rizacao afim do campo de deformacgao na inclusdo provoca outro residuo Y, por sua
vez, dependente da linearizacao temporal do conjunto das variaveis independentes de
cada fase material e do respectivo residuo g. As trés fungdes, Equacao (3.2), Equa-
cao (3.23a) e Equacéo (8.8), declaradas no Capitulo 3, compdéem o residuo total da
aproximagao R.

Ro1=Rppi + Yo + 019y 00 + (1= 01)Gar 041 (B.10a)
R’P,n—i—l = Ony1 — o, — Ao (B1 Ob)
Y, = A, : A€
! ! | | 1 (B.10c)
+ (Ap = I (CF 1 — Cifa) ™ (A — Awy) — Ag

(05 =800 = S0+ 10 G5 A

g =AX + Ar(aN,41 — X y1)
Gni1 = g = Ap 4 0 (f)m AL (B.10d)

Nvp 040
Ar Y, B
D — AD n+1
7 Tp.L s

A linearizacao de cada um dos residuos, em relacao as suas variaveis indepen-
dentes, esta expressa na Equacao (B.11), formulada sem a presencga do subindice
n + 1, pois a formulacédo seguinte esta estatica nesse instante.
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Rtp,l_H = R’p,l + VAgR'pJ : 0AE (B.11a)
Th—i—l == Th + VAngh . 5A€1 (B1 1b)
9ir1 = 9 + Vagg, * 0AQ (B.11c)

Dada uma perturbacéao o, € correspondente €, 1, com o estado em t,, conhe-
cido, o algoritmo busca a raiz de R,.; na ordem g,,, — Y,;1 — Rp 4. Portanto,
em uma iteracdo [ + 1 de Rp .1 é definida a composi¢do Rp11(Y111(g9,41)). Resta
determinar os gradientes VazRp i, Vag, Yh € Vagg.

VRp|, = Cj*° = [Ul f‘ff B+ (1— vl)Cﬁ"ﬂ (1 =) T+ leBl]_l (B.12a)
Vae, Xp=1 (B.12b)

Os operadores C1¥(Q, 411), Cifi(Qarii1) € Bi(Chy) séo fungdes dos conjun-
tos de variaveis independentes Q, ;. , € Q,,,,, determinados pelo método Newton
aplicado a Equagéo (B.11c). O gradiente V Aqg, apresenta a forma explicita abaixo.

OAS, OAS, 9AS, OAS,
OAX, OAX, OAX, OAX,
| 8AS,. O0AX, OAr, OAD
VaQdr = | oart  orm oAr 9An (B.13a)
OAD, OAD, OAD, OAD,
8A,§'k OAX g OATY O0ADy,

5 A
Vaggin = I+261%: =25, (B.13b)
1— Dy
5 A
Vaggilis = =201 : ——5_ 1, (B.13¢c)
1— Dy
5 1
[Vaggilis = 2617 : 1D Ny (B.13d)
— Dy,
5 Ar
[Vaggila = =261 : me (B.13e)
[Vaqgylar = —alry Ty (B.13f)
[VaQgylz2 = T — Ary(—aTy — bI) (B.13g)
[VaQ@iles = —(alNy — bXy) (B.13h)
[Vaqgylas = 01 (B.13i)
m—1
[Vaqgils = _malay (ﬁ) Ni (B.13))
Tlop 0y0 040
At "IN
Vaqgilse = =00 <£) —t (B.13k)
77Up UyO Uy[)
m—1
[Vaqilss=1- mAtoy (£> Oarfn (B.13I)
Thp Ty0 040
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[Vaqgilss =0 (B.13m)
[Vaqgiln = —H f_mgk (%)H @ (B.13n)
[Vaqgg)se =01 (B.130)
[Vaegils = —H _1 o (%) (B.13p)
[Vaggylu=1-— H(l_A—Tng (%)S (B.139)

Pelas definicbes do Apéndice A, as derivadas direcionais restantes sdo obtidas
pela Equacao (B.15) e Equacéao (B.16).

0N, N,
"TOAS, 0AX,

\/§ , X (B.15)
YL S — n_~—<§k—xk>®<ék—xk>}
2|18 — X4l { 15— X
Osnfic = — 5o = g (B.162)
p
Yy L g L= (B.16b)

)

8 "Y = =~ — Soo Ay M
ASTETOAS,  2Ga ”“+22G-S’k

B.3 OPERADOR TANGENTE CONSISTENTE

O método de integracdo implicita implementado permite deduzir um operador
tangente consistente por um calculo direto. Ao aplicar o método de Newton, com base
na mesma metodologia exposta na Se¢ao 3.1.1, a Equacéo (3.2) é reescrita na Equa-
¢ao (B.17), no entanto, agora definida independente da MFH, sem a presenca da barra
superior na simbologia.

R'p,H_l ~ R’pJ + VRP|l 0Ae=0 (B17)

9he T one | one ©° (B.18)

OAS OAP OAD
VRp|, = (1-D) ( )

As derivadas dos elementos de AQ, em relacédo ao incremento de deformacgao
Ae, sao obtidas pelo critério de consisténcia do algoritmo incremental, no qual a varia-
¢ao do residuo g, ,, apos convergéncia, € proximo a zero, conforme a relagéo abaixo
(LEMAITRE; DESMORAT, 2005). Ao derivar a fungdo residuo g,_.,, em relagdo ao
incremento Ae, o resultado € a Equacéo (B.20).
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0gj1 =0 (B.19)

G141 ~ og,, 4 dg OAQ _
0Ae  0Ae 0AQ]|, 0Ae
Apds rearranjar os termos da Equacao (B.20), as derivadas dos elementos de
AQ, na direcao de Ae, sao obtidas pela Equacao (B.21). Assim, o gradiente da Equa-
cao (B.18) por essa aproximacao, identificada como operador tangente consistente,
representado no restante da formulagéo por €7, .

0 (B.20)

0AQ ([ 99
0Ae

—1
g,

~ ——r B.21

0Ae 0AQ k) ( )

B.4 OPERADOR TANGENTE ANALITICO

No método de regularizacdo desenvolvido por Doghri, Adam e Bilger (2010) é
utilizado o operador tangente elasto-plastico analitico, sem o acoplamento de dano.
Em Krairi, Doghri e Robert (2016) é aplicada a mesma metodologia desenvolvida por
Miled, Doghri, Brassart et al. (2013) para o modelo viscoelastico-viscoplastico. No en-
tanto, ndo esta claro como o método foi adaptado para o modelo com dano. Portanto,
aqui sera deduzido o operador tangente elasto-plastico com dano analitico, conforme
Doghri (1995), para associa-lo a formulacéo de regularizagao.

o= (1- D)0 : e* (B.22a)
Oeq = \/31(6 — X) (B.22b)
f=0q—040—R(r)<0 (B.22c)
¢" = pN (B.22d)
X =#(aN - bX) (B.22€)
. OF
D=i—> (B.22f)
F=(1—D)p>0, #f=0c #f=0 (B.229)

A Equacao (B.22) expressa o modelo viscoelastico-plastico com dano, seme-
Ilhante ao elasto-plastico com dano apresentado em Doghri (1995). Comparado ao
modelo abordado neste trabalho, além da funcéo de relaxacdo C*¢ apenas mais uma
alteracao é necessaria. O potencial de dano Fp, na referéncia definido por um poten-
cial quadratico, é expresso nesta formulacao por uma funcao de ordem s+ 1, conforme
a Equacao (B.23).

Fp— 2 <X>S+ T (B.23)
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A lei de evolucao da deformacéao plastica acumulada efetiva p é deduzida pelo
critério de consisténcia f = 0, conforme a Equacéo (B.24).

GO e O 9GN e by — 0 (B.24a)
Oe dp
_ Jogg doeq  OR\ Or 3a
hvepd - ap - ( or + 87") ap 39 ( ) ( 9 bIN : X +9/‘€7’ ) (BZ4b)
: i 2GN : é
b=1"pF = T (B.24c)

O operador tangente analitico € deduzido ao derivar no tempo a Equa-
¢ao (B.22a). Escrito como fungéo da tenséo efetiva &, o resultado é a Equagéo (B.25).
Nessa formulacdo o termo o é semelhante a & de Miled, Doghri, Brassart et al.
(2013), entretanto o denominador h,.,; contém a influéncia do dano.

=(1-D)o - D& (B.25)

Pela decomposicao aditiva da deformagéo ¢ = é¢"* + ¢’ e Equacgao (B.24), o
operador tangente efetivo é expresso pela Equacéo (B.26a). O termo D esta definido
na Equacao (B.22g), ao derivar o potencial da Equagéo (B.23) e combinar a Equa-
cao (B.24c) resulta na Equacao (B.26b).

= é = @ve-( ~(N®N) 2g> L€ (B.26a)

hepd

( > K%)%} (1-D) (2%5;: é) (B.26b)

As deducdes anteriores sdo uma combinacdo dos trabalhos de Doghri (1995)
e Miled, Doghri, Brassart et al. (2013). A forma final do operador tangente é obtida ao
substituir os termos acima na Equacao (B.25) e tomar a derivada direcional desta em
relacéo a ¢, como formulada na Equacéo (B.27).

. R 26 2GH Y\° _
Oo=C"""=(1-D)|C":[I-(N®N — (-) o N
( ) [ < ( )hvepd> (]- - D)hvepd S

(B.27)

B.5 REGULARIZAGAO

Foram definidos os operadores tangentes analitico viscoelastico-plastico efetivo
e com dano. Pela impossibilidade de determinar um operador tangente analitico para
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viscoplasticidade nao linear (MILED, 2011), sera revisada a regularizagao proposta
por Doghri, Adam e Bilger (2010) a partir do caso unidimensional e, por analogia, sera
aplicada ao modelo tridimensional n&do linear, como fungcédo do operador definido na
secao anterior. Essa regularizacao foi deduzida a partir da solugcao analitica para um
modelo elasto-viscoplastico linear unidimensional, formulado na Equacgéo (B.28).

€= ¢t P (B.28a)
og=F:¢€ (B.28b)
P — (B.28¢)
f=0—0y0—Kp=nyp (B.28d)

O estudo de Krairi (2015) comenta a dificuldade de obter uma solugéo analitica
no mesmo caso acoplado ao dano. De fato, o problema resulta em uma EDO com-
plexa. Portanto, sem o dano, sera deduzida a formulagao para o caso unidimensional
elasto-viscoplastico, com encruamento isotrépico linear, supondo solicitacdo monot6-
nica linear crescente. Isto posto, 0 modelo expresso pela Equacéao (B.22) é resumido
na EDO linear e ndo homogénea expressa pela Equacéo (B.30). A solugdo desta é
definida na Equacao (B.29b) (DOGHRI; ADAM; BILGER, 2010).

v B an - B gy = (B.292)
TI'UP nvp
E . My (—E+Kt)

vp — _ — Nvp 82

€ %pe {t N, (1 e )} (B.29b)

Ao introduzir o conceito configuragdo efetiva, a tensado & é obtida pela deter-
minagdo dos demais termos da Equagao (B.28d) e, apds o seu isolamento no lado
esquerdo da igualdade, resulta na Equacdo (B.31). As manipulacbes matematicas
aplicadas estao expressas no conjunto da Equagéao (B.30).

"I SR )
Z =t i K (1 e ) (B.30a)
g — <£t _ ﬂz) : (B.30b)
Tvp Nup
KE _
. EK .
a:0y0+(E+KZ—|—Et—EZ)e (B.31)

Dadas as definicdes anteriores, a taxa de deformacado ¢ é constante, assim
como a tensao limiar de escoamento o,,. destas proposicoes a derivada temporal da
Equacéo (B.31) é formulada conforme a Equagéo (B.32). O termo entre colchetes € a
expressao analitica do operador tangente continuo elasto-viscoplastico.



APENDICE B. Deducées da implementagdo 110

5o 1_ (5 (B.32a)
. ( KE E? (,Mt) )
0_(E+K+E+K6 » )6 (B.32b)

As expressdes acima sao utilizadas por Doghri, Adam e Bilger (2010) para de-
senvolver a regularizacao. Na Equacao (B.28d), a funcdo de escoamento f nao é equi-
valente no mesmo modelo associado ao dano. Todavia, sera proposta adiante a formu-
lacdo do problema acoplado ao dano impondo a mesma solucéo da Equacgao (B.30)
na evolugao do dano unidimensional, conforme a Equacgao (B.33).

D= (1—0)Dem
oY
OF, [ E o (B.33)
=(1-D)— (—t— —Z) €
Y \ My Nop

Semelhante ao exposto na sec¢ao anterior, a derivada temporal da tenséao uni-
dimensional o € expressa pela Equacao (B.34). Apds a substituicdo dos termos em
taxas, a forma final € escrita conforme a Equacéo (B.34).

F+iK T Eik°

:41—D>K ke | B G%$0>_ E7fﬁ250_f@ﬁffﬂe

d:41—1»{( KE E? (—ﬁ50>_fgé<fzw—f22)6}é B34)

F+iK T Eik°

Determinada a equagéao analitica, as mesmas constatagées de Doghri, Adam e
Bilger (2010) sao evidentes na Equacao (B.34). O operador tangente expresso acima
€ uma fungédo de t decrescente em relagdo a este argumento. Resta determinar a
influéncia de um incremento no tempo At nesse operador analitico.

E 0Fp
Alt+20) = 752 (B.35a)
st+AY)  KE (60 KE O\ (%)
(1—D)é_E+K_Aa+( : —E+K—|—Aa e\ ar (B.35b)

A Equacéo (B.36) é o mesmo problema unidimensional explorado em Doghri,
Adam e Bilger (2010), porém com a inclusdo da deformacéao viscoplastica acumulada
efetiva r e dos pardmetros materiais efetivos, representados com o subindice 0. Se-
melhante a Miled, Doghri, Brassart et al. (2013), por analogia, os termos da Equa-
cao (B.35b) sao reescritos pelos diferenciais da lei constitutiva viscoplastica ¢ para
um caso elasto-viscoplastico geral, conforme a Equacao (B.36). No trabalho de Krairi
(2015) n&o ficou clara a forma que os autores estabeleceram essa analogia e, princi-
palmente, se os termos h_ contém a rigidez efetiva.



APENDICE B. Deducées da implementagdo 111

f=0—0p0—Kor=0, 0 =FEe, 0=ny0" (B.36a)
. r w(f)
_ = B.36b
P=1-D 79 0= Do (B.36b)
_ T
Nop,0 = 1—-D (BSGC)
K
Ko=1—7% (B.36d)
heps = E + K = —gf;g (B.36e)
howd = 2 b by =~ b (B.36f)
rd T AE TN NtDsg

O operador tangente algoritmico regularizado para o modelo acoplado ao dano
é escrito em funcéo da regularizagao do operador efetivo C"*? e do operador Cv¢"%,
de acordo com a Equacao (B.37) para o caso tridimensional viscoelastico.

hvepd

it + A = €128 = i+ (1 - pyiperer - gt i) B a7a

Opg

hyepa(t + At) = — &:qg (B.37Db)
1

hacupalt + At) = %0 (B.370)

T Atd,g o9
B.6 TENSOR DE ESHELBY

O tensor de Eshelby (1957) $ define um campo de deformacdes uniforme e;
em uma incluséo elipsoide, isolada em um meio infinito isotrépico, submetida a uma
perturbacéo livre de tensao €*. As componentes ndo nulas desse tensor, para uma
inclusdo esferoide com raios quaisquer a3 = a; € ay, alinhada ao longo do eixo 1 e
caracterizada pela razao de aspecto Z = a, /a3, sdo formuladas abaixo (MILED, 2011;
PIERARD et al., 2006).

S = 2(11_V) 2(1—u)(1—g)+g—z2292:ﬂ (B.38a)
Soam = Sm = 11 L 5 :2(2 g5 - (22 _ i) % :ﬂ (B.38b)
Sum = S = 17 L 5 :41/(1 ) g+ 7 ﬂ (B.38¢)
Soam = Shon = 17 L S [~ -+ - :ﬂ (B.38d)
St = S = g 1_ ” (1 - 2w)g + 72 292 - ﬂ (B.38e)
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1 3g — 2
$1212 = $1313 = 4(1—_y) |:(]_ - V)(2 - g) — g + Z2 Zg2 — 1:| (B.38f)
o 1 13g—2
Boz03 = m {(1 —2v)g + 5 172 1] (B.389)

As demais componentes sao obtidas pela permutacdo ciclica dos indi-
ces {a,b,c,d}, esse processo € definido por $pbcay © Spap),peq)- POr exemplo,
Sp(abcd) declara $i1220 = %2011 © Sp@p),Ped)s P21z = SBizor = Foriz = Boron (MI-
LED, 2011). Isto posto, o tensor $ apresenta as duas simetrias menores, portanto
S € (Lin®™! N Lin®y™?).

ﬁ [Z\/ Z?—1- COS_IZi| , se 0<Z <1 (B.40a)
g —=
ﬁ [cosh‘lZ —ZV1— Zz} , se 1< Z < o0 (B.40b)

A funcao g é resultado de integrais elipticas e, para esferoides oblatos, é formu-
lada na Equacao (B.40a), ja para prolatos, a solugao é expressa pela Equacgéao (B.40Db).
Em Miled (2011), foi encontrada uma diferenca na formulacdo de ¢, quando compa-
rada a outras referéncias como Pierard et al. (2006), portanto as expressoes estao
idénticas as relatadas neste ultimo.
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APENDICE C — MORFOLOGIA

O comportamento mecéanico dos polimeros envolve diversos fendmenos nao li-
neares, atribuidos a sua composi¢cao macromolecular. Devido a evolug¢ao das técnicas
de micrografia, € constatada a grande capacidade cinética dos arranjos macromolecu-
lares, microestrutura polimérica, e sua relagao com os fendmenos mecanicos (CALLIS-
TER; RETHWISCH, 2012; MICHLER; BALTA-CALLEJA, 2012). A movimentacéo das
macromoléculas é altamente dependente da composicao atdmica e geometria das
ligagGes interatbmicas, assim como do arranjo microestrutural no qual estas estéo in-
seridas. Assim, a caracterizagdo da microestrutura e sua cinética € fundamental para
compreender o comportamento mecanico e a aplicabilidade dos modelos propostos
na literatura. As préximas secoes apresentam uma breve descricao destes conceitos.

C.1 MICROESTRUTURA DOS SEMICRISTALINOS

A cadeia principal dos polimeros é uma macromolécula formada por atomos
de carbono, com ou sem ramificacdes laterais. A geometria das cadeias depende do
estado de pressao e temperatura do material e estao sujeitas a rotacdes e flexdes ao
longo do seu comprimento. Dentre as composicdes de macromoléculas, algumas sao
formadas por ligagdes secundarias e outras por ligagdes cruzadas. Os polimeros for-
mados por liga¢des cruzadas sao classificados como termofixos, pois ndo apresentam
uma temperatura de fusao, do contrario sdo chamados de termoplasticos.

Em geral, as cadeias poliméricas ndao sdo homogéneas e podem apresentar di-
ferentes geometrias e composigcdes ao longo do comprimento. Devido a essa caracte-
ristica, ndo é possivel a producao de um material polimérico com estrutura totalmente
cristalina, pois, apds a cristalizagdo, qualquer desordem em uma regido da cadeia
resultara em uma fase amorfa. Além da composicdo das macromoléculas, o grau de
cristalinidade também dependera das condi¢cdes do processo de cristalizagao.

No processo de cristalizacdo ocorre uma compactacao de cadeias moleculares
para resultar em um arranjo atébmico ordenado. Pela capacidade cinética das macro-
moléculas, as cadeias se dobram sobre si mesmas e se empilham sobre outras mo-
léculas igualmente dobradas, envoltas por cadeias e ramificacbes conformadas ale-
atoriamente. A cristalizagdo forma cristais finos e planos, lamelares, chamados de
cristalitos, representados na Figura C.1. Algumas moléculas de um cristalito podem
participar da estrutura de outro, a regido entre os cristalitos € chamada de interlamelar
e 0 segmento molecular entre as lamelas de ligagao interlamelar.

A forma mais comum de cristalizacdo em termoplasticos é pelo resfriamento
do material fundido. Neste caso, os cristais coexistem com regidées amorfas e séo
distribuidos radialmente centrados em um nucleo, o resultado € uma estrutura esférica
denominada esferulito, Figura C.1. Assim, a rede cristalina é um arranjo emaranhado
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Figura C.1 — Estrutura cristalina de um polimero semicristalino.

Crescimento radial
-/ Cristalito lamelar

A Fase amorfa
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X ~ Interlamelar
Sitio de
nucleacao Interface
W/ entre

X/ esferulitos

Fonte: Adaptado de Callister e Rethwisch (2012).

de moléculas. Uma cadeia polimérica compde inUmeras células cristalinas unitarias e
regides amorfas, distinto do observado em materiais com moléculas pequenas.

Devido a sua microestrutura, os semicristalinos apresentam propriedades inter-
mediarias de ambas as fases, geralmente, associadas ao volume livre no seu interior.
Em materiais cristalinos, o volume livre é suficiente para a movimentacao relativa das
moléculas, apenas apods a temperatura de fusdo 7,. Em materiais amorfos, o0 movi-
mento relativo é evidente apds uma temperatura de transi¢éo vitrea 7, (WARD; SWEE-
NEY, 2012). Na Figura C.2, esta representada a curva do volume de um semicristalino
(b), em funcao da temperatura, a qual descreve um intermédio entre 0 comportamento
das duas fases isoladas, amorfa e cristalina (a).

C.2 MICROMECANISMOS DE DEFORMAGAO DOS SEMICRISTALINOS

Nos semicristalinos com microestrutura esferulitica, a cinética de deformacao
envolve diferentes mecanismos. Algumas perturbacdes séo passiveis de recuperacao,
a cinética de um esferulito é dividida em trés estagios, com progressao gradual de
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Figura C.2 — Transi¢do vitrea para um material amorfo: a) material semicristalino; b)
material cristalino

Transigao ‘
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—
2 \ 2 e s
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-
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a | |
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Fonte: Adaptado de Jones e Ashby (2005).

acordo com o nivel de solicitacdo. Como exemplo, na Figura C.3, a estrutura do es-
ferulito esta representada por um plano com dois cristalitos e uma fase amorfa entre

eles.

Figura C.3 — Cinética microestrutural reversivel.

I Solicitagao T

Amorfo

Cristalito l
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i dos cristalitos

Fonte: Adaptado de Callister e Rethwisch (2012).

No inicio do processo de deformacéo, estdgio um, os segmentos das cadeias
em regides amorfas sdo alongados na direcdo da solicitagdo, enquanto os cristali-
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tos permanecem inalterados. O deslizamento relativo entre as cadeias € resistido pe-
las ligac6es fracas de Van der Waals, como o observado em termoplasticos amorfos
(KAUSCH, 2012). Conforme as cadeias séo estiradas, a rede de emaranhamento di-
minui, bem como a atratividade das ligacdes fracas.

Com o aumento da solicitacao, as ligagbes covalentes intramoleculares da re-
gido cristalina passam a resistir aos esforgos e no interior dos cristalitos os segmentos
dobrados sao contraidos. Consequentemente, ha um aumento na espessura do crista-
lito, representado por At no estagio dois da Figura C.3. Devido as ligac6es intermole-
culares, o estiramento na fase amorfa causa uma rotacéo e orientagao dos cristalitos
na dire¢ao da solicitagcao, representadas no estagio trés. Se a solicitagao for suspensa,
essa cinética molecular é recuperada, dado um tempo suficiente para a conformacao
das cadeias.

Figura C.4 — Cinética microestrutural irreversivel.

I Solicitacdo

st
'|.!H].in| |\ LS
Estagio 3 ﬁ{:.-“l_.. Ay
— \.

Fonte: Adaptado de Callister e Rethwisch (2012).

O limiar de reversibilidade da cinética molecular ocorre no estagio trés, isto &,
neste surgem perturbacdes permanentes na regido ordenada do semicristalino. Com
o alinhamento dos cristalitos, na direcao da solicitacdo, as suas cadeias sao estiradas
e a estrutura lamelar original é dividida em lamelas menores, blocos, com dobras mais
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contraidas, portanto, com maior espessura. Esse processo ocorre no estagio quatro,
Figura C.4, no qual também inicia uma movimentacao maior das cadeias emaranha-
das na fase amorfa, de forma ordenada e cooperativa, pois as lamelas remanescentes
permanecem interligadas.

No estagio cinco, as lamelas menores, ou blocos cristalinos, e as cadeias da
fase amorfa estdo altamente orientadas e estiradas, desta forma, a movimentacéo é
restringida e resistida pelas ligagdes intramoleculares, inclusive na fase amorfa (CAL-
LISTER; RETHWISCH, 2012). Em Jones e Ashby (2005), todo o micromecanismo
irreversivel é descrito com o desdobramento das lamelas cristalinas e orientagao das
macromoléculas. No entanto, em Michler e Balta-Calleja (2012, p. 239) o desdobra-
mento € definido apds os micromecanismos descritos por Callister e Rethwisch (2012),
como um outro associado a nucleagao de microvazios.

C.3 MICROMECANISMOS DE FRATURA NOS SEMICRISTALINOS

A falha nos semicristalinos, geralmente, provém do surgimento de regides alta-
mente estiradas de fase amorfa, chamadas de pontes fibrilares, ou fibrilas, orientadas
na direcao da solicitacao e intercaladas por vazios (ABRAMS et al., 2017). Esse fen-
meno é observado, macroscopicamente, em polimeros amorfos, chamado de crazing,
devido a aparéncia das trincas. Nos semicristalinos, a formacéo de craze é percebida
apenas por analises microscopicas.

Na literatura, as evidéncias de analises microscépicas convergem para uma in-
terpretagéo da cinética envolvida. Como consequéncia do estiramento molecular, as
forgcas de interacao intermoleculares sdo enfraquecidas e a mobilidade das moléculas
aumenta. Neste ponto, os esferulitos tendem a alongar e assumem uma forma elip-
soide. O alongamento transforma o esferulito em um conjunto de fibrilas. As fibrilas
sao desenvolvidas com, ou sem, a presenca de bandas de cisalhamento, localizadas
ou difusas. Esse micromecanismo aumenta o estiramento das cadeias e contribui para
a formacéo das fibrilas, mas nao as predispdem (MICHLER; BALTA-CALLEJA, 2012).

A Figura C.5 destaca fase amorfa (a), cristalina (b) , fibrilar (c) e microporos
(c) em um filme de polipropileno microporoso (FPPM). Os poros nesse material sdo
formados durante um processo de estiramento a frio do filme de polipropileno. E pos-
sivel observar a presenca das bandas de cisalhamento em (a) e (b), com o eixo da
propagacao de craze inclinado em relacdo ao eixo da solicitagdo, paralelo a dire¢ao
das fibrilas, representado pela seta rosa.

A nucleacao de nanovazios ocorre entre as lamelas ou esferulitos, claramente,
na fase amorfa (BRETZ; HERTZBERG; MANSON, 1981). O processo de nucleagao
inicia na regiao com menor densidade de emaranhamento p. (p. = 1/M.), predispondo
a ruptura, com o estiramento, colapso das fibrilas e coalescéncia dos vazios, na frente
da propagacéo de trinca (MICHLER; BALTA-CALLEJA, 2012). A Figura C.6 associa o
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Figura C.5 — Morfologia de um FPPM: a) regides amorfas; b) regides cristalinas; c)
sem filtro, a seta vermelha aponta as fibrilas e a azul os poros.

500 nmes

Fonte: Adaptado de Abrams et al. (2017).

comportamento macroscépico com os micromecanismos identificados para polimeros
com diferentes pesos moleculares M..

Figura C.6 — Micromecanimos de falha em um ensaio de tracédo para diferentes semi-

cristalinos.
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Fonte: Adaptado de Michler e Balta-Calleja (2012).

Existem diferentes proposi¢cdes de micromecanismos para a formagao das fibri-
las a partir do estagio cinco da Figura C.4. De fato, a micrografia de semicristalinos
estirados a frio demonstra apenas a diminuicao de regides cristalinas e aumento das
amorfas orientadas. Assim, o micromecanismo de transicdo das duas fases esta su-
jeito a interpretacdes (MICHLER; BALTA-CALLEJA, 2012).
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Uma hipétese propde a formagéao de microfibrilas pela associagdo dos blocos
cristalinos e das cadeias orientadas na fase amorfa (KAJIYAMA; OKADA; TAKAYA-
NAGI, 1974; PETERMANN; KLUGE; GLEITER, 1979). Outra proposi¢cdo é conhe-
cida como modelo de Kobayashi, o qual levanta a hipétese do aumento do segmento
amorfo das cadeias, causado pelo desdobramento das cadeias nos blocos cristalinos.
Dessa forma, as fibrilas sdo formadas apenas por regides amorfas (PETERMANN;
KLUGE; GLEITER, 1979).

C.4 COMPORTAMENTO MECANICO MACROSCOPICO

Segundo Williams (1973), todos os materiais apresentam um comportamento
mecanico, compreendido entre um sdélido rigido e um fluido newtoniano, geralmente,
dependente da temperatura e do tempo de observacdo. Nos termoplasticos, o com-
portamento viscido é evidente na temperatura ambiente, devido a baixa temperatura
de transicao vitrea. Esse comportamento € atribuido a grande mobilidade das macro-
moléculas em temperaturas superiores a transi¢éo vitrea 7, (DOWLING, 2012).

Como ja mencionado, a cinética molecular é altamente dependente da tempera-
tura e do histérico de estiramento das moléculas. Portanto, a relacdo F da tensao com
a deformacao nos semicristalinos apresenta diferentes comportamentos, conforme a
Figura C.7. Quanto menor a temperatura ou maior a taxa de solicitacdo, maior a rigidez
do material e menor a sua tenacidade, area abaixo da curva tensao versus deforma-
céao.

A relacao do efeito da taxa de solicitagdo com a temperatura é associada com a
mobilidade molecular. Com uma alta taxa de solicitagdo ndao ha tempo suficiente para
a conformacao das cadeias e, desta forma, os segmentos sdo rapidamente estirados.
Semelhante, em temperaturas menores, o volume livre diminui e, mesmo a uma taxa
menor de solicitacdo, as cadeias sao estiradas rapidamente em regides localizadas
(WARD; SWEENEY, 2012).

Na Figura C.7, para 0 mesmo material até a ruptura, estédo identificados diferen-
tes comportamentos mecanicos, dependentes da taxa de solicitacdo e da temperatura.
Sob uma taxa de solicitacao, suficientemente, baixa, ou em altas temperaturas, o ma-
terial apresenta um comportamento ductil, com grande alongamento até a ruptura e
alta tenacidade. Com a diminuicdo da temperatura, ou aumento da taxa de solicitacao,
a tenacidade do material diminui. (MICHLER,; BALTA-CALLEJA, 2012; CALLISTER;
RETHWISCH, 2012; WARD; SWEENEY, 2012).

Para polimeros, Michler e Balta-Calleja (2012) classificam trés comportamentos
tipicos, representados na Figura C.8. A primeira curva representa um comportamento
estritamente elastico até a ruptura, caracteristica de sélidos frageis, comumente, ob-
servada em termoplasticos com alta orientacdo molecular, auto-refor¢gados. Outro ex-
tremo, representado na curva (2), representa baixa rigidez e alta tenacidade, caracteri-
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Figura C.7 — Efeito da temperatura e taxa de solicitacdo no comportamento mecanico
até a ruptura.

125
Diminuigdo da
temperatura
100 - f Aumento da taxa
de deformacgao
75 4
=)
(0
=
12
50 -
25
0 I I I I
0 50 100 180 200

Deformacao

Fonte: Adaptado de Michler e Balta-Calleja (2012).

zado pelo amolecimento do material. J&4 a curva (3), apresenta um comportamento in-
termediario, dependente de circunstancias especificas, evitando concentracao critica
de tensdes, com alta tenséo limite de escoamento, desencadeando varios eventos de
escoamento localizado, dentre outros fatores.

A curva (2) da Figura C.8 descreve o tipo de materiais abordado com o modelo
apresentado na Sec¢éo 2.5. O amolecimento descrito por Michler e Balta-Calleja (2012)
€ decorrente da relaxacao das tensdes devido ao comportamento viscido. Esse efeito
€ associado ao tempo caracteristico de relaxacao r do material, tempo necessario
para o material atingir o equilibrio termodinamico, obtido por ensaios mecanicos.

O comportamento mecanico nesses materiais é caracterizado por um conjunto
de parametros obtidos por ensaios monotonicos de relaxacgao, fluéncia ou por ensaios
ciclicos conhecidos como Analise Térmica Dindmico-Mecéanica, em inglés Dynamic
Mechanical Thermal Analysis (DMTA), dentre outros. Nos experimentos de relaxacgéo,
a perturbacdo € uma medida de deformacéo constante e a tensédo reduz exponenci-
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Figura C.8 — Tenacidade dos termoplasticos.
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Fonte: (MICHLER; BALTA-CALLEJA, 2012).

almente a um valor assintotico. J& no experimento de fluéncia é imposta uma medida
de tensdo constante e a deformagéo cresce conforme uma funcéo logaritmica (CAL-
LISTER; RETHWISCH, 2012). Esses conceitos serdo detalhados na Apéndice E.

Figura C.9 — Analise térmica dinamico-mecanica (medidas na escala logaritmica).
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Todavia, dentre as citadas, a metodologia mais usual e completa para carac-
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terizacdo de materiais poliméricos é o DMTA, no qual é aplicada uma deformacao,
ou tensdo, harmdnica e os dados sdo obtidos em fungcédo do tempo, frequéncia ou
temperatura. A analise é feita com o desmembramento das componentes de armaze-
namento £ e perda £ do médulo de resisténcia £ com uma relagéo de proporcao
entre elas chamada de tan ¢, Figura C.9.
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APENDICE D - DEDUGOES MFH

Para idealizar o confinamento da inclusdo e o seu efeito no meio infinito, hi-
poteticamente, ela é retirada do meio e nela € imposta uma deformacgéao eigenstrain
€*, independente de tensdo, semelhante a um campo de deformagéao térmica (MURA,
2013). Ao inserir a inclusdao na matriz, a deformacgéo €* é restringida uniformemente
pela rigidez elastica da matriz C¥,.

Neste ponto, o RVE esta livre de solicitacbes externas, mas apresenta um es-
tado de self-stress, devido a tensao na interface das fases, conforme a proposicao
de Eshelby (1957). No contexto do problema de Eshelby, os campos microscopicos
séo formulados em uma matriz com dominio infinito € uma unica incluséo, portanto a
formulacdo nao contém a barra superior utilizada anteriormente para indicar médias
volumétricas.

D.1 SOLUGCAO ESHELBY

Para estabelecer uma relacao entre o campo eigenstrain €*, no RVE definido
pelo dominio Qp, e as condigbes de equilibrio em Q e contorno I' macroscépicos,
€ imposta uma condicao de estado uniforme das tensées o = o), e deformacdes
€ = €); no dominio Qp. Nesse contexto, € admitida a decomposicado da deformacgao
€y em uma parcela eléstica €, e outra €*, assim a tensdo na matriz infinita o, €
formulada conforme a Equagéao (D.1).

oy =Cj:(e—¢€) (D.1)

No modelo hipotético, com tensdes uniformes em 2p € um corpo macroscépico
livre de forgas por unidade de volume e na superficie, o problema & resumido em
solucionar a equacéao diferencial ndo homogénea da Equacao (D.3), para um corpo
livre submetido a um campo €* qualquer (MURA, 2013).

div(e) =0 (D.2)

Cyy - div(e) = Cf; : div(e”) (D.3)

Uma forma de solucionar o problema proposto por Eshelby (1957) utiliza fun-
¢bes de Green para resolver a Equacao (D.3). Como resultado, surge a expressao
para uma perturbagao e; no campo de deformagoes €, devido a presenga da inclusao,
definida na Equacéo (D.4) para um corpo em repouso.

e=€e=3%:¢€ (D.4)

p
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Usualmente, a forma das inclusdes € limitada a esferoides de revolucao, assim
o tensor de Eshelby $ tem solugéo analitica para fases com comportamento isotropico.
Restrito a essas condigdes, o tensor $(v, Z) é fungédo explicita do coeficiente de Pois-
son v e da razao de aspecto Z. Tal abordagem foi estabelecida nessa formulagéo e a
forma explicita de $ consta no Apéndice B. Entretanto, a proposito de simplificagcéo, o
tensor de Eshelby $ é substituido pelo de Hill P(C%,;, %), Equagao (D.5), pois o ultimo
apresenta simetria maior (HILL, 1965a).

P=(C) "t 8 (D.5)

Caso o corpo esteja sujeito a uma excitacao externa e supondo um correspon-
dente campo uniforme €5, em Qp, por superposi¢éo dos efeitos, o campo de defor-
macodes € em p é expresso pela Equacao (D.6) e a tensdo na inclusao pela Equa-
céo (D.7) (MURA, 2013).

€e=¢€, tE¢, (D.6)

o,=0C7 € (D.7)

O campo de tensdes o é continuo em todo o dominio §2p, esta definicdo e a
condicao de equilibrio estabelecida na Equacgao (D.2) permitem formular a condi¢ao
necessaria e suficiente declarada na Equagéo (D.8).

div(o) = div(oy — o) =0 (D.8)

A Equacéo (D.8) resulta na relacado da Equacéao (D.9), pela combinagdo com a
Equacao (D.1), Equacao (D.6) e Equacao (D.7). Essa relacao é fundamental para com-
preender a formulagédo do método de Mori-Tanaka, explorado na proxima seg¢ao, pois
parte da superposi¢ao do estado estabelecido até entdo com outro campo uniforme
de deformagoes.

C5 (€0 + €6 — €)= CF : (€ + €9) (D.9)

D.2 SOLUGAO MORI-TANAKA

Neste trabalho foi aplicado o método Mori-Tanaka (MORI; TANAKA, 1973), se-
gundo Miled, Doghri, Brassart et al. (2013), esse € o0 mais utilizado em compdsitos com
um volume moderado de inclusdes, dispersas em um meio uniforme definido pelas
propriedades da fase matriz. O método considera explicitamente a interacédo das inclu-
sbes no campo médio €, portanto a Equacédo (D.9) esta reescrita na Equacéo (D.10),
com a insergéo das perturbacdes €, € ¢, .
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O campo &,, representa a perturbagédo de todas as inclusées no campo médio
de deformacgéo da matriz €,,;. Ja4 0 campo €, reproduz a interferéncia de todas inclu-
sbes no campo medio de deformacdes na inclusdo €; (MILED; DOGHRI; BRASSART
etal., 2013).

Ci: (e +ey,—€)=C: (€°+€,+E ) (D.10)

Neste ponto, os campos €,, € €, sdo definidos iguais, pois o RVE fora idealizado
com uma distribuicdo aleatéria (MURA, 2013). Portanto, os campos de deformacao
médios nas duas fases sao escritos conforme abaixo.

_n

&, —e° 1 e, (D.11)

&= +e +&y (D.12)
A partir das relagbes de Eshelby e Mori-Tanaka, Equacédo (D.4) e Equa-
cao (D.10), juntamente com as definicdes acima, o tensor €* € determinado conforme
a Equacao (D.13).
az—{S—u—me4wxr?4;af (D.13)
Ao substituir a Equacgéao (D.13) na Equacao (D.12), é definido o tensor de quarta
ordem de concentragcdo B, esse mapeia 0 campo médio de deformacdes na matriz
para a inclusao.
E=B:&, ={I+$:[(C5) " :cs—1]} &, (D.14)
Na Equacéo (D.15) o tensor B é reescrito em fungéo do tensor de Hill P, ex-
presso pela Equacao (D.5). Essa equacgao resume o problema de homogeneizagao
para compdésitos lineares, entretanto sera aplicada em um nao linear com base na
metodologia LCC, revisada na Secéo 2.4.1.

B=[I+P:(C—C5) " (D.15)
D.3 COMPOSITO LINEAR

Embora o modelo material implementado tenha forte ndo linearidade, a meto-
dologia LCC implementada para homogeneizacao aplica diretamente as equacdes de
MFH para compositos termoelasticos apenas com a substituigdo do tensor constitu-
tivo elastico C¢ pelo operador tangente C*". Em vista dessa abordagem, supondo
uma relacdo constitutiva elastica linear nas fases constituintes e a independéncia en-
tre elas, o campo de tensdo meédio em cada fase € descrito pela Equacéo (D.16) e
Equacgao (D.17).
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&M:C]ewigj\/j (D16)

5’1:@161€1 (D17)

A tensdo no meio homogéneo equivalente & é obtida pela Equacgéo (D.18), de-
duzida a partir da substituicdo das tensdes médias em cada fase pelas equacdes
acima na Equagéao (2.7). Os termos sado rearranjados com as definicdes da Equa-
¢cao (2.8) e Equacgéo (2.9) e a deformacédo média € é posta em evidéncia. Os demais
termos estdo concatenados no tensor constitutivo elastico homogéneo equivalente, ou
efetivo, C°, conforme a Equacgéo (D.19).

g=0C°¢€ (D.18)

C° = [Cf: B+ (1—v)C%] : [(1— o) + vy B] ™ (D.19)

Para materiais termoelasticos lineares, a mesma metodologia é aplicada, in-
cluindo os mesmos tensores de concentragdo A e B, definidos no caso isotérmico
(PIERARD; FRIEBEL; DOGHRI, 2004). A relacao constitutiva para o problema de ter-
moelasticidade linear esta escrita na Equacao (D.20), em fungéo do tensor de segunda
ordem zo, chamado tensor de polarizagdo, o termo « € o tensor de expanséo térmica
e 6 a variagao uniforme de temperatura.

o=0C° e+ wb (D.20)

w=-C"« (D.21)

Para justificar o uso dos mesmos tensores de concentracédo, a dedugao do mo-
delo de MFH termoelastico parte do elastico. De fato, a Equacao (D.20) € uma combi-
nacgao linear do modelo elastico com uma parcela térmica, portanto vale o principio da
superposicao. Nessa conjuntura, sao impostas trés condicbes de contorno distintas
para avaliar cada termo separadamente.

Na primeira, o compdésito € submetido a um deslocamento linear com defor-
macao resultante €*! = €', sem variagdo de temperatura. O estado em cada fase é
definido pela formulagédo do caso elastico, aplicada abaixo.

(
Caso 1 (.

(

(
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No estado anterior € imposto um incremento de temperatura e outro de deslo-
camento linear, com resultantes § e Ae*2. Os incrementos de tensdo e deformagéo
sao definidos uniformes para isolar o efeito da temperatura na relacdo constitutiva da
Equacéo (D.20), agora formulada para cada fase.

AG*? = 5, A& + oyl = Cf - Ae? + w10 (D.23a)
Caso 2 _
AE? = (Ct—C5) ™ (o — o)l (D.23b)
Por fim, um incremento de deslocamento linear A& é aplicado sem variacdo de

temperatura, caso semelhante a primeira condi¢cdo de contorno e resulta em equacgdes
incrementais semelhantes.

(A& = A: Ae?

A& = v AE? + (1 —v)AE]

(D.24a
Caso 3 (
(
(

)
D.24b)
D.24c)
D.244d)

AGP = Cf : A&?

—s3 e . —s3
| AGS = Cf; : A&

Pela superposicdo dos efeitos e a imposicdo de Ae® = —Ae*?, a combina-
cao da Equacéo (D.22a), Equacéo (D.23b) e Equacédo (D.24a) resulta na relacado da
Equacéo (D.25), para o campo de deformagdes médio na inclusao €;, em funcao do
macroscopico €, no fim do procedimento.

e =A eta (D.25)

a=(A-1I):(Cf - Cy) "« (w1 — @) (D.26)

Similarmente, a relagdo constitutiva macroscépica, ou média no meio homogé-
neo equivalente, € obtida ao combinar a Equagéo (D.22c), Equagéo (D.22d), Equa-
cao (D.23a), Equacao (D.24c) e Equacao (D.24d) com a Equacao (2.7), o resultado
esta expresso na Equacéo (D.28).

6=C": e+ =l (D.27)

w=(1l—v)wy +unw +v(C]—Cy):a (D.28)
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APENDICE E - VISCOELASTICIDADE LINEAR UNIDIMENSIONAL

Na Figura 2.10, esta exposto um esquema reoldgico unidimensional do modelo
constitutivo, dividido em dois blocos. O primeiro bloco, viscoelastico, com deformacao
€¢, apresenta um segmento puramente elastico, com tensao o, € outro viscoelastico,
composto por uma mola E; e um amortecedor 7;.

€° =€l +¢€ (E.1)

No segmento viscoelastico, ha uma decomposi¢cdo aditiva da deformacao, em
uma parcela elastica ¢ e outra viscosa ¢”, conforme a Equacéo (E.1). A tensdo atu-
ante nesse segmento, o, chamada de tens&o viscosa, é formulada conforme a Equa-
céo (E.2) (SIMO; HUGHES, 2006).

o1 = Ey(€" — €]) = m(e))ey (E-2)

Na formulagcédo sequente, os termos E,, E; € n; estdo definidos como cons-
tantes, dessa forma o modelo em questao é viscoelastico linear. Consequentemente,
€ pertinente o teorema da superposicdo. A partir dessa premissa, a tensao total o é
deduzida como a soma das tensdes em cada segmento i, Equacao (E.3). Portanto, o
equilibrio estabelecido na Equacao (E.2) é aplicado para os n segmentos constituintes
do modelo.

g = (Eoo + i Ez) €’ — i ElE;) (E3)
i=1 i=1

Destarte, a evolugdo da deformagéo viscosa ¢!, ou inelastica, em cada seg-
mento ¢, resulta na equacado diferencial ordinaria linear (EDOL) evidente na Equa-
¢ao (E.4a), com a condicao inicial da Equagao (E.4Db).

1 1

& + —€ = —€”* (E.4a)
T T

tligl €(t)=0 (E.4b)

Na Equacao (E.4a), o termo 7; é o tempo caracteristico de relaxacdo em cada
segmento i. Esse parametro material € termodinamicamente definido como o tempo
necessario para a estrutura molecular do material encontrar um estado equilibrado
de menor energia, apds a cessdo da fonte externa, estabelecido como a razdo da
viscosidade aparente 7; pela rigidez elastica E£;.

¢ t—=
el (t) = €™ —/ e i dz (E.5)
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A solucao do PVI da Equacéo (E.4) fora obtida via fator de integracao. Como re-
sultado, a forma explicita da deformagéo viscosa ¢! esta expressa pela Equacgao (E.5).
No entanto, uma forma mais conveniente de formular a relacdo constitutiva para a
tensao o deriva da combinag¢ao da Equacéao (E.5) com a Equacéo (E.3), pois a depen-
déncia das deformagdes ¢! fica implicita, conforme a Equacao (E.6) (SIMO; HUGHES,
2006).

o(t) = /t (Eoo +ZEZ-6JTZ) &ed (E.6)

O termo entre parénteses, no integrando da Equacao (E.6), notoriamente a
funcdo de relaxamento R (¢ — z), descreve o comportamento observado no Gréfico (a),
Figura E.1. Em concordancia com o modelo de fluéncia viscoelastica de Kelvin-Voigt,
a formulacao também é capaz de reproduzir o fenémeno de fluéncia, representado no
Gréfico (b), Figura E.1.

R(t) = B+ Y Eie (E.7)
=1

O PVI da Equacéo (E.4), conhecido por modelo de Maxwell, € deduzido como
um caso limite da EDOL do modelo de Maxwell-Wiechert, expresso na Equagéo (E.8),
assim como o modelo de Kelvin-Voigt, conforme a Equacao (E.9) (WARD; SWEENEY,
2012). Por simplicidade, ambos os problemas foram formulados especificamente para
uma composi¢cao com um segmento elastico linear e um segmento de Maxwell, caso
contrario a ordem da EDO seria igual ao nimero dos segmentos de Maxwell.

(

o+ 10 = E e+ Mé”e (E.8a)
Ey
Relaxagdo { 9¢ _ (E.8D)
ot
tliI}l o(t) = (Ex + Ep)e’ (E.8¢)
(
E E
0+ 10 = By’ + wé”6 (E.9a)
Ey

Fluéncia < a_" _
T 0 (E.9b)
tlim €(t) =0 (E.9c)

[ t——00

Em concordancia com o procedimento anteriormente exposto para o problema
de relaxagéo, o PVC da Equacéao (E.9) resulta na Equagéo (E.10) para a deformagéo
viscoelastica ¢"¢, onde o termo entre colchetes é definido como funcao de fluéncia
J(t—2).
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Figura E.1 — Comportamento caracteristico dos testes de relaxacao e fluéncia.

g €
h O- .

(Em+ZE;_)e Ew+XE | — ———

7 s
0 0
a — Relaxacgao, deformagao constante. b — Fluéncia, tensdo constante.

Fonte: (SIMO; HUGHES, 2006)

1 1 — E, __(t-2)Pe
- T o T mBeetE) | g d E.10
B Bx’~Ex+tE e (E.10)

Todavia, a relagédo constitutiva da Equacgéo (E.6), bem como da Equacéo (E.10),
também € deduzida diretamente do preceito fundamental da viscoelasticidade linear,
o estado em um instante ¢ esta resumido numa composicao linear de estados anterio-
res. Isto posto, supondo uma janela temporal, com duas parti¢des, (—oc, z] U (2, t], na
primeira esta imposta uma deformacgéo ¢(0) e na segunda €"*(0) mais um incremento
Ae¥, a tensdo em um instante ¢, sujeito a n incrementos de deformacao, € expressa
como na Equacéo (E.11) (WARD; SWEENEY, 2012).

¢ Oev®

o(t) = e(0)R(t) + Z ARt = 2) = (OR(H) + | R(t=2)—

0+

dz (E.11)
z

A Ultima forma de deduzir a relacdo constitutiva viscoelastica, convenien-
temente, independe de composigbes reoldgicas e a fungdo de relaxacdo R(t) €
escrita diretamente por série finita de Prony. De fato, a solugdo por transformadas
de Laplace da Equagéo (E.8) e da Equacéo (E.9), para n segmentos de Maxwell, ou
Kelvin-Voigt, resulta na série de Prony com n termos, nestas, os termos 7; e p; sao,
respectivamente, os tempos caracteristicos de relaxagao e fluéncia.

R(t) = B+ Y Ee " (E.12)

=1
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J(t) =By =Y Bie '/" (E.13)
=1
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ANEXO A - FLUXOGRAMA
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