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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma demonstracao do teorema devido a Oxtoby e Ulam que
garante que, genericamente com respeito a topologia uniforme, um homeomorfismo que

preserva o volume sobre o cubo unitario n-dimensional é ergddico.

Palavras-chave: homeomorfismos, ergodicidade, topologia uniforme, automorfismos que

preservam volume.






Abstract

In this work we present a proof of the theorem due to Oxtoby and Ulam that guarantees
that, generically with respect to the uniform topology, a volume-preserving homeomorphism

on the n-dimensional cube is ergodic.

Keywords: homeomorphisms, ergodicity, uniform topology, volume-preserving automor-

phisms.
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Introducdo

ERGODICIDADE E HOMEOMORFISMOS

Em mecéanica, um dos problemas fundamentais consiste em descrever qualitativa-
mente a evolugao de um sistema dinamico para o qual esta dada uma condigao inicial.
Idealmente, conhecendo-se as leis que regem o fendmeno e a condi¢ao inicial, esperamos
conseguir descrever a evolucao do sistema, entretanto, em muitas situagoes reais, nao
temos & nossa disposi¢ao um conjunto completo de informagoes sobre o sistema que nos

permita fazer previsoes deterministicas sobre a sua evolucao de longo prazo.

A fim de superar essa dificuldade, o cientista Josiah Willard Gibbs propos uma
abordagem estatistica no seguinte sentido: nao busquemos responder & pergunta “dada uma
condicao inicial, qual é o estado do sistema no tempo ¢?”, mas sim busquemos responder a
“dada uma condicao inicial, qual é a probabilidade de que o estado do sistema esteja, no

tempo t, num dado conjunto de estados possiveis?”

Evidentemente, para que esse ponto de vista possa prosperar, a medida de proba-
bilidade que quantifica a incerteza precisa ser invariante pela acao do sistema ao longo
do tempo. Como em muitas situagoes o sistema deixa invariante uma certa medida de
probabilidade, tal abordagem nos permite analisar, de um ponto de vista estatistico,
questoes assintoticas de interesse como por exemplo: o que ocorre com o sistema quando ¢
tende ao infinito? Ha algum comportamento recorrente? Ha estabilidade das trajetoérias?

Se sim, em quais sentidos? Etc.

Interessado nessa nova abordagem e analisando consequéncias fisicas de questoes
assintoticas, o fisico Ludwig Boltzmann fez uma importante suposi¢ao (“hipotese ergodica
de Boltzmann”), a saber:

Para cada condigao inicial  num espagco de estados X e cada ¢ : X — R “observagao”

integravel com respeito a P uma probabilidade, existe a média temporal assintotica das
observagoes dos estados do sistema f: X — X e esta coincide com a observa¢ao média

sobre o espaco de todos os estados possiveis X. Ou seja,

N—

1
1 )
lim — ' = dP(x).
dm 3 el @) | etwpr
1=

A despeito de muitas conclusoes fisicas corretas obtidas por Boltzmann, sua
hipotese provou-se matematicamente errada. Cabe ressaltar que foram feitas tentativas
para enfraquecer a hipotese de Boltzmann a fim de obter a igualdade acima em algumas

situagoes; por exemplo, uma versao mais fraca dizia que a igualdade acima seria satisfeita
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sempre que a 6rbita (f%());en da condigao inicial z € X fosse densa em X, o que também

se mostrou errado.

Essa questao foi colocada em base matematica solida pelo matemético George
David Birkhoff em 1931 com o seu celebrado Teorema Ergodico. Realmente, Birkhoff
mostrou que a média temporal assintotica existe para P-quase toda condicao inicial v € X
(ou seja, existe exceto possivelmente para um conjunto com probabilidade nula). Além disso,
o Teorema Ergodico de Birkhoff também garante que a igualdade acima é verdadeira se, e

somente se, o sistema f : X — X & ergddico com respeito a P, ou seja se, e somente se, a
condigao f~!(A) = A implicar P(A) =0 ou 1.

Em particular, o Teorema de Birkhoff garante que as consequéncias fisicas obtidas
por Boltzmann e outros estao matematicamente justificadas para P-quase toda condig¢ao

inicial, sempre que o sistema for ergdédico com respeito a P.

Mesmo que Birkhoff tenha solucionado a questao, cabe salientar que verificar se
um sistema é ou nao ergédico com respeito a uma medida de probabilidade invariante nem

sempre é uma questao simples, mesmo para os dias atuais.

Apos o Teorema de Birkhoff iniciou-se a pesquisa sobre a possivel ergodicidade de
sistemas conhecidos e também a questao geral da existéncia de sistemas ergddicos sobre

espacos classicos.

Hedlund mostrou que o fluxo definido pelo sistema de geodésicas sobre certas
superficies de curvatura negativa constante é ergddico e logo depois Hopf generalizou o
resultado de Hedlund. De modo independente, ambos estenderam tal resultado para o
caso de curvatura negativa nao necessariamente constante (veja [Oxtoby e Ulam 1941|

para uma lista de referéncias).

O presente trabalho trata da questao da existéncia. Mais especificamente, neste

trabalho apresentamos a resposta obtida por Oxtoby e Ulam para a pergunta:

“Existe algum homeomorfismo ergddico com respeito & medida de Lebesgue sobre o

cubo unitario n-dimensional?”

Embora o proprio Birkhofl suspeitasse que “provavelmente, a ergodicidade é pre-
b
valente”, nunca tornou matematicamente precisa sua suspeita - bem entendido, nunca

formulou uma conjectura.

Essa tarefa coube a Oxtoby e Ulam que mostraram que genericamente com respeito
a topologia uniforme, um homeomorfismo que preserva o volume sobre o cubo unitdrio
n-dimensional € ergodico |[Oxtoby e Ulam 1941|, ndo apenas respondendo afirmativamente

a pergunta acima mas também confirmando a “suspeita” de Birkhoff.

Nossa exposigao serd baseada em [Alpern e Prasad 2001].
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos a terminologia e os resultados basicos que serao

utilizados neste trabalho.

No que segue (X, X, ) denotard um espago de medida. Para esta e demais nogoes
bésicas sobre a teoria da medida, veja por exemplo [Rudin 1987] ou [Halmos 1974]. Para
as nogoes basicas sobre espacos métricos e também espagos topologicos recomendamos
[Dugundji 1966].

Definicao 1.1. Dizemos que uma transformagao mensuravel f : X — X preserva a
medida z ou, equivalentemente, que p ¢ f-invariante, se u(f~'(A)) = u(A) para todo
AeX.

Definigao 1.2. Um automorfismo sobre (X, X, 1) é uma bije¢ao mensuravel f: X — X
que preserva j cuja inversa f~! também é mensuravel e preserva pu, além disso dizemos

que f é bimensuréavel se f e f~! sdo funcoes mensuraveis.

Definicao 1.3. Uma medida de Borel sobre um espaco métrico X é uma medida u definida
sobre uma o-algebra que contém todos os subconjuntos abertos (ou, equivalentemente,

fechados) do espago X. Além disso, uma medida de Borel é dita probabilistica se u(X) = 1.

Defini¢ao 1.4. Um automorfismo f sobre (X, X, 1), com pu medida probabilistica, é dito
ergodico se todo conjunto f-invariante tem medida 0 ou 1; ou seja, tem-se p(A) = 0 ou
w(A) =1 sempre que f~1(A) = A (A e X).

Definicao 1.5. Uma medida de Borel p sobre um espago métrico X é dita regular se,

para cada conjunto mensuravel C' C X, tem-se:
sup{u(A) : A C C, A compacto} = u(C) = inf{u(B) : C C B, B aberto}.

Definigao 1.6. Se X é um espago métrico, entao uma transformagao bijetiva b : X — X

¢ dita homeomorfismo se f é continua e sua inversa f~! também o é.

Exemplo 1.7. Considere X = R" e y = medida de Lebesgue sobre X. Entao, toda

translacao 7' : X — X é um homeomorfismo que preserva .

Exemplo 1.8. Considere X = R? e ;1 = medida de Lebesgue sobre X. Entao, toda

rotacao R : X — X é um homeomorfismo que preserva pu.

Com respeito a medidas invariantes, temos o seguinte resultado geral:

Teorema 1.9. (Krylov-Bogoliubov) Se X € um espago métrico compacto e f : X — X

é continua, entao existe uma medida de Borel probabilistica p sobre X que € f-invariante.
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O resultado a seguir nos da uma caracterizacao bastante tutil para verificar se um

homeomorfismo preserva ou nao uma medida de Borel regular sobre um espago métrico.

Proposicao 1.10. Sejam X um espago métrico, p uma medida de Borel reqular sobre X

e h: X — X um homeomorfismo.

Entao, h preserva p se, e somente se, fx<90 oh)du = fx wdp para toda fungao real
continua e limitada ¢ : X — R.

Demonstra¢ao. Suponha que h preserva u, fixe ¢ : X — R uma fungao continua e limitada
qualquer e tome C' C X um conjunto mensuravel arbitrario e 1 a funcao caracteristica
de C. Entao,

[ 10du=n(€) = 0D = [ 1iscydn = [ (100 Wy

Dai, pela linearidade da integral segue que a igualdade [ sdu = [ s o hdu é verdadeira
sempre que s : X — R é uma fungao simples. Agora, como ¢ é uma fungao real continua e
limitada, existe uma sequéncia de fungoes simples (si) tal que |si| < |¢| para todo k € N
e sy — ¢ pontualmente (Teorema 1.17 de [Rudin 1987]). Consequentemente, pelo teorema

da convergéncia dominada (Teorema 1.34 de [Rudin 1987]) temos:

/god,u:lim/skd,u:lim/skohd,u:/(gpoh)d,u

Reciprocamente, tome um conjunto fechado F' C X arbitrario. Para todo ¢ > 0 suficiente-

mente pequeno defina gps(x) = max{0,1 —d(x, F)/d}.

Entao, temos |grs(x) — grs(y)| < d(z,y)/6 ¢ 1p(z) < grs(z) < 1ps(z) para
quaisquer z,y € X, onde F? denota a d-vizinhanca do conjunto fechado F.

Note que gps é uma funcao real continua e limitada que aproxima a fungao

caracteristica 1p.

Novamente pelo teorema da convergéncia dominada, temos:
u(F) = / Lpdp =
= lim / grsdp
= lim / (g9r5 © h)dp
- / (1o h)du

= /1h_1(F)du = ,U(hil(F»
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Por fim, como p é regular e h ¢ um homeomorfismo, para cada C' C X mensuravel
tem-se:
pu(C) =sup{u(A) : A C C, A compacto}
= sup{u(h™*(A)) : A C C, A compacto}

= u(h™(C))

Isso mostra que h preserva p, o que conclui a demonstragao.

Vamos agora enunciar um resultado que remonta ao inicio do estudo das trans-
formacoes que preservam uma dada medida. Tal resultado mostra, em particular, que é

possivel encontrar uma infinidade dessas transformagoes.

Teorema 1.11. (Liouwville)
Seja F : U — R™ campo vetorial de classe C' definido no aberto U C R".

Considere a equagdo diferencial auténoma x' = F(x) e denote por ¢' : U — U o

fluzo de classe Ct associado. Suponha que ¢' esteja definido para todo t € R.

Entao, o fluro (¢');er preserva o volume em U se, e somente se, div F(x) = 0
para todo x € U. Ou seja, se p denota a medida de volume (isto é, a medida de Lebesgue),

entao p(¢'(A)) = p(A) para todo conjunto Lebesque mensurdvel A C U e para todo t € R.

Em particular, a transformacao de tempo um ¢' : U — U preserva o volume sempre

que div F' € identicamente nulo em U.

Veremos a seguir um exemplo bastante instrutivo.

Exemplo 1.12. (Deslocamento de Bernoulli)

Considere o conjunto {0, 1} munido da métrica discreta, ou seja,

O0,se x =y
d(z,y) =
l,se x #y

Agora, considere o conjunto {0,1}% de todas as sequéncias bilaterais da forma

T =...T_oT 1XoT1Z3... e denotemos por x(i) a i-ésima coordenada de = (i € Z).

Observe que a métrica p(z,y) := Z 2-11d(x(7),y(i)) & compativel com a topologia

produto de {0, 1}Z e, além disso, {0, 1} é compacto pelo Teorema de Tychonoff (pagina
224 de |Dugundji 1966]).

Suponha que z(i) = y(i) e 2(—i) = y(—i) para todo 0 < ¢ < k. Entéo,
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pl,y) = Z 27 Md(x (i), y(i))

= 27 Md(w(i), y (i) + > 27 Md(2(i), y(i))
1<—k i>k
=27 d(w(—i), y(—i) + D 27 d (i), y(i))
i>k >k
<2 i 270 =270 (4).
i=k+1

Por outro lado, se (i) # y(i) ou z(—1) # y(—i) para algum 0 < ¢ < k, entao

o0

pley) = 3 2 d(a(i), (i) > 27",

Em outras palavras, se p(z,y) < 27, entdo x(i) = y(i) e x(—i) = y(—i) para todo
0 <7<k (xx).

Agora, considere n = min{i > 0 : z(i) # y(i) ou x(—i) # y(—i)} e a métrica
plz,y) =27"

Note que, se z(i) = y(i) e z(—i) = y(—i) para todo 0 < i < k, entdo teremos
n=min{i > 0: z(i) # y(i) ou x(—i) # y(—i)} > k, o que nos da p'(z,y) < 27%. Dai, por
(xx) vemos que p'(z,y) < p(z,y).

Por outro lado, se p/(z,y) = 27" com n > 0, entdo z(i) = y(i) e x(—i) = y(—1)
para todo 0 < i < n — 1. Logo, por () segue que p(z,y) < 272 = 4/(x, y). Além disso,
se p'(x,y) =270 =1, entdo é claro que p(z,y) < 4.

Portanto, em qualquer caso temos p'(z,y) < p(x,y) < 40/ (z,y) (z,y € {0,1}%).

Isso mostra que p e p' sao uniformemente equivalentes sobre {0, 1}Z.

Agora, considere a aplicagdo de deslocamento & esquerda ¢ : {0,1}%2 — {0,1}2
definida por:

¢(z)(i) = x(i + 1) para todo i € Z, onde x = (2(1));cz. Claramente, ¢ é invertivel
e sua inversa ¢~ ' é a aplicagio de deslocamento a direita: ¢~ (z)(i) = x(i — 1) (i € Z).

Afirmagao: ¢ é um homeomorfismo.

De fato, se p/(x,y) = 27° = 1, entdo p/(¢(z),d(y)) < 1 = p'(z,y). Além disso, se
pley)y=2"em=min{i >20:2(i+1) #y(i+1) ouz(—(i+1)) #y(—(i + 1))}, entdo
m > n— 1, donde p'(¢(2), ¢(y)) = 27" < 27" =2/ (2, ).

Isso mostra que ¢ é continua.

Similarmente, se p/(z,y) = 27% =1, entdo p'(¢~(z), ¢ (y)) < 1 = p'(z,y). Além
disso, se p'(z,y) =2"em=min{i > 0: 2(i—1) #y(i—1) oux(—(i—1)) #y(—(i—1))},
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entao m = n + 1, donde p/(¢~(z), 07 (y)) =27 < 27" =271/ (z,y).

Isso mostra que ¢! também é continua, donde concluimos que ¢ ¢ um homeomor-
fismo.

Vamos agora mostrar que ¢ preserva uma certa medida de Borel e que, com respeito
a ela, ¢ € um homeomorfismo ergddico.

Com efeito, dados i € Z e j € {0, 1}, considere o conjunto A7 := {x : z(i) = j}.

Note que, se k € N é suficientemente grande tal que |i| < k, entéo segue de (xx) que
y(i) = (i) = j sempre que p(x,y) < 27F. Ou seja, A7 & um conjunto aberto. Além disso,
note que {0,1}%\ A7 = 47

7 )

onde j' € {0,1} \ {j}. Ou seja, A/ também & um conjunto

fechado. Recorde que um conjunto que é aberto e fechado ao mesmo tempo é dito clopen.
Dados m < nem Z e (Up,...,u,) € {0,1}*~™* dizemos que o conjunto

A={xe€{0,1}2: (z(m),...,2(n)) = (Um,...,u,)} é um cilindro elementar de

comprimento r =n —m + 1.

Afirmagao: O conjunto de todos os cilindros elementares forma uma base para a
topologia de {0, 1}Z.

Com efeito, note inicialmente que todo cilindro elementar é clopen. Reciprocamente,
considere uma bola aberta B,(x;r) arbitraria e fixe k € N suficientemente grande tal que
B,(z;27%) C B,(x;7r).

Considere y € B,(x;27%) qualquer. Por (x*) acima vemos que z(i) = y(i) e
x(—1) = y(—i) para todo 0 < i < k.

Considere o seguinte cilindro elementar

A={ze{0,1}*: (2(=k—1),...,2(k+1)) = (y(=k = 1),...,y(k+1))}.

Entéo, z € A e também A C B,(z;27%) C B,(z;r); isto conclui a demonstragio
da afirmagao.

Agora, dados m < nem Z e U C {0,1}" ™! dizemos que o conjunto

A={ze{0,1}2: (x(m),...,z(n)) € U} & um cilindro de posto r =n —m + 1.

Note que todo cilindro elementar de comprimento » = n — m + 1 é um cilindro de
posto r =n —m + 1 e, reciprocamente, todo cilindro de posto r =n —m + 1 é uma uniao

disjunta finita de cilindros elementares de comprimento r =n —m + 1.

Seja C, a colecao de todos os cilindros de posto r > 1 e considere a colecao

S={gtu{C}u{C}u....

Afirmagao: S é um semi-anel de subconjuntos de {0, 1}Z.
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Com efeito, sejam C = {x € {0,1}% : (z(m),...,z(n)) € U} (U C {0,1}m+L
m<n)eD={ze{0,1}2: (x(k),...,z(1)) € U} (V C {0,1} "% L < ) cilindros
arbitrarios. Sejam o = min{m, k} e § = max{n,[}.

a+1

Considere U’ o conjunto de todas as sequéncias em {0, 1}°~ cuja restrigao a

{0, 1}~ pertencem a U e, similarmente, considere V' o conjunto de todas as sequéncias
em {0, 1}~ cuja restrigao a {0, 1}=*! pertencem a V.

Entao, C = {z: (z(a),...,z(8)) € U'} e D ={x: (z(a),...,x(B)) € V'}.

Dai, CND={x: (z(a),...,z(8) e U'NV'} €S.

Agora, suponha C, D € § tais que C' C D e escreva

C={z:(x(m),...,z(n)) €U)}comU C {0,1}" ™ eD={z: (x(k),...,z(l) €
V)} com V C {0, 1+,

Entéo, m < k <1 < n e existem cilindros elementares C' = {z : (z(m),...,z(n)) =

(U o Up) } com (Uppy .. yupn) € U e D = {x : (x(k),...,z(l)) = (vg,...v)}} com
(Vgy ..., v) € V tais que C" C D',

Dai, D"\ C" pode ser escrito como uma uniao disjunta finita de cilindros elementares:

D'\ C' = |_| {x:x(m):um,...,x(il)#uil,...,x(k—l):
k—1

NN

m 1

//\ N

l—f-]_ Z2
up—1, (k) = v, ..., zx(l) =v,x(l+1) = vg1, ..., 2(ls) # Uy, ..., x(n) = un}

Consequentemente, se JJ é o conjunto finito de todos os pares de cilindros elementares

da forma C’, D’ como acima, entdo D\ C = U{x s (z(m),...,z(n)) € Dj\ CJ/} é uma
jed
uniao disjunta finita de elementos de §; isto conclui a demonstragao da afirmacao.

n

Definimos uma fun¢ao de conjunto P : & — [0, 1] da seguinte maneira: P(&) =0 e

P{x: (x(m),...,a(n)) € UY) = 3 9—(n—m+1).

(Wms...;un)€EUCH{0,1}r—m+1

Para simplificar a notagao, vamos escrever
P({x: (z(m),.. )eU}): ZQ n-m+l)

onde admite-se implicitamente que a soma é feita sobre todos 0s (up,...,u,) € U C
{O 1}nfm+1'

Note que

para todo (wy,,...,u,) € U.
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Afirmagao: P estid bem definida.

Com efeito, suponha que {z : (x(m),...,z(n)) € U)} ={z: (z(k),...,z(l)) € V)}
com U C {0,1} ™ e V C {0, 1}-FFL,

Sen—m+1=1—k+1, entao U = V e nao ha nada a demonstrar. Entao, podemos
supor, por simetria, que n —m 41 <1 —k+ 1, donde V = U x {0, 1}(+m)=(k+n)

Dai,

Z g—(—k+1) _ Z o (n-m+1) Z o~ [(+m)—(k-+n)]
\% U

{071}(l+m)— (k+n)

- Z 9~ (n—m+1)
U

o que mostra que P estd bem definida.

Afirmacao: P ¢é finitamente aditiva.

De fato, suponha C' = {z : (z(m),...,z(n)) € U)} com U C {0,1}" ™" ¢
D = {x: (z(k),...,z()) € V)} com V C {0,1}7F tais que C N D = &. Sejam

a = min{m, k}, f = max{n,l}.

Considere U’ o conjunto de todas as sequéncias em {0, 1}°~2*! cuja restricdo a
{0,1}" ™! pertence a U e, similarmente, considere V' o conjunto de todas as sequéncias
em {0, 1}~ cuja restrigao a {0, 1}=**! pertence a V.

Dai, C ={z : (z(«a),...,z(p)) € U'}, D ={z: (z(a),...,z(B)) € V'}, CUD =
{z: (x(a),...;z(B) e U'UV'} e UNV' =0 pois CND = g.

Consequentemente, como P estd bem definida, temos:

PCUD) = Y 2 6o

v'uv’
—_ Z 27(nfm+1) 4 Z 27([*]64*1)
U \%4
_ P(C) + P(D).

Isto conclui a demonstracao da afirmacao.

Como toda uniao infinita contavel de cilindros é um conjunto clopen e nao podemos
escrever um conjunto clopen nao-vazio como uma uniao infinita contavel de conjuntos

clopen nao-vazios, segue que P é também contavelmente aditiva sobre S.

Portanto, segue do teorema de extensao de Carathéodory da Teoria da Medida que

P se estende a uma medida v definida sobre uma o-algebra A que contém S.

Como os cilindros elementares formam uma base para a topologia de {0, 1}Z, temos

que todo subconjunto aberto de {0,1}% pode ser escrito como uma unidao contével de
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elementos de S, donde segue que a o-algebra A contém os subconjuntos de Borel de
{0,1}2.
Desse modo, v é uma medida de Borel.

Além disso, como v({x : (z(m),...,z(n)) € {0,1}"™F}) = 1, segue que v é uma

medida de Borel probabilistica.
Afirmagao: ¢ preserva v.
De fato, para qualquer U C {0,1}" ™" com m < n em Z tem-se:
v~ ({z: (x(m), ..., x(n)) € U})) =
=v{z:(z(m+1),...,z(n+1)) € U})
=v{z: (z(m),z(m+1),...;2z(n+1)) € {0,1} x U})

— Z 9-1 Z 9—(n—m+1)

{0,1} U
_ Z 2—(n—m+1)
U

=v({z:(z(m),...,x(n)) € U})
Como os cilindros geram a o-algebra A, segue que ¢ preserva v. Isso prova a afirmagao.
Afirmacao: Dados quaisquer cilindros disjuntos C' = {z : (z(m),...,z(n)) € U}
com U C {0,1}* ™ e D = {x: (x(k),...,z(l)) € V} com V C {0, 1} ¥+ temos
v(CNe (D) =v(C(¢~?(D)) =v(C(D)
sempre que j € N é suficientemente grande.

Com efeito, sejam o = min{m, k} e = max{n,l}. Considere U’ o conjunto
de todas as sequéncias em {0, 1}~ cuja restricao a {0,1}" ™" pertencem a U e,
similarmente, considere V' o conjunto de todas as sequéncias em {0, 1}#~**! cuja restricao

a {0, 1}=*1 pertencem a V.

Entao, C ={z: (z(a),...,x(p)) € U'} e D = {z : (x(a),...,x(p)) € V'}. Além
disso, note que U' NV’ = @& pois C e D sao disjuntos.

Também, dado qualquer j € N temos ¢7(D) = {z : (z(a+j),...,x(B+])) € V'}.
Agora, tome j € N suficientemente grande tal que o + j > 3 e note que

CNno¢ (D) ={z: (x(a),...,x(8),z(B+1),...,x(ae+7),...,x(B+J)) € U x
{0,1}2+9=F x V'}. Dai, vemos que v(C N ¢~ (D)) é:

=v({z: (z(a),...,z(B),2(B+1),....,x(a+7),...,x(B+7)) € U x {0,1}*78 x V1)

:Z 9—(B—a+1) Z 9—(a+j—p) Z 9—(B—a+1)
U’ v/

{0,1}e+s=5
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— Z 2—(n—m+1) Z 2_(l_k+1)
U

—(Ow(D),

como queriamos. Note que o mesmo é vélido se C' e D sao, cada um, uma uniao finita de

cilindros dois a dois disjuntos.

Afirmacao: ¢ ¢ ergodico sobre ({0,1}%, A, v).

Com efeito, suponha que B € A satisfaz ¢~!(B) = B. Existe uma uniao disjunta
finita de cilindros denotada por C tal que ¥(BAC) < ¢, onde BAC = (B —-C)U(C — B)
(Teorema D da pagina 56 de [Halmos 1974]).

Pela tltima afirmagao tem-se v(C'N ¢~/ (C)) = v(C)? sempre que j € N é suficien-

temente grande.

Dai, fixando um tal j € N temos:

v((BN¢™(B))A(CN¢(C)))

(BN¢(B) —v(C N (O))] <
<v((BAC)U(¢77(B)A¢™(C)))
<

. (1.1)
v(BAC) +v(¢7 (BAC))
= 2v(BAC) < 2e.
Por outro lado,
v(B)? = v(C)?| = |(v(B) + v(C)(v(B) — v(C))]
< 2lu(B) - v(C))| (1.2)
< 2v(BAC)

Consequentemente, por (1.1) e (1.2) temos:

v(B) —v(B)’| = [v(BN ¢~ (B)) — v(B)’|
<[w(BNe™(B) —v(CNé ()] + v
|

alon +[(CNé(C)) —v(B)
= (B¢~ (B)) —v(CNé(O))] + v(C)* -

v(B)?| < 4e.
Como € > 0 é arbitrario, segue que v(B) = 0 ou v(B) = 1, o que prova a afirmagao.

Observagao 1.13. O sistema dinamico ergodico ({0,1}%, A, v, ) do Exemplo 1.12 & dito
2-deslocamento de Bernoulli e ¢ denotado por B(1/2;1/2). A medida v ¢ dita medida de

Bernoulli.
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O sistema B(1/2;1/2) ¢ um modelo matematico para o experimento aleatoério de
lancamento sucessivo e independente de uma moeda “desde o passado remoto até o futuro

distante”.

Agora, veremos uma classe de espagos que é bastante importante em Teoria Ergodica,

a saber:

Definigao 1.14. (Espago de Lebesgue) Suponha que m é a medida de Lebesgue sobre

o intervalo [0,1] e £ é a o-algebra dos subconjuntos Lebesgue mensuréveis de [0, 1].

Dizemos que um espago de medida finita e completa (X, X,r) é um espago de

Lebesgue se (X, X, v) é isomorfo mddulo 0 ao espago ([0,1], L, m).

Mais precisamente, (X, X, ) é um espago de Lebesgue se existem subconjuntos
Xo C X e Ly C [0,1] com v(Xy) = 1, m(Ly) = 1, e uma transformagao bimensuravel

1 Xg — Ly satisfazendo:

(i) v(Ao) = m(¥(Ag)) (Ap € XoN X)

(i) m(Boy) = v(v"1(By)) (By € Lo N L)

O proximo resultado, devido a von Neumann, garante que a classe dos espagos de

Lebesgue é bastante ampla.

Teorema 1.15. (von Neumann) Se X é um espago métrico separdvel completo e A é
o completamento da familia dos conjuntos de Borel com respeito a uma medida de Borel

probabilistica v sobre X, entao (X, X,v) € um espago de Lebesgue.

Exemplo 1.16. Se I"™ é o cubo unitario fechado n-dimensional, iz ¢ a medida de Lebesgue
n-dimensional e £ é a o-algebra dos conjuntos Lebesgue mensuréveis, entao (I", L, ) é

um espago de Lebesgue.

Mais geralmente, se ¢ ¢ um cubo fechado n-dimensional qualquer, entao (o, L, ) é

um espago de Lebesgue.

Exemplo 1.17. No Exemplo 1.12, se considerarmos B o completamento da familia dos
subconjuntos de Borel de {0, 1}Z com respeito & medida de Bernoulli v, entao pelo Teorema

1.15 segue que ({0,1}%, B, v) é um espago de Lebesgue.

Veremos agora que sobre espacos de Lebesgue sempre existe pelo menos um

automorfismo ergodico.

Proposigao 1.18. Se (X, X, ) € um espago de Lebesque, entao existe um automorfismo
ergodico f : X — X.
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Demonstracao. Como (X, X, u) e ({0,1}%, B, v) sdo espagos de Lebesgue, existe um iso-
morfismo médulo 0 ¢ : X — {0, 1}Z.

Dai, se ¢ : {0,1}% — {0, 1}% denota o 2-deslocamento de Bernoulli sobre ({0, 1}%, B, v),

entdo afirmamos que fy =1 topor): Xg — Xj é ergddico.

De fato, é imediato que f; é bimensuravel e preserva u sobre X,. Agora, se

fo'(A) = A com A C Xy, entdo A = fo(A), donde ¢((A)) = ¥(A).

Ou seja, (A) é ¢-invariante. Como ¢ é ergodico, segue que v(¢(A)) = 0 ou
v(1(A)) = 1. Mas, como 1 é um isomorfismo modulo 0, tem-se p(A) = v(¢»(A4)), donde

vemos que u(A) =0 ou pu(A) =1, o que mostra que fy é ergodico.

Por fim, para obter f : X — X ergodico, estenda f, arbitrariamente sobre o

conjunto de medida nula X \ Xj. Isto conclui a demonstragao. O]

Seja (X, p) um espago métrico compacto. Denotamos por H(X) o conjunto de

todos os homeomorfismos h : X — X.

Como nosso caso de interesse é X = [", o cubo unitério n-dimensional, vamos

denotar p(z,y) por |z —y| (z,y € X).

Considere as seguintes métricas sobre H(X):

d(f,g) = sup |f(z) — g(z)]

reX
d(f,9) = sup|f(x) — g(x)] +sup |f~(z) — g (2)]
reX zeX

Claramente, d(f, g) < d(f,g) para todos f,g € H(X).

Proposigao 1.19. As métricas d e d sio equivalentes sobre H(X).

Demonstragido. Como d < d em H(X) é suficiente mostrar que, se d(f,,, f) — 0 em H(X),
entdo d(f,, f) — 0 em H(X). Suponha que d(f,, f) — 0 em H(X) e, para obter uma
contradicdo, suponha que d(f,, f) - 0 em H(X).

Entéo, existem € > 0 e sequéncias (m;) C N, (z;) C X tais que

[fony () = 7 (25)] > ¢ paracadajeN (x).

Ponha y; = f,.}(z;) (j € N).

Como X é compacto, podemos supor que existem z,y € X tais que z; — x e y; — y.
Dai, como d(f,, f) — 0 tem-se f,, (y;) — f(y) (veja 7.5 na pagina 268 de |Dugundji
1966]). Logo, fm,(y;) = x; — « implica f(y) = z, ou seja, y = f~'(z).

Consequentemente, como f~'(z;) — f~'(z) = y e f,(x;) = y; — y, acabamos por

contradizer (*) sempre que j € N é suficientemente grande. Isto conclui a demonstragao.
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]

Proposicao 1.20. Se X € um espaco métrico compacto , entdo a aplicag¢io de composi¢ao

(f,g9) = fog é continua de C(X) x C(X) em C(X).

Demonstragao. De fato, note que dados f, f1, 9,91 € C(X) tem-se:

d(fog,fiog)=sup|fog(x)— fiog(r)

zeX

< Slel)[? |fog(x)— fog(x)]+ Slel)lg |fogi(x)— fiogq(x)

Ssup[fog(x) — fog(x)|+sup|f(z) — fi(z)]
zeX reX

=d(fog, fogq)+d(f fi) (%)

Além disso, como f é uniformemente continua tem-se d(f o g, f o g1) — 0 sempre

que d(g,g1) — 0.

Portanto, por (x*) acima vemos que d(f o g, f1 0 g1) — 0 sempre que d(f, f1) = 0
e d(g,g1) — 0, o que prova o resultado. ]

Proposicao 1.21. Se X € um espaco métrico compacto, entao (H(X),d) é completo.

Demonstragio. Seja (hy)ney uma sequéncia de Cauchy em (H(X),d). Entdo, (h,) e (h ")

sao de Cauchy em (C'(X),d). Como (C(X),d) é completo (Teorema 2.6 da pagina 296
de [Dugundji 1966]), existem h, g € C(X) tais que d(h,,h) — 0 e d(h, ', g) — 0.

Portanto, como h, o h'! = id = h;! o h, para todo n € N, pela Proposigio 1.20
obtemos h o g = id = g o h. Consequentemente, g = h™!, o que mostra que h € H(X) e

d(hy, h) = 0. O

Exemplo 1.22. Seja X = [0, 1] e considere a sequéncia (h,) C H([0, 1]) definida por

.

0,sex =0
2z/n,se 0 < o < 1/2
hn(2) = 1/n,se x =1/2
2(”_1) ($—1> +let12<agi
L n 2 n

Entao, d(h,,h) — 0, onde
0,se 0 < x<1/2

h(z) = 1
2 x—§ ,sel/2<r <1

Note que h nao é injetiva, donde h ¢ H([0, 1]). Portanto, (h,) é uma sequéncia de
Cauchy em H([0,1]) que nao converge em (#H([0,1]),d).

Isso mostra que, em geral, (H(X),d) nao é completo.
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Observacao 1.23. O exemplo anterior também nos mostra que, embora d e d sejam

equivalentes sobre H(X), em geral ndo sao uniformemente equivalentes.

Com efeito, se tivéssemos d(f, g) < d(f,g) < cd(f,g) para alguma constante ¢ > 1
(f,g € H(]0,1])), entdo a condicdo d(h,,h) — 0 implica que (h,) seria de Cauchy em d.
Dai, pela Proposicao 1.21 existiria g € H([0, 1]) para o qual d(h,,,g) — 0.

Logo, teriamos também d(h,, g) — 0. Como d(h,,h) — 0, teriamos h = g, 0 que

contradiz o fato de h nao ser injetiva.

Se X é um espago métrico compacto e p é uma medida de Borel regular sobre X,
entdao denotamos por H(X, ) o conjunto de todos os homeomorfismos h : X — X que

preservam .

Proposicao 1.24. Se X ¢ um espaco métrico compacto e j € uma medida de Borel regular
sobre X, entio H(X, ) € um subespago fechado de (H(X),d).

Demonstragdo. Sejam (h,,) C H(X, u) e h € H(X) tais que d(h,, h) — 0. Fixe p: X — R
funcao real continua e limitada arbitraria. Pela Proposicao 1.10, para cada n € N temos

Jx(@ o hy)dp = [, pdp. Dai, fazendo n — oo obtemos pelo teorema da convergéncia
dominada [, (¢ o h)du = [ pdpu.
Portanto, novamente pela Proposigao 1.10 temos h € H (X, i), como desejado.

]

Seja (X, X, 1) um espago de medida. Denotamos por G(X) o conjunto de todas
as transformagoes bimensuraveis f : X — X e por G(X,u) o conjunto de todas as

transformagoes bimensuraveis que preservam g (i.e., automorfismos sobre (X, X, u)).

Como usual, vamos identificar as transformacgoes bimensuraveis que diferem em,

no maximo, um conjunto de medida nula.

A partir desse momento vamos considerar X = I", o cubo unitario n-dimensional,

e |.| denotaré a distancia euclidiana em R"™.

Note que, neste caso, G(X) coincide com o conjunto de todas as transformagoes

bimensuraveis f : X — X para as quais inf{d > 0: u({x € X : |f(x)| = 0}) =0} < 0.
Agora, dadas f,g € G(X) considere:

du(f,g) = inf{6 > 0: p({x : [f(z) — g(z)|
dw(f,g) =inf{d > 0: p({z : |f(2) — g(2)]

Claramente? dw(fa g) < du(fa g)

Proposicao 1.25. d, e d,, sio métricas sobre G(X).
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Demonstracao. Vamos mostrar a validade da desigualdade triangular para ambas e também
que f = g sempre que d,(f,g) = 0 ou dy(f,g9) = 0. As demais propriedades de uma

métrica sao faceis de ser verificadas.
Primeiro para d,:
De fato, suponha que existam f, g, h € G(X) tais que d,(f,g) > d,(f, h) + du(h, g).

Dai, existem ¢, > 0 tais que d,(f,g) >0+ e
p{z = [f(z) = h(z)| = 6}) = 0= p({z : |h(z) — g(z)| = 7}).
Como

{z:1f(2) —g(@)] =0 +~} C{a:[f(x) = ()] = 6} U{z: [h(z) — g(2)] = 7},

obtemos d,(f,g) < § +7v < dy(f,g), uma contradigao.
Agora, suponha que d,(f,g) = 0.

Por definigao, existe 6, — 0 tal que u({z : |f(x) — g(z)| = d,}) = 0 para todo
n € N.

Dado € > 0, tome uma subsequéncia (d,, ) de (6,,) satisfazendo 0 < 4, < e/2".
Dai, como {z : f(z) # g(x)} C Upaf : [f(2) — g(2)] = /2™ }, temos

n{a: f(@) # g(0)}) <Y p({z: |f(z) - g(z)| = £/2™)

k>1

<3 ulfe: (@) - g(@)] > 6,,}) = 0.

k>1
Tsso mostra que ({z : f(z) # g(2)}) = 0, ou seja, f = g.
Agora para d,,:
De fato, suponha que existam f, g, h € G(X) tais que dy,(f, g) > dw(f, h)+dy(h, g).

Dali, existem ¢,y > 0 tais que dy,(f,g) > 0 + 7 com p({z : |f(x) — h(z)] = 0}) < 0
e p({z : [h(z) —g(z)] Z7}) <.

Novamente, como

{:[f(2) =g(x)] =0 +} CH{: [f(2) = h@)[ = 0} U{z : |h(z) — g(z)] = 7},

obtemos d,(f,g) < 0 +7v < dw(f,g), uma contradigao.
Por fim, suponha que d,,(f,g) = 0.

Por definigao, existe 6, — 0 tal que p({z : |f(z) — g(x)| = 0,}) < J,, para todo
n € N.
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Dado € > 0, tome uma subsequéncia (d,, ) de (d,,) satisfazendo 0 < 9,, < /2"
Dai, como {z : f(z) # 9(2)} € Upo {2 1£(2) — g(2)] > £/2"}, temos

pl{z s f(2) # g(2)}) <Y ul{e : | f(x) = g(x)] = £/2"})

k>1

<D ul{z:|f(2) = g@)] = 64 })

k>1

<Z§nk<5

k>1

Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, isso mostra que pu({z : f(z) # g(x)}) =0, ou seja, f = g.
[

Definigao 1.26. A topologia uniforme sobre G(X) é a topologia gerada pela métrica d,,.
Definigao 1.27. A topologia fraca sobre G(X) é a topologia gerada pela métrica d,,.

Observagao 1.28. Halmos introduziu a topologia fraca sobre G(X, i) e estudou muitas
de suas propriedades; veja [Halmos 1956]. Em particular, Halmos exibiu uma métrica
completa que da a topologia fraca sobre G(X, u). A defini¢cdo que utilizamos aqui e sua

equivaléncia com a defini¢ao dada por Halmos foram apresentadas por Alpern em [Alpern
1978].

Além disso, Halmos utilizou a terminologia “topologia uniforme sobre G(X, )" em

um sentido diferente, a saber, para a topologia gerada pela métrica

d(f.9) = p{z: f(x) #g(x)}).

Para maiores detalhes, veja [Halmos 1956]. Observamos que, em nosso contexto, nossa

escolha de terminologia é justificada pelo proximo resultado.

Proposigao 1.29. Se p € a medida de Lebesgue, entio d,(f,g) = supepm | f(x) — g(z)]
para quaisquer f,g € H(I™). Em outras palavras, a restrigao de d,, a H(I"™) dd a topologia

da convergéncia uniforme.

Demonstragao. Suponha que sup,cm |f(z) — g(x)] < ¢ e fixe algum ¢ > 0 tal que
SUp,epm | f(x) — g(x)| < €’ < e. Entao, |f(z) — g(x)| < & para todo z € I". Em particular,
obtemos u({z : |f(x) — g(x)| = €'}) = 0. Logo, por defini¢ao, tem-se d,(f,g) < & <e. Ou

seja, mostramos que d,(f, g) < € sempre que sup ;. | f(x) — g(z)| < e.

Portanto, d,(f,g) < sup,em | f(x) — g(2)].

Agora, para obter uma contradigao, suponha que existam f,g € H(I") tais que
du(f, 9) < Supyern |f(2) — g(2)|. Fixe algum d(f, ) < & < supyesn | f(2) — g(2)].
Por definigao, existe algum 0 < § < ¢ tal que p({z : |f(z) — g(x)| = ¢}) = 0.
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Ou seja, |f(x) — g(x)] < 0 para p-q.t.p. € I". Dai, como f,g € H(I") e p
é positiva sobre os abertos nao-vazios, segue que |f(z) — g(x)| < 0 para todo = € I".
Consequentemente, obtemos sup, ¢ |f(z) — g(x)| <0 < e <sup,em |f(x) — g(x)|, uma

contradicao.

Portanto, d,,(f, g) = sup,em | f(x) —g(x)| sempre que f,g € H(I™), como queriamos

demonstrar.

Observacao 1.30. Note que, dados f,g € G(I"), tem-se que

inf{d > 0: p({z: |f(z) - g(x)] = 6}) = 0} = ess sup|f(z) — g(x)]

zeln
¢ o dito supremo essencial dos valores |f(z) — g(z)| (x € I™).
Agora, suponhamos que f,g € G(I"™, u).
Entao, como f e g preservam p temos:
du(f,9) = mt{o > 0: p({z - [f(x) — g(z)] = d}) = 0}
=inf{6 > 0: pu({z:|fog ' (z) —id(zx)] =) = 0}
=d,(fog ' id).

Vamos utilizar o stmbolo ||f o g7!|| para denotar d,(f o g7, id).

Ou ainda, como G(X) é um grupo munido da operac¢do de composigao, escreveremos

simplesmente || fg~!|| = du(fg™ 1, id).
Mais geralmente, se f € G(I"), entdo denotaremos d,(f,id) por ||f]|, ou seja,
[fIl = ess sup,epm [ f(2) — xl.

Por fim, tendo em vista a Proposi¢ao 1.29, também escreveremos || f — g|| para

denotar || fg~ | sempre que f,g € G(I"™, ).

Recorde que, se (X, p) é um espago métrico, entdo um conjunto que é intersegao
enumeravel de abertos é dito G5 e, além disso, um conjunto que contém uma intersegao

enumeravel de abertos densos é dito residual.
Recorde também que, se (X, p) é um espago métrico e (P) é uma propriedade,
entao dizemos que (P) € genérica em X se o subconjunto de X para o qual (P) é valida é

residual. Em outras palavras, genericidade é a nocao de prevaléncia topoldgica.

A préxima nogao é crucial para o uso que faremos do Teorema de Baire no tltimo

capitulo deste trabalho.

Definigao 1.31. Um espago métrico (X, p) é dito topologicamente completo se existe uma

métrica p’ equivalente a p tal que (X, p’) é completo.
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Teorema 1.32. (Baire) Se (X, p) € topologicamente completo, entdo toda intersegao
enumeravel de abertos densos é um conjunto denso. Ou seja, todo conjunto residual em

um espago métrico topologicamente completo € denso.

Observagao 1.33. Pela Observagao 1.28 segue que (G(X, u),d,) é um espago métrico

topologicamente completo.

Observagao 1.34. Como todo subespagco fechado de um espago métrico completo é tam-

bém completo, segue pela Proposi¢ao 1.24 que o Teorema 1.32 é aplicavel em (H(I", ), d).

Terminamos este capitulo enunciando um resultado que seré fundamental neste
trabalho.

Teorema 1.35. (Halmos) O conjunto de todos os automorfismos ergédicos é um residual

em (G(X,pn),dy). Em particular, o conjunto dos automorfismos ergédicos € denso em
(G(X, p), duw)
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? Lemas de Conectividade

Neste capitulo apresentaremos os resultados que nos permitem realizar argumentos
de perturbacao de homeomorfismos. Em Sistemas Dinamicos tais resultados pertencem a

uma famfilia de resultados conhecidos como “resultados de conectividade".

Lema 2.1. Seja L um segmento em R™ com extremidades p,q € R".

Para qualquer bola aberta U .= U (2%, p ; 4l

+ 5) (0 > 0) centrada no ponto

Ip — q

médio (p+ q)/2 de L com raio + § existe um homeomorfismo que preserva volume

h:R" — R" tal que:

(a) h(p) = q;

(b) h=1id em R"\ U.

Demonstragao. Fixada U arbitraria, considere uma bola aberta qualquer da seguinte forma
p+q lp—d
u.=uv ;
2 2
a : R" :— R de classe C* satisfazendo as seguintes propriedades:

+ 5’) contida em U (ou seja, 0 < ¢’ < J) e tome alguma fungao

(i) a=1em U
(ii) =0 em R"\ U;

(iii) 0 L a < 1em R™

Agora, considere a seguinte equagao diferencial auténoma z’ = a(zx)(qg — p).

Note que F': R* — R" dada por F(z) := a(x)(q¢ — p) define um campo vetorial
de classe C* para o qual divF(z) = Va(z) - (¢ — p) (x € R™), onde - denota o produto

escalar canonico em R".
Denote por ¢'(x) o fluxo de classe C™ associado a equagao ' = F(z).

Note que, como F' é uniformemente limitado, o fluxo ¢! esta definido para todo

t € R. Além disso, como p + t(¢ — p) € L para todo t € [0, 1], pela unicidade obtemos
¢'(p) =p+tlg—p) (t€[0,1])ed'(p) =g

Considere g(z) := ¢'(x) (r € R") a transformagao de tempo um associada ao fluxo
9.

Entao, ¢g ¢ um difeomorfismo de classe C*° (consequentemente, um homeomorfismo)

tal que g~ (z) = ¢~ 1(x) é a transformacido de tempo menos um e g(p) = ¢'(p) = ¢
(x € R™).



34 Capitulo 2. Lemas de Conectividade

Além disso, como divF(z) = 0 para todo x € U' U (R"\ U), pelo Teorema 1.11
segue que g preserva o volume em U’ U (R™\ U). Por outro lado, como o = 0 em R"\ U,
segue que todo z € R™ \ U é um ponto estacionario da equagao =’ = F(x), de modo que
g(x) = x para cada x € R™\ U.

O homeomorfismo h procurado sera obtido a partir de um processo de limite sobre

a construcao que acabamos de fazer.

Com efeito, utilizando a mesma notacao acima, fixe uma sequéncia arbitraria de
bolas abertas (U;) C U tal que U, C U}, C U paratodo k > 1 e U, /U quando k — cc.

Do mesmo modo que acima considere, para cada k > 1, a equacao diferencial

' = ag(z)(q — p), onde oy : R" — R é uma funcdo de classe C* tal que

(i) ax =1 em Uj;
(i) ax =0 em R™\ U;
(i) 0 < ap < 1 em R™.
Denote por ¢} (z) o fluxo de classe C* associado a 2/ = ay(z)(q — p).

Defina, para cada k > 1, gr(z) := ¢p(z) (x € R").

Entao, como U_,g C Ui, C U para todo k > 1, pela unicidade e construgao acima

obtemos que (gx) é uma sequéncia de homeomorfismos tal que

® Gr+1 @E 9k

—1 — —1.
® Jrt1 UT;:gk )
e g(p) = ¢

gr =id em R™\ U,
e g; preserva volume em Uj.
Afirmacdo: (gi) é de Cauchy em (H(U),d)), onde

(f.9) 1= max|f(z) — g(o)] + max | (@) =g~ @)] (fr9 € H(D))
De fato, primeiro observe que, como gy = id em OU (fronteira de U), gk+1|7 = gk
k

e g,;jl = g, para cada k > 1, se m > k entdo:

U
d(gm, gx) = max |g,(z) — gr(x)| + max|g,,' (z) — g ' (2)|
xeU xeU

= max_|gm(z) — gr(2)| + max |g, () — g; " (2)]
zeU\U] 2eU\U],
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Agora, para obter uma contradi¢ao, suponha que Max, g7 |gm (z) — gr(x)| - 0

quando k — oo.

Entéo, existem € > 0, sequéncias m; > k; em N e pontos z; € U \ U_,’g] tais que
€ < |gm, (7;) — gr;(x;)| para cada j € N. (%)

Pela compacidade de U, podemos supor que existe z € U tal que xj; — x quando

J — oQ.

Dai, como U_,’CJ AU, segue que x € OU; com efeito, se fosse x € U entao existiria
r > 0 tal que U(z;r) C U. Portanto, terfamos z; € U(z;r) C U_lg] sempre que j € N ¢

suficientemente grande, o que contradiz a escolha de z; € U \ U_,;J (7 € N).
Logo, = € OU.

Por outro lado, como |ay(z)(¢ —p)| < |¢ — p| para todo = € R™ e todo k > 1, segue
que a sequéncia de derivadas (g;) ¢ uniformemente limitada em R™; entdo, existe alguma
constante M > 0 tal que |g,(z)| < M para todo z € R" e todo k > 1

Dai, pela desigualdade do valor médio, temos |gx(y) — gr(2)| < M|y — z| para todos
y,z€R" ek > 1

Consequentemente, como x € OU e g, = id em OU para todo k > 1, temos

€ < |gm,; (75) — gr; (z5)]
<G, (25) = G, (2)] + |G, () — gi; ()] + 9w (25) — g, ()]

Como z; — x, obtemos uma contradi¢do com (x) sempre que j € N é suficientemente

grande.
Portanto, max, i |gm(x) — gk(z)| = 0 quando m, k — oo.

Além disso, como g, '(z) = ¢ (7) e |an(x)(q — p)| < |¢ — p| para todos z € R®
e k > 1, pelo mesmo raciocicio concluimos que max, i |g,,' (z) — g5 ()] = 0 quando

m, k — oo.
Isto mostra que (g;) é de Cauchy em (H(U),d).

Como (H(U),d) é completo (Proposicao 1.21), segue que existe h € H(U) tal que
d(gi, h) — 0 quando k — oco. Note que h

o = 9k € h_1|UTQ = g; ! para todo k > 1.

Também, como gr = id em R" \ U para todo k > 1, se estendermos h pondo
h =id em R™\ U, entdo segue que max,cgn |gx(2) — h(z)| + max,epn |g; ' (2) —h71(z)] = 0
quando k > 1

Por fim, mostremos que h preserva volume em R”. Claramente, como h = id em

R™\ U, é suficiente mostrar que h preserva volume em U.
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Para tal, usaremos a Proposicao 1.10; fixe ¢ : U — R funcao continua e limitada
arbitraria. Se u denota o volume (ou seja, a medida de Lebesgue sobre R™), entdo como

hl|— = gr e gi preserva p em Uj para cada k > 1, tem-se:

Uk
[wonau= [ (womdn+ [ (pondn
U U\U}, U]
= / _(poh)du+ /(@ o gi)dp
U\U7 Ul
= / _(poh)du+ / (¢ 0 gr)dp
U\T] Ui
= / _(poh)du+ / edp
N\, Ui
= / _(poh)du+ /sadu (%)
U\UJ, U]

Mas, note que como ¢ e ¢ o h sao fungoes reais continuas e limitadas e U, U,

fazendo k — oo em (**) obtemos

/U(wo h)du = /Usodu-

Como ¢ : U — R é arbitraria, pela Proposicao 1.10 segue que h preserva p em U como

desejado.

Isto conclui a demonstracao. ]

Recorde que um caminho em R™ com extremidades p,q € R™ é uma aplicacao
continua v : [0, 1] — R™ tal que v(0) = p e 7(1) = ¢. Por um abuso de linguagem é comum

identificar o caminho v com a sua imagem ~([0, 1]).

Lema 2.2. Seja U C I™ uma vizinhanca aberta de um caminho v com extremidades p,q.
Entao, existe um homeomorfismo que preserva volume h : I — I™ com h(p) = q que envia

uma vizinhanga de p sobre uma vizinhanc¢a de q e que coincide com a identidade fora de U.

Demonstra¢ao. Tome o > 0 pequeno e escolha pontos p = po,p1,...,pr = q em 7y
pi + piv1 |pit1 — pil
2 2

suficientemente proximos tais que U ( + (5) C U para cada i =

0,....k—1.

Pelo Lema 2.1, para cada 7 =0, ...,k — 1 existe um homeomorfismo que preserva

volume h; : I"™ — I™ tal que h;(p;) = pi+1, h; envia uma vizinhanga de p; sobre uma
Pi + Div1 |Piy1 — pil
: 0.
2 ’ 2 +

Entao, h := hy_10hj_g0---0hyohy define um homeomorfismo que preserva volume

vizinhanca de p; 1 e h; = id fora de U

sobre I" com h(p) = ¢ tal que h envia uma vizinhanga de p sobre uma vizinhanca de ¢ e

coincide com a identidade fora de U, como desejado.
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]

Lema 2.3. Sejam {p;}.; e {¢:}Y., dois conjuntos de pontos distintos no interior de I"
com |p; — q;| < e para todoi=1,...,N. Entao, existe um homeomorfismo que preserva
volume h com ||h|| < € e que coincide com a identidade na fronteira de I"™ tal que, para
cada i =1,..., N, envia uma vizinhanga de p; sobre uma vizinhanga de ¢; e h(p;) = ¢;.
Além disso, h pode ser escolhido de modo a coincidir com a identidade em um conjunto

finito disjunto de {p1,...,pN,q,---,qn} fizado a priori.

Demonstracao. Fixe F' um conjunto finito arbitrario disjunto de {p1,...,pn,q1,---,qn}-
Para cada i = 1,..., N escolha um caminho ; : [0,1] — int I" satisfazendo ~;(0) = p;,
Y1) = gi e |yit) = ()] <elt =] (£, € [0,1]).

Observe que, como F' ¢ finito e os caminhos linha reta R;(t) := p; +t(q; — p;) podem
se intersectar em, no maximo, um nimero finito de pontos, por continuidade podemos
supor que os caminhos ~; intersectam-se em, no méximo, um ntmero finito de pontos

e, além disso, se § > 0 ¢ suficientemente pequeno, entdo v;([0,1])° N F = @ para cada
i=1,..., N,

Suponhamos inicialmente que os caminhos ~; sao dois a dois disjuntos.

Tome ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que:

7([0,1])°’NF = @ paracadai=1,...,N.

7:([0,1])? C int I™ para cadai=1,...,N.

74(0, 11)° N 45([0,1])° = @ sempre que i # J.

diam~;([0,1])° < € para cadai=1,...,N.

Pelo Lema 2.2, para cada i = 1,..., N existe um homeomorfismo que preserva
volume h; : I™ — I"™ tal que {z : hi(z) # x} C %([0,1])°, hi(p;) = ¢ e h; envia uma

vizinhanca de p; sobre uma vizinhanca de g;.
Entao, h := hy o hy_10---0hy tem as propriedades desejadas.
Agora, no caso geral os caminhos v; nao sao necessariamente disjuntos.

Seja G # @ o conjunto finito de todas as interse¢oes dos caminhos 7; e considere

t1 <ty < --- <t os valores de t para os quais existe i = 1,..., N tal que 7;(t) € G.
Para cada j = 0,...,k escolha s; € [0,1] tal que 0 = sp < t1 < 51 <ty < 59 <

tg < o0 < Spq < tp < s = 1. Defina Dij = ’%’(Sj) € Qi = ’Yi(sj—i-l) (Z = 1,...,N e
P 0. k).
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Entdo, para cada j = 0,...,k fixado os conjuntos {p;;}¥, e {q;;}, satisfazem
pij — @ij| < €lsj+1 — s;|. Além disso, reduzindo § > 0 se necessario, podemos supor que as

0-vizinhangas das restrigoes ; sao conjuntos dois a dois disjuntos.

’[Sj’sj-i—l]

Consequentemente, pela parte ja provada obtemos, para cada j = 0,...,k, um
homeomorfismo que preserva volume h; : I™ — I"™ com h;(p;;) = ¢;; paracadai=1,..., N

e ||l < elsjer — s5).
Portanto, a composta h := hj, o hj,_1 0 --- o hy tem as propriedades desejadas.

Isto conclui a demonstracao. [
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3 Permutacdes diadicas sobre o cubo

Neste capitulo apresentaremos uma importante ideia devida a Peter Lax, a saber:
os homeomorfismos que preservam volume sobre o cubo I™ sao localmente rigidos em um

sentido combinatoério especifico.

Mais precisamente, veremos que qualquer homeomorfismo que preserva volume
sobre o cubo I"™ pode ser uniformemente aproximado por permutacoes diddicas definidas
sobre decomposigoes suficientemente finas de I™; este é o resultado de Lax que torna precisa
a ideia acima. Veremos ainda que tal aproximacao pode ser feita a partir de permutacoes

diadicas ciclicas [Alpern e Prasad 2001].

Definicao 3.1. Dados n > 2 e m € N definimos a decomposicao diddica de ordem m de I"

como a colecao dos N = 2" subcubos congruentes da forma [;—}n, Z;;,ﬁl] X ... X [Zﬂ imtd

g, ]
com iy, ..., i, € {0,...,2™ — 1}.

Definicao 3.2. Uma permuta¢ao diddica de ordem m € N é uma transformagao P : " —
I™ que age sobre alguma decomposicao diadica de ordem m de I™, digamos {o;}Y,, da
seguinte maneira: P(0;) = o).
Dessa forma, é comum identificarmos P com a bije¢ao j : {1,..., N} — {1,...,N}.
Além disso se dada uma enumeragao dos subcubos tal que os cubos o; e g;,1 tem
uma face em comum para cada 1 <7 < N e também oy e o; tem uma face em comum,

P sera dita uma permutagao diddica ciclica se P(oy) = o1 e P(0;) = 0,11 para cada
1<i<N.

Recorde que uma relagao entre os conjuntos X e Y é um subconjunto R C X x Y.

Denotaremos (z,y) € R por xRy.
Para cada A C X considere A% := {y € Y : xRy para algum = € A}.

Além disso, um R-casamento f de X em Y é uma fungao injetiva f: X — Y tal

que zRf(z) para cada x € X.

O proximo resultado, devido a Peter Hall, fornece uma condigao suficiente - dita

condicao de Hall - para que se consiga obter um R-casamento entre conjuntos finitos.

Lema 3.3. (Hall) Sejam X eY conjuntos finitos e R C X XY wuma relagao entre eles.
Se |AR| > |A| para todo A C X, entio existe um R-casamento f: X — Y. Além disso, se
| X| =Y, entdo f € bijetiva.

Agora, veremos como Peter Lax utilizou o Lema de Hall para mostrar que os

homeomorfismos que preservam volume sobre o cubo unitario podem ser uniformemente
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aproximados por permutacoes diddicas definidas sobre decomposi¢oes suficientemente

finas.

Lema 3.4. Dados h € H(I", ) e e >0, se m € N € suficientemente grande, entio existe

uma permutacao diddica P de ordem m tal que |h — P|| < e.

Demonstragao. Considere {o;}Y,, N = 2™ uma decomposi¢io diddica de I"™ de ordem

m, onde m € N é suficientemente grande a ser determinado.

Note que ¢ suficiente encontrar uma permutacao diddica P sobre I" satisfazendo:
P(o;) Nh(o;) # @ paracadai=1,..., N.

Com efeito, nesse caso teremos:

|P(z) — h(z)| < maxdiam(c;) + max diam(h(o;)) < €
para todo x € I™, sempre que m € N é suficientemente grande.
A fim de obter uma tal P, defina uma relagao R C {0;}Y, x {0;}Y, da seguinte

maneira:

O'iRO'j <~ 0j N h(O’Z) 7£ .

Observe que, como h preserva volume, qualquer conjunto A formado por k cubos tem
imagem h(A) que possui o volume de k cubos e, portanto, h(A) intersecta pelo menos k

cubos.

Em outras palavras, a condigao de Hall é satisfeita: |[Af| > |A| para todo A C
{oiiL:

Portanto, pelo Lema 3.3 existe um R-casamento bijetivo P : {o;}X, — {0}, que
satisfaz P(o;) Nh(o;) # & para cada i = 1,..., N, como desejado.

]

Seja 7 : {1,...,N} — {1,..., N} uma permutagao tal que 7(i) = j, 7(j) =i e
7(k) = k para todo k #i,j (i # j fixos em {1,..., N}). Neste caso, 7 é dita transposi¢ao
do par (i,7) e é denotada por 7; ;. Uma permutagao 7 é dita transposi¢io se T = 7; ; para

algum par (i, 7).

Agora vamos mostrar que a permutacao P dada no resultado anterior pode ser

tomada ciclica.

Note que, para isto, é suficiente mostrar que, dada uma permutacao P : {1,..., N} —

{1,..., N}, existe uma permutagao ciclica @ : {1,..., N} — {1,..., N} “uniformemente
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proxima” de P no seguinte sentido: |P(i7) — Q(4)| < L paratodoi=1,...,N, onde L € N
independe de N.

Com efeito, neste caso temos:

Q(z) = h(2)] < |Q(x) — P(z)| + |P(x) = h(z)]

<
< Lmaxdiam(e;) + max diam(o;) + max diam(h(o;))

= (L + 1) max diam(o;) + max diam(h(o;)) < e

para todo xz € I, sempre que m € N é suficientemente grande, uma vez que L € N

independe de N.

Abaixo mostramos que podemos considerar L = 2.

Lema 3.5. Se P : {1,...,N} = {1,..., N} é uma permuta¢ao, entao existe uma permuta-
¢ao ciclica @ : {1,...,N} = {1,..., N} tal que |P(i)— Q(i)| < 2 para todoi € {1,...,N}.

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiro que N = 2m é um ntmero par.
Definamos permutagoes 71, ..., 7, recursivamente da seguite maneira:

1d,se 1 e 2 pertencem a um mesmo ciclo de P;
r =
T1,2, Caso contrario.

Observe que 1 e 2 pertencem a um mesmo ciclo de r o P.
Para cada 1 < 7 < m defina:

id,se 2j — 1 e 27 pertencem a um mesmo ciclo de r;_yor;_g0---0r1 0 P;
r; =
! Toj—1,25, Caso contrario.
Entao, 25 — 1 e 2j pertencem a um mesmo ciclo de rjo---or;o P.
Escreva R := 71, 0---0or e note que cada par da forma (2k — 1, 2k) pertence a um

mesmo ciclo de Ro P.

Além disso, como R é uma composi¢ao de transposi¢oes disjuntas de inteiros
consecutivos, segue que |R(j) — j| < 1 para todo j € {1,...,N}.
Analogamente, definimos recursivamente permutacoes si, ..., S,,_1 para conectar

os pares da forma (2k, 2k + 1) da seguinte maneira:

id,se 2 e 3 pertencem a um mesmo ciclo de R o P;
S1 =
To,3,Caso contrario.

Observe que 2 e 3 pertencem a um mesmo ciclo de s; o Ro P.

Para cada 1 < j < m — 1 defina:
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B id,se 2j e 25 + 1 pertencem a um mesmo ciclo de s;_j0---0s10Ro P;
i Tj,2j+1, Caso contrario.
Entao, 25 e 2j + 1 pertencem a um mesmo ciclo de s;o0s;_10---0s,0Ro P.
Escreva S :=s,,_1 0+ 0s; e note que cada par da forma (2k, 2k + 1) pertence a

um mesmo ciclo de So Ro P.
Também pela mesma razao como acima, |S(j) — j| < 1 para todo j € {1,..., N}.
Escreva ) = So Ro P.

Por construcao, () tem apenas um ciclo, ou seja, () é uma permutacgao ciclica e,

além disso, pelo que acabamos de ver,

Q() - P()| = IS o Ro P(j) - P(j)]
— S0 R(j") - J|
<IS(R()) = RG)| + |R() — /| < 2 para todo j € {1,..., N}.

Isso prova o resultado no caso em que N = 2m é um niimero par.

Se N = 2m + 1 é um ntimero impar, entao usamos o mesmo procedimento durante
os primeiros 2m passos e acrescentamos ao final uma permutacao de tipo s como acima,

digamos s,,, para obter uma permutacao com um unico ciclo.

]

Portanto, pelos Lema 3.4 e Lema 3.5 obtemos o seguinte resultado fundamental:

Teorema 3.6. Dados h € H(I", ) e >0, se m € N € suficientemente grande, entdo

existe uma permutagao diddica ciclica P de ordem m tal que ||h — P|| < ¢.
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4 O Teorema de Oxtoby-Ulam

Neste tltimo capitulo apresentaremos uma demonstracao do Teorema de Oxtoby-
Ulam. Seguindo [Alpern e Prasad 2001], faremos uso de uma versao do classico Teorema

de Lusin da teoria da medida.

Uma diferenca importante em relagao ao resultado classico é que, em nosso contexto,
ha uma exigéncia adicional, a saber: a transformagcao bimensuréavel devera ser aproximada

por um homeomorfismo que preserva volume.

A fim de demonstrarmos essa versao do Teorema de Lusin vamos precisar de trés

lemas auxiliares que apresentamos agora.

Lema 4.1. Dados g € G(I", ) e 6,y > 0 existe uma permutacao diddica P € G(I™, ) tal
que p({z : |g(x) — P(x)] = 0}) <.
Ou seja, o conjunto das permutagoes diddicas é denso em G(I", i) na topologia

fraca.

Demonstragao. Fixe uma decomposigao diddica {o;}Y, de I" tal que diam o; < § para

cadai=1,...,N. Como g preserva volume, temos:
1= pu(I") = (g™ (I") = ulg (UL100) = p(UL 197 (0v))

Dai, como pu é regular, para cada ¢ = 1,..., N existe um conjunto compacto
C; C g~ (0y) tal que p(UY,Ci) > 1 —~/2.

Seja d = min{|z —y| : x € Cy,y € Cj,i # j} > 0 e considere {7;}}, alguma decom-

1

posicao diadica de I"™ que refina {o;}Y, com diam 7; < d e p(7;) < + — max;<;<y p(C;)

para cada j=1,..., M.

Entao, cada 7; intersecta no maximo um conjunto C;j. Agora, considere S; como
sendo a uniao de todos os cubos 7; que intersectam Cj. Defina P como uma permutacao
sobre {7;}}Z, da seguinte maneira: impomos P(7;) C o; sempre que 7; C 0; €, para os

demais cubos 7;, definimos de modo arbitrério.

Note que, como S;, N C;, = & sempre que i # iy, tem-se:

Jeos=(Ue)o (Us)

Seja S esse conjunto e observe que, como 1 —v/2 < u(UN,C;) < u(UX,S;) < 1, segue que
u(S)>1—v/2—v/2=1-1.
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Por outro lado como S = Ufil(Ci N S;), se x € S, entao x € C; N S; para algum
i=1,...N. Dai, como C; C g(0;), obtemos g(x) € o;. Também, pela defini¢ao de P
temos P(x) € ;. Consequentemente, |g(z) — P(x)| < § para cada = € S, o que finaliza a

demonstracao.
O]
Lema 4.2. Seja F C {1,...,N} nao-vazio e considere Q:F = {1,..., N} injetiva.

Entao, eziste uma permutacao Q : {1,...,N} :— {1,..., N} que estende Q e satisfaz
17— Q)| < #F sempre que j ¢ F, onde #F denota a cardinalidade do conjunto F.

Demonstracao. Defina () como sendo Q sobre F' e como sendo @ sobre o complementar
F de F', onde @ ¢ a Unica bijecao que preserva a ordem de F sobre o complementar @\]?
de QF.

Em outras palavras, se j € Fe @j = j', entao
g=#{k ke Fk<j}=#{l:1€QF1<j}.

Dai, temos j — #F < ¢ < j e, como @ ¢ uma bijecao que preserva ordem e Q é
injetiva, segue que j — #QF < g < j'. Logo, como #F = #QF (pois Q é injetiva), temos
J—#F <q<jej —#F <q<j,oqueimplica [j — j'| < #F.

Isto conclui a demonstracao. ]

Observacao 4.3. O Lema 4.2 nos diz que podemos estender Q a uma permutacao que
é “controlada” sobre o complementar F de F. Além disso, observe que a relevancia da

conclusao do Lema 4.2 é evidenciada no casos em que N é muito maior que #F'.

Agora, recorde que se p denota a medida de Lebesgue sobre R™ (ou seja, o volume
n-dimensional) e h : U — U é um homeomorfismo sobre um aberto U C R™ tal que

wu(h(A)) > 0 sempre que pu(A) >0 (A C U mensuravel), entao

u(h(A)) = / | Th(@)|du(z),

onde |Jh(x)| denota o Jacobiano generalizado de h no ponto z relativamente a .

Para esta noc¢ao mais geral de Jacobiano, veja a se¢ao 9.7 de [Viana e Oliveira
2016].

Este fato sera tutil no préoximo lema.

Lema 4.4. Sejam €,7 > 0 e P uma permutagdao diddica sobre I™ com ||P|| < ¢ .

Entao, existe h € H(I™, 1) que coincide com a identidade sobre a fronteira de I™

com ||h|| < e e que satisfaz p({x : h(x) # P(x)}) < 7.
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Demonstracao. Fixe 0 < ||P|| < ¢’ < € e suponha que P ¢ uma permutagao sobre uma
decomposigao diadica {o;}Y, tal que diam o; < 0 para cadai=1,...,N, onde § > 0 ¢

um parametro pequeno a ser determinado.

Pelo Lema 2.3, existe f € H(I", 1) que coincide com a identidade sobre a fronteira
de I"™ com | f|| < & e que envia uma vizinhanga de cada centro de {o;}Y, sobre uma

vizinhanca da imagem por P do correspondente centro.

Dai, existe 0 < a < 1 tal que, se o ¢ um pequeno cubo concéntrico a o; com
w(of)/u(o;) = a para todo i = 1,..., N, entdo p({z: f(z) # P(x)}) <1 —a.

O problema é que tal 0 < a < 1 pode ser muito pequeno, de modo que é possivel
que nao se tenha 1 —a < 7.

Vamos mostrar que, dado § > max{a, 1 — v} podemos encontrar cubos Uf concén-
tricos a o; com u(o”)/p(o;) = B e um outro homeomorfismo h € H(I™, j1) que coincide

com P sobre cada of (i=1,...,N).

Com efeito, fixe § > max{a,1 —~} e considere r : [0,1] — [0, 1] a func¢ao linear

por partes determinada por r(0) =0, 7(1) =1 e r(a) = .
Em outras palavras,

(B/a)t,;se 0 <t <«

rit)=q1-
—5(t—a)+ﬁ,sea<t< 1
l-«a
Agora, para cada ¢ =1,..., N considere ﬁl : 0; — 0; 0 homeomorfismo que aplica

linear e radialmente a fronteira de of sobre a fronteira do cubo concéntrico o™ (0<t<1).

i

Defina h(z) := hi(z) (z € 03 =1,..., N).
Entéo, h deixa invariante cada cubo oy, o que implica ||| < diam o; < 6.

Agora, considere h := ho fo h~!. Vamos mostrar que h satisfaz as condigoes

desejadas.

De fato, segue imediatamente das defini¢coes de f e h que h coincide com P em
cada cubo 0! e, portanto, pu({z : h(z) # P(z)}) <1 -5 <.

Além disso, como h coincide com P sobre cada cubo af e P obviamente preserva

volume, a fim de verificarmos que h também preserva volume é suficiente mostrar que
B

i

(h(A)) = u(A) para cada conjunto mensuravel A C 1"\ U~ o

Para tal, observe que como h aplica linearmente a fronteira de o} sobre a fronteira

(t), segue que existem constantes ¢y, ¢y > 0 com |JE(93) = ¢y para p-q.t.p. = € int(of)

de o}
e |Jh(y)| = ¢, para p-q.t.p. y € int(0;) \ o2

Consequentemente,



46 Capitulo 4. O Teorema de Oztoby-Ulam

crop(o;) = c1p(oy’)
~ [ 1h@)ldu(o)

k3

= u(h(of))
= (o))
= Bu(oi),
o que implica ¢; = (8/a).
Similarmente,

e2(1 = a)u(oi) = capfo; \ of')
= [ o

= u(h(oi\ o))
= u(h(o:) \ h(o?))
= (o \ Uf)
= (1 B)ulo),
13

1—a’

o que implica ¢y =

N ) , N
Portanto, se A C 1"\ U;_; af é mensuravel, entdo como f preserva o volume,

temos:

= (0T ()
= 2 )

1-01—«
=1_a1_5MA)
— j(A).

Por fim, note que

IR = |l o foh™"|
< IR+ A1+ ()
= |I£1l + 2/
<& +20

<e,
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sempre que 6 > 0 ¢é suficientemente pequeno.

Isto conclui a demonstracao. O]

Teorema 4.5. (Teorema de Lusin com preservac¢ao de volume)

Sejamn =2 eg e G(I", u) com ||g|] <e. Dados 6 >0 e~y >0, existe h € H(I™, u)

com ||h|| < e que coincide com a identidade na fronteira de I" e satisfaz:
u({e € " lg(a) — h(@)] = 6}) <.

e—llgll
2

traria {r;}._, com diam(r;) < §. Podemos supor que a enumeracao dos indices de {7;}._,

Demonstragao. Fixe 0 < av < min{ , g} e considere uma decomposicao diadica arbi-

é tal que cubos com indices consecutivos possuam uma face em comum.

Agora, fixe 0 < § < min{%, v}. Pelo Lema 4.1 existe uma permutagao diadica R
tal que p({x € I : |g(x) — R(x)| > a}) < 5.

Podemos ver R como uma permutacao diddica sobre uma decomposicao diddica
{o;}}L1 que refina {r;}\_,, onde N =kl com k € N.

Enumere os cubos ¢; tal que 0; C 7; se e somente se (i — 1)k < j < ik.

Portanto, dados ji, jo € N tais que |j; — jao| < k, tem-se que o, e 0}, estdo contidos

em cubos adjacentes de {7;}!_, ou estdo contidos em um mesmo mesmo cubo.
Afirmacgao: Se |j; — j2| < k, entdo diam(o;, Uoj,) < a.
De fato, sejam = € 0, e y € 0, quaisquer com |j; — ja| < k.
Entao, existem iy,i9 € {1,--+,l} com iy —iy] < 1taisquez € 7, e y € Ty,

Portanto, tomando z € 7;, N 7, tem-se
lr —y| < |z — 2| + |z — y| < diam(7;,) + diam(7,) < «,
0 que prova a afirmacao.

Agora, vamos aproximar fracamente a permutagao diddica R por uma aproximagao
diadica P tal que [|P]| < e.

Defina B ={z € I" : |R(x) — x| > ||g|| + a}.
Afirmacgao: B ¢ uma uniao de cubos diadicos o;.

Com efeito, seja € B arbitrario e considere j € {1,---, N} tal que x € o;. Fixe

y € o, qualquer e observe que, como R ¢ uma permutacao dos cubos {o; }évzl, tem-se
ly — R(y)| = |z — R(x)| = |g] + a, o que mostra que o; C B. Ou seja, se um ponto de um
cubo o; pertence a B, entao todos os pontos do cubo o; pertencem a B. Portanto, B é

uma uniao de cubos diddicos ;.
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Agora, escreva S = {x € I" : |g(x) — R(z)| > a}.
Afirmagao: B C S.
Com efeito, tome x € B qualquer. Entao,
l9(x) — R(z)] > |R(z) - 2| - |g(x) — 2| > llg + a — gl = v
Ou seja, x € S, o que prova a afirmacao.
Dai, como u(B) < 8 < % e N = k.l, segue que o niimero de cubos da decomposi¢ao
0;}:, cuja uniao é B é menor do que k.
] év 1 . .~ 2 B P d kj

Agora, defina Q : R(B) — I" como sendo a restrigio de R~! a R(B). Observe que
Qo R ¢ a identidade sobre B. Como @ ¢ uma permutagao de cubos o}, podemos ver Q

como uma transformagao dos indices dos cubos. Dessa forma, escreva:

Q:F—{l,--- N}, onde F={j: R(0;) C B}.

Como Q é injetiva, pelo Lema 4.2 existe uma permutacao @ que estende @ tal que
17— Q)| < #(F) < k sempre que j ¢ F.

Defina P =@ o R.

Afirmagao: ||P|| < e.

Primeiro, note que P ¢é a identidade sobre os cubos de B. Além disso, se y € B e

R(y) € 0j, entao QR(y) € 0j, para algum j, € {1,---, N} tal que [j; — jo| < k.
Como, diam(o;, Uoj,) < a, segue que |R(y) — Qo R(y)| < .
Portanto, [y — R(y)| < [|gl| + a e |[R(y) — P(y)| < a.
Consequentemente,
ly — P(y)| =ly — Qo R(y)|
<ly — R(y)| + [R(y) — Q o R(y)|

<(lgll + @) +a

==l _

<lgll +2(

Isto prova a afirmacao.

Defina A = {z € I": |g(x) — P(x)| > 6}.
Afirmacao: u(A) < 7.

Defina U = {zx € I" : |g(z) — R(z)| < a}. Note que, se € U, entao
l9(x) = P(2)] < [g(2) = R(z)| + |R(z) — P(z)] < a+a <9,

o que mostra que A C U°. Como u(U¢) < B < 7, temos p(A) < v, o que prova a afirmagao.
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Como v — u(A) > 0, pelo Lema 4.4 existe h € H(I™, u) com ||h|| < e coincidindo

com a identidade na fronteira de I"™ tal que:

p({z € I : P(z) # h(z)}) <~ — u(A).

Por fim, mostremos que p({x € I" : |g(z) — h(x)| = d}) < 7. De fato, temos:

p{z : |g(z) = h(z)| > 0})

8

p({z = |g(z) — P(
p({z :|g(x) — P(x
p(A) + v — u(A)

o
o

NN N

)| = 0}) + p({z : |P(x) = h(z)] = 6})
)l )

D+u({zel™: P(x) # h(r)})

VoWV

A\

Y.

O teorema esta demonstrado.

]

O préximo resultado nos da uma condigao necessaria para que se possa aproximar
todo homeomorfismo h € H(I™, i), na topologia uniforme, por automorfismos g € G(I™, i)

que, a principio, podem ser descontinuos.

Teorema 4.6. Seja V C G(I™, 1) um conjunto do tipo Gs na topologia fraca.

—uniforme

Se H(I", p) CV

na topologia uniforme.

, entao VN H(I™, 1) € um conjunto Gs denso em H(I™, i)

Demonstracao. Primeiro provaremos que o resultado é verdadeiro no caso particular em
que todos os abertos que compoem V sao iguais; em outras palavras, suponha que ¥V é um
aberto na topologia fraca. Como a topologia uniforme é mais fina que a topologia fraca, V
¢ aberto em G(I™, 1) na topologia uniforme e, portanto, VN H(I", ) é aberto em H (1™, i)

na topologia uniforme.

Afirmagao: V ¢ denso em G(I", ;1) na topologia fraca.

—uniforme —fraco

Com efeito, por hipotese, temos: H(I", ) C V cV C GUI"™, ). Além
fraco

disso, o Teorema 4.5 nos diz que H(I", 1) =G(I", p).
Portanto, segue que prece G(I™, i), como queriamos.
Para mostrar que V NH (™, 1) é denso na topologia uniforme em H(I™, i), vamos

mostrar que VOAH(I", 1) N B, (f,e) # () para toda bola uniforme B, (f,¢) = {g € G(I", u) :
dy(f,g9) < e} centrada em f € H(I"™, u).

Tome f € H(I", p) e € > 0 arbitrarios.
Afirmagao: O conjunto Vf~! = {cf~! : ¢ € V} ¢é aberto na topologia fraca.

Sejaz € Vf~! etome g €V tal que x = gf%. Como V é aberto na topologia
fraca, existe r > 0 tal que B,(g,7) C V. Provaremos que B, (z,r) C Vf~!. Com efeito
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tome y € B,(z,r) arbitrario. Entao, d,(y,gf™') < r e, como f preserva p, segue que
dw(yf,g) < 7. Isso mostra que yf € By,(g,7) C V, o que implica y € Vf~'. Logo,

By(z,7) C Vf~1, 0 que prova a afirmacao.

Agora, recorde a métrica uniforme sobre G(I", u):

dy(g, f)=inf{d >0: u({z € I": |g(x) — f(x)| = 0}) =0}
=esssuplgf H(x) — x| = |lgf |

zeln

Recorde que, restrita a H(I", i), d, coincide com a métrica do supremo. (Proposigao 1.29).

—uniforme

Como H(I", ) CV

gof 1 € Vf~t. Como Vf~! ¢ um conjunto aberto na topologia fraca, pelo Teorema 4.5

, existe go € VN By(f, ). Dai, temos ||gof || < & com

existe h € H(I", 1) com ||h|| < € que coincide com a identidade na fronteira de I™ tal que

heVfi
Consequentemente h o f € V e, além disso:
SUD,ern R o f(z) — f(x)] = supyepm |h(x) — x| = ess supyepm |h(z) — 2| = ||h|| < e.

Dai, ho f € B,(f,¢) e, portanto, ho f € VOHI", u) N By,(f, ). Isso mostra que
VNAH("™, 1) é denso em H(I", ) na topologia uniforme.

Agora consideramos o caso G geral.

Suponha V = (2, V;, onde V; é aberto na topologia fraca (i € N).

—uniforme

—unif —
Como H(I",u) C 'V C N2,V vemos que H(I™, 1) C Vi para todo
1€ N.
Pela primeira parte concluimos que, para cada i € N, V; N H(I™, u) é um aberto

denso na topologia uniforme de H(I", u).

Dai, vemos que VN H(I", p) = (2, (Vi N H(I", 1)) € uma intersecao contéavel de
conjuntos abertos e densos na topologia uniforme de H(I", u). Logo, como H(I™, u) é
topologicamente completo, segue do Teorema de Baire que VN H(I", p) é um G5 denso

na topologia uniforme de H(I™, u).
[

O proximo resultado fornece uma ligagao entre permutacoes ciclicas e ergodicidade.

Teorema 4.7. Seja P uma permutagdo diddica ciclica sobre uma decomposicao {o;} Y,
de I™. Eziste f € G(I", u) ergddico tal que ||P — f|| < diam(o;) para todo i € {1,..., N},

onde ||.|| denota a métrica uniforme e diam(o;) denota o diagmetro de o;.

Demonstragao. Por hipotese, temos P(0;) = 0441 para 1l < i < N e P(oy) = 1. Considere

g € G(o1, p) automorfismo ergodico sobre oy (Proposigao 1.18). Estenda g como sendo a



o1

identidade fora de o1, denote-o ainda por ¢, e defina f = go P.
Afirmagao: f € €.

Suponha falso; entao, existe um conjunto S C I" com 0 < p(S) < 1 tal que
f(S) = S. Defina, para cada i € {1,--- , N}, S; = SNo;. E claro que 0 < u(S;) < 1 e,
pelas definigoes de f e de S; temos fV(S;) = S; para cada i € {1,---, N}. Mas, note que
g(Sy) = fY(S;) = Si, ou seja, S; é um conjunto g-invariante com medida entre 0 e 1, o

que contradiz a ergodicidade de g. Isso prova a afirmacao.

Por fim, note que |P(z) — g o P(x)| > 0 se e somente se © € oy, pois g(z) = x
para todo x € oo Uoz U ---Uoy. Além disso, como P(oy) = o1, vemos que P(x) € 0y e
goP(z) € oy sempre que x € oy. Logo, segue que u({z : |P(x)—goP(z)| > diam(oy)}) = 0,
o que implica |P — f|| < diam(o;) para todo ¢ € {1,..., N}. O

Agora estamos em condigoes de demonstrar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.8. (Oxtoby-Ulam)

Os homeomorfismos ergodicos que preservam volume sobre I"™ formam um conjunto

residual em H(I™, p) na topologia uniforme.

Em outras paralvras, a ergodicidade é genérica em H(I™, ) na topologia uniforme.

Demonstrag¢ao. Denote por € C G(I™, ) o conjunto dos automorfismos ergddicos que

preservam o volume sobre I". Pelo Teorema 1.35, £ é um conjunto G na topologia fraca.

—uniforme

Portanto, pelo Teorema 4.6 é suficiente mostrar que H(I",u) C €
Para tal, fixe h € H(I", 1) e € > 0 arbitrarios.

Pelo Teorema 3.6 existe uma permutagao diddica ciclica P sobre uma decomposigao
diddica {o;}Y, tal que ||h — P|| < e. Aumentando a ordem de {o;}},, se necessario,

podemos supor que max diam(o;) < €.
Dai, pelo Teorema 4.7 existe f € € tal que |P — f|| < maxdiam(o;) < €.

Portanto, ||h — f|| < 2¢, o que conclui a demonstragao.
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