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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo apresentar consideracdes acerca do Axioma da Escolha, abor-
dando o seu desenvolvimento histdrico e suas principais equivaléncias nos campos da Matema-
tica e da Logica. O foco deste estudo € mostrar as consequéncias de sua aceitagdo ou ndo. Em
particular, sdo apresentadas consequéncias préticas dentro da Matematica.

Palavras-chave: Axioma da Escolha. Boa Ordenagdo. Lema de Zorn. Método Axiomatico.
Zermelo-Fraenkel.






ABSTRACT

This research aims to present considerations about the Axiom of Choice, addressing its histori-
cal development and its main equivalences in the fields of Mathematics and Logic. The focus
of this study is to show the consequences of its acceptance or not. In particular, practical con-
sequences are presented within mathematics.

Keywords: Axiom of Choice. Well-Ordering. Zorn’s Lemma. Axiomatic Method. Zermelo-
Fraenkel.
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1 INTRODUCAO

O assunto deste trabalho estd situado em duas grandes areas de estudo: Matemdtica e
Loégica.

O Axioma da Escolha, em uma de suas formas, é o principio utilizado numa genera-
lizacdo para familias infinitas da parte ndo-trivial de uma importante afirmagdo: seja {X;};en
uma sequéncia finita de conjuntos, entdo, uma condicdo necessdria e suficiente para que seu
produto cartesiano seja vazio € que pelo menos um deles seja vazio. (HALMOS, 1970, p. 64).

Através da inclusdo deste axioma, obtemos a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraen-
kel com o Axioma da Escolha (ZFC), sendo até hoje a teoria axiomdtica de conjuntos mais
comum. Mesmo com a sua comprovada consisténcia tedrica e utilidade, alguns matemaéticos
ainda t€ém ressalvas quanto ao seu uso. De fato, assumir esse axioma implica a existéncia
de resultados contra-intuitivos. Por exemplo, o paradoxo de Banach-Tarski estabelece que €
possivel dividir uma esfera sélida tridimensional em um nimero finito de pedacos e com eles
construir duas esferas, do mesmo tamanho da original.

Algo notdrio e interessante de se ressaltar, que serd visto mais a fundo no decorrer deste
estudo, € a necessidade de se pressupor o Axioma da Escolha para poder demonstrar o Teorema
da Boa Ordenacgdo, o qual sustenta que todo conjunto nao-vazio pode ser bem ordenado, ou
seja, todo subconjunto ndo-vazio de um conjunto possui menor elemento. Na verdade, pode-se
demonstrar que na Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF), o Axioma da Escolha e o
Teorema da Boa Ordenacdo sdo equivalentes (MOORE, 2013, p. 2-3).

Esse axioma também garante a existéncia de muitos outros resultados importantes,
como ¢ o caso do Teorema de Tychonoff e do Lema de Zorn. Entretanto, a equivaléncia com
o Axioma da Escolha ndo € algo que vale em geral: alguns resultados sdo demonstraveis com
esse axioma, mas ndo sdo equivalentes a ele. Como € o caso do Teorema de Representagao
de Stone para dlgebras booleanas, o qual afirma que toda dlgebra booleana € isomoérfica a um
determinado corpo de conjuntos (MOORE, 2013, p. 7).

Também € possivel demonstrar varios teoremas sem usar esse axioma (ou a sua ne-
gacdo), eles serdo verdadeiros em qualquer modelo de ZF, independentemente da verdade ou
falsidade do Axioma da Escolha nesse modelo. Kurt Godel (1938) anunciou a prova da consis-
téncia desse axioma referente aos axiomas de ZF.

Tendo essas ideias como panorama inicial, a estrutura deste trabalho estd assim defi-
nida: inicia-se com uma contextualizacdo histdrica acerca da Teoria dos Conjuntos, a seguir, no
referencial tedrico, contempla-se o método axiomatico e a linguagem empregada. Apresenta-se
ainda os axiomas da teoria ZF. A abordagem desses resultados preliminares serve para introdu-
zir o Axioma da Escolha, bem como suas equivaléncias e consequéncias. Por fim, a conclusdo
traz consideragdes acerca da temadtica estudada, contemplando algumas perspectivas matemati-
cas aprendidas sobre a pertinéncia do Axioma da Escolha.

O publico-alvo deste trabalho é o estudante de graduacdo em Matemadtica, pois, em
diversos momentos, assume o conhecimento de conceitos e resultados vistos nesse nivel. Ainda,
para uma melhor compreensdo, recomenda-se a familiarizacdo com alguns conceitos bdsicos
das dreas de Logica e Teoria dos Conjuntos.
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2 DESENVOLVIMENTO

Neste capitulo, € feita uma breve contextualizagdo histérica do surgimento do Axioma
da Escolha, elencando as principais publica¢des que contribuiram para o seu desenvolvimento.
Em seguida, sdo apresentados os conceitos fundamentais e os requisitos para a formaliza¢do do
que € proposto neste trabalho.

2.1 CONTEXTO HISTORICO

O conceito de conjunto é tdo enganosamente simples que até analisar corretamente as
contribui¢des feitas pelos pioneiros dessa drea se torna dificil. Os avangos conquistados para
que ele pudesse ser formalmente aceito pela comunidade matematica, com esfor¢o e tempo
considerdveis, podem parecer bastante triviais hoje.

Para iniciar, observa-se um equivoco histérico muito difundido na literatura. A Teoria
dos Conjuntos nao iniciou com Georg Cantor; o surgimento dessa teoria precedeu as contribui-
coes cruciais produzidas por ele.

Cronologicamente, Bernard Bolzano foi o primeiro a se aventurar mais a fundo nesse
estudo. Em seu livro Paradoxien des Unendlichen (Paradoxos do Infinito), ele argumenta em
detalhes que uma série de paradoxos aparentes em torno do infinito sdo logicamente inofensivos
e montou uma defesa vigorosa do infinito real. Propds também um argumento interessante ten-
tando provar a existéncia de conjuntos infinitos, que pode ser comparado ao argumento posterior
de Richard Dedekind (1888) (FERREIROS, 2020).

Bernhard Riemann, em sua célebre palestra inaugural sobre as hipdteses que estdo
nos fundamentos da Geometria, propds ideias visiondrias sobre Topologia e em como basear
toda a Matemadtica na nocao de conjunto ou “multiplo”, no sentido de classe (Mannigfaltigkeit)
(FERREIROS, 2020).

O periodo de 1868-1872 pode ser considerado como o nascimento da matematica da
Teoria dos Conjuntos. A aula de geometria de Riemann, proferida em 1854, foi publicada por
Dedekind em 1868, juntamente com o artigo de Riemann sobre séries trigonométricas, que
apresentava a sua integral. Este ultimo foi o ponto de partida para um trabalho profundo na
Andlise Real, iniciando o estudo das fungdes seriamente descontinuas (FERREIROS, 2020).

Em 1872, Cantor introduziu uma operagdo sobre conjuntos de pontos, refletindo sobre
a possibilidade de iterar essa operacdo ao infinito e também tendo o primeiro vislumbre do reino
transfinito (FERREIROS, 2020).

Em 1873, em correspondéncias com Dedekind, Cantor questionava se 0s conjuntos
infinitos N (dos nimeros naturais) e R (dos nimeros reais) poderiam ser colocados em cor-
respondéncia um-a-um. Cantor, entdo, provou que o conjunto Q (dos nimeros racionais) é
contdvel (ou enumerdvel), bem como o conjunto A (dos nimeros algébricos) — ntiimeros que
sdo raizes de polindmios cujos coeficientes sdo inteiros. Isto €, que existe “a mesma quantidade”
de niimeros naturais e de niimeros algébricos (FERREIROS, 2020).

Por algum tempo, imaginou-se que a cardinalidade do infinito fosse Unica, isto €, que
conjuntos infinitos possuissem sempre a mesma quantidade de elementos. Mas, poucos dias
depois da correspondéncia com Dedekind, Cantor chegou a conclusdo contrdria: o conjunto
dos nimeros reais € incontdvel. Assim, ele mostrou que hd mais elementos em R do que em
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N, Q ou A, no sentido preciso de que a cardinalidade de R ¢é estritamente maior do que a
cardinalidade de N (FERREIROS, 2020).

Pelo fato de que R nao pode ser enumerado, entdo foi constituida a existéncia de um
infinito ndo-enumeravel. Logo, Cantor designou uma notacao para representar a cardinalidade
de conjuntos infinitos, reservando a notacdo X para o infinito (enumerdvel) dos nimeros na-
turais. Essas cardinalidades de conjuntos infinitos: X, ¥, X,,..., receberam o nome de nii-
meros transfinitos, comeg¢ando com o infinito enumeravel e seguindo com os infinitos ndo-
enumeraveis.

Em 1874, Cantor faz a publicacio do trabalho Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes
aller reellen algebraischen Zahlen (Sobre uma propriedade caracteristica de todos os nimeros
algébricos). Prosseguindo com suas pesquisas, ele tentou demonstrar a impossibilidade de uma
bijecdo entre R e R”, para n > 1. Em 1877, para sua surpresa, provou que estava errado: R e
R" sdo equipotentes, para n > 1 (BOURBAKI, 1968, p. 324).

O estudo dos ordinais transfinitos direcionou a atencdo de Cantor para conjuntos or-
denados e, em particular, conjuntos bem-ordenados. Entre 1879 e 1884, na Mathematische
Annalen, Cantor publicou uma sequéncia de seis artigos que formularam uma axiomatizacdo
(introdugdo) a sua Teoria dos Conjuntos.

Em seu quinto artigo, Cantor (1883) propds como vélida uma “Lei do Pensamento” em
que todo conjunto pode ser bem-ordenado, posteriormente conhecida como Principio da Boa
Ordenacgdo. Porém, como essa proposta ndo foi bem aceita por seus contemporaneos, Cantor
tentou prova-la como um teorema, uma década depois, mas ndo obteve sucesso (MOORE, 2013,

p- 2).

Com tantas mencdes sobre conjuntos, tornou-se cada vez mais importante definir da
melhor forma tal conceito. Podemos pensar que um conjunto € um agrupamento, uma cole¢ao
de objetos. Para Cantor, um conjunto € a cole¢do de todos os objetos que satisfazem uma certa
propriedade, ou seja:

{x | xtem a propriedade P}.

Essa é uma definicdo bem natural de conjunto e, com ela, Gottlob Frege baseou seu
trabalho. Frege estava desenvolvendo uma escrita para a Matemadtica, uma formalizacdo em que
l6gica e conjuntos eram praticamente indissocidveis. Para sua felicidade, estava obtendo bons
resultados e tendo um avango significativo.

Porém, aconteceu algo que iria mudar todo esse cendrio. Em 1903, Bertrand Russell
enviou uma carta a Frege afirmando ter encontrado um paradoxo na teoria de Frege, o que dei-
xava a teoria dos conjuntos de Cantor (e a Matemaética) inconsistente, implicando na invalidade
do trabalho de Frege. Isso gerou um grande impacto na época, pois a Teoria dos Conjuntos é
um dos pilares da Matemitica e, se ela estd incorreta, toda a Matemética fica comprometida.

Ainda em 1903, Russell publicou o livro The Principles of Mathematics, no qual apre-
sentou para o mundo seu paradoxo, chamado de Paradoxo de Russell. Tal paradoxo foi muito
importante por motivar o desenvolvimento de novas e mais restritas formulagcoes da Teoria dos
Conjuntos (MOORE, 2013, p. 53).

Dada a ideia de conjunto de Cantor, o paradoxo aparece na seguinte situacdo: se qual-
quer propriedade determina um conjunto, entdo podemos definir um conjunto x como o conjunto
de todos os conjuntos que nao pertencem a si mesmos. Ou seja, basta considerar o conjunto x
cujos elementos obedecem a propriedade de ndo pertencer a si mesmo. Entdo, serd que x per-
tence a si mesmo? Veja que, se x pertencer a si mesmo, pela propriedade, ele nao pode pertencer
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a si mesmo. E se x ndo pertence a si mesmo, pela propriedade, implica que ele pertence. Sim-
bolicamente:
XExXx ¢

O que € um absurdo, pois nega o Principio da Nao-Contradi¢do: duas afirmacdes con-
traditorias ndo podem simultaneamente ser verdadeiras.

Uma versao popular desse paradoxo € conhecida como Paradoxo do Barbeiro. Essa
versdo conta que em uma cidade todo homem € obrigado a ndo ter barba. Existe apenas um
barbeiro e a regra € que o barbeiro faz a barba somente de quem ndo faz a prépria barba. Mas,
quem faz a barba do barbeiro?

Ou seja, para ndo haver uma contradi¢do, ndo podemos tomar como verdade a existén-
cia de um conjunto cujos elementos sdo exatamente todos 0s conjuntos que nao pertencem a si
mesmos. Como mencionado por Hrbacek e Jech,

A licao contida no Paradoxo de Russell e outros exemplos semelhantes € que simples-
mente definindo um conjunto ndo provamos sua existéncia (da mesma forma que ao
definir um unicérnio ndo provamos que os unicérnios existem). Existem proprieda-
des que ndo definem conjuntos; ou seja, ndo € possivel coletar todos os objetos com
essas propriedades em um conjunto. Essa observacdo deixa os tedricos dos conjuntos
com a tarefa de determinar as propriedades que definem os conjuntos. Infelizmente,
nenhuma maneira de fazer isso é conhecida, e alguns resultados na légica (especial-
mente os chamados Teoremas da Incompletude descobertos por Kurt Godel) parecem

indicar que uma resposta completa nem mesmo € possivel (HRBACEK; JECH, 1999,
p- 3).

Descoberto esse paradoxo, o primeiro responsdvel pela axiomatiza¢do da Teoria dos
Conjuntos foi Ernst Zermelo. Porém, antes de sua formalizacdo axiomatica ser apresentada,
Zermelo estava causando um outro grande impacto na Matematica, com a publicacdo do seu
famigerado Axioma da Escolha.

Em 1904, Zermelo apresentou uma demonstracdo do Principio da Boa Ordenagdo
(PBO) e, para isso, introduziu o Axioma da Escolha (AC). Para decidir se o seu axioma e a
demonstracdo estavam corretos, essa publica¢do de Zermelo iniciou um debate acalorado entre
os matematicos de toda a Europa (MOORE, 2013, p. 2).

Até hoje, os matematicos estdo em desacordo quanto a se este axioma deve ser aceito
dentro da Matemadtica, embora, sem divida, tenha sido muito mais aceito do que rejeitado. A
aceitacdo ou rejeicao do Axioma da Escolha reflete as concepgdes filoséficas subjacentes sobre
a natureza da Matemitica e da existéncia matemética (ROGERS, 1971, p. 165).

As objecdes a esse axioma surgiram do fato de que ele afirma a existéncia de conjun-
tos que ndo podem ser explicitamente definidos. Durante as décadas de 1920 e 1930, existia
inclusive a pratica ritual de menciond-lo com destaque, sempre que um teorema dependesse
dele. Esse costume foi abandonado apds a prova de consisténcia relativa de Godel (FERREIROS,
2020).

Por conta dessa polémica, em 1908, Zermelo publica uma vigorosa defesa de sua
prova, uma nova versiao do seu Axioma da Escolha e também sua primeira axiomatizacao da
Teoria dos Conjuntos, chamada de Teoria dos Conjuntos de Zermelo (Z), que era composta por
seis axiomas. Mas ainda continuou sendo muito atacado por seus criticos (MOORE, 2013, p. 3).
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Nessa sua primeira formulacdo da Teoria dos Conjuntos, Zermelo propds uma nova
defini¢do de conjunto, que seria parecida com a de Cantor, mas continha um acréscimo. Ele
definiu da seguinte forma:

{x € y| x tem uma propriedade P},

ou seja, esses elementos devem pertencer a um outro conjunto ja definido. Essa defini¢do evita
o paradoxo de Russell e essa nova formulagdo é o chamado Axioma da Separacdo, que sera
melhor abordado no decorrer deste trabalho.

Anos depois, Abraham Fraenkel comecou a estudar os modelos de axiomatizacdo de
Zermelo e a estabelecer a independéncia do Axioma da Escolha. Com isso, em 1922, a Teoria
dos Conjuntos de Zermelo foi aprimorada com a adi¢do de mais dois axiomas, surgindo entdo
a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) (MOORE, 2013, p. 3).

Em 1938, Godel demonstrou a consisténcia do Axioma da Escolha em relacdo aos
axiomas de ZF. Ou seja, se ZF nado deriva contradicdes (paradoxos), entdo, ao se adicionar o
Axioma da Escolha, a teoria de ZF continua a ndo derivar contradi¢des (ROGERS, 1971, p. 178).
A prova completa s foi publicada dois anos depois por Godel (1940).

Sao conhecidos diversos resultados independentes e consistentes em ZF. Um impor-
tante resultado disto € a Hipdtese do Continuum. Essa hipdtese foi apresentada pela primeira
vez por Cantor, em 1878, e afirma que ndo existe conjunto cuja cardinalidade seja estritamente
menor do que a cardinalidade dos niimeros reais € maior do que a cardinalidade dos naturais.
Ela foi considerada tdo importante que, em 1900, David Hilbert colocou-a na primeira posi¢ao
em sua famosa lista de 23 problemas, que iniciou no Congresso Internacional de Matematica,
em Paris.

Em 1963, Paul Cohen mostrou que o Axioma da Escolha ndo € derivdvel dos axiomas
de ZF. Para isso, Cohen construiu um modelo considerado “padrao”, no sentido de que, dentro
dele, “x € y” € interpretado como “x € um elemento de y”. Com isso, Cohen mostra que este
¢ um modelo de todos os axiomas de ZF, sem o Axioma da Escolha. Em seguida, ele mostra
que neste modelo, o conjunto dos nimeros reais ndo € bem-ordenado e concluiu a partir dai
que o Axioma da Escolha € falso neste modelo e, portanto, ndo € deriviavel dos axiomas de ZF
(ROGERS, 1971, p. 174).

Em 1938, Godel mostrou que a Hipdtese do Continuum dentro de ZF ndo pode ser
refutada. E, ao mesmo tempo, em 1963, enquanto provava a independéncia do Axioma da
Escolha, Cohen também mostrou que essa hipdtese ndo € derivavel dos axiomas de ZF. Ele
fez isso também apresentando um modelo no qual os axiomas de ZF sdo todos verdadeiros,
enquanto a propria Hipotese do Continuum € falsa nesse modelo. Esse resultado €, de fato,
o resultado mais notdvel dos ultimos anos dentro dos fundamentos da Matematica (ROGERS,
1971, p. 175).

2.2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Inicialmente, apresentaremos uma nog¢do sobre o que € o método axiomético, a lin-
guagem formal que usaremos para descrever logicamente cada axioma e a teoria axiomadtica de
Zermelo-Fraenkel, que sdo aspectos imprescindiveis para a compreensao da discussao realizada
neste trabalho. As defini¢des e resultados seguintes sdo baseados em Mortari (2001).
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2.2.1 Método Axiomatico

Em Matematica, proposi¢des sdo provadas ao se mostrar que seguem logicamente de
algumas outras, cuja verdade ja foi estabelecida. Logo, a demonstracdo de alguma tese mate-
madtica consiste em mostrar que ela segue logicamente de outras proposi¢des matemaéticas, por
hipétese, verdadeiras.

Para se ter alguma garantia de que aquilo que se estd provando €, de fato, verdadeiro, a
questdo se reduz a mostrar que as premissas dos argumentos utilizados sdo verdadeiras. Porém,
essas premissas também sao outras proposi¢oes matemdticas. Entdo, como garantir a veracidade
destas?

Esse questionamento remonta a Euclides. Basicamente, ele sugeriu que a coisa deveria
funcionar a base de demonstracdes. Se eu tenho um conjunto de proposi¢des verdadeiras, e estas
acarretam uma outra, entao esta outra € obviamente verdadeira. Mas como determinar a verdade
das primeiras sentengas?

Para resolver esse impasse, Euclides notou que algumas proposi¢des geométricas sao
tao simples que realmente ndo se poderia duvidar de sua validade. Portanto, ao tomar o conjunto
de tais proposi¢des como ponto de partida e mostrar que a partir delas pode-se demonstrar todo
o resto, hd uma garantia de verdade das demais proposicoes.

Deste modo, Euclides escolheu um grupo de proposicdes que ndo seria preciso de-
monstrar e separou-as em dois grupos: 0s axiomas, mais gerais, que podem ser usados em
qualquer ciéncia, e os postulados, especificos a geometria (MORTARI, 2001, p. 230).

Sistematicamente, Euclides passou a demonstrar todas as proposi¢des conhecidas da
Geometria, a época (como o famoso Teorema de Pitdgoras). Em seu livro, Os Elementos,
organizou a Geometria como um sistema — o sistema axiomatico — em que as proposi¢oes
sdo demonstradas a partir de um pequeno niimero inicial de outras proposi¢des, aceitas sem
prova.

Tais proposi¢des iniciais foram definidas da seguinte forma (EUCLIDES, 2009, p. 98):
1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-
se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Contudo, desde a época de Euclides, o entendimento contemporaneo do que sdo axi-
omas ou postulados mudou: o surgimento de geometrias ndo-euclidianas e outros avangos
tedricos alterou isso; ndo eram mais resultados “evidentemente verdadeiros”, mas simples-
mente qualquer proposi¢do aceita sem demonstragdo em determinado sistema (MORTARI, 2001,
p. 231).

Outro conjunto de axiomas muito conhecido e importante foi apresentado por Giu-
seppe Peano, em 1889. Os Axiomas de Peano formam a base da estrutura dos niimeros naturais
e foram dados como segue (DOMINGUES, 1991, p. 80-81):
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1. Zero é um numero natural.

2. Se x é um numero natural, entdo x tem um tUnico sucessor que também €é um numero
natural.

3. Zero ndo € sucessor de nenhum niimero natural.
4. Dois nimeros naturais que t€m sucessores haturais iguais, sao, eles préprios, iguais.

5. Se uma colecdo S de nimeros naturais contém o zero e, também, o sucessor de todo
elemento de S, entdo S € o conjunto de todos 0os nimeros naturais.

O quinto e dltimo axioma € o chamado de Principio de Indu¢do Finita.
2.2.2 Linguagem

Antes de apresentarmos os axiomas da Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel com
o Axioma da Escolha (ZFC) como uma teoria de primeira ordem, ou seja, baseada no célculo
de predicados classicos de primeira ordem, € necessario que tenhamos nocdes bdsicas dessa
linguagem. Essas nocdes sao dadas a seguir:

i. Varidveis: utiliza-se letras minusculas u, ...,z, com ou sem subscritos, para a representacao
das variaveis;

ii. Conectivos (operadores): — (negacdo - ‘ndo’), A (conjung¢do - ‘€’), V (disjuncdo - ‘ou’), —
(implicagdo - ‘se... entdo’), <> (bi-implicagdo - ‘se e somente se’);

iii. Quantificadores: V (universal - ‘para todo’, ‘cada’) e 3 (existencial - ‘existe’);
iv. Simbolo de igualdade: =;
v. Pertinéncia: € (indica que um objeto é elemento de um conjunto);

vi. Sinais de pontuacdo: utiliza-se o parénteses esquerdo ‘(’ e o parénteses direito ‘)’.

A defini¢cdo de férmula que serd dada, a seguir, € feita por inducdo. Sado apresentados
os elementos iniciais do conjunto a ser definido e, em seguida, listadas as regras que tornam
possivel obter novos elementos a partir dos j4 existentes:

i. Existem somente dois tipos de férmula atbmica: x =y e x € y;

ii. Se ¢ e y sdo férmulas, entdo —@, (@ V V), (@ AY), (¢ — W) e (¢ <> ¥) sdo férmulas
(moleculares);

iii. Se x é uma varidvel e ¢ € uma férmula, entdo Vx¢@ e 3x¢ sdo férmulas (gerais);

iv. Nada mais € uma férmula.

O ambito de acdo de um quantificador € chamado de ‘escopo do quantificador’ e pode
ser definido da seguinte forma: em uma férmula do tipo Vx¢ ou 3x¢, o escopo do quantificador

é Q.
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Uma varidvel x € dita ligada, em uma férmula @, se x ou faz parte de um quantificador
ou estd no escopo de um quantificador para x em @.

Por outro lado, a ocorréncia de alguma varidvel x em uma férmula ¢ que esteja fora
do escopo de qualquer quantificador para x € chamada de ocorréncia livre dessa varidvel em ¢.

Uma férmula € dita aberta se possui pelo menos uma ocorréncia livre de alguma va-
ridvel. Analogamente, uma férmula é dita fechada caso nao possua nenhuma ocorréncia livre
de varidvel. As férmulas fechadas sdo chamadas de sentencas.

Para este trabalho, salvo meng¢ao contréria, as varidveis sempre estardo representando
conjuntos. Para mais informacdes a respeito de linguagens de primeira ordem, ver Mortari
(2001), Capitulo 7.

2.3 AXIOMAS DE ZERMELO-FRAENKEL

A seguir, sdo apresentados e discutidos cada um dos oito axiomas de Zermelo-Fraenkel
(ZF). Tal versao dos axiomas, e as explicacdes correspondentes, foram retiradas do capitulo 7
de Rogers (1971).

1. Axioma da Extensionalidade
VaVy(Vz(z €x <+ z€y) > x =)

Este axioma afirma que se os elementos de x sdo idénticos aos elementos de y, entdo
x e y sao o mesmo conjunto. Ele expressa a ideia bédsica de um conjunto: um conjunto é
determinado por seus elementos.

Convenciona-se que se z € x, entdo z € chamado de elemento ou membro de x.

ii. Axioma (Esquema) da Separacao
VxIyWz(z €y z€xN@(z))

O axioma garante que para qualquer conjunto x e qualquer férmula ¢, existe um sub-
conjunto y de x que contém apenas os elementos de x que satisfazem a férmula ¢.

Ele é um esquema de axiomas, pois se obtém um axioma para cada condi¢do ¢ em z.
Por exemplo, considere a férmula: Iw(w € z). Para essa escolha de ¢, nosso esquema fornece
a seguinte expressao (o conjunto dos subconjuntos nao vazios de x) como um axioma de ZF:

VxIyWz(z €y < zexAIw(w € 7).

Também vale observar como ele serve para excluir alguns paradoxos 16gicos conheci-
dos. Suponha que a expressdo “z € x” (juntamente com o quantificador “Vx”’) fosse omitida do
esquema. Tal esquema seria entao:

WVz(z €y < 90(2)).

Este esquema leva diretamente a uma contradi¢do, uma vez que se escolhe “—(z € z)”
como sendo a férmula ¢@. Tem-se entdo a férmula:
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IWz(z €y <+ ~(z€2)),

que implica na férmula:

Iy ey ~(yey)),

que implica em:

-(yeyeyey).

Porém, € valido o seguinte teorema da légica:

~Ha(y ey yEy).
Portanto, o Axioma da Separacdo sem a expressdo “z € x” leva a uma contradi¢do. Em

particular, essencialmente ao Paradoxo de Russell.

1ii. Axioma do Par
VaVydzvw(w € 2> w=xVw =1y)

Este axioma afirma que, dados quaisquer dois conjuntos x e y, existe um conjunto z
que contém como seus elementos apenas x € y € nenhum outro mais.

O Axioma da Extensionalidade nos garante que esse conjunto z € tnico. Ou seja, se
dois conjuntos quaisquer tiverem como elementos x e y, esses dois conjuntos seriam idénticos
entre si.

A seguir serdo definidos conceitos importantes que serdo necessarios ao decorrer deste
trabalho. O primeiro é chamado de par ndo-ordenado formado por x e y o conjunto {x,y}
definido a seguir:

Definicdo 1. {x,y} =z Vwwezw=xVw=y).

Especificando, tem-se que os dnicos elementos de {x,y} sdo x e y, ou seja:

Yw(w € {x,y} >w=xVw=y). (2.1)

Teorema 1. Sejam os conjuntos x,y, u, v arbitrarios. Se {x,y} = {u,v}, entiox =uey=vou
xX=vey=u.

Demonstragdo. Como visto acima, x € {u,v} ey € {u,v}. Como {x,y} = {u,v} deduz-se que:
i) ue{x,ytu=xvVu=y,

() ve{xy}v=xVv=y.
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Note que existem dois casos a se considerar: x =y ou x # y.

Se x =y, de (i), implica que x = u ou x = v e, de (ii) que y = u ou y = v. Mas, como
X =y, entdo x = u =y = u, o que satisfaz o teorema.

Se x # y, de (i), se x = u, entdo (ii) implica em y # u e y = v (y = u implicaria em

x = u =y e a hipdtese ndo seria satisfeita). Assim, obtém-se que x = u Ay = v. Analogamente,
sex=v,entioy=uey#v. Logo,x=vAy=u.

|

Quando x =y, € obtido o chamado conjunto unitdrio de x. A notagao usual de conjunto
unitdrio de x € apresentada pela seguinte defini¢do:

Definicdo 2. {x} = {x,x}.

E importante ainda ressaltar que os conjuntos x e {x} sdo diferentes. Para perceber
essa diferenca, suponha x sendo o conjunto dos nimeros naturais. Entdo x possui infinitos
elementos, mas {x}, no entanto, possui apenas um elemento.

Corolario 1. VaxVy({x} = {y} - x=y).

Demonstracdo. E uma decorréncia imediata do Teorema 1.
[ |

Agora, é importante definir o que é um par ordenado. Para efeitos mateméticos, o
requisito que necessita ser imposto a qualquer possivel definicdo de par ordenado € o de que
dois pares ordenados (x,y) e (u,v) sdo idénticos se e somente se x =u ¢ y = v. A préxima
defini¢do atende a esse requisito:

Definicao 3. (x,y) = {{x},{x,y}}.

Nessa defini¢do, o par ordenado de x e y, (x,y), é um certo par ndo ordenado; especifi-
camente, o par ndo ordenado cujos elementos sdo: o conjunto unitdrio de x e o par nao ordenado
dexey.

Neste trabalho, prefere-se esta versdo do que a usual vista no curso de Matematica
pela simplicidade que ela representa. Ela requer apenas poucos axiomas para ser formulado: o
Axioma da Extensionalidade, o Axioma da Separacdo e o Axioma do Par.

Teorema 2. VxVyVuVv({x,y) = (u,v) = (x =uAy=v)).

Demonstragdo. Pela Definicao 3, (x,y) = (u,v) equivale a {{x},{x,y}} = {{u},{u,v}}, e do
Teorema 1, segue-se dois casos:

(@) {x} = {up A {xy) = {uvks
(i) {x} = {u, v} A{x,y} = {u}.
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Caso (i) ocorra, pelo Corolério 1, claramente x = u. E, pelo Teorema 1, y = v.

Caso (ii) ocorra, percebe-se que {x,x} = {u,v} e {x,y} = {u,u}, implicando que
(x=uAx=v)AN(u=xNu=y),

logo, x =y =u = v e, consequentemente, x =u ey = v.

Teorema 3. JxVy—(y € x).
Demonstragdo. Esse resultado segue como consequéncia do Axioma da Separacdo. De fato,
note que a sentenga Jy(y = y) ja pode ser provada através desse axioma.

Usemos, entdo, o referido axioma para esse y e para a férmula x # x. Com isso, o
conjunto obtido é:
{reylx#x} ¢ AVy-(yex),

que € o conjunto vazio.
|

A partir deste resultado, € introduzido outro conceito: o ndo pertencimento, denotado
por ¢. Ou seja, x ¢ y é uma outra maneira para representar —(x € y). E, assim, pode-se reescre-
ver a defini¢ao acima como sendo IxVy(y ¢ x).

Definicio 4. x Cy <> Vz(z€x — zE€Y).

Essa definicdo apresenta o conceito de subconjunto. Ela diz que x € um subconjunto
de y (x Cy) se, e somente se, todos os elementos de x forem elementos de y. Em particular,
verifica-se que todo conjunto € um subconjunto de si mesmo.

Note que “x € y” e “x C y” representam conceitos diferentes. A primeira sentenca
expressa que x € um elemento de y; a segunda afirma que os elementos de x, caso existam,
sdo também elementos de y, mas, de forma alguma, isso garante que o conjunto x pertenca ao
conjunto y.

Se x for um subconjunto de y, sem ser idéntico a ele, entdo diz-se que x € um subcon-
Jjunto proprio de y. E o que expressa a seguinte defini¢ao:

Definicdo 5. x Cy <> x CyAx #y.

Outro resultado importante € o da existéncia de um conjunto vazio. E ele serd repre-
sentado a seguir:

Definicao 6. O conjunto vazio é dado por:

D=y Vz(z€y+ 2#72).

Teorema 4. Existe um conjunto vazio e ele é Unico.
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Demonstracdo. A existéncia de um conjunto vazio ja foi demonstrada em um teorema anterior.
Mostremos a unicidade.

Suponha que existem x e y conjuntos vazios distintos. Pelo Axioma da Extensiona-
lidade, existe um elemento de x que ndo pertence a y, ou existe um elemento de y que ndo
pertence a x, o que, em ambos os casos, contradiz que x € y sao vazios.

Entdo, os conjuntos x e y ndo podem ser distintos. Portanto, existe um tnico conjunto
vazio.

Teorema 5. O conjunto-vazio estd contido em qualquer conjunto:
Vx(0 C x).

Demonstracdo. Suponha que existe um x tal que @ ndo estd contido em x. Logo, existe y que
pertence a ) mas que nao pertence a x, contradizendo a defini¢do do conjunto vazio.

Assim, tem-se que @ esta contido em x. E como x € um conjunto qualquer, o resultado
segue.
|

iv. Axioma da Uniao

VxIywWz(z €y + Iw(ze€wAwEx))

Este axioma diz que para cada conjunto x existe um conjunto y que contém como seus
elementos apenas os elementos dos objetos de x.

O Axioma da Extensionalidade garante que o conjunto y € tnico.

Os dois axiomas juntos, entdo, garantem a existéncia da unido de x, para qualquer
conjunto x. Essa unido serd denotada pelo simbolo U e definida da seguinte maneira:

Definicdo 7. Ux =y <> Vz(z € y <> Iw(z e wAW € x)).

Assim, para uma colecio x de conjuntos, Ux caracteriza a unido da familia x, isto €, a
unido de todos os elementos que pertencem a algum elemento de x. Disso decorre o seguinte
teorema:

Teorema 6. Vz(z € Ux <> Iw(z € wAw € x)).

Uma vez introduzido um termo designando a unido de um conjunto de conjuntos (Ux),
€ conveniente apresentar um termo especial que designe a unido de dois conjuntos.

Definicao 8. Sejam x e y conjuntos. A unido entre os dois é dada por:

xUy=zVwwezowexVwey).
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Com isso, tomando o par ndo ordenado {x,y} e U{x,y}, como os tnicos elementos de
{x,y} sdo x e y, tem-se que U{x,y} =xUy.

A garantia de que o conjunto x Uy, de fato, existe € dada no teorema a seguir:
Teorema 7. Vz(z € U{x,y} <> z€xVz€EYy).
Demonstragdo. Pelo Teorema 6, tem-se que
z€U{x,y} < Iw(w e {x,y} Az Ew).
Da Definigdo 1, por (2.1), segue que
zeU{x,yt o w((w=xVw=y)Azew) s z€xVz ey

Intimamente relacionada com a operacdo de unido, tem-se a operacao de intersecdo.
A intersecdo de um conjunto (ndo-vazio) de conjuntos, Mx, é o conjunto cujos elementos sdao
exatamente os conjuntos que pertencem a todos os objetos de x simultaneamente.

Em particular, a interseccdo entre dois conjuntos, xMNy, € formalizada a seguir:

Definicao 9. Sejam x e y conjuntos. Entdo, a intersecdo entre os dois é dada por:

xNy=z<VwwezwexAwey).

Essa definicdo diz que a interse¢do € o conjunto que contém como seus elementos
apenas os conjuntos que sao elementos de ambos, x e y.

De maneira andloga, x My é um conjunto cujos elementos pertencem a x e a y, ou seja,
N{x,y} =xnNy.

A garantia de existéncia de x Ny é feita no teorema a seguir:

Teorema 8. Vz(z € N{x,y} <> z€xAz€EY).

Demonstracdo. Da Defini¢do 1, por (2.1), sabe-se que x € {x,y}, assim {x,y} # 0.

Logo, ¢ verdade que existe N{x,y}. Como z € N{x,y}, entdo z pertence a todos os
elementos de {x,y}, ouseja, zExez € y.

Analogamente, como z € x e z € y, entdo z pertence a todos os elementos de {x,y}.
[

Definicao 10. Sejam x e y conjuntos. Entdo, x e y sdo ditos disjuntos se, e somente se, xMNy = (.

Definicao 11. Sejam x e y conjuntos. A colecdo de todos os elementos que pertencem a x mas
que nao pertencem a y € dada por:

x—y=zVwwezeowexAwdy).
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Esse € o dito conjunto diferencga entre x e y ou complementar de y em relagcdo a x.

v. Axioma da Poténcia
Vx3yWz(z €y >z C x)

Esse axioma garante que, para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém como
seus elementos apenas os subconjuntos de x.

O Axioma da Extensionalidade garante a unicidade do conjunto y.

Chama-se esse axioma de Axioma do conjunto de Poténcia pelo fato de que se um
conjunto x tem n elementos, entdo seu conjunto de poténcia y — o conjunto de todos os sub-
conjuntos de x — tem 2" elementos, isto €, o nimero de elementos de y € 2 elevado a poténcia
n.

Definicao 12. Define-se o conjunto de poténcia ou conjunto das partes de x como o conjunto
dos subconjuntos de x, denotando-o por:

P(x)=y > Vz(zey < z2Cx).

Do que se obtém o seguinte teorema:

Teorema 9. Vz(z € & (x) <>z Cx).

vi. Axioma do Infinito

O que nenhum dos outros axiomas afirma, mas este sim, € a existéncia de, pelo menos,
um conjunto que satisfaz uma determinada condi¢do. Qualquer conjunto que satisfaca essa
condicdo terd, pelo menos, uma infinidade numerdvel de elementos.

Dentro do dominio de ZF, ele assegura a existéncia de, pelo menos, um conjunto que
contém um nimero infinito de elementos. E importante notar que este axioma nio é necessario
para provar que existe um nimero infinito de conjuntos dentro do dominio de ZF. Isso pode ser
facilmente comprovado usando apenas alguns axiomas de ZF, ndo incluindo este tltimo (como
sera visto mais adiante).

Existem diferentes formulagdes que podem servir como Axioma do Infinito dentro de
ZF. A seguir, sdo mencionados dois exemplos.

O primeiro enuncia o Axioma do Infinito da seguinte forma:
Ax(0 € xAVy(y e x = yU{y} € x)).

Ou seja, hd, pelo menos, um conjunto x que contém o conjunto vazio (@) como um
elemento e, para cada um de seus elementos y, contém também a unido daquele elemento e seu
préprio conjunto unitario.

Qualquer conjunto que satisfaca esta condi¢do terd infinitos elementos, pois ele con-
terd, pelo menos, os seguintes conjuntos como elementos:

0, 0U{0}, oU{0}U{OU{0}},...
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Tais conjuntos podem ser reescritos como:

0, {0}, {0,{0}},...

Todos os conjuntos nesta progressdo infinita sao distintos dois-a-dois. Em particular,
observe que {0} é diferente de 0, ja que {0} possui um elemento, enquanto @ ndo possui nenhum
elemento.

Portanto, qualquer conjunto x que contenha cada um desses conjuntos como elementos
(junto com outros conjuntos, possivelmente) serd um conjunto infinito.

Em contrapartida, poderia ser definido o Axioma do Infinito através da seguinte for-
mula:
dx(¢p e xAVy(y € x — {y} €x)).

Todo conjunto x que satisfaca este axioma conterd uma infinidade de elementos; por
exemplo, 0, {0}, {{0}}, ... Claramente, esses conjuntos sdo todos distintos.

Com isto, ja é possivel desenvolver a aritmética de N (niimeros naturais) dentro de ZF.
Primeiro, considere a progressao infinita acima:

0,{0},{0,{0}},...

Pelo que foi provado por Neumann (1923), o nimero natural O pode ser definido como
o primeiro termo dessa progressao e, em geral, o nimero natural n € o n+ 1 primeiro termo
desta progressao (ROGERS, 1971, p. 160-161).

Ou seja, nessa definicdao, de Neumann, dos nimeros naturais, pensamos em um nimero
natural como o conjunto dos nimeros naturais menores que ele. Assim, o 0 € o conjunto dos
numeros naturais menores que 0. Como ndo existe nimero natural menor que 0, entdo ele sera
representado pelo conjunto vazio. O nimero 1 serd o conjunto formado pelos nlimeros menores
que ele, entdo, 1 é o conjunto {0}, que é igual a {0}. Seguindo a mesma defini¢do, o nimero 2
serd o conjunto {0, 1}, ou seja, o conjunto {0, {0} }, e assim sucessivamente.

Com os axiomas ja introduzidos, pode-se mostrar ainda que existe exatamente um
conjunto que contém, como elementos, cada um dos termos desta progressao e nenhum outro
elemento. Por exemplo, 0 menor conjunto que contém cada um desses termos. Chamemos esse
conjunto de . Este conjunto, entdo, pode ser considerado o conjunto de todos os nimeros
naturais, da forma:

Definicdo 13. ® = {n | n é nimero natural }.

Logo, a operagdo sucessora S para conjuntos em geral pode ser definida da seguinte
forma:
Sx =xU{x},

ou ainda,
Sx=x+1=xU{x}.

Para este trabalho, adotaremos a notacao x + 1 para representar o sucessor de x.

Definicao 14. Um conjunto x € dito indutivo se, e somente se,
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1) D ex;

(i) Vwyex—y+1€x).

O Axioma do Infinito garante a existéncia de conjuntos indutivos.

Por meio do conjunto indutivo x também podemos definir o conjunto dos naturais,
denotado por @, como a intersecao de todos os conjuntos indutivos. E isso que passaremos a
demonstrar a seguir:

Definicdo 15. w = N{x € Z(I) | x € indutivo}, em que I é o conjunto indutivo determinado
pelo Axioma do Infinito.

Note que a intersec¢@o acima € permitida, pois a familia de subconjuntos de I que sao
indutivos é ndo-vazia, dado que pelo menos o proprio conjunto / € indutivo.

Teorema 10. Seja w a interseccdo de todos os conjuntos indutivos. Entdo:
(1) @ € um conjunto indutivo;
(i1) Se W € um conjunto indutivo, entdo @ C W.

Demonstragdo. (1) Seja I um conjunto indutivo. Primeiramente, note que @ € w. De fato, se
W € um subconjunto de /, que € um conjunto indutivo, entdo @ € W. Assim, @) pertence a
interseccdo de todos os subconjuntos indutivos de /.

Agora, suponha que x € @. Isso significa que x € W, para todo subconjunto W indutivo
de I. O que implica que x+ 1 € W, para todo W C [ indutivo. Portanto, x4 1 € @ e segue
o resultado.

(ii) Seja W um conjunto indutivo. Pelo argumento apresentado no item (i), tem-se que W N1
€ indutivo. Como W N/ C [, pela defini¢do de w, todo elemento de @ também pertence a
WnNI. Entao, @ C WNIe,assim, @ CW.

|

Logo, formalizamos em ZFC o conjunto dos nimeros naturais @. Seus elementos,
denominados nimeros naturais, sdo obtidos por sucessao a partir de 0 de tal modo que todo
nimero natural, exceto 0, é sucessor de algum outro nimero natural e € sucedido por outro
nimero natural.

Embora possa parecer peculiar considerar nimeros como colecdes de elementos, o
que importa é o fato de que tais conjuntos se comportam conforme esperariamos que ndmeros
naturais o fizessem, em outras palavras, ® satisfaz os Axiomas de Peano.

vii. Axioma (Esquema) da Substituicao
Antes da exposicao deste axioma, faz-se necessaria uma defini¢ao prévia:
Definicao 16. ¢ ¢é dita funcional em x caso ela satisfaca a condicdo suficiente imposta pelo

Axioma da Substitui¢do, isto &, se para todo x existir no maximo um y tal que a férmula @(x,y)
seja verdadeira.
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Agora, seja @ qualquer férmula de ZF que é funcional para todos os elementos de
algum conjunto w, em que para cada elemento de w existe um conjunto y que satisfaz ¢(x,y).
Com isso, podemos também definir o Axioma da Substituicdo da seguinte maneira:

Vw(VxVyVz(x e wA @(x,y) A@(x,2) > y=2) — FuVy(y Eu+> Ix(x e wA @(x,y))))

O axioma diz, neste caso, que existird um conjunto u cujos elementos sdo apenas aque-
les valores que ¢(x,y) associa aos elementos de w. Assim, este axioma postula a existéncia de
um conjunto u que é definido em termos de um determinado conjunto w e uma condi¢@o @(x,y).

Analogamente ao Axioma da Separagdo, perceba que este ¢ um esquema de axiomas,
ou seja, para cada férmula @(x,y) que satisfaz a condi¢do do Axioma da Substitui¢do, obtém-se
um novo axioma.

Pode-se relacionar o Axioma da Separacdo com o Axioma da Substitui¢ao, como foi

bem explicitado por Hrbacek e Jech:

Outra justificativa intuitiva para o Axioma da Substitui¢do pode ser dada comparando-
o com o Axioma da Separacgdo. Este tltimo nos permite percorrer os elementos de um
dado conjunto A, verificar para cada x € A se ele possui ou ndo a propriedade ¢, e
coletar aqueles x em um conjunto. De maneira inteiramente andloga, o axioma da
substitui¢do nos permite percorrer os elementos de A, tomar para cada x € A o tinico
y correspondente com a propriedade ¢(x,y) e reunir todos esses y em um conjunto,
@(A). E intuitivamente 6bvio que o conjunto ¢(A) ‘ndo é maior que’ o conjunto A.
Em contraste, todos os exemplos conhecidos de ‘conjuntos paradoxais’ sdo ‘grandes’,
na ordem do ‘conjunto de todos os conjuntos’ (HRBACEK; JECH, 1999, p. 112-113).

Teorema 11. O Axioma da Separacdo € deriviavel do Axioma da Substituicao.

Demonstragdo. Considere ¥ uma condicio em x.

Tome a férmula ¢ (x,y) como sendo x =y A y(y). Note que, ¢ é funcional em x. Entdo,
pelo Axioma da Substituicdo, tem-se

(i) VxdyWw(x €y Fz(z€xAz=wAy(w))),

onde y néo € livre em @(x,y) e, consequentemente, néo € livre em @.

Observe que (i) equivale a
VxdyWw(w ey > weyAy(w)),

disso obtém-se exatamente o Axioma da Separacao.

viii. Axioma da Regularidade

Vx(Jy(y€x) = Iy(y exA—TFz(z €y Az EX)))
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Este axioma diz que todo conjunto ndo vazio x tem um elemento y que ndo tem ele-
mentos em comum com x. Ou seja, todo conjunto ndo vazio possui um elemento tal que nenhum
outro elemento do conjunto pertence a ele.

Além de ser util dentro da Teoria dos Conjuntos, este axioma € importante porque com
a sua ajuda, pode ser estabelecido que, em ZF, ndo existe uma cadeia (esse conceito serd melhor
abordado mais adiante, quando falarmos sobre as relacdes de ordem) infinita descendente de
conjuntos na relacdo de pertinéncia.

Logo, ndo existe uma cadeia infinita de conjuntos x, (n > 1) da forma ... € x4 €
Xp € ... € X3 € X2 € x1 e toda cadeia descendente de conjuntos em ZF € finita e termina com o
conjunto vazio.

Apesar de ndo existir nenhuma cadeia infinita descendente, por outro lado, é possivel
a existéncia de uma cadeia infinita ascendente. Assim, existem cadeias infinitas da forma:
X0EXIEXE...EXyEXpy] € ...

Um exemplo simples disso pode ser visto no conjunto N, dos nimeros naturais.

De forma mais geral, o Axioma da Regularidade implica que cada conjunto no dominio
de ZF pode ser obtido comec¢ando com o conjunto vazio e, em seguida, aplicando o conjunto de
poténcia e as operagdes de unido um ndimero finito ou transfinito de vezes.

O ndmero ordinal de vezes que essas operacdes devem ser aplicadas a fim de alcancar
qualquer conjunto particular x € chamado de classificacdo de x. Assim, esse axioma implica
que todo conjunto dentro do dominio de ZF tem uma classificagdo ou € bem fundado.

2.4 RESULTADOS PRELIMINARES

Nesta secdo s@o apresentados resultados necessdrios para uma introducao mais simples
e fluida do nosso préximo assunto, o Axioma da Escolha.

2.4.1 Relacoes

No Axioma do Par, foi definido o conceito de par ordenado de x e y como sendo:
(x,y) = {{x},{x,y}}. E imediatamente aparente que esta defini¢io serve para distinguir a ordem
dos elementos de um par ordenado.

Como a ordem assumida pelos elementos numa relacdo se torna importante, definimos
relac@o bindria como sendo um conjunto cujos elementos sao pares ordenados.

Uma tripla ordenada também pode ser definida como um par ordenado. Por exem-
plo, (x,y,z) = ({(x,y),z). Assim, sucessivamente, essa ideia pode ser estendida para as n-tiplas
ordenadas em geral. Para cada n, hd uma relacdo n-aria — que € uma certa relacao bindria.

Com tal observagdo, segue a proxima definicao.
Defini¢do 17. R é uma relacdo < Vz(z € R — IxTy(z = (x,y))).

Deste modo, e como mencionado anteriormente, um conjunto R é uma relacdo (bindria)
se todos os elementos de R sdo pares ordenados.
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Para representar relagdes, faz-se o uso de letras maitsculas, a fim de diferencid-las dos
elementos de seus pares ordenados.

A defini¢do, a seguir, apresenta uma notagdo para referir os elementos pertencentes a
uma relagdo R:

Definicdo 18. Sejam R uma relagdo e x,y conjuntos quaisquer. Se (x,y) € R diz-se que x estd
em uma relagdo R com y, ou ainda que y é uma imagem de x na relagdo R. E denota-se por xRy.

Definicdo 19. X xY = {(x,y) |[x e XAy €Y}.

O conjunto definido anteriormente é chamado de produto cartesiano de X e Y. Ele
serd denotado por X X Y. Quando os conjuntos X e Y sdo iguais, o produto cartesiano X x X
serd denotado por X?.

Se R € uma relagdo incluida em um produto cartesiano X x Y € conveniente dizer que
R é uma relacdo de X em Y. E quando X e Y sdo iguais, ao invés de dizer que R € uma relacao
de X em X, pode-se dizer apenas que R € uma relacdo em X.

Teorema 12. Dados dois conjuntos X e Y, existe o conjunto de todos os pares ordenados (x,y)
que satisfazemxc XeyeY.

Demonstragcdo. Usando os Axiomas do Par, da Unido, da Separacdo e da Poténcia (Partes),
define-se o seguinte conjunto:

W={we Z2(Z(XUY))| IIy(xeXAyeYAw=(x,y))}.
Para verificar que W atende as condi¢des do teorema, basta verificar que todo par

ordenado (x,y),comx € X ey € Y, pertence a Z(Z (X UY)).

De fato, {{x},{x,y}} € Z2(Z(XUY)) é equivalente a {{x},{x,y}} C Z(XUY), que
ocorre se, e somente se, {x} € Z(XUY)e {x,y} € Z(XUY), o que é verdade, pois {x} C XUY
e {x,y} CXUY.

|

Definicao 20. Define-se, a seguir, conjuntos importantes para o estudo das relagdes. Em todos
os casos, R denota uma relagdo:

(1) O conjunto de todos os x que estdo em relagdo R com algum y é chamado de dominio de R
Z(R) = {x | y(xRy)};

(i1) O conjunto de todos os y tal que, para algum x, x estd em relacdo R com y é chamado de
imagem de R

J(R) = {y [ Ix(xRy)}.

Definida a no¢ao de relacdo dentro da Teoria dos Conjuntos, torna-se licito introduzir
alguns conceitos mais especificos. E o que serd feito, a seguir, com a definicao de funcdo:
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Definicao 21. Sejam X e Y conjuntos. Uma funcdo de X em Y € uma relagdo R de X em Y tal
que Z(R)=Ae
VxVyWz((xRy AxRz) — y = 2).

Os conceitos definidos anteriormente para relagdes (dominio e imagem) estendem-se
para fungdes, uma vez que toda fun¢do também € uma relacao.

Agora, sejam A e B dois conjuntos e f uma funcdo de A em B. Entdo, o conjunto A € o
dominio de f, denotado por Z(f) = A, o conjunto B € o contradominio de f e a notagdo usual
para explicitar esse tipo de relagado é:

f:A—B.

Os elementos pertencentes ao dominio sdo chamados de argumentos e os do contrado-
minio de valores da funcdo. Um elemento de B que € associado por f a um elemento de A é
chamado de imagem.

A aplicacdo de f a algum elemento x € A é representada por f(x). Assim, também se
representa o fato de y ser a imagem de x pela funcao f escrevendo:

flx)=y.

O conjunto dos valores que sdo imagens de f de algum elemento em A é chamado
de conjunto imagem de f. Veja que o conjunto imagem de f ndo é necessariamente idéntico
ao contradominio B — mas, obrigatoriamente, € um subconjunto dele. E o que se denota por

7(f) C B.

Definicao 22. Seja f: A — B. Diz-se que:
(i) f & injetora < VxVy((x,y € ANx #y) = f(x) # f(¥));
(ii) f é sobrejetora < 7 (f) = B;

(111) f € bijetora < f € injetora e sobrejetora.

Em outras palavras, uma fungdo € injetora se elementos diferentes no dominio de f
tem imagens diferentes no contradominio, isto &, se x # y, entdo f(x) # f(y); ela é sobrejetora
se 0 seu conjunto imagem € igual ao seu contradominio.

Antes de entender o conceito de boa ordem, € importante definir os seguintes conceitos:

Definicao 23. Seja R uma relagdo em X, dizemos que:
(i) R é reflexiva em X < Vx(x € X — xRx);
(ii) R é irreflexivaem X < Vx(x € X — —(xRx));
(iii) R é simétrica em X < VxVy(x,y € X AxRy — yRx);
(iv) R é assimétrica em X < VxVy(x,y € X AxRy — —(yRx));
(V) R é antissimétrica em X < VxVy((x,y € X AxRy AyRx — x =1y));
(vi) R é transitiva em X < VxVyVz((x,y,z € X AxRy AyRz) — xRz);

(vii) R é conectada em X < VxVy(x,y € X Ax #y — xRy V yRx).
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Definicao 24. Dizemos que uma relagdo < (ou <) é uma relagcdo de ordem ou ordem parcial
em X se for:
(1) reflexiva;
(i1) antissimétrica;
(ii1) transitiva.

O conjunto X, munido da relagdo <, é chamado de conjunto parcialmente ordenado.

Definicao 25. Seja < uma relagdo de ordem em X. Para quaisquer a,b € X, diz-se que a e b
sdo compardveis na relacdo < se, e somente se, a < b ou b < a. Caso contrério, diz-se que a e
b sdo incompardveis.

Note que, se a relacdo é conectada, todos os elementos do conjunto sdo comparaveis.

Defini¢ao 26. Uma relagdo < (ou <) é uma ordem estrita em X se, e somente se, € assimétrica
e transitiva sobre X.

O conjunto X, munido da relagdo <, é chamado de conjunto estritamente ordenado.

Definicao 27. Uma relacdo < € dita ser de ordem total em X se, e somente se, for:
(1) uma ordem parcial em X;

(i1) uma relag¢ao conectada.

Definicdo 28. Sejam (Y, <) um conjunto parcialmente ordenado e X C Y. Diz-se que a relacdo
de ordem € restrita ao conjunto X, quando o dominio dessa relagdo sdo apenas os elementos de
XCY.

Defini¢do 29. Sejam (Y, <) um conjunto parcialmente ordenado e X C Y. Diz-se que X é uma
cadeia de Y se, e somente se, (X, <) é uma ordem total.

Defini¢do 30. Seja (Y, <) um conjunto parcialmente ordenado e X C Y. Entdo:

(1) x € X é um menor elemento de X se x <y, paratodo y € X;

(i1) x € X é um elemento minimal de X se ndo existiry € X talque y < xe x # y;
(i11)) x € X é um maior elemento de X se y < x, paratodo y € X;

(iv) x € X é um elemento maximal de X se ndo existiry € X talque x <ye x # y.

Definicdo 31. Seja (Y, <) um conjunto parcialmente ordenado e X C Y. Entéo:

(i) x € Y é um limitante inferior de X em (Y, <) se x <y, para todo y € X;
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(ii) x € Y é um limitante superior de X em (Y, <) se y < x, para todo y € X;

Teorema 13. Sejam (Y, <) um conjunto parcialmente ordenado e X C Y. Entdo:
(1) O menor elemento de X (se existir) € inico. E também € o tinico elemento minimo;

(i1) O maior elemento de X (se existir) € inico. E também € o tinico elemento maximo.

Demonstracdo. (i) Suponha, por absurdo, que x1,x; € X sejam menores elementos distintos
de X. Entdo,

(1) Como x; é minimo de X, entdo x; < x, para todo x € X. Particularmente, x; < xp;

(2) Como x; é minimo de X, entdo x, < x, para todo x € X. Particularmente, x, < x;.
Como x] # xp, de (1) e (2) obtém-se que
X1 <Xx3 € xp <X

e a antissimetria implica em x| = x», 0 que contratria a hipétese de que x; e x; sdo distintos.
Logo, x; = x».

(i) Este item se mostra de maneira andloga ao item anterior.
[ |

Proposicdo 1. Sejam (Y, <) um conjunto parcialmente ordenado e X C Y, com X # 0. Se X
admite um minimo, entéo o conjunto (Y, <) é totalmente ordenado.

Demonstracdo. Considere x1,x; €Y e X = {x1,x}.
Por hipétese, B admite um minimo. Ou seja, x; < xp ouxy < xj.

Logo, x; e x, sdo compardveis e, portanto, a relacdo € conectada, o que implica na
ordem total do conjunto.
[ |

Definicao 32. Uma relacdo < € dita uma boa ordem sobre o conjunto X se:
(1) < for uma ordem parcial;
(i) Cada subconjunto ndo-vazio de X tem um menor elemento.

O conjunto X, munido da relagdo <, é dito ser um conjunto bem ordenado.

Proposicao 2. Todo conjunto bem ordenado é totalmente ordenado.

Demonstrag¢do. Considere (X, <) um conjunto bem ordenado. Dados quaisquer x,y € X tem-se
que {x,y} é um subconjunto ndo-vazio de (X, <) e, portanto, possui um menor elemento, de
fato, se x ou y € o menor elemento, tem-se x < y ou y < x. Logo, conclui-se que X é um conjunto
totalmente ordenado.

|
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2.5 AXIOMA DA ESCOLHA

Este axioma, na formulacao de Zermelo, afirma o seguinte: se x € um conjunto de con-
juntos ndo vazios, dois-a-dois disjuntos, entdo ha pelo menos um conjunto y que tem exatamente
um elemento em comum com cada um dos elementos de x. Simbolicamente:

Vx(IyVz((y €A (zEX) A (Y #2)) = (b # 0)A(YN2=10))) = HVz(z € x = Fw(yNz={w}))).

Basicamente, ele argumenta que, se houver uma colec¢io de conjuntos ndo vazios, entao
é possivel afirmar a existéncia de um outro (o conjunto de escolha) que contém exatamente um
elemento de cada um deles — mesmo que haja um niimero infinito de conjuntos e sem uma regra
que determine como fazer essa escolha.

Um exemplo disso pode ser dado da seguinte forma: imagine que uma loja esta ten-
tando vender sapatos para Salma Hayek e precisa escolher um sapato de cada par para mostrar
a ela, dentre um niimero infinito de pares de sapatos. Para facilitar, essa loja pode definir uma
regra de sempre pegar o pé direito para que seja exibido. Logo, forma um conjunto de escolha.

Por outro lado, se tivesse que escolher uma meia de cada par (dentre um nimero in-
finito de pares), sendo as meias de cada par iguais, ndo seria possivel estabelecer uma regra
para isso (RUSSELL, 1917, p. 126-127). E o Axioma da Escolha que garante a existéncia desse
conjunto de escolha que contém uma meia de cada par, mesmo que ndo se tenha um método
para fazer essa escolha.

Duas formulacdes alternativas uteis desse axioma, equivalentes a formulacao anterior,
podem ser declaradas informalmente como segue:

(1) Existe uma funcdo escolha para qualquer familia ndo vazia de conjuntos.

Definicao 33. Seja X = () uma familia ndo vazia de conjuntos. Uma fungio f : X — UX é uma
fungdo escolha para X se f(x) € x para todo x # 0 tal que x € X.

Note que se f: Z(X) — X é tal que f(x) € x para todo subconjunto ndo vazio x de X,
entdo f é uma fungdo escolha, pois X = U(Z(X)).

(i1) Para cada relagdo R, existe uma fungdo f contida nela (f € um subconjunto de R), com
o mesmo dominio da relacdo.

Deste modo, para cada um dos elementos x, R atribui um ou mais elementos y, f atribui
exatamente um desses elementos y.

O Axioma da Escolha € conhecido por ser equivalente a uma série de outros principios
ou teoremas importantes dentro da matematica; no sentido de que, uma vez concedidos os axi-
omas restantes da teoria dos conjuntos, podemos derivar cada um desses principios e teoremas
do Axioma da Escolha e vice-versa.

Mencionaremos a seguir seis dessas equivaléncias, retiradas de Rubin e Rubin (1985,
p. 7-8):

1. Para cada fungéo f existe uma fung@o g tal que para cada x, se x € Z(f) e f(x) # 0, entdo

g(x) € f(x).
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2. Para cada relagdo R existe uma fungdo f tal que ¥ = Z(R) e f CR.

3. Para toda fungdo f existe uma fungdo g, tal que Z(g) = Z(f) e para todo x € Z(g),
f(8(x)) = x.

4. O produto cartesiano de um conjunto de conjuntos ndo-vazios € niao vazio.

5. O produto cartesiano de um conjunto de conjuntos ndo-vazios de mesma cardinalidade é
ndo-vazio.

6. Se x € um conjunto de conjuntos de mesma cardinalidade, entdo hd uma funcido que
associa a cada par, uma bijecdo mapeando um no outro.

Existe um grupo de matemadticos que se recusa a aceitar o Axioma da Escolha — os
intuicionistas. Na concepcao intuicionista, ndo é permitido dizer que existe algum elemento
matematico que satisfaca tal condi¢ao, a menos que alguém dé um exemplo de tal elemento ou
mostre como encontrar um exemplo. Eles rejeitam esse axioma por causa dessa concep¢ao que
tém da natureza da existéncia matemadtica.

O que os intuicionistas se recusam a aceitar no Axioma da Escolha € sua chamada
natureza “ndo construtiva”. O axioma afirma que para qualquer conjunto x de conjuntos nio-
vazios e dois-a-dois disjuntos, existe algum conjunto y que contém como seus elementos um
elemento de cada um desses elementos de x. Nao nos diz, entretanto, como definir algum
conjunto y, uma vez dado qualquer conjunto x.

O “comportamento” matematico do Axioma da Escolha, por assim dizer, € suficiente
para convencer alguns matematicos de que o axioma ndo deve ser aceito. Como ja
observamos, alguns matematicos (isto é, além dos intuicionistas) duvidam muito que
todo conjunto possa ser bem ordenado; em particular, que o conjunto de nimeros reais
pode ser bem ordenado. Esses matemdticos devem rejeitar (ou de alguma forma res-
tringir) o Axioma da Escolha, por causa da equivaléncia desse axioma ao Teorema da
Boa-Ordenacdo. Além disso, como também foi apontado, alguns dos resultados que
se seguem a este axioma sdo curiosos, para dizer o minimo; por exemplo, o Teorema
de Banach-Tarski (ROGERS, 1971, p. 171).

E sem divida verdade que um niimero maior de matemadticos hoje aceita o axioma do
que o rejeita, principalmente por causa de sua utilidade e muitas vezes indispensabilidade, para
obter muitos resultados desejados. Exemplos disso sao dados na figura a seguir:
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Banach-Tarski
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Figura 1: Alguns resultados envolvendo o Axioma da Escolha

Nesta figura, as setas duplas (<) representam equivaléncias do Axioma da Escolha,
enquanto as setas simples (— ) representam consequéncias.

Com base neste esquema, veremos adiante algumas equivaléncias e consequéncias do
Axioma da Escolha — com énfase no Lema de Zorn e no Principio da Boa-Ordenacao.

2.6 EQUIVALENCIAS DO AXIOMA DA ESCOLHA
2.6.1 Lema de Zorn

Um importante resultado equivalente ao Axioma da Escolha é o Lema de Zorn. As
principais aplicagdes do Lema de Zorn foram feitas por Kazimierz Kuratowski, em 1922, e, em
1935, por Max Zorn, cuja versao € apresentada neste trabalho.

O Lema de Zorn € usado em diversas demonstragdes de resultados importantes da
matematica; um grande destaque € na area da Analise Funcional, pois a partir dele € feita a
demonstracdo do Teorema de Hahn-Banach.

Antes de apresentar, de fato, o Lema de Zorn, seguem algumas definicdes que serdao
muito dteis em sua demonstracdo. Tal demonstracdo serd adaptada da Secdo 16 de Halmos
(1970).

Defini¢fio 34. Sejam X um conjunto nio vazio parcialmente ordenado, X o conjunto de todas as
cadeias em X e g : X — X uma fun¢do. Um subconjunto 7 de X € dito uma torre (com respeito
ag) se:

1 0eT;
(ii)) seY € T,entao g(Y) € T;

(iii)) se W é uma cadeiaem T, entdlo UW € T.
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Definicao 35. Nas mesmas condi¢des da defini¢do anterior, define-se
Xo=nN{T C X | T é uma torre}.
Sendo assim, X; é um torre.

Defini¢io 36. Nas mesmas condi¢des da definicdo 34, seja X a intersec¢io de todas as torres
em X. Diz-se que C € X é compardvel se, para todo A € Xy, A C C ou C C A.

Lema 1 (Lema de Zorn). Se (X,<) é um conjunto ndo-vazio parcialmente ordenado tal que
toda cadeia em X tem um limitante superior, entdo X contém um elemento maximal.

Demonstragdo. Defina X como sendo o conjunto das cadeias de X ordenado pela relagio de
inclusao.

Afirmacio 1. Se X possui um elemento maximal, entdo X possui um elemento maximal.

De fato, suponha que W é um elemento maximal de X.

Pela hipétese sobre X, seja x € X um limitante superior de W, ou seja, w < x, para todo
w € W. Assim, temos que x € W, pois, caso contrdrio, terfamos que W U {x} seria uma cadeia
que contém propriamente W, contradizendo a maximalidade de W.

Logo, temos que x é maximal em X, pois, se existisse y € X tal que x <y e x #y,

terfamos novamente que W U {y} seria uma cadeia maior que W.

Afirmacfio 2. Se W é uma cadeia em X, entdo UW € X.

Como UW € um subconjunto de X, para mostrarmos a afirmagdo deve-se provar que
UW € uma cadeia em X.

Sejamy,ze UWeY,Zc Wtaisquey € Y,z€ Z. Como W € uma cadeia, temos que
YCZouZCY,ouseja,y,zE€Y ouy,z€Z. ComoW C X, tanto Y quanto Z sdo cadeias, assim
y<zouz<y. O que conclui que UW ¢ uma cadeia em X.

O objetivo agora passar a ser: encontrar um elemento maximal em X, para se utilizar
a Afirmacao 1.

Seja f uma fungdo de escolha em Z2(X)\0.

Para cada conjunto Y € X, seja ¥ o conjunto de todos elementos x € X cuja adjuncio a
Y produz um conjunto em X; em outras palavras, ¥ = {x € X | Y U{x} € X}.

Seja a fungdo g : X — X, definida por:

(A) = YU{f(Y —Y)}, se¥ Y #0,
A Y, seV —Y =0.

Segue da definicdo de ¥ que ¥ —Y = 0 se, e somente se, Y é maximal.

A funcdo g define que se Y é uma cadeia ndo-maximal, g estende Y acrescentando-lhe
um Unico elemento, isto é, existird x ¢ Y tal que Y U {x} é uma cadeia. Entdo, o objetivo serd
mostrar que existe Y tal que g(Y) =Y.
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Repare a necessidade de usar o Axioma da Escolha para podermos escolher um ele-
mento para estender a cadeia Y.

Note que existe, pelo menos, uma torre, pois X serd uma torre. Como a intersecdo de
uma colecdo de torres € uma torre, segue, em particular, que se Xy € a intersecao de todas as
torres, entdo Xp € a menor torre.

A préxima etapa é mostrar que a torre Xo é uma cadeia. E dizer que X, é uma cadeia
significa que todos os conjuntos em Xy sdo comparaveis.
Afirmacdo 3. X ¢ uma cadeia em X.

Sabe-se que Xj é uma cadeia se, e somente se, todo C € X é compardvel.

Note que 0 € Xoe0é compardavel, entdo, existe, pelo menos, um elemento comparavel
em Xp. Seja C um conjunto comparavel ndo-vazio. Se A € um subconjunto préprio de C, como
C é compardvel, tomando a fungdo g definida anteriormente, segue que g(A) CCouC C g(A).

Se C C g(A), A é um subconjunto préprio de um subconjunto préprio de g(A), isto é,
A C C C g(A), isto contradiz o fato de que g(A) — A ndo pode ser mais do que um conjunto
unitdrio. Entdo, g(A) C C.

Defina os seguintes conjuntos:
U={A€Xy:ACCVg(C)CA} e

U ={AeXy:ACg(C)vg(C)CA}.

Veja que Uj € o conjunto dos elementos de X compardveis com g(C). Do fato de que
C C g(C), conclui-se que a cole¢do U é menor que a cole¢do Uy, ou seja, U C Uj.

Agora, mostraremos que U é uma torre. De U C X e de X, ser a menor de todas as
torres, concluiremos que U = Xj.

(1) Vejaque® € U, pois & C C;

(ii) Para mostrar a segunda condicdo (se A € U, entdo g(A) € U), divide-se a prova em trés
casos:
(a) A subconjunto préprio de C. Entdo, g(A) C C e, portanto, g(A) € U,
(b) A=C. Entio, g(A) = g(C) e, assim, g(C) C g(A) e, portanto, g(A) € U,
(c) g(C)C A. Entdo, g(C) C g(A) e, portanto, g(A) € U.

(iii) Para a terceira condicdo (que a reunido de uma cadeia em U pertenga a U), tome S uma
cadeia em U. Tem-se duas possibilidades:
(a) Todo A € S esta contido em C. Ou seja, US C C e, portanto, US € U;

(b) Existe, pelo menos, um A € S tal que g(C) C A. Isto é, como A C US, tem-se que
g(C) C US e, novamente, US € U.

Logo, U é uma torre incluida em X e, portanto, como X) é a menor torre, tem-se que
U = Xp. Disso, se A € Xj, temos que (A CC — A C g(C)) ou g(C) C A. Logo, 0 é comparavel
e g leva os conjuntos comparaveis de Xp em conjuntos compardveis de X.
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Considere uma familia de conjuntos compardveis P; e seja Q € X qualquer. Para cada
i, como P; é comparével, devemos ter Q C P, ou P, C Q. Se Q estd contido em pelo menos um
P;, entdo obviamente Q estd contido na unido deles. Se todos os P, estdo contidos em Q, entdo
a unido dos P; também esta contida em Q. Logo, a unido dos P, é comparéavel.

Agora, como a unido de conjuntos comparaveis é um conjunto compardvel, se X for
o conjunto dos comparaveis em X, podemos garantir, pela defini¢do, que X; € uma torre.

Portanto, é imediato que Xy = X; e que Xy é uma cadeia, concluindo a demonstrac@o.

Afirmacdo 4. UX) é maximal em X.

Seja C = UX. E suficiente mostrar que g(C) = C.

Pela afirmacdo anterior, X, € uma cadeia e € uma torre. Isso nos garante que C € Xj.
Portanto, g(C) € Xp. Logo, g(C) C UXp. Ou seja, g(C) C C. Como C C g(C), conclui-se que
g(C)=C.

Provamos, entdo, que X tem um elemento maximal e, pela Afirmacdo 1, X também
possui um elemento maximal. Provando-se, assim, o Lema de Zorn.
[ |

Veja que se A € uma cadeia em X, a hipdtese do Lema de Zorn garante que existe um
limitante superior para A em X; ndo garante a existéncia de um limitante superior para A em A.

2.6.2 Teorema da Boa Ordenacao

O Axioma da Escolha é equivalente também ao famoso Teorema da Boa Ordenagao,
que foi provado pela primeira vez, em 1904, por Zermelo. De fato, a prova de Zermelo do
teorema da boa ordenacao contém o primeiro (importante) aparecimento do Axioma da Escolha,
embora este axioma tenha sido implicitamente pressuposto intimeras vezes por matematicos. O
teorema afirma que cada conjunto pode ser bem ordenado.

Teorema 14 (Teorema da Boa Ordenacao). Para todo conjunto, ndo vazio, X existe uma relacao
< tal que (X, <) é bem ordenado.

A ideia para a demonstracdo serd aplicar o Lema de Zorn, tomando Y como elemento
maximal do conjunto com essa ordem, se ¥ ndo for maximal em X, chegaremos a uma contra-
dicdo de maximalidade de Y. Como base para a demonstracdo foram utilizados Halmos (1970,
p- 75) e Fajardo (2013, p. 89-90).

Demonstragdo. Definimos uma ordem parcial (X, =) da seguinte forma: X é o conjunto de
todos os conjuntos bem ordenados (Y, <) taisque ¥ C X e (Y] <;) < (Y»,<») se:

1) Y, CY
(i) x <1y se, e somente se, x <; y, para todo x,y € Y7;

(iii) sex €Y ey€ Y,\Y, entdo x <; y.
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Seja S uma cadeia em X.

Como S é uma cadeia, sabemos que dados x,y,z € Y existe (Y', <') € S tal que x,y,z €
Y’ e, para quaisquer u,v € Y', tem-se que u < v se, e somente se, u <’ v. Assim, a relagdo < é
uma relag@o de ordem, ja que as propriedades de ordem sdo satisfeitas para <, uma vez que sao
satisfeitas para <’

Afirmagio 5. (Y, <) € X é um limitante superior de S.

Verifica-se que < é uma relacdo bem ordenada. Suponha Z C Y um conjunto ndo-
vazio. Assim, existe (Y], <) € S tal que ZNY; # 0. Note que, pela hipétese, existe z € ZNY1,
que € o minimo em relacdo a ordem <j.

Devemos mostrar agora que z € o minimo em Z, em relacdo a ordem <.

Suponha, por absurdo, que existe w € Z tal que w # ze w < z. Como z € 0 minimo em
ZNYy, segue que w ¢ Y1, caso contrdrio, z ndo seria 0 minimo.

Suponha, entdo, (Y»,<;) tal que w € ¥,. Como S é uma cadeia, é valido que:
(Y2, <2) 2 (Y1,<1) ou (Y1,<y) <X (1r,<9).

Note que o primeiro caso ndo é vilido, pois w € ¥»\Y;. Assim, temos que (Y7, <) <
(Y2,<5). Pela terceira condi¢do de ordem = (transitividade), segue que z <, w. Mas, como
w < z, da definicdo de relagdao de ordem <, do fato de S ser uma cadeia e da segunda condi¢ao
de ordem = (simetria), segue que w <, z.

Logo, comow € Ze z € Z, vale z <o w ou w < z. Portanto, pela relacdo de antissime-
tria de <,, conclui-se que w = z; o que contradiz a hip6tese e garante a validade da afirmacao.

Por fim, vamos utilizar o Lema de Zorn para obter que (¥, <) é maximal em X. O que
falta para concluirmos é mostrar que ¥ = X. Suponhaque ¥ # X ex € X\Y. Seja Y’ =¥ U {x}

A

e defina uma ordem <’ em Y’, acrescentando a condi¢do de que y < x, paratodoy € Y.

A relagdo <’ é dada por <'=< U{(y,x) : y € Y}. Veja que (Y’,<’) é um conjunto bem
ordenado, que é diferente de (¥, <) e é tal que (¥, <) < (¥’,<’), 0 que nega a maximalidade de
(Y,<), levando a uma contradig3o.

Portanto, todo conjunto X pode ser bem ordenado.
|

A boa ordenagdo ndo necessita ter qualquer relacdo, seja ela de que natureza for, com
qualquer outra estrutura que o conjunto ja possua. Conclui-se apenas que certos conjuntos
podem ser ordenados de muitos modos, alguns dos quais bem ordenados e outros nao.

Teorema 15. Os seguintes resultados sdo equivalentes:
(1) Axioma da Escolha;
(i1)) Lema de Zorn;

(iii)) Teorema da Boa Ordenacao.

Demonstragdo. (i) = (ii) Como para demonstrar o Lema de Zorn foi utilizado o Axioma da
Escolha, ja esta feito que o Axioma da Escolha implica no Lema de Zorn.

(i) = (iii) Como para demonstrar o Teorema da Boa Ordenagdo utilizamos o Lema de Zorn, a
implicacdo entre o Lema de Zorn e o Teorema da Boa Ordenacdo ja esta feita.
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(iii) = (i) Queremos mostrar que, se todo conjunto X pode ser bem ordenado, entdo existe uma
funcao escolha para esse conjunto de conjuntos.

Seja X um conjunto de conjuntos ndo-vazios qualquer. Define-se UX = {x: x € Z para
algum Z € X}. Como, por hipétese, todo conjunto é bem ordendvel, existe uma relacdo de
ordem < tal que (UX, <) é um conjunto bem ordenado.

Agora, como (UX, <) é uma boa ordem, todo subconjunto nio-vazio de UX possui um
(dnico) menor elemento. Assim, seja a func¢do f : X — UX dada por f(Z) = min(Z), para todo
Z € X, que ¢ a funcgao associa cada elemento de X ao seu minimo.

Em particular, f € uma funcao escolha do conjunto de conjuntos X, do que segue o

resultado.
[ |

2.6.3 Teorema de Tychonoff

Uma equivaléncia muito forte do Axioma da Escolha € o Teorema de Tychonoff. Esse
teorema € de extrema importancia no ramo da Topologia e da Anélise Matematica.

Teorema 16. O produto de uma familia de espagos topolégicos compactos é compacto.

A demonstracdo deste teorema requer vigorosamente o uso do Lema de Zorn; para
consulta, recomenda-se o livro de Lima (1976, p. 257).

Este teorema fo1 originalmente demonstrado por Andrei Tychonoff, em 1930, através
de varios métodos, porém todos utilizavam o Axioma da Escolha. Em 1950, John Kelley provou
que o teorema de Tychonoff implica o Axioma da Escolha em ZF (MOORE, 2013, p. 239).

2.6.4 Espacos Vetoriais

O seguinte teorema foi originalmente demonstrado em 1905, por Georg Hamel. Tal re-
sultado, por vezes, citado unicamente como consequéncia do Axioma da Escolha é, na verdade,
equivalente a ele, conforme provado em 1984, por Andreas Blass.

Teorema 17. Todo espago vetorial V, sobre um corpo K, possui uma base.

Demonstragdo. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um conjunto X C V € linear-
mente independente quando nenhum elemento (vetor) de X é combinacao linear ndo trivial dos
outros elementos de X. Uma base B de um espaco vetorial V € um conjunto B C V linearmente
independente que gera V.

(i) Se V ={0}, neste caso, B =0 é uma base para V.

(ii) Se V # {0}, neste caso, seja E = {X C V : X € linearmente independente }, um conjunto
ordenado pela inclusdo, e 4 uma cadeia de elementos em E. Provar que existe um limi-
tante superior para ¢ consiste em mostrar um subconjunto Z linearmente independente
em V tal que, para todo C € ¥, C C Z. Essa existéncia possibilitara a aplicacdo do Lema
de Zorn.
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Afirmacdo 6. Z = U% = U{C : C € €'} ¢ limitante superior para %

Seja Z' = {ug, ...,un} C Z. Para cada i < n, existe C; € ¢ tal que u; € C;. Como € é uma
cadeia, segue que existe j < n tal que u; € C}, para todo i < n e, como C; € ¢, decorre
que Z' é linearmente independente. Como Z’ € um subconjunto qualquer de Z, conclui-se
que Z é linearmente independente e um limitante superior para % .

Pelo Lema de Zorn, existe B € E tal que B é um elemento maximal de E. Em particular,
B ¢ linearmente independente. Na sequéncia, provaremos que B € gerador de V, isto é,
V =B].

Suponha, por absurdo, que B ndo seja gerador de V. Assim, existe v € V\[B] e B’ = (BU
{v}) seria linearmente independente. E como consequéncia disso, terfamos que B’ € E ¢
B C B', 0 que contraria a maximalidade de B.

Portanto, B € um conjunto gerador (linearmente independente) de V, ou seja, B é uma base
deV.

Este teorema ndo pode ser provado na teoria dos conjuntos de ZF, € necessdria a utili-
zacdo do Axioma da Escolha para a demonstragao.

Pelo Axioma da Escolha, duas bases de um espaco vetorial V t€m a mesma cardinali-
dade (mesmo se a base for um conjunto infinito).

2.7 CONSEQUENCIAS DO AXIOMA DA ESCOLHA

O Axioma da Escolha tem aplica¢cdes importantes dentro de quase todas as areas da
Matematica; em particular, dentro da prépria Teoria dos Conjuntos e da Algebra, Anélise e
Topologia. Nesta secao, veremos algumas dessas consequéncias.

2.7.1 Unido Enumeravel

A aplicagcdo do Axioma da Escolha ocorre demasiadas vezes na drea da Andlise, onde
muitas pessoas, mesmo desconhecendo, estdo aplicando o referido axioma. O Teorema 21
€ um exemplo disso. Antes de sua demonstragcdo, sao enunciados alguns resultados uteis, para
conferir a demonstragdo de tais resultados recomenda-se a leitura do Capitulo 1 de Lima (2006).

Definicao 37. Um conjunto X € dito enumerdvel se for finito ou existir uma bijecdo f: N — X.

Teorema 18. Todo subconjunto X C N € enumerdvel.
Ou seja, todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel.

Proposicao 3. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis € um conjunto enumeravel.
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Teorema 19. A reunido de uma familia enumerdvel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Demonstragdo. Seja {X;};cn uma familia enumeravel de conjuntos enumeraveis.

Para cada i € N, existe uma bijecdo f; : N — X;. Defina

f: NxN — UX;.
(m,n) +— fn(n)
Como o produto cartesiano de dois conjuntos enumeraveis € enumeravel, resta mostrar
que f é sobrejetiva para concluir que UX; € enumerdvel.

Seja x € UX;. Assim, existe um m € N tal que x € X,,. Como f,, : N — X, € bijecao,
existe n € N tal que f;,(n) = x. Logo, x € f(N x N) e f é sobrejetiva.
[ |

Note que, nessa demonstracdo nao foi evidenciado o uso do Axioma da Escolha, mas
ele estd sim sendo utilizado (implicitamente): veja que, cada X; pode ser enumerado, mas para
cada um dos X; existem infinitas enumeragdes, sendo assim, devemos escolher, para todo i € N,
uma das possiveis enumeragdes de X;, logo devemos fazer um niimero infinito de escolhas.

2.7.2 Funcodes Continuas

Definicao 38. A fun¢do f: X C R — R € dita continua em a € X se, e somente se, para todo
€ >0, existe 6 > 0tal que x € X e |x —a| < & implicam |f(x) — f(a)| < €.

A funcgdo f: X — R é continuaem A C X se ela € continua em todos os pontos a € A.

Utiliza-se o Axioma da Escolha para provar que a defini¢do de fun¢@o continua pode
ser caracterizada de uma outra maneira, muito tutil em demonstragdes sobre continuidade.
Teorema 20. Sejam X C R e a € R. Uma fun¢do f : X — R € continua em a se, e somente se,
f(x,) converge para f(a), para toda sequéncia (x,) C X tal que x,, converge para a.

Demonstra¢do. (=) Suponha f continua em a e (x,) C X uma sequéncia qualquer tal que
(xn) — a (x, converge para a).

Seja € > 0. Como f é continua em a, existe 6 > 0 tal que x € X N(a— §,a+ ) implica
que
f(x) € (fla)—¢€ fla)+€). (i)
Como x,, — a, existe ng € N tal que
Xn € (a—8,a+68),Vn > ny. (i)
De (i) e (ii), obtemos que se n > ng

flan) € (fla)—¢,f(a) +€),
isto &, f(x,) — f(a).

(<) Suponha que (x,) — a e que f ndo seja continua em a. Entdo, existe € > 0 tal que para
cada & > 0 existe x5 em que |x5 —a| < &, em que | f(xx) — f(a)| > €.
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Particularmente, para cada k = 1,2,3, ..., escolhemos x; tal que |x; —a| < % e|f(xx)—
f(a)| > € — perceba que a utilidade do Axioma da Escolha aparece neste momento, onde a
fun¢do escolha possui dominio A, sendo que os elementos de A sdo os conjuntos da forma
Ay={xe€X:|x—al <1 e |f(x)—f(a)| > €}.
Portanto, obtemos que (x;) — a, mas f(x;) / a. O que conclui a demonstrag@o.
|

2.7.3 Teorema do Ideal Primo Booleano e Teorema da Representaciao de Stone

Diversas proposi¢des que dependiam do Axioma da Escolha foram estudadas por ma-
tematicos. Suspeitava-se de que vdrias delas eram mais fracas do que ele, como € o caso do
Teorema do Ideal Primo para dlgebras booleanas. No entanto, ndo havia maneira conhecida de
determinar completamente a forca relativa dessas proposicoes.

Em 1936, o algebrista Marshall Stone teve grandes avangos com suas descobertas sobre
a representacao dos anéis booleanos. Em uma delas, demonstrou o teorema que mais tarde seria
a pedra angular do seu trabalho. (MOORE, 2013, p. 229-230). Este teorema € visto a seguir:

Teorema 21 (Teorema do Ideal Primo Booleano). Em um anel booleano existe pelo menos um
ideal primo.

O Teorema do Ideal Primo é uma consequéncia do Axioma da Escolha, porém, o in-
verso nao é verdade: o Axioma da Escolha ndo pode ser provado a partir dele.

Stone deduziu uma proposic@o equivalente ao teorema abordado, posteriormente co-
nhecida como o Teorema de Representacdo de Stone. Tal resultado € um dos mais fundamentais
sobre algebras booleanas e ¢ uma consequéncia do Axioma da Escolha.

Teorema 22 (Teorema da Representacdo de Stone). Todo anel booleano € isomdrfico a um anel
de conjuntos.

Para uma melhor compreensao da dlgebra booleana e os dois teoremas citados, veja a
Secdo 2.3 de Jech (1973).

2.7.4 Teorema de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach é uma das bases da Andlise Funcional. Ele pode ser
apresentado de duas formas: analitica ou geométrica. A forma analitica trata sobre a extensao
de funcionais lineares definidos em subespacos a todo espago vetorial. Ja na forma geométrica
o resultado provém da existéncia de um hiperplano fechado que separa certos tipos de conjuntos
convexos. A seguir, € vista a forma analitica desse teorema:

Teorema 23 (Teorema de Hahn-Banach). Seja V um espaco vetorial sobre Re p: V — R um
funcional sublinear. Seja f : U — R um funcional linear definido em um subespacgo vetorial
U C V tal que f é dominado por p, isto é, f(v) < p(v), para qualquer v € U. Entdo, f possui
uma extensdo linear F : V — R que é dominada por p, ou seja, F satisfaz F(x) < p(x), para
todo x € V. F € dita ser extensdo de Hahn-Banach de f.

A demonstracdo deste teorema utiliza o Lema de Zorn, a fim de garantir a existéncia
de um elemento maximal e conseguir um candidato para ser a extensao linear.
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2.7.5 Paradoxo de Banach-Tarski

Um dos resultados decorrentes do Axioma da Escolha e que mais agravaram a polé-
mica em torno dele é o Paradoxo de Banach-Tarski.

Teorema 24 (Banach-Tarski). Uma bola compacta em R? pode ser dividida em uma quanti-
dade finita de subconjuntos disjuntos que podem ser rotacionados de modo a obter duas copias
idénticas da bola original.

A demonstracdo deste resultado, ao contrario da maioria dos teoremas em geome-
tria, depende dos axiomas escolhidos para a Teoria dos Conjuntos de uma forma critica. Pode
ser comprovado através do Axioma da Escolha, que permite a constru¢do de conjuntos nao-
mensuraveis, ou seja, de colecdes de pontos que ndo possuem volume no sentido comum e cuja
construcao requer um numero incontdvel de escolhas (TOMKOWICZ; WAGON, 2016).

Para muitos, esse resultado apenas prova que ndo existe uma medida universal finita-
mente aditiva em R3. Para outros, no entanto, essa é uma evidéncia de que as aplicacdes do
Axioma da Escolha sdo intteis, sem nenhuma conexdo com a realidade.

Se pode pensar que tal resultado é uma impossibilidade 16gica e que uma contradi¢ao
formal poderia ser derivada do teorema de Banach-Tarski. Mas, sabe-se que nenhuma contra-
dicao formal é derivavel desse teorema, pela razao de que nenhuma contradi¢do € derivavel do
proprio Axioma da Escolha (dada a sua consisténcia na Teoria dos Conjuntos).

Os matematicos Matthew Foreman e Friedrich Wehrung, mostraram que o Teorema de
Hahn-Banach produz conjuntos ndo-mensurédveis. E, inspirado nesse trabalho, Janusz Pawli-
kowski mostrou que o Paradoxo de Banach-Tarski é uma consequéncia do préprio Teorema de
Hahn-Banach. Para uma leitura completa dessas demonstragdes, veja, respectivamente, Fore-
man ¢ Wehrung (1991) e Pawlikowski (1991).
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3 CONCLUSAO

Este trabalho abordou vérios aspectos do Axioma da Escolha. Comeg¢ando com a sua
contextualizacdo histdrica, ndao apenas falou-se do surgimento desse axioma, mas também de
diversos eventos que levaram a sua consequente formulacdo. Percebeu-se uma drdua jornada
até que a Teoria dos Conjuntos, de fato, pudesse se estabilizar da maneira como conhecemos
hoje.

H4 centenas de consequéncias do Axioma da Escolha espalhadas pelas mais diversas
areas da Matematica e da Ldgica. Algumas dessas equivaléncias e consequéncias foram abor-
dadas, mas representam um infimo dos resultados existentes.

O foco deste trabalho é o Axioma da Escolha, mas € dificil falar desse axioma e nao
mencionar o Lema de Zorn ou o Principio da Boa Ordenacdo, que representam equivaléncias
tdo poderosas e uteis quanto.

Com isso, o Axioma da Escolha se mostrou extremamente importante em diversas
areas da Matematica, tais como: Andlise, Topologia, Algebra e Logica. Sem o Axioma da
Escolha, provavelmente nem haveria Anélise Funcional.

Finalmente, se nota que o Axioma da Escolha, tanto de maneira positiva quanto ne-
gativa, chegou abalando a Matemadtica e os matematicos. Inclusive € um fato curioso de se
constatar que, mesmo ja sendo um resultado utilizado inconscientemente, a sua exposi¢do € a
analise formal dos seus fundamentos abalaram tantas estruturas. Assim, o axioma de Zermelo
exemplifica muito bem os problemas gerados pela tentativa séria de formular explicitamente
uma suposic¢ao implicita.
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