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RESUMO

Na virada da década de 1930, o l6gico austriaco Kurt Gédel, no auge de seus 24 anos,
abalou as bases fundacionais da Matematica, ao apresentar aquilo que viriam a cha-
mar de seus teoremas de incompletude. Segundo eles, qualquer sistema formal capaz
de descrever uma porcao minima de aritmética elementar deve conter sentencas im-
possiveis de ser demonstradas — em particular, sentencas que afirmam a consisténcia
de um tal sistema sdo indemonstraveis. Essa descoberta p6s em xeque todos os esfor-
¢os da comunidade matematica fundamentalista a época, que, na tentativa de escapar
dos paradoxos e antinomias inerentes a teoria dos conjuntos de Cantor, procurava
por uma axiomatizagao completa e garantidamente consistente para as mais diversas
areas da Matematica. Nesse sentido, o objetivo inicial do presente trabalho é apresen-
tar uma prova detalhada dos teoremas de incompletude, desde a construcdo de um
sistema formal especifico (chamado de Aritmérica de Peano, ou simplesmente PA) até
a construcdo de algumas sentengas indecidiveis. Para isso, montamos todo o arsenal
necessario para atacar problemas de indecidibilidade — como os conceitos equivalen-
tes de maquinas de Turing e funcdes recursivas; o fato de que toda funcao recursiva
pode ser representada em PA; e que a linguagem utilizada esta em correspondéncia
com 0s numeros naturais (de modo que podemos construir sentencas aritméticas que
falam sobre a aritmética). Com isso, pretendemos desmistificar os significados dos
teoremas de incompletude, dirimindo algumas das (muitas) interpretacdes errbneas
que estes receberam ao longo do século. Nosso segundo (e principal) objetivo con-
cerne o aspecto metalinguistico dos exemplos originais de Gddel e Rosser: ambas
estas sentencas, bem como as sentencas que afirmam a consisténcia de PA, dizem
algo sobre elas mesmas, ou sobre o proprio sistema em que estédo inseridas. Nesse
sentido, mais comum do que matematicos que desconhecem os teoremas de Godel
sdo os matematicos que os negligenciam, pois eles também desconhecem o fato de
que varias sentengcas ndo-metalinguisticas (i.e., que ocorrem “naturalmente” nas areas
matematicas usuais, i.e., fora da l6gica-matematica e da teoria dos conjuntos) ja ti-
veram sua indecidibilidade comprovada. Nossa tese, portanto, se d4 ao mostrarmos
exemplos de tais sentencas, ao mesmo tempo em que tentamos distinguir o que séao
sentencas que ocorrem “naturalmente” na Matematica.

Palavras-chave: Metamatematica. Indecidibilidade. Teoremas de Incompletude de Gé-
del.



ABSTRACT

In the turn of 1930s, the austrian logician Kurt Gédel, at the time a 24-year-old young
man, shooked the foundational basis of Mathematics when he presented what would be
named his incompleteness theorems. This results say that every formal system capa-
ble of describing a minimum portion of elementary arithmetics must contain sentences
which are impossible to prove — in particular, sentences that affirm the consistency of
such a system are unprovable. That discovery put in check all the effort of foundational
mathematics community at the time, which, trying to escape from the paradoxes and
antinomies inherent to Cantor’s set theory, was searching for a complete and guaran-
teed consistent axiomatization for most of the Mathematics fields. In this sense, our
initial goal with the present work is to present a detailed proof of the incompleteness the-
orems, from the construction of a specific formal system (namely, the Peano Arithmetic,
or simply PA) to the construction of some undecidable sentences. For that, we set up
the entire arsenal needed to attack problems of undecidability — like the equivalent
concepts of Turing machines and recursive functions; the fact that every recursive func-
tion can be represented in PA; and that the language being used is in correspondence
with the natural numbers (so that we can build arithmetical sentences that speak about
arithmetic). Therewith, we pretend to demystify the meaning of the incompleteness
theorems, resolving some of the (many) misinterpretations that such theorems received
throughout the century. Our second (and main) goal concerns the metalinguistic aspect
of the Gédel and Rosser original examples: both these sentences, as well as the sen-
tences that affirm the consistency of PA, say something about theyself, or about the
system itself where they occur. In this sense, more common than mathematicians that
don’t know the incompleteness theorems are the mathematicians that neglect them,
because they are also unaware of the fact that many non-metalinguistic sentences
(i.e., sentences that occur “naturally” in the usual mathematical branchs, i.e., outside
mathematical-logic and set theory) have their undecidability already been verified. Our
thesis, thus, is set when we give examples of such sentences, at the same time that we
try to distinguish what are sentences that occur “naturally” in Mathematics.

Keywords: Metamathematics. Undecidability. Gédel's Incompleteness Theorems.
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1 INTRODUGAO

A Histéria da Matematica, assim como a de qualquer area abstrata do conhe-
cimento (como a filosofia, as ciéncias humanas e algumas ciéncias exatas puras), é
marcada por diversos casos de conflito intelectual, sejam eles resultados dos embates
de opinides entre os pensadores e escolas de pensamento envolvidas, ou, simples-
mente, por incongruéncias inerentes a prépria teoria que estd sendo construida. Na
Matematica, de um modo geral, ocorre mais 0 segundo caso. Todavia, 0 que se viu
durante o final do séc. XIX e inicio do séc. XX — periodo este em que a linguagem
matematica passou por uma espécie de unificacdo, quando Frege e Cantor propuse-
ram que todo constructo fosse baseado na teoria dos conjuntos e na l6gica simbdlica
— foi um tremendo antagonismo de ideias, sobretudo quando essas mesmas ideias
de Frege e de Cantor se provaram inconsistentes (0 que, por sua vez, mostrava que
a Matematica, como um todo, do modo como estava sendo unificada, estava sujeita a
tais contradicoes). O presente trabalho tem nesse embate o seu ponto de partida.

Nesta introducao, vamos expor precisamente quais problemas surgiram com o
advento da matematica moderna, de que modo os matematicos da época tentaram
remedia-los, e quem protagonizou o debate em questao. Nesse sentido, pelo carater
elementar desse tipo de discussao, definimos como nosso publico-alvo qualquer pes-
soa bem versada em teoria dos conjuntos e légica de primeira ordem. Em particular,
acreditamos que um aluno de graduacdo em matematica, filosofia ou ciéncia da com-
putacdo podera entender a maioria dos conceitos aqui introduzidos (desde que esteja
familiarizado com teorias axioméaticas e os principios da légica classica).

Mas isso ndo significa, de modo algum, que as construgdes tedricas posteriores
serdo de facil compreensao. Os passos para entender os Teoremas de Incompletude
de Gddel — objeto central deste estudo, e que, de certo modo, veio para soterrar
quase completamente as esperangas dos protagonistas do debate mencionado acima,
ao apontar que qualquer sistema aritmético formal possui sentengas que ndo podem
ser demonstradas, e que a propria consisténcia do sistema é uma dessas senten-
cas — incluem diversas abstracfes um tanto quanto incomuns para a maioria dos
matematicos.

No capitulo 2, definiremos duas maneiras equivalentes de se abstrair um “pro-
cesso efetivo de decisdo” dentro da teoria de numeros. Em suma, tais processos mo-
delam um método mecénico, automatico, para se verificar a validade de uma sentenca.
Isso nos dara uma maneira bastante simples para verificar se determinada sentenca
€, ou nao, um teorema matematico.

No capitulo 3, buscaremos dar sentido ao conteudo dos Teoremas de Gddel.
Para isso, precisaremos seguir varios passos, quase que de maneira algoritmica, como
numa receita de bolo. Primeiro, na secéo 3.1, especificaremos um sistema formal bas-
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tante usual, chamado de Aritmética de Peano, determinando sua linguagem, seus
axiomas e suas regras de inferéncia. Na secao 3.2. mostraremos que toda funcgéo
utilizada para descrever os métodos efetivos de decisdo do capitulo 2 pode ser re-
presentada na linguagem da Aritmética de Peano. Em particular, isso vai nos dizer
que toda relacéo aritmética elementar, e, portanto, toda sentenca imaginavel sobre
aritmética elementar, pode ser enunciada no sistema que escolhemos. A se¢ao 3.3,
provavelmente a mais técnica deste trabalho, servira para mostrar uma correspondén-
cia entre a linguagem da aritmética e os préprios numeros naturais (Qque chamaremos
de “codificacao”). Deste modo, poderemos escrever qualquer sentenca do sistema
formal que escolhemos como uma sequéncia de numeros. Em particular, isso nos
permitira atribuir nimeros a relagdées metalinguisticas: e.g., construiremos uma funcao
numeérica que vale para um numero se e somente se ele codificar uma variavel; e, mais
importante para a prova dos Teoremas, construiremos uma relagdo numeérica que se
da entre dois nimeros se e somente se um deles € o cédigo de uma demonstracao
para a sentenca atribuida ao outro.

Na subsecao 3.4.1, provaremos o primeiro dos teoremas de incompletude, par-
tindo da relacao numérica que representa a demonstrabilidade de uma sentenca qual-
quer, até chegarmos numa sentenca aritmética que diz, sobre si mesma, nao ser
demonstravel no sistema utilizado. Tal sentenca, de fato, ndo serd demonstravel na
Aritmética de Peano, donde vamos concluir que este sistema é incompleto. Assumindo
que o sistema é consistente, vamos descobrir que a sentenca em questdo é, além
de indemonstravel, verdadeira. O segundo dos teoremas de incompletude sera pro-
vado na subsecao 3.4.2, quando estreitaremos um pouco mais nossas hipéteses, e
construiremos uma sentenca metate6rica que diz, sobre o sistema, que 0 mesmo é
consistente. Em suma, mostraremos que, sob a hipétese de a Aritmética de Peano
ser consistente, ela mesma néo é capaz de provar tal fato. Em seguida, na subsec¢ao
3.4.3, vamos apresentar alguma consequéncias légicas imediatas do Teoremas. Em
particular, uma anedota bastante interessante envolvendo a figura de Papai Noel sera
apresentada, e alguns dos mitos envolvendo incompletude seréo extirpados.

Finalmente, no capitulo 4, daremos exemplos de algumas sentencgas aritméticas
indecidiveis (e que, portanto, também atestam a incompletude do sistema em questao)
cujos conteudos diferem totalmente daqueles que apresentamos no capitulo 3, pois
nao sao metalinguisticos, e versam sobre entidades e problemas mateméaticos usuais
(i.e., problemas fora da légica-matematica e da teoria dos conjuntos). Isso servira para
embasar nossa tese de que, realmente, ha problemas de cunhos “puramente mate-
maticos” que, embora possam ser perfeitamente formulados em dada teoria, jamais
conhecerao demonstragdes que os verifiquem ou os refutem. Ou seja, mostraremos
que os Teoremas de Incompletude de Gddel, de fato, impactam a atividade matematica
cotidiana. Devido as técnicas necessarias para compreender tais resultados, desenvol-
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veremos um breve apanhado de teoria dos numeros ordinais no Apéndice A.

1.1 A PROBLEMATICA DOS FUNDAMENTOS

Ha algo com que todo aventureiro no mundo da Matematica se depara, ge-
ralmente logo no inicio de seus estudos, e que gera em si uma estranha e quase
constante espécie de epifania (a0 menos enquanto o aventureiro continuar desejando
navegar por esses mares). Quase constante, porque tal ideia — e aqui justifica-se o
uso do pronome indefinido no inicio do paragrafo — esta estreitamente relacionada
com o fazer matematico, ou seja, com o cotidiano de qualquer pessoa que se debruca
sobre os conceitos abstratos de nimeros e formas geométricas. E, embora a matema-
tica seja reconhecida, pelo senso comum, como uma area exata do conhecimento, a
ideia a que estamos nos referindo tem dois aspectos bastante subjetivos: liberdade e
incerteza.

Matematicos se sentem livres ndo s6 porque uma mesma teoria matematica
pode ser construida de varias formas diferentes; nem apenas pelo fato de a matema-
tica ser uma ciéncia dedutiva, em que os conceitos podem ser tdo abstratos quanto
se queira, desde que as sentencas acerca deles se sigam umas das outras por argu-
mentacao légica adequada; mas também porque pequenas mudangas nas escolhas
axiomaticas levam a descobertas totalmente distintas — tome como exemplo 0 axioma
das retas paralelas na geometria euclidiana, cuja modificagao faz surgir geometrias
menos intuitivas, mas igualmente consistentes e Uteis. Por outro lado, matematicos
passam boa parte de seu tempo incertos sobre as proposi¢cées que conjecturam (quer
essa incerteza seja quanto ao modo como mostra-las, ou simplesmente quanto a real
validade ou ndo das mesmas); fazer matematica é, grosso modo, sugerir e (tentar)
demonstrar teoremas.

Agora, o leitor deve notar que as sensacoes de liberdade e incerteza, embora
ndo sejam contraditérias em esséncia, divergem no seguinte ponto: enquanto a pri-
meira reflete o poder incomensuravel da Matematica e nos da um sem-fim de cons-
trucoes tedricas possiveis, a segunda atua exatamente como um /imitador em nossa
razdo. Nao ha como ser totalmente livre quando ha espaco para duvidas. De certa
forma, no entanto, o que se viu ao longo da histéria recente (ao menos a partir do séc.
XIX, quando a matematica moderna nasceu) foi que questdes levantadas por uma das
sensacgdes gerava respostas da outra, e vice-versa. Por um lado, foram justamente
a dificuldade, por parte dos matematicos, em se captar o axioma das paralelas, bem
como as tentativas de mostra-lo redundante, que levaram a prova de sua independén-
cia dos demais axiomas, donde surgiram posteriormente as geometrias riemanniana
e hiperbélica. Por outro lado, dando mais um exemplo da geometria1, foi gracas ao

1 Até o séc. XIX, a geometria era praticamente a Unica area da Matematica bem fundamentada como
uma teoria axiomatica.
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desenvolvimento da algebra abstrata — em particular, da teoria de equacodes algébri-
cas — que extinguimos nossas duvidas sobre os trés classicos problemas gregos, i.e.,
que soubemos ser impossivel, via métodos construtivos com régua e compasso, (1)
trissectar um angulo; (2) dobrar um cubo, i.e., encontrar a raiz cubica do nimero dois;
e (3) construir um quadrado com mesma area que um dado circulo. Em suma: ao nos
questionarmos sobre a forgca de um axioma especifico, fizemos surgir classes com-
pletamente diferentes de geometrias; e usando de ferramentas totalmente abstratas
da algebra moderna, fruto da liberdade de criagcao matematica, pudemos responder
questdes sobre os limites dessa tal liberdade.

A insolubilidade dos trés problemas gregos, no entanto, foi apenas a primeira de
muitas respostas obtidas sobre questdes desse tipo. O séc. XIX, em geral, foi marcado
por outras tantas ideias revolucionarias. Talvez a mais impactante tenha sido a prova
de Georg Cantor (1845-1918) de que ha diversos tamanhos de infinitos — o que, por
sua vez, fez cair por terra uma das verdades absolutas mais antigas do pensamento
filoséfico: de que o todo é maior do que as partes.? A ideia, fruto de pesquisas iniciadas
por J. W. Richard Dedekind (1831-1916) e Karl Weierstrass (1815-1897) no campo da
Andlise Matematica (area esta que veio para tentar explicar os fundamentos sobre os
quais o célculo diferencial se sustenta), foi recebida com assombro por grande parte da
comunidade matematica na época, mas posteriormente seus métodos se mostraram
perfeitamente praticos e uteis, desencadeando um desenvolvimento teérico nunca
antes visto. Varias novas areas de pesquisa surgiram, com niveis de abstracao e rigor
cada vez maiores; a matematica nao mais servia com o unico propésito de representar
0 mundo que vemos ou sentimos, como a geometria euclidiana e a aritmética dos
nameros inteiros — e até mesmo teorias menos elementares, como o calculo e a
analise combinatéria — fizeram por séculos.

De maneira natural, portanto, os matematicos passaram a se preocupar cada
vez mais com questdes concernentes a consisténcia das teorias que estavam cons-
truindo. Usando os termos informais da ideia que introduzimos anteriormente, pode-se
dizer que tamanha liberdade criativa virou uma pulga atras da orelha da comunidade
matematica quanto as incertezas sobre o que se estava criando.

Uma das primeiras tentativas de estabelecer consisténcia foi a criagao de mode-
los, i.e., via métodos de interpretacdo. Por exemplo, se traduzirmos esfera como sendo
plano euclidiano, e circulos maximos da esfera como retas no plano, estaremos inter-
pretando a geometria riemanniana nos moldes da geometria classica. Supondo que a
ultima é consistente — e, nesse caso, é natural fazer tal hipbtese, pois é a geometria

2 Cantor ¢ o responsavel pelo lugar-comum, na matematica moderna, de que toda entidade matematica
pode ser reduzida a um conjunto; grande parte de sua carreira foi devotada a construgcdo de uma
teoria dos conjuntos em que se pudesse formalizar o tratamento com o infinito, e, dessa forma,
abarcar toda a Matematica. No teorema referenciado, ele mostrou, de maneira mais geral, que
qualquer conjunto (finito ou ndo) € menor que a colecao de todos os seus subconjuntos.
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que exprime o mundo real, observavel pelos nossos olhos —, estabelecemos também
a consisténcia da primeira. Outro resultado conhecido € devido a David Hilbert (1862-
1943), que demonstrou a consisténcia da geometria euclidiana via geometria analitica
— ou seja, sob a hip6tese de a teoria dos numeros reais ser consistente. Perceba, no
entanto, que tais resultados nédo sdo absolutos — para provar a consisténcia de uma
teoria, assumimos que a teoria modelo € consistente. Do ponto de vista epistemolo-
gico, tais demonstragdes sao insuficientes. (Uma forma suficiente de se determinar
consisténcia, sem assumir a consisténcia da teoria modelo, seria encontrando modelos
finitos para essas teorias, ja que interpretacdes finitas podem ser inspecionadas em
um numero finito de passos. Infelizmente, sdo poucas as teorias matematicas que
admitem tais modelos.)

Respostas mais concretas, entretanto, vieram somente depois de algumas des-
cobertas, nada agradaveis, fazerem as fundacdes da Matematica implodirem. Primeiro,
o préprio Cantor descobriu uma antinomia dentro de sua teoria dos conjuntos, ao
considerar a existéncia do conjunto de todos os conjuntos (e também encontrou con-
tradigdes ao definir o conjunto de todos os ordinais). Felizmente, tal inconsisténcia foi
contornada ao se distinguir os conceitos de classe e conjunto (em algumas areas mais
complexas da Matematica, como topologia e teoria de médulos, tal distingéao € crucial).
Mas foi 0 paradoxo de Bertrand Russell (1872-1970), descoberto pelo mesmo em 1901
enquanto estudava os trabalhos de Gottlob Frege (1848-1925) sobre a formalizacéao
da légica simbdlica, que realmente colocou a comunidade matematica em alerta. O
que Russell fez foi construir um conjunto, M, cujos elementos seriam conjuntos que
nao pertencem a si mesmos, i.e., 0 conjunto

M={X:X¢&X)

A construcao de M, propriamente, ndo possui incongruéncias: na verdade, a
maioria dos conjuntos que podemos pensar pertencem a M (e.g., o conjunto de todos
0S numeros inteiros positivos n&o €, ele mesmo, um numero inteiro positivo). O absurdo
acontece quando nos perguntamos se M € M. Caso seja verdade que M € M, tal
conjunto deve satisfazer a relacado que define os elementos de M, i.e., deve ocorrer
M ¢& M, o que contradiz nossa suposi¢éo. Via reductio ad absurdum, descartamos
essa hipétese, o que nos da M ¢ M, ou seja, que M satisfaz a dada condi¢ao para
pertencer a M, logo M € M. Assim, concluimos que M € M e M ¢ M, o que é absurdo.
Essa antinomia se popularizou sob a forma do paradoxo do barbeiro, cuja anedota fala
de uma certa vila onde um barbeiro faz a barba de todas (e somente) aquelas pessoas
que ndo fazem sua propria barba. A contradicao surge quando nos perguntamos: “Esse
barbeiro faz sua prépria barba?”

Algo de suma importancia no paradoxo de Russell € que, embora ndo haja
contradicbes em sua concepcao (como ja apontamos), ele surge justamente pelo fato
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de as bases axiomaticas da teoria dos conjuntos e da légica simbdlica (de Frege)
permitirem tal construgdo. Descobriu-se que o problema estava, grosso modo, na ideia
de que um predicado com uma unica variavel determina um conjunto, e vice-versa —
uma ideia perfeitamente correta, segundo nossa intuicdo. De fato, os matematicos se
acostumaram a representar conjuntos dessa maneira, e ela sempre pareceu bastante
Obvia e conveniente — € muito mais simples e eficaz falar do conjunto P dos numeros
pares como sendo a colecao de todos 0os nimeros que sao o dobro de algum outro, ou
seja, escrevendo P = {p € N : dn € N(p = 2n)}, do que fazer uma listagem, passivel
de ambiguidades, como P = {0, 2,4, ...}. Ficou evidente, portanto, apés a descoberta
desse paradoxo, que os problemas estavam impregnados até mesmo nas praticas
mais usuais do cotidiano matematico®, o que pds em xeque tudo que vinha sendo
construido nos ultimos anos. A necessidade de revisar nossas crengas — que, desde
as descobertas de Cantor sobre o infinito, vinham sofrendo forte abalo — havia se
tornado premente.

1.2 O PROGRAMA DE HILBERT

Naturalmente, tais problemas, capazes de fazer desabar toda a edificacdo da
Matematica, geraram uma discusséo bastante plural (e acalorada) sobre o que fazer
para corrigi-los. Embora diversas ideias tenham surgido, prevaleceram trés correntes
filosoficas, que, inclusive, estavam demarcadas geopoliticamente: o logicismo (inglés)
de Russell e Alfred Whitehead (1861-1947); o intuicionismo (franco-holandés) de Luit-
zen E. J. Brouwer (1881-1966); e o formalismo (alem&o) de Hilbert.4

A corrente logicista se baseava na ideia de que a Matematica é (apenas) um
ramo da Légica, algo que desde Frege ja vinha sendo discutido — ou muito antes, uma
vez que G. W. Leibniz (1646-1716) defendia tal tese (cf. (KLEENE, 1971), p. 43) —,
e que culminou num trabalho monumental escrito por Russell e Whitehead: o famoso
Principia Mathematica, uma tentativa de mostrar cada teorema da aritmética como
um teorema logico. O problema é que a maioria das definigdes ldgicas presumia um
conceito matematico (e.g., se definirmos numero natural como um namero cardinal
para o qual vale o principio de indugéo); ao definirmos, portanto, uma ideia matematica
por meio de logica simbdlica pura, muitas vezes entramos num circulo vicioso — o que,
no paradoxo do barbeiro, parece ser justamente a fonte de contradicao.

A solugao encontrada pelos autores foi construir uma nova teoria, chamada de

8 Na verdade, posteriormente Russell conseguiu provar que o problema era inerente a propria logica:

chamando de K a propriedade de ser uma propriedade que néo se aplica a si mesma, o paradoxo
surge ao nos perguntamos se K se aplica a si mesma.

Lembre-se que o final do séc. XIX e inicio do séc. XX foram marcados por disputas imperialistas
na Europa, que culminaram nas duas grandes guerras mundiais. Os congressos e as discussdes
matematicas da época, sendo a problematica dos fundamentos uma delas, refletiam essa disputa,
como aponta (SMORYNSKI, 1988).
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teoria dos tipos, segundo a qual se classificariam as entidades légicas necessarias
para as bases matematicas. No entanto, tal constru¢ao se baseava em dois axiomas
que eram, sendo contra-intuitivos, ao menos bastante convenientes. (A saber, 0 axioma
da reducibilidade, que impedia defini¢des circulares de tipos, e 0 axioma do infinito,
que postulava a existéncia de ao menos um conjunto infinito; digamos, aquele que
contém todos 0s numeros naturais.) Por conta desse tipo de conveniéncia, e também
por causa da dificuldade em se traduzir todo conceito e teorema matematico em suas
versoes légicas (complicando demasiadamente nogdes bastante simples), pode-se
dizer que os logicistas permaneceram a margem das discussdes, e que estas foram
protagonizadas por intuicionistas e formalistas. De fato: embora a proposta de reducao
da Matematica a Logica soasse bastante ousada, as restri¢cdes intuicionistas tinham
um carater muito mais geral.

Como o nome da escola de Brouwer sugere, as unicas fontes de inspiracao
para as construcoes matematicas deveriam ser as abstracdes mais ordinarias de
nosso intelecto — como o ato de contar, por exemplo. Segundo (HEYTING, 1934), “De
acordo com Brouwer, a Matematica € idéntica a parte exata do nosso pensamento. (...)
Nenhuma ciéncia, em especial nem a légica nem a filosofia, podem ser um pressuposto
para a Matematica”. Ha de se destacar, no entanto, os pensamentos de alguns que
vieram antes de Brouwer, como Leopold Kronecker (1823-1891) e Henri Poincaré
(1854-1912). Ambos apontaram os métodos envolvendo quantidades infinitas como
sendo a raiz de todo o mal — Poincaré, inclusive, sempre foi um critico ferrenho a
teoria dos numeros cardinais de Cantor, muitas vezes usando de deboche para tecer
tais criticas — cf. (ROGERS, 2015). Na visdo de Kronecker, os niumeros inteiros eram
uma espécie de obra divina, e 0 processo de inducédo, em Z ou N, era visto como a
unica forma perfeitamente intuitiva de se tratar o infinito; todo o resto da Matemética,
portanto, deveria ser construido na base de tal estrutura — cf. (MURAWSKI, 1999).
Poincaré, também, apontava que a fonte de contradicdo em todos os paradoxos e
antinomias estava nas definicdes e condicdes impredicativas5 que nossa légica e
teoria conjuntista permitiam. Brouwer, no entanto, juntou tudo isso e mais um pouco, e
prop6s um conjunto profundamente drastico de solucdes.

A doutrina encabecada pelo matematico holandés rejeitava, sobretudo, métodos
nao construtivos — em particular, demonstragdes via reductio ad absurdum de senten-

5 Por definigdo (condigado) impredicativa entende-se toda defini¢cdo (condigao) autorreferente, i.e., que
faz referéncia a uma totalidade que pressupde o préprio conceito que esta sendo definido. No para-
doxo de Russell, o conjunto M é especificado por uma tal condicdo. Deve-se notar, entretanto, que
nem toda definicdo impredicativa leva a uma contradi¢gdo, como Poincaré argumentava; na axiomatica
de ZFC, h& esquemas de axiomas em que a substituicao de um predicado A por um impredicativo
nao gera paradoxos (para um detalhamento de como a axiomatica conjuntista solucionou problemas
de impredicatividade, alterando as regras de como definir conjuntos por especificagao, veja (SUP-
PES, 1972), ou (ROGERS, 2015)). Também, a definigdo de N como ‘0 menor conjunto contendo o
zero e fechado pela operagéo sucessor’ € um conceito impredicativo — pois alude a totalidade de
conjuntos que satisfazem tais condi¢des —, mas nao é paradoxal, cf. (MURAWSKI, 1999)
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cas existenciais, algo usado em praticamente qualquer teoria matematica.® Novamente
citando Heyting, “Na matematica intuicionista, ndo se faz inferéncias de acordo com
regras fixadas, que podem ser compiladas numa certa légica, mas, sim, cada inferén-
cia € imediatamente testada com base em suas evidéncias”. Além disso, somente o
conceito de infinito enumeravel poderia ser aceito, e toda teoria deveria ser edificada
Unica e exclusivamente sobre a base nos numeros naturais (pois esta € a construgéao
mais primitiva e intuitiva do pensamento matematico). Assim, de maneira geral, a prin-
cipal objecédo dos intuicionistas se dava quanto a intangibilidade de conjuntos infinitos
nao-enumeraveis. Especificamente, entretanto, o foco das criticas de Brouwer sempre
foi a lei do terceiro excluido — i.e., dada qualquer sentenca A, entdo ou é verdade que
A, ou é verdade que —A; no caso de dominios infinitos (enumeraveis ou nao), seria
impossivel percorrer tal caminho, infindavel, a fim de determinar o valor de verdade de
um sentenca B, ja que os métodos de verificacdo deveriam ter carater construtivo, i.e.,
que deveriamos mostrar uma forma concreta de estabelecer a verdade de B.

Para um intuicionista, portanto, a Matematica Moderna se divide em duas partes
completamente distintas: a Matematica Classica, que aceita todo conceito de infinito
e demonstragdes por contradicao; e a Matematica Intuicionista, que aceita somente
os principios de inducéo finita e métodos construtivos de prova. A pergunta que na-
turalmente surge é: até que ponto vai a capacidade da ultima, imposta a tamanhas
restricoes? Ou seja, em que contextos podemos nos sentir confortaveis por termos
construido uma teoria palpavel, em que cada verdade pode ser efetivamente verificada,
de modo que podemos, de fato, rejeitar uma construgéo classica equivalente?

Essa € uma questao crucial no embate entre intuicionistas e formalistas. Caso a
matematica classica pudesse ser completamente substituida por métodos construtivos,
a problematica dos fundamentos estaria resolvida. Por um lado, Hilbert reconhecia o
papel do infinito e da autorreferéncia no surgimento dos paradoxos; a tarefa primordial
de seu Programa, como veremos, era encontrar um processo nao-infinito de se estabe-
lecer a consisténcia da aritmética; no mesmo sentido, viu-se que a maioria das provas
nao-construtivas da teoria de numeros podia ser substituida por versdes construtivas
— cf. (KLEENE, 1971). Mas, por outro lado, a Analise Matematica, i.e., a teoria dos nu-
meros reais, jamais conheceu uma construgao tao completa quando a de Weierstrass
e Dedekind. Na abordagem proposta por Hermann Weyl (1885-1955), em que que se
substitui a definicdo de cortes (impredicativa por natureza) por um método construtivo
e nao-circular, embora se tenha alcangcado em partes o objetivo, jamais se conseguiu
provar um dos resultados mais basicos de tal teoria: 0 de que todo conjunto limitado

6 Qutra ideia matematica supostamente imprescindivel mas permeada de duvidas, ndo sé da parte
dos intuicionistas, como, também, por teéricos da axiomatica conjuntista, € o Axioma da Escolha,
segundo o qual dada qualquer colecédo de conjuntos, existe uma maneira (a qual se da o nome de
fungéo escolha) de se obter exatamente um elemento de cada um desses tais conjuntos. Dentre os
resultados mais fortes (e elementares) que se sustentam sobre esse axioma, destaca-se o fato de
todo espacgo vetorial possuir base.
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de numeros reais possui supremo (i.e., uma menor cota superior).

Para compreender melhor a batalha entre as escolas de Hilbert e Brouwer, &
importante notar que uma das principais discordancias entre os dois se dava quanto a
seus interesses académicos: enquanto o segundo sempre se interessou por questdes
filosofico-matematicas, a carreira do primeiro, conquanto uma das mais prolificas e uni-
versais dos ultimos tempos, ficou marcada pelo rigor formal do método axioméatico; em
seu trabalho mais famoso, Grundlagen der Geometrie, ou Fundamentos da Geometria,
ele literalmente termina a obra de Euclides (sob a 6tica da matematica moderna). Se-
gundo (SMORYNSKI, 1988), “Hilbert (...) tinha pouca paciéncia com filosofia, podendo
sua propria Filosofia Matematica ser descrita como um otimismo ingénuo — uma es-
pécie de fé nas habilidades de um matematico de resolver qualquer problema com
que se compromete”. Na problematica dos fundamentos, tal oposi¢cao de interesses
se materializou da seguinte forma: Brouwer buscava revisar o modo como tratdvamos
algumas questdes peculiares, como o infinito e a real existéncia de outras entidades
pouco intuitivas; ao passo que o objetivo de Hilbert era salvar a matematica classica —
uma vez que determinassemos a consisténcia da mesma, n&o precisariamos abdicar
de coisa alguma.’ Dessa forma, podemos perceber uma grande diferenca do forma-
lismo para as duas demais correntes filosoficas: logicistas e intuicionistas buscavam
novas maneiras de descrever as teorias matematicas, trabalhando dentro delas, pro-
pondo novas bases e delimitando conceitos problematicos; a consisténcia que Hilbert
procurava, no entanto, fazia parte de um universo exterior a tais teorias, em que se
provam sentencas sobre as mesmas.

Assim, num processo que germinou a partir de casos como a insolubilidade
dos trés problemas gregos e a criagcdo de modelos, os formalistas agora buscavam
um resultado que englobasse todas as teorias possiveis, procurando a consisténcia
matematica em si. Ao tratar a Matematica como linguagem-objeto (ou teoria-objeto), o
formalismo criou uma nova area de conhecimento, a qual Hilbert deu o nome de Teoria
da Prova (Beweistheorie), e que posteriormente ficou conhecida como Metamatema-
tica.

Aqui, poderiamos entrar numa longa discussao sobre de que maneira os forma-
listas achavam ser possivel tratar as teorias matematicas como um todo, a ponto de
se consegquir inferir respostas tdo gerais sobre elas. No entanto, além de essa ser, em
parte, uma das finalidades dos proximos capitulos — por exemplo, dedicaremos um
bom tempo mostrando de que forma pode-se definir matematicamente o que é uma
prova —, acreditamos que a maioria dos detalhes técnico-filos6ficos do Programa de
Hilbert foge de nosso escopo. Cabe elencar, todavia, duas particularidades do método
formalista.

7

Citando o préprio personagem em questao, “Ninguém deveria ser capaz de nos tirar do paraiso que
Cantor criou”, cf. (HILBERT, 1926).
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A primeira se assemelha a ideia reducionista presente no logicismo; em sua ten-
tativa de dar um sentido claro ao conceito intuitivo de demonstracdo, Hilbert procurou
descrever formalmente toda a Matematica (inclusive sua parte infinita), baseando-se
no método axiomatico. Como consequéncia, além, de se poder falar de quantidades
infinitas, tornava-se possivel despir de semantica todas as entidades matematicas,
prevalecendo somente a forma. (Como num jogo de tabuleiro qualquer, reduzimos
nossa teoria-objeto a um conjunto de pecas sem significado, sujeitas as regras que
bem escolhermos.)

O segundo aspecto, em contrapartida, diz respeito a metateoria — mais especi-
ficamente, ao modo como abordar o infinito. Como ja frisamos anteriormente, Hilbert
reconhecia as objegdes intuicionistas de Brouwer, mas insistia em manter ilesa toda
teoria matematica (ou seja, toda teoria-objeto) que apelasse a tais conceitos. Ele
propds, entao, uma distingdo entre métodos finisticos e infinisticos. Dentro da metate-
oria, apenas provas e construgdes finisticas poderiam ser aceitas.8 A principio, uma
vez formalizada a teoria-objeto, seria totalmente viavel trabalhar apenas com métodos
finisticos — se pensarmos em férmulas como listas finitas de simbolos, e provas como
listas finitas de férmulas, fica claro que nao precisariamos apelar a nenhum conceito
infinito (a0 menos na metateoria).

O Programa de Hilbert, propriamente dito, consistiu em usar os métodos que
acabamos de sumarizar (e tantos outros pormenores omitidos), na esperanca de se
obter varias respostas metatedricas, dentre as quais a consisténcia era apenas uma —
embora sempre tenha sido considerada a questao primordial. Em 1900, no Congresso
Internacional de Matematica, Hilbert ja colocava tal problema (aqui considerando so-
mente a consisténcia dos axiomas da aritmética) como o numero 2 de uma lista de 23
desafios matematicos que precisavam ser superados.? Durante as duas décadas que
se seguiram, tais ideias foram sendo aprimoradas, resultados positivos foram (presu-
midamente) obtidos'?, e cada vez mais o matematico alemao se convencia de que a

8 Distingéo essa que nunca ficou totalmente clara (e esse é mais um dos motivos para n&o alongar
demais tal discussao). Em linhas gerais, objetos finisticos da Matematica sdo todos aqueles nao-
probleméticos, concretos, que ndo aludem aos conceitos rejeitados pela matematica intuicionista; de
maneira ilustrativa, ndo ha dividas que o conjunto {N, Z, R} é finito, pois tem trés elementos. Mas ele
nao é finistico.

% Dentre eles, figuravam n&o apenas questdes fundacionais. O de nimero 6, por exemplo, diz respeito
a axiomatizacéo da Fisica (0 que nao deixa de ser, na visao de Hilbert, uma extensao dos problemas
gue aparecem nas geometrias, ja que modelos fisicos sdo essencialmente geométricos). Um exemplo
menos ligado aos fundamentos da matematica é o de nimero 8, que versa sobre a hipétese de
Riemann e suas consequéncias. Todavia, o topo da lista tem carater naturalmente fundamentalista:
o primeiro e mais importante de todos é a solugao da hipétese do continuum (que, hoje, ja sabemos
ser algo impossivel em ZFC).

10" Ao menos em partes. Wilhelm Ackermann (1896-1962), pupilo de Hilbert, conseguiu provar a consis-
téncia de um fragmento da teoria de nimeros, em 1924-25.
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vitéria sobre Brouwer estava préxima.!’

Ninguém esperava, no entanto, que um jovem légico, antes de completar seus
25 anos, respondesse a dois dos principais problemas enumerados por Hilbert, e muito
menos que uma dessas respostas fosse no sentido contrario ao que o Programa visava.
Em sua tese de doutorado, Kurt Gédel (1906-1978) provou que a légica de primeira
ordem é completa, i.e., que nela € possivel demonstrar todas suas sentencas validas
— algo que, dentre os principais objetivos metamatematicos apontados por Hilbert
no congresso de 1928, era considerado o resultado minimo esperado, ja que grande
parte das teorias matematicas tem tal l6gica como camada mais inferior. No sentido
totalmente contrario, entretanto, Gédel também provou a existéncia de sentencas inde-
cidiveis dentro da aritmética dos niumeros naturais, bem como em qualquer extensao
da mesma (supondo consistentes tais aritméticas); ou seja, na mais elementar das te-
orias matematicas, ha proposi¢cées que nunca conseguiremos demonstrar nem refutar,
mesmo elas sendo verdadeiras. Ademais, como corolério, ele concluiu que nenhum tal
sistema € capaz de provar sua propria consisténcia (e provar tal coisa era a principal
finalidade ao se tratar a Matematica como teoria-objeto!).

Resultados extraordinarios como esses colocavam em xeque nao so a ideia for-
malista de que a consisténcia de um sistema implica a existéncia de uma interpretacao
para o mesmo — cf. (MURAWSKI, 1999). Diante de tal descoberta, se tornava real a
possibilidade de qualquer conjectura, em qualquer campo da Matematica, ndo poder
ser decidida. Dessa forma, muitos dos problemas em aberto poderiam (ironicamente)
permanecer, para sempre, em aberto — e isso invalidaria areas de pesquisa inteiras,
como as decorrentes da assungao da hipétese de Riemann, por exemplo. De certa
maneira, portanto, o préprio fazer matematico foi impactado por tal descoberta.

Acontece que a sentenga indecidivel de Gddel, embora construida dentro da
aritmética, tem significado metamatematico, diferente da maioria das conjecturas que
ocorrem nas diversas teorias matematicas. Mais especificamente, embora ainda de
uma maneira bastante informal, tal sentencga dizia que ela mesma nao é demonstravel
dentro do sistema. Deste modo, a principio, 0 que seus teoremas provavam era apenas
a possibilidade de um problema em aberto puramente matematico ser insoluvel. Nosso
objetivo principal no decorrer dos préximos capitulos, além de formalizar a metateoria
e de mostrar como construir algumas sentengas aritméticas indecidiveis, é esclarecer
até que ponto os teoremas de incompletude realmente afetam a atividade rotineira

" A bem da verdade, no final dos anos 1920 ja4 ndo havia mais uma disputa entre formalismo e
intuicionismo: a maioria da comunidade matematica concordava com o método axiomatico nao-
construtivista, e ansiava pela prova absoluta da consisténcia. Tal batalha, todavia, tinha um cunho
pessoal para Hilbert — cf. (SMORYNSKI, 1988)
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do matematico comum'2 — i.e., se de fato alguma espécie de “receio”, quanto a
insolubilidade de um problema, € justificavel quando conjecturamos proposi¢des dentro
das mais diversas areas em que atuamos, e nao sé no campo metatedrico.

12 Por “matematico comum”, estamos designando a maioria da comunidade matematica, que em suas
pesquisas geralmente nao esta preocupada com as questdes fundacionais e filoséficas dessa area
do conhecimento. Em particular, o matematico comum, quando se depara com a sentenga que Gédel
usou para provar seus teoremas, nao a reconhece como um objeto de estudo relevante, e tende a
ignorar o impacto da incompletude.
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2 ELEMENTOS DE TEORIA DA RECURSAO

No caminho para se formalizar tanto a metamatematica quanto sua teoria-objeto,
de modo que possamos construir sentencas de cunho metatedrico dentro da linguagem
comum da aritmética, primeiramente sera necessario dar uma definicdo precisa para
algumas ideias que permeiam o conceito central do Programa de Hilbert, que é a
noc¢ao intuitiva de prova. O objetivo principal deste capitulo é apresentar, em especifico,
duas maneiras equivalentes de se abstrair aquilo que chamamos, informalmente, de
processo efetivo (ou mecanico) de decisdo. Para isso, nos basearemos principalmente
nas obras de (BOOLOS, G. et al., 2007), (ROGERS JR., 1987), e (MURAWSKI, 1999).
Tais abstragdes deverdo obedecer as imposi¢des finisticas do método formalista, i.e.,
nosso campo de trabalho deve se restringir aquilo de mais intuitivo no pensamento
matematico: os nimeros naturais e o processo de indugéo finita.

2.1 MAQUINAS DE TURING

Ainda no campo da informalidade, comecemos nossa discusséo pelo basico:
quando dizemos que uma funcéo nos (ou relacéao entre) niumeros naturais pode ser
computada’ via um processo efetivo — ou, como também o chamaremos daqui em
diante, via um algoritmo —, quais atributos um tal processo deve ter? Talvez a melhor
maneira de responder a essa questao seja analisando algum algoritmo que conhece-
mos. E possivel que o leitor se lembre, prontamente, da divisao euclidiana (ja que tal
processo geralmente carrega o nome algoritmo junto a ele), mas a aritmética elemen-
tar esta recheada deles — e.g., o crivo de Erastotenes lista uma quantidade finita de
nameros primos tdo grande quanto se queira, e as proprias operacdes de adicao e
multiplicacao sao processos mecanicos, que aprendemos desde a escola e se tornam
praticamente intrinsecos ao nosso saber. O algoritmo de Euclides tem algumas ca-
racteristicas que podemos elencar como universais nos processos de decisao: (i) tal
processo pode ser caracterizado como uma lista finita de instrugcdes, que algum agente
externo (digamos, um jovem matematico estudando algebra dos inteiros) deve seguir;
(if) h& maneiras de guardarmos e reutilizarmos informacao sobre cada etapa executada
(de fato: é isso que se faz quando dividimos um numero por outro e analisamos seu
resto, sucessivamente); e (iii) o ato de passar de uma instrugéo a préxima tem carater
deterministico e discreto, i.e., ndo temos de apelar para a sorte nem para métodos
continuos.

E importante notar que tais atributos tém seus paralelos com qualquer maquina
computacional conhecida: o primeiro item reflete a nogdo de programa e suas bases

1 Perceba como a informalidade nos leva a conceitos cada vez mais ciclicos: aqui, introduzimos a
ideia de se computar uma funcéo, i.e., encontrar seu valor para uma entrada qualquer, mas tal ideia
carece, por ora, como o resto dos conceitos citados, de qualquer formalizagao.
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I6gicas e fisicas que permitem processa-lo; o segundo item € analogo ao conceito
de memdria de armazenamento; e o determinismo discreto presente no terceiro item
€ um paralelo com as propriedades digitais e mecanicas dos computadores. O pa-
ralelo existe porque o conceito de computador € o mesmo em ambas as situacoes
(um humano estudando algebra ou uma maquina digital rodando um programa que
implementa o algoritmo da divisdo). A bem da verdade, a ciéncia da computagéo teve
seu advento nas ideias de Alan Turing (1912-1954), ao se abstrair processos efetivos
de decisao para fungdes nos inteiros positivos. O que hoje chamamos de uma maquina
de Turing nada mais é do que a idealizacdo de um aparato capaz de computar, de
maneira mecanica, tais funcoes.

Podemos imaginar um tal mecanismo como sendo uma fita, infinita em ambas
as direcoes, dividida em quadrados, e por cima da qual um agente (computador) pode
se mover a direta ou a esquerda (o que representaremos por R e L, respectivamente),
mas um quadrado de cada vez. De maneira ilustrativa, temos o seguinte:

— E—

Figura 1 — Computador se movendo sobre uma fita.

Tal agente inspeciona o conteldo presente no quadrado sobre o qual esta no
momento, podendo inserir (ou apagar) um simbolo nele. Cada quadrado pode estar
em branco ou marcado com um trago; representaremos o primeiro por Sy, ou B, e 0
segundo, por Sy, ou 1.

Além disso, em cada estagio da computacéo, o operador da maquina precisa
receber uma instrucdo do que fazer seguida, baseado no que ele fez antes e no
simbolo que esta observando, de modo que sejam estabelecidas formalmente as
caracteristicas deterministica e discreta de um algoritmo. Podemos fazer isso definindo
uma quantidade finita de estados, digamos, g1, Qo, ..., gm, €M que a maquina pode
se encontrar — e aqui, estado pode significar varias coisas que digam respeito aos
aspectos da estrutura interna e do funcionamento da maquina em dado momento
(digamos, algum parametro eletrébnico ou mecéanico), mas isso nao importa para a
nossa discussdo. O que importa é que consigamos especificar cada instrugéo tao-
somente pelo estado atual da maquina e o simbolo avaliado em tal estado, i.e., que no
estado q;, siga-se a instrugao i.

Em suma, portanto, ha cinco coisas que, diante de uma instrugcéo, o agente pode
fazer: (1) inserir Sp no lugar de qualquer simbolo analisado (ou seja, apagar um traco
ou nada fazer, caso o quadrado ja esteja em branco); (2) inserir Sq no lugar de qualquer
simbolo analisado (ou seja, escrever um traco ou nada fazer, caso ja haja um traco no
quadrado); (3) mover-se um quadrado a direita; (4) mover-se um quadrado a esquerda;
e (5) parar a computacao. Assim, dados quaisquer estado e analise de contetdo do
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quadrado, 0 agente realizard uma dessas cinco agdes explicitas; no entanto, para que
a computagao prossiga, também é necessario haver, na instrugéo, uma agao implicita,
a saber, para qual estado a maquina deve ir depois de executar a agao explicita. Ou
seja, de modo geral, o computador entra num estado, qr, observa um dos simbolos
(Sp ou S4), executa uma das agdes (R, L, inserir Sp ou Sy), e vai para um outro estado,
gs. [Perceba que dizer que a computagao parou significa que a maquina entrou num
estado para o qual ndo ha instrugcao do que se fazer em seguida, independetemente
do simbolo analisado.]

Ha varias formas de representar o programa completo de instrugées para uma
maquina de Turing. Por exemplo, podemos fazé-lo via diagramas de fluxo; a Figura 2
representa um programa capaz de marcar trés tracos na fita:

30181 80181 80181

81 L 81 L
a a2 a3

Figura 2 — Maquina de Turing representada por diagrama de fluxo

De fato: como a fita esta inicialmente toda em branco, o computador vai reco-
nhecer um quadrado em branco no estado g4, depois ird marca-lo com um trago, e
voltar para o estado gy. Dai, lendo um trago no quadrado que anteriormente estava
em branco, segue a instrugdo de se mover a esquerda, onde entra no estado g». O
mesmo processo se repete para este segundo quadrado, e chegando no estado gs,
a maquina simplesmente insere um tragco no mesmo (sem receber uma instrucao do
que fazer quando ler um trago em tal quadrado; ou seja, tal maquina deve parar ai sua
computacéo).

Esse tipo de representacédo é bastante intuitivo e carrega o carater mecanico
do que estamos descrevendo, mas a representacao por quadruplas, que sintetiza
o procedimento geral descrito no paragrafo anterior, € uma forma bem mais simples.
Quando formos especificar uma maquina de Turing, o faremos por esse método. Assim,
0 mesmo programa poderia ser descrito pela seguinte lista de instrucoes:

91505191
q1S1Lqo
92505192
G251Lg3
93505193

Fica subentendido, pela forma que listamos as quadruplas, que a maquina inicia
0 processo pelo estado de menor numero, e essa € a pratica comum em teoria da
recursdo. Mas nada impede que a computagdo comece em outro estado (lembre-se:
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estado é somente uma descri¢cdo da atividade interna dos mecanismos que efetuam
a computacao). Vejamos, agora, um exemplo um pouco menos trivial; até 0 momento,
fomos capazes de descrever uma maquina que abstraisse o processo mais intuitivo
da Matemaética, i.e., o0 ato de contar (embora, no exemplo acima, tenhamos contado
somente até 3; mas é relativamente simples de ver como podemos estender a ideia
para qualquer n € N).

Afirmamos, dessa vez, que existe uma maquina de Turing que computa a funcao
adicao, f(x, y) = x + y, da seguinte maneira: dado (r, s) € N x N, inicialmente a fita esta
completamente em branco, exceto por dois blocos de tragos, um a esquerda, com r
tragos, e outro a direita, com s tragos, ambos separados por um espago em branco. A
maquina comeca analisando o trago mais a esquerda do bloco com r tracos, e ela para
analisando o traco mais a esquerda de um bloco com r + s tragcos. Com efeito: tudo que
a maquina precisa fazer € apagar o trago mais a esquerda, se mover a direita na fita,
procurando pelo espaco em branco, preenché-lo, e voltar para o (novo) traco mais a
esquerda (que antes era 0 segundo trago mais a esquerda). Uma maneira de fazer isso
é listando as seguintes instrugdes: g1 S1Sy91, 91 SgRg2, 92 S1Rq2, 2595193, 93 S1Lg3,
g3SpRqy. llustrativamente, tome (r, s) = (2, 3), ou seja, computemos 2 + 3 = 5. Num
primeiro momento, temos a seguinte configuracao:

11B111.

Seguindo a primeira instrucao, ficamos com B1B111, ao que passo as préximas trés
nos dao B11111, e as duas ultimas apenas nos fazem encontrar aquele B supérfluo,
determinando o novo traco mais a esquerda, quando enfim obtemos

11111.

Aqui, h&a de se fazer uma observagao: nem nossa listagem de instrugées, nem
o exemplo pratico de somar 2 com 3 constituem, a rigor, provas de que f é computavel
por tal maquina. A principio, o leitor pode facilmente se convencer, apenas imaginando
dois blocos arbitrarios de tracos, separados por um espago em branco, que tal lista
é suficiente (e realmente é!), porque o procedimento, em si, € muito simples (apagar
um traco e preencher o espaco entre os dois blocos); para casos mais complexos, no
entanto — como o da multiplicagao, ou até mesmo de f(x) = 2x —, com certeza nao
seria facil convencer alguém unicamente por meio de uma lista de instrugdes ou um
exemplo, como foi feito acima. Muito provavelmente, o leitor ndo conseguira se con-
vencer, sem fazer alguns exemplos ou apelar para indugcédo, que uma maquina capaz
de dobrar uma quantidade qualquer de tragos pode ser representada pelo seguinte
conjunto (extenso) de (vinte e uma) quadruplas:
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a1S1Lax 751507
a2S1Lgs  q7SoLas
G2SoLas  qgSiLqg
43505193 99S1Lqg
93S1Las  99SoLgio
44505194 910S1La10
94S1Ras  q10So R
a5S1R3gs

a5S0R%%  d8SpLS11
6S1Rds  q11S1LSq4
a6Sola7  911S0R942

[Na pratica, o que tal maquina faz € bastante simples: ela simplesmente escreve dois
tracos para cada trago que apaga, e € isso que as instrugbes que comegam com
g1, ---» g descrevem. No entanto, hd uma encruzilhada no oitavo estado, dependendo
de qual simbolo é analisado: caso seja Sy, ainda ha tragos para apagar e dobrar, de
modo que as instru¢gbes que comegam com gg € g1 fazem o processo se repetir;
quando ndo ha mais tracos do bloco inicial que necessitam ser apagados, usamos
as ultimas trés quadruplas para finalizar o processo, no tragco mais a esquerda de um
bloco com o dobro do numero de tracos que havia no comeco.]

De maneira geral, todas as demonstra¢cdes mencionadas so seriam efetivas via
inducao finita (0 que seria totalmente viavel), mas optamos pela omissdo, uma vez
que nosso foco, nessa secao, é apenas apresentar de que modo Alan Turing abstraiu
procedimentos efetivos de decisao. [Por fim, um ultimo comentario quanto aos nossos
métodos: em teoria da computacéo, podemos definir maquina de Turing de maneira
muito mais rigorosa — perceba que nossa abordagem levou algumas péaginas, ape-
lando as nossas percepg¢des visuais, i.e., a um modelo fisico, diferentemente de uma
definicao matematica usual. Para os fins do presente trabalho, no entanto, tal formali-
zagao é suficiente; caso o leitor tenha interesse por um olhar mais apurado, sugerimos
(SIPSER, 2006), e (DAVIS, 1985). Ainda assim, podemos resumir a caracterizagao
de uma maquina de Turing, dentro do formalismo necessério para nossos propdsitos,
como a lista de quadruplas que define seu comportamento, estabelecendo-se a con-
dicao de que toda computacdo tem tanto seu inicio quanto seu fim no trago mais a
esquerda da fita — se nao for o caso de ela estar totalmente em branco em algum
desses momentos —; além disso, todo eventual espaco em branco presente no inicio
(que ocorrem na representacdo das entradas de uma funcdo de multiplas variaveis)
deve estar preenchido quando a maquina parar — caso ela realmente pare.]

Outra questao importante de se notar nas abstracdes que estamos sugerindo
€ sobre a limitacao das capacidades dos componentes de tais maquinas. Sendo mais
especifico: durante nossa caracterizagao, deixamos implicita a suposi¢cao de que, a
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principio, maquinas de Turing podem computar valores de fungdes para qualquer quan-
tidade finita de entradas, bem como seguir listas de instrugdes tao grandes quanto se
queira — afinal, tais maquinas devem operar sobre uma fita de comprimento infinito;
logo, entradas de tamanhos arbitrarios podem ser inseridas e manipuladas nela, desde
que sejam finitos. Ou seja, quando se investiga a computabilidade de uma determinada
funcao, os paralelos com dispositivos mecéanicos e eletrénicos sdo meramente ilustrati-
vOs, pois toda maquina real possui limitagao, seja quanto a meméria ou a capacidade
de processamento.

Nesse sentido, chamemos uma fung¢ao nos inteiros positivos de Turing-computa-
vel caso haja ao menos uma maquina de Turing capaz de computa-la. Entao, é verdade
que dada uma fungcdo como essa, existe um processo efetivo para se determinar
todos os seus valores, ainda que seja impraticavel, até mesmo para o mais potente
dos supercomputadores, realizar tal computacdo — e mesmo que tal processo leve
centenas de milhdes de anos para ser finalizado; o que importa € que o niumero de
passos seja finito, e que mostremos, construtiva e indutivamente, como fazé-lo (as
discussdes sobre 0 quao mal otimizado tal algoritmo seria, nés, I6gico-matematicos,
deixamos para os colegas cientistas da computacdo e da matematica aplicada?. De
qualgquer maneira, obviamente concordamos que Turing-computabilidade é uma forma
de computabilidade; mas seréd que € a unica?

Coloquemos a questao de forma mais clara. Com certeza, 0 modo como de-
finimos o processo mecanico de inspecionar compartimentos, e de inserir e apagar
informacdes neles, ndo é a unica forma de se abstrair tal conceito; poderiamos té-lo
feito imaginando, em vez de uma fita, uma malha — bidimensional, portanto —, tam-
bém infindavel, em que o agente poderia se mover com muito mais liberdade, em
quatro diregdes, e eventualmente marcar mais simbolos distintos. Também, seria pos-
sivel abstrair de maneira mais eficiente o conceito de memodria interna, algo bastante
falho nas maquinas de Turing unidimensionais. Maquinas de Lambek, ou maquinas de
abaco, sao idealizagdes que alcangam esse objetivo; ao se inserir entidades chamadas
registradores, em que se pode armazenar qualquer numero e acessa-lo livremente —
sem ter de percorrer um quadrado por vez —, se torna muito mais simples especificar
algoritmos. Acontece que qualquer fungao computavel por abaco ou por “maquina de
Turing em malha” é, também, computavel por uma maquina de Turing unidimensional.
(Tente se convencer disso pensando no seguinte: ambas as abstracdes citadas nada
mais sdo do que “evolugdes” da maquina de Turing em fita, mais simples e intuitiva.3)

2 A bem da verdade, questdes sobre o tempo necessario para a resolugéo de um problema computa-
cional envolvem muito mais que o conceito de otimizagdo de um algoritmo. O principal problema em
aberto da ciéncia da computacao é verificar a validade (ou ndo) da igualdade P = NP.) Em suma,
isso quer dizer que os problemas computacionais cujas solugées podem ser verificadas em tempo
que cresce polinomialmente também podem ser resolvidos em tempo polinomial.

3 Para uma caracterizagéo detalhada de &dbacos e uma prova desses fatos, cf. (BOOLOS, G. et al.,
2007), p. 51-55.
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Nossa pergunta, entdo, pode ser reformulada: sera que, essencialmente, maquina de
Turing € o unico tipo de processo efetivo de decisdo?

O leitor ja deve pressentir o anticlimax, mas é impossivel responder a tal ques-
tao, ao menos de acordo com o conhecimento filoséfico-matematico produzido até hoje,
e ao menos no sentido ortodoxo de uma prova matematica. Isso se dé justamente por-
que maquinas de Turing — ou qualquer outro espécime de abstracdo de algoritmos
— sao tentativas de dar sentido formal a nocao completamente intuitiva de procedi-
mento de decisdo. Ou seja, qualquer abstracao formal de um algoritmo €, de fato, um
algoritmo no sentido brouweriano, que Hilbert optou por seguir em seu Programa. Ha,
todavia, bons motivos para nos convencermos de uma resposta afirmativa a questao
que temos elaborado. Primeiramente, é possivel demonstrar que toda funcao aritmé-
tica, i.e., definivel a partir de adicao ou multiplicacado, é computavel por dbacos, do
que segue que sao Turing-computaveis — e isso da conta de uma enorme quantidade
de fungdes. Por outro lado, todas as funcbes (que conhecemos) para as quais ndo
ha uma maquina de Turing que a opere, i.e., todas as fun¢des Turing-incomputaveis,
desconhecem, também, qualquer outro método efetivo de deciséo. [Para darmos um
exemplo de uma tal funcéo, é preciso considerar um detalhe que, facilmente, passa des-
percebido. Para inicio de conversa, o fato de existirem fungbes Turing-incomputaveis
€, puramente, uma questado de cardinalidade de conjuntos. Com efeito: 0 conjunto
N*N' | de todas as funcdes nos inteiros positivos, € um conjunto ndo-enumeravel (algo
que conseguimos provar via diagonalizacao); em contrapartida, como maquinas de
Turing podem ser identificadas com suas listas de quadruplas, que sédo descritas por
uma quantidade finita de simbolos, € possivel listar todas essas maquinas —i.e., ha
apenas uma quantidade enumeravel de maquinas de Turing. Por conseguinte, ha mais
funcdes nos inteiros positivos do que maquinas que possam descrevé-las. Em suma,
portanto, é possivel montar a sequéncia (fn)n = (f{, f, ..., fn, ...) de todas a funcdes
unarias Turing-computaveis, em correspondéncia com as maquinas que as computam.
Definimos, entéo, a fungéo diagonal d, da seguinte maneira:

2, se fp(n) esta definidae é = 1;
d(n) =
1, caso contrario.

De modo que derivemos uma contradi¢cdo, suponha que d esta listada em (fy)n; dessa
forma, existe m € N* tal que d = fm, i.e., ou é o caso de ambos os valores d(n) e fm(n)
estarem definidos para um mesmo n inteiro positivo qualquer, ou ambos nao estao
definidos. Mas considere o caso em que n = m; teremos

2, se fm(m) estd definidae é = 1;
1, caso contrario.
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Se fm(m) esta definida e seu valor € 1, entdo a definicdo acima nos da fm(m) = 2,
donde vem que 2 = 1; por outro lado, se fm(m) esta definida mas é # 1, ficamos com
fm(m) = 1, logo 1 # 1; e caso fm(m) ndo esteja definida, concluimos que fm(m) = 1,
do que segue que ela esta, na verdade, muito bem definida. Em qualquer um dos trés
casos, obtemos um absurdo. Portanto, d ndo € um termo da sequéncia (fy)n, i.€., ndo
ha maquina de Turing que compute tal fungéo.4]

A conjectura de que Turing-computabilidade é, em esséncia, a Unica forma de
se decidir os valores de uma fungdo em N*, da-se o nome de tese de Turing. Pelos
motivos elencados antes do paréntese, tal tese é, cada vez mais, dentro do campo da
teoria da recursao, vista como perfeitamente aceitavel. No entanto, deixemos nossa
conclusao sobre este assunto para depois. Nas proximas paginas, buscaremos uma
abordagem mais formal para processos efetivos de decisdo — i.e., uma maneira mais
ortodoxamente matematica e menos apelativa aos nossos sentidos —; mas lembre-se:
nossa definicdo de maquina de Turing seria suficiente para o contetdo do presente
trabalho, e ainda faremos alusées aos conceitos introduzidos até aqui.

2.2 FUNGOES RECURSIVAS

Antes de sairmos listando definicbes matematicas precisas e provando teore-
mas sobre fungdes e relagbes efetivamente computaveis, fagamos algumas prelimina-
res sobre as bases intuitivas da teoria que pretendemos construir. Como discutido na
secao anterior, parece haver fungdes mais simples de se decidir do que outras — em
particular, € mais facil nos convencermos sobre a computabilidade da adicdo do que
de f(x) = 2x. Mas ha funcdes que aparentemente sdo mais simples do que a adicao,
embora suas maquinas de Turing, bem como seu tempo de computacao, possam ser
mais extensos do que os da referida fungéo.

Por exemplo, para computarmos, numa fita unidimensional, a fungdo zero, ou
seja, z : N — N, com z(xq, ..., Xx) = 0 para todo (Xi, ..., ) € NK, precisariamos
percorrer todos os blocos de tracos, eliminando cada um deles, e identificar o mo-
mento de parar.® No entanto, ndo ha davidas de que, quanto & decidibilidade, a fungéo
zero é muito mais elementar: ndo importa o argumento, o valor de saida sera sempre
nulo. Algo semelhante acontece com as fungdes identidade, também chamadas de
projecées;® para o caso unario, uma maquina que computa id] (Xx) = x simplesmente

4 Perceba que o argumento usado é anélogo ao de Cantor na prova de existéncia de conjuntos
nao-enumeraveis. De maneira geral, o0 método de diagonalizagao representa um papel bastante
importante nas demonstracdes metamatematicas, sobretudo em questdes de indecidibilidade.

5 Note que tal exemplo é uma fungdo nos naturais, um dominio diferente do que trabalhamos na secéo
anterior, que era os inteiros positivos. De qualquer forma, podemos modificar a definicdo de maquina
de Turing de modo que trabalhemos em N, convencionando que o nimero m € N seja representado
por m+ 1 tragos.

6 A notagao para tais fungdes é da forma id)’, em que o indice sobrescrito, m, representa o tamanho
do argumento (i.e., do dominio), e o subscrito nos diz qual entrada projetar — neste caso, a n-ésima.
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deixaria intacto o bloco de x + 1 tragcos, mas para idf-‘(x1 s s Xjy -y XK) = Xj, SEriA NECes-
sario apagar todos os outros blocos de tracos que néo fossem o i-ésimo. De qualquer
forma, decidir o valor de uma projecéo i-ésima de qualquer k-upla € um processo
bastante intuitivo — podemos imaginar tal processo como o ato de escolher a i-ésima
entrada do argumento dado. Assim, ambas as fungbes mencionadas séo, de certa
maneira, computaveis em apenas um passo (ao menos em algum sentido intuitivo de
passo — e.g., considerando abstragdes mais eficientes do que maquinas de Turing
unidimensionais). Como ultimo exemplo de funcéo decidivel via um Unico ato, temos
a funcéo sucessor, i.e., s(x) = x + 1 para todo x € N, unéria por natureza (com efeito:
uma maquina de Turing para s apenas adicionaria um traco no final do bloco de tracos
representando o argumento).

Nosso objetivo, ao estabelecermos o fato de que existem fungdées mais intuiti-
vamente computaveis do que outras, € que possamos definir uma classe de funcoes
computaveis a partir dessas funcdes mais simples.” A essa colecdo daremos 0 nome
de classe das fungdes recursivas, e a representaremos por R. Para isso precisaremos,
também, escolher procedimentos matematicos que sejam capazes de “fundir” essas
funcdes basicas, i.e., combina-las de modo que se obtenha novas funcées computa-
veis. Provavelmente o processo mais usual de se definir funcdes a partir de outras
seja a composicdo. E parece intuitivo o suficiente pensar que, dadas f : N — N e
g1, 9k : V. — N, todas computaveis, o valor f(gy(Xy, ..., X}), .., Gk(X1, .-, X;)) seja,
também, passivel de decis&o, para qualquer (xy, ..., Xj) € /. De fato: como g4, ..., gk
séo computaveis, podemos determinar, para cada i € {1, ..., k}, o valor gj(xy, ..., Xj) = y;
em um namero finito de passos, e depois calcular f(gy(Xy, ..., Xj), ..., Gk(Xq, ..., X})) =
f(¥1,---» Yk), também num ndmero finito de etapas. O numero total de passos nessa
computagdo sera a soma das quantidades de passos para computar cada uma das
f, 91, ..., gx- Ou seja, a efetividade desse processo € tao intuitivamente clara quanto o
ato de realizar uma acao seguida de outra, numa ordem especifica.

Outro processo bastante presente nas mais diversas areas da Matematica é o
de definigdo por indugédo, ou por recursao primitiva. Como o nome sugere, podemos
definir uma fungao ao mostrar como fazé-lo para um caso inicial, seguindo uma regra
para se obter, sucessivamente, os demais valores. Por exemplo, a seguinte lista define
a operacéo fatorial:

f(x+1)=(x+1)=1f(x).

O numero de passos para computar n! serd a soma dos numeros de passos para
calcular 0!, 1!, e assim por diante, até o ultimo, que é multiplicar n por (n — 1)!. Dessa

7 Assim como em qualquer teoria matematica, em que devemos determinar os conceitos basicos e
indefiniveis, a partir dos quais definem-se as demais entidades, de modo que ndo entremos num
circulo vicioso.
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forma, fica intuitivamente claro como a recursao primitiva preserva computabilidade.

Vejamos, no entanto, como formalizar tal processo. Na tentativa de generalizar
o que foi exemplificado, acima, pela operacgao fatorial, queremos definir uma fungao
através de outras duas funcdes (computaveis) pré-estabelecidas, de modo que todos
0s seus valores sejam computados a partir dos valores anteriores (0 que caracteriza o
processo como indutivo), e usando as fung¢des que temos de antemé&o. Assim, dadas
h e g funcbes computaveis de, respectivamente, k + 1 e k — 1 variaveis, definimos a
fung&o obtida de h e g por recursdo primitiva, f : NK — N, como sendo uma funcao
de k argumentos que satisfaz as seguintes regras:

f(0, X0, ..., Xk) = g(X2, ..., Xk);
fly+1,Xo,...,Xx) = h(y, f(y, Xo, ...Xk), X2, ..., Xg)-

Caso seja k = 1, convencionaremos que g ser uma funcao de zero variaveis
significa que g € igual a um numero natural especifico. Vemos esse fenbmeno no
exemplo acima, em que g é igual a 1. Ja a outra fungéo é h(xq, xo) = s(id%(x1,x2)) *
id3(xq, xp), pois

f(x+1)

h(x, f(x))
s(id2(x, f(x)) = id3(x, f(x))
s(x) x f(x).

Como exemplo de uma funcéao obtida através das chamadas fun¢des basicas
(aquelas mais simples de se computar), temos a prépria adicdo. A maneira usual de
se definir adi¢cdo é via fungdo sucessor, colocando-se x + 0 = x € X + s(¥) = S(x + y).
Para enfatizar as caracteristicas binaria e funcional da adicao, e colocar as condi¢oes
no formato oficial de uma definic&do via recurséo primitiva, podemos escrever:

+ (0, x) = x;
+(S(¥), X) = s(+(y, X)).

De qualquer forma, fica evidente que g é a funcédo unéria id!; por outro lado, h é a
fungéo ternaria h(xq, Xo, X3) = s(idg(x1 , X2, X3)), pois devemos ter

h(y, +(y,x), X)
s(id3(y, +(y, ), X))
s(+(y, x))-

+(s(y), X)

Usando essa definicao e a funcédo sucessor, podemos também definir, via recursao
primitiva, a multiplicagdo — mas omitiremos tal prova; o leitor interessado pode verificar
que x € obtida quando g = z (a fungao zero) e h é a composi¢do da adicao com a
composta id3 o id3 (i.e., +(id3,id3)).
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O ultimo método para combinar fungcées que precisamos considerar tem a ver
com a existéncia de um elemento do dominio que satisfaz uma determinada condicao.
Mais especificamente, o processo de minimizacdo gera uma nova funcédo da seguinte
maneira: suponha que g seja uma fungao de k + 1 argumentos, e que ¢ seja qualquer
formula aberta na variavel x. Entdo, por uxo(x) entenderemos o menor x tal que
@(x), e daremos o0 nome de ux a operacdo de minimizacdo (ndo confundir com o
processo, que ainda estamos definindo). [Por exemplo, para a férmula aberta H(x):
x2 —3x+2 = 0, temos uxH(x) = 1.] Agora, assuma que g é computavel, e tome
(V1 - VK) € NK. Suponha, também, que exista algum x € N tal que

g1, - Y X) = 0. (1)

Assim, podemos definir uma nova fungéo, f, de apenas k variaveis, a partir de g e via
minimizacao:

f(y1, o Vi) = ux[9(¥y, .o, V> X) = O].

Perceba que o fato de g ser computavel, junto da condicao (1), garantem que f pode
ser computada para qualquer valor em NK. Com efeito: dado x = (Xq, ..., Xg), para
calcular o valor de f(x) € necessario, apenas, que computemos sucessivamente 0s
valores g(x,0), g(x, 1), ..., até que cheguemos a g(x, xp) = 0. Sabemos que havera um
tal xp, pois (1) nos assegura isso. Por meio da minimizacdo, encontramos o valor de
f(x).

Para finalizar essa discussao introdutoria sobre a classe das fungdes recursivas,
sera interessante estabelecermos algumas notacées. Primeiro, combinemos que 0s
simbolos s, z e idf-‘ devem ser exclusivos das fungcbes sucessor, zero e projecao, res-
pectivamente. (Lembre-se: essas sdo as funcdes basicas, que darado fruto a todas as
outras funcdes recursivamente computaveis.) Além delas, chamaremos a adi¢cao por +
e a multiplicacdo por x, que sao suas nota¢des mais usuais. Quanto aos metodos de
geragao de novas fungdes, € pratica comum na literatura abrevia-los pelos simbolos Cn,
Rp e Mn (composigao, recurséo primitiva e minimizacao, respectivamente), seguidos
de colchetes, e das fungdes envolvidas no processo. Por exemplo, a adicdo poderia
ser escrita como + = Rp[id!, Cnl[s, idg]], o que é uma forma claramente mais compacta
do que especificar g e h, como fizemos anteriormente. A forma geral da minimizacéo,
como no exemplo que demos, seria f = Mn[g](xq, ..., Xx), omitindo a operagao px. Isto
posto, finalmente podemos dizer que as definicdes indicadas desde o inicio da se¢éo
motivam a seguinte caracterizacao:

Definicao 2.2.1. A classe R das fungbes recursivas é a menor classe C (i.e., a inter-
seccao de todas as classes C) de funcdes que satisfaz as seguintes condi¢des:
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1. Todas as funcdes zero estdao em C, i.e., dado qualquer k € N*, tem-se que z :
NK — N esta em C;

2. Todas as fungbes projecao estdo em C, i.e., dado qualquer k € N*, tem-se que
para qualquer i € {1, ..., k}, id¥ : Nk — N estd em ¢;

3. Afuncéao sucessorestaem,i.e.,s:N — N esta em C;

4. Se g € uma fungdo de m argumentos e esta em C, e se hy,..., hm séo, to-
das elas, funcdes de n argumentos, estando todas em C, entdo a funcéo f =
Cnlg, hy, ..., hm] também estd em C;

5. Se h e g séao, respectivamente, funcées de k + 1 e k — 1 argumentos e estao
ambas em C, entdo a fungéo f = Rp[g, h] também estd em C;

6. Se uma funcéo g de k + 1 argumentos esta em C, e é verdade que
vx € NK3y € N[g(x, y) = 0],

entdo tem-se que f = Mn[g](x) também esta em C.

N&o existe outra fungdo em R além das presentes nos itens 7-3, ou geradas a partir
delas através dos métodos mencionados em 4-6.

Em suma, portanto, R € a menor classe de fungdes contendo zero, sucessor
e as identidades, e fechada pelas técnicas de composi¢ao, recursdo primitiva e mini-
mizacao. Dessa maneira, diremos que toda f € R é uma fung&o recursiva, ou, ainda,
recursivamente computavel. Isso encerra, por ora, a formalizacao de tais funcdes, que
sera nossa maneira de abstrair computabilidade daqui em diante. Mas quanto as rela-
¢bes entre numeros naturais? Como fazer para decidir, por exemplo, se um inteiro nao
nulo € menor do que outro? Ora, o leitor deve perceber que, como toda funcao é uma
relacao (de um tipo bastante especial), ha de ser possivel definir computabilidade de
relagdes por meio de computabilidade de func¢des. De fato: podemos fazé-lo usando a
fungdo caracteristica de uma relagao; se esta for computavel, entdo a relagdo também
sera. Dada uma relacao n-aria qualquer, sua funcao caracteristica atribui o valor 1
caso se verifique a relagdo entre os membros da n-upla (xq, ..., Xn), € atribui O se tais
membros nao se relacionam.

Voltando nossa atencao ao exemplo da relacao “menor que”, a qual comumente
se designa o simbolo <, vejamos como computa-la. Primeiramente, precisamos definir
trés novas fungbes computaveis, via recursao primitiva. Chamaremos de antecessor a
func&o dada por
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Usando essa fungao, podemos definir a subtragdo modificada, designada por &, a qual
opera x & y = x — y se for verdade que x — y € N, e x © y = 0, caso contrario:

xo0 =X,
xos(y)=axey).

Por fim, temos a fungao sinal, cujo efeito é apenas nos dizer se determinado numero
€ nulo ou ndo, i.e., chamando-a por sg, devemos ter sg(0) = 0 e sg(x) = 1, caso seja
x € N*. Assim, por recursao primitiva, temos:

sg(x) =16 (16 x).

E importante notar que, nessas definigdes, fizemos uso de fatos que néo de-
monstramos, como a computabilidade da subtragdo. No entanto, imaginamos ser bas-
tante crivel, ao menos nesses casos, que tais fungdes sao recursivas (podendo ser
definidas por meio da adicdo e dos métodos que elencamos).8 De toda forma, agora
nos é possivel determinar a funcao caracteristica da relacao <. Com efeito: chamando-
a por K, e fazendo K.(x, y) = 1 se e somente se x < y, tal funcdo deve ter a seguinte
forma:

K<(x,y) = sg(y © x).

A relacao de igualdade também pode ser definida usando as funcdes sinal e subtracao
modificada (além da adi¢do e da subtracao): estabelecendo-se que K-(x,y) =1se e
somente se x = y, temos:

K=(x,y) =1 —(sg(x © y) +sg(y © x)).
Mas chega de exemplos, por enquanto. Deixemos apenas registrado que

Definicao 2.2.2. Uma relacdo R nos numeros naturais € dita recursiva se e somente
se sua fungéo caracteristica, Kg, for recursiva.

Estando, agora, em posse de definicbes matematicamente precisas para o con-
ceito abstrato de “processo de decisdo” de problemas matematicos (diferentemente do
que fizemos na sec¢ao anterior), enunciemos e provemos algumas proposi¢des gerais
de teoria da recursao. Elas serdo muito Uteis para o desenvolvimento futuro do trabalho,
principalmente na concepcao de novas funcoes e relacées computaveis. A primeira
delas nos garante que ao relacionarmos fungdes recursivas por meio de uma relagao
recursiva, teremos uma nova relagao recursiva:

8 Além do mais, e aqui vale o alerta de spoiler (que ja foi dado nas primeiras linhas deste capitulo), é
possivel mostrar que toda fungao recursiva é computavel por alguma maquina de Turing, e vice-versa.
Como mencionado na se¢ao anterior, toda fungéo aritmética € computavel por dbacos, logo também
0 é por alguma maquina de Turing, donde concluimos que é recursiva.
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Teorema 2.2.1. Sejam P uma relagdo n-aria e fy, ..., fn fungbes quaisquer. Suponha
que todas sdo recursivas, sendo que cada uma das fungdes possui k argumentos.
Entao, dado x = (x4, ..., Xk) arbitrario, € recursiva a relaggo

R(x) = P(f{(x), ..., fn(X)).
Demonstragédo. Temos que Kgr(x) = Kp(fq(X), ..., fn(X)), i.e., que Kr = Cn[Kp, fy, ..., fn].
Da definicdo 2.2.1, vem que Kpg € recursiva. O]

Teorema 2.2.2. Toda fungdo constante é recursiva, i.e., para quaisquer m € N, k € N*
e fungdo f : Nk — N, caso seja f(Xq, ..., Xx) = m para todo (xy, ..., x;;) € N, entéo f é
recursiva.

Demonstragdo. De fato, resolvemos isso via indugdo em m: denotando por f=m) g fun-
¢ao k-aria com valor constante igual m, temos, para m = 0, e tomando x = (X1, ..., Xx),
que

=0 (x) = uylidi] (x, y) = 0].
Supondo que para um m € N arbitrario seja verdade que f(=™ é recursiva, provamos
agora que f=M+1) também o é. Com efeito: podemos definir f=™1) como sendo

=M1 (x) = wy[F=M(x) < y],

e como =M e a relagdo < sdo recursivas, segue-se do teorema anterior que f(="+1)
€ recursiva. O

O préximo resultado determina que os conectivos logicos, quando interpretados
como operagoes relacionais®, preservam recursividade nas novas relagoes (e fungdes)
geradas por eles:

Teorema 2.2.3. Sejam P e Q relacbes k-arias quaisquer, e suponha que elas sao
recursivas. Entao, as relacées -P,PV Q,P A Q,P — Q e P ++ Q também o sao.

Demonstragdo. Dado x = (xq, ..., Xk) arbitrario, temos que as func¢des caracteristicas
de —-P e PV Q séo dadas por

K-p)(x) = K=(0, Kp(x));

Kpva)(X) = sg(Kp(x) + Kq(x)).
Para os demais casos, usamos o fato de que os conectivos l6gicos respectivos podem
ser definidos tdo-somente por disjuncéao e negacao, i.e., que

PAQ=—=(=PV-Q);

P—Q=-PVaQ;

P~ Q=(P—QA(Q— P).

9 Exemplificando o que isso quer dizer: dadas quaisquer relagbes P e Q, ambas k-arias, e X =
(x1, ..., Xk), podemos definir a equivaléncia (P A Q)(x) < P(x) A Q(x).
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]

Dessa forma, concluimos que podemos estender a no¢ao /dgica de operador
para o campo da aritmética. Mais precisamente, provamos que a classe das relacdes
(e fungdes) recursivas é fechada por tais conectivos, quando estes sao interpretados
como operagdes sobre relagbes entre numeros naturais. A pergunta que prontamente
surge é se podemos, também, estender essa ideia para os quantificadores, uma vez
que precisamos de l6gica quantificacional para construir, praticamente, qualquer teoria
matematica relevante. Infelizmente, a resposta para tal pergunta € negativa. A expli-
cacao para esse fato'? foge um pouco de nosso escopo, mas o que importa é que
podemos contornar tal empecilho, sem comprometer nossos objetivos principais. Intro-
duzindo o conceito de quantificadores limitados, provaremos um resultado semelhante
ao teorema 2.2.3, donde concluiremos que, de certa maneira, a classe das relagbes
recursivas € fechada por quantificacdo. A notacao para tais quantificadores sera a mais
intuitiva possivel: fixando v € N e ¢ uma formula qualquer (livre em v e, possivelmente,
em outras variaveis), colocamos Vv < u@(v) e 3v < ug(v). Explicitamente, a primeira
significa que Jv(v < u A @(v)), enquanto a segunda diz que Vv(v < u — ¢(v)). [Para
provar o resultado citado, sera util considerar quantificacbes com respeito a ordem
ndo-estrita, i.e., poderemos, também, escrever Vv < ue(v) e 3v < up(v).]!

Definicao 2.2.3. Dada R uma relagao (k+1)-aria qualquer, pela relacdo obtida de R via
quantificagcdo universal limitada, entende-se a relagdo S que se da entre xq, ..., Xk, U €
N se e somente se para todo v < u é vélido que R(xq, ..., Xk, V); ou seja, devemos ter
que

S(Xq, ooy X, U) <> YV < UR(Xq, .0y Xg, V).
Analogamente, define-se a relacdo obtida de R via quantificagcao existencial limitada:

T(X1y .0y Xg, U) <> IV < UR(Xq, ..., Xk, V).

10O problema, grosso modo, é que cada vez que adicionamos um quantificador a uma férmula, au-
mentamos seu grau de complexidade. Admitindo modelos infinitos (como é o caso da aritmética
dos naturais), e como nao ha restricdo quanto ao numero de quantificadores que podemos inserir,
pode-se entender, a0 menos de maneira intuitiva, de que modo as coisas podem fugir do controle (ou
seja, é relativamente facil ver como quantificadores ilimitados ndo devem preservar computabilidade,
ja que, nesse caso, precisariamos de uma quantidade infindavel de etapas para verificar a validade
de uma sentenca). Para estudar essas nuances, define-se uma hierarquia Idgica para as férmulas
de uma teoria, cujos niveis de complexidade sao medidos pelo nimero de quantificadores que elas
possuem (e disso segue que tal forma de categorizar classes de relagdes possui infinitamente muitos
patamares). Os andares mais baixos dessa hierarquia sdo as hierarquias aritmética e analitica, e
o nivel mais baixo da hierarquia aritmética é a classe das funcoes recursivas. No sentido dado por
tal abstragao, pode-se provar que toda classe acima de R é fechada por quantificagdo — mas uma
prova abrangendo R € impossivel.

" Perceba que podemos definir a relagdo de ordem < como sendo x < y « —(y < x). Logo, sua
recursividade esta garantida.
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O seguinte lema sera necessario para a demonstracao do resultado que esta-
mos aludindo:

Lema 2.2.1. Seja f uma fung&o recursiva primitiva qualquer (i.e., gerada por recursao
primitiva), e suponha que ela tem k + 1 argumentos. Tomando x = (xq, ..., Xk), temos
que as sequintes funcdes sao recursivas primitivas:

ax,y) =1f(x,0)+f(x,1)+...+f(x,y) = f(x,1i);

.
Nagdh

h(x,y) = f(X,0) % F(x, 1) % ... £(x, ) = | | f(x, i).

T
o

Demonstragdo. De fato, podemos definir g pelas equacoes

g(x,0) = f(x,0);
a(x,s(y)) = g(x, y) + f(x,s(y)),

e h de maneira analoga (usando produto no lugar de soma). O

Teorema 2.2.4. Seja R uma relacdo k +1-aria qualquer, supondo-a recursiva. Entao, as
relacées S e T, obtidas a partir de R por quantificagéo limitada (universal e existencial,
respectivamente), também sS40 recursivas.

Demonstragdo. Tome x = (X1, ..., X) € NK arbitrario, e considere a funcao caracteris-
tica Kg(x, y) da relagéo R, recursiva por hipétese. Entéo, as fungdes caracteristicas
das relagdes S(x, y) < Vv < yR(x,v) e T(x,y) +< 3v < yR(x, v) podem ser definidas,
respectivamente, por

y
Ks(x.y) = [[ Kax. i)
i=0

y
Kr(x,y)=sg | > Kg(x.i) |,
i=0
pois, para Kg, o produtério sera igual a 1 se e somente se fodas as parcelas também
o forem, i.e., se R(x, i) for valida para todo i € {0, ..., y}; e se dentro do parénteses da
formula que descreve KT houver alguma parcela igual a 1, entdo Kr(x,y) = 1. Parao
caso de quantificadores estritos, apenas precisamos substituir y por y © 1. O

A proposigao acima, juntamente do teorema 2.2.3, formam as propriedades de
fecho da classe das fungdes recursivas. Com elas, garantimos que, até certo ponto, po-
demos definir novas funcgdes e relagdes recursivamente computaveis do mesmo modo
que os conectivos e quantificadores 16gicos sdo capazes de construir infinitamente
muitas novas sentencgas de primeira ordem. Indiquemos, agora, um ultimo método de
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definicdo de fungdes que preserva recursividade; tal técnica é comumente chamada
de definigdo por casos.

Teorema 2.2.5. Sejam g4, ..., gn fungbes recursivas e Ry, ..., Rn relacbes recursivas
quaisquer, todas de m argumentos. Suponha que, dado x = (xq, ..., Xm) arbitrario, exata-
mente uma das Ry (x), ..., Rn(x) se verifique. Entao, é recursiva a fungdo f : N™ — N,
dada por
91(x), se Ry(x);
f(x) =
gn(x), se Rn(x).

Demonstragdo. Chamando por K; a fungédo caracteristica de R;, definimos, via recur-
sao primitiva, a fungao

hi(0, x) = 0; hi(s(z), x) = gi(x).
Colocando c;j(x) = hj(Kj(x), x), teremos sempre que cj(x) = 0, a menos que R;(x) valha
— caso em que cj(x) = gj(x), pois dai Kj(x) = 1. Assim, temos que

f(x) = c1(X) + Co(X) + ... + Cn(X),

0 que prova que f € recursiva. O

Com isso, concluimos a tarefa de especificar técnicas (secundarias) para a
geracao de fungdes recursivas, que tornam esse tipo de trabalho mais facil do que
quando haviamos somente os métodos mencionados na definicdo 2.2.1. Listemos,
agora, uma série de funcdes e relagcbes recursivas que podem ser obtidas através
delas; algumas dessas relagdes terdo papel fundamental na definicao de prova que
pretendemos estabelecer.

1. As fungdes minimo e maximo, que nos dao, respectivamente, o menor e o0 maior
valor dentre dois numeros, sdo dadas por

min(x,y) =x e (x e y);
max(x,y) =y + (x e y).

Podemos estender essas fungdes para uma quantidade (finita) qualquer de varia-
veis. Para a fungdo minimo, por exemplo, perceba que

min(x1, ..., Xn) = Min(min(xy, ..., Xp_1), Xn)-

Assim, para provar que, independentemente da quantidade de variaveis, a fungéao
minimo é recursiva, basta proceder via inducéo finita em n, usando a equacéao
acima.
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2. A relacédo de divisibilidade, chamada Div(x, y), que ocorre se e somente se y
divide x, é dada por

Div(x,y) <> 3z < x(x = y % 2).

3. Arelacdo que se da entre x, y, z quando x = y x z pode ser vista como o grafico
da funcdo produto (que ja sabemos ser recursiva);'2

4. A relagéo de primalidade, que nos diz se determinado niumero € primo ou néo,
pode ser definida por

Pr(x) < x #0A X #1AYU< XVV < X(U*V # X),

sendo que x # y < —(x = y). Usando essa relagao, podemos definir a fungéo
proximo primo, que para cada x € N, nos da o menor y > x tal que y € primo.
Isso se da pela minimizagao da relagéo R(x, y) <> (x <y A Pr(y));

5. Fixada R uma relagéo qualquer, e assumindo que C = {y1, ..., ¥x = w} é o conjunto
de todos os numeros y; < w tais que R(x, y;), temos as fun¢des de minimizacdo
e maximizag&o limitadas, dadas por

min(yy, ..., ¥x), caso C #0;

w+1, caso contrario;

Min[R](x, w) = {

max(yy, ..., Yx)» caso C # 0;

0, caso contrario;

Max[R](x, w) = {
6. As fungdes exponenciais, chamadas f(x) = b* e definidas por recurséo primitiva
a partir de 1 e da multiplicacao, para cada b € N.

7. Se colocarmos R(x,y,z) «+» y x z < x, entdo as fungdes quociente e resto da
divisdo euclidiana de x por y podem ser definidas, respectivamente, por q(x, y) =
Max[R](x,y,z) e r(x,y) = x & (a(x, y) * y);

8. Pelo logaritmo de x na base y, entendemos o maior z € N, z < x, tal que y?
divide x. Assumindo que x, y > 1 e que R(x, y, z) <+ Div(x, y4), i.e., que R se da
entre x, y, z quando y# divide x sem deixar resto, temos que

log(x, y) = Max[R](x, y, z).

Caso x ou y sejam < 1, entédo log(x, y) = 0.

12 Mais geralmente, pode-se provar que se f é uma fungao recursiva, e considerando que o grafico de f
€ a relagao definida por Gr(x, y) < f(x) = y, entdo Gr(x, y) é recursiva. Tal resultado provém da ideia
introduzida no teorema 2.2.1.
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As proximas trés fungdes recursivas envolvem o conceito de sequéncia finita de
numeros naturais, que designamos, de forma geral, por sp = (ag, &1, .., @p—1). Mais
especificamente, envolvem a codificacdo destas por um unico y € N. Em virtude do
Teorema Fundamental da Aritmética, que enuncia a decomposicao (Unica) de qualquer
namero natural em fatores primos, podemos estabelecer uma correspondéncia entre
sequéncias em N e o proprio N.13 Combinemos que sy, sera codificada por

(sp) = 2" % 3% x .. % m(n)@—1, (2)
em que 7(n) é o n-ésimo numero primo (considerando 2 como o0 0-ésimo) — fungéo
que definimos agora, dando continuidade a lista:

8. Considere f como sendo a fungao préximo primo, mencionada no quarto item.

Entao, temos que 71(0) = 2 e 7t(s(x)) = f(x);

9. A funcgédo comprimento de sp, que, quando aplicada ao cédigo em (2), deve nos
dar n, pode ser definida por

Ih((sn)) = log((sn), 2).

De fato: assim sendo, Ih(({sp)) serd o maior z € N tal que 24 divide, sem deixar
resto, o nimero 2 x 3% x ... x r(n)@-1. De maneira similar, definimos a funcao
i-ésima entrada de sp, pondo entr((sp), i) = log({sn), (i + 1));

10. Dadas duas sequéncias sp = (ag,@y,---»@n—1) € Sm = (bg, b1, ....bm_1), € €s-
crevendo a = (sp) e b = (sm), podemos definir a concatenacéo de sn € sm, se
decodificarmos o que segue:

(sn* sm) = ux[Ih(x) = Ih(a) + Ih(b)A
A Vi < lh(a)(entr(x, i) = entr(a, i))A
A Vi < Ih(b)(entr(x, lh(a) + i) = entr(b, i))].

Como resultado, teremos a sequéncia Sp * Sm = (&g, ---, @n—1, bgs ---» Pm—1);

11. Por fim, temos a funcao truncagem de sp, que, dado i < n arbitrario, nos da o
codigo da sequéncia (ag, a1, .-, @j_1):

tr(a, i) = ux[Ih(x) = i A V] < i(entr(x, j) = entr(a, j))]-

13 A bem da verdade, existem muitas formas de se codificar sequéncias de nimeros. No proximo
capitulo abordaremos outros métodos possiveis, e um deles se mostrara como uma generalizagao
para esse conceito.
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Finalizada a listagem, podemos dizer que a maior parte do trabalho do presente
capitulo esta concluida. Ainda cabem, no entanto, alguns comentarios interessan-
tes. Primeiro, quanto a etimologia, € importante notar que o motivo para os l6gicos-
matematicos terem escolhido dar o nome de “fungées recursivas” aos elementos de R
€ que, inicialmente, pensava-se que toda fungdo computavel — no sentido dado nesta
sec¢ao — poderia ser descrita via um processo indutivo, i.e., um processo baseado no
ato de recorrer a valores iniciais e avaliar o que acontece com seus sucessores. Ou
seja: nos primérdios da teoria da recursao, imaginava-se que o método de recursao pri-
mitiva era o Unico capaz de abstrair processos efetivos de decisdo. O contra-exemplo
mais conhecido para tal afirmacao € a fungdo de Ackermann, devido ao pupilo de
Hilbert mencionado anteriormente. Sua caracterizagéao, melhorada por R. M. Robinson
(1911-1995) e Rézsa Péter (1905-1977), utiliza o que chamamos de dupla recurséo:

fO,y) =y +1;
f(s(x),0) = f(x,1);

f(s(x),s(y)) = f(x, f(s(X), ¥)).

Pode-se provar que f é recursiva, e que para qualquer funcao g que seja recursiva
primitiva, existem m, n € N tais que f(m, y) > g(y), sempre que y > n. [Efetivamente,
embora de maneira muito grosseira, uma prova para isso comecaria mostrando que &
necessario aplicar recursao primitiva (1) ao menos uma vez para se obter uma funcao
que cresce tao rapidamente quanto a adicao; (2) ao menos duas vezes para se obter
uma fungédo que cresce tao rapidamente quanto a multiplicagdo; e assim por diante,
indefinidamente. Em suma, nao haveria um namero finito de aplicagdes de recursao
primitiva que fosse capaz de gerar uma fungcédo que crescesse de maneira tao veloz
quanto f. Dai, seguiria que a fungcado de Ackermann ndo pode ser recursiva primitiva.]

O segundo ponto de interesse diz respeito a conjuntos recursivos. Tal ideia é
bastante simples, tanto intuitiva quanto formalmente: podemos pensar que um conjunto
€ recursivo, ou recursivamente decidivel, caso exista um modo efetivo, mecanico, por
meio do qual possamos decidir quando determinado elemento pertence, ou néo, a ele.
Pensando um pouco melhor, no entanto, vemos que esse conceito ja foi generalizado
quando definimos relagdes recursivas, pois todo conjunto pode ser visto como uma
relacdo de um s6 argumento. De qualquer forma, vale o registro de um resultado
exclusivo para conjuntos:

Teorema 2.2.6. S3o verdadeiras as sequintes proposicoes:
(i) O complemento de todo conjunto recursivo também é recursivo;

(i) Unido e intersecgdo de quaisquer dois conjuntos recursivos sdo ambas recursi-
vas;
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(iii) Todo conjunto finito é recursivo.

Demonstragc&o. Para os itens (i) e (ii), basta ver que as fungbes caracteristicas de tais
conjuntos podem ser definidas segundo as operagdes especificadas no teorema 2.2.3
— respectivamente, via negacao, disjuncao e conjuncao. Para o item (iii), no caso em
que o conjunto é A = (), garantimos a recursividade observando que x € A +» x < x.
Seja, entdo, A = {kq, ko, ..., Kn}. Assim,

XEAX=KkVX=kV..VX=Kn.
Pelo mesmo teorema citado, temos que A é recursivo. O

Em conclusao, voltemos agora a questao sobre a “unicidade” de nossos objetos
de estudo. Na secéao precedente, fizemos uma boa discussdo sobre como certas ma-
quinas abstratas, imaginadas como compartimentos onde podemos fazer operagdes
basicas (nos mover de um lado ao outro, inserir, reconhecer e apagar simbolos), pa-
recem ser, em esséncia, a Unica maneira pela qual, ao menos nés, humanos, somos
capazes de construir mentalmente um processo efetivo de decisdo matematica que
transmita a caracteristica mecéanica, deterministica, de um maquinario ideal. A exten-
séo desse raciocinio parece nos indicar que, na verdade, qualquer funcao decidivel
deveria ser computavel por uma maquina de Turing — e, contrariamente, que toda fun-
cao que desconhecesse uma maquina capaz de computa-la mecanicamente deveria,
também, desconhecer qualquer outro método de decisdo. Como o leitor atento ja deve
prever, 0 mesmo acontece quando formalizamos processos por fung¢des recursivas.

Recapitulando o que fizemos nas ultimas paginas, fica evidente como os dois
processos descritos — um mais formalmente do que o outro — devem ser, essencial-
mente, 0 mesmo. Para comegar, introduzimos as fungdes basicas imaginando como
elas deveriam ser computadas numa maquina de Turing (e o mesmo foi feito para os
métodos geradores de novas func¢des). Essa escolha ndo foi somente didatica, muito
menos necessidade da continuidade narrativa — pois poderiamos, perfeitamente, ter
trocado a ordem de abordagem dos conceitos (primeiro recursdo, depois maquinas)
—, mas também porque, de fato, ambas sdo a mesma coisa. Ou mais precisamente:
funcdes recursivas e maquinas de Turing computam exatamente as mesmas relacdes
em N.

Com a bagagem de resultados que temos em méao, poderiamos, muito bem,
provar a afirmacéo acima; mas, além de extensa, uma tal demonstragéo ndo faz parte
do objetivos principais deste trabalho.'# Deixemos apenas enunciado que

Teorema 2.2.7. Uma fungéo ¢ recursiva se e somente se é Turing-computavel.

4 Nossa referéncia principal nesta secdo — Computabililty and Logic, de George Boolos, 2007 —
reserva seu oitavo capitulo inteiro a essa prova.
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Perceba que, mesmo equivalentes, essas ndo devem ser, tampouco, as duas
Unicas formas de se obter decidibilidade. De fato: podemos definir tantas outras, como
computabilidade por abacos, ou por algoritmos de Markov, ou, ainda, por outro mé-
todos mais complexos, como as fungdes computaveis no sentido de Herbrand-Gddel-
Kleene, a nocao de A-definibilidade, devido a Alonzo Church (1903-1995), e a teoria
de sistemas normais, de Emil Post (1897-1954). Acontece que tfodas essas ideias sao
equivalentes, cada qual tendo suas vantagens — e.g., maquinas de Turing e fungdes
recursivas parecem ser as mais intuitivas e faceis de se trabalhar, ao menos quando
alguém inicia seus estudos sobre computabilidade.

Tantas formas equivalentes de se definir processos de decisdo sugerem que, de
fato, toda funcéo efetivamente computavel deve ser decidivel por algum desses méto-
dos (e, consequentemente, por todos eles). Mas, como ja dissemos, uma prova formal
para isso é, em principio, intangivel — podemos apenas nos basear na quantidade
de evidéncias em seu favor. Nesse sentido, paralela a formulacado de Turing, existe
a tese de Church, que considera funcéo recursiva e fungao efetivamente computavel
como sendo a mesma coisa. [A bem da verdade, Church foi pioneiro nessa ideia; mas
como, a época, nao se sabia que ambas as abstracdes eram equivalentes, a tese de
Turing ficou igualmente conhecida. Além disso, o préprio Church, assim como Gddel,
reconheceram a simplicidade e a beleza das ideias de Turing, chegando o primeiro a
dizer que a abstragéo por maquinas era superior as demais, principalmente porque ia
direto ao ponto — i.e., caracterizava o conceito de processo efetivo de decisao sem
precisar provar teoremas iniciais, ou assumir a computabilidade de fun¢des basicas
a priori. Segundo Gbédel, as maquinas de Turing se apresentavam como uma o6tima
nocao epistemologica da ideia de decisao, sem precisar apelar para o formalismo orto-
doxo latente das teorias matematicas em geral.'® E, assim como a tese de Turing ndo
foi a primeira do tipo, tampouco foi a ultima; praticamente toda abstracdo equivalente
teve sua respectiva tese — no caso do sistema de Markov, por exemplo, aventou-se o
que chamamaos de principio de normalizag&o.]

Isto posto, dizemos que todas essas teses sao formuladas em linguagem colo-
quial, ou seja, uma mistura de intuicgdo com formalismo matematico. Assim, qualquer
tentativa de se argumentar, contra ou a favor delas, embora nao seja uma tarefa inutil
nem sem sentido (pois € natural pensarmos que as abstragdes que conhecemos po-
dem néo ser, de fato, as Unicas), deve ser feita no campo da filosofia: ndo ha maneira
de se argumentar sobre o tema utilizando conceitos puramente matematicos. Nao
fosse isso, a tese de Church poderia ser vista como uma mera definicdo nominal, i.e.,
dentro de uma teoria, poderiamos definir funcéo efetivamente computavel como sendo
funcao recursiva. Evidentemente, tal definicdo ndo pode ser encontrada na literatura,

15 Os textos contendo tais comentarios podem ser encontrados em outra de nossas principais referén-
cias: Recursive Functions and Metamathematics, de Roman Murawski, 1999, p. 93.
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pois 0 consenso de que essa € uma questao multidisciplinar ja esta estabelecido. Tam-
bém é (quase)'® consenso que, de fato, a tese deve valer; e, neste momento, cremos
nao ser mais necessario elencar os motivos pelos quais concordaremos em aceita-la,
como a maior parte dos autores faz.

16 Alguns pares, como Kalmar (1959) e Bowie (1973), se esforcaram bastante em argumentacdes que
negam a tese de Church. Nenhum dos dois, obviamente, foi capaz de mostrar uma fungdo compu-
tavel nao-recursiva (pois se tivessem-no feito, nao teriamos discutido esse assunto, para inicio de
conversa), mas alguns resultados soam bastante peculiares. Por exemplo, Kalmar conseguiu mostrar
como, assumindo a tese de Church, pode-se construir uma sentenca falsa que é absolutamente
indecidivel (por mais contraditério que isso pareca).
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3 INCOMPLETUDE DOS SISTEMAS ARITMETICOS

No capitulo anterior, conseguimos abstrair o conceito-chave, o alicerce da teoria
da recursao, quando construimos uma classe de fungdes que podem ter seus valores
decididos mecanicamente. Nossa tarefa, contudo, ainda tem um longo caminho adi-
ante. Primeiramente, a fim de que o trabalho da se¢ao anterior fagca realmente sentido,
precisamos formalizar a base que o sustenta — i.e., ha de se definir precisamente o
que é um sistema capaz de descrever relacées entre numeros naturais, bem como
deduzir os teoremas que versam sobre tais relacdes. Somente depois disso € que
seremos capazes de mostrar como, de fato, as fungdes recursivas que apresentamos
anteriormente podem ser representadas dentro de um sistema formal, o que sera visto
na secao 3.2. A partir disso, teremos bagagem o suficiente para tratar conceitos meta-
matematicos dentro do sistema baseado em N — em particular, a ideia de “prova” tera
sua caracterizagdo puramente matematica. Tal conquista se dara na secao 3.3, onde
conseguiremos aritmetizar (i.e., codificar em N) tanto sentencas I6gico-matematicas
usuais quanto sentencas de cunho metateérico, usando a linguagem especificada
em 3.1. Em suma, finalmente teremos condi¢cdes de falar sobre Matematica usando
Matematica.

Na secéao final do capitulo, mostraremos como produzir, a partir da aritmeti-
zagao, sentengas indecidiveis no sistema formal em questdo. Mais especificamente,
na subsecéo 3.4.1, apresentaremos duas sentengas autorreferentes, i.e., que versam
sobre si proprias, e que atestam o Primeiro Teorema: o sistema aritmético que cons-
truimos é incompleto. O Segundo Teorema € demonstrado na subsec¢éo 3.4.2, quando
discutimos maneiras de se representar uma sentenca que afirme a consisténcia de
nosso sistema formal, e mostramos que qualquer delas é indecidivel. Consequéncias
l6gicas imediatas, desmistificacdes sobre teoremas de incompletude, dentre outros
comentarios sdo apresentados na subsecéo 3.4.3.

3.1 ARITMETICA DOS NUMEROS NATURAIS

A caracterizagao do sistema aritmético formal que usaremos se deve, em grande
parte, ao ao matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932), um dos desbravadores
da l6gica-matematica, ao lado de Frege.1 Assim sendo, chamemos tal sistema pela
sigla PA (do inglés Peano Arithmetic). Formalmente, no nosso entendimento, a Aritmé-
tica de Peano é uma teoria axiomatica baseada em légica de primeira ordem, cujos
individuos (e interacdes entre individuos) devem ser interpretados como numeros na-
turais (e relagdes entre numeros naturais). Abaixo, especificamos os diferentes tipos
de simbolos presentes em sua linguagem. Temos:

1

“Em grande parte” porque a formula¢do de Peano, datada de 1889, ndo embutia teoria dos conjuntos,
COMO Sera 0 NOSSOo caso.
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* as constantes logicas: —, V, A, —, <+, 3 € V; sua semantica é a usual;

* as variaveis individuais: uma quantidade infinita enumeravel de variagbes subs-
critas dos simbolos x, y, z (€.9., X1, X2, ..., Xp, ...);

* uma constante individual: 0, que lemos “zero”, em portugués;
« um simbolo de predicado binario: =, que lemos “é igual a”;
« um simbolo de fungdo unaria: s, chamada “sucessor de”;

» simbolos para as fungdes binarias de adicdo e multiplicagdo: + e x, respectiva-
mente;

» dois simbolos técnicos, responsaveis por “pontuar” as expressoes artiméticas: os
parénteses esquerdo, (, e direito, ).

Isso configura uma espécie de “alfabeto” de PA, junto de seus “sinais de pontua-
¢cao”; mas, assim, como a gramatica da lingua portuguesa nos impede de, por exemplo,
dar qualquer interpretacdo a sequéncia de simbolos

hUTs... TCalggibb—C??ASlol6!14,

dizendo que isso ndo constitui nem uma palavra, nem uma frase, nem uma oracao
(enfim, nada que um ser humano versado em portugués conseguiria ler), precisamos
dizer quais sequéncias de simbolos de PA sdo expressées bem formadas.? Vamos
distingui-las entre o0 que chamamos de termos e férmulas:

Definicao 3.1.1. (i) Toda variavel individual x;, bem como a constante 0, sdo termos da
linguagem de PA; (ii) se « € um termo, entao s(x) também o é; (iii) se x e 3 sdo termos,
entao as expressdes () + () e (x) * (f) também o sdo; (iv) ndo ha outros termos na
linguagem de PA além dos listados em (i) e dos obtidos, através destes, pelas regras
expostas em (ii) e (iii).

Definicao 3.1.2. (i) Dados quaisquer termos « e 3 em PA, temos que a expressao
« = B € uma férmula da linguagem de PA; (ii) se ¢ & uma férmula, entdo as expressoes
(), 3Ixj() e Vx;(¢p) também o sdo; (iii) se ¢ e P séo férmulas, entdo as expressoes

2

A rigor, uma expressao bem formada dentro de um sistema formal ndo precisa ter uma “boa apa-
réncia”, ou ser intuitiva e reconhecivel aos olhos de quem Ié. Em particular, a bizarra sequéncia
de simbolos da lingua portuguesa que apresentamos acima poderia, de fato, ser considerada uma
expressao bem formada, em algum sistema formal que use o abecedario comum ao portugués e os
mesmos sinais de pontuagéao (por exemplo, nada impede que, neste momento, essa mesma expres-
sao bizarra seja o contelldo de uma mensagem ultra-confidencial criptografada, a ser decodificada
em alguma lingua — que pode nem ser a lingua portuguesa). Ou seja, boa formagao &, grosso modo,
uma questdo de convencdo. Entretanto, quando estamos construindo um sistema, inerentemente
estamos levando em conta a interpretacao que daremos as sequéncias de simbolos da linguagem,
e é por isso que escolhemos determinadas regras para boa formagao de expressdes em detrimento
de outras.
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(@) V (W), (@) A (W), (©) = () e (@) + () também o sao; (iv) ndo ha outras férmulas
da linguagem de PA além das que podem ser obtidas através das regras presentes
nos itens anteriores.

Para que nossa notagao nao fique demasiadamente carregada, combinemos
que dada uma férmula qualquer, sdo desnecessarios os parénteses quando esta € uma
negacao ou uma féormula simples — i.e., ndo pode ser subdividida em subférmulas,
nao tendo conectivos internos a ela. Além disso, convenciona-se que os simbolos Vv
e A operam mais fortemente do que — e <, assim como x tem prioridade sobre +.
Também, sera conveniente fazer uso de outros sinais técnicos, como colchetes, [, ], e
chaves, {, }, para melhor compreensao de expressdes com muitas subférmulas. Dessa
maneira, tomando ¢, e 0 férmulas quaisquer de PA, e entendendo que coisas como
©(x), W(y) e 0(z) sao férmulas aplicadas a tais variaveis —i.e., expressées como x = x,
y =Y,y =z, etc.,, ou expressdes obtidas dessas adicionando conectivos l6gicos —,
sera util convencionar que, em vez de escrevermos

Iy (((e(x)) A (b)) = 3z((W((x * y) + 2)) < (6(2)))),

facamos o seguinte, deixando a leitura muito mais clara:

IX{Vyle(X) Ad(y) = Fz(P(x * y + 2) < 6(2))]}-

Neste momento, estamos em posse, apenas, dos elementos linguisticos de PA.
Precisamos, entao, escolher um conjunto de axiomas que seja completo o suficiente
para caracterizar os conceitos aritméticos presentes na teoria de numeros. Podemos
fazer uma distingéao entre trés conjuntos de axiomas de PA: os axiomas /ldgicos (refe-
rentes aos conectivos e quantificadores), os de identidade (referentes ao predicado
binario =) e os ngo-Idgicos, i.e., 0s que fazem referéncia exclusiva aos nimeros na-
turais e suas interacdes entre si. Considerando p, g, r como variaveis proposicionais
que podem ser substituidas por férmulas de PA, o primeiro grupo de axiomas pode ser
especificado da seguinte maneira:

(L1) p—(q—p);
(L2) ——p— p;
(L3) p— —p;
(L4) pAg—p;
(L5) pAg—aq;
(L6) p—pVaq;
(L7) q—pVa;
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(L8) (b« q)— (P— Qq);

(L9) (b« q)— (q— p);

(L10) (p— q) = (=g = —p);

(L11) (p—q) —=[(g—p)— (Pl
(L12) (p—q) —=lp—r—(P—>gAnN]
(L13) (p—=nr—=MHg—1r—=(PVqg—r1)
(L14) [p—=(@—=nNl—=IPp—q — (p— 1)

Esse é um conjunto completo de axiomas para o calculo proposicional (i.e.,
l6gica de ordem zero), pois todas as tautologias da mesma podem ser derivadas a
partir deles, por meio das regras de substituicio proposicional® e modus ponens (que
especificaremos mais adiante). A seguir, apresentamos 0s axiomas de identidade:

(
(12
(13
(/
(/
(
(
(

VX(x = X);

VXVy(X =y — y = X);

VxVy(x = y — s(x) =s(y));
(

=

VXVy(X =Yy Ay =2Z— X = 2);

o

16
7
18

)
)
)
)
) YXVyWz(X=y > X+Z2=y+2);
) VXVyVz(x=y > Z+X=2+Y);
) VXVYVz(X=y = X*xZ=Yyx*2);
) (

VYXVYWNZ(X =y — Zx X =ZxY).

Finalmente, temos os axiomas que concernem especificamente a algebra dos numeros
naturais — os chamados axiomas de Peano:

(P1) —3x[0 =s(x)];

(P2) VxVyl[s(x) =s(y) = x = yI;

(P3) Vx(x+0=x);

(P4) VxVylx +s(y) =s(x +y)l;

(P5) Vx(x*0=0);

(P6) VxVy[x=*s(y)=xxy+x];

(P7)  ¢(0) AVX[@(x) = @(s(X))] = VX¢(X).

Perceba que (P7), que traduz a indugao finita, enuncia uma infinidade de axio-
mas (um para cada férmula envolvendo numeros naturais), diferentemente dos demais;

3 Também chamada de substituicdo atémica, ou simplesmente substituicdo, essa regra diz que dada
uma férmula g qualquer, escrita na linguagem do calculo proposicional e composta de n € N férmulas
atémicas py, ..., pn, S q for valida, entdo a formula q’, resultante de g pela substituicao simultanea de
pi, ..., Pn POT, respectivamente, férmulas quaisquer ry, ..., r,, também deve ser valida. llustrativamente,
como p — p évalida, gAr — gArtambém deve ser. Nesse trabalho, no entanto, preferimos reservar
0 nome “substituicdo” a regra de inferéncia de PA, especificada mais adiante.
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assim, chamamos (P7) de um esquema de axioma.*. Mas o fato de haver uma quanti-
dade enumeravel de axiomas nao-l6gicos nao chega a ser um empecilho para o nosso
trabalho: desde que haja um processo mecanico para decidir se determinada sentenca
€ uma instancia deste esquema (o0 que, de fato, sempre acontece, tendo em vista o
carater recursivo da inducéo finita), nosso conjunto de axiomas continua sendo um
conjunto recursivo — i.e., decidivel. Veja, ainda, que (P1) e (P2) mostram que a funcao
sucessor € injetiva, e que sua imagem é N—{0}. Os axiomas (P3) a (P6) nada mais sao
do que as definicoes recursivas de adicao e multiplicagéo. [Aqui, também é importante
notar o seguinte: diferentemente do modo como definimos a classe R, no capitulo
anterior, nossa caracterizagao de PA pressupde, além da funcgdo sucessor, as fungdes
adicao e multiplicacao, e nao as funcoes zero e as projecdes. Entretanto, ndo ha nada
gue nos impossibilite de mudar a construcao de PA, de modo que os simbolos destas
ultimas funcdes sejam incluidos de antemao; apenas nao o fazemos porque o sistema
PA, como definido acima, é suficiente para provar tudo que precisamos, e também é a
maneira mais usual de se descrever a algebra dos inteiros ndo-negativos.]

Com a estrutura axiomatica em maos, resta-nos especificar a estrutura argu-
mentativa de PA, por meio da qual sera possivel derivar seus teoremas. Fazemos isso
listando uma série de regras de inferéncia. Como mencionamos acima, faremos uso de
modus ponens, uma regra que exprime a peculiaridade do conectivo —: dada uma im-
plicagao, o Unico caso em que podemos obter uma falsidade € quando o antecedente
€ verdadeiro e 0 consequente é falso; sendo assim, tendo ¢ — 1\ € ¢ como teoremas,
devemos poder derivar {p como um teorema também. Outra regra muito importante
€ a de substituicdo — que, aqui, entenderemos como a substituicdo de variaveis por
termos da linguagem. Respectivamente, temos:

=P, @ %)
Y @ (x/ex)

[A notacado ¢(x/x) significa que, em ¢, podemos substituir a variavel x por qualquer
termo «; isso, no entanto, pode acontecer somente se « for substituivel, i.e., caso
satisfaca a seguinte condicao: dada uma variavel y qualquer ocorrendo em «, nao
existe nenhuma parte de ¢ nas formas Vy (1) ou Jy(\h) tais que x ocorre livremente
em ¢.] Outras duas regras sdo as eliminagées de quantificadores — respectivamente,
universal e existencial:

¢ — VX(\) Ix(@) =P

@ = ® =

4 Nesse sentido, prova-se que nenhum conjunto finito de axiomas para PA pode ser construido; em
particular, (P7) ndo pode ser substituido por uma quantidade finita de axiomas. O leitor pode se
perguntar se nao seria possivel tratar PA como uma teoria de segunda ordem — pois, assim, (P7)
deixaria de ser um esquema, ja que poderiamos estipular variaveis sobre conjuntos de tamanhos
quaisquer. Ocorre que, de fato, podemos fazé-lo, como varios campos da Matematica o fazem, e um
tal sistema seria capaz de descrever coisas que PA ndo consegue. Nossa escolha por trabalhar com
uma ldgica de primeira ordem, no entanto, se da justamente pelo carater elementar de PA. Além
disso, a légica de segunda ordem € incompleta, diferentemente da légica de primeira ordem.
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E, finalmente, supondo que x n&o ocorre livre em, respectivamente, ¢ e 1\, temos as
introdugbes de quantificadores universal e existencial:

o= ® =
¢ = Vx() Ix(@) = b
A partir dessas “leis” e das tautologias da légica proposicional, ainda podemos definir
a regra auxiliar de generalizagdo, que obtém Vx(¢) de ¢. Com isso, é possivel definir
0 que, formalmente, é um teorema de PA:

Definicao 3.1.3. Todas as sentencas (i.e., formulas fechadas) dos axiomas de PA (i.e.,
todas as instancias dos axiomas l6gicos, os axiomas nao-l6gicos e os axiomas de
identidade) s&o teoremas de PA. Toda sentenca obtida de um teorema por alguma
regra de inferéncia especificada acima é, também, um teorema de PA. Nada, além
disso, € um teorema de PA.

Isto posto, se ¢ for um teorema de PA, escreveremos PA - ¢ (caso contrario,
faremos PA ¥ o).

Assim como podemos definir novas regras de inferéncia, é possivel designar
simbolos predicativos e funcionais a novas relagdes, definiveis a partir dos que ja
possuimos. Por exemplo, sera util atribuir < a relagdo menor que, definida por

VYXVy[x <y +>3z2(z#0Ay =X+ 2)].
Disso, segue diretamente que
Lema 3.1.1. S4o verdadeiras as proposicoes:
1. PAF =(x <0);
2. PAEX<s(y) & x<yVx=y;
3 PAFXx<yVvx=yVvVy<x.

Também, serd importante enunciar, para uso posterior, 0s seguintes teoremas
sobre equivaléncia e igualdade entre férmulas e termos. Aqui, omitimos as demonstra-
coes:

Teorema 3.1.1. Dada ¢ uma férmula qualquer na linguagem de PA, considere ¢’ como
sendo a formula obtida de ¢ ao substituirmos as ocorréncias de suas sub-formulas
V1,2, ..., 0n (ndo necessariamente todas) por V), \5, ..., by, respectivamente. Se
para todo i < n, PA 1, < V', entéo,

PAL @ & ¢'.
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Teorema 3.1.2. Dado o« um termo qualquer na linguagem de PA, considere ' como
sendo o termo obtido de « ao substituirmos as ocorréncias de seus sub-termos
B1,Po, ..., Bn, Nnenhum no escopo de algum quantificador, e ndo necessariamente to-
dos eles, por B}, B5, ....B7, respectivamente. Além disso, para uma férmula ¢ arbitréria,
seja ¢’ obtida pelo mesmo tipo de substituicdo. Se para todoi < n,PA+ B; = ; entao,

PAFa=o e PAF @ & ¢'.

Na ultima nota de rodapé, evidenciamos como PA, sendo uma teoria baseada
em l6gica de primeira ordem, nao deixa margem para duvidas quanto a interpretacao
de suas variaveis — pois, ja de inicio, estabelecemos que estas devem se referir ao
zero e aos numeros obtidos dele indutivamente, e porque ha somente um tipo de varia-
vel nessa teoria. No entanto, a interpretagéo apresentada aqui, que pode ser abreviada
por Ny = (N, 0, s, +, %) € que chamamos de interpretacdo padrdo, ou modelo standard,
n&o é a unica possivel para PA — ha, inclusive, modelos n&o isomorfos a 9y, conheci-
dos pelo nome de ndo-standard. Nesse sentido, pode-se dizer que PA foi construida
com o objetivo de dar forma a nossa visao intuitiva dos niumeros naturais, modelada por
MNg. Uma discussdo mais detalhada sobre teoria de modelos, todavia, foge de nosso
escopo,® embora ainda facamos referéncia a alguns conceitos no préximo capitulo.
A davida que surge é: sera que nossa construcao de PA, bem como qualquer outra
formalizacado da aritmética, € adequada para descrever as teorias matematicas que
versam sobre N? E claro que ainda precisamos definir que tipo de “adequacéo” seria
essa, mas veremos que, segundo os teoremas de Gddel, a resposta deve ser negativa,
nao importando qual caracterizacao seja dada para a aritmética dos naturais.

3.2 REPRESENTABILIDADE NA ARITMETICA DE PEANO

Em oposicao ao que foi dito logo acima, existe ao menos um contexto no qual
PA € adequada: dentro dela, podemos representar todas as funcdes recursivas. Ou
seja, mesmo que haja incerteza quanto a veracidade de uma sentenga aritmética na
linguagem de PA, é possivel, por meio desta, “falar sobre” qualquer relagao efetiva-
mente computavel entre numeros naturais (assumindo a tese de Church). Ora, isso
parece bastante claro para alguns casos, como adicdo e multiplicagao, mas tal obvi-
edade ocorre justamente porque designamos simbolos especiais para exprimir tais
funcdes.® Para formalizar essa ideia, comecemos especificando notagao e terminolo-
gia. Podemos distinguir os termos de PA, subdividindo-os em termos variaveis e termos

5 Para se aprofundar em tais conceitos, sugerimos os capitulos 12 e 13 de Computability and Logic,
2007; ou, ainda, cf. (BUTTON; WALSH, 2018)

6 Além disso, em decorréncia da pratica comum de se padronizar notagao, alguns simbolos, como + e
%, S entranham em nosso intelecto de tal forma que poucas duvidas surgem quanto ao fato de, e.g.,
aférmula z = x x y representar a multiplicagao.



Capitulo 3. Incompletude dos sistemas aritméticos 53

constantes (ou numerais). Indutivamente, diremos que 0 € um numeral, e, caso « seja
um numeral, entdo s(x) também o sera. Convencionando que
s(s(...s(0)...))) = ss...s (0) = n,

\ , N——"
nvezes nvezes

de modo que, por exemplo, 5 = sssss(0), n pode ser visto como um outro nome, mais
compacto, para o numeral ss...s(0).

Definicao 3.2.1. Dadas ¢ uma férmula com n variaveis livres, escrita na linguagem de
PA, e R c N uma relagao, dizemos que

(i) @ representa fracamente R se e somente se para quaisquer Ky,....kn € N,
verifica-se que

R(kq, ..., kn) se e somente se PA - ¢(kq, ..., kn).

(i) @ representa fortemente R se e somente se para quaisquer Ky, ..., kn € N, verifica-
se que

se R(kq, ..., kn), entdo PA - @(kq, ..., kn);

se —R(kq, ..., kn), entdo PA - ~@(k, ..., kn).

Assim, tomando uma relagdo R arbitraria, e supondo que ela seja n-aria, di-
zemos que ela é (i) fracamente representavel caso haja alguma férmula ¢, com n
variaveis livres, que a represente fracamente; e (ii) fortemente representavel caso haja
alguma férmula @, com n variaveis livres, que a represente fortemente.

Perceba que, se PA for consistente (i.e., caso ndo aconteca PA - { A —,
qualquer que seja a férmula V), entdo as implicacdes citadas na definicdo 3.2.1.(ii) se
tornam equivaléncias. Assim, concluimos que as relacoes fortemente representaveis
sao aquelas representadas fracamente por alguma férmula ¢, e cujos complementos,
i.e., as uplas de elementos que ndo se relacionam, sao fracamente representados
por -, a negagao de ¢. De maneira similar, podemos definir representabilidade de
fungdes:

Definicao 3.2.2. Dadas ¢ uma férmula com n+ 1 variaveis livres, escrita na linguagem
de PA, e f : N — N uma fungéo, dizemos que ¢ representa f se e somente se para
K1, ..., kn € N arbitrarios, verifica-se que

PAEVylo(ky, ... kn. ) < (v = f(Ky, ... kn))],

Assim, f : N — N é dita representavel em PA caso haja alguma férmula ¢ com n+ 1
variaveis livres que a represente em PA.
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Nosso trabalho, de agora em diante, sera provar que todos os elementos de R
— i.e., que todas as relacbes recursivas — sao representaveis (no sentido dado pelas
definicbes 3.2.1 e 3.2.2). Comecemos mostrando, rigorosamente, como a relagao de
identidade é representavel na linguagem de PA:

Teorema 3.2.1. A formula x = y representa fortemente a relagdo de identidade.

Demonstragdo. Tomando m, n € N arbitrarios, devemos mostrar que
se m=n,entdo PA-m=n;

se m# n, entdao PA + —(m = n).

E claro que se os nimeros m e n s&o iguais, entdo seus numerais devem ser o0 mesmo;
do axioma (/1) de identidade, vem que PA - m = n. Quanto a segunda implicacao,
usemos indugao em n para provar que

vmim+#n— PA+ —(m=n)].”

Fazendo n = 0, devemos ter m # 0. Como o axioma (P1) enuncia que Vx—(0 = s(x)),
concluimos que PA + —(m = 0). Tomando n > 0, temos como hipbétese de inducéo que

vmim#n—1—PAF—-(m=n-1)].

[Aqui, n — 1 é apenas uma notacao para o antecessor de n € N. Adiante, indicamos
um modo como representa-la em PA.] Sendo m um numero natural qualquer, suponha
que m # n. Assim, tem-se também que m — 1 # n— 1, e da hip6tese acima segue que

m—1#n—-1—->PAF-(m—-1=n-1),

ou seja, por modus ponens temos que PA - —-(m—1 = n—1). Da injetividade da

funcéo sucessor, vem que PA+ (m=n) — (m— 1= n—1); assim, pela contrapositiva,
obtemos:

PAF-(m—-1=n—-1)— -(m=n),
Novamente por modus ponens, ficamos com PA - —(m = n), e temos o resultado. [

Tendo em vista os dois préximos lemas, provemos que PA+- m+n=m+n, e
que PA+=m=«n=m=n. [No primeiro caso, isso significa que a representacdo da soma
(i.e., adicdo em N) de dois numeros é a mesma que a da soma (i.e., adicdo em PA) de
dois numerais.] Com efeito: por inducao em n, seja n = 0. Entao, via (P3) e substituicao,
temos que

PAFmMm+0=m=m+0.
Assuma, entédo, que a tese vale para n. Pelo axioma (P4), vem que

PAF M+ (n+1) =m+s(n) = s(m + n).

7 Perceba que tal processo de indugao acontece na metateoria.
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Além disso, pela hipétese de inducéo, s(m+n) = s(M+ n) = (M+ n)+1, logo M+(n+ 1) =
(m+n) + 1. Da definicdo de numeral, temos que s(/m + f1) pode ser visto como tal, de
modo que escrevemos s(m+n) = s(m+n) = m+n+ 1. Finalmente, usando modus
ponens e a transitividade da identidade, temos:

PAFm+((n+1)=m+n+1.

Para a multiplicacédo, temos que, no caso base, PA+ mx*0 = 0 = 0, em decorrén-
cia de (P5) e da regra de substituicdo. Assumindo que o resultado vale paraum n € N
qualquer, usamos o axioma (P6) para derivar

PA | 7 S(7) = (M * 7i) + M = (A% A) + .

Pelo caso da adicdao, vem que PA - (m*n)+ m = mxn+m = mxs(n). Com isso,
chegamos ao resultado:

PAFmx(n+1)=mx(n+1).
Teorema 3.2.2. A férmula x + y = z representa a adicao de numeros naturais.

Demonstragdo. Tome m, n, k € N tais que m + n = k. Precisamos provar que
PAF (M+T=y) < (y =k).

Usando os axiomas (/2) e (/4) de identidade, substituindo as variaveis x, y, z apropria-
damente, e pela regra de exportagéos, temos que

PAF(x=2)— (x=y—y=2).
Colocando m + 7 e k no lugar de, respectivamente, x e z, obtemos:
PAF (M+n=k)— (M+N=y — y=Kk).

Como m+ n = k, temos que PA + m+ 11 = k; mas também é verdade que PA+m+n =
m+7, logo PA - + i = k. Por modus ponens, segue que

PAF (M+7=y)— (y =k).
De maneira similar, pode-se provar a reciproca. O resultado segue. O]

Teorema 3.2.3. A formula x « y = z representa a multiplicagcdo de numeros naturais.

Demonstracdo. Basta provarque PAF (M« N=y) < (y=k),emque k=mxn,ey é
uma variavel qualquer na linguagem de PA. O mesmo raciocinio do teorema 3.2.2 nos
da o que precisamos. n

8 Dadas variaveis proposicionais p, g, r quaisquer, tem-se que, numa prova, (p A q) — r pode ser
substituida por p — (g — r).
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Com esses trés resultados, vemos que duas das fungdes — e uma das relacoes
— mais elementares da aritmética podem ser representadas dentro do sistema formal
que escolhemos. Mas isso ja era mais do que esperado, uma vez que desde o inicio, na
definicdo de PA, estipulamos signos para tais operacées.? Convém, portanto, elencar
alguns exemplos menos corriqueiros. A funcao antecessor, que provamos ser recursiva
no capitulo passado, pode ser representada pela seguinte férmula, considerando que
y é imagem de x por tal fungao:

(x=0Ay=0)Vx=s(y).

Também, as fungdes quociente e resto da divisdo euclidiana sao representadas, res-
pectivamente, por

(y=0Az=0)VIdu<y(x=yx*xz+u);
(y=0AZz=x)V[z<yANJu<x(x=Uuxy+2),

em que, também de maneira respectiva, z € o quociente e o resto da divisdo de x por
y. Ja o préximo exemplo merece uma boa demonstragao:

Teorema 3.2.4. A relacdo de ordem estrita (ou “menor que”) é fortemente representada
pela formula x < y.

Demonstragcdo. Provemos, por inducao metateoérica, as duas implicacdes da definicao
3.2.1.(ii). Colocando n = 0 e supondo m < n, ficamos com m < 0, o que é impossivel em
N. Por vacuidade, “se m < 0, entdo PA+ m < 0” é verdadeira. Agora, sendo —=(m < 0),
o lema 3.1.1(1) e a regra de substituicdo devem nos dar

PA F (T < 0).

Isso prova que “se -(m < 0) entdo PA + —(m < 0)” é verdadeira, e finalizamos o caso
base. Suponha, para a hipétese de inducao, que as duas implicacbes metatedricas
valem para n € N. Pelo lema 3.1.1(2), obtemos:

PAF(M<n+1) < (M<nVm=n). (3)

Para a primeira implicacao, faca m < n+ 1. Entdo, ou m < nou m = n; no primeiro caso,
temos, pela hipétese de inducao, que PA - m < n, e da tautologia p — p vV g vem que
PA+m<nv m=n. Usando (3), obtemos:

PAFm<n+1.

Se m = n, entdo PA + m = n, pois a identidade € representavel (vide teorema 3.2.1).
Pela mesma tautologia acima, PA- m<nv m=n,edai PAF m<n+1. Isso esgota
0s casos da primeira implicagao.

9 Mesmo assim, as demonstracdes rigorosas que demos para tais fatos nao se tornam menos interes-
santes ou menos necessarias.
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Para a segunda parte, suponha que -(m<n+1),demodoque n+1 <m,i.e.,
n < m. Da hipétese de inducdo para esse caso, vem que PA - —(m < n). Também,
tem-se que —(m = n), do que segue que PA - =(m = n). Usando a tautologia p — (q —
P A Q), chegamos a

PA+ —(m<n)A—-(m=n).
Por fim, perceba que a lei de De Morgan aplicada a (3) nos da

PAF —~(M<n+1) < =(M<nA)A—(M=n),

donde concluimos que PA + =(m < n+ 1), e a prova esta completa. O

Mas voltemos nossa atengéo as fungées basicas de R. Como vimos, a relagao
de identidade se traduz, em PA, por y = x; desse modo, podemos encarar a fungao id]
como sua equivalente — i.e., id] também é representada por y = x. Indo além, cada
projecao idz pode ser representada pela férmula y = x,, ou, mais geralmente, por

X{=X{ AN AXn=Xn A\ Y = Xg.

Perceba também que, a rigor, ndo estabelecemos a representabilidade da fun-
cao sucessor, mesmo fazendo uso dela em todas as demonstracées anteriores. No
entanto, tendo em vista seu carater unario e considerando que ela exprime o processo
mais corrigueiro da teoria de numeros (i.e., o ato de contar), digamos simplesmente
que y = s(x) = x + 1 representa o sucessor de x (embora uma prova formal faca uso
apenas da definicdo de numeral e, como de costume, de indugdo metatedrica). Para
completar o elenco das funcbes que definem R, temos que zero, i.e., z(x) = 0 para
todo x, € representada por x = x Ay = 0. De fato: neste caso, o que precisa ser provado
€ que

PAFVy[(Ai=TiAy=0)< (y=0)

Ora, sendo x = x uma formula valida — como também o é p A T < p,emque T é
uma tautologia qualquer —, tem-se o resultado. Com isso, obtemos o seguinte lema:

Lema 3.2.1. As fungbes zero, sucessor e todas as projecées sdo representaveis na
linguagem de PA.

A fim de tornar a demonstragao do proximo teorema mais simples, precisaremos
de mais alguns resultados auxiliares:

Lema 3.2.2. Dada R c NP uma relagdo qualquer, temos que R é fortemente represen-
tavel em PA se e somente se sua fungdo caracteristica, Kg, também o é.

Demonstragcdo. Suponha que ¢(xq, ..., Xk) representa fortemente a relacdo R. Nosso
objetivo € mostrar que sua fungao caracteristica pode ser representada por uma foér-
mula (k + 1)-&ria, digamos, (X1, ..., Xk, ¥), tal que
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(@(Xq1, ey X)) A Y = 1) V (m@(Xq, .., X) Ay = 0).
Tomando ny, ..., N € N arbitrarios, e assumindo que Kg(ny, ..., ng) = 1, tem-se que a
relagéo vale para tais numeros, i.e., R(n4, ..., ng). Dai,

PAF @(M, ..., Tig)- (4)

Agora, devemos provar que neste caso — em que 0S nUmeros ny, ..., Ny estao relacio-
nados por R —, ambas (7, ..., i) € y = 1 devem ocorrer simultaneamente, i.e., deve
haver a equivaléncia:

PA b (7, ..., ik, ¥) 4> ( = 7). (5)

Primeiramente, note que p — [@ — (p A Q)] € uma tautologia (chamada de lei da
conjungdo). Assim, fazendo as substituigdes apropriadas, temos que

PAF @(f, ey ) = [y = T = (@77, ..., ) Ay = T)].

Usando isso, (4) e modus ponens, obtemos:
PAFy=1— (o(q,...0) Ay =1). (6)
Novamente por uma tautologia (nesse caso, o axioma légico p — p V q), temos que
PAE (o(Ny, ... TR) Ay =1) = (o(7y, ... i) Ay = 1)
V (=e(ng, ... Ny =0),
e, juntando com (6), concluimos a primeira implicagcdo necessaria para (5):

PA + [(@(A1, s ) Ay = T) V (@(Mq, ... ) A Y = O)]

W, ... . ).
Mostremos, entdo, que a implicacdo no sentido contrario também pode ser
provada em PA. Inicialmente, veja que
p—=lpAn)V(=pAQq)—r]
€ uma tautologia. Portanto, substituindo p, q, r respectivamente pelas férmulas ¢(ny, ..., ng),
y=0ey=1,devemos ter
PA - @7, ... Tig) — [, ... i, y) — y = 11.
Novamente via modus ponens e o que obtivemos em (4), chegamos a
PA - (Mg, ..., N, Y) = y=1.

Dessa forma, finalmente terminamos a prova de (5). O outro caso, decorrente da
hipétese que Kg(ny, ..., nk) = 0, pode ser provado de maneira totalmente analoga, de
modo que tenhamos PA + {(nq, ..., Nk, ¥) <> ¥ = 0. Com isso, concluimos que se uma
relacdo é representavel, entdo sua funcao caracteristica também deve ser.
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No sentido contrario, suponha que Kg seja representada, em PA, pela formula
0(X1, ..., Xk, ¥), € tome ny, ..., i € N quaisquer. Como anteriormente, deve haver dois
casos: primeiro, se R(ny, ..., ng) vale, entdo Kg(ny, ..., ng) = 1. Dai,

PAF 0(fq, ... Nk, y) < (v = 1).

Usando a substitui¢do y = 1, obtemos PA I- 0(71q, ..., ik, 1) < (1 = 1), e como é verdade
que PA - 1 =1, basta usar modus ponens para ver que

PA F O(7, ..., Tik, 1),

i.e., que 0(xq, ..., Xk, 1) representa fortemente R(xy, ..., Xx)-

Agora, assumindo que —R(ny,..., Ng), temos que Kgr(ny,...,nx) = 0. Entao,
usando novamente a substituicdo y = 1, e pela contrapositiva, temos sucessivamente
que

PAEO(ny,....Nk, y) < (y =0);

PAE 0(Ny, ..., ik, 1) > (1 = 0);

PAF —(1=0) - —0(nq, ..., ik, 1).
Pelo teorema 3.2.1, tem-se PA  —(1 = 0); portanto, via modus ponens temos que
PA - -0(my, ..., ik, 1). Ou seja, —0(xy, ..., X, 1) representa fortemente —R(xq, ..., Xx), €
temos o resultado. H

Lema 3.2.3. Dados quaisquer n € N e ¢ uma formula escrita na linguagem de PA,
tem-se que

PAF @O)A @M A..A@(n—1)AX <D= @(x).

Demonstracdo. Novamente, precisamos fazer inducdo metatedrica. Para n = 0, é
suficiente que provemos que PA + x < 0 — ¢(x). Perceba, entdo, que p — (-p — Q)
é uma tautologia.'? Usando-a juntamente da suposicdo x < 0, e notando que o lema
3.1.1(1) nos fornece —(x < 0), podemos tomar g como sendo ¢(x), e iSso encerra o
caso base. Dessa forma, suponha que o enunciado vale para um certo n. Usando o
lema 3.1.1(2), temos que

PAF(x<n+1)+< (x<nVx=n). (7)
Pelo teorema 3.1.2, obtemos:
PA (x = n) = [o(x) < o(N)]. (8)

Finalmente, usando a hip6tese de indugéo e o que obtivemos em (7) e (8), chegamos
ao resultado:

10" Também chamada de “Lei de Pseudo-Scotus”, ou Principio da Explos&o. Segundo essa tautologia,
uma vez que encontramos alguma contradigdo dentro de um sistema (i.e., derivamos p A —p, para
alguma férmula p), entdo tal sistema consegue provar qualquer coisa — e nao sé suas sentengas
vélidas, como é de se esperar num sistema correto.
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PAF @O)A @) A..Aen—=1)Ae@AXx<n+1— @(x).
O

Lema 3.2.4. Dados quaisquer n € N e ¢ uma formula escrita na linguagem de PA, se
para todo i < n tem-se que PA F —¢(i) e PA F ¢(n), entéo,

PAF @(x) AVyly < x — —o(y)] < (x =n).
Demonstracdo. Denotando ¢(x) A Vy[y < x — —@(y)] por Ub(x), temos, pelo teorema
3.1.2, que
PAE x=n—{d(x) < [en) AVY(y <n— —e(y)]}-

Por hipétese, PA - —(i) para todo i < n. Entdo, usando o lema 3.2.3 e a regra de
generalizacdo, obtemos:

PAEVYyly <n— =@(y)].
Pela outra hipbtese, de que PA + ¢(n), e notando que

o= (@ nNIAr—(p—q)

€ uma tautologia, ao substituirmos p, g, r, respectivamente, por x = n, ¥(x) e ¥(n),
chegamos a
PA+ x =n— P(x). 9)

Com isso, mostramos que em PA somos capazes de provar a “volta” da equi-
valéncia enunciada por este lema. Para a “ida”, veja que, usando uma formula valida
apropriada'?,

PAEVYyly < x — —o(y)] = [n< x — —@(N)].

Assim, usando a hipétese de que PA + ¢(n), obtemos (por contraposi¢ao):
PA FP(x) — —(n < x). (10)

Perceba, no entanto, que o lema 3.2.3 nos garante que PA + x < n — —@(x), 0 que,
por sua vez (e novamente pela contrapositiva), nos da

PA = (x) = =(x <n). (11)

Finalmente, a lei da tricotomia, enunciada no lema 3.1.1(3), juntamente de (10) e (11),
nos fornecem:

PAFP(x) — x =n.

Disso e de (7), segue o resultado. O

1 Aqui, nos referimos a Dictum de omni, um principio 16gico que remonta & antiguidade classica. Uma
de suas mais famosas versdes é: “Sdcrates é homem; todo homem é mortal; logo, Sécrates é mortal”
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Neste momento, temos toda a bagagem necessaria para provar o

Teorema 3.2.5 (Teorema da Representabilidade). Toda funcdo recursiva é representa-
vel na linguagem de PA.

Demonstracdo. O que precisamos fazer € mostrar que (i) todas as fungdes basicas
presentes na definicao de R sao representaveis (o que € justamente o enunciado do
lema 3.2.1); e (ii) os métodos para obtencao de novas funcdes devem preservar tal
representabilidade. Tome, entdo, g uma fungéo k-aria e hy, ..., hy fungdes j-arias tais
que suas representacdes, na linguagem de PA, sejam dadas pelas férmulas:

OV, Vs 20,01 (X s Xy Y1), s Wk (X4 oy X Vi),

respectivamente. Fazendo f = Cnl[g, hy, ..., hx], nés afirmamos que a seguinte formula,
0(xq, ..., Xj, 2), representa a fungao f:

Y1 Tk (X1, s X Y1) A e A (X5 e X Vi) A @Yoy Vs 2)]-
De fato: seja f(ny, ..., nj) = m, e para cada i € {1, ..., k}, faga hj(ny, ..., nj) = t;. Entao,
g(ty, ..., ) = m,
de modo que tomando 1 </ < k, ficamos com:
PA - 0i(ny, ..., T}, ¥i) < (¥j = B);
PA @(ty, ..., t, 2) <> (z = m). (12)
Pelo teorema 3.1.1, temos que
PAE (M, ... ), 2) <> 3y1-.3yklys = 0 A e Ay = T A O(Y1, -0y Vi 2)].
Observe, no entanto, que
PAE 3yilyi = G A @1y oo Yis 21 0 @45 oes Yieds By Vit -o0s Yis 2)s
0 que deve nos dar
PAF0(ny, ... 1, 2) < o(f, ..., Ik, 2).
Dessa forma, usando (12), chegamos ao resultado:
PAE8(ny,...,Nnj,2) < (z=m).

Para o processo de minimizacao, tome g uma funcao (k + 1)-aria tal que exista
X que verifique:

a(nq, ..., Nk, x) =0,

e suponha que g seja representada por P(xq, ..., Xk, ¥, Z) em PA. Assumindo que f =
Mn[g](x1, --., Xx), NOS afirmamos que a seguinte férmula, ¢(x1, ..., Xk, ¥), representa f:

W(Xq, s X, ¥, 0) AVX 4 [Xit <Y =~ (Xq5 s Xy Xiye15 0)]-
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Com efeito: faga f(nyq,...,nx) = me g(ny,...,ny, i) = t;, para cada 1 < i < k. Assim,
PA - (M, ..., NIk, I, 2) < (z = 1)), e substituindo z pelo numeral 0, obtemos:

PA - (A, ..., NIk, 1,0) < (0 = 1)).
Perceba, no entanto, que f; # 0 se i < m. Assim, caso seja i < m, teremos que
PA - (A, ..., NIk, 1, 0),

e como fm = 0, chegamos a concluséao que PA + (ny, ..., ng, m,0). Usando o lema
3.2.4, alcangamos o resultado:

PAF (77, ..., i, y) ¢ (v = ).

Finalmente, temos o caso da recurséo primitiva. De maneira ilustrativa, conside-
remos, inicialmente, apenas a situacao em que g e h sdo uma fungéo unaria e ternéaria
(respectivamente), e fagamos f = Rp|[g, h]. Pelo carater indutivo de tal processo, sera
uatil pensar nos valores de f como sendo as entradas de uma sequéncia o. Assim,
fazendo ¢ = f(m, n), devemos ter que

entr((o), 0) = (0, n);
Vi < mlentr({o), i) = f(i, n) — entr({o), s(i)) = f(s(i), N)];

entr({(o), m) = c.

Ou seja: pela definicdo de f via recursdo primitiva, a entrada 0-ésima de o é g(n); e
sendo f(i, n) a i-ésima entrada, entao f(s(i), n) = h(i, f(i, n), n) é a (i + 1)-ésima entrada
de o.

Suponha, entdo, que g e h sejam representadas, respectivamente, pelas for-
mulas ¢@(xq, X2) € P(y1, Yo, Y3, ¥a), € faga (o) = s € N. Uma vez que (é possivel de-
monstrar que) a funcéo entrada é representavel na linguagem de PA12 — digamos, por
(i, s, ), significando que z é a i-ésima entrada da sequéncia codificada por s —, e
considerando a discussao acima, temos que f é representada, em PA, pela formula
0(z1, 20, z3) = 3s(¢), em que ¢ é a conjungéo das seguintes férmulas:

JulT(0, s, u) A o(x, U)];
Yw < zo3u3vit(w, s, u) A t(s(w), s, v) AP(zq, w, u, v)];
Ty, S, Z3).
Agora, a tarefa de provar que esta férmula representa, de fato, o processo de recursao

primitiva — no sentido dado pela definigdo 3.2.2 —, além de ser um desafio extre-
mamente arduo’3, pode ser facilmente contornada, se fizermos algumas suposicdes

12 Como entr = Cn[log, (o), 7], € como tais fungdes podem ser representadas em PA (outra demonstra-
¢ao que preferimos omitir), entdo entr também deve ser representavel.

13 “Um desafio extremamente arduo” dentro das nossas limitagdes, i.e., se usarmos apenas as ferra-
mentas que possuimos. Uma prova direta para esse fato pode ser encontrada em (HAJEK; PUDLAK,
1998), p. 48-49.
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adicionais. [Ademais, caso optassemos por provar tal representabilidade, estariamos
tratando apenas de um caso particular, com g unaria e h ternaria; por conseguinte,
mesmo assim nao teriamos uma demonstracao completa do teorema.]

Aqui, devemos adiantar um resultado que exibiremos somente na se¢cao subse-
quente — a saber, o teorema das fungées Beta. Em suma, e para 0s nossos propoésitos
atuais, tal teorema nos diz que dada qualquer sequéncia finita (ay, ..., an) com n ter-
mos, sempre existird uma funcao binaria g(w, i), com 0 < j < n, tal que p(w,0)=ne
B(w,i) = a;, para i > 0. Neste caso, chamamos w de o cddigo da sequéncia (ay, ..., an)-
O que queremos provar € que se uma funcao f de k + 1 argumentos for definida
via recursao primitiva (a partir de, digamos, fungbes g k-aria e h (k + 2)-aria), entao
ela também pode ser definida através das relacdes +, %, , z, S, id,f’ e =, usando apenas
Ccomposi¢ao e minimizagao.

Com efeito: dado x = (xq, ..., Xx), defina uma fungéo auxiliar f tal que f/(x, y) = w
se e somente se w € o menor numero natural que codifica uma sequéncia que satisfaz
as seguintes condigoes:

B(w,s(i)) = h(x, p(w,1i),i), para i > 1.

[Ou seja, temos que f’ retorna a sequéncia (f(x,0), f(x, 1), ..., f(x, y)). Perceba a se-
melhanca dessa construgdo com a que demos anteriormente, quando identificamos o
processo de recursao primitiva com uma sequéncia de aplicagdes de g e h. Tal seme-
Ihanca, obviamente, ndo € mera coincidéncia: as fun¢des Beta sao responsaveis por
generalizar a codificagdo de sequéncias numéricas finitas. Justamente essa generali-
zacao € que torna nossa atual tarefa tdo mais facil do que provar a representabilidade
da férmula 6 anteriormente especificada.] Dessa maneira, f’ pode ser escrita como:

f'(X,y) = uwB(w,0) = k + 1 A B(w, 1) = gix)A
A< y(B(w,s(i)) = hix, B(w, i), ))].

Isso mostra que nenhuma aplicagéao de recursao primitiva € necessaria para a obtengao
de f'. Dai, por composicéo, obtemos:

f(x,y) = B(f'(x,y),y) = Cn[B, f'],

e concluimos que a recursao primitiva pode ser definida somente por minimizacao e
composicdao. Como ja provamos que ambas preservam representabilidade, a prova
esta completa. O

Aplicando o lema 3.2.2 neste teorema, obtemos diretamente o seguinte resul-
tado:

Corolario 3.2.1. Toda relacido recursiva é fortemente representavel na linguagem de
PA.
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Em suma, fica provado que o sistema aritmético PA é capaz de representar
todas as relagdes numeéricas efetivamente decidiveis. Nossa prdxima tarefa, portanto,
sera determinar um método pelo qual expressbes metatedricas sejam identificadas
com numeros naturais especificos; usando o que descobrimos até aqui, finalmente
teremos como saber o valor l6gico de sentengas sobre PA.

3.3 ARITMETIZAGAO DA SINTAXE

A demonstragéo original de Godel para seus teoremas de incompletude possui
diversos argumentos brilhantes — alguns dos quais ainda teremos a oportunidade de
discutir —, mas, olhando pelo lado técnico, nenhum se compara a ideia (muito simples,
inclusive) de se fazer uma correspondéncia entre simbolos e numeros. Quando pensa-
mos nos simbolos de um sistema formal — e, por conseguinte, em suas expressoes
bem formadas — como sendo numeros deste sistema, a nocao de recursividade nas re-
lacGes entre os ultimos pode ser facilmente transferida para uma ideia analoga entre os
primeiros. Ou seja, por meio desse artificio, conjuntos de expressdes formais deverao
ser efetivamente decidiveis se e somente se 0s conjuntos de seus respectivos niume-
ros naturais o for. Como estamos descrevendo um sistema aritmético, chamaremos tal
processo de aritmetizacéo.

Ha varias formas de se estabelecer tal correspondéncia — e geralmente, a
escolha de uma em detrimento de outra é apenas uma questao de gosto, ou de conve-
niéncia com os propoésitos da teoria desenvolvida. Todavia, sendo este um trabalho de
cunho introdutério, achamos pertinente apresentar duas delas: a primeira sera mais
direta e de facil compreensdo — mas cujas demonstracoes dos teoremas de que preci-
samos ficariam especialmente dificeis, caso optassemos por tal caminho. Na segunda
abordagem, que presumira alguns resultados mais complexos de teoria da recursao,
sera muito mais facil nos convencermos, em particular, da recursividade de funcoes
que exprimem sentencas metatedricas (que é o objetivo principal desta secao).

Antes de distinguir ambas as abordagens, sera interessante mudar um pouco
nossa caracterizagdo de termos e férmulas, presente nas definicdes 3.1.1 e 3.1.2.
Designando simbolos quaisquer por ¢ (e suas variacdes subgrafadas), combinemos
que toda formula ou termo pode ser escrita como ¢¢q...en, €m que ¢ € 0 simbolo de
um conectivo, funcao, predicado, ou quantificador; para os ¢; ndo ha restricdo. Além de
essa forma representar o carater indutivo com que as formulas e termos séo obtidos —
0 que, também, torna a aritmetizagdo mais intuitiva —, com isso conseguimos eliminar
a necessidade dos parénteses.'4

Nesse sentido, deixemos nossa linguagem ainda mais enxuta, considerando
como simbolos I6gicos somente —, VvV e 3, uma vez que todos os outros podem ser defi-

4 Assim, uma férmula como (0 = 0) deve ser entendida, formalmente, como = 00.
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nidos a partir destes. Em contrapartida, sera util adicionar o simbolo 7 para determinar
0s subscritos das variaveis individuais, de modo que tenhamos x; = x/,Xo = X//,... €
assim por diante. Dessa forma, dado um simbolo ¢ qualquer, denotaremos por SN(¢)
seu numero natural correspondente. A seguir, listamo-los:

SN(x)=0 SN(x)=5
SN()=1 SN(-)=6
SN()=2 SN(V)=7
SN(s)=3 SN(3)=8
SN(+)=4 SN(=)=9

Em ambos os casos, usaremos a codificacao acima.

3.3.1 Aritmetizacao por concatenacao

Neste ponto, identificaremos cada numero natural com a sequéncia que contém
somente tal numero (e.g., 4 = (4) e 378 = (378)). Assim, poderemos estender a
nogao de concatenacdo de sequéncias, introduzida ao final do capitulo anterior, para
concatenag¢do de numeros, usando o mesmo simbolo. Faremos isso dentro do sistema
decimal de representacao numérica, de modo que, e.g., tenhamos

2x3=23=20+3=2%10"+3x109.

Mais geralmente, tem-se que m n = m= 1047 + n, em que €(n) &€ o comprimento de
n, i.e., o menor k € N tal que 10K > n (que é, claramente, uma fungao recursiva). Com
isso, temos a primeira versao da ideia de gédelizacdo de expressdes formais:

Definicao 3.3.1 (NUumeros de Gddel, Versdo ). Dada € = ¢eq...en uma expressao
bem formada na linguagem de PA, chamaremos "e ' de o0 numero de Gddel de €, e o
calcularemos da seguinte maneira:

"eT=SN(e)x"eq T x...x"en,

em que os "¢, sdo numeros de Gddel dos subtermos e subférmulas que compdem e,
calculados previamente.

Para fixar esse conceito, vamos calcular o numero de Gédel da formula ¢(x),
dada por

—3y[s(x)+y =0V x =y].

Como dissemos, € possivel reescrever ¢ sem o uso de parénteses, colocando os
simbolos de predicados, funcdes, conectivos e quantificadores mais a esquerda de
cada subférmula. A fim de melhorar a leitura, adicionamos alguns espacos vazios (que
obviamente ndo contam como simbolos):
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- dy Vv =+sxy0 =xy.

Assim, considerando x = x1 € y = Xxo — de modo que SN(x) = SN(x/) e SN(y) = SN(x7/)
—, temos sucessivamente que

"X=y1=T=xy"=9x0x2+x0x2x2=902022 = g,
fsx'=3x0x2 =302 = b,
"sx+y'=4xbx0x2x2=4302022 = c,
"sx+y=0"=9%x¢c=94302022 = d,
"sx+y=0Vvx=y'=7xdxa=794303022902022 = e,
Te(X)'=6%(8x0x2x2%e)=68022794 302022902 022.

E importante notar que tal processo ndo é uma bijecao, pois ha (infinitos) nime-
ros naturais que ndo sdo numeros de Gdodel de expressado alguma na linguagem de
PA (um para cada expressao que nao seja bem formada, nesse caso). Agora, supondo
que a € N seja, de fato, um nimero de Goédel, entdo é possivel percorrer o “caminho
inverso”, i.e., descobrir qual férmula ¢ em PA é tal que "@(x)" = a. Com efeito: basta
substituir cada algarismo de a pelo simbolo correspondente. Assim, concluimos que
a aritmetizacéo de expressdes formais é capaz de exprimir, num sentido semelhante
a recursividade de relagbes entre numeros naturais, a ideia de processo efetivo de
decisdo entre as componentes formais do sistema axiomatico em questao.

A consequéncia mais relevante de se usar tal artificio, no entanto, € que po-
demos nao somente designar numeros a todas as formulas e termos do sistema
aritmético PA, mas que podemos fazer o mesmo para sentencas sobre PA. Dito de
outra maneira, podemos aritmetizar a metamatematica em si, definindo fungdes (re-
cursivas) na linguagem de PA que correspondam a ideias sobre o proprio sistema; a
seguir, veremos que ha funcdes capazes de dizer se algo é uma variavel, uma férmula,
etc. Por conseguinte, teremos um método efetivo para decidir quanto a validade de tais
sentencas metatedricas. Por motivos técnicos, apenas mostraremos como fazer essas
correspondéncias no topico a seguir.

3.3.2 Aritmetizacao por sequéncias

Enquanto o processo de aritmetizacdo acima se baseia na simples justaposi-
cao de algarismos (que resulta num namero natural em sua representacao decimal),
nossa proxima caracterizagao interpreta a mesma listagem de algarismos como uma
sequéncia numérica, e depois a codifica.® Visando praticidade, no entanto, usaremos

15 Qu seja, aqui trabalharemos de uma maneira praticamente inversa: 14, cada nimero era identificado
com a sequéncia unaria que o contém, de modo que a concatenacdo terminava o trabalho dire-
tamente; nesta subsec¢ao, no entanto, teremos, e.g., que a aritmetizagcdo de 0 = 0 é o0 cddigo da
sequéncia s3 = (9,1,1).
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uma definicdo diferente da codificagédo ( ) de sequéncias apresentada na segéo 2.2.
(Basicamente, o problema pratico de se codificar sequéncias numéricas através do
teorema fundamental da aritmética, como fizemos no capitulo passado, surge na espe-
cificacao de relacdes recursivas metalinguisticas — algo que trataremos logo a seguir
—, onde precisamos decodificar os numeros que representam as formulas e termos da
linguagem de PA.) Para isso, precisamos entender o que vem a ser uma fung¢do Beta:

Definicao 3.3.2. Dizemos que B : N x N — N é uma fungcdo Beta se para toda
sequéncia numérica (ag, &1, --., a5—1), tem-se que existe w € N tal que

B(W!n_ 1) =dp_1-

Perceba que, uma vez que sequéncias finitas séo, por definicao, fungdes entre
nameros naturais, as fun¢des Beta podem ser vistas como as versdes binarias de
suas respectivas sequéncias, em que a primeira entrada do argumento é fixa. Dessa
maneira, podemos pensar nas constantes w como sendo as etiquetas, ou os codigos,
que as marcam. Isto posto, enunciamos agora (sem demonstraco)'® o teorema que
garante a existéncia de fungdes Beta:

Teorema 3.3.1. E possivel construir uma funcéo Beta recursiva (e, portanto, represen-
tavel em PA).

Perceba que tal teorema garante a existéncia de ao menos uma fungéo Beta,
i.e., a0 menos uma forma de se codificar qualquer sequéncia numérica finita (lembre-
se: uma funcao Beta da cddigos a todas as sequéncias finitas). No mesmo sentido, da
definicao 3.3.2 vem que, também, existe ao menos um cddigo para cada sequéncia;
no entanto, sendo uma definicdo, ndo é possivel dizer nem quais numeros, nem quan-
tos deles, satisfazem a condicéo. Isto posto, para definirmos o codigo de (aq, ..., @n),
que possui n termos, fazemos o0 seguinte: primeiramente, consideramos a sequéncia
(&g, a1, ---» @n), com n+1 termos, em que ag = n (e n&o ha o que nos impeca de fazé-lo,
ja que o teorema 3.3.1 garante a existéncia de Beta para qualquer sequéncia); com
isso, teremos uma 3 que descreve esta ultima sequéncia com n+ 1 termos. A seguir,
fazemos de w o menor numero tal que p(w,0) = ne B(w,i) =g para0<i < n,e
escrevemos:

w = ((a4,...,an))-

16O leitor pode encontrar duas 6timas provas desse teorema, inclusive bastante distintas uma da outra,
em (BOOLOS, G.; JEFFREY, 1980), p. 162-163, e (SMULLYAN, 1992), p. 45-46.
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Desse modo, temos uma nova definicao para a codificacao de sequéncias numéricas,
diferente da apresentada no final do capitulo passado. Naturalmente, também pode-
mos redefinir, relativamente a mesma sequéncia, as fungdes comprimento e entrada,
colocando, para0O<i < n,

Ih(w) = B(w, 0);

entr(w, i) = B(w,i).

As demais fungbes que dizem respeito a sequéncias numéricas, como a truncagem
e a concatenagdo, podem ser redefinidas da mesma maneira.'” Convém, no entanto,
especificar o conjunto (ou melhor, a relacao unaria) de todas as sequéncias numéricas
— i.e., de todos o0s cddigos das mesmas:

Seq(w) « Vx < w[lh(x) # In(w) v 3i < Ih(w)(entr(x, i) # entr(w, i))].

[Aqui, as desigualdades se justificam pois, denotando a sequéncia vazia —i.e., quando
n =0 — por sy, é verdade que

w # (sg) — Ih(w) < w Aentr(w, i) < w.]

Em posse dessas novas defini¢gdes, podemos voltar ao processo de aritmetiza-
cao. Primeiramente, podemos dar a segunda versao de numeros de Goédel:

Definicao 3.3.3 (NUumeros de Gddel, Verséo Il). Dada € = eeq...en uma expressao
bem formada na linguagem de PA, chamaremos "e ' de o numero de Gddel de €, e o
calcularemos da seguinte maneira:

Te7=((SN(e),"e1 ™, ....,"en ),

em que os "¢; ' sdo numeros de Godel dos subtermos e subférmulas que compdem e,
calculados previamente.

Quanto as expressdes puramente aritméticas de PA, vé-se, claramente, como
suas codificacdes via funcdes Beta devem ser mais simples do que as apresentadas
na subsecao anterior. Por exemplo, para a formula x = y, que lemos = xy (ou, ainda,
=X/x1), temos que seu cddigo sera, simplesmente,

w=(9,0,2,0,2,2)),

7 Finalmente, perceba que a codificacdo de sequéncias por fungbes Beta é, simplesmente, uma
generalizagao para tal processo. Assim, a definicdo anterior de ( ), na qual usamos o Teorema
Fundamental da Aritmética, € apenas uma das fungdes Beta que descrevem determinada sequéncia.
E justamente neste sentido que o teorema 3.3.1 tanto nos ajuda: como ele nos d4, diretamente, um
cédigo w, nao precisamos fazer contas!
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i.e., 0 menor w tal que B(w,0) = 6, B(w,1) =9, B(w,2) = 0, etc. Nosso objetivo,
agora, € mostrar como as expressdes metamatematicas sao, também, passiveis de
codificacao por sequéncias, ou seja, que elas tém seus respectivos numeros de Godel.
Para isso, basta mostra-las recursivas, do que seguira que sao representaveis (e,
portanto, “gbédelizaveis”).

Comecemos definindo que “algo, na linguagem de PA, é uma variavel’ —i.e.,
mostremos que ha uma fung¢édo que nos diz se w é o numero de Gddel de uma variavel.
Podemos fazé-lo do seguinte modo:

Var(w) <+ tr(w,1) = ((0)) AVy < n[ly >1 — entr(w, y) = 2].

Ou seja, w serd o codigo de uma variavel se e somente se for o cédigo de uma
sequéncia (aq, ..., an) cujo primeiro termo é 0 (i.e., o cédigo de x), e todos os termos
seguintes sao SN(7). Dessa forma, w = "X, para algum j.

Combinando que Term(w) S|gn|f|ca que w codifica uma sequéncia que repre-
senta um termo, temos:

Term(w) <+ 0=0, sew =

0)));

((S
< Term(entr(w, 2)), se w = ((SN(s), entr(w, 2));
2)
),

(w,
+ Term(entr(w, 2)) A Term(entr(w, 3)),

se w = ((SN(+), entr(w, 2), entr(w, 3)))
= ((SN(x), entr(w, 2), entr(w, 3)));

< Var(w).

[Traduzindo: w sera o cédigo de um termo quando for (/) o codigo de uma sequéncia
cujo unico termo é 0; ou (/i) o cddigo de uma sequéncia cuja primeira entrada é "s™, e
a proxima é o codigo de um termo; ou (/i) o codigo de uma sequéncia cuja primeira
entrada € ou "+ ou "x7, sendo que as segunda e terceira entradas sdo cédigos de
termos; ou, finalmente, quando (iv) w codifica uma variavel.] Por ter uma definicao
por casos, em que cada caso apresenta somente fungdes recursivas, essa funcao é
recursiva.

De maneira similar, podemos determinar muitas outras relagdes que exprimem
ideias metatedricas — e.g., teremos que Form(w) vale se e somente se w € 0 nimero
de Gdodel de uma féormula escrita na linguagem de PA. Achamos desnecessario, no en-
tanto, exibir todas as definicées. Assim, elencamos abaixo apenas a mais pertinentes
ao nosso trabalho — e especificamos as definicbes de duas delas em seguida. Note
que, aqui, o simbolo < ocorre numa linguagem hibrida do portugués com o sistema
formal em que estamos trabalhando (e significa “se e somente se”):

» Var(a) & a é o cddigo (i.e., o numero de Godel) de uma variavel da linguagem
de PA;
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» Term(a) < a é o codigo de um termo (variavel ou constante) da linguagem de
PA;

» Form(a) < a € o cédigo de uma formula da linguagem de PA;

» Sub(a, b, c) = m< mé o codigo do resultado de substituir a variavel de cédigo b
pelo termo de cédigo ¢ na férmula ou termo de cédigo a;

* Liv(a, b) & b é (o cddigo de) uma variavel livre na férmula (de c6digo) a;
» Sbstvl(a, b, ¢) & a variavel b é substituivel pelo termo ¢ na formula a;

» AxL(a) < a é o cddigo de um axioma logico;

» Axl(a) < a é o codigo de um axioma de identidade;

» AxP(a) & aé o cbédigo de um axioma nao-logico;

* Ax(a) & a é o cbdigo de um axioma;

» Sb(a, b) & ambos a e b codificam férmulas, e b é o resultado de se substituir
uma variavel em a por um termo qualquer;

* MP(a, b, ¢) & a formula de codigo ¢ pode ser obtida das formulas de cédigo a e
b via modus ponens;

* IUni(a, b) & b é o resultado de se fazer a introdugdo do quantificador universal
em a;

* |[Exi(a, b) < b é o resultado de se fazer a introdugéo do quantificador existencial
em g;

» EUni(a, b) < b é o resultado de se fazer a eliminagdo do quantificador universal
em a;

« EExi(a, b) & b é o resultado de se fazer a eliminagcé&o do quantificador existencial
em g;

» Gen(a, b) & b codifica a formula obtida pela generalizacdo da férmula de cédigo
a.

[Como prometido, vamos definir formalmente duas dessas relacdes. Primeiramente,
veja que a partir de Var podemos definir uma funcédo que diz se algo é uma férmula
atémica — i.e., uma férmula sem operadores l6gicos —; neste caso, pela definicdo
3.1.2.(i), teremos uma férmula atémica quando tivermos uma sequéncia de simbolos
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em que o primeiro é o sinal de “igual a” e os outros dois simbolos representam termos
de PA. Assim, devemos ter:

AtomForm(a) < a = (entr(a, 1), entr(a, 2), entr(a, 3))A
A entr(a, 1) = SN(=) A Term(entr(a, 2)) A Term(entr(a, 3)).

Seguindo a definicdo 3.1.2, podemos ver que a seguinte relacao descreve todas as
formulas de PA:

Form(a) <+ Form(entr(a, 2)), se a= (SN(—), entr(a, 2)),

2
2)

)
+ Form(entr(a, 2)) A Form(entr(a, 3)),
se a= (SN(V), entr(a, 2), entr(a, 3))Vv
= (SN(A), entr(a, 2), entr(a, 3))V
= (SN(—), entr(a, 2), entr(a, 3)
= (SN(+»), entr(a, 2), entr(a, 3)
+» Var(entr(a, 2)) A Form(entr(a, 3)),
se a = (SN(3), entr(a, 2), entr(a, 3))V
= (SN(V), entr(a, 2), entr(a, 3)),

+» AtomForm(a), caso contrario.

W
)

(Perceba que nao precisariamos especificar os casos dos conectivos A, — e «», nem do
quantificador V, pois estes sao definiveis a partir de Vv, = e 3, como ja frisamos no inicio
desta secao. Mas uma definicdo como acima, embora redundante, nos parece mais
didatica, pois segue diretamente nossa primeira caracterizacao de férmulas, presente
na definicdo 3.1.2.)

Indo um pouco mais além na lista de relacdes metamatematicas, abaixo defini-
mos a introducao do quantificador existencial:

IExi(a, b) «+» Ix < ady < adz < a[Form(x) A Form(y)A
AVar(z) Na=((7,6,x,y))\
Ab=((7,6,((8,2, x)),y)) N —Liv(y, 2)],

lembrando que 6 = SN(—) e 7 = SN(V), e que a implicagdo p — g pode ser definida
como —p V q (que escrevemos V—pq). Como 8 = SN(3), temos que a relacao IExi(a, b)
se da quando existem trés numeros X, y, z < a tais que x, y codificam férmulas @x e
@y, Z codifica uma variavel — digamos, zy —, a codifica a implicagéo referida acima, b
codifica a implicagéo 3z1 ox — @y, € a variavel codificada por z ndo ¢ livre na formula
codificada por y.]

Todas as relacdes acima listadas sédo derivadas sucessivamente uma das outras,
partindo da func¢do Var; assim, fica claro que todas elas sao recursivas. Na pratica, isso
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significa que, para todas elas, temos uma maneira efetiva de decidir se determinado
codigo se refere, ou ndo, ao componente sintatico em questao. Além disso, perceba
que, embora tal lista tenha um potencial infinito (pois, por meio da aritmetizacao, pode-
mos “falar sobre” praticamente qualquer caracteristica do sistema PA que pudermos
identificar), o conjunto elencado acima engloba todos os individuos, axiomas e regras
de inferéncia do sistema aritmético que estamos descrevendo. Neste ponto, portanto, o
leitor ndo deve mais se surpreender com o fato de que existe uma relagéo entre nime-
ros naturais a qual se da quando um deles € o numero de Gédel de uma demonstracao
para a formula codificada pelo outro.

Para defini-la formalmente, basta identificarmos um prova em PA com uma
sequéncia finita de férmulas, em que o primeiro termo deve ser um axioma e o ultimo é
a formula que buscamos provar —i.e., o teorema. Todos 0s outros termos da sequéncia
sdo, também, axiomas, ou sdo obtidos destes pelas regras de inferéncia. Como cada
um desses termos da sequéncia possui um namero de Gdodel, essa sequéncia, em si,
pode ser vista como uma sequéncia numérica finita, do que segue que ela também
possui um codigo; da discussdo acima, alguma relagcéo recursiva deve descrevé-la.
Chamemos tal relacdo de Dem, de modo que Dem(a, b) vale se e somente se a é
o numero de Gddel de uma demonstragdo para a férmula com nimero de Gédel b.
Abreviando entr(a, i) = a;, fazemos:

Dem(a, b) «+» Seq(a) Alh(a) #0 A
A Vi < In(a){Form(a;)A
AN [Ax(aj) v 3j, k < i[Sb(a), aj))V
v MP(a;, ak, aj) v IExi(a), a;)Vv
Vv EExi(g;, &) v IUni(a;, a;)v
Vv EUni(g;, aj) v Gen(a;, a;)]I}A
Aentr(a, lh(a)e 1) = b.

Isto posto, ainda podemos definir mais uma fungéo, que traduz o primeiro con-
ceito epistemoldgico que introduzimos — a saber, a ideia de incerteza. Com efeito:
tomando a um numero de Gédel qualquer, ao fazermos

Bew(a) «» IxDem(x, a),

estamos aritmetizando a nog&o de que “a férmula codificada por a € demonstravel
no sistema PA”.'® Em suma, portanto, nossas indagacdes filoséficas presentes no
primeiro capitulo encontraram, finalmente, um aspecto formal. Mais ainda, neste mo-
mento somos capazes de falar sobre tais indagagdes metateoricas usando a propria
teoria (i.e., nossa duvida quanto a demonstrabilidade de uma conjectura se reduz

18 A escolha de notacdo vem de beweisbar, que significa “demonstravel” em alemao.
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a codificar tal conjectura e, posteriormente, buscar por algum x que satisfaca uma
equivaléncia como acima).

Vale notar, todavia, que o quantificador existencial em 3xDem(x, a) & ilimitado.
Isso ocorre porque, em principio, ndo temos como saber o tamanho de uma demonstra-
cao (e, além do mais, geralmente ha diversas maneiras de se demonstrar um teorema).
Por conseguinte, Bew ndo é, necessariamente, uma fungao recursiva.'® Como vere-
mos adiante, isso justifica o fato de o conjunto dos numeros de Gédel de teoremas de
PA ndo ser um conjunto recursivo (i.e., falando em termos de processos mecanicos,
nao é possivel especificar uma maquina para cada conjectura sobre a qual buscamos
uma decisdo). Com isso em mente, podemos dizer que, enfim, chegamos ao climax
de nossa argumentagdo: a seguir, mostraremos como construir sentencas indecidiveis
em PA, donde concluiremos que tal sistema é incompleto.

3.4 OS TEOREMAS DE INCOMPLETUDE DE GODEL

No inicio da se¢éo precedente, enfatizamos como, ao menos no quesito técnico,
a codificacao dos elementos sintaticos de PA constitui a parte mais importante do
argumento de Gddel. Tamanha relevancia ficou ainda mais evidente alguns paragrafos
atras, quando o conceito de prova foi, enfim, definido formalmente. Mas, como o leitor
deve ter percebido, embora a ideia de se atribuir nUmeros a simbolos seja, em esséncia,
algo muito simples, o que vimos posteriormente foi uma torrente de demonstragdes
carregadas de notagéo e, sendo complexas, bastante extensas (tanto que omitimos a
maioria delas).

Em contrapartida, o passo final que precisamos dar é baseado num artificio
bastante corriqueiro dentro das argumentacées matematicas — a saber, 0 processo
de diagonalizacao, usado desde Cantor em seu ja mencionado teorema. A rigor, a ideia
€ realmente muito simples, mas isso nao torna o argumento, de maneira nenhuma,
menos brilhante. Lembre, por exemplo, o que fizemos na se¢éo 2.1, quando mostramos
que determinada fung¢ao € Turing-incomputavel (ndo por coincidéncia, demos a ela o
nome de funcgdo diagonal). O passo crucial, tanto la como aqui, é aplicar, na fungao, o
valor correspondente a prdpria fungo. A diferenca é que, neste momento, o tal “valor”
de uma funcéo (ou, mais especificamente, de uma formula que a represente) tem uma
caracterizacao precisa, dada pelo seu numero de Gédel. Mais geralmente, dada uma
expressao E na linguagem de PA, dizemos que a diagonalizacdo de E € a expressao:

I[(x = "EY) A E].

9 A bem da verdade, Bew é uma relacdo recursivamente enumeravel, i.e., pertencente a classe um
nivel acima de R na hierarquia aritmética. Isso significa, grosso modo, que Bew pode ser obtida
de uma funcdo recursiva ao se inserir, nesta, apenas um quantificador ilimitado. E o que vemos,
claramente, em sua defini¢ao.
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[Como, em geral, uma expressao unaria R(t) é equivalente a Ix(x = t A R(x)), vamos
dizer que a diagonalizacao de E €, simplesmente, E(" E™).] Exemplificando, tome E =
E(x) <+ x+y =2, e considere m = "E™. Entdo, E representa a “reta discreta” x =2 — y,
i.e., 0 conjunto dos x € N que satisfazem tal equacao, com y fixo (embora arbitrario).
Ja sua diagonalizagéo, E("E™) «+» m+y = 2, representa o conjunto unitario que contém
somente o nimero y = 2 — m (ou, caso nao exista tal nimero, E representa ().

Assim, o processo de diagonalizacédo pode ser visto como a ideia de tratar as
proprias expressoes linguisticas como elementos sintaticos de uma nova expressao,
cuja “base” (i.e., a formula em que inserimos seu numero de Gdédel) € a propria ex-
pressao sendo inserida. No exemplo acima, todavia, nao obtivemos nada especial ao
aplicar o numero de Gddel da expressao a ela mesma (na verdade, apenas fizemos
surgir uma nova sentenca, derivada da original, que € verdadeira se e somente se for
verdadeira quando seu préprio numero de Gddel é aplicado em si mesma). O “pulo do
gato” em nosso argumento acontece quando aplicamos esse conceito a uma relagcao
definida a partir de Dem(x, y). Informalmente, a sentenca que iremos construir diz, em
linguagem aritmética, que ela, a propria sentengca que esta sendo enunciada neste
momento em italico, ndo é demonstravel dentro do sistema. Simbolicamente, teremos
que E «~ E("E™). Em outras palavras, por meio da diagonalizagéao, poderemos cons-
truir uma sentenga que faz referéncia a si mesma. Por isso, a chamaremos de uma
sentenca autorreferente.20

3.4.1 Primeiro Teorema: construindo sentencas indecidiveis

Vejamos, entédo, passo a passo, como representar tal sentenga na linguagem de
PA. Primeiramente, definimos, via recursdo primitiva, uma fungcao que exprime a ideia

20 Vale notar, entretanto, que o método de diagonalizacéo, definido da maneira que fizemos, é apenas
uma forma de se abstrair o conceito de autorreferéncia, especifica para a linguagem aritmética. Em
(SMULLYAN, 1994), define-se um método geral, chamado de citagcdo (do inglés quotation). Nele,
a distingdo entre os atos de usar e mencionar uma expressao (i.e., uma palavra, ou qualquer
componente sintatico de um sistema) tem papel crucial — por exemplo, convencionando que a
mengdo a uma expressao y é a expressao “y”, devemos concordar que € falsa a sentenca ‘Arara
tem cinco letras’, enquanto que “Arara” tem cinco letras’ é verdadeira. Neste sentido, o processo de
diagonalizagdo de uma expressao pode ser visto como o resultado de, ao mesmo tempo, usarmos
e mencionarmos tal expressao. Para obter autorreferéncia, inicialmente considere a frase ‘Hilbert
esta lendo x’, em que x varia sobre as expressdes da lingua portuguesa. Sua diagonalizacao,
evidentemente, sera

Hilbert esta lendo “Hilbert esta lendo x”.

Perceba, no entanto, que esta frase nao é autorreferente, pois ela nao diz que Hilbert esta lendo ela
mesma. Mas se considerarmos H como sendo a sentenga ‘Hilbert esté lendo a diagonalizagéo de x’,
entao a seguinte sentenca é autorreferente:

Hilbert esta lendo a diagonalizagdo de “Hilbert est4 lendo a diagonalizagdo de x”.

De fato: tal sentencga afirma que Hilbert estd lendo a diagonaliza¢éo de H, mas a diagonalizagéo de
H é, justamente, esta Ultima sentenca. O argumento de Gddel usa exatamente essa ideia — embora,
evidentemente, o faca dentro de um sistema formal, e ndo em lingua portuguesa.
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de algo ser o numero de Gddel de um numeral:

Num(0) = ((SN(0)));
Num(w + 1) = ((SN(s), Num(w))).

Assim, Num(k) = "k, para todo k € N. Em seguida, consideramos a relacéo binaria:
R(a, b) +» Form(a) A Liv(a, 0) A Dem(b, Sub(a, 0, Num(a))).

[Traduzindo numa linguagem hibrida, temos que tal relagédo vale se e somente se a
codifica uma férmula (digamos, &) na qual a variavel x ocorre livremente, e b codifica
uma prova para a férmula resultante da substituicdo, em &, da variavel x pelo codigo a
(i.e., pelo numero de Gédel da propria formula &).]

Evidentemente, R € uma relagao recursiva, do que segue que é fortemente
representavel na linguagem de PA — digamos, pela formula ¢(x, y). Faca, entao,
(X, y) ser a férmula Vy—@(x, y), e considere m = " ". Substituindo x pelo numeral
de m, obtemos a diagonalizacao de 1V, a qual designaremos o simbolo ©:

Perceba que © é valida quando nenhum cédigo representado por y é o numero de
Gobdel de uma demonstracao para a sentenca cujo numero de Gédel € representado
por m — mas, nesse caso, m € o cédigo da propria sentenca ©! Em outras palavras,
© € uma sentenga autorreferente que representa, em PA, a ideia de ela mesma nao
ser um teorema de PA. E essa sentenca, ©, que provaremos ser indecidivel. Daremos
a ela o nome de sentenca de Gédel.

Antes, no entanto, precisamos entender sob quais hip6teses os teoremas de
incompletude se verificam. Como dissemos, a justificativa para PA ser incompleto é
que seremos capazes de construir, efetivamente, uma formula que é verdadeira, mas
que nao pode ser demonstrada — nem refutada — usando as ferramentas disponi-
veis. Agora, quando construimos uma teoria axiomatica como o sistema aritmético
em questao, além de estabelecer um conjunto de axiomas potente o suficiente para
provar tudo aquilo que desejamos provar, outro objetivo que sempre temos em mente
€ que tais axiomas ndo podem, de maneira nenhuma, ser contraditérios. Caso isso
ocorresse, nossa teoria poderia provar, literalmente, qualquer coisa — ou seja, todas
as sentencgas verdadeiras de PA, bem como suas negacgédes, que sao falsas. Assim,
fica claro que o segundo aspecto € o mais imprescindivel: antes de nos perguntarmos
se uma teoria matematica é completa, devemos evitar os famigerados paradoxos.

Isto posto, devemos assumir que PA é um sistema consistente. Para provar
os teoremas, entretanto, precisamos de uma hipdtese mais forte, chamada de w-
consisténcia:



Capitulo 3. Incompletude dos sistemas aritméticos 76

Definicao 3.4.1. O sistema PA é dito ser w-consistente quando para toda féormula
@(x), tem-se que

se PAF ¢(0), PAF @(1), ..., PA - @(f), ..., entdo PA ¥ Ix-@(x).

Ou seja, PA é w-consistente se e somente se ele prova, individualmente, cada
uma das férmulas @(m), e ndo prova a existéncia de um numero natural tal que —¢. Por
outro lado, uma teoria sera w-inconsistente quando ela provar todas as férmulas ¢(m),
mas, contraditoriamente, também provar a negacao daquilo que seria ébvio concluir
(i.e., ela prova a negacao de Vx@(x)). O proximo resultado justifica o fato de tal ideia
ser mais forte do que a de consisténcia simples:

Teorema 3.4.1. Se o sistema PA é w-consistente, entdo é consistente.

Demonstracdo. Suponha que PA é w-consistente. Pela discussédo que fizemos ante-
riormente, se PA fosse inconsistente, todas as férmulas escritas em sua linguagem
seriam teoremas. Entao, basta provar que ao menos uma férmula ndo é um teorema
de PA. Com efeito: considere a formula x = x, que é um axioma légico de PA. Entao,
tem-se que PA F x = x. Por substituicdo, segue que para cada n € N, PA+n = n.
Assim, da w-consisténcia de PA, concluimos que

PA ¥ dx—(x = x).

Com isso, finalmente podemos provar o tdo anunciado

Teorema 3.4.2 (Primeiro Teorema de Incompletude). Se PA é um sistema w-consisten-
te, entdo € incompleto.

Demonstracdo. Tudo que precisamos provar é que a sentenca de Gddel nao é de-
monstravel em PA, nem sua negagao. Em simbolos, temos que derivar PA ¥ © e
PA ¥ =0. Assim, por reductio ad absurdum, suponha que PA F ©, o que significa que
© possui uma prova em PA. Seja k o numero de Goédel de tal prova. Recordando a
relacdo R que deu origem a © anteriormente, temos R(m, k), em que m é o numero
de Goédel de ©. Como R € fortemente representavel pela férmula ¢, temos que

PA I o(m, k).
Mas da hipétese de que PA + D, i.e., que PA + VYy—@(m, y), obtemos:
PA F —@(m, k).

Ou seja, temos que PA é inconsistente; mas isso € impossivel, ja que PA é w-consistente.
Dessa forma, concluimos que PA ¥ ©.

Para o outro caso, veja que PA ¥ ©, que acabamos de provar, significa que nao
ha sequer um numero natural que codifica uma demonstracao para a férmula ©. Assim,
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para qualquer n € N vale que —=R(m, n), e como ¢ representa tal relacédo, temos que
para todo numero natural n,

PA b —q(m, ).

Dai, vem da w-consisténcia de PA que PA ¥ 3y—[-¢(m, y)], 0 que é equivalente a
PA ¥ =Vy—@(m, y). Por sua vez, -V—@(m, y) € a negagao de o, donde concluimos,
finalmente, que PA ¥ -0, e temos o resultado. O

Ha, nessa prova, alguns pontos interessantes a se notar. Primeiro, veja que
PA ¥ © estabelece exatamente o que a sentenca © diz — i.e., que ela mesma nao
€ demonstravel em PA. Logo, © é verdadeira. Nesse sentido, podemos derivar um
argumento semantico para o teorema acima: supondo que © nao fosse verdadeira, i.e.,
que ela tivesse uma prova em PA, entdo tal sistema provaria uma sentenca falsa, o
que é absurdo se considerarmos que PA é correto (i.e., um sistema cujos teoremas
sao apenas sentencas verdadeiras). Assim, - deve ser falsa; como ela diz que pode,
de fato, ser demonstrada em PA, entdo temos que —-© também nao € um teorema, e
dai © é indecidivel.

Outro aspecto € que a hipétese de w-consisténcia ndo precisou ser usada na
obtengéo de PA ¥ ©. A bem da verdade, podemos construir, com as ferramentas que
ja temos, uma sentenca diferente de © que também é indecidivel, mas sem precisar
supor a condigcdo mais forte de w-consisténcia. O responsavel por essa construgao
foi Barkley Rosser (1907-1989), e por isso designaremos o simbolo A a tal sentenca.
A maneira como procedemos € bastante similar ao que fizemos anteriormente: em
primeiro lugar, considere a relacao binaria

P(a, b) «+» Form(a) A Liv(a, 0) A Dem(b, Sub(((6, a)), 0, Num(a))).

Como na construcdo de ©, temos que a codifica uma formula (digamos, &) e que x
ocorre livre em &. Aqui, b também serd o cédigo de uma demonstragdo; nesse caso,
no entanto, ndo substituimos a na férmula que este niumero codifica, mas em sua
negacgao, —&. Evidentemente, P é recursiva, logo é fortemente representavel em PA —
digamos que pela férmula 9(x, y). Lembrando a relacao R definida anteriormente, e
que ¢ a representa, seja x(x) a seguinte formula:

Ve(x,y) = 3z[z < y A D(X, 2)]}.
Colocando n ="x(x)" e aplicando x(n), temos a sentenca de Rosser:
vyie(n,y) — 3z[z < y AD(n, 2)]}. (13)

Agora, perceba que para cada y € N, temos que R(n, y) é valida se e somente
se y codifica uma prova para a formula cujo numero de Gddel é n, i.e., a férmula
x(n) = A. Da mesma forma, temos P(n, y) se e somente se y € o numero de Gddel
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de uma demonstracao para —x(n) = —=A. Como a definicdo de A, em (13), envolve
a representacao dessas duas ideias na linguagem de PA, vemos que a sentenca de
Rosser diz 0 seguinte:

Se ha uma prova para A, entdo também ha um prova para —-A. Além disso,
0 numero de Gédel da ultima é menor do que ou igual ao numero de Gédel
da primeira.

Ou seja, temos que A diz, sobre si mesma, que caso ela seja demonstravel em PA,
entdo sua negacao também deve ser. Logo, A € autorreferente. Vejamos que, como o,
também é indecidivel.

Teorema 3.4.3 (Primeiro Teorema de Incompletude, versao de Rosser). Se PA é um
sistema consistente, entdo € incompleto.

Demonstracdo. Vamos proceder da mesma forma que no teorema 3.4.2; as Unicas
diferencas serdo nossa hipotese e a complexidade da sentenca que queremos provar
ser indecidivel. Assim, por contradicdo, suponha que PA + A. Destrinchando, temos
que

PA = Vy{e(n,y) — 3z[z < y A3(n, 2)]}. (14)

Como A é um teorema de PA, existe k € N tal que k € o numero de Gddel de uma prova
para A — ou seja, vale R(n, k), do que segue que PA I ¢(7, k). Ora, mas substituindo
y por k em (14), e eliminando o quantificador universal, temos que

PA - (7, k) — 3z[z < k A, 2)].
Portanto, via modus ponens, obtemos:
PA - 3z[z < k AY(A, 2)]. (15)

Agora, como PA é consistente, A nao pode ser um teorema; isso significa que para
todo y € N, vale que —P(n, y). Sendo & a representacao, em PA, da relagao P, podemos
concluir que PA - —d(7, j), para todo j € N. Em particular, temos que

PA - =3(n,0) A =37, 1) A ... A =7, k).
Mas pelo lema 3.2.3, é verdade que
PA - —9(7,0) A ... A =N, k) = Vz[z < k — —9(A, 2)],
do que segue, novamente por modus ponens, que
PAVz[z < k — —3(, 2)].

Isso, junto de (15), nos diz que PA é inconsistente, 0 que é absurdo. Assim, nossa

hipétese PA - A deve ser falsa, e concluimos que a sentenca de Rosser nao é de-

monstravel no sistema. Prossigamos mostrando que também n&o pode ser refutada.
Novamente por contradicdo, suponha que PA - —=A. Reescrevendo, temos:
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PA+ =Vy{e(n,y) — 3z[z < y Ad(n, 2)]}.

Seja, entédo, | € N o numero de Gddel de uma prova para —A. Assim, vale P(n, /), e dai
PA I- 9(n, /). Como PA é consistente, tem-se que PA ¥ f, i.e., nenhum nimero natural
codifica uma demonstracao para a sentenca de Rosser, do que segue que —R(n, y),
qualquer que seja y € N. Temos, portanto, que PA + —¢(7, /), para todo j € N. Em
particular,

PAF —@(A,0) A ... A —o(n, ).

Novamente usando o lema 3.2.3, e via modus ponens, temos que
PAFy <1 — —@(,y). (16)

Por outro lado, perceba que, pela introducdo do quantificador existencial, é verdade
que

PAF[I < yAdM D] — 3z[z < y A, 2)].

Ora, acima j& obtivemos PA I- 8(n, /), entdo também é verdade que
PAFI<y—3z[z<yAdn,2)]. (17)

Do lema 3.1.1(3), vem que PA - / < y V y < [. Juntando isso com o que obtivemos em
(16) e (17), chegamos a

PAF —o(n,y) Vv 3zlz < y Ad(n, 2)].

Finalmente, como —p Vv g é equivalente a (ou melhor, é justamente a definicao de)
p — @, basta usarmos a regra de generalizagado para obter:

PAEVy{o(n,y) — 32[z < y A (A, 2)]},

i.e., PA F A. Mas nosso sistema é consistente, entao isso é impossivel. Dai, concluimos
que PA ¥ —A, e a sentenca de Rosser é indecidivel. O

Note que, assim como a sentenca de Gddel, A € verdadeira, pois PA ¥ A signi-
fica que @(n, y) € sempre falsa, logo a implicacao presente em A deve ser verdadeira,
por vacuidade. Usando um argumento semantico, temos que caso A fosse falsa, —A
seria verdadeira, e ela diria que “minha negacéo é uma teorema de PA, mas eu néao
sou”. Por separacgao, teriamos que uma sentenca falsa (i.e., a negagéo de —=f) é um
teorema de PA — o que é impossivel, dado que PA é correto.

Ambas as provas que demos acima séo, a bem da verdade, casos particulares
de um ideia um pouco mais geral. Ao olharmos a construcdo das sentencgas de Gddel
e de Rosser, vamos observar que, antes de tudo, foi necessario construir relagdes
recursivas que exprimem o processo de diagonalizagdo. O resultado foi derivarmos
sentencas autorreferentes, i.e., férmulas fechadas E tais que E < P("E"), para de-
terminadas propriedades P exprimiveis na linguagem de PA —no casode ©, P é a
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propriedade de nao ser demonstravel; neste sentido, o nimero de Gédel de © pode ser
visto como um ponto fixo do predicado de nao-demonstrabilidade. A forma geral que
queremos estabelecer para o Primeiro Teorema de Incompletude se baseia, sobretudo,
neste conceito.

A seguir, provaremos o resultado que sintetiza a ideia de autorreferéncia presen-
tes nas sentencas de Gddel e de Rosser, ao estabelecer o fato de que toda férmula
aberta (numa Unica variavel) de PA possui pontos fixos. Dessa forma, temos que © e
A sdo apenas casos especiais de tal resultado, quando o aplicamos a férmulas que
representam propriedades de demonstrabilidade dentro do sistema.

Lema 3.4.1 (Lema Diagonal). Para toda formula ¢(x), livre somente em x, existe uma
sentenca\ tal que

PAE ) < @()7).

Demonstragdo. Primeiro, combinemos que Sub(x, y, z, w) é a representagédo de Sub
na linguagem de PA. Fazendo Sub’(x, y, z) = Sub(x, y, Num(z)) e representando tal
relacéo por Sub’, seja 8 a seguinte férmula:

vy[Sub’(x,0, x,y) = @(y)]-

Ou seja, 6(x) diz que se y representa o resultado da substituicdo de uma variavel pelo
termo codificado por x na expressao codificada por x, entdo vale ¢(y). Seja, entao,
m = "0(x)", e faca 1\ ser a diagonalizagdo de 0, i.e., 6(m). Com isso, as seguintes
equivaléncias sao teoremas de PA:

Y« 6(m)

< Vy[Sub'(m,0,m, y) — o(y)]

& Vy[Sub'(T8(x)7,0,m, y) — o(y)]

< @("6(m)")

< oM7),
[Perceba que a penultima equivaléncia se da porque caso seja verdade que “y repre-
sentar a substituicao da variavel livre em 6 pelo termo m” implica ¢(y), entao é verdade
que a aplicagao dessa substituicdo em ¢ vale.] O

Para provar o teorema em sua forma geral, considere a relagao recursiva Dem,
e seja Dem uma férmula que a represente fortemente. Colocando Bew como sendo
a férmula 3xDem(x, y), temos que Bew representa a relacdo Bew(y). Tomando uma
formula T arbitraria e supondo que ela seja um teorema de PA, entao é ébvio que a
relacédo Bew(" 1) é valida (pois ela diz, exatamente, que t € demonstravel no sistema),
e dai Bew("1") &, também, um teorema de PA — ou seja:

se PA - T, entdo PA - Bew("17).
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A reciproca, em geral, ndo € verdadeira. Perceba, no entanto, que o Lema Diagonal
nos garante que —-Bew possui um ponto fixo. Isso, junto da reciproca da implicacao
metatedrica acima, serdo as hipoéteses do resultado que queremos mostrar:

Teorema 3.4.4 (Primeiro Teorema de Incompletude, Formal Geral). Seja T uma sen-
tenca qualquer na linguagem de PA, e suponha que PA - t < —Bew("t"). Entéo,
fem-se que

1. PAF T;

2. se para toda sentenca\ na linguagem de PA for verdade que

se PA+ Bew("\"), entdao PA 1,

entao PA ¥ —.

Demonstragdo. Por contradicdo, suponha que PA + t. Entdo, do comentario feito
anteriormente, vem que PA - Bew("t"). Mas como T € ponto fixo de —-Bew, e Bew
equivale a ——Bew, concluimos que PA F —t, 0 que é absurdo, assumindo que PA é
consistente. Dai, PA ¥ .

Para o segundo item, suponha que PA - —t. Entédo, PA - ——Bew("t"), do que
segue que PA - Bew("1). Isso, por hipétese, implica PA I T, o que contradiz o primeiro
item. Assim, PA }* —. ]

Como um ultimo comentario (por ora) sobre o Primeiro Teorema, perceba que
tanto nos casos particulares quanto no caso geral, que acabamos de provar, a sentenca
que construimos tem a forma Vy[n(y)], para alguma férmula . Com efeito: em ©, temos
que n é —@(m, y), com ¢ representando a relagcdo R. Como PA ¥ ©, e R(m, b) nos diz
que b codifica uma prova para o resultado de se substituir, na formula de cédigo m,
o préprio numero m, concluimos que para todo n € N, PA - —@(m, n), i.e., PA - n(n);
no entanto, a férmula com quantificador universal, i.e., ©, ndo pode ser provada. Em
outras palavras, cada uma das instancias da sentencga indecidivel de Gédel, Vy[n(y)],
€ demonstravel em PA, e, portanto, decidivel. [Ja a sentenga do caso geral é da forma
—-3yDem(y, 1), equivalente a Vy[n(y)], em que n(y) &, simplesmente, ~-Dem(y, "t7).]

3.4.2 Segundo Teorema: a indecidibilidade da consisténcia

Prossigamos, entdo, com o Segundo Teorema. A bem da verdade, podemos
vé-lo como um mero corolario do Primeiro, pois, assumindo w-consisténcia, ele sim-
plesmente nos indicard mais uma sentenca indecidivel em PA. O que o torna téao
importante €, justamente, o conteudo de tal sentenga; chamando-a por Conpa, €la diz
que o sistema PA é consistente. Ou seja, assumindo que PA é consistente, vamos
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concluir que é impossivel, usando as ferramentas do sistema, provar esta hipétese
(bem como refuta-la).

Como o fato de uma teoria ser consistente equivale ao fato de tal teoria ndo
demonstrar qualquer contradi¢do, parece bastante natural tentar definir Conpp como
sendo a féormula -Bew(c), em que ¢ € N codifica a negacao de um teorema de PA.
Ora, sendo 0 # 1 demonstravel no sistema, basta, entdo, fazermos

Conpp < ﬂBew(OT).
Reforcando o que dissemos acima, poderiamos colocar qualquer outra afirmacao
absurda no lugarde 0 = 1, como 2 +2 = 5 ou 1 < 0, pois, quando aplicamos seus
numeros de Gddel a funcao Bew, representada por Bew, temos uma sentenca falsa.
Mas sera que essa é, essencialmente, a Unica maneira de se aritmetizar consisténcia?

Veja que o modo como definimos Conpp é, antes de tudo, uma maneira indireta
de dizer que PA é consistente: embora todas as sentencas na forma —Bew(c) sejam
equivalentes, nés precisamos escolher um absurdo em especifico. Isso contrasta com
© e A, por exemplo, que foram obtidas, via diagonalizagdo, de rela¢cdes que descreviam
explicitamente a nogao de demonstrabilidade de alguma férmula aritmética. Assim, o
questionamento acima se mostra mais delicado do que aparenta, e, em decorréncia
de uma eventual resposta negativa, faz surgir outra duvida: havendo outras formas
de expressar consisténcia, sera que alguma delas é demonstravel — ou, num cenario
catastréfico — refutdvel em PA? Se esse for 0 caso, o0 Segundo Teorema de Incomple-
tude é, ironicamente, “incompleto” (i.e., num sentido totalmente diverso de tal palavra:
neste viés, tal teorema néo garantiria a indecidibilidade de todas as sentencas que
traduzem a consisténcia de PA).

Uma caracterizacao para a consisténcia de PA que difere da forma —-Bew(c) é a
seguinte:

Conp, «» —3x[Bew(x) A Bew(-x)],

em que —(x) representa a relagédo recursiva que leva o numero de Gdédel de uma
formula ao nimero de Gédel de sua negagado. Nesse caso, Conp, diz que néo existe
um numero que codifica uma férmula que é, ao mesmo tempo, demonstravel e refutavel.
Perceba que isso, no entanto, traduz a mesma propriedade que —-Bew(¢): em PA, nao
podemos provar uma sentenga e, depois, também provar sua negagédo. Assim, nao é
surpresa alguma que Conpp € Con’PA sao equivalentes, i.e., que

PA I~ COﬂpA < COﬂi:;A.

O mesmo ocorre com varias outras sentencas que expressam a ideia de consisténcia.

Aqui, entdo, poderiamos ir além, e nos perguntar se ndo existe alguma outra
expressao, menos Obvia, mais intrincada, que indique a consisténcia de PA. Em ver-
dade, temos que sim, tais caracterizagdes existem; algumas delas, inclusive, podem
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ser demonstradas em PA! Mas deixemos essa discussao para depois da demonstra-
cao. Para finalizarmos a parte introdutéria ao Segunda Teorema, coloquemos apenas
0 seguinte: se quisermos que a relagéo representada por Conpp — i.e., =Bew(c), com
¢ € N codificando um absurdo — satisfaca algumas propriedades interessantes, entao,
de fato, a forma geral —-Bew(C) é tudo o que gostariamos de provar, quando dizemos
que queremos que PA seja consistente.

As propriedades a que aludimos acima sdo chamadas de condi¢des de deriva-
bilidade dos predicados de demonstrabilidade. Elas sintetizam o que é esperado de
uma fungéo que diz se “algo € o numero de Gddel de um teorema de PA”. Colocando
D como uma férmula que representa um predicado qualguer como esse, temos:

(D1) Se PA ¢, entdao PA-D("¢™);

(D2) PAED("¢") — D(D("¢);

(D3) PAED("@ =) = [D("e ) = D" ).

Como ja explicamos anteriormente, a propriedade (D1) é satisfeita trivialmente
se o predicado D expressa a relacdo de demonstrabilidade em PA; assim, temos
que, em particular, Bew satisfaz tal propriedade. (Na verdade, usamos este fato na
demonstragao do ultimo teorema.) Prosseguindo, (D2) é simplesmente a formalizagao
de (D1), no sentido de que a implicacdo metatedrica, presente no primeiro item, adquire
um carater puramente sintatico, expressado pelo simbolo —. Finalmente, (D3) mostra
como a demonstrabilidade é preservada pela principal regra de inferéncia do sistema
(modus ponens). A rigor, poderiamos provar que nao s6 (D1), mas todas elas séo
satisfeitas por Bew. No entanto, isso seria, ao mesmo tempo, tedioso e demorado, de
modo que apenas indicamos a leitura do segundo capitulo de (BOOLOS, G. S., 2008).
Com isso, podemos provar o Segundo Teorema:

Teorema 3.4.5 (Segundo Teorema de Incompletude). Se PA é w-consistente, entao
Conpy, € indecidivel.

Demonstragéo. De inicio, nossa estratégia sera mostrar que Conpp € equivalente a
um ponto fixo de —-Bew. Pelo teorema 3.4.4, Conpp ndo sera um teorema de PA. Seja,
entdo, T uma féormula na linguagem de PA tal que PA I T ++ -Bew("1 ). Pelo Principio
de Explosao, temos que

PAL(0=T)> .

Assim, pela propriedade (D1), ficamos com

PA - Bew("(0 = 1) — 7).

Mas isso, junto da propriedade (D3), deve nos dar
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PA+ Bew("0 =17) — Bew("1"),

e pela contrapositiva, obtemos PA - -Bew("t") — —Bew("0 = 17). Agora, pela defini-
céo de T, temos que PA - T — —-Bew("1). Essas duas Ultimas nos d&o, imediatamente:

PA -1 — —Bew("0=1).

Ou seja, PA+ t — Conpyp, € temos um dos lados da equivaléncia que buscamos.
Para a reciproca, primeiro observe que a propriedade (D2), aplicada a férmula
T, nos da
PA I- Bew("t") — Bew("Bew("1")). (18)

Novamente usando a definicdo de T, temos que PA - Bew("t") — —1 (usando contra-
positiva). Assim, por (D1) e (D2), temos sucessivamente que

PA I- Bew("Bew("t7) — —17);
PA I Bew("Bew("t ")) — Bew("—1). (19)
Consequentemente, de (18) e (19) vem que

PA - Bew("T7) — Bew("—7 ). (20)

Observando que =t — [t — (=T A T)] € um teorema de PA (pois é uma tautologia),
usamos (D1) e (D3) para obter:

PA - Bew("™—1") — Bew("t") — Bew("T A —T). (21)

Mas veja que [p — (g — )] — [(g — p) — (g — r)] também é uma tautologia. Logo,
fazendo as substituicdes apropriadas, temos que

PA H{Bew("=t) — [Bew("T) — Bew("t A —7T)]} —

s {[Bew("T7) — Bew(T—7 )] — [Bew("T) — Bew("T A 7).

Agora, como as implicacbes acima, relativas a p — (q — r) e g — p, sdo exatamente
0 que obtivemos em (21) e (20), temos imediatamente que

PA - Bew("t") — Bew("t A —T). (22)

Ora, T A —T é equivalente a (0 = 1), do que segue que PA - (t A —1) — (0 = 1). Usando
(D1) e (D3), ficamos com

PA+Bew("TA—T') — Bew("0=1").

Isso, juntamente de (22), nos da PA + Bew("t ') — Bew("0 = 17). Pela contrapositiva,
obtemos:

PA - —-Bew("0=17) — —-Bew( 1),
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e das definicdes de Conpp e T, vem que PA - Conpp — 1. Com isso, completamos a
prova da reciproca, e finalmente temos que

PA COHPA — T,

i.e., a sentenca que expressa a consisténcia de PA é equivalente a um ponto fixo de
—Bew. Portanto, PA ¥ Conpa.

Para ver que a consisténcia de PA tampouco pode ser refutada, primeiramente
veja que, sob a hipdtese de PA ser consistente (presente no enunciado deste teorema),
temos que:

para qualquer n € N, PA+ -Dem(n, 0 = 17),

em que Dem(x, y) é a férmula que representa a relagdo Dem. Assim, caso pudéssemos
provar a consisténcia de PA, teriamos que

PA - Vy—Dem(y, 0 = 17).

Ou seja, temos que a nao-demonstrabilidade da consisténcia de PA se traduz como a
impossibilidade de se obter a conclusao acima a partir do fato de que nenhum n € N,
em particular, prova um absurdo. Por isso — i.e., por PA ndo provar algo que seria
esperado de uma axiomatica que se baseia nos nimeros naturais e, principalmente,
em sua ordem inerente —, chamamos PA de um sistema w-incompleto.

Suponha, agora, num cenario equivalente a hecatombe da Matematica como um
todo, que possamos provar que PA é inconsistente, i.e., que PA - —-Conpa. Escrevendo
como acima, teriamos que PA - —Vy—Dem(y, 0 = 17) — ou, melhor ainda:

PA - 3yDem(y, 0 = 17).

Ora, mas isso, junto ao fato de que todo n € N prova que —Dem(n, ™0 = 17), nos diz
que PA é w-inconsistente, o que € absurdo. Assim, concluimos que

PA ¥ —=Conpa,
e finalmente temos o resultado. O
Algo a se notar no procedimento de prova acima é que, de maneira geral, fomos
capazes de mostrar a equivaléncia entre Conpp € qualquer sentenga que enuncia
sua nao-demonstrabilidade (i.e., qualquer ponto fixo de —Bew). Pela transitividade da

equivaléncia, isso nos diz que dados quaisquer pontos fixos de —-Bew — digamos,
formulas ¢ e 1 tais que

PAL ¢ <> -Bew(T@7) e PA -\ <> -Bew(™7),

deve-se ter que PA - ¢ < 1. Em particular, quaisquer duas sentencas de Gddel sao
equivalentes (bem como quaisquer duas sentencas de Rosser o s&o).
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O leitor também deve perceber que, uma vez formulada a sentenga que afirma
a consisténcia de PA, podemos dar um aspecto realmente formal ao Primeiro Teorema.
De fato: tudo que ele diz é que “se a Aritmética de Peano for consistente, entao
ha alguma sentenca indecidivel dentro dela”. Ora, tomando uma sentenca indecidivel
qualguer — como © ou A —, que sabemos existir, pois ja provamos o Primeira Teorema,
essa ideia metatedrica pode ser descrita pela seguinte implicagéo:

Conpa— —Bew(™®7) A -Bew(™-D").

Portanto, o que segue do Primeiro Teorema é que tal implicacao € um teorema de PA —
i.e., que

PA = Conpp— ﬂBew(@) A —Bew("=-07).

Agora, como prometido, vamos exemplificar uma sentenga que também ex-
pressa a consisténcia de PA, mas que pode ser decidida dentro do sistema. Primei-
ramente, chame de ny o nimero de Gédel da sentenga 0 = 1, e considere a férmula
Dem/(x, y), dada por

Dem(x, y) A -Dem(x, ng).

Como 0 = 1 ndo é um teorema de PA, pode-se ver facilmente que para quaisquer
m,n € N, a equivaléncia Dem(m, n) <+ Dem’(m, n) € um teorema de PA. Em outras
palavras, esta nova férmula, Dem’, também representa fortemente a relagdo Dem.
Assim, chame por Conp, a seguinte formula:

—-3xDem’(x, ny),

que abrevia ~3x[Dem(x, 0 = 17) A -Dem(x, ™0 = 17)]. Mas isso é perfeitamente de-
monstravel em PA, uma vez que estamos assumindo a Lei de Nao-Contradicéo (pre-
sente da logica de primeira-ordem embutida no sistema). Por conseguinte, temos que

PA = Conp,

0 que prova que a consisténcia de PA, quando formulada dessa maneira, €, de fato,
decidivel em PA. Perceba, no entanto, que Dem’ nio satisfaz as condigbes (D1) e (D2);
assim, embora tal sentenca expresse a consisténcia de PA, ndo podemos dizer que
ela é um predicado de demonstrabilidade.

Além do mais, mesmo que Con’F’,A seja um teorema, e que disso possamos con-
cluir que “se PA é consistente, entdo podemos demonstrar um sentenga que expressa
tal consisténcia”, de maneira nenhuma podemos inferir que a Aritmética de Peano é,
de fato, consistente. Com efeito: se PA fosse inconsistente, nés também poderiamos
provar Conp, — pois poderiamos provar qualquer coisa —, € isso com certeza nao
nos diria que PA é consistente. Como apontado em (SMULLYAN, 1992), acreditar na
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consisténcia de um sistema simplesmente pelo fato de que ele consegue provar sua
consisténcia é tao insensato quanto acreditar piamente nas palavras de uma pessoa
que afirma nunca mentir.2! No mesmo sentido, o fato de 0o Segundo Teorema nos
dizer que PA nao consegue decidir sobre sua prépria consisténcia tampouco deve ser
encarado como algo que impossibilite tal consisténcia. A bem da verdade, ele apenas
nos diz que PA é incapaz de derivar uma certa sentenga sobre si mesmo, bem como
sua negacao (lembre-se: a indecidibilidade de Conpp € apenas um caso particular de
algo que provamos no Primeiro Teorema).

Para finalizar esta subsecéo, toquemos num ponto crucial dos teoremas de
incompletude, concernente a extensao e abrangéncia dos mesmos. Pois bem: tudo
que vimos até agora € que um sistema aritmético especifico, que formaliza a teoria
elementar dos numeros naturais (a0 que demos o nome de PA), possui, sob a hi-
poétese de w-consisténcia, ao menos trés sentencgas indecidiveis — a saber, O, A e
Conpp (embora, como apontado acima, todas sejam equivalentes, uma vez que todas
sao pontos fixos da férmula que exprime a ndo-demonstrabilidade). Sendo assim, o
leitor poderia se perguntar: “Ora, se quisermos construir um sistema PA’, semelhante
a PA, que seja completo, ndo bastaria adicionar uma dessas sentencas (e, por conse-
guinte, todas as trés) como um novo axioma?”. Em outras palavras, serd que nao é
possivel estender PA a um sistema PA’, cujo axioma (P8) é, por exemplo, ©, de modo
que PA’ ndo tenha sentencas indecidiveis?22

Infelizmente, a resposta é negativa. Mas é justamente isso que torna os teo-
remas de incompletude tdo fortes.23 Nesse sentido, dizemos que PA n&do é apenas
incompleto, mas essencialmente incompleto, ou incompletavel: mesmo que tomemos
© como um axioma, de forma que seja uma sentenca decidivel em PA’, ainda teremos
como interpretar PA’ da mesma forma que interpretamos PA (ja que o modelo de am-
bas seria 0 modelo padréo, 91y). Assim, 0 mesmo método usado para construir & em
PA pode ser aplicado para construir, em PA’, uma sentenca indecidivel ‘©. Podemos
fazer isso indefinidamente, adicionado ‘© como um novo axioma da extensdo PA” de
PA’, e produzindo uma nova sentenga indecidivel ‘O, que se tornara um axioma da ex-

21 Essa analogia pode ir muito longe. Numa outra obra do mesmo autor, referenciada em (SMULLYAN,
1987), muitos dos aspectos e consequéncias dos teoremas de incompletude sao tratados por um
viés psicoldgico. Ao considerar sistemas formais como sendo seres conscientes que argumentam
(i.e., raciocinam dentro de suas cabecas) usando regras analogas as de inferéncia, e fazendo o
paralelo entre “demonstrar” (uma nog¢éo intrinseca a sistemas formais) e “acreditar” (uma nocao
intrinseca a razdo humana), podemos interpretar o Segundo Teorema como uma constatacao do
seguinte tipo, feita por um ser humano qualquer que raciocina sobre sua propria razao: “Mesmo que
seja impossivel eu me contradizer, eu ndo consigo acreditar que eu jamais va entrar em contradicao
em algum raciocinio”.

22 A rigor, dada uma teoria (i.e., um sistema formal) T qualquer, dizemos que T’ estende T (ou que T é
uma subteoria de T') quando T’ possui as mesmas constantes ndo-légicas de T, e consegue provar
todos os teoremas de T.

23 A bem da verdade, a prova original de Gédel abrange uma classe muito maior de sistemas formais,
nao apenas aqueles que se baseiam em légica de primeira ordem, pois se da no campo da teoria de
tipos (que Russell e Whitehead descrevem em seu Principia).
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tensdo PA”, etc. Como consequéncia, obtemos uma quantidade infinita (enumeréavel)
de sistemas aritméticos incompletos.

A pergunta que naturalmente surge é se existem sistemas formais menos ro-
bustos que PA (i.e., algum fragmento deste sistema) para os quais os teoremas de
incompletude n&o se aplicam. A resposta, como esperado, também é negativa (obvi-
amente, nesse caso, se considerarmos sistema formais aritméticos, i.e., teorias que
buscam definir propriedades dos niumeros naturais). Acontece que as sentencas inde-
cidiveis © e Conpp, cujas construcdes apresentamos, também podem ser formuladas
em teorias mais fracas, como a aritmética de Robinson — devido a R.M. Robinson —,
igualmente conhecida como aritmética minimal, ou Q. Nela, substituimos o esquema
(enumeravel) de axiomas de indugao pelo Unico axioma

VX[x #0 — Jy(x = s(y))].

Essa é uma teoria bastante fraca: com ela, nem ao menos conseguimos provar que as
operacgdes elementares (+ e x) sdo comutativas. No entanto, pode-se provar que todas
as relacdes recursivas sao representaveis nesse sistema, de modo que, supondo-a
consistente, deve ser incompleta. Além disso, como tal axioma é um teorema de PA,
temos que Q é uma subteoria de PA. Pelo mesmo argumento usado no paragrafo
anterior, concluimos que Q também é essencialmente incompleta.2

Com isso, é bastante plausivel concluirmos que qualquer formalizacao de qual-
quer fragmento da Aritmética (considerando Q como a teoria minima) deve ser in-
completo. Mais ainda, todas devem ser incompletaveis. Evidentemente, por esse nao
ser nosso objeto de estudo, ndo fugiremos do escopo a ponto de mostrar como cada
sistema aritmético formal (de primeira ou de segunda ordem) deve ser essencialmente
incomple’[o;25 acreditamos, no entanto, ter dado razdes suficientes para o leitor se
convencer de quao fortes (e amplos) sao os teoremas de incompletude de Gddel.

3.4.3 Sobre a existéncia de Papai Noel, a indefinibilidade da verdade e outras
consequéncias dos Teoremas

Ha algumas conclusdes que nos saltam aos olhos quando nos deparamos com
os enunciados, bem como com os métodos de prova, dos teoremas de incompletude.
Na mesma medida, é natural que varios questionamentos surjam quanto a aplicabili-

24 E comum, na literatura, provar a incompletude de Q, no lugar de PA, pois, como o nome sugere,
Q é a teoria mais enxuta possivel para descrever relagdes aritméticas — e sendo ela incompleta,
qualquer extensdo da mesma (como é o caso de PA) também deve ser. Nossa escolha em descrever
PA, e ndo Q, se deve principalmente ao fato de PA provar a maioria dos resultados elementares de
teoria dos numeros (algo que evidenciamos ser Q incapaz de fazer).

25 Em (SMULLYAN, 1992), por exemplo, prova-se que a aritmética com exponenciacdo também é
incompleta. Mais geralmente, pode-se provar que a propria teoria dos conjuntos (com a axiomatica
ZFC, a mais comum para descrever teorias matematicas) tem sentencgas indecidiveis — e.g., a
hipétese do continuum, ou a sentenga que expressa sua consisténcia, Conzrc.
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dade e consequéncias dos mesmos — e alguns deles podem levar a um desentendi-
mento do que os Teoremas realmente dizem. Em outras palavras, parte das conclu-
sdes que percebemos como imediatas sdo, em verdade, bastante errbneas. Isso é
perfeitamente compreensivel, uma vez que tais resultados, exprimiveis por afirmacoes
relativamente simples (ao ponto de facilmente poderem ser enunciados em linguagem
natural), tém conteludos imensamente significativos para uma area tao abrangente
do conhecimento; por conseguinte, a popularizacdo dos Teoremas, em semelhanca
ao que se vé acontecer com outras tantas constru¢des tedricas que alcangaram o
senso comum — como 0 Principio de Incerteza de Heisenberg, ou a prépria Teoria da
Relatividade Geral de Einstein —, inevitavelmente leva a interpretacoes levianas.

Certamente, o desentendimento mais comum se da quando alguém extrapola
0 escopo dos Teoremas, tentado aplica-los a “sistemas” que néo sao aritméticos. Ha
incontaveis exemplos desse tipo de extrapolacdo; em especial, ha quem diga que os
teoremas de incompletude implicam a existéncia de Deus (por haver “verdades” no
mundo que nds, humanos, ndo conseguimos estabelecer somente com nosso racioci-
nio), ou, ainda, que nenhum conjunto de leis de uma nacao € capaz de reger todas suas
questdes sociais. Neste ponto do trabalho, o leitor prontamente deve perceber como
a ultima afirmacéo, embora seja correta, 26 nao tem qualquer relagao com os resulta-
dos apresentados aqui. Os teoremas de incompletude sé&o propriedades intrinsecas a
sistemas aritméticos. Até mesmo em outras teorias que se provam incompletas e que
nao descrevem somente relagdes entre nimeros naturais, como ZFC, as sentencas
que conseguimos provar ser indecidiveis (pelos métodos que vimos2’) sdo escritas
em linguagem aritmética — ou seja, € na porcao aritmética da teoria dos conjuntos
que estabelecemos sua incompletude. Obviamente, ndo se espera que a Constituicao
Federal responda questbes sobre numeros naturais. Dessa forma, nao faz sentido
algum tentar aplicar os teoremas de Gédel no campo juridico.

O segundo exemplo, no entanto, possui diversas sutilezas. Pode-se dizer que a
concluséao (errbnea) sobre uma existéncia divina abarca boa parte das extrapolacoes
levianas dos Teoremas (como a ideia de que uma Teoria de Tudo, perseguida ha varios
anos pelos fisicos, € impossivel de ser alcangada, pois teorias fisicas sdo modelos
matematicos, logo estao sujeitas a incompletude, etc.). Mas também ha um aspecto
bastante pertinente neste debate, que ainda é objeto de muitas discussoes filoséficas
sobre os teoremas de incompletude, e que diz respeito a capacidade mental do ser
humano — ou, mais especificamente, a possibilidade de emular nosso cérebro por al-

26 Tendo em vista que uma sociedade esta em constante desenvolvimento, um conjunto de leis abran-
gente nesse nivel utopico seria ndo somente gigantesco (e, portanto, impraticavel), como permanen-
temente mutavel.

27 Aindecidibilidade da hipétese do continuum é demonstrada por métodos bastante diferentes (nem
um pouco triviais) e ndo seguem dos teoremas de incompletude.
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guma espécie de computador. Como o préprio Gddel apontou em sua Gibbs Lecture?8
de 1951 [cf. (WANG, 1997), p.185],

Ou a mente humana supera todas as maquinas (i.e., ela pode decidir mais
questdes de teoria dos numeros do que qualquer maquina), ou existem
questdes de teoria dos numeros que nao podem ser decididas pela mente
humana. [E essas duas hipdteses ndo sdao mutuamente excludentes.]

Esse comentario — que Solomon Feferman (1928-2016) apresenta como “a dicotomia
de Gédel” em seu artigo intitulado Are there absolutely unsovable problems ?2? — pode
ser visto, de fato, como uma consequéncia da incompletude dos sistemas aritméticos.
Ao menos quando consideramos “maquina” no sentido dado por Turing (que, ainda
hoje, é a esséncia de todo computador fisico), o que os Teoremas nos dizem € que,
ao tentarmos identificar nossos argumentos matematicos (frutos do raciocinio e tra-
balho arduo humano) com um programa de computador (que verifica mecanicamente
se dada sentenga € ou ndao um teorema), inevitavelmente iremos descobrir que al-
gumas conjecturas matematicas nao possuem respostas. Ou seja, se as abstracdes
de processos efetivos de decisdo que conhecemos séo as Unicas formas de se mo-
delar o raciocinio matematico humano, entdo realmente ha questbes sobre numeros
naturais que nunca poderao ser demonstradas, ndo importa quanto nosso intelecto
evolua, nem quanto tempo nossa espécie sobreviva. Por outro lado, se maquinas de
Turing, fungdes recursivas, algoritmos de Markov, etc., ndo s&o suficientes para emular
toda nossa capacidade intelectual (com respeito as abstragcdes matematicas), entao a
mente humana deve ser mais robusta do que qualquer computador.

Em qualquer um dos casos — i.e., sendo a mente humana simulavel por ma-
quinas ou nao —, podemos nos indagar se existem problemas tao dificeis que nem
mesmo nosso intelecto, nem qualquer outra abstracdo mais poderosa de maquinas, po-
dem decidi-los.39 A estes, da-se o nome de problemas (ou sentengas) absolutamente
indecidiveis. Nesse sentido, as sentengas que construimos (9, A e Conpp) ndo séo
indecidiveis em absoluto, pois podem ser trivialmente demonstradas nas extensdes de
PA que adicionam tais sentengcas como axiomas (ou podem ser decididas em outras
teorias, diferentes de PA).3! E isso que Feferman quer dizer com a “dicotomia” de
Godel; de qualquer forma, o préprio autor compartilha a opinido que, de fato, nenhuma

28 Prémio concedido anualmente pela Sociedade Americana de Matematica (AMS); o premiado profere
uma palestra.

29 Cf. (FEFERMAN, 2006a).

30 E caso a mente humana possa ser emulada por uma maquina, entdo os teoremas de incompletude
garantem a existéncia de problemas desse tipo — i.e., que nunca poderao ser decididos via papel,
caneta, tentativa, erro e inspiragéo.

31 Isso nao contradiz o fato de que PA é essencialmente incompleto, i.e., tal que quaisquer de suas
extensdes sejam incompletas, como apontado anteriormente. O que ocorre é que as sentencas
mencionadas podem ser demonstradas ou refutadas em alguma dessas extensdes.
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maquina é capaz de modelar a mente humana, e que, mesmo assim, devem existir sen-
tencas tao fortemente indecidiveis que ndao importa quais axiomas escolhamos, ou em
qual teoria as interpretemos, elas continuardo sendo indemonstraveis e irrefutaveis.32

Em seu artigo On the Question of Absolute Undecidabilty33, Peter Koellner
elenca trés das maiores candidatas a sentencgas absolutamente indecidiveis: na ana-
lise matematica, (i) a sentenga que diz que todo conjunto projetivo de numeros reais
€ Lebesgue-mensuravel; na teoria dos conjuntos, (ii) a hipétese do continuum (HC),
por varias vezes aqui mencionada, e (iii) a sentenca que diz que todo conjunto é cons-
trutivel (afirmacéo esta que implica HC). Para os fins deste trabalho, é desimportante
entender o que (i) e (iii) significam — até porque existem varias outras candidatas a
insolubilidade absoluta (como a conjectura de Kaplanski, ou o problema de Whitehead
na teoria de grupos). Aqui, 0 que realmente importa, como o proprio Koellner aponta
(p. 6), é que “[a] dificuldade esta no fato de que quando passamos para além da arit-
mética, indo a analise ou a teoria dos conjuntos, 0 acréscimo substancial de recursos
expressivos levanta a possibilidade de existirem sentencas que ndo sao decidiveis
em nenhum nivel”. HC é uma candidata bastante atraente, tanto por sua simplicidade
(em relacao as outras) quanto por seu historico; aventada por Cantor, ela é tao antiga
quanto a propria teoria dos conjuntos em que se insere. Sua indecidibilidade em ZFC,
como ja apontamos, ndo € fruto dos teoremas de incompletude — e, mais especifica-
mente, ndo pode ser alcangada por métodos tdo corriqueiros como a diagonalizagao.
Ademais, tal prova de independéncia levou décadas para ser alcangada (a primeira
parte tendo sido demonstrada por Gédel em 1938, e a segunda, por Paul Cohen em
1963; mesmo versando sobre 0 mesmo objeto de estudo, os métodos utilizados por
cada um sao bastante diferentes entre si). Também por esses motivos € que ela se
apresenta como uma postulante tdo forte a insolubilidade absoluta. Entretanto — e
infelizmente, para aquele que vos escreve —, uma discussao sobre provas de indepen-
déncia em teorias dos conjuntos configuraria uma fuga total de nosso escopo.34 Cabe
ressaltar, todavia, que as diferencas entre as sentencas apresentadas neste paragrafo
e as que construimos anteriormente ndo ficam restritas a seus niveis de complexi-
dade.3® Em particular, assumindo que ZFC é consistente, a indecidibilidade de HC ndo
implica que seu valor I6gico € verdadeiro. Este ponto nos faz voltar a discussao sobre
as (mas-)interpretagdes dos teoremas de incompletude.

Ao longo deste capitulo, por varias vezes buscamos enfatizar a importancia de
certos passos nas constru¢des e argumentagbes que levam aos Teoremas — como

32 Como Gédel notou em sua fala acima (no comentario entre colchetes), a afirmagao que ele propde
ndo é uma disjuncao exclusiva.

33 Cf. (KOELLNER, 2006).

34 O leitor interessado encontra maravilhosas referéncias nos (ja classicos) textos de (SMULLYAN;
FITTING, 1996) e (JECH, 2014).

35 Aqui, leia-se “complexidade” no sentido de que as teorias ZFC e de anélise real tém uma capacidade
expressiva muito maior do que PA.
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quando apresentamos formas de se aritmetizar a sintaxe de PA, ou quando enunci-
amos o lema diagonal, que generaliza a ideia de autorreferéncia. Ainda assim vale
salientar, mais uma vez, como a hipdtese de consisténcia é essencial para todo o ar-
gumento: sem leva-la em conta, damos margem a interpretagdes erréneas do tipo “Os
teoremas de incompletude nos mostram que existem sentengas verdadeiras que nunca
poderdo ser demonstradas nem refutadas”. Mas veja que ndo ha garantia alguma de
que a indecidibilidade de uma sentenca (digamos, em PA) implica que seu valor légico
€ verdadeiro na interpretacdo padrao — ou seja, a menos que saibamos que PA é
consistente, ndo podemos afirmar que © é verdadeira. A rigor, a prova do Segundo
Teorema apenas nos diz que Conpp é equivalente a © (ou a qualquer ponto fixo de
—Bew), do que segue que O é verdadeira se e somente se Conpp 0 for. Ocorre que ha
teorias que sabemos ser consistentes (por métodos que extrapolam os da teoria em
questao), e outras para as quais ainda ndo encontramos uma resposta; para as primei-
ras, podemos dizer que sim, os teoremas de incompletude garantem a veracidade das
sentengas indecidiveis especificadas.

No sentido inverso, a consisténcia de uma teoria ndo garante que sentencas
falsas ndo possam ser demonstradas. Por exemplo, se supusermos PA consistente, ao
adicionarmos —Conpp cOmo um axioma, a extensdo resultante demonstra trivialmente
que PA é inconsistente (pois é exatamente isso que —Conpp diz). Portanto, tal extenséo
também deve ser inconsistente, e como Conpp é indecidivel em PA, continuara sendo-lo
na teoria estendida. Logo, essa extensao de PA também deve permanecer consistente
(dada a hipdtese de que PA é consistente, e observando que —Conpp e Conpp nédo
s&o, ao mesmo tempo, demonstraveis nessa extensdo). Desse modo, —~Conpp é um
“teorema” falso dessa extenséo.

Dito isso, tal ma-interpretacdo também €& uma espécie de extrapolagdo dos
Teoremas. Dessa vez, no sentido técnico, pois 0 que se vé é uma omissdo da hipbtese
de consisténcia, em favorecimento do desejo (inerente a todo matematico) de que suas
teorias nunca estabelecam contradigcdes. Em suma, trata-se de um desentendimento
bastante justificavel — até porque teorias inconsistentes “provam qualquer coisa”, logo
sdo totalmente desinteressantes.

Voltemos nossa atencgao, portanto, as questées que de fato se seguem dos
teoremas de incompletude. Pela discusséo anterior, © é um exemplo de sentenca que,
mesmo que seja verdadeira, ndo pode ser decidida na aritmética de Peano. Assim, sob
a hipo6tese de consisténcia de PA, existem sentencgas verdadeiras que nunca poderao
ser demonstradas (e que, ainda bem, tampouco serdo refutadas). Isso parece nos
indicar uma lacuna entre o que é “verdade” e o que “pode ser demonstrado” numa
teoria: por um lado, ha sentencas verdadeiras que nunca receberao o status de “teo-
rema”; por outro, nada garante que dentre seus teoremas nao haja afirmacgdes falsas.
Ora, por meio da aritmetizagédo da sintaxe, fomos capazes de construir uma férmula
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que expressa a demonstrabilidade de qualquer sentenca; sera que é possivel fazer
0 mesmo para o conceito metateorico de veracidade de uma sentenga? A presente
discussao parece apontar para uma resposta negativa.

Vejamos que, com efeito, a “verdade” ndo pode ser definida em termos aritméti-
cos.3 Se realmente existisse uma funcéao recursiva que diz que determinado numero
natural € o numero de Gédel de uma sentenga aritmética verdadeira — digamos que
representada pela formula Tr(x) na linguagem de PA — , entdo com certeza poderia-
mos usar a férmula —Tr(x) para exprimir a propriedade de algo ndo ser uma sentenca
aritmética verdadeira. Como toda férmula em PA tem um ponto fixo, disso seguiria que

PAE @ « —Tr("@"),

para alguma férmula ¢ na linguagem de PA. Mas, segundo nosso conceito restrito de
“verdade” (cf. nota de rodapé 36, abaixo), dizer que ¢ é verdadeira € o mesmo que
afirmar a prépria ¢.3” Em simbolos,

PAF @ <& Tr(To).
Juntando com o que obtivemos anteriormente, chegamos a
PAETH(To™) < —Tr(To"),

0 que, sob a hipétese de consisténcia de PA, é completamente absurdo. Com isso, fica
provado o Teorema da Indefinibilidade da Verdade, de Tarski3® (1933):

Teorema 3.4.6. No existe formula alguma na linguagem de PA que represente o
conceito de verdade em tal teoria.

Perceba que, em semelhancga a boa parte dos ultimos argumentos que expu-
semos, a prova do teorema acima se baseia na existéncia de pontos fixos, dada pelo
lema diagonal. Uma outra consequéncia deste resultado surge da indagacao sobre a

36 Perceba que, aqui, estamos tratando o conceito de “verdade” pelo ponto de vista da pratica ma-
tematica comum — i.e., no sentido encontrado na ideia de que uma sentenca é verdadeira se e
somente se, quando interpretada como um afirmagéo sobre nimeros naturais, obtiver o valor l6gico
“verdadeiro” em tal modelo. Em particular, dizer que a conjectura de Goldbach é verdadeira é apenas
uma outra forma de afirmar seu préprio contetdo, i.e., que “todo niumero par maior do que dois pode
ser escrito como a soma de dois primos”. Ou seja, em nossa discussdo, ndo estamos interessados
nos aspectos metafisicos do conceito de verdade — e tal abordagem inevitavelmente tocaria em
pontos que a maioria dos matematicos comuns preferem evitar. Talvez por uma espécie de instinto
de sobrevivéncia intelectual, deixar de discutir a “real existéncia” dos objetos abstratos com que
trabalhamos é uma maneira que encontramos para continuar fazendo matematica.

37 Qu seja, se tal propriedade existir, entdo toda férmula & um ponto fixo de Tr.

38 Alfred Tarski (1901-1983), um dos maiores légico-matematicos do séc. XX, ao lado de Gédel, Church
e Turing (os quais ja receberam os devidos reconhecimentos neste trabalho.) Seu nome ressoa no
senso comum matematico em virtude do Paradoxo de Banach-Tarski, um resultado deveras contra-
intuitivo, e que se segue do Axioma da Escolha. Além da indefinibilidade da verdade, podemos
elencar como seu resultado mais expressivo (em nosso contexto) a decidibilidade da geometria
classica.
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decidibilidade de uma férmula que diz, sobre si mesma, ser demonstravel em PA (em
contraste com ©, que diz o oposto). Tecnicamente, queremos saber se um ponto fixo
H +> Bew(H) é demonstravel ou refutavel (ou nenhuma dessas alternativas) em PA.3°

Intuitivamente, pelo conteddo de tal sentenga, € natural que esperemos que
PA + H, pois, por definigéo, ou ela é verdadeira e demonstravel em PA, ou é falsa e
refutavel. No entanto, uma rapida analise ndo consegue desvendar muita coisa: se for
o caso de H ser demonstravel, entdo a condicdo (D1) dos predicados de demonstra-
bilidade nos diz que PA  Bew("H™); a mesma conclus&o poder ser obtida via modus
ponens aplicada a PA - H < Bew(H) e PA - H. Assim, a hipétese de demonstrabili-
dade de H nao nos leva a uma contradicao (como a hipétese de demonstrabilidade de
© o faz), e ndo podemos concluir que H nao € demonstravel. (Obviamente, isso ndo
prova que H é demonstravel em PA.) A suposi¢céo contraria, de que H é refutavel no
sistema, tampouco nos leva a conclusdes absurdas, de modo que uma prova direta
sobre a decidibilidade de H ndo parece ser possivel.

De fato, o argumento para a demonstrabilidade de H (ja revelando o spoiler de
que ela realmente é derivavel no sistema) passa por um resultado muito mais geral; em
particular, o que chamamos de Teorema de Léb implica no préprio Segundo Teorema
de Incompletude (como veremos adiante):

Teorema 3.4.7. Dada qualquer sentenca H na linguagem de PA, se PA - Bew("H™) —
H, entdo PA - H.

Ou seja, para deduzirmos a demonstrabilidade de H, basta que, sob a hip6tese
de H ser demonstravel, consigamos provar H dentro do sistema. Embora tal teorema
possua uma prova elementar e direta, seu carater técnico e puramente simbdlico pode
ser bastante nebuloso para uma primeira leitura, de modo que o leitor, em geral, ndo
consegue captar prontamente a esséncia do raciocinio. Por conta disso, € comum
introduzi-lo na forma de uma anedota l6gica — um tanto quanto ludica —, que basica-
mente nos mostra que Papai Noel existe. Considere, entéo, a sentenca autorreferente
PN, escrita na linguagem natural do portugués brasileiro:

“Se PN é verdadeira, entdo Papai Noel existe”.
Assumindo que PN é verdadeira, de sua definicdo segue que
“Se PN é verdadeira, entdo Papai Noel existe” é verdadeira,
e por modus ponens temos imediatamente que

“Papai Noel existe” é verdadeira.

39 A escolha pela letra H se da em alus&o a Leon Henkin (1921-2006), l6gico estadunidense que pri-
meiro questionou sobre a decidibilidade de uma sentenga que afirma sua prépria demonstrabilidade,
em 1952,



Capitulo 3. Incompletude dos sistemas aritméticos 95

Assim, da hipétese que PN é verdadeira, fomos capazes de concluir que Papai Noel
existe. Em outras palavras, fica deduzido que

“Se PN é verdadeira, entdo Papai Noel existe”,

que é justamente o que a sentenca PN afirma. Logo, PN deve ser verdadeira, e, por
mais absurdo que possa parecer, Papai Noel com certeza existe!

O argumento de Léb é analogo ao que acabamos de derivar; trocando o pre-
dicado “é verdadeira” por “é demonstravel” e “Papai Noel existe” por qualquer letra
sentencial que desejarmos*? (digamos, A), vemos que é possivel derivar A apenas
sob a hip6tese de demonstrabilidade da sentenca que diz que a demonstrabilidade de
A implica A (ja que, em paralelo, derivamos a existéncia de Papai Noel apenas sob
a hipo6tese de veracidade da sentenga que diz, sobre si mesma, que sua veracidade
implica na existéncia do bom velhinho? ). Vejamos, de maneira formal, como chegar a
esse resultado:

Demonstracao do teorema 3.4.7. Sejam H qualquer sentenca na linguagem de PA e
Bew(x) o predicado de demonstrabilidade que definimos na sec¢do anterior. Suponha
que PA - Bew("H7) — H, e faga D(y) ser a seguinte férmula:

Bew(y) — H.

Aplicando o lema diagonal a D, tem-se ¢ na linguagem de PA tal que

PAE ¢ < [Bew("¢7) — H]
FHo — [Bew("¢7) — H].

Pelas propriedades (D1) e (D3) dos predicados de demonstrabilidade, obtemos:

PA - Bew{" ¢ — [Bew( ) — H] 7}

PA - Bew("@ — [Bew(" @) — H]7) — [Bew("¢ ) — Bew("Bew(~¢ ) — H)].

Juntando as duas, por modus ponens vem que

40 Perceba como ndo ha nada de especial com a escolha pela existéncia de Papai Noel: poderiamos
ter optado por “Se essa sentencga é verdadeira, entdo o leitor € a pessoa mais bonita do mundo”, e
0 mesmo raciocinio nos levaria a constatacao de que o leitor é realmente a pessoa mais bonita do
mundo. Mais do que isso, poderiamos substituir “Papai Noel existe” por sua negagao, e chegariamos
a conclusao de que Papai Noel ndo existe. Assim, independentemente do fato de crermos ou ndo na
entidade méxima do espirito natalino capitalista, seriamos levados a uma contradigcéo. Na literatura,
isso leva 0 nome de Paradoxo de Curry, um reminiscente do Paradoxo de Russell.

41 E importante enfatizar que o paralelo entre a anedota Iégica natalina e o Teorema de Lb ndo passa
de um artificio pedagdgico. Em particular, diferentemente do que ocorre na linguagem natural, seria
impossivel derivar um paradoxo do tipo de Curry (vide nota anterior) na linguagem de PA, pois nao
ha algo que possamos chamar de “predicado da verdade” na Aritmética de Peano, como acabamos
de ver no Teorema de Tarski.
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PA - Bew("¢ ) — Bew("Bew(" ¢ ) — H)

Agora, novamente por (D3), temos que

PA - Bew("Bew("¢ ) — H7) — [Bew("Bew("¢)7) — Bew("H)].

Por transitividade, estas duas ultimas nos dao:

PA + Bew(T¢ ) — [Bew("Bew( ¢ ")) — Bew("H7)].
Usando (D2), temos que
PA - Bew(T¢ ) — Bew("Bew ("¢ 1)),
e destas duas ultimas conseguimos chegar, novamente por modus ponens, a
PA - Bew(" @) — Bew("H").

Juntando isso com a hipétese inicial, i.e., PA - Bew(" H) — H, mais uma aplicacao de
modus ponens deve nos dar

PAF-Bew("¢") — H
F o,

pois ¢ €& ponto fixo de D(y) «» [Bew(y) — H]. Finalmente, uma ultima aplicagao de
(D1), juntamente de modus ponens com o fato de que PA - Bew("¢ ) — H, nos da

PA - Bew(Tp )
- H,

e a prova esta completa. O

Como PA - Bew("H7) «+ H implica PA - Bew("H") — H, segue-se imediata-
mente do Teorema de Léb que a sentenca de Henkin é, de fato, um teorema de PA
(bem como qualquer ponto fixo da férmula representativa do predicado de demonstra-
bilidade). Ademais, se supusermos que PA é consistente e que PA - -Bew(70 = 17),
i.e., que PA prova sua propria consisténcia, entdo do Principio da Explosdo vem que

PAFBew("0=17) — A,
qualquer que seja a sentenca A. Em particular,
PAFBew("0=1") — (0=1),

e pelo Teorema de Léb temos que PA - (0 = 1). Mas isso contradiz a hip6tese de que
PA é consistente, e dai se segue o Segundo Teorema de Incompletude.

Como apontado anteriormente, a indefinibilidade da verdade, em conjunto com
a definibilidade da demonstrabilidade, nos impedem de afirmar que toda sentenca
aritmética verdadeira possui uma prova. Por outro lado, a ndo ser que um sistema
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seja presumidamente correto, ndo podemos dizer que todos seus teoremas sao ver-
dadeiros (i.e., que demonstrabilidade implica veracidade). Ora, mas em suma, o que
o teorema 3.4.7 nos diz é que para determinarmos a demonstrabilidade de alguma
sentencga, basta que mostremos que ela é verdadeira sempre que for demonstravel.
Assim, a hipétese do Teorema de Léb pode ser vista como uma sentenca reflexiva de
PA, que para cada formula fechada ¢ afirma que “se ¢ € demonstravel em PA, entdo
¢ é verdadeira”.#2 Para sistemas que ndo sdo presumidamente corretos, embora nao
possamos concluir que toda sentenca demonstravel é verdadeira — i.e., que toda ins-
tancia do principio de reflexdo acima é demonstravel —, ao menos podemos dizer que
se para cada instancia dessas isso for verdade, entdo cada ¢ dessas €, na verdade,
um teorema de PA. A contrapositiva do Teorema de Ldb, i.e.,

“se PA ¥ H, entdo PA ¥ Bew("H") —» H”

ilustra de maneira mais clara esse aspecto — s6 ndo irdo satisfazer o principio de
reflexdo aquelas sentencas que ndo sdo demonstraveis.

Antes de finalizarmos este capitulo, cabem ainda alguns comentarios sobre
certa caracteristica marcante dos Teoremas de Incompletude — evidenciada pelo
Teorema de Léb, mas que gera discussdes desde a prova original de Gédel. Como
vimos, ndo obstante a gama de construcdes tedricas interessantes de que tivemos
que lancar mao para chegar aos Teoremas, parece ser unanime a concordancia de
que o passo intermediario, de construir a fungcao recursiva Bew(x), é o ponto-chave da
argumentacao (ao menos quando estamos tratando de provas de incompletude que
usam autorreferéncia®3).

Entretanto, o predicado de demonstrabilidade ndo é peculiar somente pelo fato
(técnico) de abstrair, em termos recursivos e aritméticos, a nogao primordial da Teoria
de Prova; como ja apontamos, tal peculiaridade € o que mune um sistema formal da
capacidade de refletir sobre suas préprias deducdes, da mesma forma que um ser
humano consciente racionaliza sobre as coisas em que acredita (o que fica ainda mais
evidente na hip6tese do Teorema de Léb). Por conta disso, outro aspecto interessante
de Bew(x) € que ela pode ser vista como uma modalidade (ou um operador modal).
[No ambito da l6gica modal, o que um tal operador faz € qualificar o valor de verdade
de uma sentenca (de maneira analoga ao que um verbo modal auxiliar faz com o verbo
principal, em linguagens naturais que os admitem). As modalidades mais emblematicas
sdo as de necessidade (algo ser “necessariamente” verdadeiro) e de possibilidade
(algo ser “possivelmente” verdadeiro), cujos signos sdo a caixa O e o losango <,

42 Chamamos essa forma geral de sentenca de um principio de reflexdo, justamente porque elas
indicam uma ponderacao de PA sobre as coisas que ele mesmo pode derivar.

43O protagonismo de sentencas autorreferentes (i.e., que precisam fazer uso da diagonalizacdo), em-
bora bastante comum, ndo é um passo crucial em provas de incompletude. O leitor pode encontrar
uma demonstragao alternativa (devido a George Boolos, 1989), via nogdes algoritmicas, em (MU-
RAWSKI, 1999), p. 155-156.
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respectivamente. Mas ha diversas outras, como temporalidade e condicionalidade —
ou a propria demonstrabilidade, que estamos discutindo.]

Nesse sentido, fazendo as devidas correlagdes entre sentencas aritméticas (i.e.,
escritas na linguagem de PA) e sentencas modais (i.e., escritas na linguagem do
sistema modal em questao), podemos interpretar Bew(x) como OA, em que A é a
traducao, na linguagem da l6gica de demonstrabilidade, da sentenca cujo numero de
Godel é x. Em particular, o Teorema de L6éb pode ser parafraseado na seguinte forma:

O(0A — A) — DA,

qualquer que seja a sentenca A. Tal esquema é tomado como um axioma da légica de
demonstrabilidade, e por essa razao esse sistema modal € comumente chamado de
GL, em alusdo a Gédel e Lob. E possivel mostrar, dada uma interpretacdo adequada
dos elementos de PA em GL, que este sistema modal é completo no sentido aritmético
— i.e., que GL demonstra tudo que PA demonstra, e vice-versa. Por respeito ao es-
copo de nossa tese, ndo despenderemos 0s comentarios necessarios para uma plena
compreensdo deste assunto — nosso interesse estd mais relacionado as interpreta-
cOes e aplicagdes puramente matematicas dos teoremas de incompletude, de modo
que um estudo da demonstrabilidade, vista como operador modal, ndo nos levaria ao
ponto que queremos chegar sem que tergiversassemos.*4 Ha em GL, entretanto, um
resultado de grande interesse aritmético (mesmo que formulado e deduzido em termos
puramente l6gicos), e que fazemos questao de mencionar.

Conforme ja apontamos, ha provas de incompletude que ndo dependem de
autorreferéncia. O teorema do ponto fixo da l6gica de demonstrabilidade estabelece
essa verdade em termos puramente modais. Digamos que uma férmula ¢ de GL é
p-modalizada se toda ocorréncia da variavel p em ¢ ocorre dentro do escopo de um
operador de demonstrabilidade — e.g., ¢ = =Op ou ¢ = O(p — q). O teorema do
ponto fixo entdo se Ié:

Teorema 3.4.8. Seja ¢ um formula p-modalizada qualquer de GL. Entao, existe uma
férmula em que p ndo ocorre em lugar algum, e cujas outras variaveis ocorrem todas
também em o, tal que

GLFV < o).

Chamamos \ de o ponto fixo de ¢. Ademais, este ponto fixo € unico.

Perceba como isso realmente mostra que é desnecessaria a condicdo — pres-
suposta, pelo senso comum — de autorreferéncia. De fato, o leitor pode ser levado

44 Todavia, o leitor interessado pode encontrar 6timas referéncias de l6gica modal (e, em particular, de
I6gica de demonstrabilidade) em (HUGHES; CRESSWELL, 1996) e (BOOLOS, G. S., 2008)
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a descrenca quanto a tal afirmacgao, pois “b <> @(1)” claramente nos diz que o con-
tetudo de \ é “ possui a propriedade ¢”, o que configura autorreferéncia. No entanto,
nenhum argumento ou construcdo (sintaticos ou semanticos) que pressuponham au-
torreferéncia sao utilizados para derivar este teorema; a Unica ferramenta de que pre-
cisamos lancar mao € a diagonalizagdo — e, como ja haviamos notado anteriormente,
uma sentencga pode ser uma diagonalizagdo sem ser autorreferente.

Em geral, as provas para este teorema nos indicam um algoritmo para computar
tais pontos. Por exemplo, para ¢ = —~0Op, temos que Y = -0 (em que L é o “conec-
tivo” 0-ario que representa uma contradicdo qualquer). Assim, pelo teorema acima,

obtemos:
GLF-O1l & —\D(—\DJ_).

Considerando apenas a “ida” desta equivaléncia, vemos que dada uma sentenca
que afirma sua prépria ndo-demonstrabilidade, conseguimos obter uma sentenca que
afirma a consisténcia de PA (i.e., = =0O_), mas que nao pode ser demonstrada. Isso
€ justamente o Segundo Teorema de Incompletude. Ha outras instancias do teorema
do ponto fixo que sdo bastante interessantes;*> no entanto, para nossos propésitos, ja
temos o suficiente.

% Cf. (BOOLOS, G. S., 2008), p. 105.
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4 INCOMPLETUDE CONCRETA

Todo o aparato te6rico que viemos construindo desde o inicio deste trabalho
— especialmente nos capitulos 2 e 3, onde o rigor formal se mostrou mais presente
— teve sua razao de ser na vontade do autor de explanar a esséncia, o contexto e
o método que permeiam o conceito de incompletude na teoria de niumeros. Nesse
sentido, embora os teoremas de Gddel sejam aplicaveis a qualquer sistema formal que
abarque uma por¢ao minima de aritmética', a abordagem de tais resultados no caso
particular de PA, além de ser de simples compreensao, parece ser a mais proxima da
realidade pratica da maioria dos matematicos. (Afinal, este € um trabalho destinado
a leigos de exatas e a matematicos comuns — i.e., graduandos, pos-graduandos e
pesquisadores que se interessam por objetos matematicos usuais — e ndo somente ao
nicho fundamentalista, que inclui I6gicos e conjuntistas, e que é o local onde questbes
como a incompletude surgem mais naturalmente.)

Isto posto, podemos dar como concluida a tarefa de desmistificar os Teoremas
de Gddel; em particular, ©, A e Conpa, que sé&o as maiores fontes de desentendimento
quando num primeiro contato com os Teoremas, agora tém significados matematicos
bastante precisos. No entanto, nosso segundo (e principal) objetivo ainda carece tanto
de forma quanto de conteudo.

Como nos enderegamos focadamente ao publico matematico comum, o primeiro
ponto a ser discutido é o fato de que 9, A e Conpp, embora formuladas na linguagem
de PA, possuem significados metalinguisticos — i.e., versam sobre o sistema em ques-
tao. Assim, argumenta-se que tais sentencas ndao surgem naturalmente nas areas mais
gerais do pensamento matematico — ou, de maneira mais jocosa, diz-se que estas
sao frutos de meros “truques légicos”. Nao é obra do acaso, portanto, que os teoremas
de incompletude venham sendo negligenciados por grande parte da comunidade mate-
matica. No fim das contas, tudo que o matematico comum deseja é (i) que suas teorias
nao sejam inconsistentes nem redundantes, e (ii) que suas conjecturas possam ser
provadas (ou, no minimo, refutadas). A indecidibilidade da consisténcia nao resolve o
item (i), ao passo que a falta de exemplos de sentencas indecidiveis ndo-metatedricas
nao sugere a necessidade de receio de que suas conjecturas — ndo-metatedricas por
natureza — nunca possam ser decididas.

O objetivo deste capitulo € mostrar que, de fato, existem motivos para tais
receios. Isso ocorre justamente porque, embora 0 senso comum ainda nao tenha
absorvido as informag¢des necessarias para nutrir esse tipo de medo, ha diversas
sentencas indecidiveis que ocorrem naturalmente na Matematica (i.e., fora do nicho
l6gico-matematico). Nosso foco, no entanto, dar-se-a nos teoremas de Paris-Harrington
(PH), Paris-Kirby (PK) e Harvey Friedman (HF), ja que eles estao inseridos no contexto

1

Ou seja, qualquer sistema formal que estenda a aritmética minimal, Q, mencionada anteriormente.
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da aritmética de Peano, eixo de nosso estudo.?

A bem da verdade, e tentando n&o ser leviano, tais exemplos s6 comegaram a
brotar no final da década de 1970, sendo o primeiro deles PH, de 1977 — ou seja, mais
de quarenta anos apés a prova de Gddel. Isso, aliado ao fato de que nenhum desses
exemplos de indecidibilidade € uma conjectura famosa (como a de Goldbach, ou a
hipétese de Riemann), talvez justifique a persistente indiferenca com que os Teoremas
sdo tratados.

O segundo ponto de discussao é mais sutil, e deve ser nosso ponto de partida;
antes de exemplificar e esbogar provas de sentencgas indecidiveis que “ocorrem natu-
ralmente nas areas mais comuns da Matematica”, ou, ainda, que “sejam puramente
matematicas”, precisamos entender o que isso quer dizer. J& de inicio, surge algo
peculiar, pois tal indagacao pode ser circular e contraditoria: se é possivel fazer este
tipo de pergunta, entdo o que podemos dizer sobre uma definicdo puramente mate-
matica do conceito “puramente matematico”? A questao parece mais filoséfica do que
matematica, e abre caminho para a intuicéo e a subjetividade.

4.1 MATEMATICA CONCRETA VS. MATEMATICA ABSTRATA

Antes de mais nada, mesmo o titulo da presente secao ja se mostra controverso;
afinal, ndo seria a prépria Matematica, em sua totalidade, uma area intrinsecamente
abstrata do conhecimento? Sob esse ponto de vista, parece infrutifera uma distincéo
entre sentengas/teorias matematicamente concretas e abstratas. Mas a verdade, como
ja apontamos, € que algumas sentengas (como © e Conpp) € certas teorias (como a
metamatematica) diferem substancialmente das sentencas e teorias comuns do pen-
samento matematico. Dessa forma, ndo ha duvidas quanto a classificacao destas: © e
Conpp sdo sentengas matematicas abstratas. O problema surge nos casos limitrofes.

O melhor exemplo é a teoria dos conjuntos (que, aqui, tomamos como sendo
ZFC ou ZF, i.e., a axiomatica de Zermelo-Fraenkel com ou sem o axioma da escolha,
respectivamente). Seu status €, ao mesmo tempo, fundacional e puramente matema-
tico (logo, abstrato e concreto), pois tanto descreve uma base para as mais variadas
teorias, quanto tem seus significados matematicos proprios. Colocando de maneira
ilustrativa: grande parte dos objetos matematicos mais usuais podem ser descritos em
termos de conjuntos (ou classes, ou categorias); por outro lado, o conceito abstrato de
conjunto — e toda estrutura possivelmente derivavel de tal conceito — é, ele proprio,
considerado um objeto matematico.

Nesse sentido, podemos tomar a hipétese do continuum (HC) como um desses
casos limitrofes. Sua formulacao, em linguagem natural, € “todo subconjunto infinito
de numeros reais estd em bijecdo ou com o conjunto dos inteiros ou com o préprio

2 Mesmo assim, ainda teremos algum espago para discutir a indecidibilidade de sentengas alheias a
PA, como a hipdtese do continuum e o axioma da escolha.
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conjunto dos reais”. Ora, conjuntos numéricos e suas cardinalidades sdo assuntos
recorrentes em diversas areas da Matematica, seja em defini¢cdes, axiomas ou hipé-
teses de teoremas; além disso, HC claramente n&o fala sobre ZFC — nem de coisas
que podem ocorrer dentro da teoria dos conjuntos, como “algo ser demonstravel em
ZFC”, ou “ZFC ser consistente” —, logo tal sentenca nao compartilha a “artificialidade”
presente nos exemplos metalinguisticos, como @ e Conzec. Entretanto, h& pouca con-
cordancia quanto a naturalidade com que HC surge nas teorias matematicas. Harvey
Friedman apon’[a3 que tal discordancia se da nao somente pelo fato de que HC tem
poucas aplica¢des diretas fora da teoria dos conjuntos. Mais do que isso, seu nivel de
generalidade é alto demais se comparado as sentengas que comumente preocupam
os matematicos em suas pesquisas. Em outras palavras, HC esta mais préxima das
sentencas metatedricas que vimos anteriormente do que das conjecturas de interesse
matematico usual.

Até aqui, tivemos pouco sucesso na tentativa de distincdo entre Matematica
Concreta e Matematica Abstrata. No entanto, podemos ao menos concordar num ponto:
sentengas metalinguisticas (como ©) e de menor aplicabilidade fora dos fundamentos
da Matematica (i.e., da légica e da teoria dos conjuntos, como HC) se enquadram
como abstratas. Em busca de uma definigdo menos subjetiva, Friedman estabelece a
ideia de concretude através de medidas de Borel, um conceito comum na topologia.*
Mais formalmente, diz-se que

Definicao 4.1.1. Uma sentenca é matematicamente concreta se e somente se € uma
sentenga concernente a conjuntos Borel-mensuraveis, ou a fungdes de posto finito
entre espagos métricos completos separaveis.

Respeitando o escopo desse trabalho, ndo vamos definir — muito menos entrar
em detalhes sobre — 0s conceitos topoldgicos presentes na definicdo acima. Isso por-
que, embora tal definicdo se baseie em conceitos proprios da topologia geral — que,
provavelmente, ndo é capaz de descrever a Matematica como um todo —, existe um
resultado da teoria de conjuntos descritiva® que mostra a equivaléncia entre a classe
das funcdes de posto finito em espacos métricos completos separaveis € a classe das
funcdes aritméticas descritas na teoria da recurséo (que é a base para nossa estimada
Teoria da Prova; esta, sim, devidamente esmiucada em nosso trabalho). Outra moti-
vacao para a definicdo 4.1.1 esta no fato, apontado por Friedman, de que a imensa
maioria da atividade matematica comum esta voltada aos conceitos introduzidos em

3 O material a que nos referimos n&o foi publicado, mas um rascunho do que viria a ser tal mo-
numental obra esta disponivel para acesso livre na pagina do autor: https://u.osu.edu/friedman.8/
foundational-adventures/boolean-relation-theory-book/. O apontamento se encontra na pagina 12 do
referido texto.

4 Grosso modo, uma medida de Borel quantifica o tamanho de um conjunto, dentro de uma algebra
especifica. Em R, a medida usual é aquela que associa o intervalo [a, b] C R ao nUmero real b — a.

5 Cf. Friedman, p. 54.
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tal definicdo, ou a niveis tedricos abaixo do que estes pressupdem. Em bom portu-
gués: a concretude matematica, definida como acima, além de ser realmente uma
definicdo matematica — pois ha nada de subjetivo nela —, também esta de acordo
com a classe de relagdes aritméticas efetivamente decidiveis, objeto de estudo deste
trabalho; mais ainda, tal definicdo consegue abarcar todo tipo de sentenca que um
matematico comum classificaria como seu objeto de estudo.

Neste ponto, portanto, vale notar como a propria definicao 4.1.1, através da
qual Friedman buscou descrever o fenbmeno de incompletude concreta, se baseia
na posigao limitrofe que algumas questdes de teoria dos conjuntos — HC e AC es-
pecialmente — ocupam em nossa tentativa de distinguir o que é concreto e o que é
abstrato dentro da Matematica. Em ultima instancia, o fato (i.e., o teorema afirmando)
que a hipdtese do continuum para conjuntos Borel-mensuréveis é decidivel em ZFC®
também motiva tal definicdo. Assim, segundo Friedman, a forma mais natural de se
definir o que é “natural” (ou “puro”, ou “usual’) dentro da Matematica é restringir nosso
campo de estudo a conjuntos e fungdes que tornam demonstraveis algumas senten-
¢as de aplicabilidade notadamente “abstrata” (ou “ndo usual” sob o ponto de vista do
matematico comum) na teoria dos conjuntos (e que sdo indecidiveis quando avaliadas
para conjuntos quaisquer).

De toda maneira, questdes inerentes a teoria dos conjuntos sempre foram alvos
de calorosas discussoes (principalmente no que se refere a AC). Assim, se o fato de HC
e AC serem indecidiveis implica (ou ndo) que “existem sentencas de cunho ‘puramente
matematico’ que ndo podem ser demonstradas”, a resposta — qualquer que seja ela
— abala menos as fundacdes da Matematica do que os proprios conteudos de tais
sentengas. A indecidibilidade de sentencas matematicamente concretas na aritmética
de Peano, no entanto, chama bem mais a atencdo. Enquanto ZFC tem um aspecto
dual (i.e., concomitantemente fundacional e puramente matematico, como apontado
acima) e so foi admitido mais recentemente no universo da Matematica (através de
Cantor), a teoria de numeros, por sua vez, € muito mais elementar, remonta a milénios
de desenvolvimento tedrico bem estabelecido, e claramente fala apenas de numeros
naturais (objetos mais especificos do que colegbes quaisquer de individuos quaisquer).
Como mostraremos a seguir, os exemplos que trazemos tém carater evidentemente
concreto, ocorrendo de maneira natural nas respectivas teorias. Ademais, eles se
encaixam na definicao formal de Friedman.

4.2 INCOMPLETUDE CONCRETA EM PA

A histoéria que queremos contar teve seu marco inicial na publicacdo, em 1977,
do artigo intitulado A Mathematical Incompleteness in Peano Arithmetic, de Jeff Pa-

6 Cf. (HORTON et al, 2003), disponivel em http://www.units.miamioh.edu/sumsri/sum;j/2003/
Continuum1.pdf
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ris e Leo Harrington. Nele, certa sentenca da analise combinatéria (PH) se mostra
indecidivel em PA, apesar de ser verdadeira (e demonstravel em teorias mais fortes
que PA). O que se seguiu foi uma grande quantidade de provas de indecidibilidade
de outras sentengas, em sua maioria também combinatérias, cujos interesses eram
notoriamente comuns na atividade mateméatica em geral.

Pouco tempo depois, em 1982, Paris figurou novamente na vanguarda da incom-
pletude aritmética concreta, quando, ao lado de Laurie Kirby, provou a indecidibilidade
de uma versao finita do Teorema de Goodstein. Diferentemente dos casos anteriores,
que versam sobre principios combinatérios, tal sentenca se da na teoria elementar de
nameros. Mais importante que isso, € um problema que pode ser formulado visual-
mente através de uma arvore (i.e., um grafo nao orientado em que cada dois vértices
estdo conectados por um Unico caminho), e isso permite que sua exposicao seja
bastante ludica e didatica. Em suma, PK (como combinamos chama-lo) € o exemplo
perfeito para a constatagao da incompletude concreta.

Finalmente, temos HF, o teorema de Friedman.” Ele pode ser visto como uma
versdo do Teorema de Kruskal, e € mais um exemplo que pode ser formulado usando
arvores. No entanto, os métodos para obtencao de HF — mais especificamente, a
funcao que avalia o crescimento da arvore em questdo — ultrapassam os niveis de PK.
Isso implica, entre outras coisas, o fato de que HF continua sendo indecidivel mesmo
em teorias que provam PK.

Apesar de haver muitos outros exemplos de incompletude concreta em PA, foca-
remos nossas atencao nesses trés. Mesmo assim, ndo vamos nos aventurar na tarefa
de argumentar rigorosamente suas provas, pois isso fugiria demais de nosso escopo,
e temos um limite de espaco. Nosso maior interesse estd em dar as motivagdes
para tais teoremas serem verdadeiros, e, principalmente, em evidenciar seus aspectos
puramente matematicos.

De toda forma, para melhor compreenséao de PK e HF, um conhecimento basilar
de teoria dos nimeros ordinais é requerido. Aqueles com pouco ou nenhum entendi-
mento sobre o0 assunto, recomendamos a leitura do Apéndice A no final dessas paginas,
apos as referéncias bibliograficas. Neste excerto em questéao, também se encontra um
tratamento resumido de ordinais contaveis, e, mais especificamente, as construgdes
necessarias para se entender as fungdes de rapido crescimento que descrevem o0s
conjuntos presentes em PH e HF.

7

Vale notar a nomenclatura que estamos usando: quando chamamos PH, PK e HF de “teoremas”,
estamos nos referindo aos resultados que provam a indecidibilidade das respectivas sentencas, e
nao as sentengas em si. Obviamente, as sentencas referentes a PH, PK e HF ndo s&o teoremas (em
PA).

8 O leitor interessado pode tentar acompanha-las em sua totalidade nas fontes originais; as provas
nédo séo tdo complexas.
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4.2.1 PH: a total desordem é impossivel

Como todo bom principio da analise combinatéria, PH trata de eventos randé-
micos. Neste e em muitos outros casos dessa area da matematica discreta, o objetivo é
encontrar padrdes, ou algum tipo de “ordem”, em situacées completamente aleatérias.
PH, que é uma versao ligeiramente modificada de um teorema bastante geral, devido
a Frank Ramsey (1903-1930), pode ser ilustrado através da organizagcéo de uma festa.

Suponhamos que o leitor (em tempos normais®) decida realizar um evento
comemorativo — uma “celebracédo ao caos afetivo” —, e que, com essa tematica em
mente, convide pessoas quaisquer, escolhendo-as de maneira aleatéria, mas sob a
condicao de que cada dois convidados devem ou se dar muito bem, ou se dar muito
mal. O problema entao se configura da seguinte forma: qual a quantidade (minima)
necessaria de convidados para que se tenha certeza de que um subgrupo de certo
tamanho contenha somente pessoas que se dao bem ou que se ddo mal? O Teorema
de Ramsey, em sua versao finita, vem nos dizer que, por exemplo, se nossa festa for
um pequeno encontro de seis pessoas que, duas a duas, ou se amam ou se odeiam,
entdo existe um subgrupo de trés dessas pessoas, todas as quais ou se amam ou se
odeiam. (Claramente, uma das rodas de conversa nessa festa tende a ser ou muito
afetuosa ou muito conflituosa.)

Mas vejamos como formular o problema matematicamente. Dado A um conjunto
finito qualquer (ndo necessariamente numeérico), cuja cardinalidade é > n, chamamos
B c A de um n-subconjunto de A se e sé se B possui exatamente n elementos. Em
seguida, reunindo todos os n-subconjuntos de A no conjunto [A]", e dado um niimero
natural m < n, podemos formar uma m-particdo dessa reunido, de forma que cada
B € [A]” caia dentro de uma (e apenas uma) das classes Cy, ..., Cm. Por exemplo, se
a cardinalidade de A é igual a n, entdo ha apenas uma classe na parti¢cdo de [A]", e
apenas um B, de modo que tenhamos B = A e [A]" = {B} = {A}; se a cardinalidade for
n+1, havera n+ 1 classes, i.e., m= n+1, e assim por diante, seguindo um argumento
combinatério.

Finalmente, dado H C A qualquer, cuja cardinalidade é > n, dizemos que H é
homogéneo para uma m-partigdo de [A]" quando existe uma classe C; dessa partigdo
tal que C; tem como membros todos os n-subconjuntos de A cujos elementos estéo
todos em H. Podemos enxergar tal propriedade — “visualmente”, nesse caso — sob o
ponto de vista de uma coloragéo. De fato: em nosso exemplo, tomando o universo A
como um conjunto que tem a quantidade necessaria para satisfazer o problema (i.e.,
encontrar um grupo de trés pessoas que ou se amam ou se odeiam), podemos pensar
em “amar” como sendo, digamos, a cor azul, e “odiar” como sendo a cor azul. Assim,
dado que dois convidados quaisquer ou se amam ou se odeiam, a ideia principal do
problema sera colorir cada grupo de duas pessoas com uma dessas duas cores, e um

9 O presente trabalho foi inteiramente produzido em meio & pandemia de Covid-19.
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subconjunto H C A sera homogéneo quando todas as duplas possiveis de convidados
que estdo nesse subconjunto tiverem a mesma coloracdo. O Teorema de Ramsey,
entdo, se |é:

Teorema 4.2.1. Sejam A um conjunto e k, m, n € N quaisquer, com k > n. Entao existe
p € N, p > n, tal que se A possui ao menos p elementos, para cada m-particao de [A]"
deve existir H C A um conjunto homogéneo contendo ao menos k elementos.

Traduzindo para o caso da nossa pequena festa em celebragéo ao caos, temos
p = 6 (0 numero de convidados), m = n = 2 (pois 0s convidados muito se gostam
ou muito se desgostam, e tal relacdo € binaria), e k = 3 (i.e., numa festa com seis
convidados, certamente ha um subgrupo de 3 individuos que ou se odeiam ou se
amam). Agora, para ver que p = 6 €, de fato, solu¢cdo desse problema, primeiramente
tome a; um dos convidados. Entéo, dos cinco restantes, ha pelo menos trés deles que
ou o convidado a; ama ou odeia; chame-os de convidados ao, as, a4, € suponha (sem
perda de generalidade) que a; ama todos eles. Havera, portanto, dois casos: se (i) a>
ama ag Ou a, ama a4 Ou a3 ama a4, entdo ou a tripla (a4, ao, az) ou a tripla (ay, ao, a4)
ou a tripla (ay, as, a,) é tal que cada dois de seus membros se amam. Por outro lado,
se (ii) ao odeia a3 e a» odeia a4 e, também, a3 odeia a4, entéo a tripla (ao, as, a,) é tal
que cada dois de seus membros se odeiam, e temos o resultado.

Para p = 18 convidados, teriamos k = 4; i.e., para que sempre houvesse um
grupo de quatro pessoas que nutrem 6dio ou amor pelos outros trés, precisariamos
chamar ao menos dezoito individuos. Para 5 convidados, é impossivel tomar 3 deles
sem que eles que formem um trio heterogéneo (i.e., tal que dois ndo se gostem entre
si mas nutram afeto pelo terceiro, ou vice-versa). As figuras abaixo ilustram, por meio
de grafos, que a solugéo p = 6 é realmente valida, pois existe um tridngulo cujos lados
tém a mesma cor (vermelha ou azul), e também, o fato de que p = 5 ndo pode ser
solucdo do mesmo problema (pois ndo ha um tal triangulo):

Figura 3 — Solugao p = 6 para k = 3.

Mas a importancia do Teorema de Ramsey nao se restringe a puzzles com
anedotas sobre festas. Em uma de suas instancias, ele implica o principio combinatério
mais elementar de todos. Tomando n =1, k = 2 e m arbitrario, entdo p = m+ 1 nos da
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Figura 4 — Para k = 3, p = 5 ndo é solucao.

exatamente o Principio das Gavetas de Dirichlet (também conhecido como o Principio
das Casas dos Pombos). Com efeito: nessa configuracdo, o teorema 4.2.1 afirmaria
que se um conjunto A com m+ 1 elementos for particionado em m classes, entdo uma
dessas classes deve possuir ao menos dois elementos de A.

Agora, o teorema 4.2.1 € demonstravel em PA. Para se convencer disso, pense-
mos em termos mecanicos: como ha apenas uma quantidade finita de n-subconjuntos
de A = {0,...,p — 1}, finitas maneiras de particionar A em m classes, e finitos k-
subconjuntos de [A]", tudo que um computador precisaria fazer para verificar a exis-
téncia de A seria analisar cada particdo de [A]” e procurar por um subconjunto homo-
géneo de cardinalidade k. Caso em alguma particao se encontrasse algum conjunto
nao-homogéneo, bastaria diminuir a cardinalidade de A para p — 1, e prosseguir dessa
forma até que se encontrasse tal kK minimo. [Os limites praticos desse tipo de rotina
ndo nos importam, como € de praxe na teoria da recursado; todavia, a forma como a
magnitude p aumenta tem papel central na justificativa para a indecidibilidade de PH,
como veremos adiante.] Uma prova formal para o teorema 4.2.1, no entanto, teria de
passar pela versao infinita do mesmo, aliada a um resultado combinatério conhecido
como o Lema de Kdnig, e isso é algo que nao cabe em nossos propésitos.10

O enunciado de PH surge de uma pequena modificagdo no Teorema de Ramsey.
Dado A ¢ N um conjunto finito, chamamos B de um conjunto relativamente grande
se sua cardinalidade for maior ou igual a seu menor elemento. Assim, por exemplo,
{1, 3} é relativamente grande, ao passo que {100,1001} ndo o é. Com isso, trocando
“H homogéneo” por “H relativamente grande e homogéneo”, temos a sentenca de
Paris-Harrington:

PH. Sejam A um conjunto e k,m,n € N quaisquer, com k > n. Entdo existe p € N,
p > n, tal que se A possui ao menos p elementos, para cada m-particao de [A]" deve
existir H C A um conjunto homogéneo relativamente grande contendo ao menos k
elementos.

Usando o mesmo método de prova indicado para o teorema 4.2.1, conclui-se
facilmente que PH é um teorema. Ou seja, PH é decidivel, desde que se trabalhe

10O leitor curioso pode encontrar essa prova em (BOOLOS, G. et al., 2007), p. 320-325.
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dentro de uma teoria capaz de expressar conceitos infinitarios, i.e., onde as variaveis
possam percorrer ndo somente individuos, mas também subconjuntos infinitos desse
espaco infinito. Ocorre que a prova original de Ramsey para a versao finita de seu
teorema nao pressupunha sua versao infinita, de forma que o argumento indicado
anteriormente é invalido no contexto do Programa de Hilbert, que impde métodos
finitérios. Tal prova original, entretanto, € valida em PA. PH por sua vez, desconhece
(e sempre ir4 desconhecer) uma prova na Aritmética de Peano, apesar de poder ser
formulada em sua linguagem. "

O argumento exposto pelos autores em (HARRINGTON; PARIS, 1977) é, sendo
tecnicamente, ao menos essencialmente simples. Em primeiro lugar, constréi-se uma
teoria T a partir de PA — adicionando, a sua linguagem, infinitas novas constantes
o, €4, --., € estabelecendo axiomas especificos para elas (inclusive um novo principio
de induc¢do); as regras de inferéncia e as constantes individuais originais, bem como
as operacoes basicas, permanecem as mesmas. Como T possui entidades diferentes
dos numeros naturais (que sao obtidos de uma unica constante, o zero, via funcao
sucessor), dizemos que T possui um modelo ndo-standard. O segundo passo consiste
em mostrar que PA - Cont— Conpyp, 0 que pode ser facilmente obtido, uma vez que se
mostre que o modelo de T também é um modelo de PA. Finalmente, a indecidibilidade
de PH ¢ obtida ao se provar que PA - PH — Con, pois disso se segue que

PA+ PH— COﬂpA,

e como a consisténcia de PA ¢é indecidivel em PA, PH também deve sé-lo.

Alguns dos passos intermediarios dessa prova tém uma forte relacdo com fun-
cbes de rapido crescimento. Mais especificamente, tais fungdes buscam descrever o
tamanho do conjunto inicial pressuposto em PH (i.e., 0 numero p de convidados, no
caso da festa). Essa discussdo também tem a ver com o comentarios que fizemos
sobre o Teorema de Ramsey ser decidivel em PA, quando invocamos um computador
capaz de verificar o tamanho de p para quaisquer k, m,n € N. O fato de p depender
de k, m, n pode gerar conjuntos tao gigantescos que a fungao que os descrevem nem
ao menos estao bem definidas em PA.

Gina Kolata e Craig Smorynski, numa série de artigos sobre o trabalho de Fri-
edman quanto a incompletude concreta, esbocam varios exemplos de funcées que
crescem muito rapidamente.12 Como esse conceito também é central na indecidibili-
dade de PK e HF, sera interessante mostrar de que forma se da a velocidade com que
essas funcdes crescem.

Como dissemos acima, o tamanho de p depende de k, m, n. No entanto, pode-
se estabelecer um limite inferior para as fungées que descrevem a variacao desse

1 C.f. (HAJEK; PUDLAK, 1998), p. 112.
12 C.f. (HARRINGTON et al., 1985).
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tamanho. Esse limite, como era de se esperar, traduz-se numa fung¢ao de crescimento
absurdamente veloz. Grosso modo, pode-se dizer que tal funcéo cresce tao rapida-
mente quanto a funcao de Ackermann (mencionada no capitulo 2, quando da discussao
sobre funcbes que ndo sao recursivas primitivas). Sua definicao, por dupla recursao, é
relembrada a seguir:

f0,y) =y +1;
f(s(x), 0) = f(x, 1);

f(s(x),s(y)) = f(x, f(s(x), y)).

Os primeiros valores de f sao f(0,0) = 1, f(1,0) = f(0,1) = 2, f(1,1) = 3. Mas basta
tomar os pares (3, 2) e (3, 4) para constatar sua explosiva taxa de crescimento; temos:

£(3,2) = 22° = 24 — 16;
£(3,4) = 22222 _ 965536

Enquanto f(3, 2), e todos os valores anteriores a este, tém menos de trés digitos, (3, 4)
tem mais do que dezenove mil. Indo um pouco adiante, para se ter uma ideia, f(6,6) €
um valor tdo gigantesco que seu numero de digitos ocuparia mais de uma pagina. A
extrapolacéo para argumentos mais distantes da origem de N2 faz f atingir valores cada
vez mais altos — tao altos que nosso intelecto parece nédo dar conta de acompanhar
tal progressao. De certa maneira, essa sensacao de impoténcia é compartilhada pelo
préprio sistema PA; a funcdo que descreve o tamanho p, diferentemente da fungao
de Ackermann (que obviamente mora na linguagem de PA), cresce mais rapidamente
do que qualquer fungdo computavel — inclusive f. Mas essa taxa de crescimento,
como veremos adiante, é extremamente baixa se comparada a taxa de crescimento
da fungao associada a sentenca proposta por Friedman. Em partes, isso justifica o fato
de PH ser decidivel em extensdes de PA nas quais HF continua sendo impossivel de
se demonstrar.

4.2.2 PK:simulando uma batalha herculea

A busca por incompletude concreta em PA teve seu apogeu em 1982, quando
Jeff Paris e Laurie Kirby exibiram duas sentencas indecidiveis intimamente relaciona-
das entre si, no sentido de que os métodos combinatérios usados em ambas as provas
sdo muito parecidos. A primeira delas € uma verséo restrita do Teorema de Goods-
tein. Como tal resultado mora na teoria de numeros, ela passou a ser considerada o
primeiro exemplo de sentenca indecidivel fora dos campos da metateoria e da andlise
combinatéria (que, até entdo, vinha sendo a Unica drea da Matemética a se mostrar
concretamente incompleta).
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A segunda sentencga € combinatéria por natureza. Seu enunciado envolve um
jogo/disputa que se da numa arvore que se ramifica muito rapidamente; tal jogo pode
ser imaginado como a representacdo matematica da luta entre Hércules e a Hidra de
Lerna.’3 Acontece que ambas as sentencas (que, a partir de agora, chamaremos de
PK1 e PK2, respectivamente) podem ser formuladas na linguagem de PA, e como os
argumentos que levam a suas indecidibilidades sdo quase os mesmos, costuma-se
abordar apenas a segunda (até porque seu apelo visual e mitolégico sdo bem mais
interessantes do que o Teorema de Goodstein sozinho).

Mas vejamos, ao menos, como formular PK1. Primeiramente, dados m, n € N,
com n > 1, definimos 0 que vem a ser a representagdo de m na base n, da seguinte
forma iterada: na primeira iteracao, escreva m como uma soma de poténcias Unicas de
n (i.e., cada numero natural aparece como expoente de n no maximo uma vez, e o que
€ sempre possivel fazer, dado o Teorema Fundamental da Aritmética). Por exemplo, se
m =266 e n =2, temos 266 = 28 + 23 + 21, O procedimento deve continuar até que a
representacao estabilize, i.e., até que todos os expoentes iniciais (e 0s expoentes dos
expoentes iniciais, etc.) sejam escritos como uma soma de poténcias de n. Assim, a
representacdo de m = 266 se torna estavel em m = 266 = 22°"" 4 22+1 L 21 (E claro
que, por simplicidade, optamos por escrever 1 no lugar de 20.)

Em seguida, definimos o numero Gp(m) de maneira que Gp(m) = 0 se m=0; se
esse nao for o caso, Gp(m) sera o resultado da substituicao de cada n na representacao
de m em base n, como acima, por seu sucessor, n+ 1, seguida de uma subtracao do
namero 1. Em nosso exemplo recorrente, teremos Go(266) = 33" +33+1+2. Finalmente,
a sequéncia de Goodstein para m sera dada por:

mo =m, my = Gp(mg), mp = G3(mq), mg = Ga(mp), ...

Como ilustragao, temos os primeiros quatro termos da sequéncia de Goodstein
para 266 (aqui, 0 simbolo = significa “aproximadamente”):
266, = 266 = 227 4+ 22+1 4 21
2664 =33 +3%1 4+ 2.~ 10%8;
266, = 44" + 441 4+ 1~ 10916,

2665 = 5% +5°1 ~ 1017,

Perceba como os valores da sequéncia tendem a niumeros exorbitantes. Nesse
sentido, o Teorema de Goodstein afirma algo bastante contra-intuitivo:

13 A mitologia grega nos conta que, para obter sua imortalidade, Hércules — o semi-deus filho de Zeus
e Alcmena — deveria completar doze penosas tarefas para o rei de Micenas. Uma delas (talvez a
mais emblematica da lenda) seria matar a hidra, uma espécie de monstro aquatico com numerosas
cabecas de serpente. Venenosa ao ponto de matar homens apenas com o odor de seu hdlito, a
hidra ainda contava com um absurdo poder de regeneragao — se uma cabega fosse cortada, novas
cépias prontamente surgiriam.
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Teorema 4.2.2. Para quaisquer m,n € N, com n > 1, a sequéncia de Goodstein para
m eventualmente chega a zero, i.e., existe k € N tal que my = 0.

A sentenca acima é facilmente exprimivel em PA, e uma possivel formulacao
se daria no molde “vmvn3k(m >1 A n>1A my = 0)”. No entanto, ela ndo pode ser
demonstrada neste sistema, embora seja verdadeira e demonstravel em outros (como
ZFC, que € onde se d& a teoria dos numeros ordinais). O motivo para o teorema 4.2.2
valer (em ZFC) esta no fato de que toda cadeia descendente de numeros ordinais é
finita. O truque para se chegar nesse ponto é substituir cada n na representagéo de m
(como acima) pelo ordinal w. Vejamos, entdo, como tal argumento se da no contexto
de PK2.

A batalha herculea que simularemos se baseia numa arvore finita. Uma arvore
é simplesmente um grafo com um né fixado (chamado de raiz), de onde saem todos os
caminhos. Desse modo, cada um dos nés da arvore esta ligado a sua raiz. No entanto,
tal ligacao deve se dar através de um Unico caminho, i.e., por uma unica sucessao de
segmentos e nés. Abaixo, ilustramos um exemplo de arvore, que seré a representante
da configuracao inicial da Hidra de Lerna na disputa contra Hércules (as letras romanas
servirdo apenas como auxilio na descricao do jogo, logo adiante):

G
\

L H F E

N\“:/ VP
\J/ \B/
\A/

Adicionando um pouco mais de nomenclatura, sugestivamente chamamos todos os
ndés mais acima no grafo, ligados a apenas um segmento — e que ndo sejam a raiz
—, de nds superiores; uma cabeca da hidra se constituira de um n6 superior mais o
segmento que o antecede. Por exemplo, os caminhos K-N, B-C e D-E determinam
cabecas.

A batalha, entdo, se da de acordo com a seguinte regra: no n-ésimo estagio da
luta (n > 1), Hércules deve cortar uma (e apenas uma) das cabecas da hidra; em seu
lugar, nascem n “novas cabecas”. A definicdo do que vem a ser uma “nova cabeca’
depende da cabeca sendo cortada — ou, mais especificamente, dos segmentos e nés
que a antecedem. Partindo do n6 que antecede aquele que foi eliminado (i.e., do n6
ligado ao segmento que também constituia a cabega decepada), desga um segmento,
em direcao a raiz, até o proximo né. A partir deste n6, devem crescer n copias do
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subgrafo logo acima (i.e., de todos os nés e segmentos que restaram, acima de tal nd,
apos a n-ésima decapitacéo). Ou seja, a “nova cabecga” sera tal subgrafo. No entanto,
se a “descida” em questéo levar diretamente a raiz da arvore (i.e., se, em algum estagio,
a cabeca a ser cortada estiver diretamente ligada a raiz por um Unico segmento), entao
nenhuma cabeca deve crescer. Essa regra é o que impede que a hidra sempre vencga.

Para clarear as ideias, vejamos um exemplo. Se a primeira cabega a ser cortada
for aquela referente ao né L, entdo o “nd de partida”, como o chamamos acima, deve
ser 0 n6 K. Dai, deve-se descer um segmento em direcao a raiz, chegando ao né J.
A nova cabecga, portanto, sera constituida dos caminhos J-K-M e J-K-N (a parte que
restou acima do n6 de onde a nova cabeca brotara), e como esse € o primeiro estagio
da batalha, apenas uma cépia de tal parte da arvore deve brotar do n6 J. A nova
configuracéo € ilustrada abaixo:

G
M N o P )

\\ \L /H F\/E

K I C D

\\J/ \B/
\A/

Continuando o processo para mais duas iteracoes, se a segunda cabeca cortada
for aquela do n6 C, entédo duas copias do subgrafo com caminhos A-B-D-E e A-B-D-F
devem brotar do né A (a raiz); finalmente, cortando fora a cabeca do n6é M, devem
brotar trés copias do subgrafo J-K-N a partir do né J. Sucessivamente, teremos o
seguinte (destacando em azul as novas cabecas):

Figura 5 — Configuracao da hidra ap6s duas decapitacoes.
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Figura 6 — Configuracdo da hidra apds trés decapitagdes.

Evidentemente, nossas escolhas sobre qual cabeca deveria ser cortada em
cada estagio foram totalmente arbitrarias. De fato, a ideia é que ndo se imponha
qualquer restricao quanto a tatica que nosso heréi deve usar para vencer a hidra; a
Unica regra € que os cortes ocorram apenas em nos superiores. A principio, portanto,
Hércules pode escolher qualquer estratégia. E por estratégia, entende-se qualquer
funcé@o que atribua a n (o estagio da luta) uma determinada cabeca a ser decepada.
Assim, uma estratégia vencedora é uma tal funcao que leve a derrota da hidra. Isso
acontece quando, ap6s uma quantidade finita de decapita¢des, apenas a raiz da arvore
permanecer intacta. A parte mais divertida dessa anedota — a despeito da forma
extremamente rapida com que a arvore se ramifica — é que Hércules nem ao menos
precisa bolar um plano de ataque, pois

Teorema 4.2.3. Toda estratégia € uma estratégia vencedora.

Para ter uma ideia de como isso é verdade, devemos entrar no campo da teoria
de nimeros ordinais. E aqui que PK1 e PK2 se assemelham. O conceito-chave é a
Forma Normal de Cantor, e uma definicao para tal conceito pode ser encontrada no
Apéndice A. No contexto de sequéncias de Goodstein, fazemos o seguinte: dada a
representagdo de m em base n (conforme visto anteriormente), substitua todas as
ocorréncias de n pelo ordinal w, e chame tal nimero de on(m). Em nosso exemplo
recorrente, como 266 = 22°" 4+ 22+1 4 21 temos que

05(266) = W@ 4w 4 !,
Fato é que todo nimero ordinal tem sua Forma Normal de Cantor (vide teorema A.1.2).
Mais do que isso, na prova original de Paris e Kirby, vé-se que toda sequéncia de
Goodstein ay, a1, a, ... tem uma sequéncia de formas normais correspondente, dada
por

on(ap), Op+1(aq), ops2(an), ...
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Assim, tomando a sequéncia de Goodstein de 266 (vide p. 110), sua sequéncia de
formas normais correspondente seria:

w+1
w®" y Pt 4,

w+1

W@ 4wt L2
WL+ + @+

Claramente, essa € uma sequéncia que sé decresce. O mesmo ocorre para quaisquer
m,n > 1; i.e., qualquer sequéncia de formas normais de Cantor correspondentes a
termos de alguma sequéncia de Goodstein é estritamente decrescente (c.f. (KIRBY;
PARIS, 1982), p. 289). Mas, dai, usando o fato de que toda sequéncia estritamente
decrescente de ordinais é finita (um resultado fundamental da teoria de ordinais que
utiliza indugéo transfinita abaixo de ¢(), segue-se diretamente o Teorema de Goodstein
(i.e., nosso teorema 4.2.1). A prova para o teorema 4.2.3 segue de maneira muito
parecida (com a vantagem do apelo visual). Vejamos como proceder.

Para cada n6 da arvore que representa a hidra, associamos um nuamero ordinal
da seguinte maneira: os nés superiores recebem o numero (ordinal) zero; a todos 0s
demais, associa-se w*! + ... + w*7, em que 0s «; sao os ordinais atribuidos aos nos
imediatamente acima daquele que esta sendo considerado. Na configuracao inicial de
nossa hidra, obtemos o seguinte (atentando & convencéo w9 = 1):

0

\
N/
NS

w3 + W w2 + 1
w+w w+1

O ordinal da hidra, portanto, serd o ordinal atribuido a sua raiz. Como o leitor pode
tentar conferir, os ordinais da hidra nos estagios posteriores sao, respectivamente,

w 2. 2
W 2+ww +1;
w 2. 2
w+w 2+ww .3

w 2 . 2
W@ Hw +w4+ww .3
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Perceba que essa sequéncia é estritamente decrescente (embora, € claro, os expo-
entes vao diminuindo muito lentamente). Para provar essa constatacao — bastante
evidente, em nosso exemplo particular — no caso de uma hidra arbitraria, Paris e Kirby
tomam uma estratégia o qualquer, e definem uma operacao, [«]s(n), que associa o
ordinal da hidra apés n — 1 estagios ao ordinal da hidra apds n estagios. Dai, prova-se
que para qualquer ordinal «, se 0 < x < ¢, entéo

[x]o(n) < o (23)

Porque toda sequéncia decrescente de ordinais € finita, tem-se o resultado —i.e., toda
estratégia é vencedora.

Agora, veja que ao langarmos mao dos métodos de teoria dos niumeros ordinais,
tal prova ndo pode ser conduzida em PA. Mais do que isso, PA nem ao menos é capaz
de expressar a sentenca do teorema 4.2.3, simplesmente pelo fato de que estratégias,
em geral, sdo objetos infinitarios. 1sso ocorre porque, uma vez que podemos codifi-
car cada hidra através de sequéncias de nimeros naturais, 4 estratégias devem ser
funcdes de N em N; todavia, existem 20 fungées nos nimeros naturais (uma quanti-
dade incontavel, portanto), ao passo que a linguagem de PA, finita por natureza, s6 é
capaz de descrever uma quantia de termos e férmulas na ordem de Ry (enumeravel,
portanto). Nesse sentido, para chegarmos a formulagdo de PK2, precisamos nos ater
a estratégias recursivas:

PK2. Toda estratégia recursiva é uma estratégia vencedora.

Como PK2 é uma restricdo do teorema 4.2.3, e ambos s&o exprimiveis em
PA, torna-se imperativo, sob a hip6tese de PA ser correto, que PA ¥ —PK2. A prova
de PA ¥ PK2 segue linhas muito parecidas com a prova de indecidibilidade de PK1
(como era de se esperar, ja que ambas sao demonstradas de maneiras quase idénticas
em ZFC). Em suma, o ponto-chave continua sendo a Forma Normal de Cantor, mas
algumas outras constru¢des sdo necessarias; em especial, Paris e Kirby se apoiam, em
ambas as provas, no trabalho de Ketonen e Solovay'® sobre funcées de crescimento
rapido. Trata-se, no entanto, de um aparato técnico que vai muito além dos nossos
propositos; aqui, basta apontarmos alguns dos aspectos gerais.

Em primeiro lugar, como no caso de PH, modelos ndo-standard desempenham
um papel importante nas provas de indecidibilidade de PK1 e PK2; mais especifica-
mente, no caso de PK1, a suposicdo PA +PK1 nos leva a um absurdo dentro de
PA (sob o modelo ndo-standard sendo considerado). Para a indecidibilidade de PK2,

4 C.f. (MURAWSKI, 1999), p. 166-167. Basicamente, devemos associar uma sequéncia numérica a
cada n6 da arvore; a codificacdo de sequéncias (por funcdes Beta, concatenacéo, ou qualquer
outro método efetivamente decidivel) garante que existe um (e apenas um) ndmero natural para
cada arvore possivel. O processo, entdo, pode ser revertido, i.e., tomando-se um ndmero qualquer,
pode-se decodifica-lo, de modo a reconstruir a arvore correspondente.

15 C.f. (KETONEN; SOLOVAY, 1981).
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constroi-se uma estratégia recursiva, T, para a qual ndo vale (23) (acima); seguindo 0s
mesmos passos que levam a ndo-demonstrabilidade de PK1, prova-se que T ndo pode
ser vencedora, e segue-se que PK2 é indecidivel.1®

O segundo ponto de interesse conversa mais com a metateoria (e uma relacéao
direta de certo resultado desta com PK2) do que com o problema em si. O resultado
em questao € a prova de Gerhard Gentzen (1909-1945) de que PA € consistente (em
termos de inducdo transfinita para ordinais abaixo de ¢, e assumindo a consisténcia
da teoria de nimeros ordinais).’” Segundo (HAMANO; OKADA, 2006), cada etapa
da prova de Gentzen para a consisténcia de PA pode ser interpretada como uma
quantidade finita de etapas do jogo da hidra proposto por Paris e Kirby. Isso sugere
uma estreita relacao entre a Teoria da Prova e um resultado puramente combinatério.
Somando-se a tudo isso o fato de que a prova de PH passa por proposi¢des envolvendo
sentencas metatedricas, podemos concluir que, embora nossos exemplos tenham con-
teudos “puramente matematicos”, os argumentos que justificam suas insolubilidades
estdo fortemente amarrados a logica e a teoria dos conjuntos — i.e., a Matematica
Abstrata. Mas, antes que o préximo exemplo seja bem explorado, essas digressoes
podem esperar um momento.

4.2.3 HF: levando a incompletude concreta niveis além de PA

Como mencionado acima, a sentenca de Harvey Friedman é especial porque
a funcdo que descreve os objetos envolvidos nela tem crescimento (muito) superior
a funcao correspondente a PH (que ja é uma funcdo absurdamente “veloz”). Aqui,
exploraremos mais detalhadamente o papel de tais crescimentos no fenébmeno de
indecidibilidade.

Primeiramente, contudo, vejamos seu conteudo. Assim como PH e PK2 — e
a maioria dos exemplos de incompletude concreta em PA — HF mora no campo da
analise combinatoria. Também a semelhanca das outras sentencas, HF surge de uma
pequena modificacdo de um teorema bastante poderoso — nesse caso, uma restricao
a objetos finitos no Teorema de Kruskal.'® Como em PK2, os objetos de interesse

16 Mais especificamente, por (23) ndo ser satisfeita, uma suposta demonstracdo de que T é uma
estratégia vencedora levaria a outro absurdo dentro de PA, relativo as mesmas construgdes (devido
a Ketonen-Solovay) do absurdo da prova de PK1, mencionado acima.

O leitor ndo deve se espantar com a existéncia de tal resultado, pois ele nao contradiz, em absoluto,
qualquer instancia dos teoremas de incompletude — a bem da verdade, Gentzen faz uso dos mesmos
em sua prova. Grosso modo, pode-se dizer que a prova de Gentzen é mais um caso daquelas provas
de consisténcia que necessitam de um modelo especifico assumidamente consistente (como a prova
de Hilbert para a consisténcia da geometria elementar, onde se assume a consisténcia da teoria
de numeros reais; nesse caso, 0 modelo assumidamente consistente € da aritmética das fungdes
recursivas primitivas, ou Aritmética de Skolem, um sistema formal incomparavel com PA, i.e., “nem
mais forte nem mais fraco” que este). Para um tratamento palatavel da prova de Gentzen, veja
(STILLWELL, 2010), p. 130-133.

A bem da verdade, Friedman construiu diversos exemplos de sentengas indecidiveis a partir do
Teorema de Kruskal. N6s apresentaremos apenas uma delas.
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sdo arvores finitas; aqui, no entanto, usaremos uma definicao ligeiramente diferente (e
mais formal).

Uma arvore finita deve ser entendida como um conjunto parcialmente ordenado
de pontos tal que (i) todo elemento ndo-minimal tem um Unico antecessor; e (ii) existe
um unico elemento minimal (a raiz). Atribuimos o par (t,<) ao nome de uma arvore,
mas em geral se omite a ordem, escrevendo-se apenas “t’.

Dadas duas arvores finitas t{ e to, chamamos de um implante homeomorfico
qualquer funcéo injetiva f : t{ — to que preserve a ordem. Assim, num implante
homeomdrfico como esse, para quaisquer pontos a, b € tq, se a< b, entédo f(a) < f(b)
em tp, i.e., pontos “mais abaixo” em t{ sdo levados em pontos “mais abaixo” em t».
Se uma f como essa existir, entdo t{ € homeomorficamente implantavel em to, e
escrevemos t1 < to. O Teorema de Kruskal, entdo, se Ié:

Teorema 4.2.4. Seja (t1,to,...) uma sequéncia infinita de arvores finitas. Entao, exis-
temi,j € N*, comi <, tais que t; < ;.

A formulacdo de HF surge ao restringirmos tanto os tamanhos das arvores
quanto o tamanho da sequéncia correspondente:

HF. Dado um numero natural k qualquer, com k > 1, existe n € N tal que se (t1, ..., tn)
for uma sequéncia finita de arvores finitas tais que cada t; tem cardinalidade maxima
de k + i, entdo existem i,j € N*, com i < j < n, tais que t; < t.

Assim como no caso do Teorema de Ramsey, a relevancia do Teorema de
Kruskal reflete seu carater puramente matematico. Uma aplicacao importante é devido
a Andrzej Ehrenfeucht e resulta na boa-ordenagéo de certo conjunto de polinbmios
exponenciais. Trata-se, obviamente, de um resultado n&o tdo proeminente quando o
Principio de Dirichlet (que, lembre-se, € um caso particular do Teorema de Ramsey),
mas seu conteudo algébrico é evidentemente concreto.

Os argumentos para HF tanto ser verdadeira quanto indecidivel seguem linhas
paralelas as respectivas provas sobre PH. Em suma, a veracidade de HF segue do
Lema de Kénig (que fala justamente sobre arvores), e sua indecidibilidade é consequén-
cia do fato de que PA - HF — Conpp. No entanto, HF também implica a consisténcia
de PA+PH, i.e., a teoria resultante da adicdo de PH a PA como um novo axioma. Mais
ainda, HF implica a propria PH [c.f. (HARRINGTON et al., 1985), p. 384.], e disso
podemos concluir que HF é mais forte do PH, tanto no sentido matematico quanto
metatedrico. Em particular, a indecidibilidade de HF se verifica em teorias mais fortes
que PA, e também em teorias mais fortes que PA+PH.

Agora, a indecidibilidade de PH (ou, melhor dizendo, a dificuldade de se dar
uma eventual prova construtiva deste possivel teorema19) pode ser mensurada pela

9 Pois, em certo sentido, é isso que “uma sentenca ser indecidivel em dada teoria” significa: ela é
indecidivel via métodos finitarios, i.e., ndo ha prova construtiva para ela em tal teoria.
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funcao que descreve o crescimento do conjunto em questdo. O mesmo tipo de analise
pode ser feito para HF — i.e., existe uma funcao que descreve o crescimento das
arvores envolvidas. Mas se a funcéo referente a PH ja crescia mais rapidamente do
que qualquer fungdo computavel, o que podemos dizer sobre HF?

Como de praxe neste capitulo, tal problema nos leva a teoria de nimeros ordi-
nais. O motivo para isso mora no fato de que o Teorema de Kruskal pode ser enunciado
apenas em termos desta teoria, uma vez que toda arvore é, em esséncia, um conjunto
parcialmente ordenado.?® Grosso modo, a hierarquia das fungdes de crescimento ra-
pido se estabelece ao associarmos ordinais especificos a cada uma delas: quanto
maior o ordinal, maior a taxa de crescimento. O método consiste em criar funcoes
entre ordinais contaveis, i.e., ordinais relativos a conjuntos de cardinalidade enumera-
vel. A partir de fungbes com ordinais relativamente baixos, constroem-se outras, cujos
valores sdo ordinais maiores que os anteriores, e assim por diante. Nesse sentido, a
fungao referente a PH associa-se o ordinal .

O caso de HF é outro: ndo se sabe exatamente qual ordinal devemos associar
a ela. Entretanto, muitos limites superiores e inferiores ja foram encontrados. O limite
mais baixo é Ty, que, como apontado no Apéndice A, € o menor ordinal contavel em
cuja definicao precisamos apelar para o universo incontavel. A construcao formal dessa
hierarquia de fun¢des se encontra no referido texto; aqui, exploraremos a conexao entre
I e o Teorema de Kruskal (o que vai explicar por que HF é indecidivel).

Para isso, vamos definir uma funcao entre o conjunto de todas as arvores finitas
e o conjunto de todos os ordinais < Iy, que seja sobrejetiva e preserve a ordem. Como
cada ordinal < Iy tera uma arvore correspondente, e arvores de mesmo tamanho
serdo levadas em ordinais de mesmo tamanho, o Teorema de Kruskal (que versa
sobre boa ordenacao em arvores) vai implicar a boa ordenagéo dos ordinais contaveis
< Ip. Colocando de outra maneira, vamos concluir que quando o Teorema de Kruskal &
valido, o Teorema de Indug&o Transfinita para ordinais até Iy também é valido. Como
tal resultado ndo é demonstravel em diversas teorias?!, vamos concluir que o Teorema
de Kruskal, bem como suas outras versdes construidas por Friedman (HF inclusa), sédo
indecidiveis em PA.

Chame, entdo, de ¥ o conjunto de todas as arvores finitas, e de O(T) o conjunto
de todos os ordinais < Iy. Definimos h : € — O(Ip) de maneira recursiva, através de
zero, +, € as funcodes g(«, B):

20 Mais especificamente, o Teorema de Kruskal pode ser enunciado em termos de boa-quasi-ordenagéo,
€ nao apenas em termos de boa-ordem. Uma quasi-ordem € uma relagao reflexiva e transitiva,
enquanto uma ordem parcial, além disso, é antissimétrica. Um conjunto bem-quasi-ordenado é
aquele tal que para toda sequéncia infinita (x;), tem-se x; < x; para todo /i < j. Dai, o Teorema de
Kruskal se Ié: “A quasi-ordem induzida pela implantabilidade homeomodrfica de arvores finitas € uma
boa-quasi-ordem”.

21 Lembre-se: segundo Gentzen, a indugéo transfinita em ordinais até o, um ordinal muito menor do
que I, € indecidivel em PA.



Capitulo 4. Incompletude Concreta 119

1. se t € a arvore com apenas um no (i.e., somente a raiz), entdo h(t) = 0;

2. se t é tal que sua raiz possui apenas um sucessor (i.e., ha apenas um n6 imedia-
tamente acima da raiz), entdo t é formada pela raiz mais uma sub-arvore t’; faca
h(t) = h(t);

3. se a raiz de t possui exatamente dois sucessores, entdo ha exatamente duas
sub-arvores, digamos t’ e t”; sem perda de generalidade, suponha h(t') > h(t"),
e faga h(t) = h(t") + h(t');

4. se a raiz de t possui exatamente trés sucessores, teremos trés sub-arvores, t/,
t” e "”’; assumindo que h(t') > h(t") > h(t") e que h(t') < g(h(t'), h(t")), faca
h(t) = g(h(t"), h(¥));

5. se araiz de t possui exatamente trés sucessores, assumindo que h(t') > h(t") >
h(t"') e que h(t') = g(h(¥), h(t")), faga h(t) = h(t') + h(t");

6. se araiz possui quatro o mais sucessores, assumindo que h(t') > h(t") > h(t"") >
h(t""), faga h(t) = g(h(t'), h(t")).

Por mais que esta seja uma definicdo bastante longa e de dificil leitura, a prova
de que h é sobrejetiva depende unicamente do fato, provado no teorema A.2.7, que
todo ordinal < Ty pode ser obtido recursivamente de 0, + e g. As clausulas acima,
nesse sentido, cuidam de cobrir tal demanda. Para provar que h preserva a ordem,
cada caso precisa ser analisado separadamente. De todo modo, ndo mais do que um
processo de inducao transfinita e alguns dos resultados presentes no Apéndice A sao
necessarios. Assim, temos o tdo desejado teorema:

Teorema 4.2.5. A fungdo h: ¥ — O(Iy)) € sobrejetiva e preserva a ordem — i.e., para
qualquer « € O(Ty), existe t € T tal que o = h(t), e para quaisquer t1,t> € T, setq < to,
entao h(ty) < h(tp).

Mais simples de se demonstrar — e, também, mais importante para 0s nossos
fins — € o seguinte corolario:

Corolario 4.2.1. O Teorema de Kruskal implica que O(T)) é bem ordenado pela relagdo
<.

Demonstragdo. Assuma o contrario. Entdo, existe uma sequéncia infinita («p) tal que
®j,q1 < «; para todo i > 1. Da sobrejetividade de h, deve existir uma sequéncia infinita
de arvores (tp) tal que h(t;) = «;, qualquer que seja i > 1. Pelo Teorema de Kruskal,
existem indices /,jtaisque i< je t; < tj, e como h preserva a ordem, temos que

«j = h(t;) < h(t)) = o
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Mas isso contradiz a hipétese de que «; < «; se i < J. Logo, tal hipdtese € absurda, e
concluimos que O(I) € bem ordenado por <. O

Abreviando as boas ordenagbes de O(I) e T por BO(Tp) e BO(%), respectiva-
mente, e a boa-quasi-ordenacao de T por BQO(%), o corolario 4.2.1 se 1é:

BQO(Z) — BO(T).

Escrevendo as coisas desse jeito, por contraposi¢éo, se BO(Iy) ndo pode ser demons-
trada em certo sistema formal, ent&o tal teoria tampouco prova o Teorema de Kruskal.
Vejamos, portanto, algumas teorias em que isso ocorre.

Como afirmamos anteriormente, Gentzen foi capaz de provar que a inducao
transfinita até o ordinal g ndo é valida para PA. Isso é equivalente a dizer que existem
sequéncias decrescentes de ordinais < ¢, i.e., que o fato de o conjunto dos ordinais
menores que ¢q ser bem ordenado n&o pode ser demonstrado em PA. Como ¢ < I,
isso implica que o Teorema de Kruskal € indecidivel em PA. Mas ha exemplos muito
mais interessantes.

Os trés sistemas que Friedman investigou mais atentamente foram ACA, ATRg
e ﬂ] -CA(, que sdo subteorias da aritmética de segunda ordem. Em contraste com
PA, que € de primeira ordem, neles consideramos, também, variaveis sobre conjuntos
de numeros naturais, e os esquemas de inducao se tornam um Unico axioma. Além
disso, em cada um deles se considera alguma forma do que chamamos de axioma de
compreensao.

XVn[n € X + o(n)],

em que X é uma variavel de conjunto, e ¢ é uma férmula qualquer de segunda ordem,
desde que X nao ocorra livre dentro dela.

O sistema ACA(, que abrevia “Arithmetical Comprehension Axioms”, considera
0 axioma de compreensao restrito a formulas aritméticas, e pode ser visto como uma
extensao conservativa de PA. Aqui, construcdes tedricas muito mais robustas que
a aritmética elementar podem ser obtidas, como a teoria de fungbes continuas e
sequéncias convergentes (uma parte da analise real). Em particular, o Teorema de
Bolzano-Weierstrass?? é valido em ACA.

O sistema ATR(, que abrevia “Arithmetical Transfinite Recursion” inclui uma
versao do axioma de compreensdo que o extrapola para qualquer ordinal contavel.
Esta é uma teoria bastante poderosa, capaz de descrever grande parte do contetdo
matematico visto num curso de graduacgao. Por exemplo, pode-se construir o célculo
integral, a teoria de boa-ordenacao para ordinais contaveis, a topologia de espacos
métricos separaveis, conjuntos de Borel, etc.

22 “Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia convergente”.
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Por fim, o sistema ﬂ]—CA € obtido quando consideramos as formulas ¢ do
axioma de compreensdo como sendo férmulas T1!, i.e., férmulas com (apenas) quan-
tificadores universais, estes agindo sobre varidveis de conjuntos. Dos trés sistemas,
este € o mais forte, e, além das construcdes tedricas possiveis que citamos acima,
usando ﬂ]-CA podemos falar de abstragdes extremamente complexas, como teoria
descritiva de conjuntos, e outras tantas areas fundamentais da Matematica, como
andlise combinatéria, algebra e analise (em espagos dos mais variados).

O que Friedman provou foi, primeiramente, que BO(Ip) ndo € demonstravel em
ATRy; depois, que ACAy - BQO(T) — BO(Tp). Como ACA( é uma subteoria de ATR,
ele concluiu que BQO(¥) nédo é demonstravel em ATR. Isso, dada a quantidade de
Matematica que se pode construir nesse sistema, ja demonstra como o Teorema de
Kruskal é um exemplo grandioso de incompletude concreta (e, claro, como o trabalho
de Friedman é brilhante).

Ocorre que BQO(Y) é uma sentenga ﬂ] (i.e., da forma VX ), logo sua indecidi-
bilidade em sistemas de segunda ordem, como 0s que estamos discutindo, nao repre-
senta algo tao impressionante. Nesse sentido, o feito mais notével de Friedman foi de-
terminar a ndo-demonstrabilidade de HF, e outras versdes “miniaturizadas” de BQO(%),
que sao sentencas ﬂg (i.e., da forma Vx3y e, e, portanto, de primeira ordem), em sis-
temas muito mais robustos do que o necessario para formula-las. Em particular, ele
provou que HF é indecidivel em ATR, e que uma extensdo da mesma é indecidivel
em TT1-CA.

Aqui, finalizamos nossa discussao sobre a relagdo entre o fen6meno de inde-
cidibilidade e funcdes de rapido crescimento, bem como a exposi¢cao de exemplos
de incompletude concreta (que esperamos ter tornado evidente). Comentarios mais
objetivos e sintetizados serdo tecidos na conclusao do trabalho, para onde seguimos
imediatamente.
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5 CONCLUSAO

Facamos, agora, uma breve sintese daquilo que buscavamos ao inicio deste
trabalho, e daquilo que conseguimos alcancar. Diferentemente do que diz o senso
comum, no entanto, devemos atentar ao fato de que conclusbes, em geral, ndo sao
marcadas apenas por afirmagdes categoricas. Muitas vezes, no final de uma pesquisa,
sobram mais perguntas do que respostas. Este parece ser o nosso caso.

Em primeiro lugar, como ja frisamos algumas vezes, a tese deste trabalho de
conclusao de curso, bem como seu escopo e seu publico-alvo, sdo bastante amplos.
A ideia, de fato, era que qualquer pessoa familiarizada com os conceitos basicos de
l6gica-matematica entendesse tanto o contexto quanto o conteudo dos Teoremas de
Incompletude de Gddel. Para isso, foi necessario estabelecer o ambiente metama-
tematico por inteiro — desde a concepcao dos processos efetivos de decisdo, que
caracterizam os meios através dos quais podemos derivar as sentencas validas de
uma dada teoria matematica, até o estudo de um sistema aritmético formal especifico.

Nesse sentido, até o final do terceiro capitulo, nosso labor foi mais exaustivo
do que complicado. Todavia, acreditamos ter cumprido de maneira satisfatoria nosso
primeiro objetivo: de forma bastante detalhada, construimos ndo apenas uma, mas trés
sentencas indecidiveis na aritmética elementar. Justamente por ser esta a teoria de
nameros mais usual (que aprendemos na escola e que vem sendo construida desde
que a humanidade aprendeu a contar), tais exemplos demonstram de maneira clara o
impacto das descobertas de Gddel. Afinal, se nem mesmo o terreno matematico em
que qualquer leigo consegue caminhar esta livre de incertezas, o que dizer, entdo, das
areas mais abstratas do conhecimento matematico? [E claro que essa n&o foi uma
pergunta que tentamos responder, pois nos ativemos a PA. Mas ela atesta a forga dos
Teoremas.]

Afora os conteudos autorreferentes das sentencas de Gddel e de Rosser, que
motivam a distingdo entre o0 “concreto” e o “abstrato” dentro da Matematica, suas formu-
lagbes sdo notadamente aritméticas. O mesmo acontece com a sentenga que afirma
a consisténcia de PA, mas, como vimos, seu caso é bem mais delicado, pois depende
da férmula que escolhemos pra representar o fenbmeno de contradicdo. Além disso,
a indecidibilidade da consisténcia estd amarrada as propriedades que o operador de
demonstrabilidade sendo usado satisfaz (no sentido que vimos em nossa breve discus-
sdo sobre l6gica modal). Tais dificuldades nos dizem que a indecidibilidade de Conpa,
em particular, ou de qualquer outra sentenga equivalente a ela, ndo determinam, em
absoluto, a impossibilidade de se provar a consisténcia de PA.

Isso vai de encontro com um dos mitos/ma interpretacées mais difundidos so-
bre os teoremas de incompletude. Diz-se, ocasionalmente, que o Segundo Teorema
veio para destruir todas as esperancas depositadas no Programa de Hilbert, pois “é
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impossivel atestar a consisténcia de um sistema aritmético”. Tal tipo de afirmagéo néo
s6 caracteriza leviandade — pois, em linguagem natural, 0 mais correto seria dizer
que “é impossivel atestar a consisténcia de um sistema aritmético através do proprio
sistema” —, como, também, é uma afirmagéo falsa. A prova de Gentzen, por exemplo,
nos diz que PA é consistente (embora deixe em aberto a hipdtese de que a Aritmética
de Skolem o seja). Soma-se a tudo isso o fato de que o Programa de Hilbert nunca
foi completamente estabelecido (a comecar pela estranha distincao entre “finitario” e
“infinitario”), e vé-se que, de fato, sobram mais perguntas do que respostas. O estado
da arte do Programa de Hilbert, portanto, € uma das linhas de pesquisa que este
trabalho desencadeia.

Outro afluente importante se da no tratamento do predicado de demonstrabili-
dade como um operador modal. Como vimos brevemente durante a discussao sobre
as consequéncias (l6gicas) diretas dos teoremas de incompletude, sob essa perspec-
tiva, questdes bastante sofisticadas se tornam muito mais legiveis, e teoremas fortes
brotam como meros casos particulares de resultados muito mais gerais. Em suma,
ao trabalharmos numa légica especifica para atacar problemas de decidibilidade, po-
demos elevar o nivel de abstracdo enormemente. As possibilidades sao incontaveis.
Ademais, tendo em vista o histérico recente de ndo mais que quatro décadas, é uma
area ainda bastante prolifica e, portanto, interessante de se aventurar.

Também de grande interesse sdo as questdes concernentes aos meios neces-
sarios para se determinar incompletude. Nosso foco se deu em sentencas autorrefe-
rentes, pois este foi 0 método que o préprio Gddel encontrou para obter sua prova
original, mas desde entédo foram construidas demonstra¢cdes das mais variadas. Uma,
devido a George Boolos, utiliza apenas o conceito de maquinas de Turing. Nesse sen-
tido, vale ressaltar que poderiamos ter optado por um tratamento (equivalente) em
termos de maquinas — mas, ai, nosso protagonista seria Emil Post, ndo Kurt Gddel.
As construcdes tedricas que surgem de um tratamento mais mecanico sao, também,
inestimaveis, e um 6timo caminho a se seguir a partir do presente estudo. De qual-
quer forma, analises sobre o papel da autorreferéncia e, mais especificamente, sobre
o conceito de diagonalizacdo no fenémeno de indecidibilidade sao étimos temas de
pesquisa; de fato, elas também conversam intimamente com as ideias presentes na
l6gica de demonstrabilidade mencionada acima.

Finalmente, quanto a nossa tese, temos poucos comentarios categoricos a te-
cer; as exposi¢oes de exemplos de indecidibilidade concreta, por si mesmas, atestam o
fato de que nao apenas sentencas “artificais”, construidas por “meros truques légicos”,
séo indemonstraveis em certos sistemas aritméticos. Nosso receio inerente, enquanto
matematicos, de que algumas conjecturas jamais poderao ser decididas é, portanto,
plenamente justificavel.

Aqui, no entanto, sobram muito mais duvidas do que respostas. O primeiro
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ponto problematico, evidentemente (e a despeito do que afirmamos acima), se da na
distingdo entre matematica concreta e matematica abstrata. Em nossa breve discusséo
sobre o0 assunto, nem de longe fomos capazes de delinear o limite entre estas duas de
maneira totalmente clara. Em particular, para muitos autores (este incluso), a hipétese
do continuum e o0 axioma da escolha representam casos de incompletude concreta
tao evidentes quanto HF, PK e PH. O trabalho pioneiro de Harvey Friedman, portanto,
merece um estudo bem mais detalhado do que nossa curta visita abordou.

Um segundo ponto problematico diz respeito aos métodos utilizados para se
determinar a ndo-demonstrabilidade de sentencas matematicamente concretas. Como
vimos, se, por exemplo, PH fosse demonstravel, entdo Conpy também o seria. Isso
amarra o fenémeno de incompletude concreta a incompletude abstrata. Nesse sentido,
um possivel estudo futuro seria investigar quao apertado € esse né, i.e., quais sao
0s motivos para precisarmos de sentencas metalinguisticas para determinarmos a
indecidibilidade de sentencas que ocorrem naturalmente na Matematica.

Agora, se por um lado podemos dar como vencido o desafio de provar para a
comunidade matematica comum, notadamente negligente e cética com os Teoremas
de Incompletude de Gddel, que tais resultados impactam, sim, diretamente sua ativi-
dade profissional cotidiana, por outro lado, até onde vai o conhecimento daquele vos
escreve, nenhuma grande conjectura, como a de Goldbach, ou a hip6tese de Riemann,
se mostrou indecidivel. [Na literatura mais antiga sobre 0 assunto, o exemplo em voga
era o Ultimo Teorema de Fermat (que por 358 anos foi apenas uma conjectura, até
finalmente ser provado por Andrew Wiles, em 1995, quando passou a ser chamado de
Teorema de Fermat-Wiles).] A questao que importa aqui é que, a menos que consiga-
mos provar ou refutar determinada sentenca, esta continuara sendo um problema em
aberto, e ha problemas em aberto mais interessantes ou complicados do que outros.

Dito isto, essencialmente, a Unica diferenca entre PH, PK e HF e as conjecturas
de Goldbach e de Riemann é que estas ainda estdo em processo de decisao, enquanto
gue aquelas ja tiveram sua indecidibilidade determinada. Fato € que ambas podem ser
formuladas na linguagem da aritmética (Goldbach por motivos ébvios, e a hipdtese de
Riemann por ser equivalente a uma sentenga que envolve apenas uma soma, uma
desigualdade, uma funcéao logaritmica e outra exponencial; este resultado consta em
(LAGARIAS, 2002)). Assim, podemos atacar essas conjecturas com todo o arsenal
que construimos (e provavelmente mais algumas coisas, como teoria de modelos), e
tentar prova-las indecidiveis. De qualquer maneira, tanto essa investigacao quanto as
investigagbes mais pertinentes do ponto de vista matematico usual, i.e., o ato de tentar
prova-las ou refuta-las, sdo caminhos interessantes, e um nao diminui o sentido de ser
do outro.
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APENDICE A — NUMEROS ORDINAIS

Desde a época da pré-escola, somos ensinados que 0s numeros naturais de-
sempenham dois papéis: o ato de contar e o ato de ordenar. Assim, por exemplo, na
frase “Tenho 27 anos de idade”, o numero cardinal 27 expressa a quantidade de anos
ja vividos pelo autor, ao passo que em “Este € 112 més que passo isolado em minha
casa’”, o numero ordinal 11 expressa a posicdo que janeiro de 2021 ocupa numa lista
de meses que o autor ja passou em sua longa quarentena de Covid-19.

Tal distincdo, a menos de semantica, parece um tanto quanto pedante: por
exemplo, poderiamos reformular a segunda frase em termos de numeros cardinais:
“Faz 11 meses que estou isolado em minha casa.” Ocorre que, apds as descobertas de
Cantor, tal distincao passou a ser, também, sintaticamente importante, pois ordinais e
cardinais infinitos se comportam de maneiras bastante diversas (principalmente quanto
a suas operacgdes analogas).

A teoria que vamos construir neste apéndice é baseada na teoria dos conjuntos,
sob a axiomatica de ZFC (i.e., Zermelo-Fraenkel mais o axioma da escolha). Desse
modo, embora ndao mais do que um entendimento basilar sobre a por¢éo “ingénua” da
mesma seja necessario, ficam subentendidos seus principais conceitos. Em particular,
as definicdes de relacao de ordem parcial e ordem total, bem como as construcdes
tedricas advindas destas (como as ideias de pares ordenados, de elementos maximais
e minimais, de supremos e infimos, etc.), serdo de suma importancia.! A maioria dos
resultados e definigbes a seguir foram retirados dos textos de (JECH, 2014) e (PINTER,
2014) e (GALLIER, 1991). Por questao de escopo e espacgo, omitiremos as provas.

Dado um conjunto parcialmente ordenado A, dizemos que A € bem-ordenado
se todo subconjunto ndo vazio de A tiver um menor elemento. Nesse caso, a relagao
de ordem correspondente, <, que podemos provar ser uma ordem total, é dita uma
boa ordenacgéo. Por um segmento inicial de A, entende-se todo subconjunto na forma
{x € A: x < u} para algum u € A. Usando apenas esses conceitos, pode-se provar o
seguinte teorema, que, por sua vez, motiva a construcdo dos numeros ordinais:

Teorema A.0.1. Sgjam A e B conjuntos bem-ordenados quaisquer. Entdo, uma (e
apenas uma) das seguintes condicées € satisfeita:

(i) A e B sgo isomorfos (i.e., ha uma bijecdo entre A e B);
(ii) A é isomorfo a algum segmento inicial de B;

(iii) B é isomorfo a algum segmento inicial de A.

1 Além disso, usaremos o conceito de classe de objetos — algo que ZFC, e tantas outras axiomaticas

conjuntistas, em geral, ndo consideram. Assim, se ¢(x, y1, ..., ¥n) € uma férmula, definimos C = {x :
©(X, Y1, ..., ¥n)}, i.€., 0s elementos de uma classe C sdo todos 0s conjuntos para os quais determinada
férmula é valida em ZFC. Pelo Paradoxo de Russell, sabemos que C ndo pode ser um conjunto.
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Tal resultado nos diz que conjuntos bem-ordenados sdo comparaveis por seus
comprimentos (ou “tamanhos”). Se A e B sao isomorfos, dizemos que eles tém o
mesmo tipo de ordem. A ideia de se definir nUmeros ordinais é que eles sejam o tipo
de ordem de um conjunto bem-ordenado. Além disso, para que tal definicao esteja de
acordo com o teorema A.0.1, devemos fazé-lo de modo que, se « e 3 representam
ordinais quaisquer, entao

x<Po(xepVa=p), e a={p:p<a.

Para tanto, defina A como sendo um conjunto transitivo se para qualquer a € A tal
que a € um conjunto, tenha-se a C A. [Isso equivale a dizer que A C P(A), i.e., que
A contém cada um de seus elementos que sao conjuntos como um subconjunto. Um
exemplo de conjunto transitivo é B = {b, {b}}, pois {b} (que pertence a B) é também um
subconjunto de B, ja que b € B.] Assim, temos a seguinte

Definicao A.0.1. Um conjunto transitivo € dito um ndmero ordinal (ou, simplesmente,
um ordinal) se e somente se for bem-ordenado pela relacao de pertencimento, €.

Como sugerido acima, usaremos letras gregas minusculas para nos referirmos
a ordinais. A classe de todos os ordinais (porque tal entidade é muito maior do que um
mero “conjunto”) atribuimos o simbolo O. Também, definimos « < 3 se e s6 se x € f3.
Em posse disso, podemos provar varios resultados elementares.

Por exemplo, 0 = () é trivialmente um namero ordinal, e todo ordinal é o conjunto
dos ordinais menores do que ele mesmo. Dado « um ordinal qualquer, temos que xU{a}
também o é, e aU{oa} = inf{B : o« < B}. Assim, definimos «U{a} = x+1, i.e., 0 sucessor
de x. Se « = 3 + 1 para algum ordinal 3, dizemos que que « é um ordinal sucessor;
se « ndo é um ordinal sucessor, entdo « deve ser tal que o = sup{f : p < o} = J «,
e o chamamos de um ordinal limite. Por definicdo, consideramos () também como um
ordinal limite, e colocamos sup () = 0.

Com isso, podemos definir os numeros naturais em termos de ordinais: ao
menor ordinal limite ndo-nulo, atribuimos o simbolo w, e todo ordinal menor que w
sera um numero natural (ou, ainda, um ordinal finito). Sob essa 6tica, temos que

0;

0+1=0U{0}={0};

T+1={0}u {03} = {0, {0}};

2+ 1 ={0, {03} U {0, {11} = {0, {0}, {0, {0}}; ...

0
1
2
3

Ou seja, todo numero natural, visto como um namero ordinal, é simplesmente o resul-
tado de alguma iteragao da operagao de unido, a partir do conjunto vazio — exatamente
0 mesmo processo que utilizamos para definir N na linguagem de PA. A vantagem,
aqui, é que tal definicao ja embute a relacdo de ordem que queremos.
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Finalmente, definimos A como sendo um conjunto finito se existir uma funcao
injetiva de A em algum n € w. Caso contrario, A é dito infinito. Com isso e o proximo
teorema, podemos facilmente definir o conceito de sequéncia de numeros ordinais:

Teorema A.0.2 (Inducédo Transfinita). Seja C uma classe de ordinais. Assumindo que
() 0€C;
(i) sexe C,entdoux+1€C; e
(iii) se o # 0 é um ordinal limite tal que 3 € C para todo 3 < «, entdo « € C,
entdo C é a classe de todos os ordinais, i.e., C = O.

Uma sequéncia infinita, portanto, sera qualquer funcao f cujo dominio é w. Uma
sequéncia finita tera um dominio finito, i.e, n para algum n € w. Nesse sentido, diremos
que s é uma sequéncia de comprimento n, ou uma n-sequéncia. Ja uma sequéncia
transfinita tera como dominio um ordinal qualquer. [Portanto, sequéncias finitas e in-
finitas sdo todas transfinitas]. A notacdo sera a mesma utilizada anteriormente: e.g.,
s=(ap : B < «), e para tal sequéncia também podemos dizer que seu comprimento &
«, OU que ela é uma «-sequéncia.

A.1  ARITMETICA ORDINAL

Nosso objetivo, agora, € estabelecer um pouco de aritmética na teoria de nu-
meros ordinais. Para isso, lancaremos mao de um método analogo aquele que nos
permitiu construir (Quase) todas as fungdées computaveis em PA. Chamaremos esse
processo de recursdo transfinita. A ideia é que sempre que tenhamos uma fungéo
f na classe das sequéncias transfinitas, deve existir, para todo ordinal v, uma Unica
v-sequéncia (ay : « < y) de forma que

O seguinte teorema diz que isso sempre é possivel:

Teorema A.1.1 (Recursao Transfinita). Seja f uma funcao qualquer. Se g for definida
como sendo

9(x) = x > existe uma sequéncia (ag : B < ) tal que:
() VB < «[ag = f((ay 1y < B))]; e
(i) x = f((ap : B < o)),

entdo g determina uma fungdo em O tal que para cada ordinal «, obtéem-se
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(Aqui, o simbolo “| «” significa a restricao do dominio de g ao ordinal «.)

Chamemos qualquer sequéncia (ag : B < o) tal que se < vy, entdo ag <
ay, de uma sequéncia ndo-decrescente. Juntando isso ao conceito de ordinal limite,
podemos definir o que vem a ser o limite de uma sequéncia transfinita:

Definicao A.1.1. Sejam « > 0, « # 0, um ordinal limite e (ap : § < «) uma sequéncia
nao-decrescente quaisquer. Entao, o limite de a, é tal que

li = B < al.
[3£ncxaﬁ sup{ag : B < of

Com isso, podemos definir adicdo, multiplicacdo e exponenciacdo de numeros
ordinais. No que segue, perceba como a ideia é um paralelo perfeito com as definicdes
apresentadas no capitulo 2 (a despeito do novo conceito de ordinal limite, que ndo tem
paralelo na teoria de numeros).

Definicao A.1.2 (Adicdo). Dados «, 3,y ordinais quaisquer, temos que
(i) c+0=q;
(i) c+(P+1)=(cx+p)+1;
(i) oc+ P =1limy_,g(x +y), para todo ordinal limite § > 0.
Definicao A.1.3 (Multiplicacédo). Dados «, 3,y ordinais quaisquer, temos que
(i) x-0=0;
(i) - (B+1)=a-PB+0c
(iii) o+ B =1lim,_,g(x-7), para todo ordinal limite § > 0.

Definicao A.1.4 (Exponenciacdo). Dados «, 3,y ordinais quaisquer, temos que

(i) oft! = P «;
(iii) oP = limy_,p(aY), para todo ordinal limite f > 0.

Usando indugéo transfinita, varios resultados analogos aos da aritmética ele-
mentar podem ser obtidos. Em particular, adicdo e multiplicagcdo em ordinais sao ope-
ragcdes associativas, e as interacbes das mesmas com a relacdo de ordem < séo
bastante semelhantes (e.g., valem as leis de cancelamento). Além disso, existe um
algoritmo de divisao totalmente analogo aquele de Euclides para a teoria de nimeros.
Diretamente desse resultado, segue um analogo a representacdo de numeros naturais
numa base qualquer. Nesse caso, todo ordinal pode ser escrito, de forma unica, como
uma combinacdo linear de poténcias de w:
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Teorema A.1.2 (Forma Normal de Cantor). Dado « > 0, existem unicos n € N¥,
B1,.sBn, comB; < e P> Py paratodoi€{1,...,nfej<{ eky,..kn €N de
forma que

x = whi -k1+...+wf3"-kn.

As semelhancas, todavia, param por ai. Veja, por exemplo, que as somas en-
volvendo ordinais infinitos geralmente ndo comutam. Com efeito: pela definicdo A.1.2,
temos que

1+w=sup{l +a:a< w},

e como todo ordinal menor do que w é um numero natural, deve-se ter que 1 + x =
«+ 1 =3, para algum 3 que seja um ordinal sucessor. Assim, obtemos:

1T+w=sup{f:p <w}=w.
Ja o ordinal w + 1 é, por definicao, igual a w U{w}, e
wU{w}={0,1,2,...,w} #{0,1,2,...} = w.
O mesmo acontece com a multiplicagao, pois, e.g.,

2-w=supf2-x:a<wl=w

Fw+w=w-l+w=w-(1+1)=w-2.

Agora, tudo isso parece fazer muito sentido algebricamente — pois tais opera-
cbes sao definidas de maneiras analogas aquilo com que ja estamos acostumados —,
mas 0s contra-exemplos de comutatividade, acima, sugerem que nossa intuicado nao
deve ser o caminho a se trilhar (a0 menos ndo em situagdes envolvendo o infinito). No
entanto, alguns casos particulares, limitados a ordinais menores ou iguais a w, podem
nos ajudar a entender o que as defini¢cdes indutivas, acima, estdo computando. Tome,
por exemplo, a soma w + w. Procedendo apenas pela definicdo, seu resultado é o
limite de w +y, com vy tendendo ao ordinal w. Em outras palavras, w + w € o limite da
sequéncia

(w,w+1,w+2,...,w+n,..).

Por outro lado, como ordinais sao os tipos de ordem de algum conjunto bem-ordenado,
podemos tomar dois conjuntos com tipo de ordem w, e pensar em w + w como sendo
0 tipo de ordem da unido desses conjuntos.

Para tanto, precisamos encontrar A e B isomorfos a w, com A e B disjuntos.
Isso sempre pode ser feito: basta tomar, digamos, A= w x {0} e B = w x {1}, ambos
ordenados pela primeira entrada dos pares. Considerando as respectivas ordens em
A e Bcomo <4 e <p, definimos uma ordem em AU B da seguinte forma:
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(i) se x,y € A,entdo x < y quando x <4 y;

(i) se x,y € B, entdo x < y quando x <g y;
(iii) se x € Ae y € B, entdo x < y é verdadeira;
(iv) sexe Be y € A, entdo x < y é falsa.

Com isso, pode-se provar que < € uma boa-ordem para AU B. Logo, deve existir um
ordinal x tal que AU B = «; assim, temos que « = w + w. Nesse caso, tomamos

A={0,1,2,...} x {0} = {{0, 0}, {1,0},{2,0},...};
B={0,1,2,...} x {1} ={{0,1},{1,1},{2,1}, ...},

de forma que AU B = {{0,0},{1, 0}, ...,{0, 1},{1, 1}, ...}. O significadode w+w = w - 2,
entéo, se torna bastante intuitivo: ele representa a listagem, na ordem <, de duas
copias isomorfas de w.

E claro que extrapolar esse tipo de andlise para ordinais maiores do que w
torna-se uma tarefa ardua (tanto pela ndo-intuitividade quanto pela crescente falta
de simbolos disponiveis para representar tais numeros, a medida que se opera com
ordinais cada vez maiores); nesse sentido, as definicées A.1.2-A.1.4 tornam tudo mais
facil. Voltemos nossa atencgao, portanto, a ordinais contaveis — i.e., aqueles ordinais
atribuidos a conjuntos bem-ordenados que sédo isomorfos a N. (Sao exemplos destes
0s de maior interesse para o nosso trabalho no capitulo 4.)

A.2 ORDINAIS CONTAVEIS

Vamos restringir nosso ambiente de estudo da classe dos ordinais, O, a classe
dos ordinais contaveis, C. Lembrando que um subconjunto B C A é estritamente
limitado quando existe a € A tal que para todo b € B, tem-se b < aA b # a, a
caracterizacao de C se da pelos seguintes axiomas:

(i) C é bem-ordenada pela relacdo < usual para ordinais;

(i) Todo A € C que for um conjunto estritamente limitado (como subconjunto de C)
deve ser um ordinal contavel;

(iii) Todo « € C que for um ordinal contavel deve ser um conjunto estritamente limitado
(como subconjunto de C).

Com isso, podemos provar que, embora C nao seja uma classe propria (de modo
que podemos chama-la de um conjunto) C € incontavel — i.e., existem incontaveis
ordinais contaveis. Mais importante que isso, o teorema A.0.2, de indugé&o transfinita,
vale trivialmente para C. Logo, podemos desenvolver a mesma aritmética de O para o
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contexto restrito desta secdo. Em particular, todo ordinal contavel tem sua respectiva
forma normal de Cantor.

Estendendo a nocédo de segmento inicial, dado A ¢ C, chamamos A de um
C-segmento se e somente se para quaisquer o, 3 € C,se p € Ae ax < 3, entdo o € A.
Com isso, definimos o importantissimo conceito de funcao de ordenamento:

Defini¢ao A.2.1. Dado B C C, a fungéo f : A — B seréa dita uma fung¢do de ordena-
mento de B se, e somente se,

(i) o dominio de f for um C-segmento;
(i) Para quaisquer «, 3 € C, se « < 3, entdo f(x) < f(p3);
(iii) Alimagem de f for igual a B.

Nesse sentido, como a cldusula (i) afirma que f deve ser estritamente crescente,
o que uma tal funcao faz é enumerar os elementos de B em ordem crescente. Fato é
que todo ordinal contavel tem uma fungcéao de ordenamento respectiva, e essa funcao
€ unica. Um atributo importante dessas funcdes € que elas sdo continuas, no seguinte
sentido: primeiramente, chamemos A de um conjunto fechado de ordinais quando se
verificar que

BCcA—-|UBeA,
qualquer que seja o ordinal contavel B, desde que nao-vazio. Dai, temos a

Definicao A.2.2. Seja f : A — B uma fungé@o de ordenamento de B. Entéo, f sera
continua se e somente se A for fechado e para qualquer ordinal ndo-vazio M C A, for
verdade que

F(UM) = Uf(M).

Com isso, podemos caracterizar continuidade em termos de contradominio fe-
chado, i.e.,

Teorema A.2.1. Segjaf : A — B uma funcao de ordenamento de B. Entao, f sera
continua se e somente se B for fechado.

Se f for continua e A = C, diremos que f € uma fungdo normal. Fungdes nor-
mais sdo importantes na construcao de hierarquias (que, por sua vez, determinam
ordinais contaveis gigantescos e bastante relevantes na discussao sobre incompletude
concreta, tema do capitulo 4). Tais funcdes tém a seguinte caracterizacao:

Teorema A.2.2. Sgja f : A — B uma funcdo de ordenamento de B. Entéo, f sera
normal se e somente se B for fechado e ilimitado (i.e., ndo estritamente limitado).
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Para os nossos propdésitos, mais importante do que o conceito de normalidade é
o fato de que toda fungéo continua (ou normal) possui pontos fixos, i.e., ordinais « tais
que se f é continua (normal), entdo « = f(«x). Isso se da, de forma construtiva, através
dos seguintes resultados:

Teorema A.2.3. Sgja f : C — C uma funcdo continua. Para cada « € C, defina
fO(x) = « e, para cada n > 0, f™1(x) = f(f"(«)). Se « < f(x) para qualquer « € C,
entédo U, f"(«) € um ponto fixo de f.

Corolario A.2.1. Sejaf: A — B uma fungdo normal, e tome « € C. Entao, | > ()
é um ponto fixo de f.

Chamemos um ordinal ndo nulo « € C de um ordinal aditivo principal quando
para cada 3 < «, tivermos 3 + «x = «. (Observe que 1 € o menor ordinal aditivo principal,
e que o préximo da lista € w.) Ao conjunto de todos os ordinais aditivos principais,
atribuimos o signo A. Nao & muito dificil demonstrar que A é fechado e ilimitado;
portanto, pelo teorema A.2.2, a fun¢ao de ordenamento de .4 é normal.

Tal fungdo é dada por f : C — A, f(x) = w®. (Para verificar que é esse 0
caso, basta checar os axiomas (i)-(iii) da definicao A.2.1; a parte mais complicada é
seu carater crescente, i.e., que « < f — w* < wh.) Por ser normal, f possui pontos
fixos. Ou seja, existem ordinais « para os quais « = w*. O menor desses ordinais €
chamado de ¢( (teremos mais oportunidades de falar dele adiante).

Introduzimos, agora, para cada ordinal «, o importante conceito de ordinais «-
criticos, e definimos suas fun¢des de ordenamento. Chamamos o conjunto de todos os
ordinais «-criticos de Cr(«), e as respectivas funcdes de ordenamento serdo nomeadas
Jx, COM gy : Xo — Cr(x). Procedemos indutivamente da seguinte forma:

(1) Cr(0) = A, Xy =C, eparacada 3 € C, go(B) = wh e, 9o0(B) é a fungéo de
ordenamento de Cr(0) = A;

(2) Cr(c+1) = {n € X« : ga(n) = n}, i.e., 0 conjunto dos pontos fixos de gu, €
o1 - Xye1 — Cr(ec+ 1) é a fungcéo de ordenamento de Cr(o + 1);

(3) Para qualquer ordinal limite 3 € C, tem-se que

Cr(B) = {n € Nucp Xa : Vo < Blga(n) =71},

i.e., o conjunto dos pontos fixos comuns a todos os Cr(x), com « < 3; por sua
vez, gg : Xg — Cr(B) é a fungao de ordenamento de Cr(f3).

Como indicado pelas clausulas acima, os elementos de Cr(x) sdo os pontos
fixos das fungoes de ordenamento gg, para todo 3 < «. Usando argumentos de indugéao
transfinita, podemos provar que cada Cr(x) é fechado e ilimitado; mais ainda, sempre
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se tem Xy = C. Por conseguinte, cada funcédo de ordenamento g, tem seus valores
avaliados em todos os ordinais, e g € sempre normal. Logo, toda g« tem pontos fixos.

Agora, pelo fato de o dominio de g, sempre ser C, podemos construir uma
funcao binaria g : C x C — C tal que g(«, B) = g«(pB). Disso, segue imediatamente que
todo ordinal g(e, B) é um ordinal aditivo principal, que g(0, B) = wP, e que se « < B,
entédo Cr(B) C Cr(x).

Uma questao de maior interesse (em nosso contexto) é encontrar ordinais « tais
que « € Cr(«x), i.e. ordinais « que sejam «-criticos. Indo diretamente pela definicao,
isso significaria que « € um ponto fixo comum a todas as fungdes normais gy, com
v < «. llustrativamente, se ¢ fosse um ordinal ey-critico, deveriamos ter ¢ = gy(gg),
qualquer que fosse y < ¢g. Mas, como ja apontamos, ¢ € o limite da sequéncia dada
por f(«x) = w%, logo ele ndo pode ser ponto fixo de fungdes de ordenamento cujos
ordinais correspondentes estdo todos abaixo dele.

Isso demonstra a dificuldade de se encontrar ordinais com tal propriedade. No
entanto, o ultimo resultado acima,

x< B — Cr(p) c Cr(x),

nos mostra que a tarefa €, ao menos, possivel: para que seja «x € Cr(«x), precisamos
encontrar ordinais « e {3 tais que (i) x < 3 e (ii) x € Cr(f3). O fato de ¢y néo satisfazer
essa implicagcédo sugere que precisamos de ordinais (ainda) maiores, o que deve de-
mandar ferramentas mais complexas do que as que vimos até aqui (sem considerar o
fato de que cada vez mais simbolos sdo necessarios para representar tais numeros,
e que, em algum momento, as computagdes se tornam ininteligiveis). De qualquer
maneira, a principio, esses ordinais podem existir — desde que encontremos ordinais
que satisfacam as condicdes (i) e (ii) acima. Também a principio, nada garante que
eles realmente existam, mas a verdade € que ha uma quantidade incontavel deles. Ao
menor de todos estes, atribuimos o simbolo Ij.

Na tentativa de captar o tamanho absurdo desse ordinal, primeiramente vamos
analisar alguns menores. Por definicao, em Cr(1) moram todos os ordinais « tais que
w?* = . A eles, damos o nome de ordinais epsilon, e o menor destes se chama ¢.
Usando a definicdo de limite de sequéncias, pode-se provar que ¢p € a menor cota
superior de

(w,ww,www,...,ww'. ee).
Seu tamanho é, inegavelmente, muito impressionante. Mas basta subirmos um degrau
nessa hierarquia que encontramos ordinais mais impressionantes ainda. Em Cr(2),
temos pontos fixos da funcao e que ordena os elementos de Cr(1), i.e., 0s « tais que
e(x) = a. Como anteriormente, prova-se que o menor desses ordinais € o limite da
sequéncia
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Para se ter uma ideia de sua magnitude, o segundo termo da sequéncia, €1, € o limite
da sequéncia

(eg + 1, weot! wwEOH, )

Ocorre que Iy é muito maior do que esses exemplos — na verdade, incontavel-
mente maior, no sentido de que as iteracdes necessarias do processo acima somam
uma quantidade ndo-enumeravel de passos. Mas voltemos as construgdes envolvendo
as funcdes g(«, ), pois elas sdo a chave para entender o significado (por enquanto,
muito difuso) de Iy. Primeiramente, pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema A.2.4. Dado v um ordinal aditivo principal, existem unicos «, 3 € C tais que
x<vy,B<veg(«p)=y.

Como, na hipdtese, temos « < vy, com certeza existe um ordinal y tal que
g(v, B) = . Isso acontece se e somente se y € Cr(y). Nesse sentido, chamamos cada
um desses ordinais de um ordinal fortemente critico. O seguinte teorema caracteriza
tais ordinais:

Teorema A.2.5. Dado « € C, tem-se que « é fortemente critico se e somente se
9(x,0) = «.

Assim, podemos definir uma fungédo h : C — C tal que h(x) = g(«,0). Isso
nos permite construir o conjunto G = {g(«, 0) : « € C}, e, provando que tal conjunto é
fechado e ilimitado, concluimos que sua funcao de ordenamento € uma funcao normal.
Em particular, isso prova que existem infinitos ordinais fortemente criticos.

Chamando a fungéo normal de G pelo nome I', temos que I'(0) = Iy, i.e., 0 menor
ordinal fortemente critico (cuja existéncia ja haviamos previsto). A seguinte proposicao
evidencia uma caracteristica bastante peculiar de tais ordinais:

Teorema A.2.6. Dados «, 3 € C quaisquer, se x < Ty e 3 < I, entéao,
a+pB<ly, e g(xB)<Tp.

Isso nos diz que Iy — e, por conseguinte, qualquer ordinal fortemente critico —
ndo pode ser obtido de ordinais menores que ele através da operacao elementar +,
nem através das funcbes gy. Assim, em certo sentido, podemos dizer que os ordinais
obtidos pela fungéo I' sédo analogos a ordinais incontaveis.

Mais especificamente, a definigdo de Iy (i.e., “0 menor ordinal « tal que « =
9(x,0)”) pressupde o universo O inteiro, e ndo apenas C. Isso configura, portanto,
uma definicdo circular, ou impredicativa. [Lembre-se de nossa discussdo sobre im-
predicatividade no primeiro capitulo. Segundo os intuicionistas, era esse o fenébmeno
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responsavel por todos os paradoxos dos fundamentos da Matematica. No entanto,
como ja apontamos, nem todo conceito circular gera contradigbes; a definicdo de Ty,
até onde se sabe, ndo € conflitante com a teoria dos numeros ordinais. Mesmo assim,
seu status impredicativo, por pressupor a totalidade de O, também pressupde ordinais
incontaveis, e isso parece atestar quao gigantesco ele €.]

Outro fato que evidencia a impredicatividade de Ty é que, na contramdo do
teorema acima, todos os ordinais menores que T, podem ser obtidos de ordinais
menores através da adicao e das fungdes gy. Isso se Ié no seguinte resultado, que
segue imediatamente da Forma Normal de Cantor e do fato que para todo ordinal
aditivo principal y,comy < &,y < p ey =9g(«, ), tem-se que y < « se e s6 se y ndo
é um ordinal critico (vide (GALLIER, 1991), p. 234):

Teorema A.2.7. Dado qualquer ordinal , com 0 < n < [y, existem unicos ordinais
X5y X0y B, Pn, cOM n € N*, tais que para cada i € {1,..,n}, «; < g(«j, Bj) <1,
Bi < 9g(ej, Bj) <m, e se verifica que

(i) n = g(xq1, Bq) + ... + g(xn, Bn); €

(i) glect, B1) = ... = glan, Bn).-

Desse teorema, podemos derivar (via inducao em n na decomposi¢cao acima,
no item (i).) uma caracterizacgdo recursiva de todos os ordinais menores que . Nesse
sentido, ha trés possibilidades para um ordinal vy < I'z: ou (i) v = 0; ou (ii) y = B + «,
comaoa<vy,B<yea<fP;ouli)y=g(xp),coma<yef<vy. Em dltima instancia,
isso corrobora a afirmacgao, acima, quanto a representacao de ordinais menores que
o através de 0, + e g.

Tal representacéo, no entanto, tem algumas desvantagens. Uma delas € o fato
de que o mesmo ordinal pode ser representado por notacdes distintas, embora sua
decomposigéo, pelo teorema A.2.7, seja Unica. Por exemplo, temos que ¢ = g(0, ¢q) =
g(1,0). O ideal seria encontrar uma funcéo g’ tal que ambos o e 3 sejam estritamente
menores que g'(«, B). Isso pode ser obtido se restringirmos nossa atengéo a ordinais
«-criticos maximais.

Definicao A.2.3. Um ordinal y € O é dito «-critico maximal quando vy € Cr(«), mas
para qualquer 3 > «, tem-se que y ¢ Cr(f3).

A fungéo g/, entao, é definida como sendo a fungdo ordenadora do conjunto dos
ordinais «-criticos maximais. Da mesma forma que antes, colocamos g'(«, 8) = gL (B),
para todo ordinal 3. Com isso, obtém-se propriedades analogas as de g; em patrticular,
para todo ordinal aditivo principal vy, existem « <y e § <y tais que y = g'(«, B). Mais
importante que isso € o fato que para quaisquer x < Iy e 3 < I,

x<g(xB), e B<g(xPp).
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Isso estabelece o desejado, pois da propriedade de ordinais aditivos acima mencionada
segue uma nova verséo do teorema A.2.7, dessa vez com respeito a g':

Teorema A.2.8. Dado qualquer ordinal , com 0 < n < [}y, existem unicos ordinais
01y ooy X1, B1, - B, COM N € N*, tais que para cada i € {1,..,n}, &; < g'(cj, Bj) <M,
Bi < d'(«j, B;) <m, e se verifica que

() n=g'(xq,B1) +... + 9'(xn, Bn), €
(i) g'(ety,B1) > ... > 9 (xn, Bn)-

Como apontado, esse resultado permite criar um sistema de notacdes em que
diferentes notagdes representam ordinais distintos. Mas ndo abordaremos, neste traba-
lho, o que vem a ser um tal sistema. Nosso maior interesse esta na relacao do ordinal
I com o Teorema de Kruskal, e a esséncia dessa relagéo esta na representagéo
recursiva dos ordinais menores que Iy. Deixamos esses comentarios para o capitulo
4, que é o local destinado a discussao de indecidibilidade via ordinais contaveis.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de figuras
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	A problemática dos fundamentos
	O Programa de Hilbert

	Elementos de Teoria da Recursão
	Máquinas de Turing
	Funções recursivas

	Incompletude dos sistemas aritméticos
	Aritmética dos números naturais
	Representabilidade na Aritmética de Peano
	Aritmetização da sintaxe
	Aritmetização por concatenação
	Aritmetização por sequências

	Os teoremas de incompletude de Gödel
	Primeiro Teorema: construindo sentenças indecidíveis
	Segundo Teorema: a indecidibilidade da consistência
	Sobre a existência de Papai Noel, a indefinibilidade da verdade e outras consequências dos Teoremas


	Incompletude Concreta
	Matemática Concreta vs. Matemática Abstrata
	Incompletude concreta em PA
	PH: a total desordem é impossível
	PK: simulando uma batalha hercúlea
	HF: levando a incompletude concreta níveis além de PA


	Conclusão
	REFERÊNCIAS
	Números Ordinais
	Aritmética Ordinal
	Ordinais contáveis


