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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar o tema sequéncias exatas
de grupos. Para isto, inicialmente discutiremos sobre os aspectos da
teoria de grupos que sao necessarios para o estudo de tal contetido.
Em seguida, ap6s o embasamento mencionado, estudaremos as ca-
racteristicas das sequéncias exatas e demonstraremos dois teoremas
relevantes sobre o assunto.

Palavras-chave: Grupos. Produto direto. Produto semidireto.
Sequéncias exatas.






ABSTRACT

This work aims to present the theme of exact group sequences. For this,
we will initially discuss the aspects of group theory that are necessary
for the study of such content. Then, we will study the characteristics
of the exact sequences and prove two relevant theorems on the subject.

Keywords: Groups. Direct product. Semidirect product. Exact se-
quences.
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1 INTRODUCAO

A teoria de grupos faz parte da matemaética desde meados
do século XVIII, onde primérdios desta teoria foram estudados por
Leonard Euler (1707-1783), Evariste Galois (1811-1832), Paolo Ruffini
(1765-1822), Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), entre outros. Apenas
no ano de 1893 que o matematico alemao Heinrich Weber (1842-1913)
apresentou uma definicdo formal para grupos. A primeira publicacio
em inglés sobre o assunto aconteceu em 1897, pelo matematico inglés
William Burnside (1852-1927).

Neste trabalho, o leitor podera conhecer alguns dos topicos da
teoria de grupos. Estes principios servirdo de embasamento para o
estudo das sequéncias exatas de grupos. Para a fundamentacdo de
tal teoria, o primeiro capitulo é dedicado exclusivamente para estes
resultados. Vamos apresentar como serd a organizacao do trabalho.

O Capitulo 2 inicia com a definicdo de grupo, e a partir desta
defini¢do algumas propriedades de grupos serdo deduzidas. Ao longo
deste capitulo, serdo apresentados os conceitos de subgrupo, subgrupos
normais e grupo quociente, assim como exemplos. No mesmo capitulo,
falaremos sobre homomorfismos. Homomorfismo (do grego, mesmo
formato) é uma concepgao importantissima na teoria de grupos, pois
ele preserva estruturas algébricas, permitindo que encontremos rela-
¢oes diversas entre grupos. No final do capitulo o leitor encontrara
uma construcdo intuitiva do produto semidireto e o capitulo finaliza
com dois exemplos partindo desta ideia. Este capitulo foi baseado nas
referéncias [2], [4] e [5].

No Capitulo 3, todos os conceitos apresentados no Capitulo 2
sao utilizados para o estudo das sequéncias exatas de grupos. Sequén-
cias exatas de grupos sdo sequéncias formadas por grupos e homo-

morfismos, e para cada homomorfismo «; que faz parte da sequéncia,
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temos que Ker(o;) = Im(a;_1). O objetivo principal deste trabalho
é a demonstracao de dois teoremas. O primeiro, nos dara condigoes
para saber quando que a partir de uma sequéncia exata de grupos
é possivel construir uma nova sequéncia exata que é isomorfa a esta
primeira, onde a sequéncia obtida envolve o produto direto de dois
grupos da primeira sequéncia. Por se tratarem de estruturas algébri-
cas, lidamos com elementos abstratos. Mesmo nao tendo conhecimento
de quem sao exatamente esses elementos, o segundo teorema, assim
como o primeiro, nos apresentara as condigoes necessarias para que
uma nova sequéncia exata seja obtida, onde esta segunda podera ser
escrita usando o produto semidireto de dois grupos da sequéncia exata
inicial. Estes teoremas sao muito relevantes, pois nem sempre é trivial
encontrar um isomorfismo entre dois grupos. Além do mais, “criar”
um produto semidireto muitas vezes ndao é uma tarefa simples. Para
a construcao deste capitulo, a referéncia [1] foi a mais utilizada.

O presente trabalho néo é totalmente autocontido, visto que
algumas demonstragoes nao estardo explicitadas em seu conteido.
Quando isto acontecer, o leitor encontrara referéncias dos resultados.

Por fim, acreditamos que o assunto deste trabalho pode ser
compreendido por qualquer pessoa que ja tenha algum contato com
os aspectos basicos da teoria de anéis e com a matematica do ensino

superior e suas formalidades.
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2 GRUPOS

Neste primeiro capitulo serdo abordados os tépicos preliminares
da teoria de grupos que sdo necessarios para a construgao de sequéncias

exatas de grupos. Primeiro, vamos saber o que é um grupo.

Defini¢do 2.1. Um grupo é um par ordenado (G, -) onde G é um
conjunto e - é uma operacao binaria fechada satisfazendo as seguintes

propriedades:
1. Associatividade:
Vg hkeG (g-h)-k=g-(h-k)
2. Existéncia do elemento neutro:
J1eG:VgeG,g-1=1-g=g

3. Existéncia do elemento inverso:

VgeG, 3heG:g-h=h-g=1

Observagao 2.1. O conjunto vazio mGo € um grupo, uma vez que

18so contradiria a Propriedade 2.

Definicao 2.2. Seja (G, ) um grupo. Se a operagao - for comutativa,

o grupo ¢ dito abeliano.

No decorrer deste trabalho, denotaremos um grupo somente
por G, e a operacgao entre elementos deste grupo serd representada
pela notacdo multiplicativa usual. Da mesma forma, o elemento neu-
tro muitas vezes serd representado pelo simbolo 1, mesmo que nao
saibamos a natureza do grupo. Em outros momentos, a operacdo sera
explicitada assim como o elemento neutro.

Algumas proposi¢oes podem ser verificadas a partir da defini¢do

de grupos.
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Proposicao 2.1. O elemento neutro de um grupo ¢é tnico.

Demonstragdo. De fato, considere g e h elementos neutros de G. Pela

Propriedade 3 da defini¢do de grupos, temos que

ou seja, o elemento neutro é unico. O
Proposigao 2.2. O elemento inverso de um grupo € tnico.

Demonstraciao. Sejam g, h e k € G. Suponha que h e k sejam inversos
de g. Assim, pela Proposicao 3 da definicdo de grupos, g-h =1 e
k- g = 1. Entao,

k=k-1=k-(g-h)=(k-g)-h=1-h=h

Logo, k = h. Portanto, o inverso de um elemento é tinico. O

A partir deste ponto, vamos denotar o inverso de um elemento

qualquer g € G por g~ .

Proposigdo 2.3. Dado g € G, (¢g7!)" 1 =g.

Demonstracdo. Se g € G entdo g~' € G. Pela Propriedade 3 da
definicdo de grupos, segue que

glg=g-9g'=1

Pela unicidade do inverso, conclui-se que (g71)~! = g. O

Proposigao 2.4. Dados g,h € G, (g-h)"t=h"1. g7



23

Demonstragio. Considere k = (g-h)™!, entdo

kE-(g-h) = 1
— k-(g-h)-R7" = 1.-n7¢
= k-g-(h-h7') = ht
— k-g = h!
— k-g-g' = hl.g!
= k = ht.g!
Logo, (g-h)~ ' =h"t.g7 L O

Sabemos que o conjunto dos niimeros reais tem a propriedade
associativa. Neste trabalho ndao demonstraremos tal fato, mas usare-
mos esta propriedade para exibir grupos envolvendo os niimeros reais,
assim como niimeros complexos, racionais e inteiros. Iremos explo-
rar alguns exemplos de grupos nas préximas paginas. Para mostrar
que determinado conjunto e operagao configuram um grupo, basta

verificar se as trés propriedades da Definigao 2.1 sao satisfeitas.

Exemplo 2.1. O conjunto dos niimeros inteiros com a adigdo usual
é um grupo. De fato, sabemos que a adigdo de nimeros inteiros é
associativa, e a primeira propriedade estd satisfeita. Ainda, com a

adicao usual, temos que
0O+a=a+0=a,VacZ

Portanto, 0 é o elemento neutro. Para qualquer a € Z, existe —a

inteiro, de modo que

Desta forma, podemos formar o grupo aditivo dos inteiros (Z, +).
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Exemplo 2.2. Sejam a,b,c,d € Z, com b,d # 0. Defina o conjunto

dos ntimeros racionais

Q:{%;a,bez,b;éo}

A soma de dois nimeros racionais é caracterizada por
a ¢ ad+bc
b d bd

Vamos mostrar que (Q,4) é um grupo. A soma definida acima é

+

associativa, pois, dados a,b,c,d,e, f € Z, com b,d, f # 0, usando o

fato de que Z é um grupo, segue que

(G+9)+S = adt+bec e
b d f bd f
f(ad + be) + ebd

bdf

fad + fbc + ebd
bdf

adf + bef + bde
bdf

adf + b(cf + de)
bdf

a cf+de

TR

a

b

O elemento neutro deste grupo é % e para qualquer ¢ € Q, existe um

oposto 5* € Q de modo que a Propriedade 3 se verifica. Logo, todas

as propriedades de grupo sdo cumpridas.

Exemplo 2.3. Grupo aditivo dos complexos (C,+). Considere o

conjunto dos nimeros complexos

C={a+bi:abeR}
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com a operacao
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
Vamos verificar se a soma destes elementos é associativa:

a+bi+ (c+di+e+ fi)

a+bi+ (c+e+ (d+ f)i)
atcte+ (b+d+ f)i
a+c+ (b+d)yi+e+ fi
(a+bi+c+di)+e+ fi

Como o elemento neutro deste grupo é 0+ 0i, o oposto de um ntimero

complexo é (—a) + (—b)i uma vez que
(a4 b))+ ((—a) + (=b)i) = ((—a) + (=b)i) + (a + bi) =0+ 04

Ao tentar definir um grupo numérico usando a multiplicac¢éo
usual, é preciso se atentar ao fato de que 0 nao possui inverso nesta
operacao, logo, precisamos exclui-lo para formar um grupo. De um
modo geral, temos que os conjuntos Q*, R* e C* sdo grupos multi-

plicativos. Para cada um deles, o elemento neutro é o niimero 1, e o
1

inverso multiplicativo de um a qualquer é .
Exemplo 2.4. Grupo aditivo das matrizes m x n (M, x»(K)), onde
K pode ser Z,Q,R ou C.

A soma de duas matrizes m X n resulta em uma matriz m X n, e a
soma de matrizes é associativa. O elemento neutro neste grupo é a
matriz nula, que é formada pelo nimero 0 em todas as posigoes, e

dado M € M, xn(K),

a1 a12 o Al

a21 a22 -+ Q2n

aml Am2 - (mn
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o elemento inverso sera

—ani —ai2 '+ —0Aln

1 —a21 —az2 - —Aa2p
M~ =

—Qam1 —Qam?2 e —Amn

Exemplo 2.5. Seja A um anel com unidade multiplicativa e A* o
conjunto dos elementos inversiveis de A. Entdo (A*,-) é um grupo, e
serd abeliano se A for comutativo.

Como A é um anel, temos que a Propriedade 1 é satisfeita. Ainda,
para qualquer a € (A*,-) temos que a~! € (4*,-) ea-a"! =1, que
é o elemento neutro da multiplicacdo. Logo, (A*,-) é um grupo. Em

particular, esta é outra forma de ver que R* é um grupo.

O leitor pode encontrar a definicdo e exemplos de anéis no
Capitulo 3 de [5].

Exemplo 2.6. Sejam (G, x) e (H,-) grupos. Pode-se formar um novo

grupo (G x H,e) denominado produto direto, onde

(91,h1) ® (g2, h2) = (91 * g2, h1 - ha)

Do fato que G e H sao grupos, temos que individualmente eles sa-
tisfazem todas as propriedades de grupo. A partir do momento que
tentamos criar um novo grupo a partir de dois grupos existentes, é
necessario verificar se esta nova operacao esta alinhada com aquelas
propriedades.

Note que o elemento neutro de (G x H,e) serd (1g,1y), onde 1g e

1y s@o os elementos neutros de G e H, respectivamente.



27

Sejam g1, 92,93 € G e hy,ha,hg € H.

(91,h1) @ [(g2,h2) @ (g3,h3)] = (g1,h1) (g2 * g3, ha - h3)

g1 * g2, h1 - h2) L4 (937 h3)

(

(91 % g2 % g3, h1 - ha - ha)

(

[(917 hl) b (927 h2)] ° (g?n h3)

Logo, a operagao é associativa.

Para cada (g,h) € G x H, seu elemento inverso seré:

(g.0) ' =(g"h7h)

pois
(g;h) e (g7, b ) =(gxg " h-b") = (16, 1n)

Logo, a operagao e satisfaz as propriedades e (G x H,e) é um grupo.

Vamos exemplificar esta situagao, descrevendo o produto direto

de Zy com Zs:

Exemplo 2.7. O conjunto Z, = {0,1,2,...,n — 1}, das classes re-
siduais médulo n é um grupo abeliano aditivo, com a operacao de
soma

T+T=71y

em que, caso z +y > n — 1, z + y deve ser entendido como x + y — n.
O elemento neutro deste grupo é 0, e para cada elemento x € Z,, seu

inverso sera

Os préximos exemplos exploram grupos ndo abelianos, cléssicos

da teoria de grupos.
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Exemplo 2.8. Seja GL2(R) o conjunto das matrizes 2 x 2 inversi-
veis com coeficientes reais. Mostraremos que este conjunto munido da
multiplicagdo é um grupo. Primeiramente, se multiplicarmos dois ele-
mentos quaisquer em G L2 (R) o elemento resultante serd um elemento
de GL5(R), logo, o conjunto é fechado para a operagdo. A operagao é

associativa, pois

(6 ] [ R )

O elemento neutro é
1 0
0 1

—1
—d b
((L b) — (bc—ad bc—ad)
C —a
c d be—ad be—ad

Temos que o denominador bc — ad # 0, pois estamos considerando

e ainda,

matrizes inversiveis. Logo, GL2(R) é um grupo. Tome A, B € GL2(R)

()

onde

Temos que
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Logo, GL2(R) é um grupo nao abeliano.
De maneira geral, definimos os grupos lineares de grau n multiplicati-

vos de matrizes inversiveis (GL, (X)) onde K é um corpo.

Exemplo 2.9. Grupos de permutagdes S,,. Para exemplificar, utiliza-
remos um caso particular de S,,: o grupo de permutacgoes S3. O grupo

S3 é formado por elementos representados da seguinte maneira:

1 2
a b ¢

onde a, b, ¢ variam entre os nimeros 1,2 e 3 sem repeticoes. A ideia
desse conjunto é usar funcoes relacionando cada elemento da linha
de cima com um elemento da linha de baixo. Desta forma, podemos

interpretar um elemento genérico de S3 da seguinte maneira:

f)=a
f2)=0
fB)=c

onde f é uma funcao bijetora de {1,2,3} em {1,2,3}. Note que este

grupo, com a operacao de composicao, tem seis elementos:
1 2 3 1 3 1 2 3
S?) = ) ) )
1 2 3 1 2 3 2 1
1 2 3 1 3 1 2 3
3.1 2)7\2 1/°\2 1 3
Vamos provar que S3 é um grupo.
O primeiro elemento descrito acima representa a fungao identidade,

1 2 3
1 2 3

w N W N

logo,
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é o elemento neutro de Ss.

Agora, considere o elemento abaixo:

1 2 3
2 1 3

Vamos mostrar que ele é inverso de si mesmo.
Seja f1 a funcdo que representa este elemento. Usando a composicao

de fungoes, temos que:

(123)()(123)_( 1 2 3 )
21 3)\2 1 3) \(fhof)1) (frof)2) (fiof)@)

Assim, fazendo a composi¢io de f; com ela mesma, segue que

( 1 2 3 )(1 2 3)
(A(AQ) (AAQ) (AAG))  \AER) AQ) AB)

resultando em
1 2 3
1 2 3

Analogamente, podemos verificar que os seguintes elementos de S

também sao inversos deles proprios:

-1
12 3\ (123
123/  \1 2 3

-1
123\ (123
3 2 1/ \3 21

—1
123\ (123
1 32/  \1 3 2

Os dois elementos restantes sdo inversos um do outro:

-1
123\ (123
2 3 1) \3 1 2
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e consequentemente

-1
123\ (123
312/ \2 31
Portanto, as Propriedades 2 e 3 estao satisfeitas.

Como a composi¢ao de fungoes é associativa, segue que para quaisquer

fi, fj e fr, com 4,7 e k variando de 1 até 6, tem-se que

fio(fjofi)=(fiofj)o fu

Portanto, S5 é um grupo, e generalizando esse resultado pode-se provar

que S, é um grupo.

Definigao 2.3. Sejam G um grupo e g € G. A ordem de g é o menor
inteiro positivo n tal que g™ = 1. Caso néo exista tal n, dizemos que

g tem ordem infinita.

Note que o elemento neutro é o tnico elemento dos grupos que

tem ordem 1.

Exemplo 2.10. Uma operacao bindria em um conjunto finito pode
ser apresentada através de uma tabela, por vezes chamada tabela de
Cayley, tdbua ou tabela de multiplica¢do. Desta forma, podemos utili-
zar este recurso para representar os elementos de um grupo e verificar
as propriedades da operacdo de um modo sistematico. Construiremos

a tabela do grupo dos quatérnios, representado por Qg:

QS = {17 _1a7:7 _i7j7 _ja k? _k}
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Tabela 1 — Tabela de multiplicagdo de Qg

Analisando a tabela, podemos perceber que o elemento neutro

deste grupo é o nimero 1, pois para qualquer g € (g temos que
l-g=q-1=¢

e ainda, que a operagao é fechada, ou seja, operando quaisquer dois
elementos de Q)g, o elemento resultante da operacdo pertence a QJs.
Também podemos observar que todos os elementos de (g possuem

inverso, configurando assim um grupo. Observe que
i JFG

logo, este grupo nao é abeliano. Por fim, note que —1 é o tnico

elemento de Qg com ordem 2, os demais possuem ordem 4.

Exemplo 2.11. Seja D4 o conjunto das simetrias de um quadrado. As

transformacoes espaciais que preservam um quadrado sao as rotagoes

s 3
7577T € 2

de ro,71,72,73) € as rotagoes espaciais de 7 radianos com relacdo

planas de 0 no sentido anti-horario (chamaremos estas
as diagonais e as mediatrizes do quadrado. Fixando uma diagonal,
chamaremos de s a rotagao de m radianos em torno de s, e compondo
esta rotacao com as rotacoes planas descritas anteriormente obtemos

o restante das transformagoes espaciais que preservam o quadrado.
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Representaremos as rotagoes espaciais por s,71 05,7208, r30s. Assim,

com a composicao de fungoes,
D4 = {TO;T17T27T37 §,T7108,T208,7T30 S}
é um grupo nao abeliano, pois

so(sory) =r

(sorj)os=rs

A tabela deste grupo pode ser consultada na pagina 79 de [3], onde
pode-se notar que r; e r3 tém ordem 4 e os cinco elementos restantes

possuem ordem 2.

2.1 SUBGRUPOS

Quando sabemos que G é um grupo, podemos olhar para de-
terminados subconjuntos de G' que possuem caracteristicas de grupo.
Estes subconjuntos de G sdo chamados de subgrupos, como sera for-

malizado na préoxima definigao.

Definigao 2.4. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio
de G. Dizemos que H é um subgrupo de G e denotamos por H < G,

quando H é um grupo com a mesma operacao de G.

Naturalmente, um grupo G é um subgrupo dele mesmo. Ainda,
o elemento neutro de G também forma um subgrupo. Este grupo pode
ser denotado por {1} ou simplesmente por 1. Estes dois subgrupos
de um grupo G qualquer sdo chamados de subgrupos triviais. E im-
portante observar que, como H é subgrupo de G, os elementos de H
acabam “herdando” caracteristicas do préprio G, como discutiremos

nas proposicoes seguintes.
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Proposigao 2.5. Sejam G um grupo e H < G. O elemento neutro

de H é igual ao elemento neutro de G.

Demonstragdo. Dados 1y e 1g os respectivos elementos neutros de

H e G, note que

lg-1g =1g

em H e
lg-1lg=1g
em (. Multiplicando ambas equacoes a esquerda por 11_{1, concluimos

que 1y = 14. ]

Proposi¢ao 2.6. Sejam G um grupo e H < G. O inverso de um

elemento em H é o mesmo que em G.

Demonstracdo. Seja h € H. Temos que h-h™' = h™!-h = 1g, em
que h™! é o inverso de h em H C G. Mas como h € G, segue que
existe um g € G tal que g- h = h - g = 1. Pela unicidade do inverso

segue que g = h™ L. O
Proposigao 2.7. Seja H um subgrupo de um grupo qualquer. Entao
H? = HH = {hihy : hi,ho € H} = H

Demonstraciao. Por definicao, a operacao entre quaisquer dois elemen-
tos de H estd em H, logo, H?> C H. Por outro lado, podemos escrever
qualquer h € H como h -1, assim, H C H?. O

Proposicao 2.8. Seja H um subconjunto ndo-vazio de G. Assim, H é

um subgrupo se, e somente se, as duas condigoes abaixo sao satisfeitas.
1. hl'hggH, Vhl,hg eH

2. e H VheH
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Demonstrag¢io. Suponha que H < G. Logo, por defini¢do, H é um
grupo e consequentemente, as duas condigoes sao satisfeitas.

Por outro lado, suponha que H seja um subconjunto nao vazio de G.
Como G é um grupo, todos os seus elementos satisfazem a associati-
vidade, em particular, todos os elementos de H.

Por hipétese, hy - ho € H, ¥V hy,he € H, logo, H é fechado para a

operagdo. Ainda temos, pela hipdtese (2), que
h"'eH VYheH

entdo, pela hipétese (1)
h-h™'eH

e consequentemente, existe 1y € H. Como provamos que o inverso e

o elemento neutro sdo unicos, segue que H < G. O

Esta proposicao é importante pois a verificacdo de que um sub-
conjunto é subgrupo se torna mais simples. Vamos ver alguns exemplos
de subgrupos, e demonstrar que de fato sdo subgrupos usando a Pro-

posicao 2.8.

Exemplo 2.12. O conjunto dos multiplos de determinado n € Z,
denotado por nZ, é um subgrupo de (Z, +). Pela Proposigao 2.8, visto
que nZ é claramente nao-vazio, precisamos mostrar que nZ satisfaz
duas propriedades. Note que um elemento deste grupo é do tipo nz,
onde n é fixo e z um numero inteiro qualquer. Lembrando que a
operagao do grupo Z é a adi¢ao usual.

Considere z,y € Z. Temos que
nx +ny =n(x+y)

= n(x+y) €EnZ
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Logo, ao operarmos dois elementos quaisquer em nZ o elemento resul-
tante ainda é da forma nz.

Sendo nz € nZ, o seu inverso serd n(—z), pois
nz+n(—z)=nz+(—nz)=nz—nz=n(z—2)=0
Portanto, nZ < Z.

Exemplo 2.13. Os elementos de um grupo G que comutam com
qualquer elemento do grupo formam um subconjunto de G. Este sub-

conjunto é denominado Centro de G e definido por
ZG)={zeG:zg=gzx VgeqG}

Qualquer grupo tera pelo menos um elemento no centro, o elemento
neutro. Vamos mostrar que Z(G) é um subgrupo de G.

Se x1,29 € Z(G), entdo, x1g = gx1 € T2g = gxe, V g € G. Assim,
T1X2g = T19T2 = gT1T2

Portanto, z1z2 € Z(G).
Seja x € Z(G). Vamos verificar se x71 € Z(G):

1 1 -1

x_lg = x_lgxx_ = x_lxgx_ = gx
Logo, Z(G) < G.

Observagdo 2.2. Dado um grupo G, temos que Z(G) = G se, e

somente se, G € abeliano.

Proposigao 2.9. Se H e K sao subgrupos de G entdo H N K é um
subgrupo de G.

Demonstra¢do. Note que H N K é ndo-vazio, pois contém 1. Sejam
a,b € HN K. Temos entdao que a,b € H e a,b € K. Como cada
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um destes é um subgrupo de G, segue que ab € H e ab € K. Logo,
abe HNK.

Seja a € HN K. Portanto, a pertence a cada um destes dois subgrupos
de G, o que significa que a™! € H ea ' € K. Assim, a™' € HN K.
Portanto, H N K é um subgrupo de G. (|

Exemplo 2.14. Sejam Z¢ e H = {0,3} um subconjunto de Zg. Mos-
traremos que H é um subgrupo. Como H tem apenas dois elementos,
podemos mostrar que H é um subgrupo verificando se seus elementos
obedecem as regras para H ser um subgrupo sem a necessidade de

usar elementos genéricos.

Note que
0+3=34+0=3€¢H
0+0=0€H
3+3=6=3€ H

Portanto, H é fechado para a operacao +.
Ainda, 0 ' =0€ He3 ' =3¢ H. Desta forma, H = {0,3} ¢ um
subgrupo de Zg.

Exemplo 2.15. Vimos no Exemplo 2.8 o grupo GLs(R). Considere
o subconjunto SLs(R) como sendo o grupo das matrizes 2 X 2 com
determinante igual a 1. Este subconjunto é um subgrupo de GL2(R).
Sendo A, B € SLy(R), segue que

det(AB) = det(A)det(B)=1-1=1

€ como

1 1
det(A Y =det(A) = ——=-=1
etA™) = det(A) = 550 = 1
o subgrupo é fechado para a operacdo e para cada A € SLy(R), A~ €

SLs(R). Portanto, SL2(R) < GLy(R).
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Sabemos que uma relagdo de equivaléncia é uma relagéo binéria
que satisfaz trés propriedades: as propriedades reflexiva, simétrica e
transitiva. A partir deste conceito, vamos construir a ideia de relagoes
de equivaléncia usando um grupo e seus subgrupos. Na proxima defini-
¢do, a relacao serd explicitada. Usaremos a seguinte notagao: y ~p x

(1&-se “y se relaciona com x” ou “y é equivalente & x”).

Definigao 2.5. Sejam G um grupo e H < G. Considere a seguinte

relacao de equivaléncia em G:

z,ye G, y~par<=3IJheH: y=uzh
A classe de equivaléncia

{lyeG:y ~g z}={zh: he H} =zH
é chamada de classe lateral de x a esquerda, e note que

yc€xH <= yH =xH
De maneira analoga, pode-se definir a classe lateral de = a direita:
{ht:he€ H} = Hzx

Observagao 2.3. Se G for um grupo aditivo, representaremos a

classe lateral por x + H ou H + x.

2.2 SUBGRUPOS NORMAIS E GRUPO QUOCIENTE

Uma vez que sabemos o que sao subgrupos, podemos categoriza-
los de acordo com suas caracteristicas. Quando um subgrupo é pre-
servado por uma conjugacao, ele recebe o nome de subgrupo normal.
Desta forma, pode-se definir o grupo quociente usando o conceito de

classes laterais, como veremos nas préximas paginas.
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Definigdo 2.6. Sejam G um grupo e N < G. N é um subgrupo
normal de G (denota-se N 4 G) se N satisfaz uma das seguintes

afirmacoOes equivalentes:
1. gNg ' C N, VgeG
2. gNg'=N,Vged
3. gN =Ng,VgeqG

Para mostrar que determinado N C G é um subgrupo normal,
primeiramente deveremos mostrar que N é um subgrupo de G, e em
seguida provar uma das afirmagées da Definigdo 2.6. Vamos ver alguns

exemplos de subgrupos normais nas proximas paginas.

Exemplo 2.16. Dado um grupo G, 1 e G sdo subgrupos normais
triviais de G. J4 sabemos que 1 e G sdo subgrupos de G. Veja que
1 é um subgrupo normal de G, pois 1H = H1. O grupo G é um
subconjunto normal dele mesmo pois gGg~ ! C GV g € G.

Exemplo 2.17. Considere o subgrupo Z(G) apresentado no Exemplo
2.13. Se H C Z(G) entdo H 4 G.

Para provar que H < G, precisamos mostrar que uma das condic¢oes
da Definicdo 2.6 é satisfeita pelos elementos deste grupo.

Seja h € H e g € G. Precisamos mostrar que ghg~! € H. Se h € H,
pelo fato de que H C Z(G) entao h € Z(G) e assim,

ghg™! =hgg™' =h
Em particular, ghg~! € H e portanto H < G.

Observagao 2.4. Se G é abeliano, todos os subgrupos de G sdo nor-

mais.
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Definig¢ao 2.7. Sejam G um grupo e H < G. Entdo o conjunto das
classes laterais, com a operacao

gH - kH = gkH

é o grupo quociente de G por H, denotado por G/H.

Exemplo 2.18. Sejam Zs = {0,1,2,3,4,5} e H = {0,3}. Como
demonstrado no Exemplo 2.14, H é um subgrupo de Zg € como Zg é
abeliano, H é um subgrupo normal.

As classes laterais sdo:

0+H=H
1+H={1,4}
2+ H={2,5}

Abaixo, temos a tabela do grupo quociente Zg/H:

+ H 1+H|2+H
H H 1+H |2+ H
1+H |1+H |2+H H
24+ H |2+ H H 1+H

Tabela 2 — Grupo quociente Zg/H

2.3 HOMOMORFISMOS

A partir deste ponto do trabalho, vamos trabalhar com apli-
cagoes entre dois grupos. Quando uma aplicagdo entre dois grupos
preserva a estrutura dos mesmos, ela recebe o nome de homomorfismo.
Esta aplicacao ainda pode ser injetora, sobrejetora ou bijetora. Vamos

formalizar esta ideia na proxima definigao.
Definigdo 2.8. Sejam (G, ) e (H,*) grupos. Uma funcéo

p:G—H
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é um homomorfismo de grupos se

(g -h)=¢(g)*p(h), Vg,heG

Exemplo 2.19. A aplicacdo Id : G — G, Id(g) = g é um homomor-
fismo chamado identidade. Vamos mostrar que Id é um homomorfismo.

Sejam g, h € G. Temos que
Id(gh) = gh = Id(g)1d(h)
Logo, a func¢ao identidade é um homomorfismo.

Exemplo 2.20. Sejam G, H grupos e « uma funcao.
a:G—>H
g1y
é um homomorfismo chamado homomorfismo trivial. De fato, sendo
g1, 92 € G, segue que
a(9192) = 1n = luln = a(gr)a(gz)

Exemplo 2.21. Sejam m,n € Z, ¢ ¢ @ (Zn,+) = (Zn,+) onde
pm(Z) = mz. Esta aplicacdo é um homomorfismo, pois, sendo z1,7%3 €
va

em(Zi+722) = om(2+22)
= m(z +2)
= mz +mz
= mz +mz
= om(ZD) + om(%2)
Exemplo 2.22. Se G é abeliano, entdo
a,:G— G

g—g"
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é um homomorfismo. De fato:

an(9192) = (9192)" = 91" 92" = an(91)n(g2)

Exemplo 2.23. Seja G um grupo e N < G. Entao

¢:G— G/N
g gN
é um homomorfismo, pois
0(g192) = 912N
= 1 Ng:N
= »(g1)p(g2)

Este homomorfismo recebe o nome de proje¢do canodnica.

Vinculado ao homomorfismo de grupo, a seguir veremos dois

conceitos importantes: o niicleo e a imagem de um homomorfismo.

Definig¢ao 2.9. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Se 1y

indica o elemento neutro de H, o nicleo de ¢ é o seguinte subconjunto:

Ker(p)={9€G:p(g9) =1u}

Observagao 2.5. A notagao da Defini¢io 2.9 vem do inglés, da tra-

dugio de nicleo (kernel).

Defini¢ao 2.10. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. O

seguinte subconjunto de H
Im(p) =1{h € H : h = ¢(g) para algum g € G}
¢é denominado imagem de (.

A seguir, observaremos algumas proposi¢oes importantes de

homomorfismos.
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Proposicdo 2.10. Seja ¢ : (G,:) — (H,*) um homomorfismo de

grupos. Entéo ¢(1g) = 1g.

Demonstracdo. De fato, V g € G, temos que

o(lg - 1g)

e(1e) * p(la)

(p(1) " * p(le) * (1)
e(le)

O

Proposicdo 2.11. Seja ¢ : (G,-) — (H,*) um homomorfismo de

grupos. Entdo ¢(g)~! = ¢(g71).

Demonstragdo. Temos que

1y

O

Proposigao 2.12. Seja ¢ um homomorfismo de grupos. Desta forma,

Ker(yp) = {1} se, e somente se, ¢ é injetora.

Demonstraggo. Suponha que Ker(p) = {1}. Vamos mostrar que ¢ ¢é

uma aplicacdo injetora.
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Seja ¢(a) = p(b), queremos provar que a = b.

pla) = ¢(b)
= p(a)- o)1 = o(b)-p(b)"
= p(a) o)~ = 1
écp(abil) = 1

Desta forma, ab~! € Ker(yp), e por hipétese:

ab™! = 1

I
S8

= a

Portanto, ¢ é injetora.

Por outro lado, suponha que ¢ seja injetora. Seja g € Ker(p).

elg) = 1
= ¢(9) = ¢(1)
=g = 1
Assim, Ker(p) = {1}. O

Proposigao 2.13. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. O

nucleo de ¢ é um subgrupo normal de G.

Demonstragdo. Sejam g1, ge € Ker(yp). Entdo

©(9192) = ¢(91)¢(92) = lyly = 1g
elg™ ) =olg) =15 =1x

Portanto, Ker(p) é um subgrupo de G. Agora, precisamos provar que

Ker(yp) é um subgrupo normal de G.
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Dado = € Ker(yp), vamos mostrar que ¢(grg~') = 1g. De fato:

elgrg™") = o(g)e(@)e(g™)

O

Se um homomorfismo é uma aplicagdo injetora, entdo é cha-
mado de homomorfismo injetor. Da mesma forma, se um homomor-
fismo é uma aplicacdo sobrejetora é chamado de homomorfismo so-
brejetor. O caso em que o homomorfismo é bijetor corresponde ao

conceito de isomorfismo e sera apresentado adiante.

Exemplo 2.24. Considere os elementos de Zo X Zs e a; = (1,0),
az = (0,1), a3 = (1,1). Entdo, variando i de 1 a 3, definimos trés

fungoes

fiZZQ—)ZQXZQ
0 (0,0)
1%0@

Todas essas trés fung¢oes sao homomorfismos injetivos.

Exemplo 2.25. Seja a € Z. A aplicagio

fZ—-7

m— am
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¢ um homomorfismo, pois

fn+n) = a(m+n)
= am-+an
= f(m)+f(n)
Quando a # 0, f é injetora:
fom) = fm)
am = an
=>m = n

Quando a = 1, f também é sobrejetora.

A seguir, observe alguns exemplos de homomorfismos sobreje-

tores.

Exemplo 2.26. A aplicagao
f:C =Ry
z 2]

é um homomorfismo sobrejetor.

Vamos provar que f é um homomorfismo:

f(zw) = [zw] = |2[|w| = f(2) f(w)

Agora, falta mostrar que f ¢é sobrejetora. De fato, seja a € R’ , entdo

a + 07 tem a imagem igual & a pela aplicacdo f, pois f(a) = |a| = a.

Exemplo 2.27. Considere n > 1e f, : Z — Z,, definida por f,(a) =

a. Entao, f, é um homomorfismo sobrejetor pois
fola+b)=a+b=a+b= f.(a)+ fn(b)

e, dado @ € Z,, temos que f,(a) = a@. Portanto, f,, é um homomor-

fismo sobrejetor.
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Definigao 2.11. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Se f
for uma aplicagdo bijetora, dizemos que f é um isomorfismo do grupo

G no grupo H, e que G é isomorfo a H. Denotamos por G ~ H.
Vejamos alguns exemplos de isomorfismos de grupos.

Exemplo 2.28. Seja G um grupo e g € G. Entao

¢0:G—>G

T — g:zcg_1

é um isomorfismo de grupos.

De fato, note que

P(r122) = gr1229~ " = (9219 ") (92297 ") = B(21)P(22)

Portanto, ¢ é um homomorfismo. Agora, falta provar que ¢ é bijetora.

Sejam x1,x2 € G. Suponha ¢(x1) = ¢(z2)

p(r1) = P(x2)
= gr1g”" = grag !
=TT = T2

Logo, ¢ é injetora. Ela é sobrejetora pois, dado h € G, temos que
¢(g~"hg) = h.

Exemplo 2.29. Considere os grupos G e H grupos e o produto direto
G x H. Temos que G x {1} e {1} x H sdo subgrupos de G x H e que
G x {1} é isomorfo & G.

Considere a func¢do ¢ : G — G x {1} definida por ¢(g) = (g, 1). Sendo

g1, 92 € G, ¢ é um homomorfismo:

©(9192) = (9192, 1) = (91,1)(92,1) = ©(91)9(g2)
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Temos que @ é injetora, pois

e(g1) = ¢(92)
= (91,1) = (92,1)
== g1 = 92

Agora, dado (g,1) € G x {1}, como ¢(g) = (g,1), segue que ¢ é
sobrejetora. Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo e G ¢ isomorfo & G x {1}.

Analogamente, H é isomorfo a {1} x H.

Exemplo 2.30. Os grupos {£1} (com a operacao usual de produto)

e Zs sao isomorfos, pois podemos definir

d){il}—)ZQ
1—0
—1—1

onde ¢ é um homomorfismo bijetor.

Se ¢ : G — H é um isomorfismo, ¢ é bijetora e naturalmente
podemos esperar que exista ¢! : H — G.
Proposicdo 2.14. Se ¢ : G — H é um isomorfismo, entdo ¢! :

H — @ também é um isomorfismo.

Demonstracdo. Como ¢ é bijetora, sabemos que existe ¢! também

1

bijetora. Precisamos mostrar que ¢~ é um homomorfismo.

Tome h1,he € H. Como ¢ é sobrejetora, existem g1, g2 € G tais que
¢(g91) = h1 e p(g2) = ha.

Entao

e ' (h) =¢ o(g1) = ¢
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e analogamente ¢~ !(hy) = go. Assim:

¢~ (ha) = ¢ (w(g1)e(g2)
= ¢ p(9192))
= 9192
= ¢ Hh1)g " (ha)

1

Desta forma, ¢ =" é um isomorfismo. (|

A partir da existéncia de um homomorfismo 6 : G — H, é
possivel utilizar o nicleo do mesmo para obter um isomorfismo entre
o grupo quociente G/Ker(8) e o a imagem de 5. O préximo teorema,
denominado Teorema do isomorfismo, exibira quem é este isomorfismo

e a maneira que ele é definido.

Teorema 2.1. (Teorema do isomorfismo) Seja 5 : G — H um homo-

morfismo de grupos. A funcéo induzida

B:G/Ker(B) — Im(B)
gKer(B) — B(g)

€ um isomorfismo.

Demonstracao. Inicialmente é preciso verificar se 8 estd bem definida,

ou seja, que

gKer(B) =gKer(8) = B(g9) = B(9)
De fato:
gKer(B) =gKer(8) = g € gKer(B)

Logo, g = gk com k € Ker ().
Assim,

Blg) = B(gk) = B(g)B(k) = B(g)
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Logo, § estd bem definida. Ainda, temos que

BlgKer(B) -gKer(8)) = B

Desta forma, 8 é um homomorfismo.

Agora, vamos provar que 3 é sobrejetora. Seja 3(g) € Im(f). Temos
que 3(g) = B(gKer(B)).

Resta mostrar que § ¢é injetora. Sejam z,y € G/Ker(8), tais que
B(zKer(B)) = B(yKer(B)).Vamos mostrar que zKer(3) = yKer(f).

B(zKer(8)) = BlyKer(B))
Blx) = By)
— B@)Bly) = 1
— B@)Bly™) = 1
= fBlay™) = 1

Assim, 2y~ € Ker(B), e xKer(B) = yKer(3). Logo, (3 é injetora, e
segue o resultado. O

Nos proximos exemplos veremos algumas aplicagoes do Teorema
2.1.

Exemplo 2.31. Considere o homomorfismo apresentado no Exemplo
2.27. Temos que f,, : Z — Z, definida por f,(a) = @ é um homo-
morfismo sobrejetor e assim, Im(f,) = Z,. Vejamos quais sdo os
elementos que estdao no ntucleo de f,.

Tome a € Ker(f,), logo

fu(a) =0
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e portanto a deverd ser um multiplo de n. Logo, Ker(f,) = nZ e pelo
Teorema 2.1, segue que
Z/nZ ~ L,

Exemplo 2.32. Seja 5 : Dy — Zo X Zo um homomorfismo, onde Dy
é o grupo das simetrias do quadrado apresentado no Exemplo 2.11. O

homomorfismo g é definido da seguinte maneira:

Podemos estender § homomorficamente para os outros elementos de
Dy, ou seja, como os demais elementos de Dy podem ser obtidos a
partir de r1 e s, definir 5 neste dois elementos é suficiente.

Analisando as imagens dos elementos de D, é possivel perceber que

Ker(8) = {ro,r2}

Im(ﬁ) = ZQ X Z2

Pelo Teorema 2.1, existe um isomorfismo
BZ D4/K€T(B) — Lo X Lo

ou seja,
D4/ {7’(),7’2} ~ ZQ X ZQ

Exemplo 2.33. Seja 5 : Qs — Zs X Zso definido por:
+1+ (0,0)

+i— (1,

— o

+j = (0,1)

+k— (1,1)
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Temos que § é um homomorfismo, que Ker(3) = {£1} e
Im(ﬂ) = ZQ X ZQ
Pelo Teorema do isomorfismo, Qg/ {£1} ~ Zy X Zs.

Podemos deduzir a partir dos Exemplos 2.32 e 2.33, que o grupo
Dy/ {ro,r2} é isomorfo ao grupo Qg/ {%1}.

Teorema 2.2. Sejam G e H dois grupos isomorfos. Entdo para qual-
quer n inteiro positivo, G e H tém o mesmo numero de elementos de

ordem n.

A demonstragido do Teorema 2.2 pode ser consultada na pagina

77 da referéncia [6].

Definigao 2.12. Seja G um grupo. Um automorfismo de G é um
isomorfismo
¢:G—>G

O conjunto dos automorfismos de G sera denotado por Aut(G).

O conjunto dos automorfismos de um grupo G é um grupo com
a operagao de composicao de fungoes. Como se tratam de isomorfismos,
pela Proposigdo 2.14, cada elemento de Aut(G) tem um inverso que
também estd em Aut(G). Além disso, a composicio de fungdes é
associativa, e ainda, a funcao identidade é um isomorfismo que neste
caso serd o elemento neutro.

O Exemplo 2.28 nos mostra um isomorfismo de um grupo nele
mesmo, portanto um automorfismo, chamado de automorfismo in-

terno.

Exemplo 2.34. Sejam H e K grupos. Considere o grupo dos auto-
morfismos de H. A funcédo
¢: K — Aut(H)
k— ¢k
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¢ um homomorfismo, e ¢(k)(h) = ¢r(h) = khk~' € Aut(H) para
qualquer k € K.
Inicialmente mostraremos que ¢ é um homomorfismo. Tome k1, ko €
K e he H. Temos que
¢k1 ¢k2 (h) = ¢k1 (thk51>
= kykohky 'kt
= kikoh(kiky) ™"
= ¢k1k1 (h’)
Logo, ¢ é um homomorfismo.
Vamos mostrar que ¢y € Aut(H). Sejam hy, hy € H. Assim,
or(hiha) = khihok™!
= khikk ' hok™?
= ¢r(h1)dr(h2)
Portanto, ¢ é um homomorfismo. Ainda, para qualquer h € H temos
que @p(k~thk) = kk=thkk=! = h, logo, ¢r é sobrejetora. Resta

mostrar que ¢y, é injetora. Suponha que h € Ker(¢y). Desta forma,

op(h) = 1
— khk™! = 1
— kh = k
— h = k%
= h =1

Portanto, ¢ é injetora e segue o resultado.

2.4 PRODUTO SEMIDIRETO

Vimos no Exemplo 2.6 uma maneira de obter um grupo a

partir de dois grupos quaisquer usando o produto direto. Nesta secao,
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veremos que existem outras ferramentas que nos permitem “criar” um
novo grupo a partir de dois existentes. Para isso, estudaremos uma
generalizagdo do produto direto, denominado produto semidireto.
Considerando os grupos H e K, vamos tentar definir um novo
grupo H K a partir deles. Intuitivamente, poderiamos pensar que este

novo grupo seria algo do tipo:
HK ={hk:he H ke K}

A partir desta ideia inicial alguns questionamentos podem surgir. O
que seria hk? Os grupos H e K poderiam ter naturezas completamente
distintas, dificultando ou impossibilitando a operagdo entre os seus
elementos. Outra questdo seria como definir o produto entre dois
elementos de H K. Precisamos garantir que o produto continue sendo
do tipo hk.

A principio, podemos impor restri¢goes para termos um conceito
bem definido, por exemplo exigir que H e K sejam subgrupos do
mesmo grupo G. Desta forma, hk serd o resultado da operagao de h
e k dentro de G, e a operacao de HK pode ser a operagao “herdada”
do grupo G. Um outro obstiaculo é que precisamos que o elemento

resultante desta operagao seja um elemento de H K, ou seja, a operacao

(h1k1)(h2ks) (1)

precisa resultar em um elemento do tipo
hsks

Visualmente falando, poderiamos trocar hs e k1 de posigdo em (1).
Poderiamos pensar em pedir que G fosse abeliano, mas assim perde-
riamos com esta restricdo. Logo, uma alternativa vidvel é exigir que

H seja normal em G. Lembrando que, de acordo com a Definigao 2.6,
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H é normal em G se
Vh e HVE € G, khk™t € H
Portanto, é possivel fazer a seguinte manipulagao entre os elementos:

(hiky)(hoka) = hakiho(ky k) ks
= hy(kihoky )k ks

Logo temos o resultado do tipo hsks, onde hg = hl(klhgkfl) e ks =
k1ko, garantindo que este elemento pertenca & H K. Assim é possivel
definir este grupo H K, que é um subgrupo de G. Perceba que o que

foi feito foi considerar a funcao
¢: K — Aut(H)

dada por ¢(k)(h) = khk—!. Mostramos no Exemplo 2.34 que ¢ é um
homomorfismo e que, de fato ¢(k) é um automorfismo de H, para
qualquer k € K. Vamos denotar ¢(k) por ¢.

Generalizando a construcgao acima, considere H e K dois grupos

quaisquer, e ¢ um homomorfismo qualquer
v: K — Aut(H)
Agora, considere o produto cartesiano
Hx K ={(h,k):he H ke K}
com a operacao:
(h1,k1) - (ha, ko) = (hipr, (ha), kik2)

Provaremos que esta estrutura é um grupo, e denotaremos o produto

cartesiano munido da operacdo acima por X,.
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Sejam (h1, k1), (he, k2), (hs, ks) € H x, K. A operacdo deste grupo é

associativa, pois

[(ha, k1) (has k2)](hs, ks) - =

Observe que

(h,k)(1m, 1K)

(h1pr, (h2), kikz)(hs, ks)
(h1¢r, (h2) Pk, ky (ha), (k1k2)k3)
(P19k, (hak, (h3)), k1 (k2ks))
(ha, k1) (hapr, (hs), kaks)

(ha, k1)[(he, k2)(hs, k3)]

Portanto, (15, 1k) é o elemento neutro. Vamos determinar o inverso

de um elemento (h.k) € H x, K. Temos que

(R, k) (o1 (A1), k7)

e por outro lado,

(@k*l (hil)v kil)(hv k)

heow(pr-1 (A1), kE™)
hcplk( )71K)

hh™t 1k)

lg,1k)

(
(
(
(
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Portanto, (h, k)1 = (¢p-1(h™1),k™1). Logo, H %, K é um grupo.

Definigdo 2.13. Sejam H, K grupos e ¢ : K — Aut(H) um homo-
morfismo. O grupo H x, K é chamado de produto semidireto de H e

K. Este grupo é o cartesiano de H e K munido da seguinte operagao:

(h1, k1) - (ho, ko) = (hipg, (he), kiks)
Vamos elucidar este conceito nos proximos exemplos.

Exemplo 2.35. Sejam Zs,, e H grupos, onde H é um grupo abeliano

qualquer. Considere o homomorfismo
0 : Loy — Aut(H)

onde ¢z ¢ uma funcao de H em H que leva um elemento no seu inverso
se k é impar, e ¢ é a identidade se k é par.

Dado um k € Zj,,, vamos provar que g € Aut(H) para todo k. Para
isso, precisamos mostrar que ¢ é um homomorfismo bijetor.
Iniciaremos mostrando que ¢ ¢ um homomorfismo. Se k for par, ja
sabemos que ¢ € um isomorfismo, pois a identidade é um isomorfismo.

Suponha k fmpar, neste caso, que
¢r(hahs) = (haha)™"
Como H ¢ abeliano,
(hiho) ™" = (h1) ™" (h2) ™" = p(h) (o)

Para qualquer h € H, @E(h_l) = h, logo, ¢y é sobrejetora.
Sejam hy, hy € H, onde @y(h1) = ¢z(h2). Temos que

op(h1) = @p(he)
= hi' = hy!
— hithy, = 1

== hy = M
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Logo, ¢ ¢ um isomorfismo para qualquer k € Zs,. Portanto, temos
que H X, Zg, ¢ um produto semidireto via ¢, e a operagdo entre dois

elementos deste grupo se da da seguinte maneira:

(h1h27k1/€2), seEépar
(hihy ', krks), se kp é impar.

(h1, k1) (he, ko) = {

Note que quando k é par, temos a mesma operacao do produto direto.

Exemplo 2.36. Seja G um grupo qualquer e suponha que H seja um
subgrupo do grupo de permutagoes S,,. Considere o produto direto

generalizado
GxGxG---xG

n fatores

Denotaremos este produto direto como G™. Além disso, H ird permu-
tar as entradas dos elementos de G™ assim como se comporta em n
elementos como um subgrupo de S,.

Vamos fazer a construcdo do produto semidireto G™ x, H.

Inicialmente, vejamos como é um elemento de H:

1 2 ... n
o=
a(l) a(2) - an)
Denotaremos « como um elemento de H, onde (i) i =1,...,n é a

variagao de 1 até n de acordo com a pemutacdo que « representa em
H.
Considere a seguinte aplicacdo:
v : H— Aut(G")
a— Qo
onde

QOOC(917927 s 7gn) = (ga(l)vga@)a s aga(n))
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A aplicagao ¢, ird permutar as n entradas de um (g1, g2,...,9n) € G

da mesma forma que permuta as entradas dos elementos do subgrupo
H.

Para a construcao do produto semidireto é necessario provar que:
1. ¢ é um homomorfismo
2. pq € Aut(G™) para cada « € H.

Para 1, vamos provar que ¢qo3(9) = (¢a © ©5)(9)

Sejam «, 8 € H
1 2 n
~\a() a2 a(n)
e
5 1 2 n
BQA) B(2) B(n)
Temos que:
[pa o wpl(91:92,---.9n) = @ales(gr, 92,5 9n)
= val9p(1),982)s- - 9B(n))
= (9a(p(1))s 9a(B(2))s - - -+ Jau(B(n)))
(G(aoB)(1)s I(a0B)(2)) - - - » J(@oB)(n))
que é justamente @uo08(g1,92;---,9n). Assim conclui-se que ¢ é um
homomorfismo.

Agora, precisamos provar que ¢, € Aut(G™). Para qualquer a € H

iniciaremos provando que @, é uma funcao bijetora.

Suponha ¢4 (91,92, 9n) = @alki, k2, ..., k,) com g,k € G. Entao

@a(gl;gQ;“-agn) = ()Ooz(klak27-~'akn>
= (9a(1),9a(2)s -1 9am) = (K@) Ka(@)s s kan))
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E como « é bijetora, portanto injetora, segue que

(917927"'7977.) = (khk%"'akn)

Agora, provaremos que dado (k1,ke,...,k,) € @G, existe

«a é uma funcao bijetora, existe uma inversa, seja ela 5. Vamos provar

que (917927° e ,gn) = (kﬁ(l)vkﬁ@)» . 'akﬁ(n)) :

9004(91792,"' agn) = @a(k,ﬁ(l)vkﬁ’@)v"'7k5(n))
= (Kaop1)s kaop(2)s - - kaopn))
(kla k?? ceey kn)

Logo, ¢, é uma fungdo sobrejetora e portanto bijetora. Agora, falta
mostrar que ¢, ¢ um homomorfismo, isto é, que independente da
ordem, permutacao ou multiplicagdo, obtemos o mesmo elemento.

Note que

Qpa(g : k) = (pa(glk17g2k2 B agnkn)

Como gk € G, podemos definir gk = p, e assim:

©a(p) (Pa(1), Pa(2)s - - > Pa(n))
= (ga)ka1)s @) ka)s - - - s Ga(n)Pa(n))

Palg)palk)

Assim, ¢, é um homomorfismo bijetor de G™ em G™, e portanto um
automorfismo. Logo, a construgdo do produto semidireto G™ x, H
estd concluida.

Sendo o, 3 € H e g", k™ € G, onde ¢g" = (g91,92,---,9n) € k™ =
(k1, k2, ..., ky), a operagéo entre dois elementos de G™ %, H se dara

da seguinte maneira:
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(gn70‘)(/€n7ﬁ) = (g"(pa(k")7aoﬂ)
= (91,92, 9n)(ka1)s Fa2)s ka(m)), @ 0 B)
= ((91kaqr)s 92ka(2), - - > Gnkam)), @ o B)

Vamos exemplificar este produto semidireto tomando H = S e
G" = R** = R* x R* x R*. Sejam (a,b,¢), (d, e, f) e R*® e o, f € S3,

onde
1 2 3
o =
3 2 1
e
1 2 3
5_<1 3 2)
Logo,

12 3
aoﬁ:(?, 1 2)

A operacao entre dois elementos de R*3 X, 53 serd:

((a,0,¢),a)((d; e, f), B) ((a,0,¢)pa((d; €, f)), 0 )
((a,b,¢0)(f,e,d), a0 B)

((af;be,cd), a0 )
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3 SEQUENCIAS EXATAS DE GRUPOS

A partir dos topicos preliminares do Capitulo 2, é possivel
construir a ideia de sequéncias exatas. Uma sequéncia exata de grupos
nada mais é do que uma sequéncia formada por grupos e entre eles
homomorfismos que se relacionam entre si de uma forma especifica.
As sequéncias exatas curtas sdo um caso particular das sequéncias

exatas, que serao apresentadas adiante.

Definigdo 3.1. Sejam H,G e K grupos, a e § homomorfismos. A
sequéncia

H-a5L K
é chamada sequéncia exata em G se Im(a) = Ker(f).
Uma sequéncia exata de grupos pode ser formada por n ou até infinitos
grupos, desde que os homomorfismos entre estes grupos satisfacam a
relagao acima descrita. Uma sequéncia é exata quando ela é exata em

todos os grupos que fazem parte dela.

A partir da definicdo acima, podemos observar alguns pontos

importantes. Em uma sequéncia exata, temos que
Im(a) = Ker(8)
Note que isto significa que para qualquer h € H,
Bla(h)) =1

e, por outro lado, se B(g) = 1 segue que g = «(h) para algum h em
H.
Suponha que

150 -% a1
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seja uma sequéncia exata de grupos, onde 1 representa um grupo que
é formado apenas por um elemento. Chamaremos este grupo de grupo

unitario. Como esta sequéncia é exata, temos que
Im(p) = Ker(a) =1

Logo, a é um homomorfismo injetor. Ainda,
Im(a) = Ker(B) =G

Portanto o ¢ um homomorfismo sobrejetor, e podemos concluir que
a é um isomorfismo.
Ademais, se
» v
1—G—1
é exata em G, segue que Im(p) = Ker(y) = 1, portanto, neste caso
G é o grupo unitario.

Agora, considere a sequéncia exata abaixo:
1% H %SG (2)
Como @ e a sao homomorfismos, temos que
Ker(a) = Im(y)
Observe que ¢ deve ser o homomorfismo trivial, e assim,
Im(p) =1= Ker(a)

Por outro lado, se temos que « é injetora em (2) o nicleo de « serd
1, e como ¢ é o homomorfismo trivial segue que Im(p) = Ker(a).
Portanto, dizer a sequéncia é exata em H é equivalente a dizer que «
é uma funcao injetora.

Da mesma forma, se a sequéncia exata for do tipo

G2k (3)
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obrigatoriamente
vk)=1,Vke K

e assim

K = Ker(y) = Im(B)

fazendo de 8 um homomorfismo sobrejetor. Em contrapartida, se
for um homomorfismo sobrejetor a imagem de ( serd K, e como -y

deve ser o homomorfismo trivial, segue que
Ker(y) = K =1Im(B)

Logo, a exatiddo de (3) e a sobrejetividade de 8 sdo afirmagoes equi-
valentes.
As duas sequéncias exatas apresentadas em (2) e (3) sdo a base para

definir sequéncias exatas curtas.

Definigao 3.2. Uma sequéncia exata curta é uma sequéncia de grupos

e homomorfismos do tipo
1—H %L K1

que é exata em H,G e K.

Perceba entao que a é um homomorfismo injetor e S um homo-
morfismo sobrejetor.

Neste caso, nao ha necessidade de apontar os homomorfismos
que “ligam” o grupo 1 nos outros, visto que temos apenas uma pos-
sibilidade em cada caso: no primeiro caso, o homomorfismo é o que
leva unidade em unidade e no tltimo caso, todos os elementos de K

sao levados na unidade, como apresentado anteriormente.

Observagao 3.1. Se a operagdo dos grupos for aditiva, podemos

escolher representar o primeiro e o ultimo grupos unitdrios por 0.
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A seguir, veremos alguns exemplos de sequéncias exatas curtas.
Exemplo 3.1. Considere a seguinte sequéncia exata curta
1 — SLy(R) - GLy(R) 25 R* — 1

onde SLy(R) e GLy(R) sdo os grupos apresentados nos exemplos
2.15 e 2.8 e R* é o grupo multiplicativo dos niimeros reais ndo nulos.
Lembre que SLy(R) < GL2(R). Neste caso, os homomorfismos entre

os grupos serao definidos da seguinte maneira:

a SLQ(R) — GLQ(R)
M— M

Desta forma, o é uma funcéo injetora. Na segunda parte da sequéncia,

B:GLy(R) — R*
M v det(M)

Temos que § é uma funcao sobrejetora pois, dado qualquer = € R*,

segue que existe uma matriz M € GL2(R) da forma

o)

com (M) = det(M) = z, ou seja, [ é sobrejetora.
Ainda,

Ker(8) ={M € GLy(R) : det(M) =1}

Assim, Im(a) = Ker(8) e esta sequéncia configura uma sequéncia

exata curta.
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Exemplo 3.2. Seja N < G. Podemos construir uma sequéncia exata

curta da seguinte maneira:
1—N-%6-5Ge/N—1

onde « é a funcao inclusao e 8 é a projecao candnica, como vimos no

Exemplo 2.23. Assim, temos que
Ker(f) = N = Im(a)

Nos dois proximos exemplos vamos definir sequéncias exatas

curtas envolvendo produtos diretos e semidiretos.

Exemplo 3.3. Sejam H e K grupos. A partir deles, é possivel cons-

truir uma sequéncia exata curta da seguinte maneira:
1—H-SHxK-S K1

onde a(h) = (h,1) e B(h, k) = k.
Vamos mostrar que esta é uma sequéncia exata curta de fato. Primei-

ramente, temos que « e 8 sao homomorfismos, pois

Oé(hlhz) = (hlhg, 1)
= (h’la 1)(]7'2’ 1)
= a(hl)a(hg)
e ainda
Bl(hy, k1) (ha, k)] = B(hihe, kik2)
= kiko

= B(h1,k1)B(ha, ko)

E preciso garantir que I'm(a) = Ker(f). Note que

B(a(h)) =B(h,1)=1,Vhe H



68 Capitulo 3. Sequéncias exatas de grupos

Logo, temos que Im(a) C Ker(f). Por outro lado, temos
Ker(8) = {(h,k) € Hx K : B(h,k) = k =1}

ou seja, Ker(f) é formado por par ordenado do tipo (h,1), que sdo
a(h). Sendo assim, Ker(8) C Im(«a) e consequentemente, Ker(8) =
Im(a).

Ainda é necessdrio mostrar que 8 é uma funcao sobrejetora e o é uma

funcao injetora. Iniciaremos por : suponha k € K. Note que
B(Lk)=k,Vke K

Logo, B é sobrejetora.
Dados hi,he € H com hy # hs, temos que:

alhy) = (hy,1)

a(hg) = (he,1)
Como hy # hs, certamente (hy,1) # (hs,1). Logo, @ é uma fungao

injetora.

O préximo exemplo trata sobre a sequéncia exata curta usual

envolvendo produtos semidiretos.

Exemplo 3.4. Sejam H e K grupos e ¢ : K — Aut(H) um homo-
morfismo. A partir do produto semidireto H x, K podemos construir

a seguinte sequéncia exata curta:
1—H-SHx, KL K-—1

onde a(h) = (h,1) e B(h, k) = k.
Para mostrar que esta sequéncia é uma sequéncia exata curta, primei-

ramente precisamos provar que « e $ sao homomorfismos.
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Temos que « e § s@o um homomorfismos, pois

a(hlhg) = (hlhz,l)
= (h1,1)(h,1)
= a(hi)a(hs)
Bl(hik1)(hoks)] = B(hipg, (ha), kiks)
= kiko

= ﬁ(hb]ﬁ)ﬂ(hbb)

As provas da imagem ser igual ao nucleo, injetividade de « e sobreje-

tividade de § sao idénticas as do exemplo anterior.

Definicao 3.3. Sejam

].—)Hli}Gli)K1—>1

1—>H2l>Ggi>K2—>l

sequéncias exatas curtas. Considere o diagrama

1 H — 6 5 K 1
A
1 Hy —1 % Gy —25 K, 1

onde §,0 e A sdo isomorfismos. Dizemos que este diagrama é comuta-
tivo se

foa=~o0d

AofB=pol
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Quando duas sequéncias exatas se encaixam em tal diagrama, dizemos
que elas sao isomorfas. Quando sabemos que o diagrama é comutativo
é possivel “caminhar” pelos grupos por meio das fungoes, usando a
composicao, de modo que para chegar em determinado grupo pode-
mos compor fungoes de varias dire¢des, e sempre chegar no mesmo

elemento.
A partir de uma sequéncia exata curta qualquer, da forma
1—H-%6 5K —1

sempre podemos escrever uma sequéncia exata curta isomorfa a esta
usando um grupo quociente, mesmo que H ndo seja um subgrupo
normal de G e mesmo se K nao puder ser escrito como G/H. No

proximo teorema veremos como esta segunda sequéncia é obtida.
Teorema 3.1. Toda sequéncia exata curta da forma
1—H-5%6 5 K-—1 (4)
€ isomorfa a uma sequéncia exata curta do tipo
1—N-5G-5G/N—1 (5)
onde N é um subgrupo normal de G.

Demonstracio. Mostraremos os isomorfismos necessarios para obter
a sequéncia (5). Como « é uma fungdo injetora, podemos definir um
isomorfismo a partir de « entre H e o(H). Note que como (4) é exata,
a(H) = Ker(f) C G, e como Im(f) = K, pelo Teorema 2.1 existe
um isomorfismo

B:K — G/Ker(B)

Desta forma, a partir de uma sequéncia exata curta genérica do tipo
(4), obtemos uma sequéncia exata curta da forma (5), onde N =
a(H) = Ker(B):
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1 H—*2* 5 G

|

1 —— a(H) —— G —= G/Ker(f) — 1

onde as fungdes nas flechas verticais sdo isomorfismos e os homomor-
fismos na sequéncia exata curta inferior sdo andlogos aos apresentados

no Exemplo 3.2. O

Quando temos que N <G, e conhecemos N e G/N, de um modo
geral podemos nao saber dizer quem é G. Mesmo que dois grupos
nao sejam isomorfos, eles podem ter subgrupos normais isomorfos
com grupos quocientes isomorfos, como mostraremos nos exemplos

seguintes.

Exemplo 3.5. Os Exemplos 2.11 e 2.10 nos apresentaram os grupos
Dy e Qs. O grupo D4 nao é isomorfo ao grupo (g, pois eles pos-
suem quantidades diferentes de elementos de ordem 2, contradizendo

o Teorema 2.2. Mas
{To,rg} = {:l:].} = Z/2Z

e ainda
Dy/{ro,m2} = Qs/ {£1} = (2/2Z)*

como vimos nos Exemplos 2.32 e 2.33.

Assim, é possivel construir as seguintes sequéncias exatas curtas:

1 — {7“0,7“2} i) D4 i) D4/ {’l"(),’l“g} — 1

1— {£1} 5 Qs 5 Qs/ {£1} — 1

Note que os grupos ocupando as segundas e quartas posi¢oes da sequén-

cia s@o isomorfos, mesmo os grupos do meio nao o sendo.
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Exemplo 3.6. Sejam as seguintes sequéncias exatas curtas:

0 — ZJAZ - Z)AZ x 2)2Z -2+ 7./27 — 0

0 — /42 25 7.)87. 5 7./27 — 0

Neste exemplo podemos observar que é possivel que tenhamos os
mesmos segundos e quartos grupos compondo as sequéncias, com

grupos nao isomorfos no meio. Na primeira sequéncia, temos que

Na segunda sequéncia, ¢(T) =T e

. 0, sex épar
Y(T) = 9= L
1, se x é impar
Os homomorfismos implicitos sao os triviais. Note que pelo fato dos
grupos serem aditivos, usamos o 0 para representar os grupos das

pontas.

3.1 PRODUTOS DIRETOS E SEMIDIRETOS

Dados dois grupos H e K, sempre podemos criar uma sequéncia
exata curta utilizando o seu produto direto, basta seguir a receita do
Exemplo 3.3. Mas, analisando a segunda sequéncia do Exemplo 3.6,
perceba que nem toda sequéncia é obtida assim.

Da mesma forma, se seguirmos os passos do Exemplo 3.4, sera
possivel criar uma sequéncia exata curta com o produto semidireto
de tais grupos. Mas isso ndo significa que toda sequéncia exata é

construida dessa maneira, conforme o proximo exemplo nos mostra.
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Exemplo 3.7. Na sequéncia exata curta
1— {+1} - Qs -5 Qs/ {£1} — 1

temos que (s nao é isomorfo ao produto semidireto de {£1} e
Qs/ {%£1}, pois neste hd mais de um elemento de ordem 2. De fato,
temos que Aut({£1}) = id, pois este é o tnico isomorfismo possivel
entre o grupo {+1} e ele mesmo. Desta forma, o produto semidireto
{1} %, Qs/ {£1} é na verdade, o produto direto. Note que,

(1 {£1})* = (1,1)

(-1, {x1})*=(1,1)

Assim, segue que {£1} x Qg/ {£1} possui dois elementos de ordem 2,

enquanto (g tem apenas um.

Os dois préximos teoremas, que sao o objetivo deste trabalho,
tratam de critérios para que uma sequéncia exata curta seja isomorfa
a uma sequéncia que envolve produtos diretos e semidiretos, a partir
de algumas condi¢des impostas aos homomorfismos que compoem as

sequéncias.

Teorema 3.2. Seja 1 — H - G Lo K — 1 uma sequéncia
erata curta. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) Existe um homomorfismo o/ : G — H tal que o/ (a(h)) = h, YV h €
H.

(2) Existe um isomorfismo 0 : G — H x K tal que o diagrama

1l— s H—> yqg—" sk 1

o

l— H—HxK — K ——1



74 Capitulo 3. Sequéncias exatas de grupos

comuta, onde a linha inferior € a sequéncia exata curta para o produto

direto, como no Exemplo 3.3.

Demonstragio. (1) = (2)

Vamos definir § da seguinte maneira:

0:G— HxK
g ((9),8(9))

Inicialmente, provaremos que # é um isomorfismo. Como o’ e 8 sao
homomorfismos, segue que 6 é um homomorfismo. De fato, sejam

g1,92 € G:

0(g192) = (&'(9192), B(g192))

= (&(g91)d/(92), B(91)B(g2))
(@'(91), B(91))(e(g2), B(g2))

= 0(91)0(g2)

Logo, falta provar que 6 é uma aplicagao bijetora. Comecaremos pela
injetividade. Seja g € Ker(6). Logo 0(g) = (1,1) e, dai, ¢/(g) = 1
e B(g) = 1. Sabemos que essa sequéncia é exata em G, se 5(g) = 1
entdo g = a(h) para algum h em H, pois Im(a) = Ker(3). Logo,
temos que

1=a'(g) = o'(a(h)) =h

e entao

g=ah)=a(l)=1

Isto nos diz que Ker(f) =1 logo, 6 é injetora.

Para mostrar que 6 é sobrejetora, devemos mostrar que para qualquer
(h,k) € H x K, existe g € G tal que 0(g) = (h, k).

Seja (h,k) € H x K. Como § é sobrejetora, para todo k € K, existe
g € G de modo que B(g) = k. A partir disto, usando 3, precisamos



3.1. Produtos diretos e semidiretos 75

mostrar qual é o g que satisfaz estas condigoes.

Do fato de que I'm(«) = ker(f3), segue que
Blga(x)) = Blg)B(a(z)) = Blg) = k
Assim, para todo x € H,

O(ga(z)) = (a'(ga(x)),Bga(z))
= (a'(9)d/ (a(2)), k)

= (da'(g)z, k)
Agora, é preciso definir x para que o’'(g)z = h. Seja x = o/(g)"h.
Temos que
d(g)r = o'(g)d(9)'h
= h

Portanto, 0(ga(x)) = (h,k) e 6 é sobrejetora. Uma vez que a prova

de 0 ser um isomorfismo foi concluida, falta verificar se o diagrama

1 H—> ,q¢—" K 1
I |
l1— H —HxK — K ——1

comuta.

Vamos analisar o primeiro quadrado do diagrama:
H—2>— G
J
H—— HxK

Considere h € H. Partindo de H, localizado no canto superior es-
querdo, podemos chegar em H x K de duas maneiras. Indo para a

direita, tem-se que:

heS a(h) & (o (a(h)), Bla(h)) = (h,1)
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Pelo outro caminho,
hiS b (B, 1)
Analisando o segundo quadrado:

GLK

S

HxK — K

Seja g € G. A partir de G, se seguirmos pela direita, temos que:
B i
g Blg) = Blg)

Se seguirmos a flecha que vai para baixo, segue que

g~ (a'(g),8(9)) = B(g)

Logo, o diagrama comuta.
(2) = (1)
Suponha que exista um isomorfismo 6 : G — H x K de modo que o

diagrama

1 H & G K 1

o

l— H — HxK — K ——1

comute. Queremos provar que existe um homomorfismo o’ tal que
o' (a(h)) = h para qualquer h € H.

Considere o segundo quadrado do diagrama:

GLK

S

HxK — K
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Sendo g € G, temos que

g% B(g) 3 B(g)

Pela comutatividade do diagrama, sabemos que 6(g) tem como se-
gunda coordenada ((g), entdo precisamos saber qual é a primeira.

Denote por o/(g) a primeira coordenada e assim

0(9) = (a'(9), B(9))

Logo, o’ : G — H é uma funcao e como 6 e 3 sao homomorfismos, o’

é um homomorfismo, pois

0(9192) = 0(91)0(g2)
= (&/(9192). B(g192)) = (&'(g1),B(g1))(c(g2). B(g2))
= (/(9192): B(g192)) = ('(g1)@'(92),5(91)B(g2))
) = a(g1)a'(g2)

Para provar que o/ (a(h)) = hV h € H, considere o primeiro quadrado

= (9192

do diagrama:

H—— G

d

H— HxK

Se seguirmos a partir do grupo H localizado no canto superior es-

querdo, seguindo pra baixo temos que
his b (h,1)
e, se seguirmos para direita primeiro,
B a(h) ¥ (o (a(h)), Bla(h)

e consequentemente, o’ («(h)) = h para todo h € H e segue o resultado.
O
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Vamos aplicar o Teorema 3.2 no préximo exemplo.

Exemplo 3.8. Considere o grupo multiplicativo Zg* e seu subgrupo
G ={1,3,5,7}. Seja

1—>Zgi>Gi>ZQ—>l

uma sequéncia exata de grupos, onde

a Lo — G B: G — 7o
0 - 1 1 — 0

1 — 3 3 — 0

5 = 1

7T = 1

Note que e é um homomorfismo injetor, 8 é um homomorfismo sobre-

jetor e ainda que
Im(a) = {1,3} = Ker(B)
Desta forma, podemos definir o homomorfismo
o G = 7Zs

1—~0

31

51

70
Perceba que o/(a(h)) = h para qualquer h € Zy. Portanto, pelo

Teorema 3.2 temos que G ~ Zs X Zs e podemos escrever o seguinte

diagrama comutativo:

1 Lo = G Zo 1

o

1 —— Zo ——— Zio X lig —— Zig —— 1
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onde 6 é um isomorfismo.

No proéximo teorema veremos quais sdo as condigdes para uma
sequéncia exata curta ser isomorfa a uma sequéncia exata curta que

envolve produto semidireto.

Teorema 3.3. Seja 1 — H - G Lo K 51 uma sequéncia
exata curta. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Eziste um homomorfismo 8’ : K — G tal que (8'(k)) =k, Vk €
K.

(2) Eziste um homomorfismo ¢ : K — Aut(H) e um isomorfismo
0:G— H x, K tal que o diagrama

1 H = G K 1

| o| |
l— H— Hx, K — K — 1

comuta, onde a linha inferior é a sequéncia exata curta usual para o

produto semidireto, como no Exemplo 3.4.

Demonstragio. (1) = (2)

A partir do homomorfismo 8’ vamos criar um homomorfismo ¢ de K
em Aut(H) e o isomorfismo 6§ : G — H %, K.

Sejam k € K e h € H. Vamos verificar que 3'(k)a(h)B'(k~!) estd no

nucleo de 3:

BIB' (k)a(h)B' (k1] = B(B'(k)B(a(h)B(B (k1))
= klk!
= kk!
=1

Logo, temos que esta conjugagdo pertence ao nicleo de 3, e isto

significa que esse elemento pode ser escrito como «(h’), para algum
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h' € H, devido ao fato de que Im(a) = Ker(3). Ainda, h' é tnico
devido a injetividade de a.. Note que h’ é determinado por H e por K,
e podemos escrever h’' como ¢ (h) onde, entdo, ¢ (h) denotard um

elemento tnico de H, de modo que
B'(k)a(h)B' (k)™ = a(l) (6)

onde
h = i (h)

Como ¢(h) € H, obtemos a aplicacao ¢y : H — H, e devemos
mostrar que ¢ € Aut(H), e que k — @) é um homomorfismo de K
em Aut(H).

Fazendo k =1 em (6):

a(h) = a(e1(h))
entdo, como « é injetora,
h = ¢1(h)

Precisamos garantir que ¢ : H — H seja um homomorfismo para
cada k € K.
Considere hy,hy € H. Temos que @i (hihs) pode ser caracterizado

pela equacao

B'(k)a(hiha)B' (k)" = apr(hihs))

Mas,
B (k)a(hih)B' (k)™ = B'(k)a(h)a(h)B (k)"
= B(k)a(h)B (k)1 (k)a(he) B (k)™
= a(pr(h1))al(er(he))
= afer(h1)pr(ha)]
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Portanto,
a(pr(h1h2)) = alpk(h1)pr(he)]

e como « € injetora, temos que

er(hihe) = o (h1)pr(h2)

Logo, ¢ : H — H é um homomorfismo.

Agora, precisamos provar que ¢ é um homomorfismo, ou seja, que

Pkiks = Phky © Pky-
Seja h € H. Temos que

B (kik2)a(h)B' (kik2) ™" = a( @iy, (h))
Por outro lado, se
B' (k1) B (k2)a(h)B (ko) ' B (k1) ™!

B (kv)a(pr, (h)B' (k1) ™
= (‘Pkl(QOkQ( ))

B (kika)a(h)B' (kika) ™

)
)
E entédo

Crika(h) = alpr, (pr, (h)))

= Pkiks = Pk O Pk

Note que ¢y é bijetora, pois é inversivel com inversa ¢j—1:

Pk O Pp-1 = P1

e ainda
Pr—1 0P = $1

Portanto, ¢, € Aut(H) e k — @) é um homomorfismo

K — Aut(H)
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Logo é possivel construir o produto semidireto H x, K.

O proéximo passo é mostrar um isomorfismo
0:G— Hxy, K

e o caminho que sera tomado é mostrar que existe
vy:Hx, K =G

onde v é um isomorfismo, e § sera a inversa de ~.

Sejam hy,ho € H, k1, ks € K e defina y da seguinte maneira:

v(h, k) = a(h)B' (k)

Temos que v é um homomorfismo, pois

Y[(h1,k1)(he, k2)] = y(hipk, (h2), kiks)

Para mostrar que v é injetiva, suponha ~y(h, k) = 1. Assim,
a(h)B'(k) =1

Aplicando S nos dois lados desta igualdade, segue que

a(h)B'(k) = 1
= Bla(h)B'(k)) = B(1)
= B(a(h)B(B' (k) = B(1)
= k = B(1)

=k =1
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Entao,
ah)l=1 = h=1

pela injetividade de a. E com isso, conclui-se que - é uma aplicacao
injetora.

Em seguida, provaremos que 7y é sobrejetora.

Seja g € G. Temos que mostrar que para qualquer g € G, existe
(h.k) € H x, K tais que y(h, k) = a(h)p' (k) = g.

Analisando

a(h)B'(k) =g,

se aplicarmos 3 dos dois lados da igualdade temos:

a(h)B'(k) = g
= Bla(h)B'(k)) = Blg)
= B(a(h)B(B'(k)) = B(g)
=k = B(g)

Desta forma, vamos tomar k = 3(g) e precisamos somente encontrar

um h que satisfaca

a(h) =gB' (k™) = gB'(Blg™"))

Como a imagem de « é igual ao nicleo de 3, basta verificar se o

elemento gB3’'(B(g~!)) pertence ao nicleo de f3:

BlgB (Blg~" N = B@)BB'B))

Portanto, g'(8(9~")) € Ker(B), ou seja, g8'(B(g~")) € Im(a), logo,
pode ser escrito como «(h) para um h € H. Finalmente, temos que ~
¢ um isomorfismo e pode-se definir § = vy~ 1.

Em seguida, vamos provar que o diagrama
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1 H & G K 1

dJ

l— H — HXx, K — K —— 1

comuta. Para isso, usaremos o “diagrama inverso” ao invés do seu
sentido original. Por que podemos trabalhar com o diagrama inverso?
Seja f o homomorfismo para produto semidireto apresentado no Exem-

plo 3.4. Mostrar que o diagrama

H——— G

o

H—1s Hx, K

comuta, é o0 mesmo que mostrar que
H—2 G

g

H—1s Hx, K

comuta, pois de acordo com o diagrama original, temos que:

foa = foid

= qy0(foa) = ~vo(foid)
— a = yof
= aoid = ~yof

Logo, seja h € H. No primeiro quadrado
H—= @G

idT WT
H—— Hx, K
se seguirmos a partir do grupo H localizado no canto inferior esquerdo,

segue que
his b a(h)
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e se, partindo do mesmo H seguirmos a seta para a direita, temos
her (B, 1) 2 y(h, 1) = a(h)5'(1) = a(h)

Considere o segundo quadrado do diagrama:

GLK

T

Hx, K — K

Seja (h,k) € H x, K. Seguindo pela seta vertical:
(h,K) 2 a(n)B'(K) & Bla(h)B' (k) = Blalh)B(B' (k) = k

e por outro lado,
(h, k) > kS &
Logo, o diagrama é comutativo.
2) = 1)
Suponha que exista um isomorfismo 6 : G — H x, K, um homomor-

fismo ¢ : K — Aut(H) e que o diagrama

l— s H—°> o gk 41

o

l—H — Hx, K — K —— 1

seja comutativo. Queremos mostrar que existe um homomorfismo
B’ K — G tal que B(8'(k)) = kVk e K.
A motivacdo para esta parte da demonstracdo é pensar em -y, pois no

caso (1) = (2), vimos que
v(h, k) = a(h)B' (k) = +(1,k) = B'(k)
Logo, podemos pensar em 3’ : K — G definido da seguinte maneira:

B'(k) = 07" (1, k)
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Note que k — (1, k) é um homomorfismo, e sendo # um isomorfismo,
f~! também o é. Assim, 8’ é um homomorfismo.

Como o diagrama

¢ K
9—1T idT
Hx, K — K
é comutativo, segue que B(8'(k)) = B(0~1(1,k)) = k. a

Definicao 3.4. As sequéncias exatas curtas
1—H-5%G65K-—1

que satisfazem as condigbes do Teorema 3.2 sdo denominadas sequén-
cias exatas curtas que cindem a direita, enquanto as sequéncias que
satisfazem as condicbes do Teorema 3.3 sdo ditas sequéncias exatas

curtas que cindem a esquerda.

No inglés, as sequéncias exatas curtas que satisfazem as con-
digdes do Teorema 3.2 sdo definidas como split sequences. Caso a
sequéncia seja como a do Teorema 3.3, ela é dita half-split.

Em seguida, vamos ver um exemplo de uma sequéncia exata
curta que cinde a esquerda, usando a ideia de construgao dos homo-

morfismos e isomorfismos do Teorema 3.3.
Exemplo 3.9. Seja
1—>Z4L>D4i>22—)1

uma sequéncia exata curta. Primeiramente, definiremos os homomor-

fismos que compdem esta sequéncia.
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(o' Z4 — D4 ﬁt D4 — ZQ
0 = T T0 — 0
1 = T T1 — 0
2 = T ) — 0
3 = T3 r3 — 0
S — 1
ros +— 1
rqos +— 1
rgos +— 1

Perceba que Im(a) = Ker(S). Agora, vamos definir ', onde
B/ 2o — Dy
0~ To

1—s

Note que S(f'(h)) = h ¥V h € Zy. O Teorema 3.3 nos garante que

existe um homomorfismo
0 Lo — Aut(Zy)

Podemos nos perguntar quem seria ¢ e, pela Equacao (6) do Teorema

3.3, obtemos a resposta:

B'0)a(h)8'(0)~" = alpg(h)) = ¢g(h) =h

alpr(h)) = A Dam)pf' M)~ = sa(h)s™

= a(h) "ss

= oh)™

= ah™)
= ¢p(h) = K7

Portanto, Dy ~ Zy X, Zo.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho pude revisar conceitos da teoria de anéis e prin-
cipalmente da teoria de grupos que fizeram parte da minha formacao
académica.

O objetivo era estudar os aspectos elementares das sequéncias
exatas de grupos a fim de compreender, demonstrar e aplicar os dois
teoremas finais do trabalho.

De todas as disciplinas que fazem parte do curriculo de licenci-
atura em matematica, certamente as Algebras foram as que mais me
interessaram, pela maneira como seus conceitos sdo construidos.

Um préximo passo seria nos aprofundarmos no estudo de
sequéncias exatas, curtas ou nao, com o intuito de conhecer a ho-

mologia e a cohomologia.
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