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RESUMO

O objetivo deste trabalho é aplicar a teoria de semigrupos e monoides
algébricos a linguagens e autématos da teoria da computacao. Para
tanto, primeiramente é feito um estudo sobre semigrupos e monoides
algébricos, abordando os conceitos e teoremas fundamentais da teoria.
Em seguida sao apresentadas as defini¢bes e resultados fundamentais
relacionados com os conceitos de linguagens e autématos da teoria
da computagdo. Usando, principalmente, o conceito de monoide de
transformacao completa e o teorema fundamental do homomorfismo
para semigrupos e monoides, é possivel caracterizar os semigrupos e
monoides livres, que sao linguagens sobre um dado alfabeto. Prova-se
que todo semiautéomato e autémato tem, respectivamente, um semi-
grupo ou monoide finito associado, bem como, dado um semigrupo ou
monoide finito pode-se construir um semiautémato ou automato. Por
fim, é demonstrado um teorema que caracteriza linguagem regular
partindo da ideia de congruéncia e classes de equivaléncia.

Palavras-chave: Semigrupos. Monoides. Linguagens. Autématos.






ABSTRACT

The objective of this work is to apply the theory of algebraic semi-
groups and monoids to the languages and automata of computer
theory. Therefore, first a study is made on semigroups and algebraic
monoids, approaching the fundamental concepts and theorems of the
theory. Then, are presented the definitions and fundamental results
related to the concepts of languages and automata of the computer the-
ory. Using mainly the concept of complete transformation monoid and
the fundamental homomorphism theorem for semigroups and monoids,
it is possible to characterize free semigroups and monoids, which are
languages on a given alphabet. It is proven that every semiautomata
and automata has an associated semigroup or monoid respectively,
as well as, given a finite semigroup or monoid, a semiautomata or
automata can be built. Finally, it is demonstrated a theorem that
characterizes regular language starting from the idea of congruence
and equivalence classes.

Keywords: Semigroups. Monoids. Languages. Autamatas.
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1 INTRODUCAO

A motivacao para o desenvolvimento desse trabalho surgiu du-
rante o desenvolvimento do trabalho de iniciagdo cientifica de titulo
“Automatos, Linguagens regulares e Linguagens livres de contexto”.
Observamos que as linguagens e os autématos estudados na Teoria
da Computagdo poderiam estar relacionados com alguma estrutura
algébrica. Pensamos isso, pois uma linguagem munida da operacao de
concatenacao de strings obedece o fechamento, a associatividade e a
existéncia do elemento identidade. Além disso, as linguagens regulares,
que formam o conjunto das linguagens reconhecidas por autématos,
sao fechadas para as operagoes bindrias concatenacdo e uniao. Busca-
mos alguma generalizacio no campo da Algebra Abstrata. Notamos
que tal generalizagdo poderia ser alcancada estudando semigrupos e
monoides algébricos.

Semigrupo é uma estrutura algébrica formada por um conjunto
munido de uma operacao binaria fechada e associativa. Monoide é um
semigrupo com elemento identidade. Eles tém aplicagoes em outros
campos do conhecimento, como na Biologia e na Sociologia como
pode ser visto em Lidl e Pilz [6] e, além disso, os monoides e os
semigrupos também sdo comumente usados na ciéncia da computacao,
tanto em seus aspectos fundamentais quanto na programacao pratica.
As linguagens, isto é, o conjunto de strings construidas a partir de um
determinado conjunto de caracteres é um semigrupo livre. Quando
consideremos a strings vazia um elemento de um semigrupo livre,
entdo o chamamos de monoide livre.

Obviamente, tanto a teoria de semigrupos e monoides algébri-
cos quanto a teoria da computacao sdo extensas, logo nao temos a
pretensao de esgotar todo o contetido com o desenvolvimento desse

trabalho. Assim, este trabalho de concluséo de curso tem um objetivo
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principal bem definido e delimitado: aplicar a teoria de semigrupos e
monoides algébricos a linguagens e autéomatos da teoria da computa-
¢do. Para tanto buscamos atingir os seguintes objetivos especificos: a)
enunciar defini¢oes e resultados fundamentais a teoria de semigrupos
e monoides algébricos; e, b) abordar definigdes e resultados referentes
a linguagens e autéomatos da teoria da computacao.

O desenvolvimento do texto desse trabalho é dividido em trés
capitulos organizados para atingir os objetivos propostos. No Capitulo
2 apresentamos os conceitos de semigrupo e de monoide. Desenvolve-
mos a teoria a partir dos textos de Howie [5], G. [3], Clifford e Preston
[1] e Domingues e Tezzi [2]. Os semigrupos podem ser vistos como uma
generalizacao da teoria de grupos algébricos, por isso, nesse capitulo,
comparamos os resultados obtidos para os semigrupos com resultados
semelhantes para a teoria de grupos visto na disciplina da Algebra. As
imagens e esquemas do Capitulo 2 foram elaboradas com o software
online Math.io [7].

O Capitulo 3 apresenta os conceitos de linguagem, linguagem
regular e os modelos computacionais semiautomatos e automatos. A
teoria é baseada principalmente nos textos de Sipser [9] e Sakarovitch
[8]. Esses modelos computacionais possuem representagao grafica cha-
mada de diagrama de estados que foram elaborados para este trabalho
com o uso do software online Finite State Machine Designer [10].

O Capitulo 4 é o ultimo do desenvolvimento deste trabalho,
cujo texto é baseado em Ginzburg [4], Lidl e Pilz [6] e Sakarovitch [8].
Nesse capitulo final buscamos uma relacao entre os conteidos abor-
dados nos dois capitulos anteriores. Usando as ideias de monoide de
transformacao completa e o teorema fundamental do homomorfismo
para semigrupos e monoides, conseguimos caracterizar os semigru-
pos e monoides livres, que sdo linguagens sobre um dado alfabeto.

Além disso, mostramos que todo semiautéomato e automato tem um
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semigrupo ou monoide associado, bem como, dado um semigrupo
ou monoide finito podemos construir um semiautémato ou automato.
Por fim, demonstramos um teorema que caracteriza linguagem regular

partindo da ideia de congruéncia e classes de equivaléncia.
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2 ALGEBRA ABSTRATA: SEMIGRUPOS E MONOIDES

Neste capitulo sdo apresentadas algumas defini¢gdes, exemplos e
resultados acerca dos conceitos de semigrupos e monoides algébricos.
Ao longo do texto, quando oportuno, fazemos comparagoes com ideias
que sdo abordadas na teoria de grupos algébricos cuja definicdo pode
ser encontrada em Domingues e lezzi [2, p. 138-139].

Na Secao 2.1 apresentamos as definigbes para semigrupos e
monoides algébricos. Na Secao 2.2 sao apresentados os ideais e ideais
principais. Na Se¢do 2.3 definimos os subsemigrupos e submonoides.

Na Secéo 2.4 abordamos os grupos e subgrupos. Como veremos,
todo grupo é também um semigrupo, mas nem todo semigrupo é
um grupo. Nessa secdo, demonstramos uma condi¢do necessaria e
suficiente para que um semigrupo seja um grupo e caracterizamos os
subgrupos de semigrupos. Na Secdo 2.5 apresentamos homomorfismos
e isomorfismos, bem como os Teoremas de Cayley para semigrupos e
monoides.

Nas se¢oes 2.6 e 2.7 sdo apresentados, respectivamente, dois se-
migrupos com algumas propriedades interessantes: a banda retangular
e o semigrupo monogénico. Em seguida, nas se¢oes 2.8 e 2.9 abor-
damos, respectivamente, relacoes bindrias e relagoes de equivaléncia.
Ainda na Secéo 2.9, partindo da defini¢do de relagbes de equivaléncia e
parti¢oes, definimos o semigrupo quociente e demonstramos o Teorema
Fundamental do Homomorfismo para Semigrupos.

Finalmente, na tdltima Secéo 2.10, retomamos o assunto de ide-
ais principais (apresentado na Secdo 2.2) para definirmos as chamadas

relacoes de Green e os semigrupos requlares.
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2.1 SEMIGRUPOS E MONOIDES

Definigao 2.1. Um semigrupo é um par (.S, ) em que S é um conjunto
nao vazio e - é uma operacao bindria fechada e associativa em S. Isto

é, para todo a,b,c € S temos
(i) (fechamento) a-be S
(ii) (associatividade) a-(b-c) = (a-b)-¢

Quando a operacdo bindria é clara no contexto apresentado,
denotamos o semigrupo (S, -) por S simplesmente. Neste caso, a ope-
racao dos elementos a e b do semigrupo S é denotada por ab.

Como todo semigrupo é por defini¢do associativo, entao para
todo a,b,c € S, com S um semigrupo qualquer, podemos denotar
a(be) = (ab)e = abc sem que ocorram ambiguidades. Indutivamente,

também verifica-se que nao ha problemas em denotar

aaq . ..a
——

N vezes
por a™ com n € N.

Observagao 2.1. Nao consideraremos o nimero zero um elemento
do conjunto dos nimeros naturais N. Assim, neste momento, evitamos
um problema com a notac¢do a” enunciada no paragrafo anterior uma

vez que a’ nao estaria definido.

Exemplo 2.1. (i) Os conjuntos dos nimeros naturais (N), inteiros
(Z), racionais (Q) e reais (R) munidos da operagdo binéria de

soma (+) sdo todos semigrupos.

(ii) Os conjuntos dos ntimeros naturais (N), inteiros (Z), racionais
(Q) e reais (R) munidos da operagéo binaria de multiplicagao (+)

sdo todos semigrupos.
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(iii) Todo grupo (veja a Definigdo 2.16) é também um semigrupo.

(iv) O conjunto das matrizes quadradas de ordem n sobre o corpo
dos nimeros reais R, denotado por M, (R), com a operagio

binéria de multiplica¢do matricial (-) é um semigrupo.

(v) Outro exemplo de semigrupo, extraido de Howie [5, p. 3], pode
ser obtido do intervalo I = [0,1] C R munido da operagio

bindria - : I x I — I em que para todo a,b € I, a-b = min(a, b).

(vi) Se S e T sdo semigrupos, entdo o produto cartesiano S x T
forma um novo semigrupo com a operagao bindria - : (S x T') x
(SxT)— S xT dada por (s1,t1) - (S2,t2) = (s152,t1t2). Tal

operagao bindria é conhecida como produto direto de S e T'.
Definicao 2.2. Seja S um semigrupo. Se para todo a,b,c € S,

(i) ac = bc = a = b, entdo dizemos que S é um semigrupo

cancelativo a diretta.

(ii) ca = ¢b = a = b, entdo dizemos que S é um semigrupo

cancelativo a esquerda.

(iii) Se um semigrupo S é simultaneamente cancelativo a direita e a

esquerda, entdo dizemos simplesmente que S é cancelativo.

Exemplo 2.2. (i) Os semigrupos (N,+), (Z,+), (Q,+), (R,+),
(N,), (Z,+), (Q,-) e (R,-) dos itens (i) e (ii) do Exemplo 2.1 sdo

todos cancelativos.

(ii) Todo grupo, por consequéncia da existéncia do elemento inverso,

é um semigrupo cancelativo.

(iii) O semigrupo (M, (R),-) do item (iv) do Exemplo 2.1 nao é

cancelativo.
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(iv) O semigrupo (I, -) do item (v) do Exemplo 2.1 néo é cancelativo.

Defini¢ao 2.3. Se S é um semigrupo e para todo a,b € S temos

ab = ba, entdo dizemos que S é um semigrupo comutativo.

Exemplo 2.3. (i) Os semigrupos (N,4), (Z,+), (Q,+), (R,+),
(N,-), (Z,), (Q,) e (R, ) dos itens (i) e (ii) do Exemplo 2.1 sdo
todos comutativos.

(ii) Todo grupo abeliano é um semigrupo comutativo.

(iii) O semigrupo (M, (R),-) do item (iv) do Exemplo 2.1 ndo é

comutativo.
(iv) O semigrupo (I,-) do item (v) do Exemplo 2.1 é comutativo.

Definigdo 2.4. Seja S um semigrupo. Se existe e € S tal que e = e,

entao dizemos que e é um elemento idempotente de S. Denotamos por
E(S)={ec S; e =¢}

o conjunto dos elementos idempotentes de S. Se E(S) = S, ou seja, se

todo elemento de S é idempotente, entdo dizemos que S é uma banda.

Exemplo 2.4. (i) O elemento 0 dos semigrupos (Z,+), (Q,+) e
(R,+) do item (i) do Exemplo 2.1 é idempotente.

(ii) O elemento 1 do semigrupo (N, -) do item (ii) do Exemplo 2.1 é

idempotente.

(iii) Os elementos 0 e 1 dos semigrupos (Z,-), (Q,) e (R, ) do item

(ii) do Exemplo 2.1 s@o idempotentes.
(iv) A identidade de um grupo é um elemento idempotente.

(v) A matriz identidade I, e a matriz nula O,, do semigrupo
(M, (R),-) do item (iv) do Exemplo 2.1 sdo elementos idempo-
tentes.
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(vi) Todos os elementos do semigrupo (I,-) do item (v) do Exemplo

2.1 sao idempotentes, ou seja, (I,-) é uma banda.

(vii) O semigrupo (N,+) do item (i) do Exemplo 2.1 ndo possui

elementos idempotentes.

Definicao 2.5. Um monoide é um semigrupo M em que existe o
elemento 1 € M, tal que para todo a € M, tem-se al = la = a. Neste

caso o elemento 1 € M é chamado de identidade de M.

Exemplo 2.5. (i) Os semigrupos (Z,+), (Q,+) e (R,+) do item
(i) do Exemplo 2.1 sdo monoides com identidade igual a 0.

(if) Ossemigrupos (N, ), (Z,-), (Q,-) e (R,-) do item (ii) do Exemplo

2.1 sdo monoides com identidade igual a 1.

(iii) Todo grupo é um monoide com identidade igual a identidade do

grupo.

(iv) O semigrupo (M, (R),-) do item (iv) do Exemplo 2.1 é um

monoide com identidade igual a I,,.

(v) O semigrupo (I,-) do item (v) do Exemplo 2.1 é um monoide

com identidade igual a 1.
(vi) O semigrupo (N, +) do item (i) do Exemplo 2.1 ndo é monoide.

Observagao 2.2. Note que o elemento identidade de um monoide é
sempre unico. De fato, se e e f sdo identidades de um monoide, entao
temos que ef = e (pois f é identidade) e, simultaneamente, temos

que ef = f (pois e é identidade), logo e = ef = f e, portanto, e = f.

Observacgao 2.3. Se M é um monoide com elemento identidade
igual a 1, entdo 1 € E(M). Caso M seja cancelativo, entdo 1 é o tnico

idempotente de M. De fato, tome e € E(M), entdo e? = e = ee = el
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e, por cancelamento, e = 1, ou seja, E(M) = {1}. Em particular, se
M é um grupo, entdo E(M) = {1}.

Como vimos na Defini¢gdo 2.5, um monoide é simplesmente um
semigrupo com um elemento identidade. Assim, dado um semigrupo
(S,-) qualquer, podemos adicionar ao conjunto S um novo elemento
1¢S5, tal que paratodoae S, 1-a=a-1=ael-1=1. Assim,
o conjunto S U {1} munido com a operagdo - é um monoide com
identidade igual & 1. Deste modo, definimos o monoide S' da seguinte

maneira.

Definigdo 2.6. Seja (.59,-) um semigrupo qualquer. Tome 1 ¢ S um
elemento qualquer, tal que paratodoa € S, 1-a=a-1=ael-1=1,

entdo o monoide S com a operacdo - de S ¢ dado por

S, se S é um monoide
b= { (1)

SU{l}, se S nao é um monoide

Nesse caso nos referimos & S' como o monoide obtido de S pela adicio

da identidade, se necessdrio.

Observagao 2.4. Note que, se S ja é um monoide com identidade
e € S, entdo SU{1} serd um novo monoide com o elemento identidade
1. Neste caso, e # 1 e le = el = e. Portanto S = S # S U {1}.

Definig¢ao 2.7. Seja S um semigrupo com pelo menos dois elementos.
Dizemos que 0 € S é um elemento nulo ou zero do semigrupo S se,
para todo a € S, a0 = 0a = 0. Neste caso, se tal elemento existe,

dizemos que S é um semigrupo com zero.

Exemplo 2.6. (i) Os semigrupos (N, +), (Z,+), (Q,+) e (R,+)

do item (i) do Exemplo 2.1 ndo sdo semigrupos com zero.

(ii) Os semigrupos (Z,-), (Q,-) e (R,-) do item (ii) do Exemplo 2.1

sao semigrupos com zero e elemento nulo igual a 0.
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(iii) O semigrupo (M, (R),-) do item (iv) do Exemplo 2.1 é um

semigrupo com zero e elemento nulo igual a O,.

(iv) O semigrupo (,-) do item (v) do Exemplo 2.1 é um semigrupo

com zero e elemento nulo igual a 0.

(v) O semigrupo (N, -) do item (ii) do Exemplo 2.1 néo é semigrupo

com zero.

Observagao 2.5. Assim como o elemento identidade de um monoide,
o elemento nulo de um semigrupo com zero também é tnico. De fato,
se e e f sao elementos nulos de um semigrupo com zero, entao temos
que ef = e (pois e é um elemento nulo) e, simultaneamente, temos
que ef = f (pois f é um elemento nulo), logo e = ef = f e, portanto,

e=f.

Temos que um semigrupo com zero precisa ter, de acordo com a
Definicao 2.7, pelo menos dois elementos. Afinal, caso S tivesse apenas

2 = ¢, entdo o tnico elemento

um zero, terfamos S = {e} com ee = e
de S ndo seria um zero e sim uma identidade. Neste caso, S seria
um semigrupo (ou um monoide ou, ainda, um grupo) chamado de
semigrupo (ou monoide, ou grupo) trivial.

Novamente, de modo andlogo ao que ocorre com a Defini¢ao 2.6,
dado um semigrupo (S,-) qualquer, podemos adicionar ao conjunto
S um novo elemento 0 ¢ S, tal que para todoa € S,0-a=a-0=0
e 0-0 = 0. Assim, o conjunto S U {0} munido da operacdo - é um
semigrupo com zero e elemento nulo igual & 0. Deste modo, definimos

o semigrupo com zero S° da seguinte maneira.

Definicao 2.8. Seja (.59,-) um semigrupo qualquer. Tome 0 ¢ S um
elemento qualquer, tal que paratodoa € S,0-a=a-0=0e0-0=0,
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entdo o semigrupo com zero S° com a operacio - de S é dado por

o S, se S é um semigrupo com zero @)
SU{0}, se S ndo é um semigrupo com zero
Nesse caso, nos referimos a SY como o semigrupo com zero obtido de

S pela adigdo do zero, se necessdrio.
De acordo com Howie [5, p. 3, tradugao livre],

apesar da facilidade em adicionar identidade e zero
a um semigrupo, ndo podemos reduzir completa-
mente o estudo de semigrupos & monoides com zero,
a adicao de elementos extras pode sacrificar algu-
mas propriedades importantes do semigrupo. Se, por
exemplo, adicionarmos um zero a um semigrupo que
é um grupo, obtemos um semigrupo que nio é um

grupo.

Defini¢ao 2.9. Seja S um semigrupo com zero com elemento zero,
dado por 0. Dizemos que S é um semigrupo nulo se a operacao entre
quaisquer elementos de S resultar em zero, isto é, se para todo a,b € 5,
ab=0.

Definig¢ao 2.10. Seja S um semigrupo.

(i) Se para todo a,b € S, ab = a, entdo dizemos que S é um

semigrupo nulo d esquerda.

(ii) Se para todo a,b € S, ab = b, entdo dizemos que S é um

semigrupo nulo a direita.

Semigrupos com um numero finito de elementos podem ser
representados por uma tabela de Cayley: os elementos do semigrupo
ficam dispostos na primeira coluna e na primeira linha da tabela, e os
elementos internos da tabela sdao o resultado da operagao do elemento

da primeira coluna com o elemento da primeira linha respectivamente.
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Exemplo 2.7. Seja S = {a,b,c} um semigrupo em que aa = a,
ab="b,ac=c,ba=>b,bb=0b,bc=c, ca=c,cb=0>be cc=c. Entao,
S pode ser representado com a tabela de Cayley exibida na Tabela 1.
Note que, o semigrupo S é de fato um monoide nio cancelativo e nao

comutativo com identidade igual a a.

Tabela 1 — Tabela de Cayley do semigrupo S.

Dada uma tabela de Cayley, verificar a associatividade dos ele-
mentos pode ser um trabalho tedioso. A fim de facilitar um pouco
este processo Clifford e Preston [1] descrevem um método, que foi
apresentado por Dr. F. W. Light em 1949, para determinar se os ele-
mentos de uma tabela de Cayley obedecem a propriedade associativa,
e sdo, portanto, elementos de um semigrupo. Tal procedimento recebe
o nome de teste de associatividade de Light e pode ser consultado com
detalhes na obra de Clifford e Preston [1, p. 7-8].

2.2 |IDEAIS E IDEAIS PRINCIPAIS

Se A e B sao subconjuntos de um semigrupo S, entdo definimos

o conjunto

AB = {ab;a € A,b € B} (3)
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Assim se C' é outro subconjunto qualquer de S, entdo temos que
A(BC) = (AB)C. De fato,

A(BC) ={az;a € A, x € BC}
={azr;ac A,z € {bc; be B, ce C}}
={a(bc);a€c A,be B,ceC}
={(ab)c; a € A,be B,ceC}
= {yc; y € {ab;a € A, b€ B}, ce C}
={yc;y€ AB, ce C}

— (AB)C

Logo, podemos escrever ABC no lugar de A(BC) ou (AB)C sem que
ocorram ambiguidades, e, além disso, segue que o conjunto de todos
os subconjuntos do semigrupo S, denotado por P(S), com a operacao
bindria dada pela equagdo (3) é um monoide com identidade igual ao
conjunto vazio 0.

Ademais, denotamos
AA = {ab; a,b € A} (4)

por A2. Seja s um elemento qualquer de S, denotamos

{s}B = {sb; b € B} (5)
por sB,
B{s} ={bs; b e B} (6)
por Bs e
A{s}B = {zv;z€ A, vesB}
= {zsy;z €A ye B} (7)

= {uy;ue As,ye B}
por AsB.
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Definigao 2.11. Sejam S um semigrupo e § # I C S, entao dizemos

que
(i) I é um ideal a direita de S, se IS C I.
(ii) I é um ideal a esquerda de S, se SI C I.
(iii) I é um ideal (a direita e a esquerda) de S, se ISUST C I.

Seja (.S, +) um semigrupo, entdo, uma vez que S é fechado para
a operacao -, facilmente verifica-se que S é um ideal dele mesmo. Caso
S contenha o elemento zero igual a 0, entdo {0} é um ideal de S.
Além disso, se I é um ideal (a direita, a esquerda ou ambos) de S
com {0} C I C S, entdo dizemos que I é um ideal préprio (a direita,

a esquerda ou ambos) de S.

Proposigao 2.1. Sejam S um semigrupo comutativo e I C S. Entdo
1S=SI=1ISUSI.

Demonstracio. Tome x € IS, entdo existem h € I e s € S, tais que
x = hs. Como S é comutativo entdo x = hs = sh € SI. Portanto
158 C SI.

Reciprocamente prova-se que ST C IS. Logo IS = S1, e conse-
quentemente ISUSI =15 = S1. [ |

E uma consequéncia imediata da Proposicio 2.1, que, se I é
um ideal a esquerda de um semigrupo comutativo S, entao I também
é ideal a direita de S e vice-versa. Neste caso, I é simplesmente ideal
de S.

Definigao 2.12. Seja S um semigrupo, dizemos que
(i) S é simples a direita, se S é o unico ideal a direita de S.

(ii) S é simples a esquerda, se S é o tnico ideal a esquerda de S.
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(iii) S é simples, se S é o tinico ideal de S.

Exemplo 2.8. Todo grupo é um semigrupo simples. De fato, seja G
um grupo e §) # I C G um ideal de G, logo IGUGI C I. Tome g € G
eac I, entdog= (ga t)a € GI C I,logo G C I, e consequentemente
I1=G.

Sejam S um semigrupo e A C S, temos que
S'A = {sa;s€ S*, ac A}
Se S nao é monoide, pela Definicdo 2.6, segue que
S'A = {sa; s€ SU{l},ac A}

={sa;s€ S,ae A} U{la; a € A}
=SAUA

Por outro lado, se S é monoide com identidade e, entao
S'A={sa;s€S,ac A} =5A

No entanto, note que neste caso A C SA. De fato, tome a € A, logo

a = ea € SA. Dai segue que A C SA. Portanto SA = SAU A e,

consequentemente, também temos que S'A = SAU A.
Analogamente, conclui-se que AS' = ASUA. Em consequéncia

disso temos que
STAS = ST(ASY)
= S(ASY) U (ASY)
=S(ASUA)U(ASU A)
=SASUSAUASUA

Assim, um subconjunto nao vazio I de um semigrupo S é um

ideal a direita de S se, e somente se, IS* C I, e, também I é um ideal
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a esquerda de S se, e somente se, S'I C I. E finalmente, o seguinte
resultado demonstra que também é vélido afirmar que I é um ideal
de S se, e somente se, S'IS! C I.

Proposigao 2.2. Sejam S um semigrupo e ) # 1 C S. I é um ideal
de S se, e somente se, S'IS! C I.

Demonstracao. Seja I um ideal de S, entdao IS USI C I. Logo, IS U
SIUI CI. Tome, agora, x € SIS, entdo existem s1,s82 € Se hy €1,
tal que x = s1h1se. Como s1hy € ST C I, entao existe hy € I, tal que
ho = s1hy. Assim, x = hosy € 1S C I. Portanto, x € SIS implica em
x € I, consequentemente SIS C I, dai segue que SISUISUSIUI C T

e, assim, conclui-se que S'IS' C I. A reciproca é imediata. |

Nas préximas trés proposicdes provaremos que a.S' é o menor
ideal a direita, S'a é o menor ideal a esquerda e S'aS! é o menor
ideal de S que contém o elemento a de S. Note que, os conjuntos a.S,
Sa e SaS nao, necessariamente, contém o elemento a, no entanto a
sempre é um elemento de aS', S'a e S'aS!. J4 o elemento 1 pode

nio pertencer a qualquer um dos conjuntos aS*, S'a ou S'aS*.

Proposigao 2.3. Sejam S um semigrupo e a € S. Entdo aS* é o

menor ideal a direita de S contendo a.

Demonstracdo. Uma vez que a € aS', segue que aS' é um conjunto
nao vazio. Além disso, como a € S e S é fechado, entdo aS C S. Segue
daf, que aS* = aSU {a} C S. Logo, § # aS* C S.

Para provar que aS' é ideal a direita de S, precisamos demons-
trar que (aS')S C aS!. A fim de mostrar isso, tome z € (aS1)S, entdo
segue que existem y € aS' e 51 € S, tais que = ys;. Como y € aS?,
entdo existe so € ST, tal que y = asy. Logo, © = (asa)s; = a(s251).
Como S' é semigrupo e s; € S C S, entdo sps; € S! e, portanto,
x € aSh.
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Por fim, provaremos que aS! é o menor ideal a direita de S
que contém a. Para tanto, suponha que @) # I C S seja um ideal a
direita de S com a € I. Tome as € aS'. Como a € I, entdo as € IS*.
Caso s # 1, entdo s € S, o que implica que as € IS C I. Caso s =1,
entdo as = al = a € I. Portanto, em todo caso, as € I, logo aS* C I,
consequentemente aS?! estd contido em todo ideal a direita de S que
contém a, ou seja, aS! é o menor ideal a direita de S que contém
a. |

Proposicdo 2.4. Sejam S um semigrupo e a € S. Entdo S'a é o

menor ideal a esquerda de S contendo a.

Demonstragido. Andloga a demonstracido da Proposigao 2.3. |

s

Proposicdo 2.5. Sejam S um semigrupo e a € S. Entdo S'aS! é o

menor ideal de S contendo a.

Demonstracdo. Uma vez que a € aS!, segue que S'aS' é um con-
junto ndo vazio. Além disso, como a € S e S é fechado, entdo
SaS, Sa,aS, {a} C S. Segue dai, que S'aS! = SaSUSaUaSU{a} C S.
Logo, 0 # StaS* C S.

Para provar que S'aS! é ideal de S, precisamos demonstrar
que (S*aS')S U S(S*aS') C S'aS'. A fim de mostrar isso, tome
x € (StaS!)S, entdo existem y € StaSt e s; € S, tais que z = ys;.
Como y € S'aS!, entdo existem s, 53 € S, tais que y = s3a55. Assim,
r = (s3asz)s1 = (s3a)(s281). Como S! é semigrupo e s; € S C ST,
entdo z = s95; € S, portanto x = szaz € S'aS! e, consequente-
mente, (S1aS!)S C S'aSt. De maneira semelhante, se tomarmos €
S(StaSt), entdo concluimos que z € S'aS*, portanto S(StaSt) C
S1taS!, consequentemente, (S1aS!)S U S(StaSt) C StaS?.

Por fim provaremos que S'aS! é o menor ideal de S que contém

a. Para tanto, suponha que ) # I C S seja um ideal de S com
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a € I. Tome ras € S'aS'. Como a € I, entdo ras € S'IS' C
I (pela Proposigio 2.2). Portanto ras € I, logo S*aS! C I, assim
temos que S'aS! estd contido em todo ideal de S que contém a e,
consequentemente, concluimos que S'aS! é o menor ideal de S que

contém a. | |

Agora que sabemos que aS?, S'a e S'aS! sdo, de fato, ideais

de S, faz sentido escrevermos a seguinte defini¢ao.
Definigao 2.13. Sejam S um semigrupo e a € S, dizemos que
(i) aS* é o ideal principal a direita de S gerado por a.
(i) Sla é o ideal principal a esquerda de S gerado por a.
(iii) S'aS! é o ideal principal de S gerado por a.

Proposigao 2.6. Se S € um semigrupo comutativo, entdo para todo

acs,aSt=5S% = S'aS"'.

Demonstracio. Seja a € S qualquer. Imediatamente notamos que
aS! = S'a, pois se tomarmos = € aS' entdo existe s € S', tal que
z = as. Como S é comutativo, S* também o é, logo z = sa € S'a e,
portanto, aS* C S'a. Analogamente, conclui-se que S'a C aS*.
Agora provaremos que S'a = S'aS!. Por um lado notamos que
Sla C S'aS!, pois basta tomar sa € S'a, entdo, se S é monoide, existe
e € S1, tal que sa = sae € S'aS'. E, se S ndo é monoide, entdo existe
1 € S, tal que sa = sal € S'aS'. Logo em todo caso sa € S'aS?.
Agora, por outro lado, precisamos verificar que S'aS' C S'a. De
fato, tome ras € S'aS!'. Como S' é comutativo e r,s,a € S', entdo

ras = rsa = (rs)a € S'a. [ |

Proposicao 2.7. Se G ¢é um grupo, entdo para todo a € G, aG' =
Gla = G'aG = G.
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Demonstrag¢do. Sendo G um grupo, segue que para todo a € G, existe
o elemento inverso a~! € G, e com isso prova-se que aG C G C Ga C
GaG C aG. Como G = G', conclui-se que aG! = Gla = GlaG! =
G. |

Lema 2.1 (Lema dos ideais principais a esquerda). Sejam S um

semigrupo e a,b € S, entdo as sequintes sentencas sdo equivalentes:
(i) Sta C S'b
(i) a € S'b
(iii) existe t € ST, tal que a = tb
(iv) a ="b ou existe t € S, tal que a = tb
Demonstragio. Vamos demonstrar que (i) = (i) = (iii) = (iv) =
e (i) = (ii): Note que a € Sta C S'b = a € S'b.
e (ii) = (iii): Como a € S'b, entdo existe t € S1, tal que a = tb.

e (iii) = (iv): Suponha que existe t € S1, tal que a = tb. Se S é
monoide, entdo S' = S e portanto existe ¢t € S, tal que a = tb.
Se S nio ¢ monoide, entdo S* = SU{1}, logo existe t € SU{1},
tal que a = tb, o que implica quet =1 out € S. Caso t = 1,
entdo a = tb = 1b = b. Caso t € S entdo existe t € 9, tal que
a = tb. Portanto, em todo caso, a = b ou existe t € S tal que
a =tb.

e (iv) = (i): Se a = b, obviamente, S'a = S'b = Sta C S'b. Por
outro lado, se a # b, entao existe t € S, tal que a = tb. Tome, dai,
x € Sta, logo existe s € S, tal que z = sa = s(tb) = (st)b € S'b,
portanto Sta C S'b.
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Lema 2.2 (Lema dos ideais principais a direita). Sejam S um semi-

grupo e a,b € S, entdo as sequintes sentengas sdo equivalentes:
(i) aS' C bS?
(ii) a € bS*
(iii) existe t € S1, tal que a = bt
(iv) a =b ou existe t € S, tal que a = bt
Demonstraciao. Anéloga ao do Lema 2.1. |

Lema 2.3 (Lema dos ideais principais). Sejam S um semigrupo e

a,b € S, entdo as sequintes sentencas sdo equivalentes:
(i) StaS* C S'bS!
(ii) a € S*bS!
(iii) existem s,t € S1, tais que a = sbt
Demonstragao. Vamos demonstrar que (i) = (i1) = (iii) = (4).
e (i) = (ii): Note que a € StaS* C S1bS! = a € S'bSL.

e (ii) = (iii): Como a € S'bS?, entdo existem s,t € S, tais que

a = sbt.

e (iii) = (i): Suponha que existem s, € S!, tais que a = sbt.
Tome = € S'aS*, logo exitem w,v € S' tal que * = wav =
u(sbt)v = (us)b(tv) € S'bSt, portanto StaSt C StbS1L.
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2.3 SUBSEMIGRUPOS E SUBMONOIDES

Defini¢ao 2.14. Sejam S um semigrupo e 7" um subconjunto nao
vazio de S. Dizemos que T é um subsemigrupo de S se para todo
a,beT,abeT.

Em outras palavras, um subsemigrupo de um semigrupo S é
um subconjunto nao vazio de S, que munido com a operacgao binaria

de S, é também um semigrupo.

Definigao 2.15. Sejam M um monoide com elemento identidade
igual a 1 e T" um subconjunto ndo vazio de M. Dizemos que 7" é um
submonoide de M se T é um subsemigrupo de M e, adicionalmente,
1eT.

Exemplo 2.9. Considere o monoide W = {1, ¢, f} com a tabela de
Cayley exibida na Tabela 2. Note que {1},{1,e},{1, f}, W C W sdo

submonoides de W.

Tabela 2 — Tabela de Cayley do monoide W

~ 0 R
O |
~ |

1
e
f

A propriedade associativa de um subsemigrupo ou submonoide
é estendida trivialmente do semigrupo ou monoide respectivo, uma
vez que o subsemigrupo ou o submonoide é um subconjunto fechado
do respectivo semigrupo ou monoide.

Um submonoide tem, por definicdo, a mesma identidade de seu
respectivo monoide. Ainda assim, é possivel tomar um subconjunto

de um monoide que seja um novo monoide com seu proprio elemento
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identidade. Observe, por exemplo, o subconjunto N = {e, f} do mo-
noide W do Exemplo 2.9 com a tabela de Cayley (Tabela 2). Note que
N é também um monoide com identidade e € N, no entanto e # 1 e
1 ¢ N e, consequentemente, N ndo é um submonoide de .

A proposicao a seguir apresenta uma condicdo alternativa para

caracterizar um subsemigrupo.

Proposigao 2.8. Sejam S um semigrupo e A C S. A é um subsemi-
grupo de S se, e somente se, A% e A2 C A.

Demonstrag¢io. Como A é subsemigrupo de S, por definigdo, segue
que A # (). Tome, portanto, a € A?, entdo existem z,y € A tais que
a=zy. Mas z,y € A = zy € A, portanto a € A, consequentemente
A2 C A,

Reciprocamente, suponha ) # A C S com A2 C A. Tome
x,y € A, entdo ry € A%? C A, portanto A é um subsemigrupo de
S. |

As trés proposigoes seguintes mostram que todo ideal (a direita,
a esquerda ou de ambos os lados) de um semigrupo qualquer é também

um subsemigrupo.

Proposigao 2.9. Sejam S um semigrupo e I C .S um ideal a direita

em S. Entdo, I € um subsemigrupo de S.

Demonstraggo. Tome a,b € I, entdob € S (pois I C S). Logo ab € IS.
Como [ é ideal a direita em S, entdo IS C I, portanto ab € I,

consequentemente I é subsemigrupo de S. |

Proposigao 2.10. Sejam S um semigrupo e I C S um ideal a es-

querda em S. Entdo, I é um subsemigrupo de S.

Demonstrag¢io. Tome a,b € I, entdo a € S. Logo ab € SI C I,
portanto ab € I. [ ]
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Proposigao 2.11. Sejam S um semigrupo e I C S um ideal em S.

Entao, I € um subsemigrupo de S.
Demonstra¢io. Tome a,b € I, entdob € S. Logoab € IS C ISUST C

I, portanto ab € I. |

2.4 GRUPOS E SUBGRUPOS

Apresentaremos, inicialmente, nessa se¢ao, a definicao de grupo,
ja mencionada anteriormente. Em poucas palavras, um grupo é um
monoide em que todo elemento possui um elemento inverso. Ou dito

formalmente:

Definigao 2.16. Um grupo é um par ordenado (G, -) em que G é um
conjunto nao vazio e - é uma operacdo binaria em G, tal que para

todo a, b, c € G valem as seguintes propriedades:
(i) (fechamento) a-be G
(ii) (associatividade) a-(b-¢c) = (a-b)-c
(iii) (elemento identidade) existe 1 € G tal que al = la =a

(iv) (elemento inverso) para todo a € G, existe um elemento inverso

em G, denotado por ¢~ !, tal que aa ! =ala=1

As seguintes propriedades seguem trivialmente da definicao de

grupo:
(i) O elemento identidade do grupo ¢é tnico.
(ii) Cada elemento do grupo possui um tnico elemento inverso.
(iii) Para todoa € G, (a™')"! = a.

(iv) Para todo a,b € G, (ab)~! =b"ta™t.
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(v) Todo grupo é cancelativo.

Estas propriedades e outros resultados relacionadas a grupos
podem ser consultadas em Domingues e lezzi [2, p. 137-210].
A seguinte proposigao exibe uma descri¢ao alternativa que pode

ser usada para definir um grupo, partindo da definicdo de semigrupo.

Proposigao 2.12. Seja S um semigrupo. S € um grupo se, e somente
se, para todo a € S, aS =Sa=S5.

Demonstragio. Pela Proposicao 2.7, ja temos provado que se S é um
grupo, entdao para todo a € S, aS = Sa = S. Precisamos, entao,
mostrar que se S é um semigrupo com a propriedade de que para todo
a€S,aS=5Sa=S9, entdo S é um grupo.

Suponha que S é um semigrupo com a propriedade mencionada.
Tome a € S, logo pela propriedade acima aS = Sa = S. Segue dai que
existem e, f € S, tais que ae = a = fa. Consequentemente, também
existem b,c € 5, tais que ab = e e ca = f. De fa = a temos que
(fa)b =ab= f(ab) = ab = fe = e. Por outro lado, de ae = a temos
que c(ae) = ca = (ca)e = ca = fe = f. Portanto e = fe = f e
consequentemente e = e e ae = ea = a.

Note que o elemento e € S tem propriedade de identidade para
o elemento a € S. Vamos provar que e¢ € S ¢é identidade para todo
elemento de S e consequentemente S é monoide com identidade e. De
fato, tome x € S. Como S = Sa, entdo existe u € S tal que x = ua.
Logo ze = (ua)e = u(ae) = ua = z. Como S = aS, entdo existe
w € S tal que = aw. Logo ex = e(aw) = (ea)w = aw = x. Temos
provado, portanto, até aqui que existe e € S, tal que xze = ex = x para
todo x € S, ou seja, S é um monoide com identidade igual a e. Vamos
provar agora a existéncia de elemento inverso para cada elemento de

S.
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Deab=¢e,ca=fee=f, temos que ab = ¢ = ca. Segue dai
que b = eb = (ca)b = ¢(ab) = ce = ¢, logo b = ¢ e, consequentemente,
ab = e = ba. Ou seja, b é elemento inverso de a, e S é, portanto, um

grupo. |

A Proposigao 2.7 prova que se G é um grupo e a é um elemento
arbitrario de G, entdo aG = Ga = G = GaG. Logo, pela Proposicao
2.12 acima, segue que sendo S um semigrupo em que para todo a € .5,
aS = Sa =8, entdo SasS =S.

Definigao 2.17. Seja G um grupo. Chamamos G° de grupo com zero

ou 0-grupo.

Exemplo 2.10. Note que ao adicionarmos zero ao grupo G, obtemos
o semigrupo com zero G° = GU{0} que nio é um grupo. Por exemplo,
(Q —{0},-) é um grupo. No entanto (Q,-) é um semigrupo com zero

que ndo é um grupo.

Proposigao 2.13. Seja S um semigrupo com zero, com elemento nulo
igual @ 0. S é um 0-grupo se, e somente se, para todo a € S — {0},
aS=Sa=2S5.

Demonstracdo. Suponha que S = G° é um 0-grupo, e seja a € G =
S — {0}. Como G é grupo, certamente aG = Ga = G. Como aS =
aG U {0} e Sa = Ga U {0}, segue que aS = Sa = S.

Reciprocamente, suponha que S seja um semigrupo com zero,
com elemento zero igual a 0 e com a seguinte propriedade: para todo
a€S—{0},aS = Sa=S5.SejaG=S5—{0}. Como S é um semigrupo
com zero, entdo, por definicdo, S tem pelo menos dois elementos, logo
G # 0.

Para mostrar que G é um grupo, primeiro provaremos que G é
fechado para a operagdo de S. Entao, suponha, por contradi¢do, que
existem a,b € G, tais que ab = 0. Logo S? = (Sa)(bS) = S(ab)S =
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S0S = {0} e, assim, S = aS C S? = {0}, ou seja, S C {0} e isto
implicaria que ou S = {0} ou S = 0 e, consequentemente, G =
S — {0} = 0. O que é uma contradigdo com o fato de que G # 0.
Portanto G é fechado para a operagao de S.

A propriedade assumida para S implica que para todo a,b € G,
existem z,y € S, tais que ax = b = ya. Como a,b € G entdo a # 0
eb#0,logoar =5b+#0eya=>b#0, 0 que implica que x # 0 e
y # 0, portanto z,y € G. Em outras palavras, para todo a,b € G,
existem z,y € G, tais que ax = b = ya. Ou seja, para todo a € G,

aG = G = Ga. Portanto, pela Proposigao 2.12, G é um grupo. |

Um subgrupo de um grupo G é um subconjunto de G, que
munido com a operagao binaria de G, é também um grupo. No entanto
podemos também encontrar um subgrupo de um semigrupo, que de
modo andlogo, é um subconjunto de um semigrupo S, que munido
com a operacao bindria de S, é um grupo. Formalmente definimos da

seguinte maneira:

Definigao 2.18. Sejam S um semigrupo e H C S, dizemos que H
é um subgrupo de S, denotado por H < S, se e somente se, H é um
grupo com a operacao de S. Isto é, para todo a,b,c € H valem as

seguintes propriedades:
(i) (fechamento) ab € H
(ii) (associatividade) a(bc) = (ab)b
(iii) (elemento identidade) existe e € H tal que ae = ea = a

(iv) (elemento inverso) para todo a € H, existe b € H tal que

ab=ba=c¢e

Assim, enquanto que a identidade de um subgrupo de um grupo

é igual a identidade do grupo herdado, um mesmo semigrupo podera
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conter varios subgrupos, cada um com uma identidade distinta do
outro. Como pode ser observado no monoide M do Exemplo 2.9, {1},
{e} e {f} sdo subgrupos de M, mas 1 # e # f.

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata da Defini¢ao
2.18 e da Proposigao 2.12:

Proposicao 2.14. Sejam S um semigrupo e T um subsemigrupo
de S. T € um subgrupo de S se, e somente se, para todo a € T,
al'=Ta=T.

2.5 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Definigao 2.19. Sejam S, T semigrupos. Dizemos que a fungao 6 :
S — T é um homomorfismo de semigrupos, se para todo a,b € S,

0(ab) = 6(a)0(b)

Definigdo 2.20. Sejam S, T' monoides. Dizemos que a funcéo 6 :
S — T é um homomorfismo de monoides, se ¢ um homomorfismo de
semigrupos e, além disso, (1g) = 17, em que 1g, 17 sdo as identidades

de S e de T, respectivamente.

Na teoria de grupos algébricos, temos que se G e H sdo grupos
e 6 : G — H é um homomorfismo de grupos, entdao 6(1g) = 1y, em
que 1lg e 1y sdo as identidades de G e de H, respectivamente. Isso
é uma consequéncia da defini¢do de homomorfismo de grupos pelo
fato da existéncia de elemento inverso. No entanto, o mesmo néo é
verdade para monoides. Ou seja, poderiamos ter um homomorfismo de
semigrupos entre monoides que nio leva a identidade de um monoide
na identidade do outro, logo o fato de levar identidade em identidade
néo é uma consequéncia da definicio de homomorfismo de monoides

e por isso esse fato é colocado junto com a definigao.
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Podemos notar que esta situagdo ocorre se, por exemplo, cons-
truirmos uma funcgdo 6 que leva um monoide M qualquer em outro
monoide T que tenha um elemento idempotente e € T diferente do
seu elemento identidade tal que para todo m € M, 8(m) = e. Tal

situacao é exemplificada abaixo.

Exemplo 2.11. Sejam M = {lp,a,b,c,d} e T = {17,«, 5} dois
monoides com identidades iguais a 1); e 11 respectivamente, repre-
sentados pelas tabelas de Cayley exibidas na Tabela 3 e na Tabela
4. Tome, dai, a funcdo 6 : M — T dada por 6(m) = 8, para todo
m € M. Observe que 6 é um homomorfismo de semigrupos. De fato,
para todo u,v € M temos f(uwv) = B = 32 = 88 = 0(u)f(v). No
entanto 0(1y) = 8 # 1.

Tabela 3 — Tabela de Cayley do monoide M

‘ 1]»[ a b C d
1M 1]% a b c d
a a a b a b
b b a b a b
c c c d ¢ d
d d c d ¢ d

Tabela 4 — Tabela de Cayley do monoide T’

‘ 1T e ﬂ
1T 1 e B
« a a B
B B a B

Definicdo 2.21. Chamamos de monomorfismo de semigrupos (mo-
noides) um homomorfismo de semigrupos (monoides) que ¢é injetivo.
Chamamos de endomorfismo de semigrupos (monoides) um homo-
morfismo de semigrupos (monoides) que tem o mesmo semigrupo

(monoide) como dominio e contradominio.
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Definicao 2.22. Um homomorfismo de semigrupos (monoides) bije-
tivo é chamado de isomorfismo de semigrupos (monoides). Sejam S
e T dois semigrupos (monoides), se existe um isomorfismo entre S e
T, entao dizemos que S é isomorfo a T e, denotamos S = T'. Chama-
mos de automorfismo de semigrupos (monoides) um isomorfismo de
semigrupos (monoides) que tem o mesmo semigrupo (monoide) como

dominio e contradominio.

Sejam f e g fungdes quaisquer em um conjunto X, definimos
a operagao bindria de composi¢ao de fungdes por f o g(z) = f(g(x)),
para todo xz € X.

Sejam X um conjunto qualquer néo vazio e Sx o conjunto de

todas as fungoes bijetivas em X, isto é,
Sx ={a: X — X;a é uma bijegdo}

entdo Sx munido da operagdo bindria de composicao de fungoes (o) é
um grupo conhecido como grupo de permutacao em X. Em particular,

denota-se por S, o conjunto Sy, em que
I,={zeN;1<z<n} (8)

De modo semelhante, definimos Tx o conjunto de todas as

funcoes em X, isto é,
TX = {OL X — X}

Entao (Tx,o) é um monoide, conhecido como monoide de transfor-
macao completa em X, com identidade igual a func¢do identidade em
X (Ix : X — X dada por Ix(z) = z, Vz € X). Em particular,
denota-se por 7T, o conjunto 77, em que I,, é o conjunto definido na
Equacao (8).

Seja v um elemento do conjunto X, denotamos por ¢, € Tx a

fungédo constante que faz corresponder todo elemento de X a v, ou



2.5. Homomorfismos e Isomorfismos 55

seja, para todo z € X, ¢,(z) = v. O conjunto de todas as fungoes
constantes em X munido da operagao de composicao de func¢oes é um
subsemigrupo de Tx. J& (Sx, o) é um subgrupo de (Tx,o).

Se X ={x1,29,...,2,} é um conjunto finito com n elementos,

entao podemos denotar o € Sx por

o= ( T1 X9 In )
alzr) alzy) ... alzy)

e também podemos denotar 8 € Tx por

/B - T T2 . I
Bx1) Blz2) ... Blzn) .
Com alguns argumentos simples de andalise combinatéria pode-

mos mostrar que, se | X| =n (em que |X| denota a cardinalidade do

conjunto X), entdo |Sx|=n!e |Tx| =n".

Proposigao 2.15. Sejam S,T semigrupos, D #ACS e f:8—T
um homomorfismo. Se A é um subsemigrupo de S, entio f(A) =

{f(a);a € A} é um subsemigrupo de T.

Demonstraciao. Sendo A subsemigrupo de S, entdo para todo a,b € A,
ab € A. Como f é uma fungao, segue que f(a), f(b), f(ab) € f(A).
Como f é um homomorfismo, entdo f(a)f(b) = f(ab) € f(A). Como
0 # f(A) CT, entdo f(A) é um subsemigrupo de T |

Proposicao 2.16. Sejam S, T semigrupos, YA BCT, f:S — T
um homomorfismo. Se B subsemigrupo de T, entio f~*(B) = {s €
S; f(s) € B} é um subsemigrupo de S ou entdo f~(B) = 0.

Demonstracao. Caso, para todo b € B, nao exista s € S tal que
b= f(s) entdao f~1(B) = 0.

Caso, exista algum y € B tal que exista s € S tal que y = f(s)
entdo s € f~1(B) # (. Sejam, assim, a,b € S tais que f(a), f(b) € B,
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entdo a,b € f~1(B). Como B subsemigrupo de T, entdo f(a)f(b) € B.
Como f é um homomorfismo, entdao f(a)f(b) = f(ab) € B e portanto
ab € f~1(B). Logo f~1(B) é um subsemigrupo de S. |

Definicao 2.23. Sejam S e T dois semigrupos (monoides), se S é
isomorfo a algum subsemigrupo (submonoide) de T', entdo dizemos

que S esta imerso em T.

Seja a : S — T um homomorfismo de semigrupos, segue da
Proposicao 2.15 que Im « é um subsemigrupo de 7T'. Se « é injetiva,
entdo o : § — Ima dada por o/ (x) = a(x) para todo x € S é
um isomorfismo (S = Im«), ou seja, S estd imerso em 7. Em outras
palavras podemos enunciar a seguinte proposi¢ao, cuja prova pode ser

obtida diretamente das defini¢des 2.21 e 2.23 e da Proposigao 2.15.

Proposicao 2.17. Sejam S, T semigrupos (monoides). S estd imerso
em T se, e somente se, existe um monomorfismo de semigrupos (mo-
noides) de S em T.

Pelo Teorema de Cayley para grupos, temos que se G é um
grupo entdo ele é isomorfo a um subgrupo de Sg. Em particular, se
G tem ordem n entdo G é isomorfo a um subgrupo de S,,. Assim,
adaptando a Definicao 2.23 para grupos, podemos afirmar que G esta
imerso em Sg. Resultado semelhante pode ser obtido para semigrupos

e monoides.

Teorema 2.1 (Cayley para Semigrupos). Seja S um semigrupo, entdo

S estd imerso em Tg1

Demonstragigo. Para cada s € S, definimos p; € Ts1 dada por ps(z) =
sz para todo z € S'. E dai, definimos a : S — Tg1 dada por
a(s) = ps, para todo s € S.
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Tome a,b € S tais que a = b, entdo ax = bz, para todo € S'.
Logo pa () = pp(), para todo x € S*. Consequentemente a(a) = a(b).
Portanto « estd bem definida.

Tome a,b € S tais que a(a) = a(b), entdo p, = pp. Logo
pa(z) = pp(), para todo x € S'. Assim az = bx, para todo z € St
Em particular, al = bl e consequentemente a = b. Portanto « é
injetiva.

Ademais, tome u,v € S quaisquer. Entdo, para cada x € S*
temos py © pu(®) = pulpe(®)) = pu(vz) = u(E) = (UW)T = puula).
Consequentemente p, 0 py, = puyp € entdo a(u)oa(v) = py,0py = Py =
a(uv). Portanto o é um homomorfismo de semigrupos.

Segue dai que a é um homomorfismo de semigrupos injetivo, ou
seja, a ¢ um monomorfismo de semigrupos. Consequentemente, pela

Proposi¢ao 2.17, S estd imerso em Tg1. |

Teorema 2.2 (Cayley para Monoides). Seja M um monoide, entio

M estd imerso em Tyr

Demonstrag¢io. Sendo M um monoide com identidade 1 e definindo
a e p como no Teorema 2.1, concluimos analogamente que o é um
homomorfismo injetivo de semigrupos. Para mostrar que « é um homo-
morfismo de monoides, precisamos provar que «(1) = Ips em que Iy
é a fungao identidade em M. De fato, a(1) = p1, e para todo x € M
temos que pi(x) = lo = x = Iy(x). Portanto a(1) = p1 =Ipy. N

2.6 BANDA RETANGULAR

Nesta secao abordarmos um tipo especial de semigrupo conhe-

cido como banda retangular. Definido formalmente como segue:

Definigao 2.24. Dizemos que um semigrupo S é uma banda retan-

gular, se para todo a, b em S temos aba = a.
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Teorema 2.3. Seja S um semigrupo, entdo as sequintes condigcoes

sao equivalentes:
(i) S é uma banda retangular;

(ii) todo elemento de S € idempotente, e abc = ac para todo a,b,c €
S;

(iii) existe um semigrupo zero d esquerda L e um semigrupo zero
a direita R tais que S € isomorfo ao produto direto de L e R
(S=LxR);

(iv) S ¢é isomorfo a um semigrupo da forma (A X B,-), em que A
e B sdo conjuntos ndo vazios, e - € uma operacdo bindria em
A x B dada por (a1,b1) - (az,b2) = (a1,b2);

Demonstragio. Vamos demonstrar que (i) = (i) = (iii) = (iv) =
(4).
3

= a. Consequente-

mente a* = a?. Novamente pelo item (i) temos a = a(a?)a = a?,

o (i) = (4i): Seja a € S, entdo, pelo item (i), a

logo a? = a. Agora, sejam a,b,c € S. Do item (i) segue que
a = aba, ¢ = cbc e b = b(ac)b. Portanto ac = (aba)(cbc) =
a(bacdb)c = abe.

o (ii) = (i13): Escolha e fixe um elemento ¢ de S. Sejam L = Sc e
R = ¢S. Entao, usando o item (ii), vemos que para todo = = zc e

y=tcem L, xy = zctc = zc?

= zc = x, logo L é um semigrupo
zero a esquerda. Analogamente conclui-se que R é um semigrupo

zero a direita.

Definamos 0 : S — L x R dada por §(z) = (z¢, cz) para todo

x € S. Entdo 6 ¢é injetiva. De fato, se (x¢, cx) = (yc, cy) entao

T = 2? = zcx = yexr = yey = y? = y. O também ¢é sobrejetiva,
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desde que para todo (ac,cb) € L x R, podemos usar o item (ii),
para verificar que (ac,cb) = (abc, cab) = 6(ab). Portanto 6 é

bijetiva.

Note, além disso que 6 é um homomorfismo. De fato, para
todo z,y € S, O(xy) = (xyc, cxy) = (xc, cy) = (zeye, cxey) =
(zc, cx)(ye, cy) = 6(x)0(y). Portanto 6 é um isomorfismo de S
em L X R.

e (ii7) = (iv): Suponha que S = L x R em que L é um semigrupo
zero & esquerda e R é um semigrupo zero a direita. Entao para
todo (a,b),(c,d) € S, (a,b)(¢c,d) = (ac,bd) = (a,d). Assim

precisamos apenas obter A =L e B = R.

e (iv) = (i): Seja S = A X B com operagao bindria dada. En-
tao para todo a = (z,y) e b = (2,t) em S temos aba =
(z,y)(z, t)(z, y) = (,8)(2,y) = (z,y) = a. Logo S ¢ uma banda

retangular.

Quanto a nomenclatura do semigrupo banda retangular, note
que o termo “banda” provém do item (ii) do Teorema 2.3, pois trata-se
de um semigrupo em que todos os seus elementos sdo idempotentes. O
termo “retangular” provém do item (iv) do Teorema 2.3: se pensarmos
em (a,b) e (¢,d) como pontos de um plano cartesiano entéo (a, b)(c, d)
e (¢,d)(a,b) sdo colocados nos vértices do retdngulo, como vemos na

Figura 1.
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Figura 1 — Banda retangular A x B

v

2.7 SEMIGRUPO MONOGENICO

Nesta se¢ao abordarmos um outro tipo especial de semigrupo
conhecido como semigrupo monogénico que, como veremos, se asseme-
lha ao grupo ciclico de teoria de grupos.

Seja S um semigrupo e {U;;i € I # (}} uma famfilia de subse-
migrupos de S. Se a interseccao U = [);.; U; nao é vazia, entao U é
um subsemigrupo de S. De fato, tome z,y € U # (), entdo z,y € U;
para todo i € I, consequentemente xy € U; para todo ¢ € I. Portanto
vy € U = ;¢; Ui, logo U é um subsemigrupo de S. Para todo sub-
conjunto A de S, existe pelo menos um subsemigrupo de S contendo
A (trivialmente S é um subsemigrupo dele mesmo e A C S). Conse-
quentemente a interseccao de todos os subsemigrupos de S contendo

A é um subsemigrupo de S que contém A.

Defini¢ao 2.25. Sejam S um semigrupo e A um subconjunto de S.

Denotamos por {A) o subsemigrupo dado pela interseccio de todos os
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subsemigrupos de S que contém A. Tal subsemigrupo pode ser definido

pelas seguintes propriedades:
(i) AC (A);
(ii) se U é um subsemigrupo de S contendo A, entdo (4) C U.

Caso o conjunto A, mencionado na Defini¢do 2.25, seja finito
com n € N elementos (sendo assim A = {aq,a2,as,...,a,}), entdo
podemos denotar (A) por (ai,as,as,...,a,). No caso particular em

que A contém um tnico elemento (A = {a}), temos

={a,a?,a3,...}

= {a";n € N}
Note, além disso, que (a) é um subsemigrupo comutativo de S.

Definigdo 2.26. Sejam S um semigrupo e A C S. Se S = (A), entdo

dizemos que A é um conjunto de geradores de S.

Defini¢ao 2.27. Sejam S um semigrupo e a € S. Chamamos (a) de

subsemigrupo monogénico de S gerado por a.

Definigao 2.28. Seja S um semigrupo. Se existe algum elemento a
em S tal que S = (a), ou seja, se S é gerado por um tnico elemento,

entao dizemos que S é um semigrupo monogénico.

Exemplo 2.12. O semigrupo (N, +) do item (i) do Exemplo 2.1 é

um semigrupo monogénico, uma vez que N = (1).

Definigdo 2.29. Seja S um semigrupo. Se S é finito (tem uma quan-
tidade finita de elementos), entdo dizemos que a cardinalidade de S,
denotada por |S|, é a ordem de S, denotado por O(S). Neste caso,

O(S) = |S5] e dizemos que S tem ordem finita. Se S ¢é infinito, entao
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dizemos que S tem ordem infinita, denotamos este fato por O(S) = co.
Se a é um elemento de S, entdo chamamos a ordem do subsemigrupo

(a) de ordem de a (denotamos por O(a)).

Na teoria de grupos algébricos, o grupo gerado por um tinico
elemento é chamado de grupo ciclico. Um grupo ciclico finito com n
elementos é isomorfo a (Z,, +), enquanto que um grupo ciclico infinito
é isomorfo a (Z,+). No caso de semigrupos, podemos analogamente,

enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.18. Sejam S um semigrupo e a € S. Entdo uma das

duas possibilidades sequintes ocorre:
(i) {(a) € infinito e isomorfo a (N,+); ou
(i7) {(a) € finito e existem naturais n,r € N tais que

(i) {(a) = {a,a® a®, ... a" " 1};
(ii) a possui ordem igual an+1r —1;
(iii) a™ = a"*t";

(iv) para todo u,v € N°, a™*t" = ™tV se, e somente se, u = v

mod r.

Demonstracao. Sendo a € S temos dois casos a analisar para um
subsemigrupo monogénico de S gerado por a: ou (a) possui elementos
distintos para toda poténcia de nimeros naturais distintos dois a dois;
ou (a) possui elementos iguais para algumas poténcias de nimeros
naturais diferentes.

Caso (a) possua elementos distintos para toda poténcia de ni-
meros naturais distintos dois a dois, segue que a* # o/ para todo
i,j € N com i # j, entdo 0 : (a) — N dada por 6(a’) = i é um
isomorfismo de semigrupos e, consequentemente, (a) = (N, +).
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Caso (a) possua elementos iguais para algumas poténcias de
numeros naturais diferentes, segue que na listagem de elementos de
(a) existe alguma repetigdo, isto é, existem a’ = @’ para algum i,j €
N com i # j. Sem perda de generalidade, considere i < j. Seja

k

k € N o menor natural tal que a” = a™ para algum n € N com

n < k. Entao exite r € N tal que £ = n 4+ r. Como k foi tomado

o menor natural tal que a¥ = a” com n < k, entdo os elementos
a,a?,a®,...,a"t" ! sdo todos distintos e a® = a"*". Note dai que
a3 = "t = " TT" = q"a” = a™" = a” e consequentemente

a™t™™ = q" para todo m € NY. Seja u € N°. Escrevemos, pelo
algoritimo de Euclides, u = qr+t para algum ¢,t € N° com 0 < t < 7.
Entdo a"t% = "ttt = g+t = g"a? = @™t e portanto temos
que (a) = {a,a? a,...,a""" "1} e consequentemente a ordem de a é
n+r—1 |

Os naturais n e r mencionados no item (ii) da Proposicao 2.18
sdo, respectivamente, chamados de indice e periodo do elemento a.
A representacao grafica de um subsemigrupo monogénico finito de .S

gerado por a pode ser observada na Figura 2.

Figura 2 — Subsemigrupo monogénico finito de S gerado por a
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Observagdo 2.6. Sejam S um semigrupo e a € S. Suponha que (a)
seja finito com indice n e periodo r, entdo (a) = {a,a?,a3,...,a" "1}
e daf denotaremos por K, subconjunto {a”,a" "1 ... a"*"=1} de (a).

Note que K, possui ordem r e é um ideal de (a).

Proposicao 2.19. Sejam S um semigrupo e a € S. Se {a) é finito

entdo (a) contém um elemento idempotente.

Demonstragdo. Sejam n e r respectivamente o indice e o periodo de
a € S. Escolha s € N° tal que n+ s =0 mod r. Entéo existe k € N
tal que n+s = kr. Logo (a"t%)% = gntntsts = gnthrts — gnthrgs —

a"a® = a""*. Portanto a1 € E(S). [ |
Corolario 2.1. Todo semigrupo finito contém um idempotente.

Demonstracao. Seja S um semigrupo finito. Note que para todo a € S,
(a) C S é finito. Logo (a) contém idempotente e, consequentemente,

S contém idempotente. |

Proposicao 2.20. Sejam S um semigrupo e a € S. Se (a) € finito em
que n,r € N sdo o indice e o periodo do elemento a respectivamente,

entio K, é um subgrupo ciclico de {a)
(i) com identidade a™** em que 0 < s<ren+s=0 modr; e

(ii) gerado pelo elemento a"t9 em que 0 < g<ren+g=1 mod r.

Demonstragdo. Primeiramente, observe que de acordo com a demons-
tragdo da Proposicao 2.18, pelo algoritimo de Euclides, temos que
K, = {a",a"*,...,a""" "1} é um conjunto fechado para a operagdo
binaria do semigrupo S. Como K, C S, segue que os elementos de

K, sdo associativos. Logo K, é um semigrupo.
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Além disso, sendo 0 < s <ren+s =0 mod r, temos que
existe existe k € N tal que s + n = kr. Tome b € K,, entdo existe

v e N 0<wu<rtal que b=a"", segue dai que

ban+s — an+uan+s
— an+n+s+u
_ an+kr+u

_ an+u

e, analogamente, a” b = b, logo a* é um elemento identidade para
K,. Assim K, é um monoide.

Note que para qualquer a"** € K, com v € N, 0 < u < r
existe a"*’ € K, comv € N?, 0 <v < rtalquev=s—n—u modr

que é elemento inverso de a™T%, ou seja,

an+uan+v — an+u+n+v
— an+v+n+u
— an+va7L+u

:an+s
De fato, sendo v = s — n — u mod r entao
rlv—(s—n—u)=rn+u+v—s

logo existe ¢ € N? tal que n 4+ u +v — s = gr e assim

n+ut+v=s+qgr=n+n+tut+tv=n+s+qr
>n+ut+tnt+v=n+s+qr
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e consequentemente
an+uan+v — an—i—u—i—n—i—v
— an+s+qr
— an+qr+s
_ an—i—qras
— a"a’

— anJrs

Portanto K, é um grupo.
Por fim, provaremos que o grupo K, é ciclico. Afim de provar
isto observe que existe g € N’ tal que 0 < g <ren+g=1 mod r e,
consequentemente, existe ¢ € N tal que n+ g = 1+ gr. Dai para todo
k€N com 1 <k <r temos
(an-i-g)k = gF(nt9)

= gnt9t(k=1)(n+g)

— gnTot(k=1)(1+qr)

— g tot(k=1)+(k—1)qr

— gt k=Dgr+g+(k-1)

= gt (k=Dar  g9+(k-1)

= g9t (-1

— gntot(k=1)

— an+(g+k—1)

Como0<g<rel<k<rentao0<g+k—1<2r. Como K, tem
ordem 7 e k varia entre os naturais 1 e r, temos que cada valor diferente
de k neste intervalo deve corresponder a um diferente elemento de K,
e com isso podemos concluir que cada potencia k de a9 corresponde

biunivocamente a um elemento de K,. Consequentemente conclui-se
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que a™ 9 gera K, e portanto é ciclico. De fato, para cada k que faz
0 < g+k—1<rtemos (a"t9)*F = " *+(9+k=1) um elemento distinto de
K,;eparacada k que fazr < g+k—1 < 2r temos que g+k—1=1r+p
para algum p € Ncom 0 < p < r e dai
(an+g)k — gnt(gt+k=1)
= ot (r+p)
=" P

an+P

também é um elemento distinto de K,. Portanto (a"79) = K,.

Observagao 2.7. Sejam S um semigrupo e a € S. Note que se a tem
indice igual a 1 e perfodo r entdo (a) é um subgrupo ciclico finito de

ordem r de S.

Extraimos (com algumas adaptagdes) o seguinte exemplo de
Howie [5, p. 11-12].

Exemplo 2.13. Considere o elemento

L[t 2345067
2 345675

de 77, entdo temos que

, (1234567 s (1 23 45 67
o = , = s
3456756 456 7567
, (1234567 s (123 456 7
o = , = s
56 756 75 6 756 75 6
12
o 34567 o
756 7567
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e entdo a tem indice 4 e periodo 3. Assim K, = {a* a® o’} tem a

tabela de Cayley conforme é exibida na Tabela 5.

Tabela 5 — Tabela de Cayley do grupo ciclico K,

‘ at a® af
ot [ a® o ot
« ab ot ab
ab | a* a® af

De acordo com o item (i) da Proposigao 2.20, a® é o elemento
identidade do grupo ciclico K, uma vez que 6 =44 2 =0 mod 3.
Ainda, pelo item (ii) da Proposigdo 2.20, a* gera K,, uma vez que
4=44+0=1 mod 3: (a*)? =a’, (a?)3 =ab.

A representagdo grafica de («) pode ser observada na Figura 3.

Figura 3 — Representagdo grafica do subsemigrupo monogénico {(«)

No que foi exposto até aqui, nao fica claro se para todo par
ordenado (n,r) € N x N existe algum subsemigrupo monogénico finito
com indice n e periodo r. No entanto isso de fato ocorre. Basta verificar

que para quaisquer que sejam os naturais n e r podemos tomar o
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elemento
1 2 3 ... n n+1l ... n+r—1 n+r

a = 67;1+r
2 3 4 ... n+1 n+2 ... n+r n+1

tal que (a) é um subsemigrupo monogénico finito de 7,4, gerado
por a com indice n e periodo r. Note que para todo k,m € N com

1 <m <n+r temos

k( m+k, sem+k<n+1
a®(m) =
n+1+t, com0<t<r,m+k+t=n+1 modr

dai é possivel verificar que os todos os subitens do item (ii) da Propo-

sicao 2.18 ocorrem.

Proposigao 2.21. Sejam S e T semigrupos quaisquer. Sejam a e b
elementos de ordem finita de S e T, respectivamente, tais que O(a) =

O(b). Segue que {(a) = (b) se, e somente se, a e b tém os mesmos

indices e periodos.

Demonstracio. Sejam S e T semigrupos quaisquer. Tome a € S e
b € T. Suponha que a e b sejam elementos de ordem finita tais que
O(a) = O(b). Sejam n,r € N indice e perfodo de a e m, s € N indice
e periodo de b. Logo n+1 =m + s.

Suponha que (a) = (b), logo existe um isomorfismo ¢ entre (a)
e (b). Segue que para todo k € N, ¢(a*) = ¢(a)*. Analisaremos agora
dois casos possiveis: m >1oum =1

Tome m > 1 e suponha, por absurdo, que ¢(a) # b. Logo existe
u € N, tal que 1 < u < m + s tal que ¢(a) = b*, consequentemente
para todo k € N, ¢(a*) = ¢(a)* = (b)* # b (pois o indice de b é maior
que 1), implicando que b ¢ Im ¢ e assim Im ¢ # (b). O que contradiz
o fato de Im ¢ ser sobrejetiva. Logo ¢(a) = b, consequentemente para
todo k € N, ¢(a*) = ¢(a)® = b*. Logo a" = a"*", implica que
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d(a™) = ¢(a™™"), daf ¢p(a)” = ¢(a)™™", assim b = b e portanto
m=nes=r.

Caso m = 1, entdo (b) é um grupo ciclico finito de ordem
O(b) = s. Como existe um isomorfismo entre (a) e (b) entdo (a)
também ¢ um grupo ciclico finito de ordem O(a) = s. Portanto n = 1
er=s.

Reciprocamente, suponha que m =n e s = r. Logo

(a) = {a,a?,...,a", ... ,a""""1}

by = {b,b%, ..., 0", ..., b" 11

Dai note que a funcio ¢ : {a) — (b) dada por ¢(a’) = b* para todo

i € N é um isomorfismo. Portanto (a) = (b). |

Como consequéncia da Proposicao 2.21 acima e o que foi menci-
onado no paragrafo anterior, temos que, a menos de isomorfismos, para
cada par ordenado (n,r) € N x N existe exatamente um semigrupo

monogénico finito de indice n e periodo 7.

Notagao 2.1. Denotamos o semigrupo monogénico finito de indice

n e periodo r por M(n,r).

Defini¢ao 2.30. Um semigrupo é chamado de periddico se todos os

seus elementos tém ordem finita.

Obviamente, todo semigrupo finito é periédico. Vimos no Co-
rolario 2.1 que todo semigrupo finito contém um idempotente. Na
seguinte proposicao provaremos que todo semigrupo periédico contém

um idempotente.

Proposicao 2.22. Em um semigrupo periodico, todo elemento tem
uma poténcia que é idempotente. Consequentemente todo semigrupo

periddico contém ao menos um idempotente.
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Demonstragdo. Seja S um semigrupo periédico. Note que para todo
a €8S, (a) C S é finito. Logo (a) contém idempotente que é a iden-
tidade de K,. Consequentemente a € S tem uma poténcia que é

idempotente e portanto S contém ao menos um idempotente. ]

2.8 RELACOES BINARIAS

Nesta secao abordaremos o conceito de relagdo binéria e sua

conexao com semigrupos.

Definigao 2.31. Seja X um conjunto, chamamos de relagcdo bindria
em X um subconjunto do produto cartesiano X x X. Seja p uma rela-
¢do bindria em X. Se (x,y) € p, entdo dizemos que = é p-relacionado
a y e escrevemos xpy. Se (x,y) ¢ p, entdo dizemos que = ndo € p-

relacionado a y e escrevemos xRy.

Note que ) € X x X, logo () é uma relaciao bindria em X. O
produto cartesiano X x X é uma relagao bindria em X conhecida como
relagdo bindria universal em X. Ja Ix = {(z,2);x € X} C X x X é
uma relagdo binaria em X conhecida como relag¢do bindria diagonal
em X (adiante veremos que esta notac¢do ndo causa confusdo com
a usada para representar a funcao identidade em X mencionada na
Secao 2.5).

Notagao 2.2. Denotaremos o conjunto de todas as relagdes binarias

em um conjunto X por Bx.

Definigao 2.32. Definimos a operacao binaria o em By, chamada
de composicao de relacoes bindrias, dada pela regra em que para todo

p,0 € Bx temos

poo={(z,y) € X x X;(Fz€ X)(z,2) €0,(2,9) €p} (9)
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A Definigao 2.32 estd um pouco diferente da defini¢do encon-
trada em Howie [5, p. 16]. Fizemos esta alteracdo pois resolvemos
denotar a imagem de um elemento x de um conjunto X, sob uma fun-
¢do f em X por f(x), enquanto que Howie [5, p. 1] e Clifford e Preston
[1, p. 1] usam a notagdo z f. Assim, se mantivéssemos a defini¢do como
escrita por Howie [5, p. 16], terfamos problemas para demonstrar a
Proposicao 2.28. Dito isso, tomamos o cuidado de adaptar também

todos os resultados que dependem dessa defini¢ao.

Proposigao 2.23. Seja X um conjunto qualquer, entdo para todo

p,0,T € Bx, temos que p C o implica em poTr CooT eTopCToOC0

Demonstrag¢do. Sejam p,o, 7 € Bx. Suponha p C o.

Tome (z,y) € po T, logo existe z € X tal que (z,z) € 7 e
(z,9) € p. Como p C o entdo (z,y) € o. Consequentemente (z,y) €
ooT.

Analogamente, tome (z,y) € 7 o p, logo existe z € X tal que
(z,2) € pe(z,y) € 7. Como p C o entdo (z, z) € 0. Consequentemente

(xr,y) €ToO0. ]

Proposicao 2.24. Seja X wum conjunto qualquer, entdo para todo

p,0,T € Bx, temos que (pocg)oT=po(corT).
Demonstragdo.

(z,y) € (poo)or
(Fze X
Jze X

Nz,2) €ETe(z,y) Epoo
)

(Fue X)(z,z) e, (z,u) €cge (u,y) €p

1117

(
(Fu e X)(z,u) €EcoTe (u,y) €p
(

z,y) € po(coT)
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Com a Proposicdo 2.24, provamos que munido da composi¢do
de relagoes bindrias, o conjunto Bx é associativo, e, pela Equacao (9)
temos que para todo p,o € Bx, poo € Bx, ou seja, Bx é um conjunto

fechado para a composicao de relagoes bindrias, e, portanto
Proposicao 2.25. (Bx,0) é um semigrupo.

Na Secao 2.5, definimos o monoide de transformacao completa
em um conjunto X denotado por Tx. Caso X = {x1,29,...,2n} €
um conjunto finito com n elementos, entdo podemos denotar § € Tx

por

B _ X1 To e Tn
Bx1) Blaz) ... Blan)
Podemos usar uma notacao semelhante para escrever os elementos de

Bx. Nesse caso, denotamos d € Bx com ¢§ possuindo k elementos por
5o [Fm Tna oo Tmy
yn1 yTLQ A ynk
em que (T, Yn,) € 0.

Definicao 2.33. Seja p € Bx. Chamamos de dominio de p o conjunto

domp = {z € X;(3y € X)(z,y) € p} (10)
Chamamos de imagem de p o conjunto
imp = {y € X;(3z € X)(z,y) € p} (11)

Imediatamente observa-se que, para todo p,0 € Bx, p C o

implica em domp C domo e imp C imo.

Definigao 2.34. Para cada elemento z do conjunto X e p € By,

definimos um subconjunto p(z) de X por

p(r) ={y € X;(z,y) € p} (12)
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Se A é um subconjunto de X, entdo definimos
p(A) = [ rla) (13)
acA

Defini¢ao 2.35. Para todo p € Bx definimos a relagdo inversa de p
por
p~t={(y,2) € X x X;(z,y) € p} (14)

Certamente p~! € Bx. Sejam p, o, p1,p2,...,0n € Bx ez € X,

entdo as seguintes propriedades sdo facilmente verificadas

(P t=p (15)
(propzo...opy) t=pto...op;topt (16)
pCo=ptcCo? (17)

dom(p~') = imp (18)

im(p~") = dom p (19)

p(z) #0 < z € domp (20)
p~Hz)#£0 <= z€imp (21)

Definig¢ao 2.36. Um elemento ¢ € Bx é chamado de uma transfor-
magdo parcial de X se para todo x € dom ¢, |¢(z)| = 1. Isto é, se,
para todo z,y1,y2 € X, (z,91) € ¢ e (z,y2) € ¢ implicam em y; = ya.

Notagao 2.3. Denotaremos o conjunto de todas as transformagoes

parciais de em um conjunto X por Px.
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Note que Px é um subconjunto de Bx. Se ¢ € Px com (x,y) €
¢, entdo, obviamente, ¢(x) = {y}. Neste caso podemos escrever ¢(z) =

y para denotar o Unico elemento que estd relacionado a x.

Definigdo 2.37. Sejam ¢,¢ € Px tais que ¢ C 1. Dizemos, dai,
que ¢ é uma restricio de ¥ ou que 1 é uma extensdo de ¢. Nestas
circunstancias temos que dom ¢ = A C dom . Dai denotamos ¢ por
Y|a (18-se: 9 restrito a A).

Proposicao 2.26. (Px,o) é um subsemigrupo de (Bx,o).

Demonstragdo. Sejam ¢, € Px, e suponha que (x,y1), (z,y2) € ¢doib.
Entao existem z1, 20 € X tais que (x, z1) € ¥, (21,y1) € ¢, (x, 22) € ¥,
(22,92) € ¢. Dali, pela definigdo Definigdo 2.36 em ¢ segue que z; = za,
e pela mesma definicdo em ¢ temos que y; = ys. Logo ¢poyp € Px. M

Em vista da Proposigdo 2.26 acima podemos dizer que (Px,0) é
um semigrupo, o qual recebe o nome de semigrupo das transformagoes
parciais de X. E importante observarmos que ¢ € Px nao implica
que ¢~ € Px. Por exemplo, se X = {1,2}, entdo ¢ = {(1,1),(2,1)}
é uma transformacio parcial de X, mas ¢! ndo é.

As duas proposi¢oes seguintes mostram alguns resultados rela-

cionados a composicao de relagoes binarias o nos conjuntos By e Px.

Proposigao 2.27. Se ¢, € Bx, entdo
(i) dom(g o) =~ (dom ¢ N im 1))
(ii) im(¢ 0 ) = ¢(dom ¢ N im 1))

Demonstragao. Vamos primeiramente demonstrar o item (i). Para isso
mostraremos que dom(¢po)) C ¥~ (dom ¢pNim ) e que ¥~ (dom ¢pN
im1) C dom(¢ o ).
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Tome z € dom(¢ o ), entdo existe y € X tal que (z,y) €
¢ o 1. Logo existe z € X tal que (x,2) € ¥ e (z,y) € ¢. Assim
z € imy e z € dom ¢, isto é, z € dom¢ Nime. Como (z,z) € ¥,
entdo (z,z) € ¥~ !, e entdo v € Y ~1(2) C o~ !(dom ¢ Nim1)). Logo
dom(¢ o 9p) C ¢~ (dom ¢ Nimp).

Tome, agora, r € 1)~ !(dom ¢ Nim 1)), entdo existe z € dom ¢ N
im v tal que z € ¥ ~1(2), isto é, (z,2) € ¥~1, ouseja, (z,2) € ¥. Como
z € dom ¢, entdo existe y € X tal que (z,y) € ¢. Consequentemente,
(z,y) € o), logo x € dom(¢ o ). Portanto

dom( o ) = ¢~ (dom ¢ N im )

Analogamente, demonstraremos o item (ii). Ou seja, mostrare-
mos que im(¢o1)) C ¢(dom ¢pNim 1)) e que ¢p(dom pNim 1) C im(por).

Tome y € im(¢ o ¢), entdo existe x € X tal que (z,y) € po.
Logo existe z € X tal que (z,2) € ¥ e (2,y) € ¢. Assim z € ime
e z € dom¢, isto é, z € dom ¢ Nime. Como (z,y) € ¢, entdao y €
#(z) C ¢p(dom ¢ Nim ). Logo im(¢p o ¢p) C ¢d(dom ¢ Nimp).

Tome, agora, y € ¢(dom ¢Nim ), entdo existe z € dom ¢Nim )
tal que y € ¢(2), isto é, (z,y) € ¢. Como 2z € im 1), entdo existe z € X
tal que (z, z) € ¥. Consequentemente, (z,y) € ¢poth, logo y € im(por)).

Portanto

im(¢ 0 ) = ¢(dom ¢ N im ¢)

Esquematicamente, o resultado da Proposicao 2.27 acima pode

ser observado na Figura 4.
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Figura 4 — Esquema da Proposicao 2.27

Proposicao 2.28. Se ¢, € Px, entdo para todo x € dom(¢ o 1))
temos ¢ o P(z) = p(¢(x))

Demonstragao. Sejam ¢, € Px. Tome x € dom(¢ o 1)), entao existe
y € X tal que (z,y) € ¢ o, logo existe z € X tal que (z,2) € ¥ e
(z,9) € ¢. Como ¢, 1) € Px, entdo, pela Proposigdo 2.26, ¢p o ) € Px

e, consequentemente, ¢ o 1(x) = y. Mas, também temos que ¢ (x) = z

e ¢(z) = y. Portanto ¢(¢(x)) =y, ou seja, ¢ o P(z) = ¢(Y(x)). [ |

Definigao 2.38. Dizemos que ¢ € Px é uma fun¢io em X, se
dom ¢ = X. Em outras palavras, uma transformacao parcial em X é

uma fungéo em X se, e somente se, para todo x € X, |¢(z)| = 1.
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Note que o conjunto Tx mencionado na Se¢do 2.5 é um subcon-
junto de Px. De fato, os elementos de Tx séo fungbes em X conforme
a Definicao 2.38. Ademais, de acordo com a Proposicao 2.28, a compo-
si¢do de relagoes bindrias na Defini¢do 2.32 coincide com a composigao
de fungdes mencionado na Secao 2.5. Logo, se ¢,19 € Px sdo fungoes
em X, entdo ¢ o também é uma funcdo em X. Isso demonstra a

seguinte proposigao:
Proposicao 2.29. (7x,0) é um subsemigrupo de (Px,o)

Observe que a relagdo bindria diagonal em X é, de fato, equi-
valente a func¢ao identidade em X. Tal relacdo binaria, denotada por
Ix, se comporta como uma identidade para os semigrupos (7Tx, o),
(Px,0) e (Bx,o), portanto, estes semigrupos sdo também monoides e
além disso (Tx, o) é um submonoide de (Px, o) que é um submonoide
de (Bx,o0).

E importante destacar que ¢ € Px nao implica que ¢~ € Px.

No entanto temos o seguinte resultado:

Proposig¢ao 2.30. Seja X um conjunto ndo vazio.
(i) Se ¢ € Px, entdo ¢~ € Px se, e somente se, ¢ é injetiva.
(ii) Se ¢ € Tx, entio ¢~ ' € Tx se, e somente se, ¢ é bijetiva.

Demonstrag¢do. Primeiramente demonstraremos o item (i). Seja, dai,
¢ € Px.

Suponha ¢~ ! € Py, entdo (¢(z),7) € ¢~ (Vo € dom ¢), logo
¢~ 1(¢p(z)) = 2 (Vo € dom ¢). Tome, agora, 1,75 € dom ¢ tais que
é(x1) = ¢(x2), entdo z1 = ¢~ (p(z1)) = ¢~ (¢(x2)) = x2. Portanto
¢ é injetiva.

Reciprocamente, suponha que ¢ é injetiva. Tome y, z1, 22 € X
tais que (y,z1), (y,22) € ¢~ 1, logo (71,%), (v2,y) € ¢. Assim ¢(x;) =
y = ¢(x3). Como ¢ é injetiva, entdo x; = x. Portanto ¢! € Px
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Agora demonstraremos o item (ii). Seja, dai, ¢ € Tx.

Suponha ¢~! € Tx, entdo (¢(z),z) € ¢! (Vz € X), logo
¢ ¢(z)) = x (Vo € X). Tome, agora, z1,72 € X tais que ¢(z1) =
é(x9), entdo 1 = ¢ L(p(x1)) = ¢ 1 (¢p(22)) = 2. Portanto ¢ é
injetiva.

Note que im¢ C X é imediato. Por outro lado, tome y €
dom ¢! = X, logo existe x € X tal que ¢~ !(y) = z, entdo (y,z) €
¢~ 1, logo (z,y) € (p71)~1 = ¢, dai ¢(z) = y, ou seja, y € im ¢. Assim
X Cim¢. Logo X = im ¢ o que implica que ¢ é sobrejetiva. Portanto
¢ é bijetiva.

Reciprocamente, suponha que ¢ é bijetiva. Tome y, z1, 22 € X
tais que (y, 1), (y,22) € ¢~ ', logo (x1,9), (¥2,y) € ¢. Assim ¢(x1) =
y = ¢(x2). Como ¢ é bijetiva, é em particular injetiva, entdo x1 = xa.
Portanto ¢! € Tx [ |

2.9 RELACOES DE EQUIVALENCIA E SEMIGRUPO QUOCIENTE

Na secao anterior vimos que uma relagdo binaria em um con-
junto qualquer munido da operacao de composicao de relagoes binarias
é um semigrupo. Nesta se¢ao estudaremos um tipo especial de relagao
bindria conhecida como relacdo de equivaléncia. Veremos que ela é

fundamental para a construcao do semigrupo quociente.
Definigao 2.39. Seja p € By, dizemos que a relagdo bindria p é
(i) reflexiva se para todo a € X, (a,a) € p, ou seja, se Ix C p;

(ii) simétrica se para todo a,b € X, (a,b) € p implica em (b, a) € p,

ou seja, se p C p~1;

(iii) antissimétrica se para todo a,b € X, (a,b), (b,a) € p implica em

a = b, ou seja, se pNp~ ! C Ix;
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(iv) transitiva se para todo a,b,c € X, (a,b), (b,c) € p implica em

(a,c) € p, ou seja, se pop C p.

Definig¢ao 2.40. Seja p € Bx, dizemos que a relagdo binéria p é uma

relagdo de equivaléncia se é reflexiva, simétrica e transitiva.

Note que se p é uma relacio binéria simétrica, entdo p C p~!.

Mas como p C p~! = p7! C (p~1)~! = p, entdo a propriedade
simétrica pode ser expressa por p = p~!. Do mesmo modo, se p é uma
relacdo de equivaléncia em X, entao podemos deduzir, pela Proposicao
2.23, que p = Ix o p C pop, logo a propriedade transitiva pode ser
expressa por p = pop. Além disso, sendo p uma relagio de equivaléncia
em X, tem-se que domp 2O domlx = X, imp O imlIy = X e

consequentemente dom p = im p = X.

Definicao 2.41. Dizemos que uma familia 7 = {4;;¢ € I} de sub-

conjuntos de um conjunto X forma uma particio de X se
(i) cada A; é ndo vazio (4; #0 (VieI));

(ii) para todoi,j €l oud; =AjouAd;NA; =0

(iii) U;e; Ai = X.

Em vista disso, nota-se que as nocoes de equivaléncia (da Defi-
nicao 2.40) e de particao (da Defini¢ao 2.41) sdao bastante diferentes,
no entanto, podemos ver que, de acordo com a proposi¢do a seguir,

elas estdo intimamente relacionadas.
Proposicao 2.31. Seja X um conjunto ndao vazio, seque que

i. Se p é uma relagio de equivaléncia em X, entdo a familia ®(p) =

{p(x);x € X} de subconjuntos de X é uma particio de X .
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it. Reciprocamente, se m = {A;;1 € I} é uma particio de X, entdo
a relagio bindria ¥(m) = {(z,y) € X x X;(Fi € I) z,y € A;}

€ uma relagdo de equivaléncia em X.

iti. Para toda relagio de equivaléncia p em X, U(®(p)) = p, e para
toda particio m de X, ®(¥(w)) = .

Demonstragio. A demonstragio pode ser encontrada em Domingues
e lezzi [2, p. 83]. |

Definigao 2.42. Sejam X um conjunto, p uma relacao de equivaléncia
em X e z € X. Chamamos o conjunto p(x) de classe de equivaléncia
p de x (ou p-classe de x). Nesse caso, escrevemos p, para denotar o

conjunto p(x).

O seguinte resultado nos fornece uma relagao alternativa para

verificar se duas classes de equivaléncia sao iguais.

Proposigao 2.32. Seja p uma relacdo de equivaléncia em um con-

junto X e a,u € X. Entdo p, = p, Se, e somente se, u € p,

Demonstracdo. Primeiramente, suponha que p, = p,, entao existe
z € X tal que (a,z),(u,z) € p. Logo (xz,u) € p por simetria e,
consequentemente, (a,u) € p por transitividade, ou seja, u € pg.
Reciprocamente, suponha u € p,, ou seja (a,u) € p. Segue
que (u,a) € p por simetria. Tome, dai, v € p,, entdo (a,v) € p, e,
consequentemente, (u,v) € p por transitividade, ou seja, v € p,. Logo

Pa € pu- Analogamente, prova-se que p, C p,. Portanto p, = p,. W

Definigao 2.43. Sejam X um conjunto e p uma relacdo de equiva-
léncia em X . Chamamos de conjunto quociente de X por p o conjunto
cujos elementos sao classes de equivaléncias p de elementos em X.

Denotamos tal conjunto por X/p, ou seja

X/p={ps;z € X}
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De acordo com o item i. da Proposi¢ao 2.31, temos que X/p

definido em 2.42 forma uma particdo do conjunto X.

Defini¢ao 2.44. Sejam X,Y conjuntos e a : X — Y uma fungdo.

Chamamos de kernel de « a relagdo binaria ker « em X dada por
kera = {(a,b) € X x X;a(a) = a(b)}

Observagao 2.8. Claramente ker o é uma relacdo de equivaléncia

1

em X. Além disso, note que kera = o™+ o a. De fato,

atoa={(a,b) e X xX; FteX)(at)€al(tb)cal}
={(a,b) € X x X; (It € X) (a,t) € a, (b,t) € a}
={(a,b) e X x X; (Ft € X) ala) =t =a(b)}
={(a,b) € X x X; a(a) = a(b)}
=kera

Exemplo 2.14. Seja «:{1,2,3,4,5,6} — {a,b, c,d} dada por
1 2 3 4 5
o =
c b c b a

kera ={(1,1),(1,3),(3,3),(3,1),(2,2),(2,4), (4,2), (4,4), (5,5)}

entao

Se p, A € Bx sao relagoes de equivaléncia, entdo podemos fa-
cilmente provar que p N A também é uma relagdo de equivaléncia.
Ademais, indutivamente, prova-se que se m = {p;;i € I} é uma familia
de relagoes de equivaléncia em um conjunto X, entdo (), p; também
é uma relagdo de equivaléncia em X. Porém o mesmo nao é valido
para as relacdes bindrias pU X e po A, isto é, o fato de p e \ serem
relagdes de equivaléncia, ndo implica, necessariamente, que p U A e

po A também o sejam.
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Exemplo 2.15. Seja X = {1,2,3}. Note que

p=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}

A= {(17 1)’ (27 2)7 (3’ 3)7 (17 3)v (37 1)}

sao relagoes de equivaléncia em X, mas p o A (que neste exemplo é
igual a p U \) ndo é transitiva, logo ndo é relagdo de equivaléncia. De

fato, (2,1) e (1, 3) sdo elementos de po A = pU A, mas (2, 3) nao é.

No entanto, podemos ter que po é uma relagdo de equivaléncia,
se p e X forem relagoes de equivaléncia com po A = X o p. Conforme

enunciado e provado na seguinte proposicao:

Proposigao 2.33. Sejam p, A € Bx relagdes de equivaléncia com
poX=Aop, entdo po X € uma relagio de equivaléncia. Além disso,

po X € a menor relagio de equivaléncia contendo p U .
Demonstracio. Seja ¢ = po X = Ao p. Dai

d={(z,y) e X x X; (3z € X) (x,2) € \, (2,9) € p}
={(z,y) e X x X; (Fz € X) (x,2) € p,(2,y) € A}

Vamos, primeiro, provar que ¢ é uma relacao de equivaléncia,
ou seja, que é uma relagdo binaria reflexiva, simétrica e transitiva.

Como p e A sdo reflexivos, segue que para todo a € X, (a,a) € p
e (a,a) € A, logo existe a € X tal que (a,a) € p e (a,a) € \. Assim
(a,a) € Ao p = ¢. Dai para todo a € X temos (a,a) € ¢. Portanto ¢
é reflexiva.

Tome (a,b) € ¢. Como ¢ = X o p entao existe ¢ € X tal que
(a,¢) € pe(c,b) € A\ Como p e X sdo simétricas, entdo (c,a) € p
e (b,c) € . Assim existe ¢ € X tal que (b,c) € A e (¢c,a) € p, logo
(b,a) € po A = ¢. Portanto ¢ é simétrica.
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Suponha que (a,b) e (b, ¢) sejam elementos de ¢. Como ¢ = Aop,
entdo existe x € X tal que (a,z) € pe (x,b) € . Por outro lado, como
¢ = po A, entdo existem y € X tal que (b,y) € X e (y,c¢) € p. Como A
é transitiva, entdo (z,b) € A e (b,y) € A implicam que (z,y) € A. Logo
existe y € X tal que (z,y) € A e (y,c) € p. Assim (z,¢) € po A = ¢.
Como ¢ = Ao p, entdo existe z € X tal que (x,2) € p e (2,¢) € \.
Como p é transitiva, entdo (a,z) € p e (z,2) € p implicam que
(a, z) € p. Portanto existe z € X tal que (a,z) € pe (z,¢) € A, ou seja
(a,c) € Ao p = ¢ e consequentemente ¢ é transitiva.

Agora vamos mostrar que p U A C ¢. Para tanto vamos provar
que p C ¢ e também que A C ¢.

Tome (a,b) € p. Como (b,b) € X entdo existe b € X tal que
(a,b) € pe (b,b) € A, logo (a,b) € Ao p = ¢, logo p C ¢. E, de modo
analogo, prova-se que A\ C ¢ .

Ja provamos que p U A C ¢, falta provar que é a menor relagao
que equivaléncia com esta propriedade. Para tanto, vamos tomar uma
relagdo de equivaléncia 7 qualquer com p U A C 7 e vamos concluir
que ¢ C .

Tome (a,b) € ¢ = Ao p, entdo existe ¢ € X tal que (a,¢) € p
e (¢,b) € A. Como p C 7 e, também, A C 7, entdo (a,c),(c,b) € 7.

Como 7 é transitiva, entdao (a,b) € 7, portanto ¢ C 7. |

Até aqui, nessa secdo, vimos relagoes binarias de equivaléncia
em um conjunto X, mas ainda ndo relacionamos com o conceito de
semigrupos. Para aproximar esses conceitos, usamos as defini¢oes de

compatibilidade e congruéncia que seguem.

Definigao 2.45. Sejam S um semigrupo e p uma relagdo binaria em
S. Dizemos que p é compativel a esquerda (com a operagio de S) se

para todo a € S, (s,t) € p implica em (as, at) € p. Neste caso, se p é
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uma relagdo de equivaléncia, entdo dizemos que p é uma congruéncia

a esquerda.

Definigao 2.46. Sejam S um semigrupo e p uma relacdo binaria em
S. Dizemos que p é compativel a direita (com a operagio de S) se
para todo a € S, (s,t) € p implica em (sa,ta) € p. Neste caso, se p é
uma relagao de equivaléncia, entao dizemos que p é uma congruéncia

a direita.

Definigao 2.47. Sejam S um semigrupo e p uma relagdo binaria em
S. Dizemos que p é compativel (com a operagio de S) se para todo
(s,t), (u,v) € p implica em (su, tv) € p. Neste caso, se p é uma relagdo

de equivaléncia, entdao dizemos que p é uma congruéncia.

Proposigao 2.34. Uma relagdo bindria p em um semigrupo S é uma
congruéncia se, e somente se, é simultaneamente uma congruéncia a

esquerda e a direita.

Demonstra¢do. Suponha, primeiramente, que p é uma congruéncia.
Se (s,t) € pea € S, entdo (a,a) € p pela propriedade reflexiva,
logo (as,at), (sa,ta) € p pelo fato de ser compativel. Portanto p é
simultaneamente compativel a esquerda e a direita, ou seja, é simul-
taneamente uma congruéncia a esquerda e a direita.
Reciprocamente, suponha que p é simultaneamente uma con-
gruéncia a esquerda e a direita, e sejam (s,t), (u,v) € p. Entao
(su,tu) € p por ser compativel a direita e (tu,tv) € p por ser com-
pativel a esquerda. Consequentemente (su,tv) € p por transitividade.

Portanto p é uma congruéncia. |

Se p é uma congruéncia em um semigrupo S, podemos definir
uma operagio bindria no conjunto quociente S/p dada por p,pp = pab,

para todo pg, pp € S/p. Note que tal operagdo estd bem definida. De
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fato, se p, = pa € pp = py, entdo (a,a’), (b,b') € p pela Proposi-
¢do 2.32. Sendo p uma congruéncia em S, segue que (ab,a’d’) € p e
consequentemente pgp = Pg’p’ -

Tome, agora, pa, py, pe € S/p. Entdo po(pspe) = papbe = Pa(be) =
P(ab)e = PabPe = (Papv)pe- E, em particular, se S é um monoide com
identidade 1, entdo p1ps = P1a = Pa = Pal = Pap1- Ou seja, sendo S
um semigrupo, S/p é também um semigrupo e, em particular, sendo
S um monoide, S/p é também um monoide, para a operacao definida
acima.

Com isso acabamos de definir o semigrupo (ou monoide) quo-

ciente de S por p, ou formalmente:

Definig¢ao 2.48. Sejam S um semigrupo e p uma congruéncia em S.
Chamamos de semigrupo quociente de S por p o conjunto quociente
S/p munido da operacdo bindria dada por p,py = pap, para todo
Pa, Pb € S/p. Em particular, se S é um monoide, dizemos que S/p é o

monoide quociente de S por p.

Proposicao 2.35. Sejam S um semigrupo (monoide) e p uma con-
gruéncia em S. Entio a fungio f : S — S/p dada por f(s) = ps para

todo s € S é um homomorfismo de semigrupo (monoide) e p = ker f.

Demonstragio. De fato, para todo s,t € S temos f(s)f(t) = pspt =
pst = f(st). Note também que para todo s,t € S temos (s,f) €
ker f <= f(s) = f(t) <= ps =p < (s,t) € p. Logo
p = ker f. |

Proposig¢ao 2.36. Sejam S,T semigrupos e 6 : S — T um homo-

morfismo entdo ker @ € uma congruéncia em S.

Demonstracio. Note que ker § é uma relagdo de equivaléncia em S.
Suponha que a,b,c,d € S com (a,b), (¢,d) € ker6, entédo 0(a) = 6(b)
e 0(c) = 0(d). Sendo # um homomorfismo, temos 8(ac) = 8(a)f(c) =
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0(b)8(d) = 6(bd). Logo (ac,bd) € kerd e consequentemente ker6 é

uma congruéncia em S. |

Assim, de acordo com a Proposi¢do 2.36 acima e a Defini¢ao
2.48, faz sentido falarmos em semigrupo quociente de S por ker §. Com

isto, podemos enunciar e provar o seguinte teorema:

Teorema 2.4 (Fundamental do Homomorfismo para Semigrupos).
Sejam S, T semigrupos e 0 : S — T um homomorfismo de semigru-

pos, entdo S/ ker § = im 6

Demonstragao. Defina a funcdo « : S/ ker§ — im 6 dada por
a(kerd,) = 6(a) para todo a € S.

Note que «a estd bem definida e é injetiva uma vez que para
todo ker 0, ker 6, € S/ ker 6, temos

kerf, = ker6, <= (a,b) € kerd
< 6f(a) =06(b)

<~ a(ker,) = a(kerby)

Além disso, para cada x € im6 temos que existe a € S tal
que z = 6(a) = a(kerd,). Logo « é sobrejetiva. Consequentemente é
bijetiva.
Finalmente, para todo ker ,, ker 6, € S/ ker 0, temos
a(ker 0, ker 6,) = a(ker 8,)
6(ab) = 6(a)0(b)
a(ker d,)a(ker 0y)

Logo a é um homomorfismo. Sendo « bijetivo, temos que « é um
isomorfismo de S/ ker§ em im0, isto é, S/ ker § = im 6. |
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De acordo com o resultado do Teorema 2.4, claramente im o =
imf C T. Além disso, se definirmos uma fungao f : S — S/ kerd
dada por f(s) = ker 6, para todo s € S, temos que im f = S/kerf e
que a o f = 6. Esquematicamente temos o diagrama da Figura 5 e o

Teorema 2.5 generaliza esta ideia.

Figura 5 — Esquema do Teorema 2.4

S/ker 6

Teorema 2.5. Sejam S, T semigrupos, 6 : S — T um homomor-
fismo, p uma congruéncia em S e f : S — S/p uma fungio dada
por f(s) = ps para todo s € S. Suponha que p C ker, entdo existe
um dnico homomorfismo B : S/p — T tal que im 8 =im @ e tal que

Bof=0.

Demonstrag¢do. Definamos a fungéo 8 : S/p — T dada por S(ps) =
0(s) para todo s € S.
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Note que 3 estda bem definida uma vez que para todo pg, pp €
S/p, temos
Pa=pp <= (a,b) € p Ckerf
= H(a) =6(b

)
= Ppa) = Bps)
Além disso, para todo pa, p» € S/p, temos
B(paps) = B(pab)
= 0(ab) = 6(a)6(b)
B(pa)B(pe)

Agora, tome t € im#6, logo existe s € S tal que 0(s) = ¢,
entdo B(ps) =t e consequentemente ¢ € im . Por outro lado, tome
t € im f, logo existe ps € S/p tal que B(ps) = t, entdo O(s) =t e
consequentemente ¢ € im . Portanto im § = im 6.

Por fim, tome s € S, logo B0 f(s) = B(f(s)) = Blps) = 6(s).
Portanto 8o f = 0. Note que f é uma funcdo sobrejetora, logo possui
inversa a direita g : S/p — S. Seja, dai, h um homomorfismo de
semigrupos tal que ho f = 6, logo ho f = 8o f, consequentemente
ho fog = o fog, portanto h = (3, ou seja, desse modo 3 € tinica. MW

2.10 RELACOES DE GREEN E SEMIGRUPOS REGULARES

A partir dos ideiais principais apresentados na Definicao 2.13 da
Segao 2.2 algumas relagoes de equivaléncia surgem naturalmente como
veremos a seguir. Estas relagoes foram primeiramente estudadas por
A. J. Green em 1951 em seu artigo “On the structure of semigroups”
e por isso recebem o nome de relagoes de Green. Nesse mesmo artigo,
a partir dessas relagbes, Green também introduziu os semigrupos

regulares.
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Definigao 2.49. Seja S um semigrupo. Definimos a relagdo binéria
em S, L, por
L="{(a,b) €S x8;5"= 5"} (22)

Proposicao 2.37. Sejam S um semigrupo e a,b € S, entio (a,b) € L

se, e somente se existem s,t € S tais que a = sb e b = ta.

Demonstragido. Note que (a,b) € L se, e somente se Sta = Sb se, e
somente se Sta C S'b e S1h C Sla. Dai, pelo item (iii) do Lema 2.1,
temos equivalentemente que existe s € S* tal que a = sb e que existe
t € St tal que b = ta, ou seja, existem s,t € S! tais que a = sb e
b = ta. |

Defini¢ao 2.50. Seja S um semigrupo. Definimos a relagdo binéria

em S, R, por
R = {(a,b) € S x S;aS' =bS*} (23)

Proposicao 2.38. Sejam S um semigrupo e a,b € S, entdo (a,b) € R

se, e somente se existem s,t € S tais que a = bs e b = at.

Demonstragdo. Note que (a,b) € R se, e somente se aS' = bS! se, e
somente se aS? C bS! e bS! C aS!. Dai, pelo item (iii) do Lema 2.2,
temos equivalentemente que existe s € S* tal que a = bs e que existe
t € St tal que b = at, ou seja, existem s,t € S! tais que a = bs e
b= at. |

Exemplo 2.16. Para o semigrupo S = M,,(R), as relacdes de Green
L e R sao relagoes das matrizes equivalente linha e equivalente coluna,
respectivamente. De fato, tome a,b € S, entdo dizemos que a e b sdo
equivalente linha se existem matrizes elementares ey, es,...e, € S
tais que e = ejes. .. e, e, por consequéncia, a = eb e b = e~ la (pois

toda matriz elementar é invertivel). Logo existem e,e~! € S tais que
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a = ebeb= e lae portanto alb. Por outro lado, se a e b sdo
equivalente coluna se existem matrizes elementares e, es,...e, € S

T

tais que e = ejey. .. e, €, por consequéncia, al = eb? = a = bel e
b b

T

bl = e 1a” = b=ae 7. Logo existem e’ e~T € S tais que a = beT

eb=ae T e portanto aRb.

Definigcao 2.51. Seja S um semigrupo. Definimos a relagao binaria
em S, H, por
H=LNR (24)

Proposigao 2.39. Sejam S um semigrupo e a,b € S, entdo (a,b) € H
se, e somente se existem sy,s9,11,1o € St tais que a = s1b, b = tia,

a=>bsy eb=aty.

Demonstragdo. Note que (a,b) € H se, e somente se (a,b) € L e
(a,b) € R se, e somente se existem si,t; € St tais que a = s1b
e b = tia e existem so9,ts € S! tais que a = bsy e b = aty, ou
seja, existem si,t1,80,t2 € S! tais que a = s1b, b = tia, a = bsy e
b= ats. |

Definigao 2.52. Seja S um semigrupo. Definimos a relagdo binéria

em S, J, por
J ={(a,b) € S x S;5'aS* = S'bS'} (25)

Proposicao 2.40. Sejam S um semigrupo e a,b € S, entao (a,b) € T

se, e somente se existem s,t,u,v € S tais que a = sbt e b = uav.

Demonstracio. Note que (a,b) € J se, e somente se S'aSt = S'hS!
se, e somente se StaSt C SThSt e S1hST C StaSt. Dai, pelo item (iii)
do Lema 2.3, temos equivalentemente que existem s,t € S tais que
a = sbt e que existem wu,v € S! tais que b = wav, ou seja, existem

s,t,u,v € S! tais que a = sbt e b = uav. [ |
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Definig¢ao 2.53. Seja S um semigrupo. Definimos a relagdo binéria

em S, D, por
D=LoR (26)

Proposicao 2.41. Sejam S um semigrupo e a,b,c € S, entio (a,b) €
D se, e somente se existem s,t,u,w € Sl ece S tais que a = cs,

c=at, c=ub eb=wec.

Demonstragao. Note que (a,b) € D se, e somente se existe ¢ € S tal
que (a,c) € R e (c,b) € L se, e somente se existem s, € S! tais que
a=csec=at e existem u,w € S* tais que ¢ = ub e b = we, ou
seja, existem s,t,u,w € S e ¢ € S tais que a = ¢s, c = at, c = ub e
b= we. |

As relagoes das Definigoes 2.49, 2.50, 2.51, 2.52 e 2.53 sdo equi-
valentes as respectivas Proposigoes 2.37, 2.38, 2.39, 2.40 e 2.41, logo
tais proposi¢des poderiam ser usadas como a definicdo das relacgoes L,
R, H, J e D. Estas sdo as chamadas relagoes de Green.

Facilmente podemos verificar que as relagdes £, R e J sdo
reflexivas, simétricas e transitivas em S, e, portanto, sdo relacées de
equivaléncia em S. Consequentemente H é também uma relagdo de
equivaléncia, pois trata-se da intersecdo de duas relagoes de equi-
valéncia. Agora, para verificarmos se D é também uma relagdo de
equivaléncia, basta verificarmos se Lo R = R o L, aplicando um re-
sultado obtido pela Proposi¢ao 2.33. De fato, a Proposi¢ao 2.42 prova
que LoR=RoL.

Proposigao 2.42. LoR=Ro L

Demonstracdao. Vamos provar que Lo R CRoLeRoLC LoR.
Tome (a,b) € L o R, entdo existe ¢ € S* tal que (a,c) € R e
(¢,b) € L. Logo, pela Proposicao 2.38 e pela Proposicio 2.37, existem
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s, t,u,w € St tais que

a=cs (27)
c=at (28)
c=ub (29)
b= we (30)

Seja, dai, d = bs, assim,
0 s @ (ub)s = u(bs) = ud

e também

d=bsY (we)s = w(cs) @ wa

Logo existem u,w € S! tais que a = ud e d = wa. Portanto, pela
Proposigao 2.37,

(a,d) € L
Além disso, também temos que,

(30) (28) 27 (30

b ="wec = w(at) = wat 0 w(ces)t = (we)(st) ) b(st) = (bs)t = dt

Logo existem s,t € S! tais que d = bs e b = dt. Portanto, pela
Proposicao 2.38,
(d,b) e R

Ou seja, temos que existe d € S! tal que (a,d) € £ e (d,b) € R.
Portanto, pela Defini¢do 2.32, segue que (a,b) € R o L. Isto é

LoRCRoL
Por outro lado e analogamente, provamos que

RoLCLoR
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Proposicao 2.43. R é uma congruéncia a esquerda.

Demonstragdo. Sejam (a,b) € R e ¢ € S, entdo existem s,t € S* tais
que a = bs e b = at. Logo ca = ¢(bs) = (cb)s e c¢b = c(at) = (ca)t.
Portanto (ca,cb) € R. Ou seja, R é compativel a esquerda. Como
R é uma relagao de equivaléncia, segue que R é uma congruéncia a

esquerda. [ |

Proposigao 2.44. £ é uma congruéncia a direita.

Demonstragdo. Sejam (a,b) € L e ¢ € S, entdo existem s,t € S! tais
que a = sb e b = ta. Logo ac = (sb)c = s(bc) e bc = (ta)e = t(ac).
Portanto (ac, be) € L. Ou seja, L é compativel a direita. Como £ é uma

relacdo de equivaléncia, segue que £ é uma congruéncia a direita. W

Quanto as relacdes de Green podemos determinar algumas re-
lagoes de inclusao. Primeiramente é facil notar que H C L e H C R,
pois H=LNR.

Seja (a,b) € L em um semigrupo S. Entdo existem z,y € S
tais que a = zb e b = ya. Como 1 € S* (suponha 1 igual a identidade
se S for um monoide) entdo a = xbl e b = yal o que implica que
StaS! = S1pS* e portanto aJb, logo (a,b) € J, consequentemente
L C J. Por outro lado, se supormos que (a,b) € R, analogamente,
concluimos que (a,b) € J, logo R C J. Assim notamos que LU R C
J.

Além disso, para todo (a,b) € L, obviamente (b,b) € R, entdo
(a,b) € D. Portanto L C D. E também (a,b) € R implica (a,b) € D.
Logo R € D. Ou seja, LUR C D.
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Por fim, tome (a, b) € D, entdo existe ¢ € S tal que (a,c) € R
e (c,b) € L. Logo existem s,t,u,w € S tais que

a=cs (31)
c=at (32)
¢ =ub (33)
b= wc (34)
Entio a & ¢s & (ub)s = ubs e b 34 e & w(at) = wat. Portanto

(a,b) € J, consequentemente D C J.
Assim temos as seguintes inclusdes entre as relagoes de Green

que podem ser visualizadas no diagrama da Figura 6:
HCLCDCJT

HCRCDCJT

Figura 6 — Diagrama das inclusoes nas relagoes de Green

Lema 2.4. Sejam S um semigrupo, a € S e e € E(S), entdo (a,e) €
L=ae=uaq, (a,e) ER=eca=a e (ae) €H=ae=ea=a.
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Demonstragdo. Primeiro vamos provar que (a,e) € L = ae = a. Note
que
(a,e) € L — Sla = Sle = Sla C Sle

Afirmamos que

Sla C Sle <= ae=a

De fato, por um lado, suponha que S'a C S'e, entdo, pelo Lema 2.1,

existe t € S! tal que a = te. Logo
ae = (te)e = t(ee) =te’> =te =a

Por outro lado, suponha que ae = a, tome = € S'a, entdo existe
s € S! tal que z = sa, logo z = s(ae) = (sa)e € S'e e portanto

Sla C S'e. Com isto prova-se que
(a,e) e L = Sla=S'e= S'aC S'e «= ae=ua

Portanto

(a,e) e L.=ae=a
Agora vamos provar que (a,e) € R = ea = a. Note que
(a,e) €ER <= aS' =eS' = aS' CeS!

Afirmamos que

aS' CeS! < ea=a

De fato, por um lado, suponha que aS' C eS', entdo, pelo Lema 2.2,

existe t € S! tal que a = et. Logo
ea =e(et) = (ee)t =e*t=et =a

Por outro lado, suponha que ea = a, tome = € aS', entdo existe
s € S! tal que z = as, logo © = (ea)s = e(as) € eS! e portanto

aS! C eS'. Com isto prova-se que

(a,e) ER <= aS'=eS' = aS' CeS' <= eca=ua
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Portanto
(a,e) ER=ea=ua

Por fim, resta provar que (a,e) € H = ae = ea = a. De fato,
(a,e) € H < (a,e) € L,(a,e) €R
= ae=a,ea=a

= ae=ea=a
]

Note que, na demonstracao do Lema 2.4, obtemos os seguintes
resultados: S'a C Sle <= ae=ae aS! CeS! <= ea =a.

Como as relacgoes de Green, sao relagoes de equivaléncia, entao
podemos obter as suas classes de equivaléncia conforme a Defini¢ao

2.42.

Notacgao 2.4. Sejam as relagoes de Green de um semigrupo Sea € 9,

denotamos:

(i) Hq a H-classe de a
(ii) L4 a L-classe de a
(iii) Ry a R-classe de a
(iv) D, a D-classe de a
(v) Ju a J-classe de a

Teorema 2.6 (Subgrupo maximal). Seja S um semigrupo com e €

E(S), entio He € o subgrupo mazimal de S com identidade e.

Demonstracdo. Primeiramente vamos provar que H. é um subgrupo
de S, isto é, que é um subconjunto de S, fechado para a operagdo de

S, associativo com elemento identidade e e com elemento inverso.



98 Capttulo 2. Algebra Abstrata: Semigrupos e Monoides

Como H, = {x € S;(x,e) € H}, imediatamente notamos que
He CS.

Tome a,b € H., entdo (a,e), (b,e) € H = LN R. Como, pela
Proposicao 2.44, £ é uma congruéncia a direita, entdo (ab,eb) € L. E
como, pela Proposicao 2.43, R é uma congruéncia a esquerda, entao
(ab,ae) € R.

Pelo Lema 2.4 segue que

aHe = ae =ea=a (35)
bHe = be =eb="> (36)

Logo (ab, eb) = (ab,b) € L e (ab,ae) = (ab,a) € R.

Como (a,e) € R, (bye) € L e R e L sdo transitivas, entéo
(ab,a) € R e (a,e) € R, logo (ab,e) € R e, também, (ab,b) € L e
(b,e) € L, logo (ab,e) € L. Portanto (ab, e) € H e, consequentemente,
ab € He,.

Como H, C S fechado para a operagao de .S, obviamente, os
elementos de H, sao associativos.

Como e € He, e = €2

, € pelo Lema 2.4, segue que para todo
x € H, temos ze = ex = x. Ou seja, e é o elemento identidade de H,.
De (a, e) € H segue, pela Proposicao 2.39, que existem s, o, $3, S4 €

ST tais que

a=spe (37)
e = ssa (38)
a = es3 (39)
e =asy (40)

De (b, e) € H segue, pela Proposicao 2.39, que existem 1, to, t3,t4 €
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St tais que
b=te (41)
e=tgb (42)
b= ets (43)
e = bty (44)

Para verificar a existéncia do elemento inverso, note que

e que

portanto

R e(s2a) ) e(s2ea) = (esqze)a

e=c?=ce ™ (ass)e =’ (aesy)e = a(esye)

(esae)a = e = a(esqe)

Seja, dai, ¢ = esqe e d = esqe, logo ¢,d € S' e da = e = ac. No

entanto

c = esye
=e“sye
— (e€)(s1¢)
= e(esye)
=ec
= (da)c
= d(ac)
=de
= (esqge)e
= esge
= esge

=d

(45)

(46)
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logo
c=d (47)

e, consequentemente,

ca=e=ac (48)

Falta, agora, mostrar que ¢ € H., e assim concluiremos que
¢ é o elemento inverso de a € H,, ou seja, ¢ = a~'. Como c = ec,
e @ 4c entdio (c,e) € R. Como ¢ 1 ge O ce, e % ¢4 entso
(c,e) € L. Portanto (c,e) € H, ou seja, ¢ € He. Isto é, existe ¢ € H,
tal que ac = ca = e. Como a foi tomado arbitrariamente, entdo para
todo elemento de H, existe elemento inverso.

Agora, provaremos que H. é o subgrupo maximal de .S com e
identidade. Para tanto vamos tomar G um subgrupo qualquer de S
com identidade e e vamos provar que G C H.. Tome, assim, g € G
qualquer, entdo g = eg e e = g~ g, logo (g,e) € R. Também temos
g=geee=gg ! logo (g,e) € L. Portanto (g,e) € He, ou seja
g € He. Por consequéncia G C H,. [ |

Corolario 2.2. Sejam S um semigrupo e a € S, entdo as sequintes

afirmacoes sdo equivalentes:
(i) a encontra-se em um subgrupo de S
(ii) existe e € E(S) tal que a € H,
(iii) H, € um subgrupo de S
Demonstra¢ao. Vamos demonstrar que (i) = (ii) = (iii) = (i).

e (i) = (ii): Seja G um subgrupo de S com a € G. Entdo, pelo
Teorema 2.6, G C H, em que e € E(S) é a identidade de G,
portanto a € He,.
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e (i) = (41): Suponha que existe e € E(S) tal que a € H.. Como
H é uma relagdo de equivaléncia, entdo, pela Proposicao 2.32,
Ho = He. Como, pelo Teorema 2.6, H, é um subgrupo de S,

entdo H, também.

e (i7i) = (i): Suponha que H, é um subgrupo de S, como a € H,,

entdo a encontra-se em um subgrupo de S.

Proposicao 2.45. Sejam S um semigrupo e e, f € E(S) entdo

(e, /) ER < e=fe,f=ef

(e, /) EL < e=cef,f=fe
Demonstracio. As implicagoes

e=fe,f=ef=(e,f) R

e=ef,f=fe=(e,f)eL
sdo imediatas a partir da Proposicao 2.38 e da Proposicao 2.37 res-
pectivamente.

Por outro lado, (e, f) € R implica, pelo Lema 2.4, que e = fe.
Como R ¢ reflexiva, entdao (f,e) € R Lomg 2.4 f = ef. Portanto,
(e,f) € R = e= fe, f =ef. Analogamente, (e, f) e L=>e=¢f, [ =
fe. |

Agora, finalmente, definiremos semigrupo reqular.

Definicao 2.54. Sejam S um semigrupo e a € S, dizemos que a é
um regular, se, e somente se, a = axa para algum x € S. Dizemos que

S é um semigrupo regular, se todo elemento de S é regular.
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Exemplo 2.17. O monoide (M, (R),-) é um semigrupo regular. Isto
é para todo A € M, (R), existe X € M, (R) tal que A = AXA. Se

tomarmos, por exemplo,

N

Il
S N =
oS o o
= N =

e tentarmos resolver AXA = A, obtemos

1—-2a o -1
X = b1 B2 B3
—2v 0% 1

com a7ﬁ1aﬁ2763a7 eR.

Note que ndo precisamos, necessariamente, das relacdo de Green
para definir semigrupo regular, no entanto, essas rela¢gbes nos dao

alguns resultados interessantes.

Proposigao 2.46. Sejam S uwm semigrupo e a € S, entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(i) a é regular
(ii) existe e € E(S) tal que (a,e) € R
(iii) existe f € E(S) tal que (a,f) € L
Demonstragdo. Vamos demonstrar que (i) = (i) = (i4i) = (4).

e (i) = (i¢i): Suponha a € S regular. Entdo, pela Defini¢do
2.54, existe x € S tal que a = axa. Tome e = azx, entdo
e? = (ax)(ax) = (awa)z = ax = ¢, logo e € E(S). Como e = ax

e a = axa = ea, entdo existe e € F(S) tal que (a,e) € R.
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e (i) = (i44): Suponha que existe e € E(S) tal que (a,e) € R.
Entao, pelo Lema 2.4, segue que, ea = a e além disso, pela
Proposicio 2.38, existem u,v € S' tais que a = eu, e = av.
Assim a = ea = (av)a = ava. Tome f = va, entdo f? =
(va)(va) = v(ava) = va = f, logo f € E(S). Dai segue que,
a = ava = af e que f = va, portanto existe f € E(S) tal que
(a, f) € L.

e (ii7) = (i): Suponha que existe f € E(S5) tal que (a, f) € L.
Entao, pelo Lema 2.4, segue que, af = a e além disso, pela
Proposicao 2.37, existem u,v € S! tais que a = uf, f = va.
Assim a = af = a(va) = ava. Caso v = 1, entdo a = ava =
ala = a? e dai existe a € S tal que a = aaa. Caso v # 1, entdo
existe v € S tal que a = ava. Consequentemente em todo caso

a é regular.
[ |

Proposigao 2.47. Sejam S um semigrupo e a um elemento de S.

Entdo a € reqular, se, e somente se, D, € regular.

Demonstracio. A reciproca é imediata. Afinal sendo D, é regular e
a € D,, entao a é regular.

Por outro lado, suponha a regular. Tome b € D,, logo existe
c € St tal que (a,c¢) € R e (c,a) € L. Como a é regular, entdo,
pelo item (ii) da Proposicao 2.46, existe e € E(S) tal que (a,e) € R,
logo (e,a) € R por simetria, e consequentemente (e,c) € R por
transitividade, logo (¢,e) € R por simetria, o que, pelo item (ii) da
Proposi¢ao 2.46, implica que ¢ é regular. Pelo item (iii) da Proposi¢ao
2.46, existe f € E(S) tal que (¢, f) € L, logo (f,c) € L por simetria,
e consequentemente (f,b) € L por transitividade, logo (b, f) € L por
simetria, o que, pelo item (iii) da Proposi¢ao 2.46, implica que b é
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regular. Como b é um elemento arbitrario de D, entdo, todo elemento

de D, é regular, logo D, é regular. |
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3 TEORIA DA COMPUTACAO: LINGUAGENS E AUTOMA-
TOS

Neste capitulo sdo apresentadas algumas defini¢oes, exemplos
e resultados acerca dos conceitos de linguagens e automatos da Teoria
da Computagao.

Na Secao 3.1 apresentamos as definigdes para alfabeto, strings
e linguagens. Esses conceitos sdo fundamentais para a construcdo dos
modelos computacionais e as expressoes requlares apresentados nas
secOes seguintes. Existem varios modelos computacionais na Teoria
da Computacao, certamente os mais conhecidos sdo as Mdquinas de
Turing. No entanto, neste capitulo apresentamos dois modelos mais
simples: os semiautématos na Se¢ao 3.2 e os autématos na Secao 3.3.
Semiautématos sao capazes de descrever o funcionamento de dispositi-
vos eletromecanicos simples. Autématos sdo também conhecidos como
reconhecedores pois reconhecem certas linguagens que denominamos
de linguagens regulares.

Finalmente, na ultima Secdo, apresentamos as expressoes regu-

lares e sua relagdo com autéomatos e linguagens regulares.
Segundo Sipser [9, p. 31, tradugéo livre],

A teoria da computagdo comega com uma questio:
O que é um computador? Esta parece ser uma per-
gunta boba, afinal, todos sabem que essa coisa que
eu digito é um computador. Mas esses computadores
reais sdo bastante complicados - demais para nos per-
mitir estabelecer uma teoria matemaética gerencidvel
deles diretamente. Ao invés, usamos um computa-
dor idealizado chamado de modelo computacional.
Do mesmo modo que qualquer modelo cientifico, um
modelo computacional pode ser preciso em alguns
aspectos mas possivelmente ndo em outros.
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3.1 STRINGS E LINGUAGENS

Defini¢gao 3.1. Um alfabeto é um conjunto finito e ndo vazio de
elementos chamados de simbolos, ou seja, um simbolo é um elemento
do alfabeto.

Geralmente usa-se a letra grega sigma maitscula (X) para de-

notar um alfabeto.
Exemplo 3.1. Alguns exemplos de alfabetos sdo:
¥ ={0,1}
¥ =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
X3 ={0}
Y4 =1{a,b,c,d,e,f g h ij k1, mmn,o0,p,qr,s,t,u,v,w,x,y,2}
Y5 ={o, B,0,7}

No Exemplo 3.1, X4 é o conjunto de letras miniisculas de a a z
do alfabeto portugués brasileiro. Neste caso, a Defini¢do 3.1 corrobora
com a no¢ao intuitiva de alfabeto. Porém os alfabetos 31, 35 e 33 néo
parecem com os que concebemos intuitivamente, afinal geralmente
relacionamos os alfabetos a letras e ndo a nimeros. Mas de acordo
com a Definicdo 3.1 um alfabeto é simplesmente um conjunto finito
e nao vazio de simbolos. Entao, nesse sentido, 31, 35 e X3 inclusive,
sao alfabetos.

O alfabeto que contém um tnico simbolo, como em X3 do

Exemplo 3.1, é chamado de alfabeto undrio.

Defini¢ao 3.2. Seja ¥ um alfabeto. Chamamos de string de ¥ a
cadeia (ou sequéncia) finita de zero ou mais simbolos do alfabeto

3. Denotamos a string s de 3 com um ou mais simbolos por s =
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$182...8, com s; € X, para 1 < i < k. A string formada por nenhum

simbolo é a string vazia que denotamos por €.

Exemplo 3.2. letra, palavra, teoria, abadz, aaaa sao strings do
alfabeto ¥4 do Exemplo 3.1. 1527, 54179, 5 sdo strings do alfabeto
3o do Exemplo 3.1. 01001, 11001, 01 sdo strings dos alfabetos >4
e Y do Exemplo 3.1. 000, 0000000, 0 sao strings dos alfabetos X1,

39 e X3 do Exemplo 3.1. € é uma string de todo e qualquer alfabeto.

Definigao 3.3. Seja ¥ um alfabeto e seja x uma string de 3. O
comprimento ou tamanho de z, denotado por |z|, é a cardinalidade
da string x. Isto é, o tamanho de x é a quantidade de simbolos que

formam x.

Exemplo 3.3. |letra] = 5, |palavra] = 7, |teoria] = 6, |1527] = 4,
[01] =2, 0] =1, |e| = 0.

Definigdo 3.4. Seja ¥ um alfabeto,  uma string de ¥ e a € 3.

Escrevemos |z|, para o nidmero de ocorréncias do simbolo a em x.

Exemplo 3.4. [letra|, = 1, |palavral, = 3, |teoria|, = 1, |1527|; =1,
|01|1 = 1, |0|1 = 0, |€‘1 =0.

Defini¢ao 3.5. Seja ¥ um alfabeto, n € N e w uma string de 3.
Entao denotamos o conjunto de todas as strings de ¥ de tamanho n

por X", isto é,
Y ={w;w é string de 3 com |w| =n}
Exemplo 3.5. Suponha ¥ = {a, b, c} um alfabeto. Entao
50 = (¢}
¥ ={a,b,c} =%

»? = {aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc}
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Defini¢ao 3.6. Seja ¥ um alfabeto. Denotamos o conjunto de todas

= U I

neNO

as strings de ¥ por

Assim, um elemento de ¥* é uma string de X.

Definigao 3.7. Seja ¥ um alfabeto. Denotamos o conjunto de todas

as strings de ¥ com comprimento maior que zero por

»t = U P

neN

Nesse caso, € ¢ X7,

Observagao 3.1. Se ¥ é um alfabeto com k simbolos, entdo para
qualquer n € N°, o conjunto ¥" contém exatamente k™ strings, logo
¢é finito, consequentemente enumeravel. Como a unido infinita de con-

juntos enumeraveis é enumeravel, segue que X* e ¥ sdo enumeraveis.
Defini¢ao 3.8. Seja ¥ um alfabeto com
U= ULUDS ... Uy, V=V1V3...Vy € L .

A concatenagdo de u com v, ou equivalentemente, u concatenado com

v, denotada por uv, é uma operagao binaria em ¥* dada por

fi TP T
(u,v) = f(u,v)
em que

flu,v) =wo = ugus ... Upv1vV2 ...V,
fu,e) =ue =u=cu= f(c,u)

fle,e) =ece=e.
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Exemplo 3.6. Sejam abra e cadabra strings do alfabeto ¥4 do
Exemplo 3.1, entdo abra concatenado com cadabra é a string abra-
cadabra. J4 cadabra concatenado com abra é a string cadabraa-

bra.

Sejam Y um alfabeto, u,v,w € ¥* e a € X, entao a funcao
concatenacdo tem as seguintes propriedades que seguem da Defini¢do
3.8

(i
(i

(iii

(associatividade) u(vw) = (uv)w
(elemento neutro) eu = ue = u

|uv| = fou| = |u] + [v|

)
)
)
)

(iv) |uvle = Jvuls = |ula + [v]a

Do Exemplo 3.6, vemos que se o alfabeto 3 ndo é undrio, entao
a concatenacdo de suas strings nao é comutativa, isto ¢, se u,v € X
entao uv # vu. Além disso, se u, v e w forem strings de alfabetos
diferentes (u € £1, v € ¥3 e w € ¥3) entdo podemos tomar ¥ =
31 U39 U X3 e assim podemos construir uma fungdo concatenacao
que é uma operacdo binaria fechada para o conjunto ¥*. Ou Seja,
podemos dizer, dai, que ¥* é um monoide nado comutativo munido
da operagao binaria de concatenagdo. No Capitulo 4 retomamos este
monoide que recebe o nome de monoide livre. Sendo ¥* um monoide,

entdo nao ha ambiguidade em denotar

—_———

nvezes

por u" com n € N. Usamos u® para representar a string vazia e.

Exemplo 3.7. Suponha ¥ = {a,b,1} um alfabeto dado e v = bla

uma string de ¥. Entdo v° = ¢, v! = v = bla, v?> = blabla e v® =

blablablablabla.
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Definig¢ao 3.9. Seja ¥ um alfabeto com u,v € ¥*,

(i) v é fator a esquerda ou prefizo de u, se existe x € X* tal que
u = vx; se T # €, entdo dizemos que v é fator proprio a esquerda

ou prefixo proprio de u;

(ii) v é fator a direita ou sufizo de u, se existe x € ¥* tal que u = zv;
se x # €, entdo dizemos que v é fator proprio a direita ou sufizo

proprio de u;

(iii) v é fator de u, se existem x,y € X* tais que u = zvy; se & # ¢

e y # g, entdo dizemos que v é fator préprio de u.

Note que a string vazia € é um prefixo, sufixo e fator de toda
string. Uma string de tamanho n tem exatamente n + 1 prefixos
distintos (n prefixos préprios) e n + 1 sufixos distintos (n sufixos
préprios), mas nao sabemos a priori a relagdo entre o nimero de

fatores distintos de uma string e o seu comprimento n (Sakarovitch
8, p. 21).

Definig¢ao 3.10. Seja ¥ um alfabeto com u € ¥*, escrevemos
(i) Pre(u) para denotar o conjunto dos prefixos de u;
(ii) Suf(u) para denotar o conjunto dos sufixos de u;
(iii) Fat(u) para denotar o conjunto dos fatores de w.

Definigao 3.11. Seja X um alfabeto com w, u1,us, ..., u, € 3%, dize-
mos que a string ujus . . . u, ¢ uma fatoragdo de w, se w = U Us ... Up.

Se u; # €, entdo dizemos que ujus ... u, é fatoragao propria de w.

Definigao 3.12. Seja ¥ um alfabeto com s € ¥*. Sendo s uma
sequéncia de simbolos do alfabeto ¥, chamamos de substring de s a

qualquer subsequéncia de s.
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Todo fator de uma string é uma substring, no entanto a reci-

proca nao é verdadeira.

Exemplo 3.8. Considere a string palavra do alfabeto ¥4 do Exem-
plo 3.1, alavr, pa e vra sdo substrings e também, respectivamente,
fator, prefixo e sufixo préprios de palavra; aaa e plvr sao substrings

de palavra, mas nao sao fatores.

Definigao 3.13. Seja X um alfabeto com u = ujus ... u, € X* com
u; € 3. A imagem espelhada de u ou transposi¢do de u, denotada por
ul, é a string

t
U = UpUp—1...U7-

Exemplo 3.9. A siring edadisrevinu é a transposicdo da string

universidade do alfabeto 34 do Exemplo 3.1.

Definigao 3.14. Seja X um alfabeto com u € ¥*. Dizemos que u é

uma string palindroma, se u = ut.

Exemplo 3.10. A string reviver do alfabeto ¥4 do Exemplo 3.1 é

palindroma.
Definigao 3.15. Seja ¥ um alfabeto, escrevemos
Pal(X) = {u € X*;u = u'}
para denotar o conjunto das strings palindromas de >*.
Definigcao 3.16. Seja > um alfabeto com
U= ULU ... U, V= V1V3 ... Uy € .

Dizemos que u € igual a v (u = v), quando |u| = m = n = |v| e

u; = v; para todo u;,v; € X com 1 < i< n.

Definigao 3.17. Seja ¥ um alfabeto. Chamamos de linguagem sobre

> qualquer subconjunto de X*.
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Exemplo 3.11. Suponha ¥ = {a,b,c,d, e, i,o} um alfabeto. Entao
L = {baba, cedo, cidade, a, e} é uma linguagem sobre 3.

3.2 SEMIAUTOMATO

Um semiautdomato é um modelo computacional, composto por
trés objetos: um conjunto finito ndo vazio de estados; um conjunto
finito ndo vazio de entradas; e, uma funcdo de transicio que descreve
a mudanca de um estado para outro dependendo do valor da entrada.
Esse modelo pode ser usado para descrever o funcionamento de disposi-
tivos eletromecéanicos simples, como por exemplo portas automaticas,
interruptores de iluminacao automaéticos, calculadoras, computado-
res, dispositivos que contam cédulas de dinheiro, centrais telefonicas,
painéis de elevadores, etc (Lidl e Pilz [6, p. 342]).

Por exemplo, no caso de uma porta automatica, o dispositivo
deve ser capaz de identificar o estado da porta (se aberta ou fechada) e
também uma informacao de entrada, lida por um sensor, que indica se
hé presencga de uma pessoa para permitir sua passagem. Dependendo

do caso, a porta deve mudar seu estado:
(i) Se a porta estd aberta, e
(i) hé a presenga de pessoas na frente ou atrds dela, entao deve
permanecer aberta.
(ii) ndo ha a presenca de pessoas na frente ou atras dela, entdo
deve fechar.
(ii) Caso contrério, se a porta estd fechada, e
(i) hé a presenga de pessoas na frente ou atrds dela, entao deve
abrir.

(ii) ndo ha a presenca de pessoas na frente ou atras dela, entao

permanecer fechada.
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Para representar esta situagdo podemos usar o diagrama da Figura
7. Nesse caso cada estado da porta é representado por uma letra a
ou f dentro de um circulo para indicar se a porta esta aberta ou
fechada, respectivamente. Os valores de entrada sdo representados
pelos niimeros um ou zero e indicam a presenca ou nao de pessoas na
frente ou atras da porta. Esses valores de entrada rotulam setas que

indicam a transicdo de estados da porta.

Figura 7 — Representacao do funcionamento de uma porta automa-

tica
0

(T e
1

Como podemos notar na Figura 7, graficamente, um semiauto-
mato pode ser representado por um grafo orientado que chamamos de

diagrama de estados do semiautomato em que:
(i) cada né representa um estado;

(ii) as setas do grafo sdo rotuladas com simbolos do alfabeto de

entrada e representam a funcao transigao.

3.2.1 Semiautomato Deterministico

Note que o funcionamento da porta automatica, representado
na Figura 7, é um semiautdmato que varia seus estados de modo
bem determinado para cada entrada, isto é, para todo estado e toda
entrada existe um tinico estado alcangado. Nesse caso, cada simbolo

do alfabeto rotula uma tnica seta com origem em um estado (né) e
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destino em outro no seu diagrama de estados. Isso nos motiva a definir

formalmente um semiautomato deterministico da seguinte maneira:

Definigao 3.18. Um semiautomato deterministico é uma tripla (Q, 3, )

em que

(i) @ é um conjunto finito e nao vazio de elementos chamados de

estados;
(if) ¥ é um alfabeto de simbolos chamados de entradas;

(iii) §: Q@ xE — Q é a funcao transigio que descreve como acontece

a mudanca de estado dependendo da entrada.

Exemplo 3.12. O semiautomato representado na Figura 7 é um
semiautomato deterministico P = (Q,X,0) em que Q = {a,f}, ¥ =
{0,1} e para todo ¢ € Q e todo u € X, ¢ é dada por

a,seu=1
6(Q7u) :{

f,seu=0
Seja S = (@,%,0) semiautomato deterministico com @Q =
{¢1,92,q3,--.,qn} € u € 3, entdo podemos denotar a funcdo tran-

sicdo § para o simbolo u por

q1 q2 q3 qn
Oy = cTo.
<6<q1,u> 0(g2.u) O(gs.u) .. a<qn,u>> ©

Assim temos que 0 = {d,;u € L} C Tg, em que Tg é o conjunto de
todas as fungoes em @, conforme descrevemos na Equagdo (2.5) da
Secao 2.5.

Exemplo 3.13. Para o semiautémato deterministico P do Exemplo

3.12 temos que

a f a f
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Logo 6 = {dp,01}.

Um semiautomato é frequentemente descrito por uma tabela
de transi¢do: os estados ficam dispostos na primeira linha da tabela,
as entradas na primeira coluna e os elementos internos da tabela
sdo o resultado da transicado do elemento da primeira coluna com o
elemento da primeira linha respectivamente. Assim, o semiautémato
deterministico P do Exemplo 3.12 pode ser representado pela seguinte

tabela de transicao:

Tabela 6 — Tabela de transicao do semiautéomato P

Pla f
0 f f
1 a a

3.2.2 Semiautémato Niao Deterministico

Imaginemos agora uma outra porta automatizada que além de
possuir um sensor para identificar a presenga de pessoas, também
possui sensores capazes de medir a temperatura corporal e de detectar
se o individuo veste uma méscara facial de pano cobrindo boca e nariz.
Ap0s identificar a presencga do individuo, os sensores de temperatura e
de uso de méascara devem ser acionados simultaneamente. Um quarto
sensor é usado para aguardar o retorno dos sensores de uso de mascara
e temperarura. Por fim, a porta s6 podera abrir, se for medida uma
temperatura menor que 37, 5 graus Celsius e o individuo estiver usando
uma mascara facial de pano com boca e nariz cobertos. Assim, o

dispositivo tem um conjunto finito de estados

Q:{f7t7m7w7a}7

sao eles:
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(f) porta estéd fechada;
(t) verificando temperatura;
(m) verificando uso de méscara;
(w) aguardando;
(a) e porta estd aberta.
Além disso, os sensores fornecem um alfabeto de entradas
¥ ={0,1,2,3,4,5,6}
que sao:
(0) ndo hé presenga de pessoa;
(1) hé presenca de pessoa;
(2) temperatura menor que 37,5 graus Celcius;
(3) temperatura maior ou igual a 37,5 graus Celcius;
(4) usando méscara corretamente;
(5) ndo usando ou uso incorreto de mascara;

(6) temperatura e uso de méscara validados para permitir a passa-

gem.

Do mesmo modo que em um semiautémato deterministico, em
que temos os conjuntos de estados e entradas, também teremos a
fungdo de transi¢do. No entanto, ela tem uma sutil diferenca que
ilustraremos usando o diagrama do semiautomato na Figura 8. Agora,
se a porta esta fechada e hé a presenca de um individuo na frente dela,

entao o dispositivo deve simultaneamente verificar sua temperatura
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corporal e o uso da méscara facial. Nesse caso, quando o dispositivo
estd no estado “porta estd fechada” (f) e recebe a entrada “hé presenga
de pessoa” (1), ele muda ao mesmo tempo para os estados “verificando
temperatura” (t) e “verificando uso de méscara” (m). Por outro lado,
se a porta automdtica estd no estado “aguardando” (w) e recebe a
entrada “hé presenga de pessoa” (1), entdo ndo existe um estado

definido para o qual deve mudar.

Figura 8 — Representacao do funcionamento de uma porta automa-
tica com sensores que verificam temperatura corporal e
uso de méscara facial

Enquanto que em um semiautémato deterministico para todo
estado e toda entrada existe um tnico estado alcancado, no semi-

automato representado na Figura 8, para todo estado e toda entrada
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podem existir nenhum, um tnico ou mais estados alcancados, isto
é, um subconjunto de estados. Nesse caso, cada simbolo do alfabeto
rotula nenhuma, uma ou mais setas com origem em um estado (nd)
e destino e outro em seu diagrama de estados. Assim, a imagem da
funcao de transi¢do é o conjunto das partes do conjunto de estados, o

que justifica a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.19. Um semiautomato ndo deterministico é uma tripla
(Q,%,0) em que

(i) @ é um conjunto finito e ndo vazio de elementos chamados de

estados;
(ii) X é um alfabeto de simbolos chamados de entradas;

(iii) 6 : @ x ¥ — P(Q) é a fungdo transicio que descreve como

acontece a mudanca de estado dependendo da entrada.

Exemplo 3.14. O dispositivo representado na Figura 8 é um semi-
autémato ndo deterministico N = (Q, %, d) em que Q = {f,t,m,w, a},
¥ =1{0,1,2,3,4,5,6} e 0 é dada pela seguinte tabela de transigio

Tabela 7 — Tabela de transicdo do semiautéomato NV

f t m w a
i A i {4 AR
{tmy {t} {my 0 0
{fw} {m} A{w} 0
0 0 0
0
0

{r}
{tr {w}  {w}
0 {g} 0

o N =17

SeesS

0

Analogamente com o que acontece nos semiautomatos determi-
nisticos, podemos representar a funcao transicdo dos semiautéomatos
nao deterministicos por § = {d,;u € L} C By, em que Bg é o con-

junto de todas as relagoes binarias em Q.
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Exemplo 3.15. Para o semiautémato nao deterministico N do Exem-

plo 3.14 temos que
ft m w a f f tm
50 = ) 51 = ;
5 r rf t m t m

t m w t
52<w m w) 53<f>’
56:(“’ a).

a a

Logo 6 = {do, 01, 02,03, 04, 05,6 }-

Os semiautématos deterministicos sao usados para descrever o
comportamento de dispositivos que executam tarefas de modo sequen-
cial, enquanto que os semiautématos nao deterministicos sao capazes
de descrever o comportamento de dispositivos que executam mais que
uma tarefa paralelamente.

Diversos processos podem ser descritos por um semiautéomato.
Além dos Exemplos 3.12 e 3.14, relacionados com portas automati-
cas, podemos usar um semiautéomato para descrever o processo de
aprendizagem das proposicoes e teoremas desse trabalho. Para tanto
tomemos o conjunto de as proposicoes e teoremas como o conjunto de
7

estados do semiautémato e os processos “aprendendo” e “aprendido

as entradas de seu alfabeto.

3.3 AUTOMATO

Semiautomatos sao capazes de descrever procedimentos que mu-
dam seu estado dependendo de um valor de entrada. No entanto, nao

sdo capazes de descrever mecanismos que possuem um estado inicial
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e geram saidas como resultado de algum processamento. Para tanto,
outros modelos computacionais sdo necessarios, como, por exemplo,
os autématos, também chamados de reconhecedores e, assim como os

semiautématos, podem ser deterministicos ou nao deterministicos.

3.3.1 Autdémato Deterministico

Definigao 3.20. Um autémato deterministico é uma quintupla
(Qa 2; 57 q0, F)

em que

(i) @ é um conjunto finito e ndo vazio de elementos chamados de

estados;
(ii) ¥ é um alfabeto de simbolos chamados de entradas;

(iif) 6 : @xX — Q é a fungdo transi¢io que descreve como acontece

a mudanca de estado dependendo da entrada;
(iv) go € Q é o estado inicial;
(v) F CQ é o conjunto de estados aceitos.

Os autématos sao conhecidos como reconhecedores pois sdo usa-
dos para classificar (ou reconhecer) strings de seu alfabeto (Ginzburg
[4, p. 55]). Intuitivamente, dizemos que um autdémato deterministico
reconhece uma string, se ao final de seu processamento, terminar em

um de seus estados aceitos.

Definigao 3.21. Seja M = (Q, X%, d, g, F') um autémato determinis-
tico e w = wiws ... w € X* com w; € ¥ para 1 <4 < k. Chamamos
de computacdo de w em M, ou equivalentemente dizemos que M com-

puta w (ou w € computada por M), ou ainda dizemos que w é uma
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string de entrada de M, se existe uma sequencia de estados rq, 71, 72,

.o, TR, com 1Ty € @ para 0 < ¢ < k tal que:
(i) 70 = qo;
(ii) 0(ri, wiw1) =riy1 para 0 <i <k — 1.
Se, além disso, r € F, entdao dizemos que M reconhece (ou aceita) w.
Exemplo 3.16. Considere o autémato deterministico
My = (Q.%,6,q0, F)

em que Q = {qo,q1}, X =1{0,1}, F = {qo} e 0 é dada por

3(q0,0) = qo
6(q0,1) =
6(q1,0) = q
6(q1,1) = qo-

Note que M; reconhece a string 110000101, mas nao reconhece
a string 100000101. A Figura 9 apresenta o diagrama de estados do

automato M.

Figura 9 — Diagrama de estados do autémato M;

Note que para todo estado e toda entrada o autéomato M; do
Exemplo 3.16, representado na Figura 9, existe um tnico estado al-

canc¢ado. Assim, do mesmo modo que acontece com um semiautdmato
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deterministico, cada simbolo do alfabeto rotula uma tnica seta com
origem em um estado (nd) e destino em outro no seu diagrama de
estados. Além disso, o estado inicial é o né6 marcado com uma seta
sem rétulo e sem n6 de origem apontando para ele; e, o estado aceito

é representado por um circulo duplo.

Definicao 3.22. Seja M = (Q, %, 6, qo, F)) um autémato determinis-
tico e seja A uma linguagem sobre ¥. Se M aceita todas as strings de

A, entao dizemos que M reconhece A.

Exemplo 3.17. O autéomato M; do Exemplo 3.16 reconhece a lin-
guagem A = {11,1111,111111,1100, 1010101}.

Definigao 3.23. Seja M = (Q, X%, d, g, F') um autémato determinis-
tico. Denotamos por L(M) a linguagem sobre ¥ de todas as strings
aceitas por M. Se M néo aceita string alguma, entdo L(M) = §.

Chamamos L(M) de linguagem do autémato deterministico M.

Exemplo 3.18. Considere o autémato M; do Exemplo 3.16, temos
que L(M;) ={w € ¥*;|w|; =0 mod 2} é a linguagem sobre ¥ cujas

strings possuem uma quantidade par de simbolos 1.

Exemplo 3.19. Considere o autémato deterministico My represen-

tado através de seu diagrama de estados na Figura 10

Figura 10 — Diagrama de estados do autémato Mo
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Note que

L(Ms3) ={w € ¥*; 1 é fator de w,
e tem uma quantidade par de simbolos 0

seguindo a tltima ocorréncia do simbolo 1 em w}.

Suponha, por exemplo um autéomato deterministico M3 =
(Q,%,0,q0, F) em que Q = {qo,q1,¢2}, ¥ = {r,0,1,2} e F = {qo}.
Digamos que queremos construir M3 de tal modo que seja capaz de
verificar se a soma dos simbolos de uma string sobre ¥ tenha resto
zero na divisdo por 3. Além do mais, toda vez que M3 ler o simbolo r
deve reiniciar a soma. A primeira vista, temos a impressao que nao é
possivel resolver este problema com um automato deterministico pois
parece que necessitamos de uma quantidade ilimitada de meméria
uma vez que nao restringimos o tamanho da string a ser lida, o que
implica que teriamos infinitas possibilidades. No entanto basta notar-
mos que para qualquer niimero natural, o resto de sua divisao por trés
é sempre 0, 1 ou 2. Com este fato podemos construir o diagrama de

estados para M3 na Figura 11.
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Figura 11 — Diagrama de estados do autémato M3

1,r

Note que cada estado de M3 representa o resto atual da divisao
por 3 e cada simbolo 0, 1 ou 2 representa o valor que é adicionado ao

valor acumulado. Na Tabela 8 temos a tabela de transicdo de Mj.
Tabela 8 — Tabela de transicao do autémato deterministico Mz

M3 | g ¢ g

r 0 q Qo
0 0 @ g2
1 g 92 Qo
2 @2 9 q

Partindo de M3 e usando as ideias para sua construgao, pode-

mos generaliza-lo e criar o autémato deterministico
Mi - (Qla Ev 52', qo, F)

com Y e F' idénticos ao de M3, que verifica se a soma dos simbolos
de uma string de ¥ tem resto zero na divisao por ¢ € N com ¢ > 0.

Sabe-se que a divisdo de um nimero natural qualquer por ¢ terd um
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resto r entre 0 e ¢ — 1 (0 < r < ¢ —1). Assim, como o conjunto de
estados representam os restos possiveis, temos Q; = {qo,q1,---,¢i—1}-

Note que apesar de podermos construir o diagrama de estados
de M; para qualquer ¢ > 0 dado, quando ¢ tem um valor muito grande,
tal tarefa torna-se inviavel, assim como a construcao de uma tabela
para a fungdo J;. Mas podemos manter a generalizacdo se definirmos
a funcdo J; por partes, para todo ¢; € (); e todo a € X, da seguinte

maneira:

Q0 sea=r
q; sea=20
gi+1 sea=lej<i—1
0i(gj,a) = o sea=1lej=1i—1
gjiv+2 sea=2ej<i—2
qo sea=2ej=1—2

Q1 sea=2ej=1—1.
Definicao 3.24. Uma linguagem é chamada de linguagem regular se

existe algum autémato deterministico que a reconhece.

Exemplo 3.20. Consideremos as seguintes linguagens sobre o alfa-
beto ¥ = {0,1}

Ly ={we¥*|w); =1 mod 2}
Ly ={w € ¥*;001 é fator de w}

Lz ={w € ¥*;0 é sufixo de w ou |w|; =0 mod 2}

Conseguimos construir os autématos deterministicos D1, D5 e
D3, dados pelos diagramas de estados das Figuras 12, 13 e 14, que
reconhecem as linguagens Ly, Lo e L3 respectivamente. Logo L1, Lo

e L3 sao linguagens regulares.
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Figura 12 — Diagrama de estados do autémato D;

Figura 13 — Diagrama de estados do autémato Dy

Figura 14 — Diagrama de estados do autémato D3
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3.3.2 Autémato Niao Deterministico

Assim como no caso dos semiautomatos, também para os auto-
matos temos aqueles que sdo denominados como nao deterministicos,
que analogamente aos semiautdmatos ndo deterministicos, sdo capa-
zes de computar uma mesma string de seu alfabeto por mais de um

estado simultaneamente.

Definicao 3.25. Um autémato ndo deterministico é uma quintupla
(Qa Ev 57 q0, F) €m que

(i) @ é um conjunto finito e ndo vazio de elementos chamados de

estados;
(ii) ¥ é um alfabeto de simbolos chamados de entradas;

(iii) 0 : @ x L. — P(Q) é a fungdo transicao que descreve como
acontece a mudanca de estado dependendo da entrada com Y. =
Y U {e} em que ¢ é um simbolo néo pertencente ao alfabeto 2

chamado de simbolo nulo (ou simbolo em branco);
(iv) go € Q é o estado inicial;
(v) F CQ éo conjunto de estados aceitos.

No caso de um autéomato deterministico, dado um simbolo do
alfabeto e um estado do conjunto de estados, a fungao transicdo nos
retorna exatamente um determinado estado. J& o autémato nao deter-
ministico, retorna um subconjunto de estados. Além disso, o dominio
de sua fungao transicdo possui o simbolo nulo unido ao alfabeto X
em @ X X.. Veremos a “utilidade” desse simbolo através de alguns
exemplos e da definicdo de computacao de strings em autdématos nao

deterministicos.
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Exemplo 3.21. Seja N7 = (Q,{0,1},0,q1,{gs}) um autémato nao
deterministico com @ = {q¢1, 42,493,494} € § dada pela Tabela 9, cujo

diagrama de estados é representado na Figura 15.

Tabela 9 — Tabela de transicdo do autéomato Ny

N1 ‘ 0 1 15
o | {a} H{a,q2} 0
a2 | {g3} 0 {3}
a3 0 {qa} 0
qs | {a@a} {qa} 0

Figura 15 — Diagrama de estados do autémato N;

Note que cada estado e cada simbolo do alfabeto de entrada
e o simbolo nulo € do autémato N; do Exemplo 3.21, cujo diagrama
de estados estd representado na Figura 15, podem existir nenhum,
um ou mais estados alcangados por setas, isto é, um subconjunto de
estados. Nesse caso, cada simbolo do alfabeto e o simbolo nulo ¢ rotula
nenhuma, uma ou mais setas com origem em um estado (né) e destino
e outro em seu diagrama de estados. O estado inicial é o n6 marcado
com uma seta sem rétulo sem né de origem apontando para ele; e, o

estado aceito é representado por um circulo duplo.

Definigdo 3.26. Seja N = (Q, X%, 4, qo, F') um autémato nao deter-
ministico e w € ¥*. Chamamos de computagdo de w em N, ou equi-

valentemente dizemos que N computa w (ou w é computada por N),
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ou ainda dizemos que w é uma string de entrada de N, se w pode
ser escrito como w = Y1Y2 ... Ym €m que y; € X para 1l < i < m e
existe uma sequencia de estados rg, 71, T2, ..., 'y, cOm r; € Q) para

0 <17 < m tal que:
(i) 70 = qo;
(ii) 7341 € 8(r4,yi41) para 0 < i <m —1;
Se, além disso, 7, € F, entdo dizemos que N reconhece (ou aceita) w.

Definigao 3.27. Seja N = (Q, 3,4, qo, F') um autémato nido determi-
nistico e seja A uma linguagem sobre 3. Se N aceita todas as strings

de A, entao dizemos que N reconhece A.

Definicdo 3.28. Seja N = (Q,%, 4, qo, F) um autdémato nao deter-
ministico. Denotamos por L(N) a linguagem sobre ¥ de todas as
strings aceitas por N. Se N ndo aceita string alguma, entdo L(N) = ().

Chamamos L(N) de linguagem do autémato nao deterministico N.

Sejam N e w da definigdo 3.26. Ao computar w, o autémato N
pode se dividir em varias cépias dele mesmo seguindo uma execuc¢ao
em paralelo para cada estado retornado pela funcao transicdo J. Se o
simbolo lido ndo tem uma seta que aponte para outro estado entao
a fungdo transicdo J tém como resultado ) C P(Q) e neste caso
o processo paralelo termina a execucdo. Caso a funcio transicdo ¢
retorne um valor diferente de ) C P(Q) para o estado atual e o
simbolo nulo € entdo N se dividi em varias cépias dele mesmo seguindo
uma execucdo em paralelo para cada estado retornado pela funcdo
transicdo 0 e mantém uma cépia no estado atual. Ao fim da leitura de
w, se pelo menos uma das cdpias de N terminar em um estado aceito
entao N aceita w.

A computagdo de um autémato ndo deterministico pode ser

pensado por meio de uma arvore de decisao.
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Exemplo 3.22. Tome a string 010110 para ser computada pelo auto-
mato N; do Exemplo 3.21. Esta computacao é representada na arvore

de decisao da Figura 16.

Figura 16 — Computacdo da string 010110 em Ny

Como duas cépias de Ny terminam no estado aceito g4 entao a
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string 010110 é aceita. Note que
L(Ny) = {a €{0,1}";101 ou 11 sdo fatores de a}.

Definicao 3.29. Seja N = (Q, %, 9, qo, F') um autdémato nao determi-
nistico e R C Q. Denotamos por E(R) o conjunto de estados de modo

que,

E(R) = R seVr e R,d(r,e) =0

RUE(U,cpd(re)) sedreR;d(re)#0
Graficamente, E(R) é o conjunto de estados que podem ser
alcangados a partir dos elementos de R ao longo das setas rotuladas

com € unido com conjunto R.

Exemplo 3.23. Considere o autémato nao deterministico N; do

Exemplo 3.21. Entdao E({q1 }) = {a1 }, E({g2}) = {g2, 93}, E({q1,¢2}) =
{a1,a2, a3} e E({a1, a2, 43}) = {q1, 42, 43}

Caso o automato ndo deterministico tenha, em seu diagrama
de estados, consecutivos estados ligados por setas rotuladas com ¢
partindo de um estado ¢ qualquer, entdo E({q}) retornara o conjunto
de todos os estados consecutivos ligados por ¢ partindo de g, inclusive
o proéprio q. Este fato é previsto pela recursividade de E(R) dado na
Definigao 3.29.

Exemplo 3.24. Seja Np um autdémato ndo deterministico com o

conjunto de estados Qg = {q1, g2, g3, ¢4 } representado na Figura 17.
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Figura 17 — Diagrama de estados do autémato Ng

Note que E({q1}) = {q1} e E({q2}) = {q2, 43, qa }-

3.3.3 Automatos Equivalentes

Definicao 3.30. Sejam M e N dois autématos (deterministicos ou
nao deterministicos) quaisquer. Dizemos que M e N sdo equivalentes

se L(M) = L(N), ou seja, se reconhecem as mesmas linguagens.

Teorema 3.1. Para todo automato ndo deterministico existe um auto-

mato deterministico equivalente.

Demonstragao. Seja N = (@, %, 0, qo, F') um autdémato ndo determi-
nistico, entdo devemos encontrar um autémato deterministico D =
(@p,%,0p,qpo, Fp) tal que L(D) = L(N). Para tanto, podemos cons-

truir D da seguinte maneira:

(i) @p = P(Q): cada estado de D corresponde a um elemento de
P(Q), isto é, cada estado de D é um subconjunto de Q). Assim,

se @ tem k estados entdo Qp terd 2 estados.

(ii) Para todo R € @Qp e todo a € ¥, dp(R,a) = {q € Q;q €
E(4(r,a)),¥r € R} = ,cr E(d(r,a)): note que como R é um

estado de D, é também um subconjunto de estados de N.

(iii) gpo = E({q0})
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(iv) Fp={R € Qp;3f € F;f € R}: assim Fp C Qp tal que para
todo R € Fp, R contém pelo menos um estado aceito de V.

Construido desta maneira, a cada passo de sua computagdo
sobre uma string de entrada qualquer, D alcanca um tnico estado
determinado que corresponde a um subconjunto de estados de N.
Logo D, de fato, é um autémato deterministico.

Como toda string w € L(N) é aceita por N, ela pode ser escrita

COMO W = Y1Y2 - . - Ym €M que y; € L. para 1 <4 < m, existindo uma

sequencia de estados rq, 1, T2, ..., ' com 7; € Q para 0 <7 < m
tal que
(i) 70 = qo

(ii) ri41 € (73, ¥it1) para 0 < i <m —1
(ifi) rm € F.

Seja k a quantidade de ocorréncias do simbolo e em y1ys . . . Yy, =
w. Assim, podemos escrever w = wWiwWs . .. Wy—k €M que w; € ¥ para
1 < i < m — k. Facamos corresponder a cada w; a i-ésima ocorrén-
cia de y; # € com 1 < j < m e denotamos y; = w; = Yu,. Logo
W = Y, Yws - - - Yaw,,_j, - DeNotamos também r; = ry,, para todo indice
Jj tal que w; corresponde a i-ésima ocorréncia de y; # €. Logo existe a
sequencia de estados Ry = E({ro}), R1 = E({rw,}), Re = E({rw,}),

oy Ry = E({rw,,_,}) com R; € Qp para 0 <i < m — k tal que

(i) Ro = E({q} = apo
(11) 5(Ri,wi+1) = Ri+1 para 0 S ) S m—k—1
(iii) Rp_k € Fp

Logo D reconhece w.
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Caso w ¢ L(N), isto é, N ndo reconhega w, ndo conseguimos
encontrar uma sequencia de estados que atenda os critérios para aceita-
¢ao de w por N. Logo também nao é possivel encontrar uma sequencia
que satisfaca os critérios de aceitacdo de w por D. O que implica que,
neste caso, D nao reconhece w.

Portanto todo w € L(N) é aceita por D e toda w ¢ L(N) nao
é aceita por D logo L(N) = L(D), isto é, D é equivalente a N. W

Exemplo 3.25. Seja Ny = ({1,2,3},{a,b},d,1,{1}) um autémato
nao deterministico com § dada pela Tabela 10, cujo diagrama de

estados é representado na Figura 18.

Tabela 10 — Tabela de transicdo do autdomato nao deterministico Ny

N2 ‘ a b €
i [ 2y {13}
2 {2,3} {3} 0
3 {1} 0 0

Figura 18 — Diagrama de estados do automato Ny

Note que N, reconhece as strings €, a, baba, baa mas nao re-

conhece b, bb, babba. Usaremos este autémato nao deterministico
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para ilustrar o processo de construgao de um autémato determinis-
tico equivalente, conforme realizado na demonstragao do Teorema 3.1.

Construiremos Dy = (Qp,,{a,b},dp,, 90,0, Fp,) em que

(i) QD4 = P({lv 2, 3})

(ii) dp, dada pela Tabela 11.

Tabela 11 — Tabela de transicdo do autémato Dy

Dy a b
0 0 0
{1} 0 {2}
{2} {2,3} {3}
{3} {1,3} 1]

{1,2} 2,3} {2,3}
{1,3} {1,3} {2}
{2,3} | {1,2,3} {3}
{1,2,3} | {1,2,3} {2,3}

(iil) gp,0 = E({1}) = {1,3}

(iV) Fp, = {{1}7 {172}7 {173}7 {17273}}'

Obtendo o diagrama de estados para D4 conforme a Figura 19.



136 Capitulo 3. Teoria da Computagdo: Linguagens e Autématos

Figura 19 — Diagrama de estados do autémato Dy

Ainda, observando o diagrama de estados do autéomato Dy, na
Figura 19, vemos que nenhum dos estados tem seta apontando para os
estados {1} e {1,2}, ou seja, estes estados ndo pertencem a imagem
da fungdo dp,. Assim o autémato D4 (equivalente a Na) pode ser

adaptado conforme o diagrama de estados na Figura 20.



3.8. Autéomato 137

Figura 20 — Diagrama de estados do autémato D4 adaptado

Do mesmo modo que, de acordo com o Teorema 3.1, para todo
automato nao deterministico existe um autémato deterministico equi-
valente, também ¢é valido afirmar que para todo autémato determinis-
tico existe um autémato nao deterministico equivalente. Nesse caso,
a prova é trivial, uma vez que todo autémato deterministico pode
ser visto como um tipo particular de autémato nao deterministico.
Basta, para tanto, uma modificagdo na imagem da funcao transicao
em que cada elemento do contradominio (conjunto de estados) é re-
lacionado com o subconjunto do conjunto de estados que contém um

Unico elemento.

Corolario 3.1. Uma linguagem € regular se, e somente se, existe

algum automato ndo deterministico que a reconhece.

Demonstracao. Pela Definicado 3.24, uma linguagem é regular se, e
somente se, existe algum autémato deterministico que a reconhece,

mas o autdomato deterministico é um tipo particular de autémato nao
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deterministico. Logo exite uma autémato nao deterministico que a
reconhece.

Reciprocamente, seja N um autoémato nao deterministico que
reconhece a linguagem A C L(N). Pelo Teorema 3.1, existe um auto-
mato deterministico D equivalente a N. Portanto A C L(N) = L(D).
Consequentemente D reconhece A. Logo A é uma linguagem regu-
lar. |

Notagao 3.1. Sejam A e B linguagens. Denotamos
(i) a unido de A com B pelo conjunto AUB = {z;2 € A ou z € B},

(ii) a concatenagio de A com B pelo conjunto AB = {zy;x €
Aeye B}

(iii) A estrela pelo conjunto A* = {e} U{x12o... 243k € N,y € A}

Exemplo 3.26. Seja ¥ = {a,b,...,z} o alfabeto portugués com
26 letras mintsculas. E sejam A = {flor,casa} e B = {azul, bonita}

linguagens sobre Y, entao
(i) AU B = {flor, casa, azul, bonita}
(ii) AB = {florazul, florbonita, casaazul, casabonita}
(i) A* = {e, flor, casa, florcasa, florflor, casaflor, casacasa, . ..}

Note que se L e () sdo linguagens (0 é a linguagem vazia), entao
Ll =0=0L e que 0* = {e}.

Teorema 3.2. Se A e B sdo linguagens requlares entdo AU B €

linguagem regular.

Demonstra¢ao. Tome os autdomatos ndo deterministicos

N1 = (Q1,%1,01,q1, F1)
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Ny = (Q2, 22,02, q2, F>)

que reconhecem as linguagens A e B respectivamente. Do Corolario
3.1 se existir um automato nao deterministico que reconheca a uniao
de A com B, entdo AU B é uma linguagem regular.

Construimos o autémato nao deterministico
Ny =(Q,%,0,q, F)
que reconhece A U B da seguinte maneira
(i) @ ={a}UQ1UQ2
(ii) ¥ =%, U3,
(iii) go é o estado inicial de Ny
(iv) VgeQeVae X,

01(q,a) se q € @
d2(g,a)  se q € Q2
{a1.¢2} seq=qoea=¢
) seq=qoea##e

3(q,a) =

(V) F=F1UF2

Afim de elucidar a ideia da demonstracao do Teorema 3.2, fa-
remos os esquemas dos diagramas de estados dos automatos Nj e Ny
e partindo deles montaremos o esquema do diagrama de estados do

automato Ny conforme a demonstragao.
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Figura 21 — Esquema do diagrama de estados do autéomato Ny

O
QO

Figura 22 — Esquema do diagrama de estados do automato Ny

\
000

O

O O
®
-

O automato nao deterministico Ny que reconhece a linguagem
AU B do Teorema 3.2 é construido de acordo com a demonstracao

conforme a Figura 23.
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Figura 23 — Esquema do diagrama de estados do automato Ny

Assim toda string computada por Ny executa simultaneamente
a computacdo da mesma string em Nj e Ny. Note que toda s € AUB é
aceita por IN; ou por Ns, portanto é aceita por Ny. Logo N reconhece

AU B, o que implica que AU B é uma linguagem regular.

Teorema 3.3. Se A e B sdo linguagens requlares entdo AB € lingua-

gem regular.
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Demonstracdo. Tome os autéomatos ndo deterministicos

Nl = (Ql?zhéhthl)

N2 = (Q2,E2>527Q27F2)

que reconhecem as linguagens A e B respectivamente. Do Coroléa-
rio 3.1 se existir um automato nido deterministico que reconheca a
concatenagdo de A com B, entdo AB é uma linguagem regular.

Construimos o autémato nao deterministico
Ne = (Q,%,0,q1, F»)
que reconhece AB da seguinte maneira
(1) @=Q1UQ
(i) X =37 UXs
(iii) ¢1 é o estado inicial de N¢

(iv) VgeQeVae X,

d1(q,a) se q € Q1 — P

5(qa) = 91(g,a) secqeFiea#c¢
01(g,a) U{qe} seqeFrea=c¢
d2(q, a) se ¢ € Q2

(v) Fy é o conjunto de estados aceitos de N

Sejam A e B as linguagens regulares reconhecidas pelos auto-
matos nao deterministicos N1 e Ny da demonstracdo do Teorema 3.3

respectivamente, entdo a string s € AB pode ser escrita como s = $189
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em que s1 € A e sy € B, isto é, Ny aceita s; e Ny aceita so. Portanto,
pode-se concluir que a “quebra” de s ocorre em algum estado aceito
de N7 na computagao de s. Usando os esquemas dos diagramas de
estados dos automatos Ny e Ny apresentados nas Figuras 21 e 22
respectivamente, pode-se construir o autémato nao deterministico N¢o

do Teorema 3.3 conforme o esquema da Figura 24.

Figura 24 — Esquema do diagrama de estados do automato N¢

Teorema 3.4. Se A ¢ linguagem regular entdo A* é linguagem regu-

lar.
Demonstracio. Tome o autémato nao deterministico
Ny = (Q1,%1,61,q1, F1)

que reconhece a linguagem A. Do Corolario 3.1 se existir um autémato
nao deterministico que reconheca A*, entdo A* é uma linguagem
regular.

Construimos o autémato nao deterministico
NE = (Q,Z,(S,Q(),F)

que reconhece A* da seguinte maneira
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(i) Q@ =@Q1U{q}

(ii) X é o alfabeto de Ng

(iii) go € o estado inicial de Ng

(iv) VgeQeVae X,

91(q,a) seqe @, —
91(q, a) seqeFiea#e
d(q,a) =13 d(q,a)U{q} seqeFiea=c¢
{ar} seq=qoea=¢
0 seq=qoea##e

(v) F'=FiU{q}

Seja A a linguagem regular reconhecida pelo automato nao
deterministico N; da demonstracdo do Teorema 3.4, entdo a string
s € A* pode ser escrita como s = 2™ em que £ € A en € N°, ou
seja, N7 aceita x. Assim, analogamente ao caso da concatenacao, a
“quebra” de s ocorre em algum estado aceito de N1 na computacao de
s. Além disso, para algum autdémato ndo deterministico aceitar s, deve
aceitar também a string vazia €, uma vez que € € A*. Por fim, usando
o esquema do diagrama de estados do autémato N; apresentados na
Figura 21, pode-se construir o autémato nao deterministico Ng do

Teorema 3.4 conforme o esquema da Figura 25.
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Figura 25 — Esquema do diagrama de estados do automato Ng

3.4 EXPRESSOES REGULARES

Definigao 3.31. Seja X um alfabeto. Dizemos que R é uma expressdo

reqular sobre X2 se R é
(i) a € 3
(i) € € X%
(iii) 0 c &%
(iv) Ry U R com Ry e Ry expressoes regulares;
(v) Ri1Rs com Ry e Rs expressoes regulares;

(vi) R} com R; expressdo regular.
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Denotamos por L(R) a linguagem descrita por R. Nos itens (i) e (ii), as
expressoes regulares a e € descrevem as linguagens {a} e {¢} (conjunto
unitdrio da string vazia), respectivamente, ou seja, L(a) = {a} e
L(e) = {e}. No item (iii), a expressdo regular () descreve a linguagem
vazia, ou seja, L(f) = (). Nos itens (iv) e (v), as expressdes regulares
descrevem as linguagens obtidas tomando a unido e a concatenagao
das linguagens descritas por R; e Rs, respectivamente, ou seja, L(R1U
Ry) = L(R1)UL(R2) e L(R1R2) = L(R1)L(R2). Finalmente, no item
(vi) a expressdo regular R; descreve a linguagem obtida da operagio
estrela, isto é, L(R}) = L(Ry)*.

Grosso modo, uma expressao regular nada mais é que uma
maneira sucinta para descrever linguagens. Um exemplo de expressao
regular é (0U 1)0*. Esta expressao regular representa todas as strings
que iniciam com 0 ou 1 seguido por uma sequéncia de zero ou mais
0. Ou seja, (0U1)0* = ({0} U {1}){0}*. E convencionada a ordem
da aplicacdo das operacoes regulares: primeiro aplica-se a operacao
estrela, depois a concatenacao e por fim a unido, salvo quando hé

parenteses alterando esta ordem.

Exemplo 3.27. Seja X = {0,1} um alfabeto. Abaixo temos alguns
exemplos de expressoes regulares sobre Y e as linguagens descritas

pelas mesmas.
(i) L(0*10*) = {w € T*; w contém um tnico simbolo 1}
(if) L(Z*1¥*) = {w € ¥*;1 é fator de w}
(i) L(X*001%Z*) = {w € £*;001 é fator de w}

(iv) L(1(017)) =

{w € ¥*; todo 0 em w é seguido por ao menos um 1}

(v) L((ZX)*) = {w € ¥*;|w| =0 mod 2}
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(i) L(ZE5)) =
{w € X*;|w| =0 mod 3}

(vii) L(01U10) = {01,10}

(viii) L(0X*0U1X*1U0U1) =
{w € ¥*;w comega e termina com o mesmo simbolo}

(ix) LI(OU&)1*) = L(01* U 1*)
(x) L(0Ue)(1Ue)) = {e,0,1,01}
(xi) L(1*0) =0
(xii) L(0*) = {e}

3.4.1 Autémato nao deterministico generalizado

Notacgao 3.2. Denotamos por R(X) o conjunto de todas as expressoes

regulares sobre o alfabeto X.

Definigao 3.32. Um autémato ndo deterministico generalizado é uma

quintupla (@, %, 6, ¢s, ¢.) em que

(i) @ é um conjunto finito e ndo vazio de elementos chamados de

estados;
(ii) ¥ é um alfabeto de simbolos chamados de entradas;
(iii) 0: (Q — {qa}) X (Q — {gs}) — R(X) é a fungdo transicio;
(iv) gs € Q é o estado inicial;
(V) qu € Q é o estado aceito.

Exemplo 3.28. Seja G; = (Q,{a,b},d,¢s,q,) um autémato nao
deterministico generalizado com @ = {q¢s,q1,92,¢.} ¢ § dada pela
Tabela 12, cujo diagrama de estados esta representado na Figura 26.
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Tabela 12 — Tabela de transicdo do autémato Gy

Gi| @ g2 da
qs ab* 1] b
q1 aa a* ab U ba
q2 (aa)* ab b*

Figura 26 — Diagrama de estados do autémato G

Note que para todo r € @, 6(r, gs) € 0(qq,7) nao estao definidos.
Graficamente, o diagrama de estados do autémato ndo deterministico

generalizado apresenta as seguintes caracteristicas:
(i) cada né representa um estado;
(ii) as setas do grafo sdo rotuladas com expressoes regulares sobre

o alfabeto do automato nao deterministico generalizado e repre-

sentam a imagem da fungao transicao;
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(iii) o né que representa o estado inicial (¢s) tem setas apontando
para todos os outros estados, mas nenhum estado tem seta apon-

tando para o né do estado inicial;

(iv) o ndé que representa o estado aceito (g,) recebe setas de todos
os outros estados apontado para ele, mas ele ndo tem seta apon-

tando para outros estados;

(v) os nds que representam os demais estados tém uma seta para

cada par, inclusive para si mesmo;

(vi) o estado inicial é o né marcado com uma seta sem rétulo sem

no6 de origem apontando para ele;
(vii) o estado aceito é marcado por um circulo duplo.

Definigao 3.33. Seja G = (Q, %, 4, ¢s, ¢,) um autémato ndo determi-
nistico generalizado e w € ¥*. Chamamos de computa¢io de w em G,
ou equivalentemente dizemos que G computa w (ou w é computada por
@), ou ainda dizemos que w é uma string de entrada de G, se w pode
ser escrito como w = wyws ... w,, em que w; € X paral <i<me
existe uma sequencia de estados qo, g1, G2, - - -, ¢m, cOM ¢; € Q) para

0 <i<m tal que
(1) qo = gs;
(ii) w; € L(R;) em que R; = 6(qi—1,q;) para 1 < i < m;

Se, adicionalmente, ¢, = ¢., entdo dizemos que G reconhece (ou

aceita) w.

Definigdo 3.34. Seja G = (Q,, 9, ¢s,q,) um autémato nao deter-
ministico generalizado e seja A uma linguagem sobre X. Se G aceita

todas as strings de A, entdo dizemos que G reconhece A.
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Definicao 3.35. Seja G = (Q, %, 0, gs,q,) um autdmato nao deter-
minfstico generalizado. Denotamos por L(G) a linguagem sobre X
de todas as strings aceitas por G. Se G nao aceita string alguma,
entdo L(G) = 0. Chamamos L(G) de linguagem do autémato ngo

deterministico generalizado G.

A Definigdo 3.30 também ¢é valida para autématos ndo deter-
ministicos generalizados, isto é, Se M e N dois automatos (deter-
ministicos, ndo deterministicos ou nio deterministicos generalizados)
quaisquer, entdo dizemos que M e N sdo equivalentes se L(M) = L(N).
Além disso, também podemos ter expressoes regulares equivalentes a

automatos.

Definigao 3.36. Sejam M um autémato (deterministico, ndo determi-
nistico ou ndo deterministico generalizado) e R uma expressao regular

quaisquer. Dizemos que M e R sdo equivalentes se L(M) = L(R).

Teorema 3.5. Para todo automato deterministico existe um autémato

nao deterministico generalizado equivalente.

Demonstragao. Seja D = (Q, %, 0, qo, F') um autdmato deterministico,
entdo devemos encontrar um autéomato nao deterministico generali-
zado G = (Q¢, X, 0¢,9s, 4a) tal que L(D) = L(G). Para tanto, pode-

mos construir G da seguinte maneira

(i) Qe =QU{gs qa};
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(i)

6G( sy qa :(Z)
0c(gs:q0) =€
e qs,q; = VQJ €Q— {QO})

Vg eQ—F)
VQHQJ € Q ﬂa € Z 5(%7 )_Qj)
=Ua (Vai,q; € Q; Ja € 35 8(gi,a) = g;)

(
=¢ (Vg € F)
=0
=0

Como toda string w € L(D) é aceita por D, ela pode ser escrita

cOmo W = wyWs ... W, em que w; € X para 1 <1 < k, existindo uma

sequencia de estados rqg, 11, T2, ..., Tp com 7; € Q para 0 <7 < k tal
que:
(i) 70 =qo

(ii) 0(ri, wiy1) =7iy1 para 0 <i <k —1
(iii) r, € F

Assim, podemos escrever w = cwiws . . . WiE, € entao existe a sequencia
de estados gs, rg, T1, T2, -+, Tk, §o cOm 1; € @ para 0 < ¢ < k tal
que w; € L(0g(ri—1,7;)) para 1l <i<kee=0dc(gs,m0) = 0¢(Tk,qa)-
Logo G aceita w.

Caso w ¢ L(D), isto é, D néo aceite w, ndo conseguimos encon-
trar uma sequencia de estados que atenda os critérios para aceitacao
de w por D. Logo também nédo ¢é possivel encontrar uma sequencia
que satisfaca os critérios de aceitagdo de w por G. O que implica que,
neste caso, G nao aceita w.

Portanto toda w € L(D) é aceita por G e toda w ¢ L(D) nao
é aceita por G logo L(D) = L(G), ou seja, G é equivalente a D. W
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Exemplo 3.29. A fim de elucidar as ideias apresentadas na de-
monstragdo do Teorema 3.5, tomaremos o autémato deterministico
Ds = ({1,2},{a,b},6,1,{2}) com § dada pela Tabela 13, cujo dia-

grama de estados é representado na Figura 27.

Tabela 13 — Tabela de transicdo do autémato deterministico Ds

Ds a b
1 2 2
2 1 2

Figura 27 — Diagrama de estados do autémato deterministico Ds

a,b

RO

a

E construimos um autémato ndo deterministico generalizado
equivalente ao autéomato deterministico D5, conforme feito na demons-
tracao do Teorema 3.5. Tal autémato nao deterministico generalizado
é G2 = ({4s,1,2,q4},{a,b}, 96, ¢s, ga) com de dada pela Tabela 14,
cujo diagrama de estados é representado na Figura 28.

Tabela 14 — Tabela de transicdo do autémato nao deterministico ge-
neralizado Gs

[
ISERSEON RS
IS
C
S3
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Figura 28 — Diagrama de estados do autémato nido deterministico
generalizado Gy equivalente & Ds

3.4.2 Relacdo entre expressao regular e linguagem regular

A partir de agora, construiremos as ferramentas necessarias
para demonstrar que uma linguagem é regular se, e somente se, existe

alguma expressao regular que a descreve.

Lema 3.1. Toda linguagem descrita por alguma expresséo regular é

uma linguagem regular.

Demonstracdo. Seja R uma expressao regular sobre um alfabeto .
Sabemos que R descreve a linguagem L(R). Entdo devemos provar
que L(R) é uma linguagem regular. Para tanto, basta encontrar um

autémato ndo deterministico que reconhega L(R).
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Da Defini¢do 3.31, temos seis diferentes casos para analisarmos

R e construirmos um autémato nao deterministico que reconhega
L(R).
(i) Se R =a € %, entdo L(R) = {a}. Logo existe o autémato néo
deterministico N3 = ({¢1,92}, %, 9, ¢1, {q2}) com
ser=q eb=a
5(r,b) = {a2} a1
) ser#q eb#a
que reconhece L(R), cujo diagrama de estados é representado

na Figura 29.

Figura 29 — Diagrama de estados do autémato nao deterministico N3

.

(ii) Se R = ¢ € ¥*, entdao L(R) = {e}. Logo existe o autémato
nao deterministico Ny = ({q}, 3,4, q,{q}) com &(q,b) = () para
todo b € . que reconhece L(R), cujo diagrama de estados é

representado na Figura 30.

Figura 30 — Diagrama de estados do autéomato nao deterministico Ny

)

(iii) Se R = 0 C ¥*, entao L(R) = (). Logo existe o autémato nao
deterministico N5 = ({¢},%,4,q,0) com §(g,b) = 0 para todo
b € ¥ que reconhece L(R).
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Figura 31 — Diagrama de estados do autémato nio deterministico Nj

Os 1ltimos trés casos podem ser demonstrados indutivamente
partindo dos casos anteriores. Suponha R; e Ry sdo expressoes re-
gulares dadas conforme os casos acima. J& demonstramos dai que
L(Ry) e L(R2) sdo linguagens regulares. Dai, como R; U Ry descreve
L(Ry URs) = L(R;) U L(R2), temos pelo Teorema 3.2 que Ry U Ry
descreve uma linguagem regular. Analogamente, R; Ry e R}, pelos Te-

oremas 3.3 e 3.4, respectivamente, descrevem linguagens regulares. W

Exemplo 3.30. Usando diagramas de estados, o Lema 3.1 e os Teore-
mas 3.2, 3.3 e 3.4, construiremos um autémato nao deterministico que
reconhece a linguagem descrita pela expressao regular R = (aUb)*aba

(todas as strings formadas pelos simbolos a e b com sufixo aba).

Figura 32 — Diagrama de estados do autdmato nao deterministico que
reconhece a linguagem descrita pela expressao regular a
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Figura 33 — Diagrama de estados do autdémato nio deterministico que
reconhece a linguagem descrita pela expressao regular b

Figura 34 — Diagrama de estados do autdémato nio deterministico que
reconhece a linguagem descrita pela expressao regular aUb
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Figura 35 — Diagrama de estados do autéomato nido deterministico
que reconhece a linguagem descrita pela expressao regular
(aUb)*

Figura 36 — Diagrama de estados do autdmato nao deterministico que
reconhece a linguagem descrita pela expressao regular ab
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Figura 37 — Diagrama de estados do autdémato nio deterministico que
reconhece a linguagem descrita pela expressao regular aba
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Figura 38 — Diagrama de estados do autéomato nido deterministico
que reconhece a linguagem descrita pela expressao regular
(aUb)*aba

O Lema 3.1 nos mostra que se uma linguagem é descrita por
uma expressao regular entdo é uma linguagem regular. Agora, cons-
truiremos algumas ferramentas para demonstrar que toda linguagem

regular pode ser descrita por uma expressao regular.

Definigao 3.37. Seja G = (Q, %, 4, ¢s, ¢,) um autémato ndo determi-
nistico generalizado com k > 2 estados. A redu¢do de G é a fungédo

denotada por red(G), que recebe como pardmetro o autémato nao de-
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terministico generalizado G e retorna o autémato ndo deterministico
generalizado Gr com k — 1 estados.

A fungdo red(G) funciona da seguinte maneira. Toma ¢, € Q —
{¢s,qa} € retorna o autéomato ndo deterministico generalizado Gg =
(QRrs%,0R,qs,qa) em que Qr = Q — {q,}, e para todo ¢; € Qr — {¢a}
e todo q; € Qr — {¢s} tem-se dr(qi,q;) = (R1)(R2)*(R3) U (R4) em
que Ry = 6(¢i,qr), Ro = 6(¢r,qr), Rs = 6(¢r,q5), € Ra = 0(qi, q5)-

Exemplo 3.31. Suponha que tomamos ¢;,q;,q; € @ estados par-

ticulares de um autdémato nao deterministico generalizado em que

ar € Q—{¢s,90}, ¢ € Q—{ar.da} € ¢ € @ —{gr, g5}, entdo obtemos
o diagrama de estados parcial de G conforme a Figura 39.

Figura 39 — Diagrama de estados parcial de G contendo apenas os
estados g, ¢; e q; com Ry = 6(qi,qr), B2 = (g, r),
R3 = 6(QTaqj), € R4 = 6(Q7,7QJ>

Ry

. G :
Ry

Considerando o diagrama de estados parciais da Figura 39,
red(G) retorna o diagrama de estados parcial de G conforme a Figura
40.
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Figura 40 — Diagrama de estados parcial de red(G)

" (R1)(Re)*(R3) U (Ra) 0

Note que G e red(G) sdo equivalentes. Afinal, a expressio defi-
nida para 0r(¢;, ;) descreve todas as strings que levaria G de ¢; para

g; diretamente ou via g;..

Definicdo 3.38. Seja G = (Q, %, 0, ¢s,¢,) um autdmato nao deter-
ministico generalizado. A conversiao de G na expressio reqular R é a
fungdo denotada por convert(G), que recebe como parametro o autd-
mato ndo deterministico generalizado G e retorna a expressao regular

R. A funcdo convert(G) é dada por

5(QsaQa) se |Q| =2

convert(G) = { convert(red(G))  se [Q| > 2

Note que convert(G) é uma fungdo recursiva. A cada passo,
através da fungdo red(G), ela reduz em um o nimero de estados de

G até que |Q| = 2 retornando entdo a expressao regular 6(qgs, gq)

Proposigao 3.1. Todo autémato nao deterministico generalizado G

é equivalente a convert(G).

Demonstracdo. Provaremos esta proposicao por indugao sobre o nu-
mero de estados do autémato ndo deterministico generalizado G =
(Q,%,0,4s,9a)-

Passo base: Note que a proposicdo vale para |Q] = 2. Se G
tem apenas dois estados, entao estes sdo o estado inicial e o final. Dai
0(gs, qa) descreve todas as strings aceitas por G. Logo a expressao

0(gs, ga) é equivalente a G.



162 Capitulo 3. Teoria da Computagdo: Linguagens e Autématos

Passo de inducao: Assuma que a proposicao é valida para k —
1 estados de red(G) e usaremos esta suposigdo para provar que a
proposicao é valida para k estados de G. Primeiro mostraremos que
G e red(G) reconhecem a mesma linguagem.

Suponha que G aceita uma string w € %*. Entdo, quando G

computa w, existe a sequéncia de estados

qs;41,92,43; - - -, 4a

Se nenhum destes estados é o estado ¢, removido por red(G),
claramente red(G) também aceita w. A razdo é que cada uma das
novas expressoes regulares retornadas pela fungdo transigao de red(G)
contém a antiga expressdo regular como parte de uma unido.

Se o estado ¢, removido por red(G) aparece na sequéncia de
estados de quando G computa w acima, removemos cada estado ¢,
da sequéncia formando uma nova sequencia que faz com que w seja
aceita por red(G). Os estados ¢; € Q@ —{¢r, ¢} € ¢; € Q —{¢r,q;}
tem uma nova expressao regular dada pela fungdo transi¢ao de red(G)
que descreve todas as strings que levaria G de g; para g; diretamente
ou via ¢,. Entdo, red(G) aceita w.

Por outro lado, Suponha que red(G) aceita w. Como cada par
de estados ¢; e ¢; em red(G) descreve todas as strings que levam G
de g; para g; diretamente ou via g,, G também aceita w. Assim, G e
red(G) sdo equivalentes.

A hipétese de indugdo afirma que quando a fungio convert(G)
é executada recursivamente na entrada red(G), o resultado é uma ex-
pressdo regular que é equivalente a red(G) porque red(G) tem estados
k — 1. Portanto, essa expressdo regular também é equivalente a G, o

que completa o passo de indugao. |

Lema 3.2. Toda linguagem reqular pode ser descrita por alguma

expressao regqular.
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Demonstrag¢do. Seja A uma linguagem regular, entdo existe o auto-
mato deterministico D que reconhece A. Pelo Teorema 3.5, sabemos
que existe algum autémato nao deterministico generalizado G equi-
valente a D, o que implica que G reconhece A. Consequentemente A

pode ser descrita pela expressdo regular convert(Q). |

Exemplo 3.32. Tome o autémato deterministico D5 representado na
Figura 27 e seu autémato nao deterministico generalizado equivalente
G5 representado na Figura 28, ilustraremos o funcionamento da fun-
¢ao convert(Gs) obtendo a expressio regular que descreve L(Ds). Ao
aplicar red em G5 eliminando o estado 1 obtemos a fun¢do transicao

conforme a Tabela 15 para os estados restantes.

Tabela 15 — Funcao transigdo de red(Gs) com ¢, =1

2 da
qs el*(aUb)UD=aUb e0*ouUD =0
2 aP*(aUb)Ub=alaUb)Ub al*PUec=¢

Como resultado obtemos o autémato ndo deterministico gene-

ralizado conforme o diagrama de estados da Figura 41.
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Figura 41 — Diagrama de estados do automato G3 = red(Gs)

ds

alUb

alaUb)Ub

E

Aplicando novamente red em G3, removendo agora o estado 2,

restam apenas os estados ¢s e g, cuja fungdo transicao é dada por
8(qs, ga) = (aUb)(a(aUb)Ub)*cUD = (aUb)(alaUb)Ub)*;

Consequentemente obtemos o automato nao deterministico ge-

neralizado conforme o diagrama de estados da Figura 42.

Figura 42 — Diagrama de estados do autémato red(Gs)

0 (aUb)(a(aUb)Ub)*

Portanto convert(Gz) = (a Ub)(a(a Ub) Ub)* = L(Ds).

Usando os Lemas 3.1 e 3.2, demonstra-se o seguinte Teorema.
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Teorema 3.6. Uma linguagem é reqular se, e somente se, existe

alguma alguma expressao reqular que a descreve.

Demonstracao. Consequéncia direta dos Lemas 3.1 e 3.2. |






167

4 SEMIGRUPOS E MONOIDES APLICADOS A LINGUAGENS
E AUTOMATOS

Neste tltimo capitulo sao relacionados os contetidos dos dois
capitulos anteriores. Assim atingimos o objetivo final do trabalho que
é justamente relacionar a teoria de semigrupos e monoides algébrico
do Capitulo 2 com os conceitos de linguagens e autématos da teoria
da computagdo do Capitulo 3.

Na Secgdo 4.1 apresentamos as linguagens ¥ e ¥* sobre um
alfabeto X, respectivamente, como o semigrupo e o monoide livre
gerado por X. Entdo, munidos de ferramentas desenvolvidas no Ca-
pitulo 2, obtemos alguns resultados para caracterizar estes tipos de
semigrupos. Nas Secoes 4.2 e 4.3 obtemos os semigrupos relaciona-
dos com os semiautématos e os automatos da teoria da computagao,
respectivamente. Nessas Sec¢oes desenvolvemos métodos para obter o
semigrupo ou monoide de um semiautémato ou autémato, bem como,
a partir de um dado semigrupo ou monoide finito podemos construir
um semiautémato ou autémato. Por fim, na Secdo 4.4 apresentamos
uma caracterizagao algébrica para as linguagens regulares que, como
visto no Capitulo 3, sdo linguagens que podem ser reconhecidas por

algum automato deterministico.

4.1 SEMIGRUPOS E MONOIDES LIVRES

Seja ¥ um alfabeto. Note que as linguagens ¥ e ¥*, munidas
da operacdo binaria de concatenacéo, formam, respectivamente, um
semigrupo e um monoide. De fato, a concatenacao de strings de X é
uma operacao fechada e associativa, cuja string vazia € se comporta
como uma identidade para o monoide ¥*. O alfabeto ¥ é o conjunto
gerador de L7, isto ¢, () = ¥T. Caso X seja um alfabeto unério,

entdo X* é um semigrupo monogénico. Se |X| > 1 entdo LT ndo é
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comutativo.
Definig¢ao 4.1. Seja ¥ um alfabeto, denominamos

(i) a linguagem Y%, munida da operagao bindria de concatenagao

de semigrupo livre gerado por X;

(ii) a linguagem >*, munida da operagao bindria de concatenagao

de monoide livre gerado por X.

Definig¢ao 4.2. Seja ¥ um alfabeto, chamamos de inclusdo padrdo
de ¥ em ¥, a funcio a : ¥ — X+ que associa cada simbolo de ¥ a

string correspondente de comprimento 1 em X7,

Defini¢ao 4.3. Seja ¥ um alfabeto, chamamos de inclusdo padrdo
de ¥ em ¥*, a funcdo a : X, — ¥* em que a(e) = ¢ e associa cada

simbolo de ¥ a string correspondente de comprimento 1 em X*.

Lema 4.1. Sejam ¥ um alfabeto, ¥ o semigrupo livre gerado por
¥, a a inclusdo padrdo de ¥ em ¥, S um semigrupo qualquer e o :
¥ — S uma fungdo qualquer. Entdo existe um unico homomorfismo

de semigrupos o : X7 — S tal que 0 o a = 0yg.

Demonstra¢io. Sejam ¥ uma alfabeto, S um semigrupoe oy : ¥ — S
uma funcdo. Tome o : ¥+ — S tal que para todo u = ujus ... u, €
¥F com u; € ¥ (1 <i<n,néeN) tem-se

o(u) = o(uruz ... uy,) = oo(ur)og(uz) . .. oo(un).

Note que o é um homomorfismo de semigrupos. De fato, se tomarmos

V= V02...0p, W = WIW2... Wy € >t com v, W; € X5 (1 <i<p,
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1 <j<gq,pq€N), entdo

o(vw) = o(v1vs ... VpWIW2 . .. Wq)
= 0¢(v1)00(v2) . .. 00(vp)o0(w1)oo(ws) . .. op(wy)
=o(v1vz...vp)o(Wrws ... Wy)

=o(v)o(w).

Além disso, para todo a € ¥ temos coa(a) = o(a(a)) = o(a) = oo(a),
isto é, 0 o @ = 0g. Por fim, tome § : ¥ — S um homomorfismo
de semigrupos tal que og = J§ o «, logo para todo a € ¥ temos
0o afa) = §(a(a)) = §(a) = oo(a). Sendo § um homomorfismo,
segue que para todo u = ujuz...u, € X com u; € ¥ (1 <4 <
n, n € N) tem-se 0(u) = 0(urug...u,) = d(u1)d(uz)...0(u,) =
oo(ut)oo(uz) . ..oo(uy,), consequentemente o = §, ou seja, o é tnica.

|

Teorema 4.1. S é um semigrupo livre gerado por X se, e somente
se, X C S e todo elemento de S € unicamente representado como um

produto de elementos de X .

Demonstragdo. Suponha que S = X, isto é, S é um semigrupo livre
gerado pelo alfabeto X. Como os simbolos de X se relacionam com as
strings de X+ de comprimento igual a um, segue que X C S. Além
disso, pela Defini¢do 3.16 cada string de X T é unicamente determinado
como a concatenagao dos elementos de X.

Por outro lado, suponha que todo elemento de S é unicamente
representado como um produto de elementos de X C S. Tome X+ o
semigrupo livre gerado pelo alfabeto X, o9 : X — S uma funcao
dada por o¢(x) = x para todo z € X e « a inclusdo padrao de X. Pelo

Lema 4.1, existe um tinico homomorfismo ¢ : X+ — S tal que para
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todo u = ujuz ... up, € X+t comu; €Y (1 <i<n,neN) tem-se

o(u) =o(ujus ... uy,)
= Uo(ul)Uo(UQ) N Uo(un)

= ULU3 . . . Upy.

Como S é unicamente representado como um produto de elementos
de X, entao o é bijetiva, consequentemente um isomorfismo, portanto

S = X7, logo S é um semigrupo livre gerado por X. |

Corolario 4.1. Se S é um semigrupo livre gerado pelo alfabeto X
entio X = 5 — S2.

Demonstracdo. Note que S? é conjunto de todas as strings de S cujo
tamanho é maior que um. Como os simbolos de X se relacionam com

as strings de S de comprimento igual a um, segue que X = S—S%. N

Lema 4.2. Sejam S e T conjuntos, f : S — T uma funcido e A C S.
Entao f(S — A) = f(S) — f(A).

Demonstrag¢do. Primeiramente suponha S = A, entao S— A = (), logo
F(S—A) = £(0) =0 = (S)—£(S) = £(S)—f(A). Agorasuponha S #
A, entdo A C S e consequentemente S—A # (). Tome, dai, t € f(S—A).
Logo existe u € S — A tal que t = f(u), ou seja, existe u € Seu ¢ A
tal que t = f(u). Assim ¢t € f(S) et ¢ f(A), portanto t € f(S)— f(A).
Segue que f(S — A) C f(S) — f(A). Analogamente, prova-se que
F(S) = £(4) C £(S — A). Portanto /(S — 4) = f(S) — f(4). ™

Lema 4.3. Sejam S e T semigrupos e f : S — T um homomorfismo
de semigrupos, entdo f(S?) = f(S)2.

Demonstragdo. Tome t € f(S?), logo existe u € S? tal que t =

f(u). Como u € S?, entdo existem x,y € S tal que u = zy, ou
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seja, t = f(zy). Como f é um homomorfismo de semigrupos, entao
t = f(x)f(y) € f(S9)?, portanto f(S?) C f(S)2. Por outro lado,
tome t € f(5)2, logo existem t1,ty € f(S) tal que t = t1t5. Como
ti1,t2 € f(9), entdo existem z,y € S tais que t1 = f(x) e ta = f(y),
ou seja, t = f(z)f(y). Como f é um homomorfismo de semigrupos,
entdo t = f(xy) € f(S?), portanto f(S)? C f(S?). Consequentemente
£(5) = £(S). n

Corolario 4.2. Sejam S um semigrupo livre gerado pelo alfabeto X
e T um semigrupo livre gerado pelo alfabeto Y. Se ¢ : S — T € um

homomorfismo sobrejetivo de semigrupos, entio ¢p(X) =Y.

Demonstragao. Note que como ¢ é sobrejetivo, entdo ¢(S) = T. Pelo
Corolério 4.1, X =S — S? e Y =T — T?. Segue dai, pelos Lemas 4.2
e 4.3, que

$(X) = ¢(S — 8%) = ¢(5) — 6(5%) = ¢(S) - #(5)* =T - T* =Y.
|

Howie [5, p. 29-30] usa o resultado da equivaléncia do Teorema
4.2 para definir um semigrupo livre, isto é, assim como o Teorema 4.1,
este fornece uma caracterizacdo alternativa para definir semigrupo

livre.

Teorema 4.2. Sejam A um conjunto, S um semigrupo e p: A — S
uma fungao injetiva que relaciona cada elemento de A a um elemento
do conjunto de geradores de S. Entdo S é um semigrupo livre gerado
por u(A) se, e somente se, para todo semigrupo T e para toda fungdo
v: A — T, existe um dnico homomorfismo ¢ : S — T tal que
gop=uv.

Demonstragdo. Suponha que S é um semigrupo livre gerado por pu(A).

Como o é injetiva, entdo admite funcdo inversa & esquerda pu~' :



172 Capitulo 4. Semigrupos e Monoides aplicados a Linguagens e Autématos

1

w(A) — A, segue, dai, que po ="' : u(4A) — S é a inclusdo padrio

de p(A) em S. Sejam T um semigrupo e v : A — T uma fungdo,

1

entdo v o p~t é uma funcao de p(A) em T. Entdo, pelo Lema 4.1,

existe um tnico homomorfismo de semigrupos ¢ : S — T tal que
popon L ouseja, ¢opo (=t o) = vo (ul o), isto ¢,
popu=uv.

Por outro lado, suponha que A é um conjunto e S é um semi-

=vou

grupo tal que exista uma funcio injetiva p : A — S que relaciona
cada elemento de um conjunto A a um elemento do conjunto de gerado-
res de S, e que para todo semigrupo T e para toda funcdo v : A — T,
existe um Unico homomorfismo ¢ : S — T tal que ¢ o u = v. Como
T pode ser qualquer semigrupo, entao suponha que 7' é o semigrupo
livre gerado por u(A). Note, dai, que pu(A) é tanto um subconjunto
de S, quanto um subconjunto de T. Também, como v é uma funcao
qualquer, escolha v : A — T tal que vou~ ! : u(A) — T é a inclusdo
padrao de p(A) em T. Além disso, note que po pu~t : pu(A) — S

é uma funcao de u(A) em S, logo, pelo Lema 4.1, existe um tdnico

b= popt,

ou seja, pela injetividade de p segue que ¥ o v = p. Assim, por um

homomorfismo de semigrupos ¢ : T' — S tal que Yovou™

lado, substituindo p = pov em ¢ oy = v temos ¢ o (P ov) = v,
dai, compondo essa funcdo a direita com ;! e reagrupando obtemos

1

(porp)o(vou)=voput. Sendo vopu~! ainclusio padrio de u(A)

em 7" segue que para todo t; € p(A) temos
(potp)o(wou ) (t:) =vopu ()

(ov)(t:) =t

Como ¢ e 1 sdo homomorfismos, entdo para todo t = t1ty...t, € T
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com t; € u(A) segue que

(pop)(t) = (po)(trta ... tn)
=o(Y(titz...tn))
= o(W(t)Y(ta) .. P(tn))
= o(W(t1))d(¥(t2)) - .. d(¥(tn))
=t1ty...t, =t.

Portanto, ¢ oy : T — T ¢é a funcdo identidade em T'. De outro

modo, substituindo v = ¢ o p em ) ov = p temos P o (Ppopu) = p,

1

dai, compondo essa fun¢do a direita com p~' e reagrupando obtemos

(pop)o(p=op"1)=popu "t Sendo pop=! a fungio identidade em
w(A) C S segue que para todo s; € u(A) temos

(Wog)o(wou ") (si) =pon " (s)
(o @)(si) = s
(((s:)) = si-
Como ¢ e 1 sao homomorfismos, entao para todo s = s182...5, € S
com s; € u(A) segue que
(o d)(si) = (o d)(sisz...5n)
=1(p(s152...5n))
= Y(d(s1)9(s2) - .- P(sn))
= ¥((51))Y((s2)) - - - (b (5n))

= 8182...8, = S.

Portanto, o ¢ : S — S é a funcdo identidade em S. Consequente-
mente, ¢ é a fungdo inversa de 9. Como ¥ é um homomorfismo de

semigrupos que admite inversa, entdo é um homomorfismo bijetivo de



174 Capitulo 4. Semigrupos e Monoides aplicados a Linguagens e Autématos

semigrupos, ou seja, é um isomorfismo entre os semigrupos 7" e 9, isto
é, T =2 S. Contudo, sendo T um semigrupo livre gerado por u(4), S

também o é. [ ]

Corolario 4.3. Sejam S um semigrupo, A C S o conjunto de gera-
dores de S e X um conjunto qualquer tal que |S| > |A]. Entdo existe

uma congruéncia p em X7 tal que S =2 X1 /p.

Demonstragio. Como |X| > |A|, existe uma fungdo sobrejetiva oy :
3 — A. Sendo A C S, segue que gy é uma fungdo de X em S. Segue
do Lema 4.1 que existe um homomorfismo de semigrupos o : ¥+ — §
dado por o(u) = og(u1)og(uz)...oo(u,) para todo u = ujus ... u, €
¥+, Logo, como o é uma fungao sobrejetiva em A (conjunto de gerado-
res de ), entdo o também é uma fungao sobrejetiva. De fato, para todo
§=8182...8, € Scom s; € A (1 <i<n), existem uy,us,...u, €2
tais que oo(u;) = s;, logo existe u = wjus...u, € X tal que
o(u) = o(ugug...u,) = og(ur)oo(uz)...o0(un) = s182...8, = s.
Consequentemente imo = S. Portanto, pelo Teorema 2.4, temos
S = imo & ¥t/kero. Como, pela Proposi¢io 2.36, p = kero é

uma congruéncia em X, entdo S = X /p. n

Como sempre podemos encontrar um conjunto de geradores
para um semigrupo S (se nenhum subconjunto préprio de S for um
conjunto de geradores, entdo o préprio S o serd), deduzimos, pelo
Corolario 4.3, que todo semigrupo pode ser expresso através de um
isomorfismo com o semigrupo quociente de um semigrupo livre por
uma congruéncia. A expressdo obviamente nao é tnica, pois depende

da funcao sobrejetiva dada por oy (Howie [5, p. 30]).

Exemplo 4.1. Sejam I = {a,b, ¢} um conjunto, S = I x I uma banda

retangular (conforme o resultado do Item (iv) do Teorema 2.3) e

2 =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
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um alfabeto. Note que

é o conjunto de geradores de S e que 10 = |X| > |T| = 3. Tome a
funcédo sobrejetiva og : ¥ — T dada pela Tabela 16

Tabela 16 — Tabela da funcéo oy

_z | oo(@)
0 | (a,a)
1| (b,b)
2 | (¢0)
3 | (a,a)
4] (bb)
51 (¢0)
6 | (a,a)
7| ()
8 | (¢0)
9 | (a,a)

Segue do Lema 4.1 que existe um tnico homomorfismo de se-
migrupos o : ¥ — S dado por o(u) = og(ui)oo(uz)...oo(u,) =
oo(u1)oo(u,) para todo v = wjug...u, € LT, pois como S é uma
banda retangular, apenas os simbolos inicial e final da string u ge-
ram elementos distintos de S pelo homomorfismo o. Note dai que
p =kero = {(u,v) € Tt x Tt 0(u) = o(v)} = {(u,v) € T* x

X5 a0(u1)oo(un) = o9(v1)oo(vm)}. Note que

EJF/P = {Poo, P01,00270107P117P1270207P217022}

= {(av a)a (av b)a (a7 C)v (bv a)a (bv b)a (b’ C)u (Cv a)a (Cv b)a (Cv C)} =S.

Os resultados que obtemos para semigrupos livres nesta segao,
podemos também obter para monoides livres. Basta adaptarmos os

enunciados de maneira semelhante ao Lema 4.4 seguinte.



176  Capitulo 4. Semigrupos e Monoides aplicados a Linguagens e Autématos

Lema 4.4. Sejam 3 um alfabeto, ¥* o monoide livre gerado por
Y, a a inclusdo padrdo de ¥ em X*, M um monoide qualquer com
identidade 1 € M e oo : . — M uma fungio em que op(e) = 1.
Entao existe um tnico homomorfismo de monoides o : ¥ — M tal

que 0 o v = 0.

Demonstrag¢do. Sejam Y. um alfabeto, M um monoide com identidade
1€ Meog:X. — M uma funcio em que og(e) = 1. Tome
o : X" — M tal que para todo u = ujus...u, € X* com u; € 3.
(1 <i<n,néeN) tem-se

o(u) = o(ujus ... uy) = oo(ur)og(uz) . .. oo(un)-

Note que ¢ é um homomorfismo de monoides. De fato, se tomarmos
V= U0 Up, W= WWe .. Wy € XF com v, w; € X (1 <@ < p,

1<j<q, pq€cN), entao

o(vw) = o(v1v2 ... VpWIWS . .. Wq)
= 0'0(’01)00('02) e Uo(UP)Uo(wl)Uo(U}Q) e Uo(wq)
=o(v1ve...vp)o(urws ... wy)

=o(v)o(w).

Ademais, o(¢) = og(e) = 1. Além disso, para todo a € X. temos
goa(a) =c(a(a)) =oc(a) = gp(a), isto é, 0 o a = 7. Por fim, tome
6 : ¥* — M um homomorfismo de monoides tal que oo = ¢ o «,
logo para todo a € 3. temos ¢ o a(a) = §(a(a)) = d(a) = oo(a).
Sendo 6 um homomorfismo, segue que para todo u = ujus ... u, € X*
comu; € ¥ (1 <i<mn,neN)temse d(u) = 0(uruz...u,) =
0(u1)d(uz)...0(up) = oo(ur)og(uz) . ..op(uy), consequentemente o =

4, ou seja, o é Unica. |
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4.2 SEMIGRUPO DE SEMIAUTOMATO

Nesta secao e nas seguintes usaremos o subconjunto do monoide
de transformagéo completa em () dado por 6 = {d,;u € £} C T para
denotar a fungdo transi¢do de um (semi)autdémato deterministico A
com conjunto de estados @ = {qo,q1, - .-, qn} € alfabeto de entrada X.
Assim, para cada elemento u € ¥ construimos a fungio 9, : Q — @
dada por d,(q) = 6(q,u).

Como @ é um conjunto finito, podemos fazer, para todo u € ¥,

5 — q0 a1 . dn
d(qo,u) O(qi,u) ... (gqn,u)
Segue, dai, que dados u,v € X, como §, e d, sdo fungdes em @,

denotamos a composic¢ao d,, o d, por

6u61):< q0 q1 dn )
6(6(qo,v),u)  6(6(qr,v),u) ... 6(6(gn,v),u)

Consequentemente (6) C Tg serd o subsemigrupo do monoide de
transformacao completa em ) gerado por 6 = {d,;u € X}.

Além disso, note que, para toda x = ujus...u, € LT com
u € ¥ (1 < i < mn n € N), a composicdo 0y, ...0y,0,, repre-
senta a computacio de x em A. Ou seja, partindo do estado ¢ € Q,

Ou,, - - - OuyOu, (@) € Q serd o estado final da computagio de z em A.

Definicao 4.4. Seja S = (@, %, d) semiautémato deterministico em
que 0 = {d,;u € £} C Tg. Chamamos (J) de semigrupo do semiauto-

mato deterministico S.

Observagao 4.1. Note que o semigrupo do semiautémato determi-
nistico (4) da Definicdo 4.4 é um semigrupo finito com no maximo

|Q|'?! elementos.



178  Capitulo 4. Semigrupos e Monoides aplicados a Linguagens e Autématos

Defini¢ao 4.5. Sejam S, T semigrupos. Dizemos que a funcgio 0 :

S — T é um anti-homomorfismo de semigrupos, se para todo a,b € S,
O(ab) = 6(b)6(a)

Definigao 4.6. Sejam S, T monoides. Dizemos que a fungido 8 : S —
T é um anti-homomorfismo de monoides, se € um anti-homomorfismo
de semigrupos e, além disso, 6(1g) = 17, em que 1g, 17 sdo as identi-

dades de S e de T, respectivamente.

Proposicao 4.1. Seja S = (Q, %, ) semiautomato deterministico em
que 6 = {0,;u € B} C Tg. Entdo existe um anti-homomorfismo de
semigrupos sobrejetivo ¢ : X — (§) dado por ¢(x) = by, 0w, _, - - Ou,
para todo x = uyusy ... u, €XT (u; €X).

Demonstragiao. Note que (§) é um subsemigrupo do monoide de trans-
formacdo completa Tg. Seja ¢o : ¥ — () uma fungdo dada por
¢o(u) = d, para todo u € X. Pelo Lema 4.1, existe um homomorfismo

de semigrupos ¢’ : ¥ — (§) dado por

¢’ () = ¢o(u1)po(uz) ... do(un)

para todo z = wjus...u, € X7. Isto é, ¢'(z) = dyy0u, - . .0y, para
todo = ujus ... u, € . Além disso, como ¢q é sobrejetiva, entido
¢’ também é sobrejetiva. Seja ¢ : ¥T — ¥+ uma funcio dada por
o(x) = z' para todo z € I*. Portanto, existe o anti-homomorfismo

de semigrupos sobrejetivo ¢ : ¥t — () dado por ¢(z) = ¢’ o p(x)
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para todo x € ¥ 7. De fato, para todo z,y €

P(zy) = ¢ o p(zy)
= ¢'(¢(zy))

¢'((zy)")

¢(t5

¢'(y")e' ()

' ((y))¢ ((z))

¢

¢

/

"o p(y)¢’ o p(x)
(y)o(x).

Além disso,
o(z) = gb/((p(x)) = ¢/(xt) = ¢/(Unun—1 oo U1) = Oy Oy g - Oy
para todo & = ujus ... u, € XT. [ |

Observe que na Proposicao 4.1, o anti-homomorfismo ¢ descreve
a mudanca de estados do semiautéomato S para uma determinada
string de seu alfabeto de entrada. De fato, a computagdo de uma
string em um (semi)autdémato ocorre, por defini¢do, da esquerda para
a direita, e a composi¢ao dos elementos de d ocorre da mesma forma

pelo anti-homomorfismo ¢.

Notacao 4.1. Denotaremos por z°

o anti-homomorfismo ¢ da Pro-
posicao 4.1 aplicado na string = do alfabeto de entrada ¥ do semi-
autdmato deterministico S, isto é, % = §,, 0

T =uly... U, € X (u; € ).

0y, para todo

Up—1 * * °

Além disso, note que o kernel do anti-homomorfismo ¢ da
Proposicio 4.1 é ker ¢ = {(a,b) € X7 x ;0% = b}, isto é, (a,b) €
kerp <= a° =b5.
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Teorema 4.3. Seja S = (Q,%,9) semiautdmato deterministico em
que § = {0,;u € X} C Tg. Entao existe uma congruéncia p em L+
tal que (8) =X X1 /p.

Demonstragdo. Pela Proposicao 4.1, temos que existe um
anti-homomorfismo de semigrupos sobrejetivo ¢ : ¥+ — (§) dado
por ¢(z) = 8y, 0u,_, -0y, para todo z = wjug...u, € LT. Seja
0 : ¥t — YT uma fungdo dada por 0(z) = ' para todo = €
YT, Portanto, existe o homomorfismo de semigrupos sobrejetivo ¢’ :
¥+t — (8) dado por ¢'(x) = ¢of(x) para todo x € XT. De fato, para
todo z,y € ¥ T

Seja p = ker ¢'. Portanto, pelo Teorema 2.4, im ¢ = %% /p. Como ¢’
é sobrejetivo, entao (§) = X1 /p. [ |

Exemplo 4.2. Para o semiautémato deterministico P do Exemplo

3.12 temos
a f a f
0o = 01 = .

LOgO <(5> == {(50,51}. Note que 5(2) = 50, 5% = (51, (5051 = (50 [§] 6150 =

81. Assim zf = 6,84, _, ... 0u, = du, para todo = ujus...u, €
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Y *. Consequentemente {dp,d1} = (§) = X1 /p = {po,p1} em que
po = {z € T;Suf(z) = {0}} e p1 = {x € T;Suf(z) = {1}}.

Por outro lado, tomando um semigrupo finito qualquer, conse-

guimos construir um semiautémato deterministico.

Proposigao 4.2. Seja QQ um semigrupo finito, entdo existe um semi-
automato deterministico D = (Q,%,0).

Demonstracio. Seja Q um semigrupo finito. Tome ¥ C @ em que
(¥) = Q. Para cada u € ¥ definimos a fungdo 6, : Q@ — @Q dada
por d,(q) = qu para todo ¢ € Q. Seja, dai, 6 = {d,;u € £} C Ty,
entdao D = (Q, X, §) é um semiautomato deterministico em que, pela

Defini¢ao 4.4, (&) é seu semigrupo. [ |
Exemplo 4.3. Considere o semigrupo monogénico
M(4,3) ={a,b,c,d,e, f}

gerado por a com b= a2, c=a>, d=a* e=a’ e f = a% e portanto

com a tabela de Cayley dada pela Tabela 17 seguinte.

Tabela 17 — Tabela de Cayley do semigrupo monogénico M (4, 3)
|

“ 0 QL0 oQ
QA0 Q0 o
D AU QO
H O AU O A0
QU O QU O
D AU O UKD
0 QAU O A

Sejam @ = {a,b,c,d,e, f}, X = {a,b} e § = {04, } em que

6_abcdef 5_abcdef
a_bcdefd7b_cdefde'
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Entéo o semiautémato deterministico D = (@, %, ) tem o diagrama

de estados representado na Figura 43.

Figura 43 — Diagrama de estados do semiautomato D

Exemplo 4.4. Seja ¥ = {0,1} um alfabeto. Considere p = {(z,y) €
Yt x T |zfy = |y|l1 mod 3}. Desse modo p é um relagao de equiva-
léncia em ¥ que relaciona as strings de ¥ que possuem o mesmo
resto na divisao das quantidades de ocorréncias do simbolo 1 por 3,
por exemplo (0010010011,1000) € p. Note que p é uma congruén-
cia em X1, De fato, se (s,t),(u,v) € p, entdo |s|; = [t|; mod 3
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e |uli1 = |vji mod 3, logo |s|1 + |uli = |t|1 + |v[1 mod 3, o que
implica em |su|; = [tv|; mod 3 e consequentemente (su,tv) € p.
Assim podemos construir um semiautéomato S = (Q,%,d) em que
Q =X%/p={po,p1,p2} com p; = {x € ¥T;|z|; =i mod 3} para
i€40,1,2}, 6 = {do, 1} em que

po P1 P2 po P1 P2
do = ) 0 = .
Po P1 P2 P11 P2 PO

O diagrama de estados do semiautomato S é representado na

Figura 44.

Figura 44 — Diagrama de estados do semiautéomato S

Nesse caso, o semigrupo de S é um grupo dado por (0) =

{60,61,07} com identidade igual a dy e com §; ' = 47.

Defini¢ao 4.7. Seja S = (Q, %, ) semiautdmato ndo deterministico
em que 6 = {§,;u € £} C Bg. Chamamos (§) de semigrupo do

semiautomato ndo deterministico S.
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Exemplo 4.5. Para o semiautémato nao deterministico N do Exem-

plo 3.14 temos

ft m w a f f t m
50: ) 51: )
(fffff) (tmtm)

com § = {dp, 01, d2, I3, 04, 05,6 }. Logo (&) é o semigrupo do semiautd-
mato nao deterministico V.

Substituindo Tg por Bg na Proposicao 4.1 e no Teorema 4.3
também provam-se os resultados para semiautématos nao determinis-
ticos.

4.3 SEMIGRUPO DE AUTOMATO

Dado um autémato deterministico A = (Q, %, §, go, F') obtemos
o semiautoémato deterministico S = (@, %, ). Em outras palavras, se
tomarmos um semiautdmato deterministico qualquer S = (Q, %, d),
entdo para cada elemento gy ¢/ou subconjunto F' de @ podemos cons-
truir o autémato deterministico A = (Q, %, 0, go, F'). Com alguns ar-
gumentos simples de contagem podemos verificar que o semiautomato
deterministico S terd |Q|-2/9!1=1 autématos deterministicos relaciona-
dos.

De modo andlogo ao que ocorre com semiautéomato determi-
nistico na Proposicéo 4.1, podemos encontrar um anti-homomorfismo

de monoides sobrejetivo entre o conjunto das strings de entrada e o
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semigrupo de um automato deterministico. Note que agora falamos
de anti-homomorfismo de monoides uma vez que o autémato determi-
nistico computa elementos do monoide livre gerado por seu alfabeto

de entrada.

Definigao 4.8. Seja A = (Q, %, 4, qo, F) um autdémato deterministico
em que § = {0,;u € X} C Tg. Chamamos (0 U Ig) de monoide do

automato deterministico A.

Proposicao 4.3. Seja A = (Q,%,9,qo, F) autdmato deterministico
em que § = {0,;u € £} C Tg. Entdo existe um anti-homomorfismo de
monoides sobrejetivo ¢ : ¥* — (8) dado por ¢(x) = 6y, Ou,,_; - - - Ou,

para todo x = ujus ... u, € X7 (u; € L) e ¢p(e) = Ig.

Demonstracio. Considerando o semiautéomato deterministico S =
(Q,%,9), pela Proposi¢ao 4.1, obtemos o anti-homomorfismo de semi-

grupos sobrejetivo ¢ : ¥ — (§) dado por
(b(‘r) = 6’[1,,,,,6u”71 o 6“1

para todo = ujuy...u, € X1. Como I* =t Uce (JUIg) =
(6)Ulg = (8)! podemos, partindo de ¢, construir o anti-homomorfismo
de monoides sobrejetivo ¢ : ¥* — (§)! dado por ¢(z) = ¢(x) para
todo z € T e ¢(e) = Ig em que I ¢ a identidade do monoide (5)*

e ¢ é a identidade do monoide livre X*. [ |

Notacgdo 4.2. Denotaremos por x4

o anti-homomorfismo ¢ da Pro-
posigao 4.3 aplicado na string x do alfabeto de entrada 3 do autéomato

deterministico A.

O Teorema 4.3 continua vélido se substituirmos o semiauto-
mato deterministico S = (@, X, d) pelo autdémato deterministico A =
(Q,%,6,q0, F) e o semigrupo livre X pelo monoide livre $*, bastam
algumas adaptacoes.
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Teorema 4.4. Seja A = (Q,%,0,q0, F) automato deterministico em
que § = {0,;u € £} C Tg. Entdo eziste uma congruéncia p em L* tal
que (0) = X*/p.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.3, temos que existe um
anti-homomorfismo de monoides sobrejetivo ¢ : 3* — (§) dado por
o(z) = by, 0u, -0y, para todo z = ujuy...u, € T e p(c) = I
em que Ig ¢ a identidade do monoide (§)! e € é a identidade do
monoide livre ¥*. Seja 6§ : £* — ¥* uma funcio dada por 0(z) = z*
para todo z € ¥t e (¢) = e. Portanto, existe o0 homomorfismo de
monoides sobrejetivo ¢’ : ¥* — (6)! dado por ¢'(x) = o O(x) para
todo = € ¥*. De fato, para todo z,y € X*

Seja p = ker ¢’. Portanto, pelo Teorema 2.4, im ¢’ = ¥*/p. Como ¢’
é sobrejetivo, entdo (6)! = X*/p. [

Exemplo 4.6. Para o automato deterministico M; do Exemplo 3.16

5o = q0 a1 5 = g q1 .
dgo 1 q1 4o

temos
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Logo (8)! = 6 = {80,681} uma vez que &y = 67 = I,. Consequente-
mente {5g, 01} = (6) = X*/p = {po, p1} em que po = {z € T*; |z|; =
0 mod 2} e py ={z € X*%|z); =1 mod 2}.

Exemplo 4.7. Considere o autéomato deterministico
A= (Q7Za(saQOaF)

com Q = {qo,qa;qav}, ¥ = {a,b} e F' = {qap} cuja L(A) = {u €
¥*;ab € Fat(u)}, ou seja, A reconhece todas as strings de ¥* que

possuem o fator ab. O diagrama de estados de A é representado na
Figura 45.

Figura 45 — Diagrama de estados do autémato A

Assim temos

o

(=)

4o qa Yab
G da Gav)
q da  qab
e
<Qa da Qab>

q da  4ad
qo dab dab

Tomando p = {(z,y) € £* x *;y4

[=)

de
ba
1

x4}, segue que

{6y ay by 0alb, 0u0a} = (6)' 2 X*/p={po,p1,p2,p3,pa}
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em que p; com i € {0,1,2,3,4} sdo linguagens reconhecidas por ex-

pressoes regulares dadas por

uma vez que

po = L(

p1=L(

p2 = L(

p3 = L(

pa = L(
5,0 = (lJO
Ga

5y0y = q0
ab

a™)
b),
bta™) e
Y*ab¥*)
Ga  qab
dab  qad
qa
qab

Note que, de fato, as Tabelas 18 e 19 mostram que as multiplicacoes

entre os elementos do monoide quociente 3*/p e do monoide do autd-

mato deterministico A, respectivamente, possuem a mesma estrutura,

sendo que tém a mesma quantidade de elementos e que cada linha da

primeira tabela corresponde a respectiva coluna da segunda tabela.

Tabela 18 — Tabela de Cayley do monoide quociente ¥*/p

| po p1 p2 p3  pa
po | po p1 P2 p3 pa
pr| Pt p1 pa pi pa
P2 P2 P3 P2 P3 P4
p3 | 3 p3s pa ps pa
pi | pa pa pa ps pa
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Tabela 19 — Tabela de Cayley do monoide do autémato deterministico

A
‘ 55 60. §b (;a §b 5b 6a
or or b % 0205  Ou0a
6(1 6(1 60, 60,61) (5a5b 5b6a
S & Ou0a Oy Opda  Opda

60y | 0ads  Op0a 040y  Opda  Opda
b0 | v Gu0a  Opda  Opda  Opda

Analogamente ao que ocorre com os semiautématos determinis-
ticos, se tomarmos um monoide finito @), conseguimos construir um
automato deterministico. No entanto, nesse caso, conseguimos garan-
tir que o monoide do automato deterministico construido é isomorfo

ao monoide Q.

Proposigao 4.4. Seja Q um monoide finito, entdo existe um auto-
mato deterministico A = (Q,%, 6, qo, F) tal que Q = (§)*.

Demonstrac¢ido. Sejam () um monoide finito com identidade igual a
leX CQcom (XU{1l}) = Q. Para cada v € ¥ U {1} definimos a
funcao 4, : @ — @ dada por §,(¢) = qu para todo ¢ € @ (note
que 01 = Ig). Seja, dai, 6 = {d,;u € T U{1}} C Tg, entdo S =
(Q,X,0) é um semiautémato deterministico. Assim para algum ¢g € Q
e F' C @) obtemos o autémato deterministico A = (Q, %, d, qo, F') cujo

1 ¢ um submonoide do monoide de

(5)! é seu monoide. Note que (&)
transformagao completa T uma vez que Ig € (§)!. Vamos provar
que @ = (§)!. Para tanto definimos a fungio ¢ : Q — ()! dada por
©(q) = 0uy0uy - - - 0y, para todo ¢ = ujus...u, € @ (u; € T U{1}).

Assim para todo ¢ = wjug...u, € @ (u; € X U{1}) e para todo
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v € XU{1l} temos

©(q)(v) = uy Ouy - - - Oy, (V)
= VULUL . .. Up

:’Uq

Como ¥ U {1} é um conjunto gerador de @, entdo todo elemento
q € @ pode ser escrito como o produto de elementos de ¥ U {1}.
Logo, ¢ é sobrejetiva. Tome g1 = ujus . ..Uy, g2 = WiWs2 ... Wy € Q
(us, wj € LU{1}) em que ¢(g1) = @(gz2), entdo para todo v € ¥ U
{1} temos p(q1)(v) = ¢(g2)(v) = wvg1 = vge. Em particular,
para v = 1 temos que vq1 = vge — 1lq1 = 1lgo = q¢1 = qo.
Logo, ¢ é injetiva, consequentemente, bijetiva. Por fim, tome ¢; =

UTUD . . . Up, G2 = WIW2 ... Wy € Q (u;, w; € L U{1}), entdo

= GuyOuy - Ou Oy Oy - - Ous
= (84, 6uy - -0, ) (Beoy Oy - - - O,
= o(q1)e(g2).

©(q192)

Logo, ¢ é um homomorfismo bijetivo, consequentemente, um isomor-
fismo. |

Exemplo 4.8. Considere o monoide W = {1, e, f} do Exemplo 2.9.
Fagamos Q@ = W e ¥ = {e, f} C W. Note que (XU {1}) =W = Q.
Agora, para cada u € ¥ U {1} construimos a fun¢éo ¢, : Q@ — Q
dada por 6, (q) = qu, obtemos

6:1€f 5:16f 5:16]"
e ‘e e f =\r 1 f)

Colocando & = {41, ¢, } temos que (§)! = & com Tabela de Cayley
20.
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Tabela 20 — Tabela de Cayley do monoide (§)!

|61 0 &
5 | 01 6. o
b | 6o 0. O
of | of d5 Of

Logo W 2 (§)!. Assim construimos o semiautémato determi-
nistico Sy = (Q, %, ) cujo diagrama de estados é representado na
Figura 46.

Figura 46 — Diagrama de estados do semiautéomato Sy

(&

Agora podemos selecionar quaisquer elemento e subconjunto
de @ para formarmos um autémato deterministico. Por exemplo,
podemos obter, a partir de Sy, o autébmato deterministico Ay =
(Q,%,6,1,{f}) cujo diagrama de estados é representado na Figura
47 em que L(Aw) = {w € ¥*;|w|s > 1}, isto é, Ay reconhece to-
das as strings do alfabeto ¥ = {e, f} que possuem pelo menos uma

ocorréncia do fator f.
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Figura 47 — Diagrama de estados do autoémato Ap

e

4.4 LINGUAGENS REGULARES

O autémato deterministico é usado para classificar (ou reco-
nhecer) strings de seu alfabeto de entrada. Para essa finalidade, ele
possui o estado inicial e conjunto de estados aceitos. Nesse caso as
strings de entrada do automato deterministico sao computadas par-
tindo do estado inicial. Se o estado final da computacao de uma string
for um estado aceito, entdo dizemos que a string é aceita ou reconhe-
cida pelo automato. Assim podemos dizer que uma string x € X* do
alfabeto de entrada do autémato deterministico A = (Q, %, 0, g0, F)
é aceita (ou reconhecida) por A quando z4(qg) € F. De fato, z4 é
a notagdo usada para o anti-homomorfismo da Proposi¢ao 4.3, con-
sequentemente :BA(qo) representa a computacao da string r € X* no
autdémato deterministico A partindo do estado g9 € Q. Isso prova a

seguinte equivaléncia:

Proposicao 4.5. Sejam A = (Q,%,9,qo, F') um automato determi-

nistico e x € *. A reconhece x se, e somente se, x(qp) € F.
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Segue dai que a linguagem do autéomato deterministico A =
(Q,%,0,q0, F) pode ser escrito da seguinte maneira L(A) = {u €
¥*:u?(qo) € F}. Logo “A particiona ¥* em dois subconjuntos: L(A),
o conjunto das strings reconhecidas por A, e ¥* — L(A), o conjunto
das strings nao reconhecidas por A” (Ginzburg [4, p. 55]).

De acordo com a Defini¢ao 3.24, o conjunto das strings reconhe-
cidas por um automato deterministico é chamada de linguagem regular,
isto é, dizemos que uma linguagem L sobre um alfabeto X é regular, se,
e somente se, existe um automato deterministico A = (@, %, 6, qo, F)
tal que para todo z € L tem-se 2(qo) € F.

Por fim, o Teorema 4.5 caracteriza uma linguagem regular
algebricamente como a unido de classes de equivaléncia da relagao
de equivaléncia p = {(u,v) € ¥* x ¥*;u? = v4}. Note que p é
o kernel do anti-homomorfismo ¢ da Proposicao 4.3, uma vez que
ker o = {(u,v) € * x X*;0(u) = u? = v4 = ¢(v)}, logo p é uma

congruéncia em *.

Teorema 4.5. Seja ¥ um alfabeto. Seque que L C ¥X* € uma lingua-

gem regular se, e somente se, existe uma congruéncia p em %* tal

Upz:L.

€L

que

Demonstrac¢do. Suponha que L C ¥* é uma linguagem regular, entdao
existe um automato deterministico A = (Q, X, d, qo, F') tal que para
todo x € L tem-se x°(qy) € F. Tome a congruéncia p no monoide

livre ¥* dada por
p={(u,v) € T* x &% ut = v?}.
Segue, dai, que para todo = € ¥*

pe = {y € L5yt =2}



194  Capitulo 4. Semigrupos e Monoides aplicados a Linguagens e Autématos

Como p é uma relacdo de equivaléncia, temos que para todo x € L,
T € pg, logo

LcC Uprv

€L

Agora provaremos que (J,.; p» € L. De fato, tome u € (J,c}, pz,

A A

entao existe x € L tal que u € p,, logo u”* = x“, consequentemente

u?(qo) = 4(qo) € F, portanto u € L. Assim

zEL

Por outro lado, suponha que existe uma congruéncia p em X*
tal que

Upm:L-

€L

Para cada u € X. definimos a funcdo 4, : ¥*/p — ¥*/p dada
por dyu(pg) = pug Para todo g € ¥*/p (note que 6. = I5-,,). Seja,
dai, § = {du;u € X} C Tg-/p,. Seja F' = {py;x € L}. Tome, dai,
o autémato deterministico A = (X*/p, %, 4, pe, F'), assim para todo
r € ¥ x4 = p,. Logo, para todo z € L, 24(p.) = pepe = poec =
pz € F. Portanto L(A) = L, consequentemente L é uma linguagem

regular. |

Exemplo 4.9. Na demonstracao da reciproca do Teorema 4.5 cons-
truimos um autémato deterministico a partir de uma congruéncia p
em X*. Por exemplo, considere a congruéncia p do Exemplo 4.7, dai

construimos o autéomato deterministico

B=(X%/p, %, {0u;u € B}, pe, {pa})
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em que

5y = Po
P2

P1
f1

Pl
P1

P1
P4

P2
P2

P2
P3

P2
P2

P3
P3

P3
P3

P3
P4

O diagrama de estados de B é representado na Figura 48.

Figura 48 — Diagrama de estados do autéomato B

Note que L(B) = pys = L(X*ab¥*) é igual a linguagem reconhe-

cida pelo autémato deterministico A do Exemplo 4.7, ou seja, ainda

que nao tenham a mesma representagao no diagrama de estados, os

autdmatos A e B reconhecem a mesma linguagem.
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5 CONCLUSAO

O desenvolvimento deste trabalho possibilitou o contato com
os conteudos de semigrupos e monoides algébricos e de linguagens e
automatos da teoria da computacdo que nao fazem parte do curriculo
do curso de Licenciatura em Matematica da UFSC - Blumenau.

Para o desenvolvimento deste trabalho de conclusao de curso,
foram necessarios conhecimentos adquiridos durante toda a gradua-
¢a0, desde estratégias para demonstracao de proposicoes e teoremas,
habilidades de escrita de textos e principalmente os contetidos das dis-
ciplinas de Algebra, onde vimos algumas estruturas algébricas: anéis,
corpos e grupos. Qutro fator indispensavel para elaboragao deste tra-
balho foram as iniciagoes cientificas. Afinal, foi ao longo das pesquisas
da iniciagdo cientifica que surgiram as primeiras ideias relacionadas a
este assunto.

Os objetivos pretendidos pelo trabalho foram atingidos uma
vez que aplicamos a teoria de semigrupos e monoides algébricos a lin-
guagens e automatos da teoria da computagao. Para tanto, usamos as
ideias de monoide de transformacao completa e o teorema fundamen-
tal do homomorfismo para semigrupos e monoides para caracterizar
0s semigrupos e monoides livres, bem como os semiautéomatos e auto-
matos da teoria da computacao, uma vez que a fungdo transicao que
caracteriza estes objetos, pode ser descrita por meio de fungoes em
seu respectivo conjunto de estados. Além disso, mostramos que todo
semiautémato e autémato tem um semigrupo ou monoide associado,
bem como, dado um semigrupo ou monoide finito qualquer podemos
construir um semiautémato ou autémato. Finalizamos o trabalho, de-
monstrando um teorema que caracteriza linguagem regular partindo
da ideia congruéncia e classes de equivaléncia. O uso de tais estrutu-

ras algébricas para descrever linguagens e autématos possibilita que
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estudemos estes mesmos objetos sob outro ponto de vista, podendo
até mesmo obter novos resultados, tanto na teoria algébrica quanto
na teoria da computacao.

Por meio das pesquisas realizadas para o desenvolvimento deste
texto, observamos que tanto a teoria de semigrupos e monoides algébri-
cos quanto a teoria da computacao sdo extensas. Abrem-se portanto
oportunidades de novas pesquisas em ambas as areas. Por exemplo,
investigar se as maquinas de Turing podem ser descritas por alguma
estrutura algébrica, ou ainda pode-se estudar as linguagens regulares
por meio de expressoes regulares com operagoes algébricas, ou ainda
é possivel aplicar a teoria de semigrupos a algebra linear, uma vez
que as matrizes quadradas sobre o corpo dos niimeros reais com a
operacao binaria de multiplicagdo matricial formam um semigrupo
regular. Enfim, varias possibilidades de novas pesquisas podem surgir

a partir das ideias apresentadas neste trabalho.
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