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RESUMO

Nesse trabalho apresentamos uma demonstracao para o Snake Lem-
ma. Para isso, precisamos realizar um estudo da teoria de moédulos,
que envolve definir modulo, submodulo, homomorfismo de médulo
e modulo quociente. Além disso, realizamos um estudo sobre diagra-
mas e sequéncias exatas de modulos e homomorfismos de modulo.

Palavras-chave: Anéis. Modulos. Homomorfismo. Isomorfismo. Di-
agramas. Sequéncias Exatas. Snake Lemma.






ABSTRACT

In this work we present a demonstration for Snake Lemma. To do
so, we need to carry out a study of the theory of modules, which
involves defining module, submodule, module homomorphism and
quotient module. In addition, we carried out a study on diagrams
and exact sequences of modules and module homomorphisms.

Keywords: Rings. Modules. Homomorphism. Isomorphism.
Diagrams. Exact Sequences. Snake Lemma.
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho aborda uma &area da algebra abstrata. Esta
relacionado & teoria de modulos, submodulos e homomorfismos de
modulos. O apice do presente trabalho tem o objetivo de demons-
trar um lema muito utilizado na algebra. Tal lema é chamado Snake
Lemma e consiste na existéncia de um homomorfismo que completa
uma sequéncia exata e é definido por meio de um diagrama de ho-
momorfismos de modulos. Esse lema ¢é utilizado no estudo do produ-
to tensorial, complexo simplicial, resolugdes ou functores derivados.
N&o iremos nos aprofundar nesses assuntos.

Veremos no Capitulo 2 do presente trabalho a defini¢ao dos
conceitos de modulos e submodulos. Além disso, veremos que, as-
sim como em teoria de anéis e grupos, podemos definir os conceitos
de modulo quociente e homomorfismos de modulos e, claro, isomor-
fismos de médulos. Entre essas defini¢oes, vamos apresentar alguns
exemplos de modulos, submoédulos, médulo quociente e homomorfis-
mos de modulos. Serdo demonstrados alguns teoremas, corolarios e
proposic¢oes importantes para dar continuidade ao contetdo.

O estudo de médulos e submoddulos servird como base para
definir os conceitos estudados no Capitulo 3, assim como as ideias
de homomorfismos de modulos.

No Capitulo 3 vamos introduzir o conceito de diagramas de
grupos e algumas de suas propriedades, provaremos teoremas para
enfim apresentar a defini¢do de diagrama comutativo. Mostraremos
que é possivel definir esse conceito para médulos também. Essa de-
finicdo sera extremamente importante para entender e demonstrar
o Snake Lemma, pois é uma das bases do enunciado. Além disso,
outro conceito que é um pilar do Snake Lemma e serd apresentada,
¢é a defini¢do de sequéncia exata. Demonstraremos alguns teoremas
e propriedades que serao utilizados posteriormente.

Assumimos que o leitor ja teve contato e obteve conhecimen-
tos bésicos sobre a teoria de anéis e grupos. Caso o leitor necessite
estudar alguns conceitos prévios, recomendamos ler a referéncia [3|.






2 MODULOS E SUBMODULOS

Os moédulos sao vistos como uma generalizagao do conceito
de espaco vetorial. A teoria de moédulos é muito utilizada em va-
rias areas da matematica, entre elas estao a propria algebra e até
geometria. Nesse capitulo iremos apresentar os conceitos iniciais e
propriedades basicas da teoria, de forma a servir como a linguagem
bésica de nosso estudo.

2.1 MODULOS

O conceito de médulo é parte vital para entendermos e po-
dermos demonstrar o resultado proposto nesse trabalho, a saber, o
snake lemma. Vamos comecgar com a sua definicao.

Definigao 1. Seja A um anel. Um moédulo a esquerda de A, ou
A-modulo & esquerda, é um grupo abeliano (M, 4+) munido de uma
operacao de A em M, tal que, para todo a,b € A e xz,y € M temos:

(a+b)x = azx + bz

a(x +y) = ax + ay.

De maneira semelhante podemos definir o médulo a di-
reita de A, ou A-moédulo & direita. Mas vamos lidar apenas com
modulos & esquerda, por isso chamaremos simplesmente A-médulo
ou moédulo. Ademais, se o anel A tiver unidade definimos 1x = x.

Vejamos alguns exemplos de modulos que ja estamos habi-
tuados dos estudos de anéis e grupos.

Exemplo 1. (1) Notamos que todo anel é um mddulo sobre si
mesmo.
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(2) Todo grupo comutativo é um Z-mddulo. Dado x € (G,+) e
n € 7, temos
nc=xr+x+---+zx.
~—_————

n vezes

(8) Um grupo aditivo contendo apenas o 0 é um mddulo sobre qual-
quer anel.

(4) Qualquer ideal & esquerda de um anel A é um A-mddulo.

(5) Como dito anteriormente, o conceito de mddulo generaliza a
ideia de espago vetorial, estudado na dlgebra linear, pois um

espacgo vetorial pode ser visto como um mdodulo sobre um corpo
K.

Antes de passarmos ao proximo exemplo apresentamos a
seguinte defini¢ao.

Definigao 2. Dados S e M conjuntos nao vazios. Denotamos por
Map(S, M), o conjunto de todas as aplicagoes S — M.

Exemplo 2. Sejam S um conjunto ndao-vazio e M um A-mddulo.
Para f € Map(S, M), a € A definimos af como a transformagao on-
de (af)(s) = af(s). Entao o conjunto de transformagoes Map(S, M)
é um A-mddulo. Com efeito, note que (Map(S,M),+) é um gru-
po abeliano, pois os elementos resultantes sao elementos de M. Su-
ponha f,g € Map(S,M) e a,b € A. Desse modo, sendo s € S,
f(s)=me M eg(s) =n e M, temos (a+b)f(s) = (a+b)ym =
am +bm = af(s) + bf(s), pois M é um A-mddulo. Por outro lado
a(f +9)(s) = a(f(5)+9(5)) = alm-+n) = am—+an = af (s) +ag(s),
logo Map(S, M) é um mddulo.

A partir da definigdo do conceito de modulos podemos de-
monstrar o seguinte teorema.

Proposigao 1. Sejam A um anel e M wm A-mddulo. Dados a,0 €
A ex € M, as sequintes afirmacées sdao verdadeiras:

(1) 0z =0
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(2) a(—z) = —(ax)
Demonstragao:

(1) Sejam a,0 € A e x € M. Sabemos que a +0 = 0+ a = a.
Como (a+b)x = ax + bx, temos (a + 0)x = ax + 0x. Portanto
ax = ax + 0x e podemos concluir que 0z = 0.

(2) Agora, temos que a(x + y) = ax + ay. Dessa forma considere
x,—x € M. Logo ax+a(—z) = a(z+(—z)) = a0 = 0. Portanto
a(—z) = —(az).

2.2 SUBMODULOS

Da mesma forma que podemos definir subgrupos no estudo
de grupos, no estudo de moédulos podemos definir submodulos.

Definigao 3. Seja M um A-moédulo. N é dito submoédulo de M
quando é um subgrupo aditivo, tal que AN C N.

Exemplo 3. (1) Dado um grupo abeliano G, este é um Z-mddulo.
Os subgrupos de G sao submddulos de G.

(2) Um espago vetorial V sobre um corpo K é um K-mddulo. Os
subespacos vetoriais de V' sao submodulos de V.

2.3 MODULO QUOCIENTE

Espera-se que o conceito de grupo quociente ja seja conheci-
do do leitor, com isso podemos definir de maneira similar o mddulo
quociente.

Definigao 4. Sejam M um modulo e N um submédulo de M. Po-
demos definir uma estrutura de modulo no quociente M/N. Seja
x + N uma classe de equivaléncia de N em M e seja a € A. Defi-
nimos a(x + N) como a classe de equivaléncia ax + N. M/N é um
modulo, chamado médulo quociente.
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Vamos verificar as propriedades de moédulo de M/N. Dados
M um A-moédulo e N um submoédulo de M. Como M é um grupo
abeliano, o quociente também sera [3]. Tome a,b € Ae x+N,y+N €
M/N. Assim, temos que

(a+b)(x+N)=(a+bxz+ N

axr +bx + N
=ar+ N +bx+ N
a(x + N)+b(z + N).

Agora, temos

a(z+ N+y+N)=a(lx+y+N)
=a(z+y) +N
=ar+ay+ N
ar + N +ay + N.

Portanto M/N é um A-modulo. Observe que, como M é um gru-
po abeliano na soma, o quociente estd bem definido, ja que todo
subgrupo de (M, +) é um subgrupo normal.

2.4 HOMOMORFISMO DE MODULOS

Em grupos, definimos homomorfismos de grupos, ou seja,
aplicagoes que preservam as estruturas de grupo. Isso é importante
pois, muitas vezes queremos trabalhar com grupos extremamente
complicados e abstratos, mas se aplicarmos um homomorfismo a
esse grupo, o resultado pode ser mais simples de se trabalhar, e tera
0 mesmo comportamento de nosso grupo mais abstrato. Assim é
importante definir homomorfismos entre modulos.

Definigao 5. Sejam (G,+) e (G, x) dois grupos. Uma aplicacdo
f G — G é um homomorfismo se

fla+b) = f(a) x f(b), Va,b € G.

Esse homomorfismo sera aditivo quando G e G forem grupos aditi-
VOS.
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Definigdo 6. Uma aplicacdo f : M — M’, com M e M’ sendo
A-moédulos, é chamada homomorfismo de moédulos se f é um
homomorfismo aditivo em grupos, tal que

flaz) =af(x),Va € Ae x € M.

Se tal aplicagao for bijetora chamamos isomorfismo de médulos.
Se f €& um isomorfismo de modulos, dizemos que M ¢é isomorfo a M’
e denotaremos por M ~ M'.

Exemplo 4. (1) Se M é um mddulo, entao a aplicagao identidade
€ um homomorfismo de mddulos.

(2) Para quaisquer A-mddulos M e M’, a aplicagio ¢ : M —
M’ tal que {(z) = 0,Vz € M, é um homomorfismo, chamado
homomorfismo nulo.

(8) Sejam um mddulo M e um submddulo N de M. Temos o ho-
momorfismo canénico aditivo

f+M— M/N
m+— m + N.

(4) Sejam os Zi-mddulos, Z e ZZxZ.. A aplicagao f : X7 — Z, tal
que, dados (z,y) € ZxZ, f(x,y) = x+y é um homomorfismo
de mddulos sobrejetor. Fize x = 0, dado y € Z, assim f(0,y) =
y, logo Im(f) = Z.

Dois conceitos importantes nesse trabalho sao as defini¢oes
de nicleo e imagem, os dois sao bem conhecidos dos estudantes de
algebra.

Definigao 7. Seja f uma aplicacao entre A-médulos M e M’. De-
notamos por ker f e chamamos de ntcleo de f o conjunto ker f =
{w e M|f(x) =0}

Definigao 8. Seja f uma aplicagao entre A-modulos M e M’. De-
notamos por Im f e chamamos de Imagem de f, o conjunto Im f =
{m" € M"| f(m) = m/ para algum m € M}.
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Com as defini¢bes apresentadas até aqui, podemos demons-
trar uma proposigao que envolve niicleo e imagem de um homomor-
fismo de modulos.

Proposigao 2. Se f : M — M’ é um homomorfismo de mddulos,
entdo seu nicleo e tmagem sao submddulos de M e M', respectiva-
mente.

Demonstragao: Tome z,y € ker f e faca f(z—y) = f(x)—f(y) =0,
logo © — y € ker f e, portanto, ker f é subgrupo aditivo de M.

Tome a,b € Im f, logo existem x,y € M tais que f(x) =ae f(y) = b.
Faca a — b = f(x) — f(y) = f(z — y), portanto a — b € Im f, logo
Im f é subgrupo aditivo de M’.

Agora, para mostrar que ker f é submédulo de M, basta mostrar
que Aker f C ker f. De fato, note que Va € Ae x € ker f temos

flaz) = af(x) = al =0,

portanto az € ker f, ou seja, ker f é submoédulo de M.
Agora, precisamos mostrar que AIm f C Im f.

Tome a € A ey € Im f arbitrarios, entdo 3z € M tal que f(x) =ye
também f(ax) = ay, portanto ay € Im f, ou seja, Im f é submo6dulo
de M'. |

Apresentaremos agora uma proposicdo que ird nos ajudar
em outras demonstragoes no futuro, principalmente para demonstrar
que uma aplicagdo ou homomorfismo de médulos é injetor.

Proposic¢ao 3. Dado f: M — M’ um homomorfismo de mddulos,
ker f = {0} se, e somente se, [ é injetiva.

Demonstragao:

(<= ) Primeiramente, suponha que f é injetiva. Como f é um ho-
momorfismo, temos que f(0) = 0, portanto 0 € ker f, logo

{0} C ker f.



2.4. Homomorfismo de Mddulos 25

Agora, tome z € ker f, logo f(z) = 0, mas sabemos que 0 =
f(0), entao f(x) = f(0). Pela injetividade de f temos que
x = 0, portanto ker f C {0}.

(=) Suponha que ker f = {0}. Veja que, se f(z) = f(y), entao
f(x—y) =0.Logo x—y € ker f, portantox—y =0 — z =y,
assim, concluimos que f é injetiva.

Agora demonstraremos um teorema muito geral da algebra,
utilizado no estudo de grupos, mas adaptado para homomorfismos
de modulos, o conhecido Teorema do Isomorfismo. Apods, vamos a-
presentar dois corolarios desse teorema.

Teorema 1. (Teorema do Isomorfismo) Dado f : M — M' um
homomorfismo de mddulos, com M e M’ sendo A-mddulos, temos

M
ker f

~ Im f. (2.1)

Demonstragao: Vamos considerar a aplicacao induzida

f: — Im
fkﬂf / (2.2)
m + ker f — f(m).
Vamos mostrar, primeiramente, que f estd bem definida. Note que
m4kerf=m+kerf = m=m+Ek,

para algum k € ker f e, portanto,

f(m) = f(m+Fk)
(m) + (k) (2.3)
(m)

Il
S
=1

=

Note que f é sobrejetora, pois Im f = Im f. Para m,n € M, repre-
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sentantes de classes laterais em M/ ker f, temos

f(m+ker f +n+ker f) = f((m+n) + ker f)

(m+n)

(m) + f(n)

(m +ker f) + f(n + ker f).

= =

Agora, tome a € A e faga

Flam + ker ) = f(am)
= af(m)
= af(m +ker f).

Provamos que f é um homomorfismo de médulos sobrejetor, mas se
ker f = {0 + ker f}, teremos um homomorfismo de moédulos injetor.
De fato,

ker f = {m +ker f | f(m) =0}

={m+ker f|m € ker f} (2.4)
= {0 + ker f}.

Logo ker f = {0 + ker f}.

Assim f é bijetor, logo é um isomorfismo. [

Corolario 1. Sejam N e N’ submddulos de um A-mddulo M. Entao
N + N’ também é um submddulo de M, e temos um isomorfismo
N N+ N
NON =~ N

Demonstragao: Como N e N’ sdo submoédulos de M, entdao N e
N’ sao subgrupos de um grupo abeliano, logo

N+ N =N+ N.

Tome s,t € N+ N’ logo s =n; +n) et =nyg+n,. Faga s —t =
(n1 +n}) — (ng+nb) = (n1 —n2) + (n) —nb), como (ny —ng) € N
e (n] —nb) € N entdo s —t € N+ N’, logo N + N’ é subgrupo
aditivo de M.
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Agora, tome s € N + N’ e a € A, temos que s = n + n'. Faga
as = a(n+n') = an + an’, logo as € N + N’ e concluimos que
N + N’ é submodulo de M.

Vamos mostrar que N’ é submodulo de N+ N’. Para ja sabemos que
N’ é submodulo de M, logo é subgrupo aditivo, mas dado n’ € N’,
podemos escrever n’ = 0+4+n’ € N+ N’, portanto N’ C N+ N’, com
isso garantimos que N’ é subgrupo aditivo de N + N’. J4 sabemos
que AN’ € N’, logo N’ & submoédulo de N + N'.

/7
Desse modo podemos considerar o quociente & ;{,fv . Sendo ¢ o ho-
momorfismo canonico

Perceba que

keroly ={ne€N|n+ N =0+ N} =NNN".

Seja a € N]J\“,fvl, temos o = (n+n')+ N’ para algum n € N e algum

n’ € N’, logo

a=n+n)+N
=n+ N’
= ¢ln(n)
e portanto ¢|y é sobrejetor.
Aplicando o Teorema 1 a ¢|x, obtemos o resultado. [
Corolario 2. Se M D M' D> M" sao mddulos, entdo
(M/M")/(M'/JM") ~ M/M’ (2.5)
Demonstragao: Considere o seguinte homomorfismo:
P M — M
M M’ (2.6)
m+ M" — m+ M’
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Primeiramente devemos mostrar que ¢ esta bem definida, de fato
m+M'=m+M' = m=m+n
para algum n € M” assim
m+M =m+n+M
=m+ M
pois sabemos que n € M" C M’'.

Note que ¢ é sobrejetor. De fato, dado m + M"” € M/M", temos
w(m+ M")=m+ M, logo Imvy C M/M’'. Agora seja m + M’ €
M/M', portanto m + M’ = ¢p(m + M"), logo M /M’ = Im1).

Ademais, kerp = {m + M"|me M'} = M'/M".
Aplicando o Teorema 1 & 1, obtemos o resultado. [

Vamos apresentar um exemplo de uso do resultado do Co-
rolario 2. Aqui a ordem de um grupo (G, +) serd denotada por |G|.

Exemplo 5. Dados os subgrupos de Z., 3Z. e 6Z.. Entdo 67, C 37, C
Z.. Pelo Coroldrio 2,

(Z,/67)/(3Z/6Z) ~ 7./3Z.

Para finalizar o capitulo, demonstraremos uma proposi¢ao
que abrange os assuntos estudados até agora e ira nos auxiliar futu-
ramente.

Proposicgao 4. Se f: M — M’ é um homomorfismo de A-mddulos
e N' é um submddulo de M', entdo f=1(N') é um submddulo de M
e temos um homomorfismo candnico e injetor
feM/f Y N') — M'/N’
m+ fYN') — f(m)+ N’

Se f € sobrejetor, entdo f € um isomorfismo de mddulo.

Demonstragao: Vamos verificar que f esta bem definida. De fato,
seja m + fH(N') = m + f~H(N'), logo existe m € f~1(N’) tal que
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m = m +m. Agora aplique f, temos f(m + f~1(N’)) = f(m) + N’
e

(m+m+ fH(NV)

(m) + f(m) + N’

(m)+ N'.

Fm+ f7HN")

([
- =

Sejam z1,7z2 € f~1(N'), entao f(x1), f(x2) € N’, como N’ é sub-
modulo de M'; temos que f(x1) — f(z2) € N'.

Agora, dados x1,75 € fTYN'), faga f(z1 — x2) = f(x1) — f(x2),
portanto f(z; — x2) € N', assim temos que 1 — z3 € f~H(N'),
portanto f~1(N') é subgrupo aditivo.

Tome z € f~Y(N') e a € A, logo f(z) € N’ implica que af(x) €
N’ pois N’ é submodulo, portanto f(ax) € N’, desse modo ax €
FYN"). Com isso, podemos concluir que Af~1(N’) C f~}(N’) e
que f~Y(N’) é submodulo de M.

Vamos mostrar que f é um homomorfismo de moédulos. Sejam m, €
M e my € M representantes de classes laterais em M/f~1(N'),
entao

F(my4+me + f7HN)) = f(my +mg) + N’
= f(m1) + f(mz2) + N’
= f(m1) + N'+ f(mz2) + N’
= f(m1+ fTHN) + f(ma + fTHNT)),

portanto f é homomorfismo aditivo de grupos.
Agora basta que f(am + f~H(N')) = af(mf~1(N')), paraa € A e
m+ f~YN'") € M/f~1(N’). De fato, tomea € Aem+ f~1(N') €
M/ f~Y(N’), temos que
flam + f71(N') = f(am) + N’
— af(m) + N’
=af(m+ f7H(N)),

portanto f é um homomorfismo de modulos.
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Tome m + f~1(N’) € ker f, logo

fm+ f7HN") = f(m) + N'= N,
assim f(m) € N' e m € f~Y(N’), portanto m + f~Y(N’) = 0 +
f7H(N') e concluimos que ker f = {0+ f~*(N')} e f é injetor.

Suponha que f & sobrejetor, logo Im f = M’. Ja sabemos que Im f C
M'/N'. Agora, tome m’+N’ € M'/N’, comom’ = f(m) para algum
m € M, podemos escrever m’ + N’ = f(m)+N' = f(m+ f~1(N")).
Concluimos que f é sobrejetor. [



3 SEQUENCIAS EXATAS DE MODULOS

A &lgebra comutativa é uma ferramenta essencial no estu-
do de outros ramos da matematica, tais como: topologia algébrica,
combinatoéria algébrica, algebra homologica, etc. Entre os intiimeros
conceitos estudados em algebra comutativa, um deles se destaca, o
conceito de sequéncias exatas. Esse capitulo se concentra no estudo
de sequéncias exatas.

Para entendermos melhor o conceito de sequéncias exatas,
precisamos primeiro entender o conceito de diagramas comutativos
e algumas de suas propriedades.

3.1 DIAGRAMAS COMUTATIVOS

Diagrama é uma forma de representar uma “grade” de apli-
cagoes ou, em nosso caso, homomorfismos de modulos.

Vamos demonstrar alguns teoremas generalizados envolven-
do diagramas, conjuntos e aplicagoes e, posteriormente, veremos que
esses teoremas podem ser adaptados para o estudo de moédulos.

Teorema 2. Dado o diagrama a sequir

A—"25C
1|
B

com A,B e C conjuntos nao-vazios e, f e g aplicagées, entdo as
sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(1) Eziste uma aplica¢io h: B — C tal que ho f = g.

(2) f(x) = fly) = g(x) = g(y),Va,y € A.
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Demonstragao: (1) = (2): Suponha que existe uma aplicagao
h: B — C tal que ho f = g. Agora suponha que, dados z,y € A,
f(z) = f(y). Nesse caso obtemos o resultado:

g(x) =

(2) = (1): Considere o seguinte subconjunto de Im f x C":
G={(y,z) elmfxC|3x e Ay=f(z),z=yg@)}

Podemos notar que G # 0, pois para qualquer z € A temos que
(f(z),g(x)) € G. Para qualquer y € Im f encontramos um z € C
unico, tal que (y, z) € G. Podemos verificar a existéncia do elemen-
to z, dado y = f(z) entdo basta tomar z = g(z). Para provar a
unicidade de z, suponha (y,z) € G e (y,2') € G, temos que

Jx, 2’ € A tais que | z = g(x)

z=g(z')

assim, como z = g(z) e z = g(2'), temos g(x) = g(z’), logo z =
z'. Dessa forma podemos definir uma aplicacao ¢ : Im f — C da
seguinte forma:

Vo € A temos t(f(z)) = g(x)

Logo, defina h : B — C como a aplicagdo induzida

hw) — {t(y) sey € Im f

c € C qualquer, caso contrario

Desse modo, para todo z € A temos (ho f)(xz) = t(f(z)) = g(x),
portanto ho f = g. [

Ao encontrarmos a aplicacdo h no teorema acima, estamos
realizando um processo que chamamos completar o diagrama e po-
demos representar da seguinte forma:



3.1. Diagramas Comutativos 33

Vamos demonstrar um corolario do Teorema 2.
Corolario 3. Sejam A, B conjuntos ndo vazios e f : A — B uma
aplicagdo qualquer. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) f € injetiva.
(2) existe uma aplicagio g : B — A tal que go f =idy4.

(8) f € canceldvel a esquerda, ou seja, para todo conjunto C nao
vazio e quaisquer aplicagoes h,k : C — A, foh=fok =
h=k.

Demonstragao: (1)<=-(2): segue do Teorema 2, fazendo C = A e
g = idA.
(2) = (3): Supondo que foh = fok, como go f=ids temos

h=gofoh=gofok=k.

(8) = (1): Suponha, por absurdo, que f nao é injetiva. Entao
existem z,y € A com x # y tais que f(z) = f(y). Defina k,h: C —
A constantes dadas por h(c) =z e k(c) =y, Ve € C. Agora temos
que (foh)(c) = (fok)ic) = h(c) = k(c), o que é um absurdo,
pois h(c) # k(c), portanto f ¢ injetiva. ]

Vimos o teorema para diagramas do tipo

A2,

;

mas também podemos considerar o seguinte:
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c
lg
B-1.a

Teorema 3. Sejam A, B,C conjuntos nao-vazios e f : B — A, g :
C — A aplicagoes, entdo as seguintes afirmacdes sio equivalentes:

(1) Existe uma aplicagio h : C — B tal que foh =g.
(2) Img C Im f
Demonstragao: (1) = (2): Suponha que existe uma aplicacdo

h:C — B tal que foh = g, entao, para todo z € C temos
g(z) = f(h(x)) € Im f, portanto Im g C Im f.

(2) = (1): Suponha, agora, que Img C Im f, desse modo, para
todo x € C existe y € B tal que g(z) = f(y). Considere entao y,
qualquer elemento de B que corresponde 4 igualdade g(z) = f(y.).
Assim, definimos h : C' — B como h(z) = y,. Portanto, temos que

Vo € C, (foh)(x) = f(h(x)) = f(yz) = g(x), portanto foh =g. =
Corolario 4. Sejam A, B conjuntos nao vazios e f : B — A uma

aplicagdo qualquer. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f € sobrejetora.
(2) existe uma aplicagio g : A — B tal que fog=1idy.

(8) f é canceldvel a direita, ou seja, para todo conjunto C ndao
vazio e quaisquer aplicacoes h,k : A — C,

hof=kof = h=k.
Demonstragao: (1)<=(2): Segue diretamente do Teorema 3, fa-
zendo g =idp e C = B.
(2) = (3): Suponha que ho f = ko f, entdo, como fog=idy, se
compormos ¢ a direita obtemos ho fog=ko fog = h=k.

(8) = (1): Se A for um conjunto unitério, f é claramente sobreje-
tora. Vamos provar para o caso de A ter pelo menos dois elementos.
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Suponha, entao, que a,b € A elementos distintos e defina h: A — A

h(x):{x se v € Im f

a caso contrario

CO1mo:

ek:A— A como:

k(a:):{x se v € Im f

b caso contrario

Assim, para todo y € B, temos h(f(y)) = f(y) = k(f(y)), logo
hof = ko f e, pela hipotese, h = k. Suponha, por absurdo, que
Imf # A, mas como Im f C A, existe x € A com = ¢ Im f. Logo
h(z) = a e k(z) = b, mas como h = k temos que a = b. Portanto
Im f = A, assim f é sobrejetora. ]

A seguinte defini¢do ird nos ajudar no momento de escrever
sobre homomorfismos de modulo sobrejetivos ou injetivos.

Definicao 9.

(1) Chamamos de epimorfismo um homomorfismo de médulo so-
brejetivo.

(2) Chamamos de monomorfismo um homomorfismo de médulo
injetivo.

Os Teoremas 2 e 3 e seus respectivos corolarios referem-se a
quaisquer aplicacOes, inclusive aquelas que nao sdo homomorfismos,
portanto serao validos para homomorfismos de médulos, e podemos
adaptar tais teoremas para que se ajustem as nossas necessidades.
E isso que faremos a seguir.

Teorema 4. Considere o sequinte diagrama

A2, C

;
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de mddulos e homomorfismos de modulo, no qual f € um epimorfis-
mo. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes

(1) existe um unico homomorfismo de médulo h : B — C' tal que
hof=g.

(2) ker f C kerg.

Além disso, h serd um monomorfismo se, e somente se, ker f =
ker g.

Demonstragao: (1) = (2): Suponha que existe um tnico homo-
morfismo de médulo h : B — C tal que ho f = g. Pelo Teorema 2,
para todo z € A, se f(z) =0, entdo g(z) = (ho f)(x) = h(0) =0,
pois h é um homomorfismo. Logo ker f C ker g.

(2) = (1): Suponha que ker f C ker g. Tome z,y € A arbitrarios,
como f e g sdo homomorfismos, temos

f@)=fly) = flx—y)=f(x) - fly) =0
= x—y€ekerf Ckerg
= g(x) —g(y) =g(x—y) =0
= g(x) = g(y).

Pelo Teorema 2 podemos definir uma aplicagdo h : B — C tal que
ho f = g. Como f é sobrejetor, pelo Corolario 4, temos que f é
cancelavel a direita e h sera tnica.

Vamos provar, entdo, que h é um homomorfismo de médulo. Para
todo x € A temos h(f(x)) = g(z), tomando x,y € A, como f e
g sao homomorfismos e f é sobrejetor, considere f(z), f(y) € B e
teremos
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logo h ¢ um homomorfismo aditivo de grupos. Agora tome o € R
um elemento do anel sobre o qual A, B e C sdo médulos e faga

h(af(z)) = h(f(ax))
= g(az)
= ag(z)
= ah(f(z)),

portanto h é homomorfismo de médulo.

Vamos mostrar agora que h serd um monomorfismo se, e somente
se, ker f = ker g.

( =) Suponha que h é injetiva, assim, para qualquer x € A, temos
9(x) =0 = h(f(z)) =0 = f(z) =0,
portanto ker g C ker f e concluimos que ker g = ker f.

( <= ) Suponha que ker g = ker f e tome y € ker h. Como f é sobre-
jetor, 3z € A tal que f(x) =y, assim

hy) =0 = h(f(z)) =0 = g(z) =0

logo x € kerg, mas kerg = ker f, portanto y = f(z) = 0.
Concluimos que ker h = {0} e h ¢é injetiva.

Teorema 5. Considere o diagrama

B%

&TQ

de mddulos e homomorfismos de mddulos onde f € um monomorfis-
mo. As sequintes afirmacgées sdo equivalentes:

(1) existe um unico homomorfismo h : C — B tal que foh =g.
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(2) Img C Im f.
Além disso, h € epimorfismo se, e somente se, Img = Im f.

Demonstragao: (1) = (2): Suponha que existe um tnico homo-
morfismo h : C — B tal que foh = g. Assim, Vx € C, temos
g(x) = f(h(x)) € Im f. Portanto Im g C Im f.

(2) = (1): Supondo que Im g C Im f, pelo Teorema 3, existe uma
aplicagdo h : C — B tal que f o h = g. Como, por hipotese, f é
injetiva, pelo Corolério 3, temos que f é cancelével & esquerda e h é
Gnica.

Como para todo z € C, temos f(h(z)) = g(x), e como f e g sdo
homomorfismos, dados ¢,d € C' e um real o qualquer, temos

f(hac+d) = g

(e +d)
g(ac

) +9(d)
g(c) +g(d)
= af(h(c)
= f(ah(c)
= f(ah(c)

|
o

)+ f(h(d))
)+ f(h(d))
h(d))

Como f ¢é injetiva, temos que h(c+d) = h(c)+h(d) e h(ac) = ah(c),
assim A ¢ um homomorfismo de moédulo.

Vamos mostrar que h é epimorfismo se, e somente se, Img = Im f.
Suponha que h é sobrejetora, entdo para todo b € B existe ¢ € C
tal que b = h(c), desse modo

f(0) = f(h(e)) = g(c),

portanto Im f C Im g. Por outro lado, suponha Im f = Im g, entao
para todo b € B existe ¢ € C, tal que f(b) = g(c), mas g(c) =
f(h(e)), logo, como f é injetiva, b = h(c), portanto h é sobrejetora.
|

Com todos os conceitos estudados até aqui, podemos definir

diagrama comutativo. Essa defini¢do é essencial para completarmos
o objetivo do trabalho.
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Definigao 10. Um diagrama de conjuntos e aplicagoes
A C

%

é dito comutativo se h o f = g. De maneira similar, um diagrama

. B
o lﬁ

LD

b

—

Q

¢é dito comutativo se fo f =goa.

Em outras palavras, se um diagrama é comutativo, fixando
os conjuntos de saida e chegada, nao importa o caminho percorrido,
as composicoes serao iguais.

Exemplo 6. (1) Um diagrama

l lﬁ y

A’*>B’*>C”

€ comutativo se, e somente se, ffoa=Bof eg oB=vo0g.

(2) O diagrama

R—25 R

%

onde f ¢ a aplicacdo f(x) =2z, g € a aplicacio g(x) = 222 e
2
h € a aplicag¢io h(x) = %, é comutativo.

(8) Os diagramas
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serdo comutativos se f for a inversa de g.

3.2 SEQUENCIAS EXATAS

A definicao de sequéncia exata é mais um conceito indispen-
savel para completarmos nosso objetivo. Uma sequéncia exata é uma
sequéncia de homomorfismos, onde a composi¢ido de dois homomor-

fismos consecutivos é o homomorfismo nulo. Vejamos, agora, com
mais detalhes, a definicao de sequéncias exatas.

Definigao 11. Uma sequéncia de homomorfismos de médulo é um
diagrama da forma:

fi—1

e M M,

Mi+1 —_— .

Tal sequéncia é chamada exata se, para todo i € Z, temos Im f; 1 =

ker f;.

O seguinte teorema nos dara algumas propriedades envolven-
do sequéncias exatas, essas propriedades serao utilizadas no futuro.

Proposigao 5. Seja f : M — N um homomorfismo de mddulos,

entao f é:

(1) um monomorfismo se, e somente se, 0 — M L N € exata;
(2) um epimorfismo se, e somente se, M i) N — 0 € exata;

(8) um isomorfismo se, e somente se, 0 — M 1y N 20 ¢ exata.

Aqui 0 — M denota a inclusido candnica e N — 0 denota o homo-
morfismo nulo.

Demonstragao:
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(1)

(2)

(3)

Para facilitar a demonstragao, vamos chamar a inclusao 0 —

M de h. Suponha que a sequéncia 0 LN VRN Y exata,
logo Imh = ker f, mas Im h = {0}, portanto ker f = {0}, ou
seja, f € um monomorfismo. Por outro lado, suponha que f é
injetor, assim ker f = {0}, note que Imh = {0}, desse modo

Im h = ker f, ou seja, a sequéncia 0 LNy Vs i) N é exata.

Para facilitar a demonstragdo, vamos chamar o homomorfismo
nulo de z. Suponha que a sequéncia M i> N 5 0 é exata,
nesse caso Im f = ker z, mas ker z = N, portanto Im f = N,
ou seja, f é um epimorfismo. Agora, suponha f sobrejetor,
logo Im f = N e, como z é o homomorfismo nulo, ker z = N,
portanto Im f = ker z, ou seja, a sequéncia M i) N S o0é
exata.

Segue dos itens (1) e (2).

Exemplo 7.

(1) Se f: A— B é um homomorfismo de mddulos, entao a sequén-

cia
OﬁkerfiAgA/kerf%O,

onde a € a inclusdo e B € o homomorfismo candnico, € uma
sequéncia exata. Com efeito, pela Proposi¢do 5 item (1), como
«a € injetor, a sequéncia € exata em Ker f, além disso, como [
é sobrejetor, a sequéncia é exata em A/ ker f.

Tome z € Ima, entio x = «(x), com x € ker f, aplicando
Bla(x)) = B(x) = x + ker f, mas x € ker f, logo x + ker f =
0+ ker f, portanto x € ker 8 e Im« C ker 3.

Agora, seja y € kerf, logo B(y) = 0+ ker f, portando y +
ker f = 0+ ker f, assim y € ker f, mas a(y) =y ey € Imq,
concluimos que ker 8 C Ima e a sequéncia € exata.

(2) Da mesma forma, se f: A — B é um homomorfismo de md-
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dulos, entdo a sequéncia
0=Imf% B B/Imf—o0,

onde o € a inclusdo e f é o homomorfismo candnico, € uma
sequéncia exata. Com efeito, pela Proposi¢ao 5 item (1), como
«a € injetor, a sequéncia € exata em Im f, além disso, como
¢ sobrejetor, a sequéncia € exata em A/Im f.

Tome x € Ima, entio x = «a(x), com = € Im f, aplicando
Bla(x)) = B(x) =z +Im f, mas x € Im f, logo © +Im f =
04 Im f, portanto x € ker § e Ima C ker 3.

Agora, sejay € ker (3, logo B(y) = 0+Im f, portando y+Im f =
0+Im f, assimy € Im f, mas a(y) =y ey € Im «a, concluimos
que ker 8 C Im « e a sequéncia € exata. [

Definigao 12. Uma sequéncia exata da forma

0 M s 0

é chamada sequéncia exata curta.

Agora vamos apresentar algumas técnicas, chamadas de com-
pletar diagramas, por meio dos proximos teoremas.

Teorema 6. Dado o diagrama de mddulos e homomorfismos de md-
dulos

onde a fileira 0 — X Ly 9y Z € exata e gou = 0, existe um
unico homomorfismo h : A — X que completa o diagrama de forma
a tornd-lo comutativo.

Demonstragao: Como temos uma sequéncia exata, ker g = Im f e,

além disso, como g o u = 0 temos Imu C ker g. Pela Proposicao 5
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item (1), f ¢ um monomorfismo. Segue do Teorema 5, como Imu C
Im f, existe um tnico h : A — X tal que foh = u. Assim o diagrama
¢ comutativo. |

Teorema 7. Seja f : M — N wm homomorfismo de mddulo. Se
t:ker f — M € a inclusao candnica, entdo
(1) fot=0

(2) se P é um mddulo e g : P — M ¢é um homomorfismo de médu-
los tal que fog =0, entdo existe um unico homomorfismo de
mddulo u : P — ker f tal que o diagrama a sequir é comutativo:

/l

ker f —t M SN N
Demonstragao:
(1) Como ¢ ¢ a inclusdo canénica, Vo € ker f, temos t(z) = z €
ker f, portanto Va € ker f, temos (f ot)(x) = f(t(x)) =

(2) Como t é a inclusdo candnica, entdo t é um monomorfismo,
logo o diagrama pode ser escrito

/l

0*>kerf*>M*>N

e a sequéncia 0 — ker f Y ML Nsera exata, pela Proposigao
5 item (1). Agora, basta aplicar o Teorema 6 e obtemos o
resultado.

Os Teoremas 8 e 9 e o Corolario 5 que seguem, sao resul-
tados muito importantes na algebra comutativa. Assim como os ho-
momorfismos podem auxiliar no entendimento do comportamento de
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algum objeto algébrico, esses resultados podem simplificar objetos
mais abstratos. Mesmo que nao sejam utilizados diretamente na de-
monstracao do lema titulo desse trabalho, com essas demonstragoes
também adquirimos maturidade algébrica para nos prepararmos pa-
ra 0 nosso objetivo.

Teorema 8. (The four lemma) Seja o diagrama de mddulos e ho-
momorfismos de mddulos

A—lsp_—9,0c-t,p
bbbk
A B ¢ s D

comutativo e suas linhas sao sequéncias exatas. Temos:
(1) Se « e v sdo epimorfismos e o € um monomorfismo, entao (3
€ um epimorfismo.
(2) Se a é um epimorfismo e B e o sao monomorfismos, entao vy
€ um monomorfismo.

Demonstragao:

(1) Seja b € B’ arbitrario, temos que 7 é sobrejetor, logo existe
c € C tal que ¢'(b') = v(c). Como o diagrama é comutativo,
o oh = h' o, portanto

o(h(c)) = W' (v(c) = ' (g' (b))

Mas h' o ¢’ = 0, pois a sequéncia é exata e, como o é injetiva,
h(c) € kero = {0}, consequentemente h(c) = 0, assim ¢ €
kerh = Img, logo ¢ = g(b) para algum b € B. Agora, pela
comutatividade do diagrama, temos que

g'(v')

v(c)
v(g(b))
g'(B(b)),
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(2)

desse modo, como ¢’ ¢ homomorfismo,

g'(b') =g (B(b) = ¢'(t) = B(b)) =0.

Portanto & — B(b) € kerg’ = Im [’ e assim b — 5(b) = f'(a’)
para algum a’ € A’. Da sobrejetividade de o temos que existe
a € A tal que o’ = a(a), por conseguinte, pela comutatividade
do diagrama,

Ainda temos que

b= B(b) + B(f(a)) = B(b+ f(a)) € Im .
Sendo assim Im 8 = B’ e concluimos que 3 é sobrejetor.

Tome ¢ € ker~ arbitrario. Como A’ é homomorfismo e o dia-
grama é comutativo, temos

a(h(c)) = h'(y(c))
=1/ (0)
logo h(c) € kero = {0}. Como h(c) = 0, ¢ € kerh = Img,
portanto, para algum b € B, ¢ = g(b). Pela comutatividade do
diagrama, e ja que c € ker vy, temos

0=1(c)
=7(g(b))
=g'(B(b)),
assim ((b) € kerg’ = Im f’, desse modo ((b) = f'(a’) para
algum o’ € A’. Temos que a’ = a(a) para algum a € A, pois
« é um epimorfismo, consequentemente
B(b) = f'(a(a)) = B(f(a)).
Da injetividade de 8 podemos concluir que b = f(a) e, como a
sequéncia é exata, g o f = 0 chegamos que
c=g(b)
=9(f(a))
=0
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e provamos que vy € injetiva.

Teorema 9. (The five lemma) Suponha que o sequinte diagrama de
mddulos e homomorfismos de mddulo

A B C D E
R P
A/ B/ Cl D/ El

€ comutativo e suas fileiras sao sequéncias exatas. Entao, se aq, as,
Qg e ag sao isomorfismos, asg também serd um isomorfismo.

Demonstragao: Aplicando o Teorema 8 item (1) aos trés quadra-
dos da direita, temos que a3 € um epimorfismo. Agora, aplicando o
Teorema 8 item (2) aos trés quadrados da esquerda, temos que ag
¢ um monomorfismo. Com isso, concluimos que ag é um isomorfis-
mo. ]

Corolario 5. Suponha que o sequinte diagrama de maddulos e homo-
morfismos de maodulo

0 A B c 0
A
0 A B cr 0

€ comutativo e suas linhas sGo sequéncias exatas. Entdo, se o e y
sao isomorfismos, B também € um isomorfismo.

Demonstracgao: Considere o diagrama do Teorema 9 e faca
A=A"=0e E=FE =0.

Considere, também no diagrama do Teorema 9, que a1 e a5 sao a
identidade idy.

Agora, considerando o Teorema 9, temos que S é um isomorfismo.
|
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Exemplo 8. Sejam A % B hoeAdZs B O duas sequéncias
ezatas, com g e g’ injetores e, h e h' sobrejetores. Se o homomorfismo
f: B — B torna o diagrama

B
2N
A f C
B
comutativo, entdao f € um isomorfismo.

Com efeito, escreva o diagrama da sequinte forma

0 A2, -1, C 0
lid,q lf l’idc
0 AL B, 0

Pelo Coroldrio 5, como id4 e idc sdo isomorfismos e o digrama €
comutativo, concluimos que f é um isomorfismo.

Todas essas demonstragoes nos dao técnicas para entender
e demonstrar o teorema da préxima secao.

3.3 THE SNAKE LEMMA

No estudo da algebra, muitas vezes, o matematico quer ou
precisa construir sequéncias exatas longas, para isso ele podera u-
tilizar o Snake Lemma, que é uma oOtima ferramenta para esse fim.
Provaremos esse lema baseando-nos no estudo de médulos e homo-
morfismos de moédulos, mas é importante salientar que esse lema é
valido para qualquer categoria abeliana.

O Snake Lemma é baseado em um diagrama comutativo,
com linhas exatas, da forma



48 Capitulo 3. Sequéncias Exatas de Mddulos

M L M 0
l 7 l 4 l &
0 N LN N

chamado diagrama snake.

Com as defini¢oes de modulo quociente e homomorfismo de
modulos, podemos definir o conceito de co-nicleo, pois vamos utilizé-
la com certa frequéncia.

Definigao 13. Seja f : M — M’ um homomorfismo de modulos.
O co-nucleo de f é o modulo quociente M'/Im f = M'/f(M).
Indicaremos como coker f.

A definicdo de co-nicleo é muito importante para entender
e demonstrar o lema titulo desse trabalho.

Como o Snake Lemma envolve uma sequéncia exata do tipo
5
kerd’ — kerd — kerd” = cokerd — coker d — cokerd”,

precisamos verificar se realmente podemos definir homomorfismos
de mo6dulo entre nicleos e co-nicleos, é o que faremos a seguir.

Considere o seguinte diagrama comutativo de médulos e ho-
momorfismos de modulo

M m

e s

N —" N
Entao temos um homomorfismo induzido por f
f = flkerar : kerd — kerd
¥ f(x).

De fato, suponha 2’ € kerd’, logo d’'(z’) = 0. Pela comutatividade
do diagrama temos que do f = h od’, portanto

d(f(z")) = h(d'(z")) = 0.

(3.1)
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Logo f(z') € kerd.

Agora, considerando o diagrama comutativo de médulos e
homomorfismos de médulo

My

e
N —t N
temos um homomorfismo, induzido por h

coker d’ — cokerd

Com efeito, seja y' € N’ um representante de uma classe lateral de
cokerd = N'/d'(M’). O elemento h(y’") + d(M) nao depende da
escolha de y'. De fato, se y"" =y’ + d'(2'), temos

h(y") = h(y' +d'(z"))
= h(y') + h(d'(z"))
=h(y') +d(f(z")).

Logo temos a aplicagao

h:N'/d (M) — N/d(M)
n' +d (M)~ h(n) + d(M),
ou seja,
h : cokerd’ — coker d. (3.2)
Com essas verificagoes, temos condigoes de enunciar e de-
monstrar o Snake Lemma, é isso que faremos agora.

Teorema 10. (The Snake Lemma) Dado um diagrama snake

VY Y AN Vi 0
J p i J J &
0 N L NS
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a aplicagao

6 : kerd” — cokerd’
S(m") = (f"todog™H(m") +Imd’

estd bem definida e temos a sequéncia exata

kerd L kerd % kerd” % cokerd’ Ly cokerd % coker d”, (3.3)

onde f, G, f e § sio definidos como 3.1 e 3.2.

Demonstragao: Note, primeiramente, que f’ é injetor e g é sobreje-
tor, pela Proposigéo 5 itens (1) e (2). Considere o seguinte diagrama
de moédulos e homomorfismos de médulo, baseado no diagrama sna-
ke,

ker d’ kerd —%— kerd"
Mt M 0
d d d’
0 N NN

coker d’ L cokerd —2— coker d”

onde as aplicagoes das setas para baixo, sem um nome, sao as in-
clusoes e projecoes candnicas. Vamos mostrar que tal diagrama tem
suas linhas, superior e inferior, exatas.

Para a linha superior, vamos definir f. Dado m’ € kerd’,
entao d'(m’) = 0, note que
d(f(m") = f'(d'(m))
= f(0)
=0
pela comutatividade do quadrado, portanto f(m’) € kerd, logo f =
flkerar-
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De maneira semelhante podemos definir g. Tome m € ker d,
logo d(m) = 0, entdo, pela comutatividade do quadrado,

d"(g(m)) = ¢'(d(m))
g'(0)
07

lOgO g= g|kerd-

Pela exatidao da sequéncia temos que Im f = ker g, tome

m’ € kerd', logo g(f(m')) = 0, assim g(f(m')) = 0 e portanto
Im f C kerg.

Seja m € kerg, logo m € kerd e m € kerg = Im f, assim,
d(m) =0em = f(m’) para algum m’ € M’. Agora, pela comutati-
vidade do diagrama,

f(d(m") =d(f(m')) = d(m) = 0.

Como f’ ¢ injetiva, d'(m’) = 0, logo m’ € kerd e m = f(m').
Concluimos que kerg = Im f.

Para a linha inferior, vamos definir f. Ja vimos esse processo
ao definirmos h em 3.2. Tome n’ € N’ um representante de uma
classe lateral em cokerd’ = N’/Imd’, desse modo

f(' +1Imd) = f'(n') + Imd.
Para garantir que f estd bem definida, tome m’ € M’, entdo, pe-
la comutatividade do diagrama, f'(d'(m’)) = d(f(m')), portanto
f/(d(M’")) C Imd. Definimos § da mesma forma

g(n+Imd) = ¢g'(n) +Imd".

Vamos mostrar que a linha inferior é exata. Tome n+Imd €
Im f, logo n 4+ Imd = f'(n') + Imd para algum n’ € N’, portanto
g(n+Imd) = ¢'(f'(n'))+Im d”’ = 0+Im d”, pois a sequéncia é exata,
portanto n + Imd € ker §, desse modo Im f C ker §. Agora, tome
n+ Imd € kerg, assim g(n + Imd) = ¢'(n) + Imd”’ = 0 + Imd”,
entdo ¢'(n) € Imd”, logo d’(m") = ¢'(n) para algum m” € M".
Como g é sobrejetor, temos g(m) = m’ para algum m € M.
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Faca ¢’'(n —d(m)) = ¢’'(n) — ¢’(d(m)), pela comutatividade
do diagrama temos

g'(n) = g'(d(m)) = d"(m") — d"(g(m))
_ d”(m”) _d//(m//)

Portanto
n —d(m) € kerg’ = Im f'.

Logo temos n’ € N’ tal que

f'(n'y=n—d(m) = f(n'+Imd)=n—d(m)+Imd
=n+Imd

e finalmente Im f = ker §.

Agora vamos definir a aplicacdo ¢ : kerd” — cokerd’. Ela
pode ser definida com m' € kerd”, como g & sobrejetor, existe m €
M tal que g(m) =m”. Sejan = d(m) € N, faga ¢'(n) = ¢'(d(m)) =
d"(g(m)) = d"(m"”) = 0, logo n € kerg’ = Im f’, portanto existe
n’ € N’ tal que f'(n’) = d(m). Desse modo podemos definir §(m”) =
n’ +Imd’. Note que n’ é Gnico, pois f’ ¢é injetiva.

Vamos mostrar que § estd bem definida. Tome, a; € M
como uma imagem inversa, por g, de m” e seja as = d(ay). Note
que tal elemento as tem uma Unica imagem inversa, por f’, bo € N’,
pois f’ & injetiva. Note que m — a; € ker g, pois

g(m —a1) = g(m) — g(az)
=0.

Assim m — a; € Im f, portanto existe m’ € M’ tal que f(m’) =
m — aq. Dai, temos

f'(n —bg) =
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como [’ é injetiva n’ — by = d'(m’), logo n’ + Imd = by +Imd’, ou
seja, definem a mesma classe lateral em cokerd = N’/Imd’. Mos-
tramos que aplicagao § estd bem definida, ou seja, é independente
das escolhas dos elementos nas imagens inversas de f e g.

Agora vamos provar que a Sequéncia 3.3 é exata em ker d”.

(Img C kerd): Se m” € Img, entdao m"” = g(m), com m € kerd.
Vemos que

n =d(m)
-0

como f’ & injetiva podemos considerar n = f’(0), portanto §(m”) =
0+ Imd'. Concluimos que Img C ker d.

(kerd C Img): Tome m” € kerd e lembre que existe m € M, com
g(m) =m' e denotamos n = d(m). Temos

§(m")y=n"+Imd =0+ Imd,

onde f'(n') = n. Logo n’ € Imd’, ou seja, existe m’ € M’ tal que
n' = d'(m'). Portanto,

dim)=n
= f'(d'(m"))
= d(f(m"))

desse modo m — f(m') € kerd, pois

d(m) = d(f(m")) = d(m) —d(f(m')) =0
= d(m — f(m')) = 0.

Agora, como go f =0,

glm — f(m)) =g
g

Assim, m” € Img. Podemos concluir, entao, que Img = ker d.
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O préoximo passo serd provar que a sequéncia é exata em
coker d’.

(Im§ C ker f): Tomando n’ 4+ Imd’ € Im 4, como, por construgao,
n' +Imd = d(m”), onde g(m) =m" e d(m) = f'(n’), com m € M,
temos que

f(n'+Imd") = f' 4+ Imd
=d(m)+Imd
=0+ Imd.
Portanto n’ + Imd’ € ker f.
(ker f € Tmé): Seja n' + Imd’ € ker f. Entdo n = f'(n’) € Imd e
existe um m € M tal que d(m) = f’(n’). Seja m” = g(m), assim
d"(m") = d"(g(m))
= g'(d(m))
=g (f'(n))
=0.
Nesse caso, basta tomar n’+Imd’ = §(m'"). Desse modo n'+Imd’ €
Imé.

Por fim, podemos representar a aplicagdo & no diagrama a
seguir

kerd —— kerd —— kerd” W
)

M’ M M D, 0

0 ( N’ N N"

coker d —— cokerd —— coker d”

dai vem o nome do lema.



4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, abordamos os conceitos de modulos e sub-
modulos, vimos como esses conceitos podem ser desenvolvidos de
forma muito semelhante a teoria de anéis e grupos, defini¢oes para
modulo quociente e homomorfismos de modulo. Além disso defini-
mos diagramas comutativos, que, como foi dito, é extremamente im-
portante para o nosso objetivo. Todos esses conceitos formam uma
base sélida para o estudo proposto do Snake Lemma.

Futuros trabalhos, que poderiam aprofundar o estudo nessa
area, podem incluir o estudo de soma e produto direto, bem como o
estudo de produto tensorial. Outro rumo a se tomar pode envolver a
demonstracao do Azioma de Sequéncias Exatas Longas. Uma outra
sugestao seria um estudo aprofundado sobre categorias abelianas.
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