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PROGRAMA(1) 

para um 

CURSO MODERNO 

de 

MATEMÁTICA 

(Para a Quarta Série dos Cursos Ginasiais)(2) 

l. Números reais - prática com números irracionais - radicais: potências 
com expoen te racional relativo - operações e propriedades; 

2. Equações do segundo grau - generalidades - resolução - relações 
entre os coeficientes e as raízes; equações biquadradas e equações 
irracionais; sistemas simples do segundo grau - problemas; 

3. Funções - domínio e conjunto-imagem; função linear e sua repre
sentação gráfica cartesiana :...__ resolução gráfica de sistemas de equações; 
função trinômio do segundo grau e sua representação gráfica ca.rte-
siana ; inequações do segundo grau; • 

4. Semelhança - razão e proporcionalidade de segmentos - Teorema .de 
Tales - semelhança de triângulos - semelhança de polígonos; razões 
trigonométricas; 

5. Relações métricas - num triângulo retângulo - . Teorema de Pitágoras; 
num triângulo qualquer - lei dos senos e lei dos co-senos; relações 
métricas num círculo; 

6. Polígonos regulares e medida da circunferência - polígonos regulares 
inscritíveis e circunscritíveis numa circunferência; construção e re
lações métricas entre os elementos do quadrado, do triângulo eqüilátero, 
do hexágono e decágono regulares; noções sôbre a medida da circun
ferência - cálculo de "'· 

Apêndice: Números complexos; Áreas de regiões planas; Mapas 
topológicos. 

(1) De a cõrdo com os Assuntos Mínimos para um moderno Programa de Màtemática 
para os G inásios, aprovado pela Diretoria do Ensino Secundário, do Ministério de Educação 
e C ultura, no C urso de T reinamento Básico para Professõres Secundários, realizado em 
Brasília, de 25 a 30 de novembro de 1963, e Sugestões para um roteiro de programa para a 
cadeira de Matemdtica, Curso Secundário - 1.° Ciclo - quarto ano ginasial, d a Secretaria 
de Edu_caçi!o de São Paulo , publicadas no Di4rio Oficial de 19/1/1965. 

(2) Designação genérica do 1.° Ciclo dos Cursos Médios, compreendendo o~ Ginásios, 
os G inásios Modernos, o.i;- Ginásios Experimentais, os G inásios Vocacionais, os Ginásio·s 
Industriais, os Ginásios Comerciais e os G inásios Pluric\lrriculares. 
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UMA PALAVRA PARA VOCÊ, 

QUE VAI TERMINAR O GINÁSIO . 

Meu caro estudante: 

Ao final dêste volume, você ficará de posse dos assuntos de Mate
mática relativos aos quatro a nos de estudos do Ginásio. E não se esqueça: 
você estará incluído no primeiro grupo de jovens brasileiros que completa 
0 seu curso ginasial conhecendo as belas estruturas da Matemática Moderna, 
a exemplo do que j á vem ocorrendo nos grandes países civilizados de 
nossa época. · 

Neste livro o conceito moderno de junção é o dominante, participando 
a tivamente da Álgebra e da Geometria. As equ_ações do segundo grau, 
bem como os problemas que envolvem, terão um tratamento atualizado, 
seguindo a linha j á empregada no estudo das equações em outras séries. 

Haverá um "introito" à Geometria Analítica, principal responsável 
pela primeira tentativa da unidade da Matemá_tica, desdé o tempo de 
Descartes. A semelhança comanda o estudo da Geometria, . iniciado axio
màticamente na J.n série. Agora, enfatizará os teoremas de Tales e de 
Pitágoras, ressalta ndo-lhes importantes aplicações. · 
, _A apresentação das _razões trigonométricas visa a ensinar as novas 

t ecn1cas de medir e que são de uso corrente. 
No Apêndice figura uma parte que o levará ao mais amplo conjunto de 

números de todo o curso secundário: o Conjunto dos Números Complexos. 
A outra parte diz respeito ao tratamento axion~ático das á~e~s de regiões 
planas. Atente, a seguir, para os Mapas T opol6gicos, da Amenca do Sul e 
do Brasil, que constituem uma dimensão nova para seu estudo da Geografia. 

_Está, pois, encerrada a coleção de livros d_id~ticos para o Ginásio, 
destinada à sua formação matemática e hurnamst1ca, de acôrdo com os 
anseios renovadores dos atuais homens de Ciência. 

Que esta formação o enriqueça sob todos os aspectos e lhe seja útil 
e_ agradável para bem conduzi-lo na vida de estudante e cidadão, são os 
sinceros votos de 

OSVALDO SANGIORGI 
Rua MacapA, 17 - Sao Paulo S, SP 
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1.ª Parte 

2.ª Parte 

3.ª Parte 

• T ~cnicas operatórias com 
numeros irracionais (radicais) 

• Equa9ões do segundo grau; 
relaçoes entre os 
coeficient~s e as raízes 

• Equações biquadradas· 
' 

S
. equações irracionais 

• 1stemas simples do 

segundo grau 
• Problemas do segundo grau 

l . Cálculo 

1.ª Parte Técnicas operatórias com 
números irracionais (radicais) 

Radicais 

, O .cálculo literal, na terceira série ginasial, foi efetuado no corpo dos 
numeros reais. Para o estudo das equações do segundo grau - a ser feito 
nesta série - você necessitará de ma is algumas técnicas operatórias com os 
números irracionais, quaildo os numera is que os representam são radicais. 

Assim, por exempl~: '\1'7 é um número irracional representado por 
um radical de índice 4 e radicando 7. 

Outros exemplos : 

✓2, -~r~ , --;!-=fã, ✓ \15, ,r; 
N OTA: Não se esqueça de que ✓2 é o mesmo que \1/ 2. 
Por outro lado, você .fá sabe que: 

l.0
) As operações radiciação e potenciação são inversas uma da outra 

(desde a 1.ª série ginasia l. .. ). Então: 

v7 = D ~ 0 4 = 7 ou (v"7)4 = 7 

isto é: a potência de um radical com expoente igual ao índice é igual 
ao radicando. Outro_s exemplos: 

e VJF = 3, (--;/8)3 = s, ( ~ ~) 
5 

= T 
2.º) Os radicais podem ser representados por uma potência indicada 

cuja base é um número real não~negativo e de expoente jracionár~ 
(3." série ginasial. . . ). Logo: 

Outros exemplos: 

v 4:1 = 4 3 ffi = 252 -·~ 3_ 1 ✓~ - ·= ( ~ ) _51 , , 

3 



2. Transformação de radicais; aplicações 

a 1ca1s esta aseada nas seguintes propriedades: A transjormação de r d· · , b 

R-1 O valor de um radical - l . . ◄ d .. d ) nao se a tera quando se multiplicam (ou se 
_ ivi . em O _expoente do radicando e o í11dice por um mesmo número 
mteiro maior que o. 

3 

De fato, como: 2 4 

3 X S 

24 X S 

! 
então: y"f;i = 

! 
4 XS~ 

(O valor da frução 2. não se altera 
4 

quando se multiplicam o nume
rador e o denominador por 5) 

APLICAÇÕES DA R-1: 

I.•) Redução de um radical à p - . . "s . . ,, " • ex ressao mais simples (simpltificação): basta 
upnm1r os ,atores com . d. Exemplos: uns ao m ice e ao expoente do radicando. 

23 X S v'°T:i 20✓ 215 = 4 X S✓-

"- ✓ T •------- - - -• 
v'l6 = v'21 = --:;-2• = 2 (Para g~neraliza r o uso da propriedade R-1, 
(fatorou-se: 16 = 24 ) convenciona-se que o radical de índice 1 é o 

próprio radicando) 

v1 512 = --Y"s-i = s~ 
\. ✓ T •------• 
{o/ 32 = zy 2 5 = ✓2 

(Quando o expoente do radicando é divisível 
pelo índice do radical, basta dividir aquêle por 
êste , que o radical "desaparece" ... ) 

(Aqui, já não é possível ... ) 

Reduç_ão de ~adicais ao mesmo índice: da mesma forma que você 
red~zi~ fraçoes ª,º ~ enor denominador comum, vai agora reduzir 
~~di~ais_ ao menor md~ce c~m_u,:n. Para i_sso, basta determinar o m.m.c. · 

_s mdices e, a seguir, d1v1d1-lo pelo mdice de cada radical e multi
pEhcar O quociente obtido pelo respectivo expoente do radicando. 

xemplo: 

Reduzir ao mesmo índice (de preferência ao menor) os radicais: 

~ 
' 

vs, v'S3 

Disposição prática: 

3M2M4 = 12 
zy-

' 
zy-

' 
zy-

-Ç/2.8 
' 

-Ç/85, -Ç/59 

4 

3.·•) Comparação de radicais: dados dois radicais, é sempre possível 
snbcr qual dêles é o de maior va lor. Se os dois radicais têm o mesmo 
i11dit"t' , o maior é o que tem maior radicando. Exemplo: 

l,J 11 ·1I ,:, o maior: v1 7 ou '14? Temos que: ,,Y7 > v14 

No caso gera l, é suficiente reduzir os radicais ao mesmo índice. 

Exemplos: 

1. Qual é o maior: v12l ou v8? 

Reduzindo ao mesmo índice: -v"'2l2, ~ 

ou ~. v'""fü 
Como: ·ifs12 > v 441 (caso anterior), então ✓s > v121 

2. E screver em ordem de grandeza decrescente os radicais: 

Temos: 

ou 

e, portanto: 

vs, v19, v'Y 

zysz, zy94, ,1/Te 

,'125, {1/6.561, zy 729 

,,y9 > v°J2 > vs 

R-:>. o radical de índice inteiro e positivo de um pro_duto) idndicaddo. (o~ 
· · d· d ) · igual ao produto (ou quociente os ra icais 

quociente m ica o e . 
de mesmo índice dos jatôres do radicando. 

Assim, por exemplo: 
✓ 7x 5 = ✓7X -J1 

D e fato: 

V7X5 = 
",, ./ def. 

I 1 1 

(
7 

X S) 2 = 7 2 X 5 2 = ✓7 X ✓5 
P3 (pot.) "'- /' • 

• 
Também: 

pois: ( ! ){ 
1 

v-'2"' 
~! 

23 
= = 1 = -rs ✓j 

53 
...... • 
J" 

5 



De um modo geral se a e b são números racionais 
n ~ 2 (inteiro), então: ' ~ão;negativos e 

-{Y a X b = \1/°"ã X \1/b ou 

APLICAÇÕES DE R-1 E R 2 · S. . . _ 
Simp/iificar os · . - . · tmplificaçao de radicais . seguintes rad1ca1s: Exemplos: 

I.º) ✓8 Temos: ✓s = -{fj = ✓ 2 2. 2 = ✓ 2i. V2 = 2 V2 
fat . R-2 

Logo: r,-✓-8-=_2_~_2...., 
R-l 

2
,º) ~ 25ct Temos: ~ = ~TSJ = ~ 2 . ~ = '1D = 

5
T2 

r------ -fat. R-2 R l . 

Logo: í ,1/R,j _ 5-,r,_] . 

3,º) Va2b (a e b , 
. , numeres racionais não;negativos) 

Temos: Va2] = v~. Vb = a Vb 
R-2 R-1 

Logo: [ ✓7/, _ a'/b I_ 
4.º) ~ 

Temos: -no=~= {lss. {lsT = 5{15 
fat. R-2 R-t 

Logo: r~-~-5º_=_5_{/ ___ 5~] 

5.º) 
4 

/ l6a3b4 
'\J 25cº (a, b, e, números racionais não;negativos, e ;é O) 

Temos: 

4 
{ l 6aªb4 = {I l 6aªb4 

'\J 25cº R-2 ~25cº = fat. 

Logo: = 2b {I aá 

e V5c 

6 

N OTA : Lembre-se (desde a 3.• série ... ) de que: 

As raízes expressas por radicais de índice par e radicando negativo não repre 
.,enta,n números reais, isto é, não per tencem ao conjunto R . Assim, por exemplo: 

✓71-~ R, -í/-5 f- R, v-=f ~ R, v - 256 ~ R 

Porém, as raízes expressas por radicais de índice ímpar e radicando negativo 
represen tan t números reais . Exemplos: 

_,,- ·~ ,r-= _,,--
V - 1 E: R (pois v - 1 = -1, porque (-1>3 = - 1) ; v - 32 E: R; v - 100 E: R 

Nestas condições você pode aplícar a R-2 também na simplificação de radicais 
de índice ímpar e radicando negativo. E xemplo: 

Simplificar : -V - 5 

Temos: v -5 = -v - 1 .5 = -v-=f. -V5 = - 1 -v - 5 = - -vs 
fat. R-2 R-1 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - G RUPO 1 

1. Preencha as lacunas, a fim de tornar verdadeira cada uma das seguintes equivalências: 

I.•) (Modêlo) va = 2 ~ 23 = . . . T emos: V8 = 2 ~ 23 = 8 

2 .•) v'SI = 3 ~ 3 . . . = 81 

3.•) V5 = D ~ 02 = 

4.•) ~ I D. ~ = 2 2 

5.•) v-- 1 = - 1 ~ c-1> · · · = ... 
6.•) va • ~ . = ... 

2. Idem, com as seguintes sentenças: 

I.•) (Modêlo) ( VB) 3 T~mos: (VS)ª = 8 

2.•) (V5)2 =... 3.•) ( ~ ~r = ... 

3. Idem, com as seguintes sentenças: 
2 

J.•) (Modêlo) -í/42 = . . . Temos: -V 42 = 43 

2.•) ✓ 25 = . . . 3.0
) ~ ( ! r = . . .. 4.•) -V -a = ... 

1 

1 

8.•) 325 

1 



4 . Si71plifique, ::iplican:lo as proprie:tades R-1 e R-2. os seguinte~ rad icai~ 

1.
0

\ (Mo:lêlol: ,• 2" Temos. ,• ~- = , 2·1 = , 2~- 2 = , 2~ , 2 .,, 2' 2 
R- 1 R-2 

2 .") 
., -

,: ,, (: )', 
' O ~ 0 

V 2•• 1.0 1 '36 -1 .• I 81 '; º ' 6 " I \ Cl' 

7 .•) 'm fl .") ..:127 9 .• \ ,· ..: o,. 11 " l ' 11 ' 1 " 10.0 ) \ 

; _ Rcdur:i ao menor índice comum os seguintes grupos de radic:i i~· 

I .•) ..Y2, ,' 3. ' 5 3."l ,' 2'1 • ,'t 21 , ,' ) 

2 .•) ~- ,~' 2?, ..: 2i 4.") ~ 12 . ,' 6, '° i 

6 . Esc-rev::i em ordem de Rrnndrrn dccrcsce11tc os radicais : 

,4, ~2ª , ..:, 4, 
7 . lc..lem, em nrdcm dr grandc~a crcsrc11tr os radicais: 

,· 2·1 • , 12. ,:. 24 
14 , Aplican:lo as propriedades R- t e R-2. sw1p/(fiq11e os radicais 

J.n) ,' 32 6 .•) ' --
, 16a 1i,, 2• 11 .n) 

\ tÕâ ," 2 ij X 32 , --2.0 \ 7.•) 12.0 ) l ó<.1'11•' 
1 ,•) ..:,t 648 8 .•) ..:,t .. 8 

13 .0 ) 
\I ~'.l~ J /, 

e • 
4.º) ~Tm 9.•) ..:,,Vo 14 .0 ) '6 
5.•) \l44 !O .o) ..Y 3 ° X 2~ X 5 " 15 .0 ) , 256a◄ h-" 

(a ~ O. /1~ 0 ) 

i a >, O, /1 °>, o. r ~ O: 

3. Operações combinadas com radicais; radicais semelhantes 

/ - Adição e S 11btraçno 

Observe bem as seguintes sentenças: 

\ 16 + 9 = V 16 + 9 é FALSA! 

pois: 
✓T6 - \19 = V J 6 · 9 é FALSA ! 

✓16 v9 
'( 

\•-~ vt"6 + -../9 v 16 + 9 . = 9 1 l ! j l ! 4 + 3 = ✓ 25 4 3 = , 7 ,,____ 
---------- , 

7 = 5 ( fal~o!) = \'7 ( fa lso!) 

ou seja, não se obtém um rddica/ cujo radicando seja a soma ou d~f erença 
dos radicandos de dois radicais dados! 

8 

· r 1 (: que se ohtém um radical que NOTA : Sõmenre se um e/ou outro radica l ,ór nu ~ 
1 

. 
seja a som, lou diferença) de dois radicais dados. xemo 0 • 

, 16 ..1. , õ = ' i6 +o 
. . ar ou subtrair radic:i is? No caso 

Então, como se procede pa ra na_,c,on.. tas" os adições e subtrações, 
de os ra dica is não representa rem raize~ e~a on~ uma cert,1 ,1proximaçã<1 
para efeito de cálcu lo, são efetuadas somem e c 
(por falta o u por excesso). Exemplos: 

1:) ' 2 + \ 3 ~ 1.41 + 1.71 ~ J, 12 (a proximação por falta a menos 
d~ 0,0 1) 

2 .") \ 6 \ 5 ':"" 2 ,4 2.2 ~ 0,2 (a proximação por falta a menos 

de O, 1) 

3.") \ -16 + \ 9 = 4 + J = 7 ( ... sem aproximação!) 
. - falta a menos 4."J , - ) 1.41-:::0.59 (a prox1maçaopor 8 \ 2 ,...., 2,0I 

cic 0,01 l 

N . com radicais iguais, como por exemplo o caso especial de se operar 
na adição de: 

\2 +, 2 + ,2 

• . . les ara representar essa soma: voce pode usa r um numeral mais swip P 
3 \ 2 

De fato: 

Do mesmo modo: - , -2 = o, pois : \ ' 2 -
- J){2 = Ü\' 2 =º \'2 . \ 2 = 1 \ 2 - 1 \ 2 = ( 1 

Radicais, como: 

são denominados ra
mo radicando, 9~e Possuem o mesmo índice e mes 

d1cais semelhantes. d ·es com radicais seme-

Os exemplos seguintes mostram ª 11zantes: 
lgumas re uço 

!.•>) Efetuar: 4 ✓2 + J ✓2 - 5 \12 2 = 2 {í 

Temos: 4 2 + 3 ✓2 - 5 /2 = <4 + J - 5) 
2

·") Efetuar: sTs + 2\1/_} <Is== JO<i5 
Temos : s\1/s + 2\1/ 5 = (8 + 2) 

9 ... 



Algumas vêzes os radicais não aparentam ser semelhantes. É neces
sário então aplicar a R-1 e a R-2, para que a semelhança "apareça", 
caso exista. Exemplos: 

1.~) Efetuar: ...Jso + ✓ 98 - 32 + 2 

Aparentemente êsses radicais não parecem semelhantes; todavia, 
aplicando a R-1 e a R-2, obtém-se: 

✓To + ✓ 98 - ✓ 32 + ✓2 = v 2 X 5i + ✓ 2 X 71. - ✓Ts + D = 
= 5 ,12 + 7 ✓2 - 22✓2 + ✓2 = 

= s ✓2 + 7 ✓2 - 4 ri + ✓2 = 
= (5 + 7 - 4 + I) ✓2 = 9 ✓2 

Logo: 9✓2 é o numeral mais simples para representar a expressão: 

✓ 50 + v 98 - v 32 + ✓2 

2 J /5 1 l 

2.0
) Efetuar: 3 '\J 27 '. 9 ~ 

Temos: 2 ✓5 l , - 2 ✓5 1 - - + __ ..;j 625 = - - + - ~ = 
3 27 9 3 33 9 

r------ LEMBRETE AMIGO -------, 

Assim como, operando com as frações: 

/ 

você não somava numeradores entre si nem denominadores 
entre si. .. , também, operando com radicais: 

\19 + ✓16 ;é ✓ 9 + 16 

você não soma os radicandos ! 

10 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 2 

Escreva V ao lado das sentenças verdadeiras e F ao lado das falsas: 

t.•) {2 + ✓3 = ,s 
2.•) ,{ f + ✓3 = 1,4 + 1,7 e: 3, 1 (aproximação por falta de O, l ) 

3 .•) 9 + T6 ;é ✓ 9 + 16 

4 .•) 3 + 3 = ✓6 

5 .") v3 + ,13 = 2 3 

6.") 6 - v 5 = ,'T 

7 .") 6 - 5 = 2,4 - 2,2 0,2 (aproximação por falta de 0,1 ) 

8.") ~To - ~ To = O 

9.") v'To - v'To -;,!e. O 

"ú/T "5/T " sJT 
10.") 2 '1 3 + '13 = 3 '13 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRuro 3 

Calcule O 11umeral mais simples das seguintes exrressões: 

!.º) 8 , · i + 3 ✓2 + 2 

2 .•> 4v'T + - 2v1 s + +v1s + - 3'\1/'s 

3.") 2v'J - 4v'J 

4.") " 48 + ✓ 75 - 12 

5.•) 2 ✓ 18 - 5 ✓ 50 + 3 ✓ 98 - ✓ 72 + ""ª 
6."> v1 32õ - v1m + ~ 
1.•) s + ✓ 20 + vrn + ✓ 1.445 

8.") ,•243 +- 3 + ✓ 75 + ✓ 192 + ·507 

9."> 1 "so + 9 " 98 + 3 ✓s - 6 ✓m + 2 "32 + 1 -.J 242 

✓i8 - ✓ª JO.•) 25 + " 32 - . 9 

t -1.3/16 s , - "3/2 
11 ") - V- - _ y-' 54 + 3 '1 125 . 5 27 2 

12.") 2 ,, 9a v 4a + 625a (a > O) 

11 



ll - M u ltiplicação e Div isão 

Corno aplicação imediata da propriedade R-2, o produto (ou o 
quocien te) de radicais d e m esmo índice é calculado fàci lrnente. Exemplos: 

1.º) ✓16 X ✓9 = ✓ 16 X 9 = ✓ 144 

2.º) -0'5 X -0'4 = -01 5 X 4 = -0120 

3.º) -,;ír, = -01s = -0121 :s = VW 
4.º) v 2a2b X v 3a 2b = v 2a2b X 3a2b = v 6a·1b2 (a ~ O, b ~ O) 

Quando os radicais não têm o mesmo índice, procura-se primeira-
mente reduzi-los ao mesmo índice, e o cálculo segue naturalmente. 
Exemplos: 

I.º) Efetuar: V2 X ✓3 X -0'5 

Temos: V2 X ✓3 X -0'5 = {1/ 2 :1 X zyJã X zy54 = zy 23 X 3 6 X S·1 

2.0
) Efetuar: "\'l'3 : ri 

15 /:i 

Temos: "\'l'3: ri = 15✓Jâ: 15✓Ts = '\J ~5 

III - Potenciação e Radiciação 

Para se elevar um radica l a uma potência, basta elevar o radicando a 
essa potência. Exemplos: 

I.º) cvs)3 = vs:i" 
De fato: (v' S):l = vs X v's X vs = v 5 X 5 X 5 

d~f. pot . R-2 

(a ~ O, b ~ O) 

NOTA : Simplificando o resultado: v' (2a2 b)4 = -..:/ (2a2b) 3 • (2a2 b) = 2a 2b~ 

A raiz de um radical é um nôvo radical cujo índice é o produto dos 
índices. Exemplos: 

( 
1) ..!. ..!_ X..!_ ..!_ 

f i 4 = 2 3 4 = 2 12 = zy2 
i 

12 

2. 0
) •✓7s = v1s 

3. 0
) "'v "vlS = JO✓JS r 

4.º) \J✓ -01 ai = { 1/ a~ 

- ✓ ✓- v')2X2 
NOTA: No caso de ✓ 3 ✓2, temos: V 3 ✓2 = 

32 
X 

2 
= 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 
4 

1 · Efetue as seguintes operações indicadas: 

1-·> ✓s x ✓T 
2 -·> "\'13 x "y1 x "\'!To x v'9 

2 
3 .•) ,1/2 X ' 3 X v4 X vi 

4.•) ~/12 X "'y 1 
12 

S.") ✓3 X v' 22 

6 .•) v'T X ✓5 X v 32 

7 .•) "\'14 X 4 ✓s X 2 v 2 

ª-ª) ✓ã X "\'! a2 X v a~ (a > O) 

9
-"l . ~ "\'13 X 1~- X 4 ✓2 

11 .°) ✓a: ,/4 

12 .•i rs: v1T6 

14 .") v'J2 : v 22 

15 .") ✓ 12 : v'4 

16.•) ✓¾ : v'T 

1 , - '}. ✓3 
17.") 2v' 52 : 3 

2 ' - . 2 ✓6 
t8-"l sv 18 . z 

2✓T .v1v 
19 .•) 3 2 . 

•12 . 3 ✓ã (a ~ O) 
20.•) 6V a . 10.•) '\_3' ( 1) 2 , r,::-;; 1 U/ 22 V - X 3v 2 2 X -v 

2 3 uando passivei: 
2 . Efet . ·r· do os resultados q 

ue as operações indicadas, s1mph ican ~ 
3 

- • - 4 •) ( v 22 X 5) . 
1.•) ( ✓sF 2.•) (''1.I.f 3.ª) (V 3 )6 . 

2 ✓Jb)ª (a>- O,b~ O) 

5.•) (2~)2 6.ª) 
3 Idem : 

) 

2 v'Za2b) 2 8.•) (3a ª 7 

(
..!..v 23 X32 7 .°) ( a 

3 --
- 4 .•) ✓~ ~ vT 

I.•) -f!!.._ 2.•) ✓v'T 3.ª) ___,, 8 .•) .r;Fa(a~ O) 

s.") v~ " 13✓ . •1 ,,,-;;;; 7.•) ✓ 2 "3 
10 6.•) V V V 32 . 

4. Veri. uin~es igualdade~ 
fique que é verdadeiro o conjunto das seg ✓~2+ ✓4 
- r---- -----====-= - 2 + 2 + ✓ 4 == ✓ 2+ ✓4 ✓ 2 + ✓2+ ✓4-

13 



4. Casos simples de racionalização 

. Dad~ u_m número real, por meio de uma fração que contém um ou 
mais rad1ca1s (sem raiz exata) no seu denominador, como por exemplo: 

Y2 
-./3 

chama-se racionalização ao processo de se determinar um nôvo numeral 
para o mesmo i:iúmero real, que não contenha radicais no denominador. 

A racionalização é mais uma vantagem para o cálculo, como mostrarão 
os exemplos estudados a seguir: 

l.°) Racionalizar a fração: Y2 
-./3 

Como o denominador é uma raiz quadrada constituída sômente por 
um radical de índice dois ( V3), basta multiplicar ambos os térmos da fração 
por .V3: 

✓2.-./J -f6 ✓6 
✓3.D = ffi = T 

i 

e a fração está racionalizada. 

✓6 . _ n . . 
OosERVAÇÃO: O cálculo de 3 (isto é, da fraçao "3 rae1011ahzada) com apro, 

xi mação por falta de O ,O 1, is to é: 

✓6 2,45 3 ~ -3- ~ 0,80 

L • • • b Ih V2 o: muito mais preciso e menos tra a oso que o cálculo da fração original - onde, 
com a mesma aproximação, seria: , "3 

n 1,41 
{J ~ 1,73 ~ ... 

ÜUTROS EXEMPLOS: 

5 5 .✓2 5v2 .. 
1) _r,;

2 
= _r,; _r,; = -

2
- (basta mult1phcar ambos os têrmos da fração 

v 1, v 1,. v 2 por ✓ 2) 

2) ~ = 3a.va = 3,vã - .l_...[ã ( idem por va) 
2 vã 2 vã . ✓a 2~ - 2 · · · 

(a> O) 

14 

1 
2.0

) Racionalizar a fração: ~ 2 

Nesse caso sendo O denominador uma raiz cúbica, é necessário mui; 
tiplicar ambos ~s têrmos por ~ 22, a fim de obter para denominador: 
~ 2:i = 2 Ob que ~ 22 tem o expoente (2) do radicando como a 

. serve d d (~) 
diferença entre o índice (3) e o expoente (1) do radicando a o: 

I 1 .~v ~22 ~22 
Logo: ~ 

2 
= ~ 2 . ~ 2~ = ~ 23 = -2-

ÜUTRos EXEMPLOS: 

1) • 6 = •6 _:._{/T3_ (Multiplicaram-se ambos os têrmos da f~aç~o por 
yf 3:.i yl 32 • {/ 33 {1}3 porque agora a diferença entre o md1ce (5) 

e O ~xpoente (2) do radicando é 3) 

Lo o· _6_ = 6.{/J3 = 6. {l}á =/_.n = 2~ 
g . yf 3 2 yf 32_yl3a ns T 

2) 2a 2a. v'al _ 2a. va = 21·tª ~ 2 va ( ... idem por v' a
1
) 

5v'a6 =5v'aÕ.v'at- 5v'a7 5 
5 

(a>O) 

4 
3.0

) Racionalizar a fração: -v7, + ✓ 2 
. d ma (poderia ser uma 

Agora a fração tem para denomina or uma so . z · - da 
diferença) de dois radicais de índice dois. Nesse caso a raci~na i;t,ªº✓-
fração é obtida multiplicando-se ambos os têrmos pela expressao: 6 -

2
• 

também denominada conjugada da expressão ✓6 + V2. Então: 

4 

✓ 6 + ✓ 2 (-v6 + VÍ) ( ✓ 6 - ✓ 2) 

Você já sabe que o produto da soma indicada pela diferença indicada 
de dois números é -igual ao quadrado do primeiro número menos o 
quadrado do segundo número, e_ portanto: 

4 4 ( ✓6- ✓2) _ 4(-v6- ✓2) _ 4(✓6 - ✓2) = 
✓6+ ✓2 (✓ 6+ ✓ 2)(✓ 6 - ✓ 2)-(Y6)2 -(v2)2 - 6 -

2 

- /c✓6 - ✓2) = ✓6 - ri -~ ;y 

15 



ÜUTROS EXEMPLOS: 

I) Racionalizar: 1 A - - -, , 
7 

_ ,1 j . expressao conjugada de ✓ 7 - , ; 3 é ,17 + 3 

Logo: 
1 

= 1 ( v 7 + ,, 3) = 7 + v 3 
, 1- -.J3 c,11 v 1) c,0+ ,'3) c,,7)i - cvJ)2 = 

v7 + FJ 
7 3 

2) Racionalizar: 2 
--:i==--· A expressão con_jugada de ,1 ·5 
vS - 4 

2 
Logo: --- = 

✓5 -- 4 
2 ( vs + 4) 

( {5 - 4) (V5 + 4) 
= ~<vs + 4) 

= 
2 c✓·s + 4) -----

( V 5) L (4)~ 5 - 16 

3) Racionalizar: Jab ( O b O) A 
2 
✓- ✓- a> , > . expressão conjugada de 

ª + b 2 ✓ a + ✓b é 2 ✓ci - vb 

1.ª) 

Logo: Jab _ Jab (2 ✓a - -vb) 
2 ✓ci + ✓b - c2 ✓ a + ✓tí) (2 ✓a - ✓b) 

3a·b (2 ✓-a - vb) 
(2 ✓ a)l - ( \ 'b)2 

= ~ab (2 ✓a - ✓b) (a ;é &
4 

) 
4a - b 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GR•rro 5 

Racionalize a s seguintes frações: 

1 ✓5 2 
4 .") ✓:~ - 3 

6.") _ 2_ 5 
✓2 

2.•) 
✓"j 

3 .") 
3 ,15 5 .") 7 .") ~ 3-; 5 \' 6 2 ✓3 ~2 

8.") 4 _ 9.•) 
✓2 - 3a 8 v3 

3 ~ 5 2 5 v-' 2° 
10 .") v-'- (a~ O) 11 .") 12 .") 

,15 -- v3 4 a 5 "3 + V2 

14.") _: 5 ✓2 • 12 10 
2 
✓ 5 1 

15.") . , . 16.) 
1
__ _ 17.') -· ✓ e 

- 3 + v 2 2,5 - 3V2 5 ✓ 3 - 2 5 

✓ã 
18.") ---= (a ~ O, b ~ O) 

✓ b 
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l . Definição 

2.ª Parte · Equações do segundo grau; 
relações entre os 
coeficientes e as raízes 

Equações do segundo grau 

Equação do segundo grau na variável x é tôda sentença aberta da forma : 

1 ax2 + bx + c = O_/ 

onde a, b e c representam números reais, com a condição de a ser diferente 
de O. Exemplo: 

5x2 + Bx + - 4 = O 
ou 5x2 + Bx - 4 = O 

é uma equação do segundo grau na variável x, onde a = 5, b = 8 e e = - 4. 
Observe que o maior expoente com que figura x nessa equação é 2. 

Êsse fato lembra o grau da equação que está sendo estudada: segundo 
grau. 

Abreviadamepte, você já pode escrever: 

(eq. 2. 0 grau] ~ fax 2 + bx + e = O, va, b, c E:: IR e a ;é O] 

Diz-se também que na equação: 

a é o coeficiente de x 2 

/' 
ax2 + bx + c = O ....... b é o coeficiente de x 

\, e é o têrmo constante ou independente 

Por que o coeficiente a de x 2 deve ser necessàriamente d{ferente de O? 

17 



Ora, se a = O, então você teria : 

O.x2 + bx + e = O ou bx 1 + e = O 

que é uma equação do prim:iro grau na variável x, se b ~ O (lembre,se de 
que o maior expoente de x agora é 1). As equações do primeiro grau 
você já sabe resolvê,las desde a 2.0 série ginasia l; por isso sabe que 
Vb, e e b -;é O: 

- e 
bx + e = O ~ bx = - e ~ x = -

b 
onde V = {-: } e, portanto, a raiz da equação é o 

- e 
número real: -,;· 

Nos exemplos seguintes serão destacados a variável e os coef icientes 
(inclusive o têrmo constante) de algumas equações do segundo grau . Procure 
guardar bem êsses resultados: 

l.º) x2 -· 5x + 6 O 
/' variável: x 

= ...... f' . _______ _ coe 1çientes: a= 1, b - 5, e 6 

2.º) 2y 2 _ gy + -vi = 0 •~ va nf·~~el: y 
,. coe 1c1entes: a = 2, b = - 9, e = vi 

3.0
) 3x2 - 27 = O o mesmo que: 3x 2 + O.x - 27 = O 

/' variável: x 
•\. coeficientes: a = 3, b = O, e = - 27 

4.0
) - 4z2 + z = O o mesmo que: -4z2 + Iz + O = O 

/' variável: z 
e, f ' · 4 b 1 ·o "coe 1c1entes : a = - , = , e = 

5.0
) 8x2 = O o me~mo que: 8x2 + O.x + O = O 

t2 
6.º) 

3 

/' variável: x 
• \. f' . 8 b O O 

✓5.t 

coe 1c1entes : a = , = , e = 

= O o mesmo que: __!_ t2 - 45.t + O = O 
3 

/' variável: t 
1 e , e· . b "coe 1c1entes : a = 3 , = -✓5, e= O 

18 

7.0
) px2 - 2mx + n = O (P -;é O) 

/' variável : x 
. , f' . " coe 1c1entes: a = p, b = - 2m, e = n 

ÜBSE RVAÇ ÕES: 

efcientes b = O (como nos exemplos 
A~ equações do segundo gra u que possuem os_ c~ 1b • ·s a o (exemplo 5.0 ) são 
3 .• e 5.•) ou c = O (exemplos 4.º, 5.º e 6.•) ou a m a e c igum is fa lta o t ênno 
também denominadas eq u ações in completas do segundo grau, po 
do p rim eiro grau ou o térmo constante ou ambos. 

2.•) As equações do segundo gra u que apresentam letras como coeficientes (exemplo 7.
0

) 

são também denominadas equ ações ll terais do segu ndo grau. 

TEST E DE AT ENÇÃO - GRUPO 6 

l . Destaque a variável e os coeficientes de cada uma das seguin tes equações do segundº 
grau : 

1 .") 2x 2 - 8x + 3 = O 

2.•) - x 2 + X • ) = 0 

3.") I 2 2 ✓-3 O :P + .y = 

4.•) z2 O 

5.•) ~
2 

- 1 = o 

6.") x 2 + (a + b)x - ab 

(x , variável). 
(a ;r! - b , a ;r! O, b ;r! O) 

o 

3 
7 .") 5y2 - 4 Y + O o 

8.°) u 2 - u = O 

9 .") ✓5.t2 = 0 

- 2 + 0,4y - 2 v'3 = o 10.n) -y2 
3 

11.") -Sx2 + ..::. + 6 
2 

= o 

12 .") my2 - (m - n)y + mn o 
(y , variável) 
(m ;r! O, n ;r! O, m ;r! n) 

2. Assina le com (i) ou (/), respeclivamente, as equações do segundo grau do Exerdcio 1 
que sejam incompletas ou literais . . 

3 . Assinale quais das seguintes sentenças matemát icas não representam equações do 
· segundo grau, na var iável x: 

J .•) 3x2 + 5x = o 
2.•) Ox2 - 5x +- ✓-6 = 

3.•) 5x• + 3x2 - 5 = 

4.º) 8x2 o 

o 
o 
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5 .") Ox~ + 5x 2 - 3x ·+ o 
6.") Ox2 O 

7 .") ax2 + bx + e 

8.") 4x3 - X = 0 

O (a = G) 



2. Como resolver uma equação do segundo grau 

Você já sabe que resolver uma equação é determinar o seu Conjunto, 
V~rdade. Logo, uma raiz ou solução da equação do segundo grau: 
ax2 + bx + c = O (a ,= O), é qualquer elemento do Conjunto, V erdade 
dessa equação. 

Como determinar tal Conjunto-Verdade? 
Você vai "descobrir" os elementos dêsse conjunto, "explorando" 

por enquanto a resolução de equações do segundo grau que possuam o 
coeficiente a = 1, como por exemplo a equação: 

x 2 
- 5x + 6 = O 

Vamos "adiantar" que o Conjunto-Verdade dessa equação é consti
tuído pelos elementos 2 e 3, isto é: 

V = [2, 3] 

É fácil verificar que 2 e 3 são as raízes da equação: 

x 2 
- 5x + 6 = O 

pois, substituindo x por êsses valôres, obtém-se, respectivamente: 
1 

raiz 2 ~ 22 - 5(2) + 6 = O 
1 

4 - 10+6=0 
1 

- 6 + 6 = O 

? 
raiz 3 ~ 32 - 5(3) + 6 = O 

? 

9 - 15 + 6 = O 
7 

- 6 + 6 = O 
O = O ( V ) O = O (V) 

Então a equação: 
x2 - 5x + 6 = O 

tem por raízes os números 2- e 3. ATENÇÃO, pois vamos agora relacionar 
as raízes 2 e 3 com o coeficiente 5 e o têrmo con:,tante 6 da equação. Ob, 
serve que estas raízes são tais que: 

l.°) a soma (2+3 = 5) nada mais é que o oposto do coeficiente de x(b = -5); 

2.º) o produto (2 X3 = 6) é precisamente o têrmo constante c da equação 
(c = 6), isto é: 

x2 5x + 6 = O --(2+3) (2 X3) 
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Qua is são, então, as ra ízes da equação: 

x :! - 7x + 12 = O ? 

Basta procurar dois números cujo produto seja 12 e cuja soma seja 7. 

Para isso, fatora-se o 12 como produto de dois números: 

l e 12 2 e 6 3 e 4 

Os únicos, entre êsses números, que, adicionados, dão por soma 7 
são 3 e 4, isto é: 

•) x- 7x + 12 o --- ---(3+4) (3X4) 

Logo: V (3, 4] e as raízes da equação são os números 3 e 4. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 7 

1. Determine 
O 

Conjunto-Verdade de cada uma das seguintes equações do segundo 
grau: 

J.•) x 2 ·- 6x + 8 o V = (2. - _) 

2.•) x2 - 6x + 9 o V = ( _ -, 3) 

3.") X~ - 6x + 5 o V = l- -, - _) 

4.") x2 - 7x + 10 o V = ( _ - , - _) 

5 .•) xi - 15x + 56 o V = {7, - _) 

6.•) x2 - 4x + o o V {O, -_) 

7 .•) x2 - Sx + o o V = ( . -. _ _ ) 

a.,•) x2 - 20x + 100 = o V = ( _ -. - _) 

9.•) x2 - (a + b)x + ab = o V = (a, - _) 

10.•) x2 ·- (m + n)x + nm = o V = ( - .. - _] 

2. Você já resolveu muitas equações incompletas do segundo grau, no Conjunto R • 
desde a 3 .• série ginasial(*). Eram equações da forma: 

x 2 = 16 

cujo Conjunto-Verdade V = {- 4, 4) é facilmente determinado, pois tanto -4 como 
4 satisfazem à equação. Verifique. 

Determine agora o Conjunto-Verdade de cada uma das seguintes equações: 

J.•) x 2 25 V = {- 5, __ ) 

2.") x 2 1 V = l- -, --l 
3.•) x2 O V = {O, __ ) 

4.•)x2 8 V l-- ,2 ✓2J 
5.•) x2 9 V = l-- , __ J 

(*) Matemática, 3 - Curso Moderno, pág. 31. 
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6.•) x 2 = 10 V = c- ✓w, -_) 
7.•) x 2 20 V = ( _ - ' - _) 
8 .•) x 2 = a2 V = e- a, - _) 
9 .•) x 2 a (a > O) V = (_ -' ✓~) 

10.•) x 2 1 
16 V = f--' --) 

3. Lembre-se de que no Conjunto R a equação do segundo grau: 

x2 = - 4 

não tem solução is to é Co · y · ú . 1 • • 0 seu nJunto- erdade é vazio porque não existe em IR 
n mero a gum cujo quadrado dê como resultado um nú ~1ero negativo! 

Logo: se x 2 = -4, então V = fZf 

Dê você, agora, o Conjunto-Verdade de cada uma das seguintes equarões do segundo grau : ,. 

!.•) x 2 - 1 
2 .•) x 2 1 
3.") 2x2 = -a 
4 .•) 2x2 8 

3. Resolução de uma equação completa 
do segundo grau; fórmula resolutiva 

Seja a equação completa do segundo grau, na variável x : 

ax2 + bx +e = O com a ~ O, b ~ O, e ~ O 

A determinação de seu Con;'unto~V erdade em IR é feita por inter
médio de equações que lhe sejam equivalentes e de soluções simples, como 
será visto a seguir. 

A obtenção das equações equiva lentes .à equação: ax2 + bx + e = O, 
é conseguida, inicialmente, transformando o seu primeiro membro numa 
expressão fatorável que sej a o quadrado de um binômio, na variável x. 
Para isso: 

l.0
) multipliquemos ambos os membros da equação por 4a: 

4a2x2 + 4abx + 4ac = O 

2.0
) transportemos o têrmo 4ac do prin;ieiro para o segundo membro: 

4a2x2 + 4abx = - 4ac 

3.0
) adicionemos b2 a ambos os membros: 

4a2x2 + 4abx + b2 = b2 - 4ac 
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Ora, o primeiro membro dessa equação é o quadrado de 2ax + b, 
is to é: 

(2ax + b)2 = b2 - 4ac 

e supondo b2 - 4ac ~ O, é possível extrair-se a raiz quadrada dos dois 
membros: 

Logo, j á conseguimos a equivalência: 

ax2 + bx + e = O <=) 2ax + b = ± ✓ b2 - 4ac 

Por outro lado (preste atenção agora!), temos que: 

2ax + b = 
~ 2ax+b = + ✓b2-4ac 
<=) 2ax = - b+ ✓b2-4ac 

-b+~ 
<=) X 

2a 

Portanto, 'ria, b, e e a ~ O: 

± ✓b2 - 4ac <=) 

ou 2ax+b= -✓b2-4ac 
ou 2ax =-b - ✓~ 

ou X 
- b -✓b2-4ac 

2a 

- b + ✓ b2- 4ac -b - ✓ b2 - 4qc 
ax2 + bx + e = O <=) x = 2a ou x = 2ª\ 

e chegamos a estabelecer as equações mais simples possíveis, equival~ntes 
à equação: axz + bx + e = O, cujo ConjuntoNerdade é dado, de ime
diato, por: 

{
- b + ✓ b2 - 4ac -b - ✓ b2 

- 4ac} 
V= - -----, 2 

2a a 

Desta forma as 

são os números reais: 

raízes da equação do segundo grau : 

ax2 + bx +e = O 

- b - ✓ b2 - 4ac - b + ✓ b2 - 4ac 
2a e 

2a 

As equações equivalentes a ax2 + bx + e = O, or.a deduzidas, .são 
geralmente indicadas do modo único: 

-b ± ✓ b2 - 4ac 
2a 

(•) Desde 11 2.• ~rie, você deve sa~r que: uma sentença aberta C?mposta de duas _sentenças simples 
llgadaa .. pelo conectivo ou é verdadeira se qualquer uma das sentenças simples é verdadeira, 

(Exemplo: " • ± S <=) " • +5 ou " • -s.) 
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atribuindo,se à expressão: 
- b ± ,1 b'L - 4ac 

2a 
o nome d e fórmula 1·eso, 

lutiua da equação do segundo grau. Observe que na .fórmula resol1ttiua 
não figura a variável x, que partici pa somente da equação (que é sempre 
uma sentença a berta!). 

O b'? - 4ac, gera lmente indicado por L\ (le tra grega m a iúscula, delta ), 
is to é : 

4ac 

é denominado discriminante da equação do segund o gra u e d esem penha 
papel importantíssimo no estudo dessas equações. 

OasERVAÇÃo: Se b2 - 4ac < O, a sentença: 

(2ax + b)2 = b2 - 4ac 

equivalente a: ax2 + bx + e = O, tem o seu Conj unto, V erdade vaz io, isto é : 

V = .0 
pois nenhum número rea l elevado ao quadrado po:ie ser igual a um número negativo! 

EXEMPLOS PRÁTICOS: As seguintes equações do segundo grau serão 
resolvidas no Conjunto, Universo IR. 

1. º) 2x2 - 9x - 5 = O 

,,,. a= 2 
Temos: e--> b - 9 

'-e= - 5 

Aplicando a fórmula: 

você já tem as raízes "prontinhas". Então: 

X= 
-(-9) ± ✓ (-9)2 - 4 X 2 X - 5 

2 X 2 
9 ± ✓ 8 1 + 40 

4 
9 + ✓ 121 

4 

= 9 ~ 11 < > x· = 9 ~ 11 = 2
4
0 = 5 ou x = 9 -

4 
11 = ~ = ~ l 

{ 
- 1\ - 1 

Logo: V = 5, 2 f e as raízes são os números reais 5 e 2 . 
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Verificação: Bas ta su bs tituir na equação: 2x2 
- 9x - 5 

- J 
5 OU· x por 2· 

O, x por 

? 
raiz 5 > 2(5)2 - 9(5) - 5 = O 

? 
2 X 25 - 45 - 5 = O 

50 - 50 = O (V ) 

raiz ~f > 2C21r -9Cd) - 5 : º 

2(~ ) + ; - 5 : o 

1 9 7 
2+2- 5 = 0 

1
; - 5 = O (V ) 

ÜBSERVAÇÃO IMPORTANTE: 

O discriminante: A = b~ - 4ac = 121 , é um número positivo (121), isto é: 

A > O 

e tôda vez que você encontrar um discriminante positivo, o Conjunto, Verdade da equação 
' ( -1) é constituído de dois elementos diferentes no exemplo : 5 e 2 . 

Então: 

se 6 > O, a equação do segundo grau admite duas raízes 
reais desiguais. 

Você já aprendeu a determinar as raízes (2 e 3~ dessa equação (que 
possui a = l ), Jembra,se? Porém, querendo aplicar a fórmula: 

J' a = 
- b + ✓ bZ- 4ac onde e -+ b "" 

2a \. e 

De fato: x 2 - 5x + 6 = O 

l 
- 5 elas aparecerão ràpidamente .. . 

6 

5 + ✓ 25 - 4 X I X 6 _ 5 ± ✓ 25 - 24 _ 5 ± ✓1 
X= 2 X 1 - 2 - 2 

= 5 i l <=> x = 51 l = 3 ou x = 5 ; l = 2 

NoTA: À medida que você vai resolvendo as equações do segundo grau, irá empre~ 
gando os recursos de cálculo já conhecidos. Assim, por exemplo, no lugar de -c-5) voce 
já escreve 5, etc. 
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3,ª) Y2 
- 10y + 25 = O 

)'a= 
Temos: e-+ b = - 10 

\. c = 25 

y= 10 ± ✓ 100 - 4 X l X 25 
2 X l 

= 10 ± O 10 + O <=)y = 
2 2 

10 ± ✓ 100 - 100 10 ±VÕ = = = 
2 2 

10 - O = 5 ou y = 
2 

= 5 

Neste ca c não precis f~o O onj unto, Verdade só tem um elemento (5) e por isso 
a igurar duas vêzes. E ntão: 

V = {5] e d ' iz,se que a raiz é de multip licidade dois 

Verificação: 
1 

raiz 5 ~ (5)2 - 10 X 5 + 25 = O 
? 

25 - 50 + 25 = O 

- 25 + 25 = O ( V ) 

O BSERVAÇÃO IMPORTANTE: 

. . A~ora o discriminante C1 = b2 4 d1scnmmante nulo, isto é: - ac = O, e tôda vex que você encontrar um 

6 = 0 

o Conjunto, Verdade da qu - é • , , 
q

ue é de . d . e açao const1t u1do somente de um elemento (no exem plo o 5) , 
nomma o raiz de multiplicidade dois. 

Então: 

se C1 = O, a equação do segundo grau admite duas raízes 
reais iguais. 

)' a= 7 
Temos: e-, b = - 1 

'- c = 1 

1 ± ✓ 1 - 4 X 7 X 1 1 + ✓ 1 - 28 1 + V-27 
z=-------= - --~--2 X 7 14 - 14 
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Como ✓ - 27 f IR (pois não existe no conj unto IR raiz quadrada de 
um número negativo) 

o Conjunto-Verdade dessa equação é vazio, isto é: V= .0, e a equação: 
7z2 - z + l = O não tem solução em IR, ou é impossível em IR. 

OBSERVAÇÃO IMPORTANTE: 

O discriminante é agora negatioo, ou seja, 6 = - 27, e tõda vez que você encontrar 
um discriminante negatioo: 

6<0 

o Conjunto-Verdade da equação é vazio: V = f2J 

Então: 

• se C1 < O, a equação do segundo grau não admite raízes 
reais e, portanto, não tem solução em IR. 

r;-ioTA: Mais tarde, quand~ fõ~ ampliado o Universo de trabalho para o conjunto 
dos numeras complexos ( C), en tao Já será possivel resolver equações do segundo grau 
de discriminante negativo. 

LEM B R E T E AMIGO -----

Guarde bem a importan'te equivalência: 

va, b, c E: IR e a ~ O 

-b -'/D. -b + ✓b. 
ax2 + bx + c = O ~ > x = 2a ou x = 2a 

onde o Conjunto, Verdade da segunda sentença é: 

V= {-b - ✓b. -b + ✓'"'i.} 
2a ' 2a 

e, portanto, as raízes da equação do segundo grau: ax2 + bx + c = O, 
são os números reais: 

2a 
e 2a 

desde que C1 ~ O. 



EXERCICIOS DE APLICAÇA-O G - RUP0 8 

Resolva as seguint -es equaçoes do segundo grau em R: 

l,•) - 5 2 .x +3.x+ l =0 

Como a= ·s é negativo p d 
ambos os membros da eq~ai,.:•se (~as não hã ?brigação nenhuma ... ) multiplicar 
de todos os coeficientes: ª por 1, 0 que equivale a "trocar" o sinal qualificativo 

S.x~ - 3.x - 1 
/' a= 5 

O . .... b= - 3 
\.c = - 1 

e, aplicando a fórmula, vem: 

.x = 3 ± 1/ 9 - 4 X 5 X - 1 3 ± V9+2Õ 3 ± ✓ 29 . 3 + ✓ 29 3 - 1/29 
2X5 = 10 IO < >x = --- oux = -

Logo: V 

Verificação: raiz 3+ ✓ 29 
lC =::) 

2.•) . )12 : 2y - 1 -o 

10 10 

3+ ✓ 29 3 ✓ 29 rafus: - -- e -
10 10 

·-5 [ 3+ ✓29r .3 [ 3+ ✓ 29] 
10 + 10 + 1 =0 

- 5 [ 9+6 ✓ 29+29] [ 3+ ✓ 29] 
100 + 3 10 + 1 = o 

-45 - 30 ✓ 29- 145 
100 + 

9 + 3 ✓ 29 
10 + l =0 

-~~+~~+~ 
100 - O 

o = o (V) 

/" a = l ,------ _ _ _ __ 
e -+ b= - 2 Y = 2± ✓4-4x1x-1 _ 2± .✓ 4+4 2± ✓ s 2 ±2 ✓ 2. __ 

\. c= - 1 2 X 1 - 2 = - 2-= 2 = 1 ± ✓2~ 

Logo: V = (1 + ✓2, l - ✓21 

Verifique você mesmo. 

<=> y = 1 + ✓2 ou y = 1 - ✓2 

raízes: l + ✓2 e l - -./z 
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1 

1 
1 ~ 

3.•) 

4.•) 

/' a= 1 
e -. b= 2 ✓5 

\. c=- 1 

- 2 ✓s ± ✓24 
2 

- 2 ✓s ± ✓ (2 ✓ 5)2 - 4 X 1 X -1 
2 X l 

- 2 ✓5 ± ✓ 4 X 5 + 4 
2 

- 2 ✓s ± 2 ✓6 - _ 
2 

= - ✓s ± ✓6 <=> u = - >Is + "6 ou u = -· ✓5 _ ✓6 

Logo: V = e- ,/5 + v6, - ✓5 _: ✓6) raízes: ·- ,/5 + ✓"t; e - ✓5 - ✓6 

Ver(fique você mesmo. 

(equação do segundo grau incompleta!) 

/' a= 3 
e-+ b= O (tome notai) 

"li c= - 27 

Se quiser aplicar a fórmula na equação: 3.x2 + Ox - 27 = O, vem: 

X = 

Logo: 

O ± ✓ O- 4 X 3 X - 27 
2 X 3 

o± ✓ o+ 324 
6 

± V324 
6 

±18 "" ±3 <=> -6- X = 3 OU X 

V = (3, - 31 raízes: 3 e -3 

NOTA: Você pode, nesse caso (b = O), deixar de usar a fórmula, pois as técnicas 
que já conhece permitem determinar as rafzes de equações do segundo grau incompletas 
~ais rãpidamente, porque: 

Logo: 

27 
3.x2 - 27 = O <=> 3.x2 = 27 <=> x 2 = 3 = 9 

OU .x2 = 9 <=:> X = ± ,J9 = ± 3( •) <=:> X = 3 OU X = -3 

V = (3, - 31 raízes : 3 e - 3 

A verificação é imediata. 

OBSERVAÇÃO: Se a equação proposta fôsse: l 3x2 + 27 = O 1 (observe 

que s6 diferem pelo sinal), então: 3.x2 + 27 = O <=> Jx2 = - 27 <=> .x2 

= --9 <=:> X = ± ✓ -9, 

Como: ,J - 9 q;. R, o Omjunto-Verdade é vazio, isto é, V = fZ5 e a equação Jx2 + 
+ 27 = O nao admite solução. em R . · 

(•) Já foi visto no 3.• sfrie ginasial que: ± ,J9 - ± J, e que ,/9 - 3. 
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5 .•) 
4z

2 + 3z = O (equação do segundo grau incompleta/) 

/' a=4 
e-.b=3 

\, c=O (tome nota!) 

Também agora, se você quiser aplicar a f órmula, vem: 

:i: = 

Logo: 

Verifique. 

-3 ± ✓ 9 + 4 X 4 X O 
2 X 4 

- 3 
raí:i:es: O e -

4 

NOTA: Quando c=O, pode-se dispensar o uso da fórmula , pois: 

Como: 
4z

2 + 3z = O ~ z(4z + 3) = O (pela propriédade distributiva) 

z(4z + 3) = 9 ~ z = O ou 4z + 3 = O 

iSto é.' a _úitima sentença compõe-se de equações do primeiro grau, e temos: a raiz 
da pnme1ra equação (z= O) é O, e a da segunda: 4z + 3 = o, é: 

4z + 3 o ~ 4z = - 3 ~z 
- 3 

= 4 , isto é, 

Logo: V = {o, J} ra!zes: 
-3 

O e -
4 

6 .ª) 5x
2 

... O (equação do segundo grau incompleta/) 

/' a=5 
e-+b=O (tome 'nota!) 

\, c= O (tome nota!) 

O "bom senso" manda agora nao aplicar a fórmula: 

-3 

4 

Sée 5x
2 

= O, então x
2 = O (pois o primeiro fator, 5, é diferente de O e o produto nulo). 

Logo: x2 o ~ X • X = o ~ X = o ou X = o 
Portanto: V {O) o O é raiz de multiplicidade dois. 

Verifique. 
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EXERCICIOS DE FIXAÇÃO - GnuPo 9 

Resolva as seguintes equações do segundo grau (na variável x, ou y , ou :i: , ou t) em R : 

!.•) 3x2 
- I0x + 3 = O 13 .•) 2y 2 - 4 ✓2.y + 2 = O 

2.•) y 2 
- 7y + 12 = O 14.0 ) 5x2 - 45 = O 

3.•) 4z2 
- 12z + 9 = O 15.•) 5x2 + 45 = O 

4.") t2 + 8t + 15 ,;, O · 16.•) 8y2 = O 
5.•) 2x 2 + X + 5 = 0 17.•) 3t2 - 12t = 0 
6.•) - x 2 + IOx + 25 = O 18.•) 312 + 121 = O 
7.•) y 2 - I0y - 25 = O 19.•) z2 - 1 = O 

8.•) 1,2x2 + O,lx - 0,6 = O 20.•) ~ x 2 - 5x O 

9.•) - 3x2 + 2x - 6 = O 21.•) 4x 2 + 20 O 
10.•) 212 - 41 + 2 = O 22.•) 5z2 - 20 = O 
II.•) x2 - 2x - 1 = O 23.•) 10x2 - 1.000 = O 
12.•) - 5y2 + 3y + 1 = O 24.ª) - 10x2 - 1.000 = O 

LEMBRETE AMIGO -------

Embora você possa sempre aplicar a fórmula: 

na resolução da equação do segundo grau: ax2 + bx +. e = O 
(a ~ O) pode, também (principalmente tendo pressa .. ) , dispensar 
o seu uso, no caso de a equação do segundo grau ser incompleta. 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GnUPo 10 

Neste Grupo serão resolvidas a lgumas equações do segundo grau que não 
se apresentam diretamente na forma: ax2 + bx + c = O (a;,!O). Também algumas 
equações literais do segundo grau, bem como equações "fracionárias" cuja reso
lução depende de equaç~es do segundo grau, serão estudadas. 

Tôdas as equações propostas serão resolvidas em R. 

1.•) x2 + 12x = 160 

Procurando escrever a equação sob a forma ax2 + bx + c = O, temos: 

x2 + 12x - 160 

Você encontrará: 

O, cuja resolução, aplicando a f6m1ula, é imediata. 

V = {"'20, 8) 
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2.•) V2 .x2 = 2x .1 

Procedendo da mesma forma, obtém-se: 

.JT. x 2 
- 2x = O, que é uma equação do segundo grau incom pleta . Portanto: 

X = O 
x(-fí .x - 2) = 0ou e /' -

'-. .,- .-· 2 2 v 2 2 ✓-1.=,J"í 
2 

~ 2 .x - 2 = 0 <==> \ 2 .x=2 <==> X= --==---,- -= 
../2 v 2 .v 2 

Logo: V [O, fiJ raízes: O e V2 

3.ª) 1 (2x + 1 )2 = 4 1 

Desenvolvendo o quadrado: 

4x2 + 4x + 1 = - 4 < > 4x2 + 4x + J + 4 = O <=:::> 4x 2 + 4x + 5 = O 

Como nessa equação do segundo grau o A = 16 - 4 X 4 X 5 
- 64 <==> .1. < O, a equação não tem solução em R , isto é: V 

16 - 80 ,,, 
0. 

NOTA: Uma observação mais cuidadosa da equação proposta mostraria _qu~ 3 

mesma não tem solução em R, pois não existe a lgum valor de x que faça o pnmeiro 
membro, que é úm quadrado, ser igual a um número negativo c-4). 

r , 
X 1 

2 

· 'Eliminando" os denominadores (m .m .c. (2, J) = 6) , vem : 

J(x ··· l ) - 2(3x - x2 ) = 6x + 2 <==> 3x - J - 6x + 2x2 

"Reduzindo" os têrmos semelhantes: 

2x2 - 6x - 6x + Jx - 3 - 2 O 

ou 2x2 - 9x - 5 = O 

Aplicando a fórmula: V = 

32 

- 1 
raízes: 5 e 2 

6x + 2 

5.•) x2 - (a + b)x + ab - O · 

/\ plicando d iretamente a fórmula , vem: 

6 ., . , 

7.ª) 

X = 
(a+ b) + ✓ ((1 + b):! - 4ab 

2 

(a + b) ± ✓ a2 - 2ab + b2 

2 

_,,. (a + b) ± (a - b) 
2 "' 

/a+ b) ± ,J a2 + 2ab + b~ - 4ab 
2 

(a+b) ± ✓~ 
2 

a+b+a - b 2a 

2 2 a 

21> a+b - a + b 
2 2 

b 

Lo ..., b Con:1·unto-Verdade é : go, va , • o 

V = (a , bJ raízes: (1 e I> 

E Iuldos de R os valôres J e ·2 \q ue anulam o deno, 
xc minador. isto é, x ;é 3 e x ;é - 2) 

E liminando os denominadores (m .m.c. \ x 
. 3 J (x + 2 )) , vem : 

ou 

ou 

(x + 2) (x + 5) - (x - 3) (x - 7) 

xz + 7x + 10 - x2 + IOx - 21 

- Jx2 + 20x + 7 

J(x - J) (x + 2l 

)x2 - 3x - 1~ 

o 

e, multiplicando por - 1: Jx2 - 20x - 7 

Aplicando a fórmula, vem : V = { 7, 3!} 
o 

1 
ra ízes: 7 e -j" 

(x - k)2 ... k 2 (x variável, kE:: R ) 

Desenvolvendo o quadrado, vem: 

x2 - 2kx + k2 = k2 ~ x2 
- 2kx + k ~ k 2 = O 

ou x~ - 2kx + O = O 
x=O 

/ . 
ou x\x - 2k) = O • 

'- x - 2k = O ~ x = 2k 

Logo, v k , ternos: 
V {O, 2k} raízes: O e 2k 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 11 

Resol~a as seguintes equações em R : 

I .•) x 2 - 32 = 4x 

3 .•) 0,2 + 0,8y = y2 

5 ,•) X(+ - 1) - 60 = 60 + X 

7.•) (x + 5) (x + 2) = 40 

9.•) (y + 1)2 = 3 + y 

li.•) (2x + 1)2 = o 

( 
X ) ] 13.•) 3-4 = O 

15.•) ;: = f -z2 

17.0 ) 6 + 5 9 u u2 + 5 = O 

l9.•) (x - 8)2 + (x - 1)2 = (x + l )2 

21.0
) ~ -~ _ x 2- 4 (x- 1)2 

7 16 - -;;- - -4-

23.•) y + _ l_ = 5 
y-3 (y ;é 3) 

29.•) (3y + 1)2 + 17 = 6y + 1 

3 !.•) 2y - 1 = l..±2. 
Y+l y - 1 (y;é-l,y ;él) 

33.•) (x + ~) (x--}) = 3x- ~ 

5 • x+l S 
3 •) ----- = 2 (X ;é 0, X ;é 2) 

X X - 2 

1 3 1 
3x2 - 27 + 4- x-3 = l (x ;é 3, 

X ;é -3) 
(m.m.c.: 3 X 4 X (x2 - 9)) 
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2-") x 2 + 24x = 15 + I0x 

4 .•) x 2 + 140 = 20 - 26x 

6.•) t ( t - 15) - 100 = o 

8.•) (x + 20) (x - 20) = O 

10.•) (2.,: + 2)2 = - 16 

12.•) 1~ = 0 ,6x - x2 

14 .") x2 + ~ = 7x 
32 8 

16.•) 3y 2 + ..i. = - 4y 
3 

18.•) X + J = -3x2 

x - 1 3x - x2 1 
20.•) - 2 - - --3- = X + 3 

22.•) 2_ - .=_ = 2 
X 3 (x ;é O) 

26.0 ) X X -" 4) x+ l +x+4=l (x;é-J,x,...-

28.ª) x + 1 + 1 = _x_ (x ;é O, x ;;é 1) 
X x- 1 

2 1 
30.") - 2--+-- = - 1 (x;é l, x;;é-1) 

x- 1 x + l . 

33.•) 3t2 = ; (t + ;) + 2t2 

6 3 3 
34.•) -- - -- = 2--- (x ;é 1, 

X
2 

- 1 X + 1 X + l X ;;é - }) 

36.º) 2y + 1 _ Y + 1 = l..::_!_ (y ;;é - 1, 
Y+l y+2· y-2 

y ;é -2, y ;;é 2) 

38.0
) (x - a)2 a 2 (x variável, a E:: R ) 

39.•) l~x2 = m (x variâvel, m E:: R, k E:: R 
e k ;éO) 

41 .•) x~ - 4ax + 3a2 = O (x variável) 

43.•) x 2 +(a + b)x + ab = O (x variável) 

45 ,4 ) t2 
- 2abt - a2b2 = O (t variável) 

x2 -a2 
47 .1') 4b = x - b (x variável , b;éO) 

49.•) z2- (: + !)z + 1 = O (z va

riável, a ;é O, b ;;é O) 

40.•) mx2 + mx = O (x variável, mE:: R 
e m ?!O) 

42.ª) y 2 - 8ay + 15a2 = O (y variável) 

44.ª) x2 - 2ax + a2 - b2 = O (x variável) 

46.4 ) 4y 2 - 2(a + b)y + ab = O (y variável) 

a+ b ab 
48.n) y2 + -,;;- y + m2 = O (y va-

riável, m ;é O) 

x 2a 8a2 

50.ª) -- - -- = x 2 _ a 2 (x variá-
x - a x+a 

vel, x ;é a, x ;é -a) 

EXERCÍCIOS EXPLORATÓRIOS - GRUPO 12 

Será que conhecendo sómente os s inais de a e de e na eqtiação ax2 + bx + c = 
= O (a ;é 0), você po:leria "adiantar" que tal equação admite raízes reais ? Preste 
atenção em alguns exemplos: 

A equação: 2x2 - 9x - 5 = O, tem a = 2 e e = -5, isto é, a e e têm sinais 

diferentes. Resolvendo-a, você encontrará: V = { 5, -; } 

A equação: - 12x2 + 6 = O, tem a = - 12 e e = 6, isto é, a e c t êm sinais dife-

{ 2 -3} rentes e, resolvendo-a, você encontrará: V= 3 , 4 . 

O mesmo ocorre com a equação: x 2 - 2x - 1 = O, onde a e c t êm sinais diferentes 
e V = (1 + ✓2, 1 - ✓2) 

Será que tôda vez q ue a e c tiverem sinais diferentes a equação admitirá raízes reais? 

Escolha ou invente q ualque1 equação do segundo grau que tenna a e c com sinais 
diferentes e responda à pergunta. 

N OTA: Depois que você defender o seu resultado, d ê uma "olhada" no discriminante: 
.ó = b2 - 4ac, de uma equação do segundo grau que possua a e c com sinais 
contrários. Êsse discriminante é sempre positivo, pois: 

b2 é positioo (porque é um quadrado) 

- 4ac também é positioo (porque, se a e c têm sinais diferentes, o p roduto ac é 
negativo e, multiplicando-o por -4, torna-se positivo) 

Logo: .ó > O e, como você já sabe, quando o discriminante é positivo, a equação 
sempre admite raízes reais/ 

Diga, agora, sem resolver, quais das seguintes equações você tem certeza de que 
possuem raízes reais: 

1,•) x 2 - IOx - 25 = O 
2 .•) 3x2 - X + 8 = 0 
3.4

) - 8x2 + 5x + 6 = o 
4.•) x 2 - 5x + 6 = O 
5.•) 5x2 - X - 1 = 0 
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6.4
) -x2 + 2 = O 

7.•) x 2 + 2 = O 
8.0

) x 2 - 2 = o 
9.4

) - x 2 - 4 = O 
10.~) -4x2 + 64 = O 



4. Discussão das raízes de uma equação 
do segundo g(au em R 

Recordemos que a "alma" de uma equação do segundo grau : 
ax~ + bx + e =· O (a ~ O), é o discrim inantc: 

pois 
O 

seu valor indicará a cxistênci~ ou 11ào das raízes em R. 

Você já estudou, por intermédio de exercícios (aplicando a 1órmula), que: J ' 

1 ") S A>O - .,- J-b+ ✓Ã -b - ✓Ã\ · e ... , entao v.1~0 e o Conjunto- Verdade· V - . -- · - 1 
· - \ 2a ' 2a 

indica como raízes os números reais: -b + ,1Ã - b ·· ,, Li de 
e ----- que, 

2a 2a 
• a~ora em diante, para simplificar a discussão, serão indicados, respec, 
t1vamente, por: 

- b + VfJ. - b - vÃ 
x' = ·-- - - - e x" = --- -

2a 2a 

Sabe, também, que: x' ~ x", pelo fato de x ' representar a soma e 
x" a diferença de duas quantidades não-nulas. Portanto, as raízes x' e 
x" representam números reais desiguais. 

Verifique tudo isso com o exemplo: x:! .. 5x + 6 = O. 

2.
0

) Se .1 = O, então {6 = O, e o Conjunto-Verdade: V = 
2

a / {
-b\ 

Nesse caso x' = x" = ;:, isto é, as raízes são números reais iguais, 

e diz-se que· a ra iz é de multiplicidade dois. 

Tire a prova com o exemplo: - 2x2 + Bx - 8 = O 

3.") Se .1 < O, então v .1 f- R e V = 0 

Nesse caso não existem raízes reais e a equação diz-se impossível em R · 

Confirme êsse resultado com o exemplo: 3x2 - 2x + 5 = O. 

36 

RES UMO 
0

I) .1 > O ~ 3 x', x" E: R I x' ~ x" e são 

1 ax2 

/' raízes da equação 

+ bx + e = OI•- 2) .1 = O ~ 3x', x" E: R I x ' = x" e são 
'-,. raízes da equação 

(a ~ O) J) .1 < O ~ / raízes reais da equação 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 13 

1. ·Por intermédio do discriminante discuta a existência das raízes das seguintes equações 
do segundo grau em R: 

J.•) 1 3x2 - J Jx - 4 = O 

Temos : 11 = (- 11 )2 _ 4 x 3 x(-4) = 121 + 48 = 169 

Logo, se 6 > o ~ existem duos raíus reais desiguais 

Verifique como exercício. 

NOTA : Observando que a e c t êm sinais diferente.<, segue-se imeditamente que ó> O. 

2.") 1 4x2 
- 4x + 1 = O 1 

Temos: a = (-4 )2 - 4 X 4 X 1 = 16 - 16 = O ==> ó = O 

Lo O se ó = o ~ existem duas raíus reais iguais (escreve-se somente uma 
del!s: que é de multiplicidade dois). 

Verifique como exercício . 

J.•) 1 5x 2 + x + 3 ~ O l 
Temos: a = 12 - 4 X 5 X 3 = 1 - 60 = - 59 ==> ó < O 

Logo, se ó < O ~ não existem raízes reais 

2. Diga para que valôres de m a equação: 

x~ - 6x + m O 

1.0 ) admite ra izes reais desiguais 
2.0 ) admite raizcs reais iguais 
3.0

) não admite raizes reais 

Tudo vai depender do discriminante da equação. Como: 

a = b2 - 4ac 0 ,1 .!1 = 36 - 4m 
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e a tendendo às questões propostas, quando: 

l .º) 36 - 4m > O ~ raízes reais desiguais 

ou - 4m > - 36 

2.0 ) 36 - 4m 

ou m < 9 

O ~ raízes reais iguais 

ou 4m = 36 
ou m = 9 

3.0
) 36 -: 4m < O ~ não há raízes reais 

ou - 4,n < - 36 

ou m > 9 
Logo: 

l .9) Se m < 9, a equação x 2 - 6x + m = O admite duas raízes reais desiguais; 
"tire" a prova fazendo, por exemplo m = S isto é resolvendo a equação: 
x 2 

- 6x + 8 = o. ' ' ' 
2-º) Se 111 = 9, a equa_ção x 2 - 6x + m = O, ou seja, x 2 - 6x + 9 = O admitirá 

duas raízes reais iguais . Confirme. 

3.º) Se m > 9, a equação x 2 - 6x + m = O não admitirá raízes reais; verifique, 
resolvendo a equação: x2 - 6x + 10 = O, por exemplo. 

3- Qua l ~eve ser o valor (o~ va lôres) de k, a fim de que seja m reais iguais as rafzes da 
equaçao : x2 + (k - J)x + k - 1 = O em R ? 

Ora , as raízes serão reais iguais se .1 = O, is to é : 

(k - 1)2 - 4(k - 1) 

k 2 
- 2k + 1 - 4k + 4 

k 2 - 6k + 5 

o 
o 
o 

As ra iz:es dessa equação são: I e 5. 

Portanto, se k = 1 ou k = 5, a equação : x2 + (k - l )x + k - 1 = O, t erá 
raiz:es reais iguais. 

Verificação: se k = 1, a equação será: x 2 + Ox + O = O, ou seja, x 2 "" O, 
cujas raízes são igua is a O. 

se k = 5, a equação será: x 2 + 4x + 4 = O, cujas raízes são 
iguais a -2. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRU PO 14 

1. Por intermédio do discriminante, discuta a ,existência das ra ízes das seguintes equações 
do segundo grau em R: 

I .ª) 3x2 •- lOx + 3 = O 
2 .•) X 2 - X + 5 = 0 
3.ª) - 4y 2 - y + 1 = o 
4 .ª) z2 + 4z + 4 = O 
5.ª) 6x2 - 46x + 4 = O 

6 .0 ) 5z2 - 6z = O 
7.•) t2 - 2t + 1 = o 
8.ª) 3x2 = - 1 
9 .•) 5k2 - 65k + 9 = O 

10.ª) 2x2 - 4x + 2 O 
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2. D iga para que valôres de m a equaçl!o: x 2 
- 4x + m O (m E: R ) 

1.0 ) admite ra izes reais desiguais 

2.0 ) admite raízes reais iguais 

3.0 ) não admite raízes reais 

3. Mesmo problema com relação a equação: x 2 
- Bx - n = O. 

4. Determine O valor (ou va lôres) de n para que as raízes da equação: 

(n _ 1) x2 + 2 ( 1 - n ) x + 3n = O (n E: R ) 

sejam reais iguais. 

5. Determine o valor (ou valôres) de k, a fim de que a equação: 

x 2 + 2kx + 7k2 = O (k E: R ) 

admita ra ízes reais desiguais. 

6 . Determine o va lor (ou valôres) de m, a fim de que a equação : 

(4m - 1) x2 + l 2mx + 9m - 8 = O (m E: R ) 

não admita raízes reais. 

Relações entre os coeficientes e as raízes 

5. Propriedades principais 

Você já sabe q ue na equação do segundo grau : 

x 2 - 5x + 6 = O, onde a = I 

as raízes 2 e 3 são tais que: 

a soma (2 + 3 = 5) é o oposto do coeficiente de x _(b = 
o produto (2 X 3 = 6) é o têrmo constante da equação (e 

Agora você irá demonstrar que no caso gera l da equação: 

ax2 + bx + e = O (a ~ O) 

- 5) 

6) 

quando ,1 ~ O, valem as seguintes relações entre as raízes x' e x" e os 
números a, b e e: 

-b 
I . a soma das ra ízes é igua l a a 

, . 1 e 
2. o produto das raízes e 1gua a a 
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..... 

Em símbolos, temos: 

x' + x" == - b . • a 

x' X x" == e 
a 

A demonstração ' fá ·1 · 
respectivamente, por~ ci de ser obtida, pois sendo as raízes expressas, 

x' == e x" == 
- b - fi. 

2a 
basta adicioná-las para que 

0 primeiro resultado seja obtido: 

x' + x" == -b + VA + - b - ✓Ã _ -b + vi+ - b _ ~ °2!!_ _ -b 
2a 2a - ~2a t == ~ - a 

Multiplicando-as, obtemos o segundo resultado, pois: 

= 4a2 = 4a2 

e substituindo A pelo seu valor: b2 - 4ac: 

x' X x" = b
2 

- (b2 - 4ac) = b2 - b2 + 4ac 4ac 
4a2 4a2 = 4az 

Exemplo prático: 

c 
c.q.d. 

a 

Quanto vale a soma e o produto das ra1'zes da equação: 

6x2 + 7x - 3 = O ? 

Como: A=49 + 72= 12J 
~ A> O e a=6, b= 7 e c= - 3, temos: 

x' + x" = - b = - 7 
a 6 (soma das raízes) 

x' X x" = !3._ 
a 

-3 - 1 
= 6 = 2 (produto das raízes) 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 15 

Determine a soma e o produto das raízes das seguintes equações: 

!.•) 2x 2 - 9x - 5 = O 

2.•) -3y 2 + lOy - 3 = O 

5.•) y 2 + By ~ O 

6.•) x 2 - 16 ... O 

3 .•) x 2 + x + 5 = O (culdndol) 

4.•) -r2 + 10t - 25 = O 

7 .•) x 2 + 16 =• O (cuidado!) 

8.•) px 2 + qx + r - O (p ~ O) 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 16 

l .0
) Na equação x2 - mx + 36 - O, determine m de modo que uma de suas rafzes 

seja igual a 9 . 

Aplicando as propriedades das ra ízes e supondo A ~ O, devemos ter: 

r x ' 
9 (dado do problema) 

-b m 

i:: + x" m (porque -
. a 

(porque .E. 36 
X x" - 36 a 

Como x' = 9 e, sendo x' X x" := 36, segue-se que: 

36 
9 X x" = 36 ~ x" ~ - - 4 9 

Logo: m = x' + x" - 9 + 4 = 13 

m) 

36) 

Verificação: Se m = 13, temos a equação: x 2 - 13x + 36 = O, cujas rafzes são 
9 e 4, que satisfazem ao problema. 

2.0 ) Determine p na equação: x 2 - 8x + p - O, de modo que uma das rafzes seja o 
triplo da outra. 

Com a con~ição imposta pelo problema -e mais as propriedades das ralzes, devemos 
ter as seguintes equações: · 

1 
x' - 3x" 

x' + x" = 8 

x' X x" - p 

Substituindo x' por 3x" na segunda equação, temos: 

3x" + x" = 8 (:=:) 4x" = 8 ~ x" = 2 e, portanto: 

x' == 3x" ~ x' = 3 X 2 - 6 

Logo: p == x' X x" = 6 X 2 = 12 

Verifique você mesmo que p = 12. 
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a or de m na equação: 3 .º) Determine O v 1 

--

a e suas ralzes seja igua l a de modo que a som d 3 º 

Com<? a .. 3 e b .,. - (2m + l ) 5 vem, pela propriedade das ra!zes: 

x' + x" = - b 
a 

2m + ..!... 
5 

3 

2m + ..!... 
Resolvendo o equação: 5 

3 3 

Logo · m 
2 

• =- 5 · Verifique. 

l 

3 (dado do problema) 

~2m +..!... 
5 

1 ~ 2m 

~ m = 4 2 
10 5 

= ..±. ~ 
5 

4.º) Calcule m de mod · das raizes igual a 5.que a equação: x2 - 15x + (Bm + 2) = O, 
tenha a difererlt;a 

Agora, podem ser escritas . as segumtes equações: 

\ 

x' + x" = 15 (1) 

x' X x" = Bm + 2 (2) 

x' - x" = 5 (3) 

De (1) e (3) , vem: { x' + x" 
x' - x" 

15 
5 que dá: x ' = 10 e x" 5 

' 

Como: x' X x" = Bm + 2 ' segue-se que: Bm + 2 = 10 X 5 
ou Bm + 2 = 50 (=) Bm = 48 ~ m "" 6 

Portanto· m 6 · - · Verifique. 

- RuPO 17 EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO G 

1. Na equação: x2 - nx + 36 = O, determine n de modo que: 

(é o mesmo que d º izer: uma das raízes é • 1 
x" (. ... 1gua a 4) 

· · · · · · · • • • .. as raízes são iguais) 
1.0 ) x' 4 

3 .0 ) x' - x" ( 

4 

✓J · · · · · · · ·· ·· ··•.as raízes são opostas) 
( . · · · · · · · · · · · uma das ra ízes é 4 ✓:1) 
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2· Determine m na equação : x2 - Bx + m -= O, de modo que: 

1-º) uma das ra ízes seja igual a .i_ 5 

2 -º) uma das raízes seja nula 

3-º) os ra ízes sejam inuersas ent re si (x' "" ..!...) x" 

4
-º) a soma dos quadrados das raízes seja igual a 40 [(x')

2 

+ (x")

2 

"" 40] 

3
· q etermine k na equação : x~ - (k + 4)x + (4k + 1) = O, o fim de que: 

1 -º) os raízes sejam reais iguais 
2 -º) os raízes sejam reais e opostas 
3 -º) uma das ra ízes seja nula 

4. 

5 . 

Calcule n de modo que as raízes da equação: 
x2 - (13 + r1)x - 6112 + 14n + 40 "" O 

sejam reais iguais. 

Calcule m de modo que a equação : 
x2 - 12x + ( 17m - 2) "" O 

tenha a diferença das ralzes igual a 4. 

Conseqüências das propriedades das raízes 
de uma equação do segundo grau 

6- Forma (S, P) de uma equação do segundo grau 

Se a = 1 e ~ >. o costuma~se representar a equação do segundo 

g 
1/ , 

ra u : x
2 

+ bx + e = O, de ra ízes x' e x" , sob a forma: 

G2 _ Sx + p = ~ (forma S, P ) 

{ 

x' + x" == S (Soma das raízes) 

onde , x' X x" = P (Produto das ra1zes) 

De fato, se a = 1 ~ x2 + bx + e == O e, portanto: 

- b 
x' + x" = - == - b == S l 
x' X x" ~ ~ = e = P l 

1 
x 2 + bx + e = O ~ x2 

- Sx + P = O 

e vale a equivalência: 
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7. Composição de uma -
equaçao do seg nd 

conhecidas as raízes u o grau, 

do O problema agora é inverso. 
segundo grau e quer,se sab~r conhecem,se as raízes de uma equação 
Ora, se x ' e ,, qua l ~ essa equação. 

Pro x representam as , . 
curamos uma equaç~ d raizes conhecidas isso significa que 

ao 
O 

segundo grau, cujo C~njunto, Verdade é: 

V == {x ', x " J 

A forma (S, P) de tal 
equação será, necessàriamente: 

onde: x' + x" == S e 

ÜBSERVAÇÀO IMPORT 
ANTE : 

x~ - Sx + p = O 

x' X x" = P . 

x2 - Sx + p = O é uma d -
as equações que lhe - _as equaçoes que possui o V = (x' ' x" ) ' pois tõdas 

sao equivalentes, da forma: 
k(x2 - Sx + P ) = O (k 

Exemplos: 
• E: R), têm O mesmo Conjunto-Verdade: V = [x' , x" I 

l.•J Esc 
rever uma equação do segundo grau 

A equação procurada tem a forma : 
que possua 2 e 5 como raízes. 

Como: f 2 + 5 

\2 x 5 

x2 - Sx + p = O ld V 
, OI e = (2, 5) 

7 = S (cuidado que na equação deve figurar - S) 
10 = p (aqui é o mesmo sinal. .. ) 

Subst· · 
ttumdo os valôres encontrados para S e 

P na equação (S, P ), temos: 

~ - 7x + 10 = o 

equação que responde à questão proposta. 

Verificação: x = 7 ± V~= ~_ ~ 7+3 7- 3 
2 2 - 2 <==) X = -- = 5 OU X = - = 2 

2 2 
NOTA : 

x 2 - 7x + 10 O tem V {2, 5) mas também: 2(x 2 - 7x + 10) o 
ou 2x2 - 14x + 20 O tem V (2, 5) e também: 3(x 2 - 7x + 10) o 
ou 3x2 - 21x + 30 o tem V = [2, 5] 
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2
-•) Compor uma equação do segu.ndo grau cujas raízes são: - 3 e 1 

4 

Temos: x2 
- Sx + P ~ O e 

-3 + _.!._ 
4 

- 12 + 1 
4 

V = {-3, ~} 

Como: r: 
- 11 
4 ( .. .lembre-se do sinal que deve ser 

trocado!) 
1 = - 3 X 4 

-3 
4 

Logo: 2 11 3 
X + - X - -

4 4 
O ou, eliminando os denominadores: 

[ 4x2 + .llx - 3 = O / que é a equação procurada. 

Verifique você mesmo que as raízes dessa eql!ação são: - 3 e f. 
3.•) Formar uma equação do segundo grau cujas raízes são: u + v e u - v. 

Te~s: x 2 - Sx + P = O e V = (u + v, 11 - v] 

Como: f S = (u + v) + (u - v) = 2u 

\ P = (u + v) . (11 - v) = u 2 - v2 

Logo, a equação procurada é: / x 2 - 2u + u 2 - v2 

Verifique. 

o 

4 -º) Compor uma equação do segundo grau cujas raízes são: 1 + ✓2 e I - •l i 

Temos: x2 - Sx + p = O e V = (I + V2, I - ,12) 

Como: { 
Sp (l + ✓2) + (1 - v2) 1 + ✓2 + I - v2 = 2 

= (1 + v2) . { I - V2) J2 -(v2)2 = 1 - 2 - 1 

Logo, a equação procurada é: / x 2 - 2x - 1 = O 

Verifique. 

8. Determinação de dois números dos quais 
se conhecem a soma e o produto 

e
, Ora, conhecida a soma (S) de dois números e o produto (P ) dêles, 

fácil concluir que êsses números são precisamente as raízes da equação 

do segundo grau que se pode formar: / x2 - Sx + P = O /. Exemplo: 

Determinar quais os números cuja soma é 19 e cujo produto é 84. 
Como: S = 19 e P = 84, os números procurados são as raízes da 

equação: 
x 2 - 19x + 84 = O 
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nu
- Resolvendo-a, encontramos as meros procurados. raízes 12 e 7, que representam os 

Verificação: Soma: 12 + 7 = 19 (S ),· Produto: 12 X 7 = 84 (P). 

LEMBRETE AMIGO 

Você já sabe resolver ( b p e em!) os dois problemas· 
roblema (direto) · d d · . ª. a uma equação do segundo gra u, deter-

minar as suas rafzes. 
Problema (inverso): dadas as raíz d . es, etermmar uma equação do 

segundo grau que possua tais raízes . 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇA~o G 1 - RUPO 18 

· Determine a equaçao d respectivamente: o segundo grau (vamos supor a = 1) que possua como rafzes, 

!.•) V = {2, 5) 

2·º) V = (7, -3J 

3 -º) V= 1- 1, 1] 

4 -º) V= 1-s, - 7J 

S.•) V = {O, - 2) 

6 .0 ) V = { r, ~ } 
7.0 ) V _ - , _ _ {-1 -1} 

2 2 

8.•) V = (3; 0,5) 

9.•) V-= {-4, ~} 

I0.°) V = f -o 002· _.!_ \ 
\ ' ' 5 f 

13 .o) 

14.0) 

15 .O) 

16.o) 

V = (3 + ✓2, 3 - v2) 
V = { vJ + l, vJ - 1) 

V = { l + V21 l - ✓21 \ 
2 ' 2 / 

V= (a, bJ 

{ 
a - b' 

V= 21 3/ 
V = {a + b, a - bJ 

V = {-1-, _1_ \ (ª ;= b ;= º) 
a + b a - b f a ;= -b 

V = {ª + b, a - b \ (idem) 
a - b a+bf 

V = {a2 - b2, a2 + b2J 

20.•) V = (a + vb, a - ✓bJ (b ~ O) 

2. Determine os números que t h . en am, respectivamente, por soma e por produto: 

l .o) 18 e 45 19 6.o) - e 22 
2 

2 .°) 14 e 49 

4.0 ) - 10 e 16 

5.a) 17 e _!_ 
12 2 
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-1 
7.0) 2 e -

2 

8 .o) (a + b) e ab 

9 .o) 2a e a2 + b2 

10.°) 2a e a2 - b2 

3.ª Parte · Equações biquadradas; 
equações irracionais 

• Sistemas simples do 
segundo grau 

• Problemas do segundo grau 

Equações biquadradas 

1 • Dej inição 
Equação biquadrada na variável x é tôda sentença aberta da·forma: 

ax4 + bx2 + c = O va, b, c C IR e a -.=- O 

Exemplo: x4 - 5x 2 + 4 = O 

Observe que numa equação biquadrada a variável x figura somente 
com expoentes pares: x4 , x2, xº (não se esqueça de que x

0 
= l e, portanto: 

: = exº) e, como o ma ior expoente da variável é 4, a equação biquadrada 
e uma particular equação do quarto grau. 

, Nestas condições, as equações biquadradas admitem até quatro 

raizes reais. 

_2 . Reso /.uçãu 

A resolução da equação biquadrada: 

ax4 + bx2 + c = O (a -.=- O) 

ou seja, a determinação de seu Conjunto-Verdade, é feita por intermédio 
de equações que lhe sejam equivalentes e de soluções simples. 

Todo o seu conhecimento de equações do segundo grau será aplicado 
agora, a partir da primeira equivalência: 

ax4 + bx2 + e = O ~ a(x2)2 + bx2 + c = O 
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Como: a(x2) 2 + bx2 + e= O<===> 

., - b+ -./t. 
<===> x- = - --

2:i l)U 
- b - v Â 

x t = ---~ 
2a 

<===> x = + 1- b+ ✓ Ã !u x = - f- b+ -.ft. 
'\J 2a '\J 2a ou 

+✓:.b - -.G Il -✓-b - ~ 
x= --- oux = -2~ 2a 

e, portanto, o Conjunto,Verdade d a equação : ax·1 + bx2 + e = O é : 

e as suas raízes são os números reais: 

+ f- b+ -./t. - f- b+ 'IL5, + f- b - ~ , - f- b - vt,, 
'\J 2a ' '\J 2a ' "J 2a '\J 2a 

Exemplos práticos: Resolver as seguin tes equações biquadradas em R: 

1 . ' 1 x4 - 5x2 + 4 = O. 

Tem os: 

x'1 
- 5x2 + 4 = O <===> (x 2) 2 - 5x2 + 4 = O 

(x 2) 2 _ 5x2 + 4 = 0 <===> x 2 = 5 + ✓ 25 - 16 ou x z = 5 - ✓ 25 - 16 => 
2 2 , · 

<===> x2 = 5 + ✓9 
2 

<===> x2 = 5 + 3 
2 

., 5 - ✓9 
OUX" = ---

2 

. 5 - 3 
oux2 = - -

2 => 

<===> x 2 = 4 ou x 2 = I => 
<===> x = ✓4 ou x = -✓4 ou x = -fI ou x = - VI <=> 
<===> X = 2 OU X = - 2 ou X = 1 ou X = - 1 

Logo: V = [2, - 2, I, - IJ 

e as raízes são os números reais: 2, - 2, 1 e - 1 
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2.") 6x4 - x 2 - l 

Temos: 

I + ✓ 25 
<==> x 2 = 12 

1 +5 <===> x :i = _ 1_2 _ 

6 l 
<===> x

2 = 12 = T 

ou x :l = 

OU X~ = 

ou x:l = 

•> ou x- = 

I - v I + 24 
12 

- -..J25 
12 

- 5 
12 

-4 - 1 
= 12 3 <===> 

= x - .J! oux - -✓ ~ ou x~ .J;' ou ~ ~-.J;' = 
✓2 _- j_-~ r-R 1R 

OU X= <===> X = 2 - 2 

{ 
✓2 - -..J2} • t , 0 ConJ·unto, Verdade é constituído Logo: V= - , - - , 1s o e, 
2 2 . 

· t de de os out ros dois não serem sómente de dois elrmentos. em vir u 
números reais. 

As raízes da equação: O - portanto os números 6x·' _ xi ·- l = , sao, , 

✓2 - ✓2 
reais: 2 e -

2
-· · 

3.") 2x4 + Jx2 + J = O 

Temos : _ 
-3+ ✓ 9-8 

2(x 2)2 + 3x2 + l =0 <===> x 2 = 4 

-3 - ✓ 9-8 
ou x 2 = 

4 
<===> 

-J+ ✓1 
<===> xi = 4 

- 3 - ✓1 
ou x 2 = 

4 
<===> 

- J + 1 
<==> x 2 = 4 

-3 -
ou x 2 = 

4 
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Portanto: V = J2f 

e a equação: 2x·1 + Jx2 + 1 = O, não admite solução em IR, pois 
não existem raízes reais. 

Jx4 
- x2 + 5 = O 

? 1 - ✓ -59 ,_., 
ou x- =---- -
~ 6 

EJIR 
nem é preciso continua r .. . 

V = Jõ, e a equação não admite solução em IR. 

E XERC ÍCIOS D E FIXAÇÃO - G RUPO 19 

Resolva as seguintes equações biquadradas em R : 

2.•) x 4 - 13x2 + 36 = O 

3.•) 4x4 - 37x2 + 9 = O 

4.•) 2x4 - 18x2 + 28 = O 

5.•) x 4 - 16=0 

6.•) 5x4 - x 2 + 4 = O 

7 .") - x4 + 8x2 + 9 = O 

8.•) x 4 - x2 = Q 

9.•) (4x2 - 1) (x2 + l )= 26 

10.•) (x2 - ) )2 + (x 2 - 3)2 = 20 
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11 .•) (x- l )(x+2)(x-4)(x+3)+10x= 274 

12.•) 4x2 + 91 = 225 (x ;z O) . 
x2 

13 .•) 25x2 + E. = 47 
5x2 3 (x ;z O) 

14 .•) x4 + 81 = O 

15.•) x4 + 4abx2 - (a2 - b2)2 = o 
16.•) x4 

- (9a 2 + l)x2 + 9a2 = o 
17.•) 4(a2 x 4 + 1) = (16a2 + l )x2 (a;z0) 

18.•) a2b2x4 - (a4 + b4)x2 + a2b2 = o 
(a ;z O /\ b ;z O) 

19.•) x 4 
- 2(a + b)x 2 +(a+ b)2 = o 

20 .) a a+2 
· ~+2x2 + 2 = I (x;z l ex;z-1) 

Equações irracionais 

3. Definição 

E quação irracional é tôda sentença aberta que possui radicais e 
cuja variável figura no radicando. Exemplos: 

✓x = 6 
.- ---
✓ 2x + 12 = X - 6 

..Yx2 - 2 = ~ 

4. Resolução 

A resolução de uma equação irracional é feita, geralmente, eleuando-se 
ambos os membros da equação a uma potência conueniente, a fim de 
transformá-la numa equação sem radicais, de resolução conhecida. 

A seguir, verificam-se q uais os elementos do Conjunto-Verdade 
~est~ última equação. que pertencem ao Conjunto-Verdade da equação 
irracional proposta. 

Esta verificação é necessária, pois, elevando-se ambos os membros 
de uma equação ao quadrado, por exemplo, não obtemos necessàriamente 
uma equação equiva lente à equação dada . De fa to: 

a equação: x = a (a ~ O), tem por Conjunto-Verdade: V = [a} 

Elevando-se ambos os membros ao quadrado: 

a equação: x2 = a2, tem o Conj unto-yerdade: V = [a, -aJ 

Então, as equações: x = a e x 2 = al!, não são equivalen tes, por não 
Possuírem o mesmo Conjun to-Verdade. 

5 · Tipos diversos 

-.~or intermédio de exemplos, serão resolvidos a lguns t ipos mais 
freq uentes de equações irracionais. 

I.") . ,,-; = 6 

Elevando ao quadrado ambos os membros da equação (isto porque o 
índice do radical é dois), temos: 

( Y x)2 = (6)2 O U X = 36 

51 



r 

Foi assim obtida uma equação do primeiro grau na variável x, cujo 
Conjunto,Verdade é: V = {36). 
Será que 36 é r..1iz da equação irracional proposta? 
Basta uer(ficar, substituindo na equação proposta x por 36: 

- ? 
✓ 36 = 6 

6 = 6 ( V) 

Lqgo: 36 é raiz da equação irracional Yx = 6. 

.l.º) X - 2 ✓ X = 15 

Isolando o radical do primeiro membro (a finalidade é deixar o 
r~dical "sozinho" . .. ) e transpondo para o segundo membro os outros 
termos : 

- 2 ✓~ = }5 - X 

Elevando ao quadrado (já sabe porque .. . ): 

( - 2Yx)2 = (15 - x):! 
ou 

ou 
4x = 225 - 30x + x 2 

·- x 2 + 30x + 4x - 225 = O 
- x2 + 34x - 225 = O ~ x 2 - 34x + 225 = O 

que é uma equação do segundo grau na variável x, cujo Conjunto, 
Verdade é: 

V = {25, 9) (é só aplicar a j6rmula . . . ) 

Será que os dois valôres 25 e 9 do Conjunto,Verdade da equação: 
x 2 - 34x + 225 = O, são raízes da equação irracional proposta: 

Vamos testar: 

Substituindo x por 25 
- ? 

25 - 2 ✓ 25 = 15 
? 

25 - 2 X 5 = 15 
? 

25 - 10 = 15 
15 = 15 (V) 

X - 2 V~ = 15 ? 

Substituindo x por 9 
- 7 

9 - 2 ✓ 9 = 15 
1 

9 - 2X3 = 15 
7 

9 - 6 = 15 
3 = 15 (F) 

Logo: a solução da equação irracional proposta é somente o número 25. 
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3.º) • x = 3 + ✓ x2 - 5x + 6 

4.º) 

• 

Isolando o radica l, agora no segundo membro: 

x - 3 = ✓ x2 - 5x + 6 

Elevando ao quadrado: 

(x - 3f = ( ✓ x 2 - 5x + 6):-? 
ou x 2 - 6x + 9 = x 2 - 5x + 6 
ou -6x + 5x = 6 - 9 ~ -x = - 3 ~ x = 3 

Obtemos uma equação do primeiro grau cujo Conjunto,Verdade é 
V= (3} 
Fácil é verificar que 3 também é raiz da equação irracional proposta: 

? 

3 ~ 3 + ✓ 9 - 15 + 6 
1 

3=3+YD 

3 = 3 (V) 

Neste caso existem radicais nos dois membros. Primeiramente, eleva,se 
ao quadrado ambos os membros: 

(✓ 2x + 7)2 = (4 - ✓ 2 - x)2 

OU 2x + 7 = 16 - 8✓ 2 - X+ 2 - X 

A seguir, isola,se o radical que restou num dos meml;,ros (caso já 
conhecido), reduzindo,se os têrmos semelhantes: 

Jx - li = - 8 ✓ 2 - X 

Elevando ao quadrado novamente: 

9x2 - 66x + 121 = 64(2 - x) 

ou 9x2 - 66x + 121 = 128 - 64x ~ 9x2 
- 2x - 7 = O 

que é uma equação do segundo grau, cujo Conjunto,Verdade é: 

V= { 1, ~
7

} 

Ambos os valôres: 1 e - 7 são raízes da equação irracional proposta. 
9 

Verifique você mesmo. 
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5.º) ✓ X + ~ = ✓ 2x - 3 

Elevando ao quadrado ambos os membros : 

x + ✓ x - 1 = 2x - 3 

Isolando o radical: 

✓ X - 1 = 2x - X - 3 

ou ✓ x - 1 = x - 3 (caso conhecido) 

E levando ao quadrado novamente: 

x - 1 = x 2 
- 6x + 9 <===> x 2 - 7x + 10 = O onde V = (5, 2} 

Dos valôres encontrados 5 e 2, o único que é raiz d a equação irraciona l 
proposta é o 5. Verifiquei 

6. 0
) ~~ 4x - 1 = ~ 2x + 7 

Elevando ambos os membros ao cubo( . . . ago_ra o índice do radical é 3): 

(2~ 4x - 1)3 = (~ 2x+7)3 ou 8(4x - 1) = 2x+7 
1 

ou 32x- 8 = 2x + 7 <===> 30x = 15 <===> x = 2 

Obtemos, pois, uma equação do primeiro grau 

Verifique que ~ é raiz da equação proposta. 

cujo V = { ;} 

"V 17 - v' 7x - 6 = 2 

Elevando ambos os membros à quarta potência: 

("Vl7 - ~7x-6)
4 = (2)4 ou 17 -~ 7x - 6 = 16 

ou - v' 7x - 6 = -1 

Elevando, agora, ao cubo: 

- (?x - · 6) = - 1 

ou -?x + 6 = - 1 <=> -?x = - 7 <=> 7x = 7 <==> x = 1 

Equação do primeiro grau , cujo V = {l} 

• 

O i:iúmero 1 é também raiz da equação irracional proposta. Verifique. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 20 

Resolva, em R, as seguintes equações irracionais: 

!.•) -.fx= 5 

2 .•) G +2x = 21 

3 .•) ✓ 2x = 4x - 21 

4.•) - ✓ 2s_- x2 = 1 - x 

5.•) ✓ 18 - 2x = ✓ X+ 6 

6.•) ✓ 4x 2 + 7x - 2 = x + 2 

7 .•) 2 ✓ 5x - 1 = 3 ✓ 3x - 2 

8.•) 8x - 1 = 5 ✓ x 2 + 4x - 3 

9 .•) ✓4x+1 - ✓ 3x - 2 = 1 

. 10.•) 6 ✓ 4x + 13 - 7 ✓ 5x - 9 = O 

11.") ,, 5x + 6 = 2 + ~ 
12.0 ) 3 ✓-x"'+3 = 2 ✓ x - 12 + 5 ✓ x - 9 

13.•) ✓ 5 + ✓T+Tx = 3 

14.0 ) ✓ 1 - x ~ = x - 1 

15.•) 3F~ = ~ (x~O) 

16.•) ✓ x+4 - ✓ x-4 - ✓ x + ll + ✓ x-1 =0 

17.º) Tx2-i = '1s 
18.0 ) y' 8 -~ = 1 

19.•) 3a - x = ✓ 5a2 - x 2 

20.•) ✓ a + x + ✓ b - x = ✓ a + b 

Sistemas simples do segundo grau 

6. Apresentação e resolução 

A resolução de sistemas simples do segundo grau, que envolvem uma 
equação do segundo grau e outra do primeiro grau, é feita geralmente 
por intermédio do m étodo da substituição. 

Os exemplos a seguir esclarecerão a resolução preconizada : 

{ 
x2 

.- 2y = 5 
I. º) 

y - 2x = 20 

"Tirando" o valor de y na segunda equação e substituindo na primeira: 

y = 20 + 2x =:::) x 2 - 2(20 + 2x) = 5 

ou x 2 
- 40 - 4x - 5 = O <===> x 2 - 4x - 45 = O 

cujo: V 1 = {9, - 5J 

Volt~ndo à equação: y = 20 + 2x, e substituindo x uma vez por 
9 e outra vez por - 5, obtemos: 

x = ·9 ~ y = 20 + 2 X 9 
y = 20 + 18 
y = 38 

ou x = -5 > y = 20 + 2 X -5 
y = 20 - 10 
y = 10 
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Logo: V = ((9, 38), (- 5, 10)} e a solução do sistema é dada pelos 
pares ordenados: (9, 38) e (-5, 10). 

1 

Verificação: par (9, 
{ 

92 
- 2X38=

7 

5 
38) ou 

38 - 2X9 =20 

f 81 - 76=5 (V) 

l 38 - 18=20 ( V) 

1 

par (-5, 
{

(- 5)2- 2(10)=5 {25 - 20=5 (V) 
l~ 1 ou 

10- 2(-5) =20 10+10=20 (V) 

{ 
3x - 2y = 11 

1.º) 
x.y = 10 

"Tirando" o valor de x da primeira equação e substituindo na segunda: 

3x - 2y = 11 ==> X = ll + 2y 
3 

x.y = lOç=::) (11 +2y) - 10 3 y -

lly + 2y2 
ou 

3 
= 10 

lly + 2y
2 

= 30 ~ 2y2 + l ly - 30 = O, cujo: V1 = { 2, -!5
} 

Para êstes valôres de y a equação: x 
lôres de x: 

11 12
Y, fornece os va~ 

- 15 
y=2~x= 11+2x2 n+4 _15 11+2x2 3 - 3-=5ouy=2==>x= 3 

Logo: V = {. (5, 2), (~4, -~5)} 

11- 15 -4 
= - 3-=3 

Solução do sistema: os pares ordenados (5, 2) e (~4, -~5) 
Verifique. 
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1 
) 

3.") { X + y = 8 
x 2 + y 2 = 34 

"Tirando" o valor de x da primeira equação e substituindo na segunda: 

x=8- y = (8- y)2+y2 =34 
ou 64- 16y+y2 +y1 = 34 <=> 2y2- 16y+30=0 

ou y 2 - 8y+l5=0, cujo V1={5,3J 

Logo: y = 5 = x = 8 - 5 = 3 ou y = 3 ==> x = 8 - 3 = 5 

Portanto: V = ((3, 5), (5, 3)} 

Solução do sistema: os pares ordenados (3, 5) e (5, 3)° 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 21 

Resolva, em R, os seguintes sistemas simples do segundo grau: 

I.•) { x 2 
- 3y = - 20 

y - 4x = O 

2.º) { 3x + 4y = 39 
xy = 30. 

{
x-2y = 5 

3.•) 
xy = IO 

4.•) 
[

X+ y = ! 
1 

3xy = -
. 2 

{ 

X 4 
5.0 ) y = 3 

xy = 3 

f x2 + y 2 = 29 
6.•) 

lx+y=7 

{ 
5x 2 + 4y2 = 41 

7.•) 
2x + 3y = li 

{
x+y=a 

s.•) 
xy = b 

{ 

x2 + y2 = 25 

9 .•) X - y ) ( __. _ ) --=- X,- y 
X +Y 7 

{
2x+ y=a 

10.•) 
x 2 + 2y = b 

Problemas do segundo grau 
. . 

7. Que é um ·problema do segundo grau'? 

Diz~se que um problema é do segundo grau quando a sua resolução 
depende de uma equação ou de um sistema do segundo grau. 

A resolução de um problema do segundo grau - a exemplo do que 
já foi estudado com os problemas do primeiro grau - consta das 
seguintes fases: 
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1.º) 

2.º) 

a) construir a sentença (ou sentenç ) á . 
ao problema; as matem tica(s) correspondentes 

b) resolução da equação (ou s·st ) 1 . , 
estabelecida· 1 ema reativa a sentença matemá tica , 

e) interpretação das raízes obtidas. 

Os exemplos seguintes porão em evidência ta is fases. 

Qual é o número cujo quad d , . • 
ra O e igual ao seu t riplo aum entado de 28? 

Representando por: •( \ 0 número procurado 
x O seu quadrado 

a seguinte sentença m t , . 
a ematica corresponde ao problema: 

x 2 = 3x + 28 
ou x2 - 3x + 28 = O 

equação do seg d un o gra u cujo V _ {7 _ , 
Logo, o problema d . - ' 41 (. • • e só resolver . .. ). 

, a m1te duas solu - . 
numero - 4 satisfazem à çoes, pois tanto o número 7 como o 
,, . . - sentença estabelecida. 
v erificaçao: 

? 

7 ~ 72 = 3 X 7 + 28 
? 

1 49 = 21 + 28 
49 = 49 (V ) 16 = -12 + 28 

Determinar dois ú 
. n meros inteiros consecutivos 

seus inversos seja igual a 2.. 
6 

16 = 16 (V) 

tais que a som a de 

Representando por: •,.,. x um dos números (l. º) 
\. X + l seu consecutivo 

- ,. x representará o i_nverso de x 
então: •,, 

\. I 

~ representará o inverso de x + l 

Sentença matemática 
correspondente ao problema: 

I I 5 -+ - -
X x+ l -6 
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Resolvendo a equação obtida, vem: 

m .m.c.: 6x(x + l ) 6(x + l ) + 6x = 5x(x + I) 

6x + 6 + 6x = 5x"' + 5x ou 

e daí 5x:t - 7x - 6 = O, cujo V = { 2, ~
3

} 

É preciso agora saber interpretar as duas ra ízes obtidas, que podem 
ou não representar solução do problema. 

No caso de se tomar para x o número inteiro 2, então o consecutiuo 
x + I será 3, e os números procurados (solução) são: 

2 e 3 Verificação: 
1 1 
2 + J 

? 5 

6 
3 + 2 7 5 
-6- = 6 

5 
6 

5 6 ( V ) 

O valor } é rejeitado, porque a natureza do problema exige como 

resposta número inteiro. 

3. e) Determinar um número pos1t1vo que, diminuído de sete vêi~s a 
sua raiz quadrada, dê como resultado 44. 

A sentença matemática correspondente é: 

X - 7✓x = 44 

q ue é uma equação irracional cuja resolução vai depender de uma 
equação do segundo grau . Basta isolar o radical e elevar ao quadrado 
a seguir : 

-7 ✓x = 44 - X 

49x = 1.936 - 88x + x 1 

ou x:i - l 37x + 1.936 = O, cujo V = {121, 16) 

Dêsses valôres, sómente 121· satisfaz às condições do problema. Por 
quê? 
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4. º) Perguntado sôbre sua idade M , . 
"O quadrado de minha idade ;:10~ par~, ser "esnobe"' respondeu: 
Qual é a idade de Mário? n s O ecuplo dela é igual a 56". 

Representando por x a idade de Mário, a 
respondente ao problema é: sentença matemática cor, 

x 2 
- IOx == 56 

ou 

x
2 

- IOx - 56 == O, cu1·0 V { == 14, -41 
O val?r -4 é rejeitado em virtude de a i , . 
negativa! ( . . . se não não teria 'd dade de Mano não poder ser 

nasci o . . . ). 
Logo: a idade de Mário é 14 

anos. Tire a prova. 

5. º) A importância de NCr$ 72 00 . 
um ~:rto número de colegiais va1. ser repartida igualmente entre 
ocas1ao da distribuiça-o c1·nco prelm1~~os durante o ano letivo. Por 

· · co eg1a1s d · · que inam receber a favor d d . es1st1ram da importância 
sitado Dês os emais colegas . s. te modo os coleg· • , que eram mais neces, 
NCr8 2,40 a mais cada um 1Qa1s ri estantes foram beneficiados com 
Premi. d ? • ua o número d d a os . e to os os colegiais 
Representando po , 

r x o numero de todos os colegiais premiados, então: 
72 
X representa a importância 

receber que cada um dos colegiais deveria 

72 
x - 5 representa a importância que cada 

recebeu depois que 5 de . . um dos x - 5 colegiais s1st1ram. 

A sentença matemática correspondente é: 

72 -x-5 
72 

== ~+ 2,40 

Resolvendo essa 
resulta ·. equação, e depois de " · 

multa simplificação", daí 
x 2 

- 5x - 150 - o • 
- ' CUJO . V == {15, - 101 

Rejei_t~ndo a raiz negativa - 10 vo • , 
colegiais Premiados. 15 T ' , ce tera como resposta o número de 

· · ire a prova. 

60 

6:•) Determinar dois números cuja soma é 25 e cujo produto é 150. 

1 .ª Solução: Os números procurados são as raízes da equação: 

x:!~ Sx + P = O 
ou x 2 - 25x + 150 = O, cujo V == {10, 151 

Logo, os números procurados são: 10 e 15 ou 15 e 10. 

2.ª Solução: Resolvendo o sistema do segundo grau: 

{ 
X+ y = 25 

x . y = 150 (método da substituição) 

cuja solução é o par ordenado ( 10, 15) ou o par orde, 
nado (15, IO). 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 22 

Resolva os seguintes problemas do segundo grau: 

l .º) Dere rmine o número cujo triplo de seu quadrado somado com êsse número seja 
igua l a 2. 

2.0 ) Diga qual o número que, somando 10 ao quintuplo de seu quadrado,. dá como 
resultado 27 vêzes o seu valor. 

J.0
) A diferen ça entre o quadrado de um certo número e o seu próprio dôbro é igual 

a - 1. Qual é êsse número? 

4.º) Ache dois números consecutivos tais que a soma dos seus quadrados seja 25. 

5.•) Decomponha O número 28 em dois fatôres tais que a sua soma seja igual a 11. 
. J 

6.•) Determine o número que, multiplicado pelos,seus 4 , dê o produto 12. 

7 .•) Se do quadrado de um número subtrairmos 6, o resto será JO. Qual ~ êsse número ? 

8.•) Qual é o número que é excedido de 6 pelo dôbro de seu quadrado ? 

9.•) Determine dois números cuja soma é 25 e cujo produto é 156. 

10.•) A soma dos quadr~dos de três números consecutivos é 194. Determine êsses 
números . 

11 .•) D e termine um número tal que o seu quadrado seja igual ao seu triplo aumentado 
de 28. 

12.•) Ache dois números pares consecutivos, sabendo que o produto dêles é 2.808. (NOTA: 
lembre,se de que, se x representar um número par, o par consecutivo será repre, 
sentado por: x + 2.) 

IJ.•) Determine três números ímpares consecutivos, sabendo que o seu produto é igual 
a sete vêzes a s ua soma . (NOTA: representação de três números ímpares conse, 
cutivos: x, x + 2, x + 4, onde x, representa um número ímpar qualquer.) 
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14.º) Determine dois números in teiros consecutivos tais que a soma de seus inversos 
. 5 

seJa 6 . 

15 .º) Ache cinco números in,teiros co~secutivos, sabendo que ª. soma d~s qua?rados 
dos qua tro primeiros numeros é igual a quarenta e duas vezes o q umto numero. 

16 .º) Ache O número inteiro que, aumentado de 43, dá o quad rado do número sucessivo. 

17.º) Ache dois n úmeros ímpares consecutivos ta is que a d iferença de seus quadrados 
seja igua l a 8 .000. 

Uma fração tem o denominador superando de 2 o numerador . Somando 2 ao 

numerador e 1 ao denominador , a fração aumenta de 
3
7
0

. Determine-a . 

o quociente de urna divisão é os ! do divisor , e o resto 36 é a qüinquagésima 

quin ta parte do div idendo. Ache o divisor . 

20.º) O dividendo de uma divisão é l.235 . Sabendo que o d ivisor é igua l ao quociente 

e que o resto é os ~ do d ivisor, determine o d ivisor . 

21.º) O d ivisor de uma d ivisão ultrapas_sa de 5 o quociente que, por sua vez, ul trapassa 
o resto também de 5 . Determine o d ivisor dessa divisão, sabendo que o d ividendo 
é 1.075 . 

22.º) D ividindo um número de dois algarismos, cuja soma é 9, pelo quociente da divisão 
do algarismo das unidades pelo algarismo das dezenas , obt ém-se o quocient e 
18 . Qua l é êsse número ? 

23.º) Um pai tem 54 anos e seu filho 12 . H á quanto tempo a idade do pai foi igual 
ao quadrado da do filho? 

24.º) Um pai t inha 24 a nos ao nascer o seu filho. O produto das a tuais idades de 
ambos é o triplo do quad rado da idade do filho . Qua is são as duas idades? 

25 .0 ) A idade de uma criança· daqui a 6 a nos será o quadrado ·da idade que tinha há 
-6 anos. Pergunta-se a idade atual dessa criança . 

26.0 ) Determine as idades de Vera Maria e S ílvia Maria , sabendo que a sua diferença 
é 4 e o seu produto 32 . 

27 .0 ) Dois garotos têm j untos 240 figurinhas. Quantas tem cada um, se a soma de seus 
quadrados é igual a 29.600 ? 

28 .0 ) Vendendo um objeto por NCr$ 255,00, ganho duas vêzes a raiz quadrada do preço 
pago. Quanto paguei por êsse objeto? 

~ 

29.0 ) Calcule as · dimensões de um retângulo, sabendo que tem 78m de perímetro e 
360m2 de área. · 

30.0 ) Uma quantia de NCr5 4.000,00 deveria ser repar tida em partes iguais por um 
certo _n~mero de pessoas. No momento da par tilha , quat ro delas desistiram em 
benef1c10 das demais . Nessas condições a parte relativa a cada uma das pessoas 
remanesc~n.tes aumentou de NCrS 50,00. Qual o número de pessoas que deveriam 
ser benef1c1adas e quanto recebeu cada uma depois das quatro desistências ? 

31.0 ) D uas fontes podem, juntas, encher um recipiente em 18 horas. Qual o tempo 
que cada un:a, sôzinha, leva para encher êsse recipiente, se a primeira emprega 
nessa operaçao 27 horas ma is que a segunda? 
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. 270 litros, é alimentado por uma t?rneira. 
32.•) Um reservatório, com 3: capac~dad~ dl~tro por segundo, o tempo nece~án o Pª:ª 

Se essa torneira despeJar mais u 5 d s Quantos li tros a torneira despeJO 
encher o reserva tório d iminui de 4 segun o . . 
por segundo? . 

d . ·a ele 36 minutos a duração de sua viagem 
33.º) Um trem num percurso de 260k1,:i, re u:1ná . Determine a sua velocidade nestas 

se aume1~tasse de 5km sua velocidade or n a . 

condições. . 90km O 
m o em d ireção a uma vila distante . . 

34.0 ) Dois ciclistas par tem ao mesmo ~e r: mais que O segundo, chega ao destmo urna 
primeiro, que percorre 1km po~elc~cidade de cada um ? 
hora antes do QUtro. Qual ª d 

1 
• igual a n . 

. e O produto e as seJa 
35 .0 ) Repartir o número m em du~s l?ªartpe~r~!

1
sp~urada , a segunda par te será repre-

sentar a pnme1r é (NOTA: se x repre tença correspondente : 
sen tada por: m - x, ç ª sen _ do segundo grau literal) 

2 _ rnx + n = O (equaçao 
x (m - x) = n ou X . . . 0 411 >. O ,.__._ 

é f. ·ente que o discnmmante . m- - ,, ....--., 
, . m reais su ic1 

Para que as ra1zes seJa ' á ulo e as duas partes tor-

( 
111) 2 _ ~ 0 discriminante ser n . 

~ n ~ 2 . Se n - 2 ' d duas pa rtes acarretará o máxi mo 
• • 111 . a igualdade essas 

nar-se-ão 1gua1s a 2 , ( m) 2 uação correspondente ao pro-
ue se n > - ' ª eq 

va lor para n . Observe q • 2 blema não será possível .) 
. . ' reaís e , portan to, o pro 

blema não admitirá ra izes . uadrado da primeira com 
artes tais que a soma do q 

36.o) Reparta o número a em _du_as P b 
o dôbro da segunda seJa igual ª · 
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1.ª Parte 

2.ª Parte 

3.ª Parte 

4.ª Parte 

• Funções; domínio e 

conjunto-imagem 

• Siste~a de coordenadas 
cartesianas; gráfico das 

funções 

• Funções lineares; iniciacão à 
Geometria An~lítica 

• Função trinômio do segundo 

• E t d grau; gráfico 
. s u o ~lgébrico do trinômio· 
rnequaçoes do segundo gra~ 

l Parte · Funções; domínio e 
conjunto-imagem 

Funções 
. Conceito de função 

Alguns exemplos vão permitir-lhe, agora, "explorar" _a idéia de 
Junção, que é das mais importantes de tôda a Ma temática. E bom saber 
que o s ignificado de Junção, a ser es tudado, difere ligeiramente daquele 
usado na linguagem diária. 

Em Matemática a palavra Junção (ou aplicação ou, a inda, transfor
mação) é empregada para designar uma relação especial entre dois co1m}11tos, 
mediante uma certa correspondência entre os seus elementos. 

l. º) Seja a relação entre conjuntos de números naturais: 

"associar a cadn 1uí 111 ero nat.u ral .\: o n ú m e ro 2x" 

Desenha ndo, t~mos a seguinte representação: 

r 
n.• na tural (x) 

Essa relação é uma função, porque: 

N 

dõbro ( 2x) 

"a cada elemen to x (número na tural) está associado um 1ínico 
elernento 2x (dôbro do número natura l)" 
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Assim, por exemplo: 

está associado o único elemento 2 (dôbro de l) ao número 

ao número 2 está associado o único elemento 4 (dôbro de -1) 

ao núm!!ro 3 está associado o único elemento 6 (dôbro de 3) 
. . . . . . . . . ' .. .. ... . . .. . . ... . . ... ... . ........ . . .. .. . .... . . . 

2. º) Seja a relação: 

"associar a cada criança o SP.tt pai" 

entre o conjunto A (de crianças) e o conjunto B (de homens): 

Essa relação também é uma função, pois: 

"a cada elemento (criança) do conjunto A está associado um único 
elemento (pai) do confunto B" 

OBSERVAÇÕES (que podem ser apreciadas fãcilmente pelo desenho): 

l ) como cada criança possui apenas um pai, então de cada ponto do conjunto A par te 
apenas uma única flecha dirigida a um ponto do conjunto B; 

2) se acontecer de várias crianças terem o mesmo pai (ou seja, crianças irmãs), êste fato 
no desenho é traduzido da seguinte maneira: no conjunto B vão existir pontos quÂ 
são extremidades de mais de uma flecha, que partem de pontos distintos do conjunto 
(no desenho, um ponto de B é extremidade de duas flechas que partem de dois pontos 
distintos de A); 

3) ~mo existem homens que não são pais, existem no desenho pontos do conjunto B 
que não são associados (ou correspondentes) de nenhum ponto do conjunto A. 

De qualquer maneira, êstes dois exemplos já lhe permitem compreender 
bem o traço característico de uma função: 

"a cada elemento do conjunto A está associado um único elemento 
do conjunto B '' 
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Contra-exemplos: 

1. º) A relação: 
natural x um número maior que x" 

"associar a um número 
f Ção Por quê? 

entre conjuntos de nl'1meros naturais, não é uma un . 

: _. 
. ~~ 

, .. . , o natural) não está associado um 
Porque a cada elemento x (numer , meros naturais maiores que x). 

, . . · tos (todos os nu , un1co elemento e, sim, mui 

Assim, por exemplo: 

ao número I estão associados os elementos: 
• d s os elementos: ao número 2 estão associa o 

2 3 4 S, ... (todos maiores que I) 

3
• 

4
• 5' 6, .. . (todos maiores que 2) 

· d os elementos: ao número 3 estão associa os 
4
, 

5
• 6' 7, .. . (todos maiores que 3) 

' ' ' . . . ... .. . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

2. º) A relação: J .11 ,, 
d Pai O seu i 10 

"associar a ca a , 
nJ·unto B (de crianças), tambem 

A (d homens) e O co entre o conjunto e 
não é função! 

69 



De fato: existem elementos (pais) do conjunto A (de homens) aos 
quais estão associados mais de um elemento (filhos) do conjunto B. 

O d esenho mostra que a um mesmo pai (um ponto de A) estão as~ 
sociados dois filhos (dois pontos dis tintos de B). Além disso, existem 
pontos de A (conjunto d e homens) que 11ão representam pais e, portanto, 
a êles não está associado ponto a lgum de B. 

E é bom lembrar, ma is uma vez: para haver função, é necessá~io 
que a cada elemento de A (is to é, qualquer!) esteja associado um úmco 
elemento de B. 

1 RESUMO -
_______ -, 

i Função é uma relação especial entre dois conjuntos A e B que associa 
_ ~:ida e lem ento do conjunto A um ,í.nico e le ,= ·ito do conjunto B. J 

Observe : nos desenhos que traduzem essa definição, cada pon to 
do conjunto A é origem somente de uma única flecha, não importando 
que no conjunto B possam sobrar pontos, ou que seus pontos possam ser 
ext remidades de ma is de uma flecha . 

~ ·- 8 
. -~-----. ... 
~ 
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. . de mais de uma flecha 
. nto A e ongem f - ' 

Quando a lgum ponto do conJU então a relação não é unçao. 
Ou - , . d nenhuma flecha, nao e ongem e 

É o que nos dizem os se~uintes desenhos: 

,. . 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 23 

Assinale quais dos seguintes desenhos de relações representam funções: 

"! 
.\· .. 'f_ f..· . 
:'~&,'.t~ -

"i~ . ... ~ .... . ;). -, .. . ,. J ·, ·· ... 
• • ..- .'i_ 

- -.t _; 

. . 
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EXERC lC IOS DE APLICAÇA-O G 
- RUPO 24 

Car~crerize cada uma das seguintes J _ 
conJuntos p" r inte rmédio de dese h Wlçoes, destacando a correspondência entre os 

11 o . 
J.•) "Associar a c d • ' a a numero natural x o número x + 3 .. 

X _ _,. 
X +3 

X= l -> .- ---
1+3=4 

x=2 => 2+ 3=5 . ···--
X= 3 --e> 3+3=6 
X=4 -> 4+3= 7 

2.•J "Associar a rada número rº"' .v 
0 '·• , número x 2 " 

3.•) 

1 X __ _,. ;x:2 

x =-2 
x= - 1 

- 1 
X= -

2 

X= 0 

l 
X= -

2 

~ c-2Ji = 4 

=> c-I )2 = 1 

=>Cdf =¾ 
=> o~ = o 

=>(~r =; 
X= l,- => !_: = J 
X= V2=> ( V2)2 = 2 
X= 2 => 22 = 4 

"Associar a cada n • 
·-- umero real x o número 3" -1 ' 

; X -➔ 3 i 
NOTA: A q ualquer 

valor a tribuído a x está 
semi:re as;ociado, pela 
funçao, o 1.mico valor 3 
~ este caso a funçã~ 
e denominada CONS
T ANTE. 

1. 

74 

......... 
t 

4 ·ª) "Associar a cada número inteiro par o número O e a cada número inte iro ímpar o 
número l" 

5.•) 

x (pa r) --+ O 
x (impar) -. l 

X = o ==> o 
X "" 1 ==> 1 

X = 2 ==> o 
X = 3 ==> l 

X = 4 ==> o 

"Associar a cada número real x o número 

[ X --+ 2x2 _ 
1 

X = - 2 ==> 2(-2)2 -

X = - 1 ===> 2(-1)2 

X = o ===> 2(0)2 

X = l ===> 2 X 12 

X = 2 ===> 2 X 22 

• # .... 

r,r-~;• . 
~ ~ 

: ;.,i. .,-, 

2x2 - l" 

2X4 - l 

2 X I - I 

2 X 0 l 

2Xl 

2 X 4 

EXERCfcros DE FIXAÇÃO - GRUPO 25 

7 

I 

- 1 

7 

l. Car:icterize cada uma das seguintes Junções, destacando a correspondência entre os 
conJuntos por intermédio de desenho. 

I.•) Associar a cada número natural x o número 3x 
2.•) Associar a cada número inteiro x o número x - 2 
3.•) Associar a cada número real x o número 2x + I 
4.ª) Associar a cada número real x o número 5 
5.•) Associar a cada número real x o número x 2 
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6 .ª) Associar a cada número real x o número 4x2 

7 .•) Associar a cada número real x o número 3x2 
- x 

8.6) Associar a cada número real ·x o número x 2 - 5x + 4 r 
9.") Associar a cada número inteiro par o número 2 e a cada número inteiro impa 

o número 3 
2. Assinale, entre as relações seguintes, as que são funções . Justifique: 

1 .•) Associar a cada pessoa o seu nome 
2.•) Associar a cada nome a pessoa que a tende por êsse nome 
3 .") Associar a cada animal a classe zoológica a que pertence 

(Ex.: cachorro -+ mamlfero) 
4.") Associar a cada Estado do Brasil a sua capital 
5 .") Associar a cada jovem a sua altura · ra 

• • · essa altU 6.") ASSOClar a cada altura (dada por uma medida) o Jovem que possui 
7 .•) Associar a cada aluno a sua nacionalidade 
8 .") Associar a cada palavra em Português a sua classificação gramatical 
9 .") Assodar a cada pessoa o seu tio 

10.•) Associar a cada pessoa o seu sobrinho 
11.•) Associar a cada Estado brasileiro a pessoa nascida nesse Estado 
12.") Associar a cada ano entre 1960 e 1967 o atual presidente do Brasil 

,------LEMBRETE AMIGO -----

As Junções estão presentes na maioria de nossas atividades. 
Quando os jornais dão destaque ao "gráfico" que mostra 0 

crescimento da produç~o anual de automóveis no Brasil, estão re~
saltando a relação entre o ano de produção e o número de autom611et5 

produzidos nesse ano. 
Está, pois, presente uma Junção: a que associa a cadá ano 

(elementos de um conjunto A de anos) um único número de auto
m6ueis produzidos (que são elementos de um conjunto B de números 
inteiros). 

Também a relação entre a temperatura e o volume de mercúrio 
de um termômetro é uma função, porque: 

"a cada temperatura está associado um único valor para o volume 
de mercúrio que o termômetro registra" 

Você já pensou que confusão seria se essa relação não 
fôsse função? Num mesmo instante o doente poderia ter 
duas febres diferentes!. .. 

16 

domínio e conjunw.-imagem de uma Junção 
2. Notação usual; 

J 
ões pelas letras minúsculas: 

É comum representarem-se as unç 
J, g, h, .. . 

. - ue associa a cada elemen~o de u~ 
Uma função f é, p01s, a rela~a~ qto B Nestas condições, diz-se que. 

, . I ento do corl)Un · conjunto A um umco e em 
? definida em A 

a Junção f eSt á •-.,. com valôres em B 

f· A--B . · d 
e escreve-se: · io da função f, e o conJunt~ e 

O conjunto A é denomina~o !:m;~s elementos de A pela fu_nça~/s•. 
todos os elementos de ~• assoctad ontra-domínio da função f. lodicaç · 
é denominado conjunto-imagem ou c . . Im f 

f 
conjunto-imagem. 

domínio: Dom 
B (conjunto de chf3gada) 

A (conjunto de partida) 

f 
f 

f 
f 
f 

Dom f (domínio de f) 
· de f) lm f (çonjunto-1magem 

. (Im J) são denominados IMAGENS 
d [junto-imagem 

Os el~entos o con do domínio (Dom J). 
dos respectivos elementos 

1 
entre dois conjuntoS, 

erais que se podem estabe ec:rtlda e o conjunto B, 
OesERVAÇÃ0: N as ~elaçõ1 ~ denominado conJ~nto de ~ relaçõe; especiais entre 

não-vazios, A e B, o conJunto articular das Juw;oes, qu~ sai de partida A, isto ê, 
conjunto de che~ada. ~o ~ ~a função ê o próprio con~un to de chegada B, ou seja, 
dois conjuntos A e B, 0 • m n ê um subconjunto do con1un 
Dom = A e o conjunto-imagem 
lm e B. ' de x pela função 

do domínio, a imagem ' 
Se x fôr algum elemento "f d x") e escrevemos: 

J, é indicada por J(x) (lê-se: e ' 
J: x--f(x) 

que se lê: J "leva" x em J (x). 
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Quando o conjunto,imagem é constituído somente de números, a 
função é denominada numérica (os exercícios do Grupo 27 são de 
Junções numéricas). 

As funções numéricas que iremos estudar nesta série são definidas 
em IR com valôres em IR. A maioria delas possui como domínio 0 

conjunto IR e como conjunto,imagem um subconjunto de IR . 

Exemplos: 

1.0 ) Construir o domínio e o conjunto,imagem da função numérica J: 

"associar a cada número real x o número 2x" 

Simbolicamente, temos: 

J: x --2x 

que se lê: (j "leva" x em 2x) . 

T anto o domínio (constituído pelos números reais) como o conjunt~~ 
imagem (constituído pelo dôbro daqueles números reais) são o próprio 
conjunto R. 

Logo: 
Dom f = IR e Im J IR 
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"á é de seu conhecimento: 
A determinação prática das imagens J 

j: x --J(x) = 2x 

1 - > J ( l ) = 2 X 1 = 2 

- 1 ( - 1) -
1 

- - 1 T-> J T = 2X 2 -

J ~ j (J) = 2 X 3 = 6_ 

Vl-=> J( \f2) = 2 X \,-í = 2 \/2 

10 pela função f? 
Qual é a imagem do elemento d 10, pela função 

- 20 Logo, a imagem e 
Temos: J( IO) = 2 X 10 - · 

J, é 20. , . u·a im·agem pela J é 184? 
Qual é o elemento do donnnio c J . 

1 equação, pois: 
Agora, temos que resa ver uma 

j(x) = 2x = 184 . 2 ~X= 92 
184 <;==> X = . 

. . pela J é 184, é 92. 
Logo, o elemento cuJa imagem 

f - 0 numérica g: 
2.º) Qual é o domínio e o conJunto,imagem da unça 

, . 5"? 
"associar a cada número rea l x o numero . 

Temos: g: x --- 5 

1• (g " leva" x em 5) que se e: 

Portanto: 
Dom] = IR e Imf = {5} (que é um subconjunto de IR) 
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Qual é a imagem do elemento I 000 1 f -
T . · pe a unçao g? 

emos. g( 1.000) = 5 isto , . 
(como de resto é a i~a em~ ª imagem de 1.000 pela função g é 5 
esta constante). g e qualquer número real, pela g, por ser 

3. ") Construir o domínio 
e o conjunto-imagem da função numérica h: 

"associar a cada número . t . 
ímpar o número 1" m eiro par O número O e a cada número inteiro 

Temos: h: { x (Par) --- O 
x (ímpar)- l 

que se lê: (h "leva" x par O , 
em e x impar em 1) 

É fácil concl~ir que: 

Dom j = (O, 1 2 3 
' ' ' 4, 5, .. . J e lmf = (O, IJ 

Qual é a imagem do elemento 28 pela 
função h ? 

28 é Par; portanto 
' segue-se que: h(28) = O 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 26 

Descreva o domínio e o conjunto,imagem das seguintes funções não-numéricas: 

l.") "Associar a cada pessoa o seu nariz" (Modêlo) 
Temos: Domj = (pessoas) e Imj = {narizes das pessoas que pertencem ao domínio) 

2-•) "Associar a cada pessoa o seu nome" 

J.•) "Associar a cada pessoa a sua idade" 

4.•) "Associar a cada pessoa a sua bôca" 
5.•) "Associar a cada pessoa a sua cabeça" 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 27 

Supondo como domínio o conjunto R, determine o conjunto-imagem das seguintes 
funções numéricas: 

I .") f; X - -> X 

2 .•) g; X - -> 4x 

4.•) j: { x (par) --. 10 
x (ímpar) --> 15 

5.•) j : X - -+ 5 
X 

6.•) g; X - -> 2 
7.•) h: x --> 3x2 

8.0 ) j; X --t Vx 

J. Funções definidas por sentenças matemáticas (equações) 

É usual exprimirem-se as funções definidas em IR, com val6res em R, 
mediante sentenças matemáticas que se traduzem em equações. Assim, pór 
exemplo, a equação: 

y = 3x + l 

define a Junção J: "y é o triplo de x mais um" ou, simbolicamente: 

J: x----->3x + 1 (j "leva" x em ·Jx + I) 

entendendo-se que a qualquer valor real de x está associada a imagem 
Y = f(x) = 3x + 1. 

Assim, para os elementos 1, 20 e -3 (do domínio) estão associadas 
respectivamente as imagens 4, 61 e -8 (do conjunto-imagem), pois: 

/' x = l > f(l) = 3 X l ~ 1 = 4 
para e -+ x = 20 '> / (20) = 3 X 20 + l = 61 

\. x = -3 > J(-3) = 3 X -3 + I = -s 
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f 

f 

., 
l 

Qual é o elemento x (do domínio) cuja imagem pela função j é 22? 

Temos: j (x) = 3x + 1 = 22 < > 3x = 21 ~ x = 7 

Logo: 7 é o elemento do domínio cuja imagem, pela função j, é 22. 

OBSERVAÇÃO: Salvo aviso em contrário, o domínio das funções que iremos estudar 
será sempre o conjunto IR. 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 28 

1.0 ) Seja a junção f, definida pela equação: 

1 y = x2 - 1 1 

Então: 
j: x - -> x2 - 1 (J "leva" x em x2 - 1) 

a) Calcular: j (5) (é o mesmo que dizer: calcular a imagem do elemento 5 pela função!) 

Temos: f (5) = 52 - 1 = 25 - l = 24 (que é a imagem de 5) 

b) Qual é o elemento do domínio cuja imagl!m pela J é 8? (é O mesmo que escrever: 
j (x) = 8, X = ?) 

Temos: j (x) = 8 <=> x 2-1 = 8 < > x2 = 9 <=, x = ±3 ç:=) x = 3 ou x == - 3 

Portanto, são dois (3 e - 3) os elementos do domínio cuja imagem é 8. 
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2.0
) Seja a junção j, definida pela equação: 

1 y = x2 - 5x + 6 

ou seja: f: x _ _, x 2 _ Sx + 6 (j ''leva" x em x 2 
- 5x + 6) 

a) Calcular: j (4 ), J (-1), j (6) e f (O) 

Temo~: J (4) = 42 - 5 X 4 + 6 = 16 - 20 + 6 = 2 

J(- I ) = (_1)2 _ 5 X - 1 + 6 = 1 + 5 + 6 = 12 

j (6) = 62 _ 5 X 6 + 6 = 36 - 30 + 6 = 12 

j(0) = 02 - 5 X O + 6 = O - O + 6 = 6 

b) Qual é o elemento do domínio cuja imaRem pela f é O? 

Temos: j(x) = 0 ~ xz - 5x + 6 = O 

equação do segundo grau que tem: V = (2, 3) 

Portanto, os elementos procurados são 2 e 3. 

c) Qual é o elemento do domínio cuja imagem pela f é -o,25 ? 

Temos: J (x) = - o,25 ~ x2 - 5x + 6 = - o,25, cujo V = (2,5} 

5 d , • é e tem por imagem - o,25. Agora, o único elemento 2, do omm10 qu 

d) Existe algum elemerto do domínio que tenha, pela função f, ª imagem - 3 1 

Vejamos: j (x) = - 3 ~ x2 - 5x + 6 = -3, cujo V = f2f 

Logo, não liá elementos do domínio que tenham -3 por imagem, is.to é: - 3 E: Im f. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 29 

As seguintes Junções J, onde Dom j = R, são definidas por equações. Responda às 
perguntas constantes em cada exercido e ilustre as respostas com desenho: 

l.º) y = 2x + 5 
onde: j: X --+ 2x + 5 

Calcule: a) f (0 ), J(-2), 1( ~), 1(1) 
b) j(x) 5 X 7 d) f(x ) = o X = ? 

e) f (x ) l 
2 X = ? e) j (x) = -1 x= ? 

2.º) y = x 2 - 3 

onde: j: X --+ X2 - 3 

Calcule: a) J (- 1), j ( I ), f (O), j ( '13) 
b) f (x) 13 X ? d) f(x) - 5 X= ? 
e) j(x) = o X ? e) f(x) = X= ? 

3 .º) y = x 2 
- 1x + 10 

onde: 
J: x --+ x 2 - 7x + 10 

Calcule: a) f (2), J(-3), 1(5), j( ✓2) 
b) J(x) = o X ? d) f(x) = 10 X :::: '! 
e) J(x) = -2,is X = ? e) J(x) = -5 X= '/ 
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2.8 Parte · Sistema de coordenadas 
cartesianas; gráfico das 

Gráfico das funções 
funções 

4. Oiordenadas cartesianas· no plano 

Você já aprendeu, nas outras séries, a localizar exatamente a posição 
de um ponto na reta numerada, mediante a sua abscissa (que é um número 
real, lembra-se?). 

Agora você vai aprender a localizar a posição exata de um ponto 
no p lano. Como ? 

Por intermédio de duas retas 
numeradas - também chamadas 
eixos - que se interceptam num 
ponto O, denominado origem. De 
preferência, consideram-se: 

1) os eixos perpendiculares entre 
si; 

2) a mesma unidade de medida 
nos eixos. 

O eixo horizontal é denomi
nado eixo-x e, o outro, eixo-y. 

eixo-y 

-5 -4 - 3 ·2 ·1 O 12 34567 
- 1 

-2 

-3 

·4 

A localização de um ponto (P na figura) no plano (determinado pelos 
eixos) é feita por intermédio de um par ordenado de números reais (3 e 2 
na figura). Êstes números reais são conhecidos quando se traçam por P 
as paralelas aos eixos-x e y, respectivamente. A paralela ao eixo-y inter
cepta o eixo-x num ponto que possui determinada abscissa (3, na figura), 
assim como a paralela ao eixo-x intercepta o eixo-y, nl:Jm ponto de deter
minado valor (2, na figura). 
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Nestas condições, ao ponto P corresponde um par ordenado de números 
reais (3, 2) e, redprocamente, conhecido o par ordenado de números reai~, 
fica determinado o ponto, como intersecção das retas paralelas aos respecti
vos eixos (na figura, a reta que passa por 3 no eixo,x e a reta que passa 
por 2 no eixo,y). Há, pois: 

uma correspondência biunívoca (ou um a um) entre pares ordenados 
de números reais e pontos do plano. 

Na figura temos: (3, 2) µ P 

O primeiro número do par é denominado abscissa de P e, o segundo, 
ordenada. São ambos chamados de coordenadas cartesianas do ponto P: 
em homenagem ao matemático e filósofo francês do século XVII, Rene 
DESCARTES (CARTESIUs, em latim). 

Indicação: P(3, 2) 

1 
1 

- abscissa } I _ _ _ ordenada coordenadas cartesianas de P 

y 

6 

MtS.4) 5 

~-----···-·······-4 

3 - •-.... 1 e c2. 3) 
2 ; 

! 
A(4.0) 

-5 -4 - ~ -2 · 1 O 1 2 3 4 5 6 7 
•--~1 

N{-3;1) •
2 

-3 
•
4 

D(O, "3,5) 

·5 

· 5 

X 

Os pontos pertencentes ao 
eixo,x têm ordenada nula, e os 
pontos pertencentes ao eixo,y têm 
abscissa nula. A origem O tem 
como coordenadas o par (O, O). 

Na figura, estão localizados 
os pontos: 

C(2, 3); A(4, O); D (0, -3,5); 
N(-3, -J); M (-5, 4); 0(0, O) 

pertencentes a um plano. detern:ii,.. 
nado pelos eixos,x e y, que, ass1.m 
em conjunto, constituem um sis
tema de referência cartesiano. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRuPO 30 

Localize, num plano, por intermédio de um sistema de referência cartesiano, os se
guintes pontos dados pelas suas coordenadas: 

A(-1, -2) E(2, 4) Me;, o) 
8 (3, -1) F(-I,5; 2,4) N(o, ~) 
C(O, 3) G(O, O) P(- ✓2, ✓2) 
D(-'2, 4) H( ✓7., O) Qc-s, -sJ 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 31 

Num sistema cartesiano de referéncia de eixos perpendiculares (também chamado 
ortogonal): 

1.0 ) Marque os pontos: A(-2, O), 8 (0, 2) e C(O, 3/ . 
Unindo êsses pontos, que espécie de triângulo você obterá: 

a) eqüilátero ? b) isósceles? e) escaleno ? 

2.0 ) Mesma questão para os pontos: M (- 2, O), N (O, 2) e P (O, ✓2) . 

3.0
) Que figura geométrica você obterá unindo consecutivamente (A, 8, C, D ) os pontos 

A(2, 3), 8(6, 3), C(6, 7) e 0 (2, 7)? 

LEMBRETE AMIGO 

Uma vez fixadas duas retas perpendiculares no plano como 
eixos, você entra em contacto com mais uma função .f: 

''a que associa a cada par ordenado de números reais um único 
ponto do plano" 

J 
f 

f .. .. 
' 
e/· . -. 

f 

5. Gráficos das Junções cujo domínio é o conjunto IR , 

dejinid:is por equações 

' . ., 
J ~, 

,; 
·l 

. ~· ~ 
. t.~ 
'i } s 

r 

l. º) Seja ·a Junção J, definida pela equação do primeiro grau nas variáveis 
X e y: 

1 y = 2x 1 

Você já sabe que o domínio e o conjunto-imagem dessa função é o 
próprio conjunto IR e que: 

j: x --- 2x (j "leva" x em 2x) 

87 



"6 -5 -4 1 · 
' l 
j 
j 

O gráfico dessa função vai ser construído por intermédio de um sis
tema cartesiano de referência, onde o eixo-x representará o domínio 
(IR) e, o eixo-y, o conjunto-imagem ( IR). 

Cada ponto· (x, y), de coordenadas (x, 2x) (basta lembrar que, se 
y = 2x, a segunda coordenada é o dóbro da primeira), pertence ao 
gráfico. 

Para facilitar a determinação dos pontos que pertencem ao gráfico 
dessa função, atribua a x os valôres reais que você quiser (de prefe
rência escolha números inteiros) e calcule o valor correspondente de y: 

y 
IR 

1234567 
(OOMINIO) 

X y pontos 

x= 0 . > y=2X0=0 ou o o (O, O) 

x= l >y=2Xl=2 1 2 (1, 2) 

x=2 > y=2X2=4 2 4 (2, 4) 

x=3 ~ y=2X3=6 3 6 (3, 6) 

x IR Escolhendo para x números inteiros negativos: 

x y pontos 

x=-3 > y=2X-J=-6 ou -3 - 6 (-3, - 6) 
x= - 2 ~ y=2x-2=-4 -2 - 4 (-2, -4) 
x= - 1 ~ y=2x-1=-2 - 1 !- 2 (-I,· -2) 

O conj_unto de todos os pontos de coordenadas (x, 2x) é a curua repre
sentativa da função: y = 2x. 

O gráfico obtido mostra que a curva é uma RETA ( ... a "mais simples'' 
das cur~as!) e a~ coordenadas (x, y) de todo ponto pertencente a essa 
reta satisfazem a equação: y = 2x. Assim, por exemplo: 

- para x=6 ~ y=2X6= 12 e o ponto (6, 12) e à reta y=2X 
- para X =-1 ~ y=2X-1 =-2 e O ponto (- 1, -2) (: à reta y= 2X 

- para X= 1.000 ~ y=2X 1.000=2.000 e o ponto (1.000, 2.000) E:: 
à reta y = 2x 

~Êsse ponto não é "visto" no desenho da reta porque a fôlha do livro 
e pequena e a reta . .. ) 
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Então: 

a c~da va!or de x (do domínio) está associado um único valor y (do 
conJunto-1magem) que, nessa ordem, constituem as coordenadas 

cartesianas de um ponto da reta: y = 2x. 

~ambém existem pontos do plano que não pertencem à reta y = 2x. 
E o caso, por exemplo, do ponto (1, 5), cujas coordenadas não satis
fazem à equação: y = 2x. 
Logo: (1, 5) E: à reta y = 2x, pois: 5 = 2 X 1 (falso) 

E o ponto (f, 1) pertence ou não à reta y = 2x? Verifique. 

2. º) Representar gràficamente a função j definida pela equação do pri-
meiro grau. em duas variáveis: IR 

2x + 3y = 6 

"Tirando" o valor de y, essa 
equação pode ser escrita sob a 
forma equivalente: 

Logo: 

6- 2x 
y = --

3 

6 - 2x 
f: x----

3 

Construção do gráfico: 

6 - 2XO 6-0 
x=0->y=----=--= 2 

3 3 

6-2Xl 6 - 2 4 
X=I >y= 3 =-3-=3 

6 - 2 X2 6 - 4 2 
x= 2~y= 3 =-3-=3 

X=3~y=6 -2 X 3=6 - 6= O 
3 3 

6 - 2 X 6 6- 12 
x=6 >y= 

3 
= - 3 = - 2 
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y 

x j y pont~s 

ou oi 2 (O, 2) - intersecção com 
o eixo,y 

; (1, ; ) 
2 ~ (2, ~) 
3 O (3, O) - intersecção com 

o eixo-x 

6 -2 (6, - 2) 



ÜBSERVAÇÀO IMPORTANT E: 

A função j: 2x + 3y = 6 é, como no primeiro exemplo, definida por uma equação 
do primeiro grau com duas variáveis, e o seu grãfico continua sendo ... RETA. 

Será que tôda equação do primeiro grau com duas variáveis tem por grá fico, no 
p lano , uma RETA? 

Sim. A demonstração dêsse fato serã fe ita ma is tarde. Por enqua nto você va i 
verificando experimentalmente pelo desenho ... 

Agora , para a construção rápida da RETA - que é o gráfico de uma equação do 
primeiro grau com duas variáveis - você vai desfrutar da vantagem da unidade dos di
versos assuntos da Matemática, preconizada nestes quatro anos de curso: 

Diz a Geometria (3.11 série): 
•'Dois pontos distintos determinam uma e sómente uma reta" (PI) 

E ntão basta conhecer as coordenadas de dois pontos para q ue a reta possa ser dese
nhada e o gráfico estar pronto . .. 

De preferência, êsses dois pontos podem ser os da intersecção da reta com os eixos
x e y, respectivamente. As suas coordenadas são obtidas assim: faz-se, primeiro, x = O 
e calcula-se o valor de y (que é o ponto de intersecção com o eixo-y); a seguir, faz-se 
y = O e calcula-se o valor de x (que é o ponto de intersecção com o e ixo-x). 

Os pontos de intersecção da reta: 2x + 3y = O, com os eixos são, respectivamente: 

6 - 2 X 0 6 - 0 
x = O => Y = 

3 
= -

3
- = 2 isto é: (O, 2) (intersecção com o eixo-y) 

6 - 3 x o 6 - 0 ) 
y = O > x = - - - = -- = 3 isto é· (3, O) (intersecção com o eixo-x 2 2 . 

3. º) Representa r gràficamente a junção j definida pela equação: 

1 y = x 2 - X - 61 
que é do segundo grau em duas variáveis. 

T emos: j: X ----> X 2 - X - 6 

A equação que agora define a fupção j não é do primeiro grau, Pº:' 
tanto não espere obter uma RETA como gráfico. . . Você terá idéia 
da curva que representa a função J, construindo o ma ior número de 
pontos (cujas coordenadas satisfaçam à equação: y = x 2 - x - ?) e 
traçando uma linha contínua por êsses pontos. Iniciemos construindo 
os pontos de abscissa - J, em seguida -2, - 1, O, 1, 2, ... e obteremos: 

X = - 3 > Y = ( - 3) 2 - - 3 - 6 = 9 + 3 - 6 = 6 
X = - 2 => Y = (-2)2 - - 2 - 6 = 4 + 2 - 6 = 0 
X = - 1 => Y = (-1)2 - - J - 6 = 1 + 1 - 6 = - 4 
X = 0 ) Y = 02 - 0 - 6 = 0 - Ó = - Ó 

X = 1 => Y = 1 2 - J - 6 = 1 - 1 - Ó = - 6 
X = 2 ) y = 22 - 2 - 6 = 4 - 2 - 6 = - 4 
X = 3 ) y = 32 - 3 - 6 = 9 - 3 - 6 = 0 
X = 4 __;) Y = 42 - 4 - 6 = 16 - 4 - 6 = 6 
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--=-1 y pontos 

- 3 6 ,-3, 6) 
··2 O (-2, O) --+ intersecção com 
- 1 - 4 (-1, -4) o eixo-X 
O -6 ( o, -6) 
1 - 6 ( 1, - 6) 
2 - 4 ( 2, - 4J 
3 O ( 3, O) --+ intersecção com 
4 6 ( 4, 6) o eixo-x 

IR 
y 

(·3.6) · · · ········ (4,6) 

A curva que se vai "esboçando'' 
estudo, com mais pormenores, 
será feito com as junções qua
dráticas (segundo grau). 

recebe o nome de parábola. O seu 

EXERCÍCIO EXPLORATÓRIO - GRUPO 32 

Revendo a definição de função, jus
tifique a seguinte sentença: 

"0 gráfico que representa, num sistema 
cartesiano de referência, uma Junção· é 
interceptado por qualquer reta paralela 
ao eixo-y num ÚNICO ponto." 

Lembre-se de que o eixo-x está rep~e
sentando o domínio da função e o eixo-y 
o éonjunto-imagem . .. 

R 

~y 

~ 
~ 
' o 
~ •····---·--·-· 
::> 
z 
o 
ü 

LEMBRETE AMIGO 

No plano: 

I.º) Tôda equação do primeiro grau com duas variáveis: 

y = ax + b (a rS O) 

tem por gráfico uma rela. 

2. 0 ) Tôda equação do segundo grau com duas variáveis da forma: 

y = ax2 + bx +· c (a rS O) 

tem por gráfico uma parábola. 
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EXERC ICIOS DE FIXAÇÃO _ GRUPO 33 

1. Represente o gráfico das seguintes funções definidas por e -
é o conjunto R • e o conjunto-imagem ta~bém é IR : quaçoes 

1 .') Y X + 3 

2.•) y 

3.•) y 

3x + 1 

X 

5 .•) y - X = 4 

6.0
) y 2x2 + 

2 
4.•) 3x + 2y = 6 

7 .•) y 

8.") y 

2. Assina le qua is d as seguintes sentenças são uerdadeiras: 

I.") (4, 6) E:: à reta y x + 3 
2.•) (-J, 2) 1 à reta y = X + 3 

3.•) (O, O) E: à reta y = x 

x 2 
- 5x + 6 

4 .•) ( !, 2) {- à reta 3x + :y = 6 
5 .•) (O, - 1) E:: à pará bola 3x2 _ I 
6 .•) (O, O) i à pa rábola y = x 2 
7 .•) (3, O) ~ à parábola y .\'.2 _ 5x + 6 
8 -ª) (3, O) E:: à parábola y = x2 _ 5x + 6 

3. Q uais dos seguintes pontos: 

(3, 2), ( '12, 5), ( - 1 ~. s~) e c- 2, - 1) 

pertencem à pa rábola: y = 2x2 + 1 ? 
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cujo domínio 

3: Parte Funções lineares; iniciação à 
Geometria Analítica 

Funções lineares 

6. Definição; gráfico 

Uma junção J diz-se linear(*) quando é definida pela seguinte sentença 
aberta do primeiro grau com duas uariáueis: 

1 y = ax + b v a, b E:: IR e a ~ O 

O nome linear neste caso decorre do fato de o gráfico dessa função ser 
u~a reta (conforme foi visto nos exemplos das págs. 88-89). Tanto o domí, 
nio como o conjunto-imagem de uma junção linear são o conjunto IR e: 

J: x--➔ ax + b (j "leva" x em ax + b) 

Exemplo: j definida por: y = 3x + I é uma Junção linear, onde: 

f : x - 3x + I (f "leva" x em 3x + I) 

(•) Atualmente é chamndn Junção afim, Por~ r composta dn função y - ax (que é chamada linear) 
com uma tran.slaçao b. . 
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7. Raiz ou zero de uma função linear 

O valor de x que tem por imagem O é denominado raiz ou zero da função 
linear. Nestas condições a raiz ou zero da função linear: y = ax + b 

- b 
(a rE O) é: - , pois: 

a 

ax + b = O <=> ax = 

Exemplos: 

1.º) Seja a funçao linear f definida por: 

y = 2x + 4 

ou seja: f: x--2x + 4 

a 
IR 

y 

·----+--~------IR O gráfico dessa função - que é uma x 
reta- pode ser determinado mediante 
dois de seus _pontos (em particular 
pelos pontos de intersecçao com os 
eixos-x e y, respectivamente). Assim: 

x y pontos 

x = O ~ y = 2 X O + 4 = O + 4 = 4 ou O 4 ( o, 4) 

y = O ~ ::'x + 4 = O <=> 2x = - 4 <=> x = - 2 -2 O c-2, O) 

A raiz ou zero da função linear é obtida resolvendo-se a equação: 

2x + 4 = O <=> x = -2 e, portanto, a raiz ou zero é -2. 

Observe, no gráfico, que a raiz ou zero da função linear: y = 2x + 4, 
é a abscissa do ponto-intersecção da reta, que a representa, com 0 

eixo-x. 

2. º) Seja a junçao linear f definida por: 

isto é: f: x----Jx 

O ponto-intersecção da reta y = 3x com o eixo-x é a origem, pois 
para x = O ~ y = 3 X O = O, o mesmo podendo dizer-se da inter
secção com o eixo-y. 
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Dêsse modo, o gráfico é o~tido cons
truindo-se outro ponto que, Junta mente 
com a origem, determinarão a reta (por 
exemplo: o ponto (1, 3)). 

x y pontos 

o o 
3 

(O, O) 

( 1, 3) 

- 1· r y=3xé0. A raiz ou zero da funçao mea 
_ l" near· y = x O seu gráfico é a reta que contém 

NOTA: No caso particular da funç?o I o;nstrua ~ gráfico e certifique-se. 
a bissetriz do ilngulo formado pelos eixos. 

Ü BSl!.RVAÇÕES : 
. . d uas variáveis se apresenta, por exemplo , como: 

1) Se a equação do pnme1r~ gr~u comi de y para colocá-la na forma: Y = ax + b 
2x + Jy = 6, basta " t irar O va or 
(a ~ O) , isto é: 

cujo gráfico figura na pág. 89. . 
. . ra u apresentar-se sõmente com a variável 

2) Se acontecer de urna equação do primeiro g 
y , como por exemplo: B cujo significado é: f: x --+ 

2• 

. . ide cada valor a tribuído a x é sempre 2 . 
t sa imagen T então temos uma junção constan e, po1 . -x or ue a equação y = 2 se ven ica para_ 

O seu gráfico é uma reta paralela ao eixo b ' p ~ você pode escrevê-la sob a forma . 
qualquer valor a tribuído a x. BaStª !em rar qu 

y = Ox + 2 
ntos com qualquer abscissa, mas de ordenada 2, 

para se convencer de q ue todos _os po 
pertencem à reta paralela ao eixo-x · 

IR 

y ] 
~ 
;;l 
6 ... 
z 
2 

2 ô 
- -4- -,1i ....,:::º:_-:-:-:"1t=,--~ IR 

O (COMI NIO) X 

- 2 - por representar urna Junção - é interceptada por 
Lembre-se: a reta Y - 'nico ponto• 

qualquer reta paralela ao e ixo,y num u . 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO _ Gnupo 34 

Construa o gráfico das Junções /' mcares definidas pelas seguintes equações: 

1 .°) y X + 2 6.") y - 2x = 8 

2.") y 3x - 1 7.0 ) X + y = o 

3.") y 
- 1 
2x + 4 a.•i Y = X 

~y ✓2x - 3 9.") y = 4 (cuida do! ) 

5 .°) 2x + 3y = 12 10 .U) y = - 2 (cuida do !) 

Iniciação à Geometria Ana.lítica 

8. Problemas equivalentes t ~--..1 raiuuos algebricaménte 
e geometricamente 

O estudo das funções lineares e d . 
você faça o t ratamento algébr' os re3>pect1vos gráficos permite que 
dentro daquela unidade da Mat~c~á~- geometrko de um mesmo problema, 
em sua Geometria Analítica. ica,_ preconizada por René DESCARTES 

I. º) -a- Problema (em Geo t · ) · D . 
intersecção da retamye :ªa~ +ebte(ram~noar) as coord~nadas do ponto, 

.,,... com o eixo,x. 

l. º) - b- Pro_blema equivalente (em Álgebra)·. Resolver a equaça-0 do pr• 
meiro grau: ax + b = 0 (a > O) •' 

I. º) -a-
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1. º) - b-

- b 
ax + b = O ~ ax = - b ~ x = -a 

Logo: 

é a raiz ou zero da função: 

Y = ax + b 

Exemplo: Determinar o ponto,intersecção da 
reta y = 2x - 4 com o eixo-·x. 
O ponto,intersecção dessa reta com 0 c.:iw,x 
tem a ordenada y = O, e a abscissél r x J cor, 
respondente é a raiz da equaçfio : 

2x - 4 = Ü (=:> 2X = 4 <=e> X = 2 

isto é: 2 

Logo, o ponto-intersecção é (2, O). 

y 

(2.0) ,x 

2-'') -a- Problema (em Geometria): Determinar as abscissas dos pontos 
da reta Y. = ax + b (a ;.! OI localizados "acima" do eixo,x. 

2-") - b- Problema (em Álgebra) : Resolver a inequação do primeiro grau: 

ax + b > O (a > O) 

Como os pontos da reta y = ax + b (a ;.! O) situados "acima" do 
eixo,x têm as ordenadas positivas, is to é, y > O, a resolução da ine, 
quação: ax + b > O (a > O) , r,errnite determinar as abscissas (x ) 

dêsses pontos. 
2.º) - b-

y 
- t, 

ax+b > O<= > ax > -b (=:> x > -a 

Logo: 

X 

(lê,se : " conjunto dos números x 

-b 
tais que x > -) a 

Exemplo: Determinar, no conjunto dos números inteiros, as absci!>sas 
dos pontos da reta y = 2x - 4 localizados 
"acima" do eixo-x. 
Basta resolver a inequação: 

2x - 4 > O ~ 2x > 4 ~ x > 2 

e a solução é constituída dos números intei
ros ma iores que 2, isto é: 

V = {x I x > 2} = {3, 4, 5, 6, .. . ] 

e, portanto, os pontos loca lizados "acima" do 
eixo,x são: (3, 2), ( 4, 4), (5, 6), . .. (fazendo 
x = 3 > y = 2 X 3 - 4 = 6 - 4 = 2, etc.) 
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OBSERVAÇÃO: O problema equivalente ao d d · • 
da rela y = ax + b (a ;é O) localizadas .. b _e ..e:rma_na r as abscissas dos pontos 
ax + t, < o (a > O\ . ª a ixo O eaxo-x é resolver a inequação: 

3. º) - a- P roblema (em G · ) D eometna : etermina r o pont . t -re t s · 0 -111 ersecçao das 
a r e s, res pectivamente de equações : 

retar: y = a,x + b1 (a 1~ 0) 
reta s: y = a2x + b2 (a i ,;é O) 

3.º) -b- Problema equivalente (em Álgebra) · R 1 . 
equações simultâneas do . . · eso ver o sistema das duas 

primeiro grau nas variáveis x e y: 

f Y = a 1X + b 1 (a 1 ,;é O) 
\ Y = a2x + b2 (az ';:6 O) 

Como o ponto (x y ) intersec - d 
tâneame11te, as equações des çao as retas r e s , deve satisfazer, simul-
tema formado pelas - sas retas, segue-se que a solução do sis-

equaçoes: 

f Y = a 1x + b 1 (a 1 ,;é O) 
, l Y = a2x + b2 (a 2 ,;é O) 

que e um . par ordenado de números . do ponto-intersecção. rems, representa as coordenadas 

Exemplos: 

1. Deter~inar o ponto-intersecção p d equaçoes: as retas r e s, respectivamente de 

reta r: y = - 2x + 8 

Solução geométrica: 
/ 

reta r: y = - 2x + 8 
~ ,_Y._. -e..p_o_n_to_s_ 

O 1 8 (O, 8 ) 
4 O (4, O) 

reta s: 4x - 6 
y= 

3 

X y pontos 

o - 2 (0, - 2) 

;10 ( ! , o) 

reta s: 
4x - 6 

y= - -
3 

Na figura as retas se interceptam no ponto P(3, 2). 
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Solução algébrica: 

Basta resolver o sistema formado pelas equações das retas: 

( y = - 2x + 8 

1 y = 4x
3
- 6 

Pelo método da substituição (nesse caso é só comparar), temos: 

-'l 4x - 6 x + 8 = -
3
- ~ - 6x + 24 = 4x - 6 ~ - 10x = - 30 ~ x = 3 

Portanto: y = - 2 X 3 + 8 = - 6 + 8 = 2 e V = {(3, 2)) 

Geometricamente as coordenadas do ponto-intersecção são dadas pelo 
par (3, 2), isto é, P(3, 2). 

2- Determinar o ponto-intersecção das retas : x + y = 3 e x + y = 5 

Solução geométrica: 

reta: x +y =3 1 reta: x+y=5 

X y pontos ..L x pontos 

o 3 (O, 3) o 5 (O, 5) 
3 o (3, O) 5 o (5, O) 

Na figura as retas não se interceptam, isto é, são paralelas. 

Solução algébrica: 

Seja o sistema: 

Substituindo o valor de x = 3 - y (da primeira equação) na segunda: 

3 - y + y = 5 ~ -y + y = 5 - 3 ~ O.y = 2 

portanto: r yjO.y = 2 (não existe valor de y tal que multiplicado por O dê 2) 

Portanto, o sistema proposto é impossível de ser resolvido, ou seja, 
não admite solução, por envolver duas condições incompatíveis. 

Geometricamente, não existindo a ordenada y do ponto procurado, 
não existirá o ponto-intersecção das retas desenhadas e, por isso, 
elas são paralelas. 
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3. Determinar o ponto-intersecção das retas : x + y = 
Solução geomét rica: 

reta: x + y = 3 

x y pontos 

O 3 (O, 3) 
3 O (3, O) 

reta: 2x + 2y = 6 
X 

o 
3 

y pontos 

3 
o 

(O, 3) 
(3, O) 

Na figura as retas são coincidentes. 

Solução a lgébrica: 

Escrito o sistema : { 
X+ y 

2x + 2y = ~ 

y 

3 e 2x + 2y =6 

X 

nem adianta tentar resolvê-lo, pois uma simples observação mostra 
que as equações que o compõem são equivalentes (para constatá-lo, 
basta multiplicar ambos os membros da primeira equação por 2) e, 
portanto, os infinitos pares ordenados de números reais que satisfazem 
à primeira equação satisfarão também à segunda. 
Portanto, o sistema proposto é possível e indeterminado, isto é, admite 
mais de uma solução por envolver duas condições idênticas. 
Geometricamente : as retas representadas por essas equações, tendo 
inf initos pontos em comum, são coincidentes. Assim, por exemplo, 
os pontos que têm como coordenadas números inteiros : 

(O, 3), ( 1, 2), (2, I), (3, O), (4, - 1), . . . 

pertencem às "duas retas" (na verdade é uma só!). 

O BSERVAÇÃO: Maneira prática (sem resolver o sistema de equações ... ) para_ 5~ 
saber o "comportamento" de duas re tas no plano, dadas pelas respectivas equaçõe5 • 

y = a ,x + b, (a , ;é O) 
y = a 2x + b 2 (a 2 ;é O) 

se a , ;é a 2, as retas se interceptam, isto é, são incidentes num ponto 
se a I a 2 e b 1 ;é b2, as re tas não se interceptam, isto é , são paralelas 
se a1 a2 e b , = b 2, as retas são coincidentes 

Os números reais: a I e a 2, denominam-se coeficientes angulares das respectivas 
retas . 
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Assim, nos exemplos estudados, pode-se saber a posição relativa das 
retas, examinando os seus coeficientes angulares: 

= -2 

4 
---+-~ 

Como: a1 ~ a2 , as retas são incidentes 

y 

{

x + y= J { y=-x+ 3::=) a 1 = - l , b1=3 

2. x + y =5 ou y= - x + 5 ===) a 2 = - I, b2= 5 

Como: a1 = a2 e b1 ~b2, as retas são paralelas 

o 

X+ y= J 
ou 

2x + 2y= 6 

X 

{ 

y _= - x + 3 ::::=) a 1 =-I e b1=3 

y =-x + 3 ::::=) a 2 = - I e b2=3 

C b - b as retas são coincidentes orno: a1 = a2 e 1 - 2, 

. mo uma relação de equivalência, as retas 
N OTA: Considerando o pa ralelismo _co eia entre elas é nula). 

coincidentes também seriam paralelas (a d1stan 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 35 

d do a torná-las verdadeiras: 
Complete as seguintes sentenças , e mo _ 

_ s coe'icientes angulares sao • • · · · · · · · · 
l .• ) Se duas retas são incidentes, entao os seu -.1 • • 

. . d t s) então os seus coeficientes angulares 
2 .•) Se duas retas são paralelas (ou coinci en e , 

são . ... . .. . . . 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - G RUPO 
36 

1 . Determine as coordenadas do 

1.•) y = X+ 2 

2 .•) y = 4x - 1 
- 1 

3 .•) y = 2 x + 5 

4 .•) 2x + 3y = 6 

5.•) y = 3x + 2 

ponto-intersecção das seguintes 

6 .ª) y = x (cuidad o!\ 

7 .•) x = 4 (cuidad o!) 

s.•) 3x = 6 

retas com o eixo-x: 

9.") y = mx + n 

10.•) ax + by = e 

(m ;é O) 

( a ;é O e b ;é O) 
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2. Determine as abscissas dos pontos das seguintes retas: 

1.•) y = 2x - 8 localizados "acima" do c ixo-x 
2.•) y = -x + 6 localizados "abaixo" do e ixo-x 
3 .º) 2y + 3x = 12 localizados "acima" do eixo-x 

localizados "abaixo " do eixo-x 

3 . D et erm ine o ponto-intersecção (caso exista!) das rctn~ dadas, respectivamente , pel~s 
seguin tes sistemas de duas equações sim ulttlneas do primeiro grau com d uas variáveis 
(resoluções geomêtrica e algêbrica): 

!.º) { y = X+ l 
y = 2x - l 

2 .º) { 2x + y = 8 
4x - 3y = 6 

3 _•) { 3x - 2y = 1 
3y - 2x = 6 

{ 
y = X 4 .•) y = - x + 3 

S.•) {X+ y = 6 
X - y = 2 10.•) 

{
y = 2x+3 
y = 2x+5 

{ 
X - 2y = -4 

2x - 4y = 4 

{ 
X+ 2y = 1 

2x + 4y = 2 

{ 
y= X -3 

3y = 3x - 9 

{
x=3 
y = 2 (fácil. .. ) 

Modêlo de uma prova mensal(*) 

Represente, num mesmo sis tema cartesiano de referência, as 
retas : 

e y = - x + 1 

Considere a reta : y = -x + I e responda: 

1. º) quais as coordenadas do ponto-intersecção com o eixo--x ? 
2. º) quais as coordenadas do ponto-intersecção com o eixo.-y? 
3. º) para que valôres de x, y < O? (o mesmo que: quais as abscissas 

dos pontos localizados "abaixo" do eixo,x ?) 
4.º) para que vaiôres de y, x > O? (o mesmo que: qua is as orde-

nadas dos pontos localizados "â direita" do eixo,y ?) 
5. º) resolva o sistema formado pelas duas equações dadas e verifique 

a solução com o gráfico das respectivas retas 

L E MBRET E AMIGO 

Quem fala em junções lineares: y = ax + b (a ;;é O), está falando: 

em equações do primeiro e/ou em retas situadas num 
grau com duas variáveis p lano 

-

-
· (*) A Prova foi elaborada e dada em classe (4 .• série) pela Prof.• Renate G. Watanabe, do e. i:;. 

"Virr,ilia Rodrigues Alves de Carvalho Pinto". 
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Conheça algiimas ".fnmHias" d e retas ... 

X 

d · m o mesmo coeficiente angular: I ). 
Uma "familia" de retas paralelas (tô as te 

y 

. ( e de coeficientes angulares 
Pela origem • • · 

Uma "família" de retas que passam 
diferentes). 
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9. Gráficos de inequ<1ções do p . . . , . rimeiro grau com d a 
variaveis e de sistemas u s 

• variáveis: Seja a inequação do primeiro grau com d•,as 

1 X + y < 5 

Qual seria o gráfico dessa referência? inequação num s1'stema cartesiano de 

• Você P?de encontrar, fàcilmente a i aquele; CUJaS coordenadas satisf ' gu~s ~ontos do grá fico, procurando 
preferencia, comece com os o açam a inequação: x + Y < 5. De 
si:am, como coordenad as ~ ntos q~e ~os, 
nao,negativos A · ' numeres inteiros Yj . ss1m, por exemplo: 

_(O, O), ( l, O), (2, O), (3, O), (4 O) t~ 
(O, 1), (1, 1), (2, 1), (3 1) ' • • 
(O, 2), (1, 2), (2 2) ' . .... • • . ' - .. ·---
(O, 3), (1, 3) x 

(O, 4) 

são pontos que satisfazem à ine u ~ . ~ 
coordenadas ... ) e, portanto pe~t:;ªº· x + Y < 5 (basta substituir as 
. Para entender melhor o ,rá ic ce_m ao s_eu gráfico. 

s1dade de um " gráfico auxili!r.lf o da ,m equaçao: x + Y < 5, temos neces
x + y = 5 ou y = - x + 5. , que e a reta representativa da equação: 

·ct Traçada essa reta (gráfico auxiliar), os pontos do plano ficam repar, 
ti os nos dois semi-planos determinados por ela . Um dêles contém todos 
?,s pontos cujas coordenadas satisfazem à inequação: x + y < 5, e o seu 

reconhecimento" é baseado no fato de que um semi-plano é determi, 
nado pela reta que o define e mais um ponto não-situado nessa reta . 

. ~ asta, pois, tomar um ponto qualquer que não pertença ao gráfico 

auxiliar e "testá-lo": 
- se as coordenadas do ponto satisfazem à inequação, então êle e a 

reta determinam o semi-plano procurado; 
- se as coordenadas do ponto não satisfazem à inequação, o semi, 

plano procurado é o oposto. 
Se possível, emprega-se a origem O (O, O) para "testar" o semi-plano 

procurado. Com o (O, O) da origem os cálculos ficam bem mais simples. 

Para o gráfico da inequação: x + y < 5, temos: 

x+y< 5 
1 

ou O + O < 5 (testando a origem) 

O < 5 (V) 

~ogo, a origem pertence ao semi-plano proc~rado e o gráfico ~a ine, 
quaçao x + y < 5 é o semi-plano (colorido na figura) que a contem. 

NOTA: O gráfico da inequação: 
X + y > 5 
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é o semi,plano oposto ao que contém a origem, pois: 

Outros exemplos : 

X+ y > 5 
7 

O + O > 5 
O > 5 (F ) 

1. Construir o gráfico da inequação: ·. 5x - 4y + 20 > o 

Inicialmente construímos como "gráfico auxiliar" a reta: 

5x - 4y + 20 = o 

X 

A seguir "testamos" a origem: 

5x - 4y + 20 > O 
✓ J 7 

5 X O - 4 X O + 20 > O 
7 

o- O+ 20 > O 
20 > O ( V ) 

Logo, a origem pertence ao semi;plano que representa O gráfico da 
inequação: 5x - 4y + 20 > O. 
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2- Construir o gráfico da inequação: y - 2x > O 

Como o "gráfico auxiliar" (reta: y - 2x = O) passa pela origem, em, 
prega,se um outro ponto para "testar" o semi;plano procurado. Assim, 
por exemplo, para o ponto (O, 2), temos: 

y · 2x > O 
? 

2 - 2 X0 > 0 
? 

2 - O > O ou 2 > O ( V ) 

Logo, o semi;plano procurado é o que contém o ponto (O, 2). 

X 

No caso de um sistema de duas inequações do primeiro grau com duas 
variáveis, procede;se de forma análoga à estudada com cada uma 
das inequações que o compõem. 
O gráfico do sistema é o conjunto;intersecçao dos dois semi;planos que 
correspondem às inequações do sistema. Exemplo: 
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r. 

Construir o gráfico do sistema de inequações: 

{ 
x+ y> 5 

2x - 4y > -s 

Inicialmente construímos os "gráficos auxiliares": 

ret as: x + y = 5 e 2x - 4y = -s 

A seguir, "testamos" a origem: 

x+y>5 
? 

o+o >s 

O > 5 (F ) 

(a origem não pertence ao 
semi, plano) 

2x -4y > -s 
? 

2 X 0 - 4X0 > -s 
? 

O- O > -s 
o > -s (V) 

(a origem pertence ao 
semi,plano) 

. O conjunto,intersecção (gráfico do sis tema) está no desenho colorido 
duplamente. 
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LEMBRETE AMIGO 

O gráfico de: 

uma inequação do primeiro grau com duas variáveis é um 
semi-plano 

um sistema de duas inequações do primeiro grau com duas 
variáveis é um conjunto-intersecção de dois semi-planos 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 37 

1 · Construa o gráfico das seguintes inequações do primeiro grau com duas variáveis: 

1.0 ) x + y > 4 

2.0 ) 4x - 5y < 20 

3.0 ) y - 2x < -s 

4.0) y - 4x > O 

2
· Construa o gráfico dos seguintes sistemas: 

{
x + y<4 

I.•) 
4x - 5y > 20 

{
2y + 3x > 6 

2.•) 
y + X> 5 
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5 .O) 3x + 2y - 6 < O 

6.0) y - X > 0 
X y 

7 .0) 2 + 3 < 12 

8.0
) X > y 

{ 
2x + 3y < 12 

3.0) 
X - 2y < -4 

{
y-2x> 0 

4 .0) 
y < X 



4.ª Parte 
' ' 

• Função trinômio do segundo 
grau; gráfico 

• Estudo algébrico do trinômio; 
inequações do segundo grau 

Função trinômio do segundo grau 

10. Definição 

Diz-se que J é uma função trinômio do segundo grau (ou simplesmente 
junção trinômio) quando é definida pela seguinte sentença aberta do 
segundo grdu com duas variáveis: 

' 
1 y = ax2 + bx + c . va, b, c E:: IR e a ,;é O / 

O domínio da função trinômio do segundo grau é o conjunto R, e 0 

conjunto-imagem é um subconiunto de IR e: 

j: x --- ax2 + bx + e (j " leva" x em ax2 + bx + c) 

Exemplo: J definida por y = 3x2 + 5x + 1 é uma Junção trinômio 
do segundo grau, onde: 

J: x --- 3x
2 + 5x + 1 
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11 . Gráfico; raízes ou zeros; outros pontos principais _ 

A construção, por pontos, do gráfico da função trinômio já foi feita 
qua ndo você estudou o gráfico da função: y =x2 - x -·6, à pág. 90, lembra-se? 

A curva obtida - denominada parábola - merecerá agora maior 
atenção, por intermédio de outros exemplos, nos quais serão destacados os 
seus pontos mais importantes (vértice, pontos de intersecção com os eixos, etc.). 

Como no caso das funções lineares, será usada a equitl{Jlência exis
tente nos tratamentos algébrico e geométrico de um mesmo problema. 

Chama-se raiz ou zero do trinômio y=ax2 +bx+c (a,;éO) ao valor de x 
que tem O por imagem. Um trinômio pode ter duas raízes, uma ou nenhuma. 

Algebricamente a determinação das raízes de um trinômio equivale 
a resolver, em IR, a equação do segundo grau: 

ax2 + bx + c = O (a ,;é O) 

NOTA: ll = b2 - 4ac é o discriminante tanto da equação como do trinômio do 
segundo grau . 

Se o Conjunto- Verdade dessa equação: 

- contém dois números distintos, o trinômio (cujo A > O) possui 
duas raízes ou zeros; 

- contém somente um número, o trinômio (cujo A = O) possui uma 
raiz ou zero de multiplicidade dois; 

- é vazio, então o trinômio (cujo A < O) não possui raiz ou zero. 

Geometricamente a determinação das raízes de um trinômio equivale 
a determinar as abscissas dos pontos t.f.le intersecção 
(dois, um ou nenhum) da parábola com .º eixo-x y / 

. Exemplos: Estudar as seguintes junções trinô- º"º d• .. meu .. 

mio do segundo grau: co,10; p ............... - .. ····••·O (1.10) 

1. º) Y = x 2 -7x + lO 

1) gráfico: 

X y pontos 

o 10 (O, 10) - intersecção com eixo-y 
1 4 ( 1, 4) 

•) 

1 
raiz - 2 o (2, O) - intersecção com eixo-x 

3 - 2 (3, - 2) raiz 

' 4 - 2 (4, - 2) 
raiz - 5 o (5, O) - intersecção com eixo-x 

V ( 3,s ;- 2,25) 
'--,., 

ve,1,ce 

6 4 (6, 4) 
7 10 (7, 10) 
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2) raízes ou zeros: Y 

Determinação (a lgébrica): basta resolver a equação: 

x 2 
- 7x + 10 = O, cujo V = {2, 5J 

e, portanto, as raízes ou zeros são: 2 e 5. 

Por outro lado (geometricamente), a parábola intercepta o eixo-x 
nos pontos (2, O) e (5, O), e as abscissas dêsses pontos dão as 
raízes ou zeros: 2 e 5. 

3) pontos principais: 

a) Vértice: é o ponto ( V) da parábola que representa o seu ponto 
"mais baixo" (mínimo) ou o "mais alto" (máximo). 

Geom etricamente, o vértice é o ponto-intersecção da parábola com 
o eixo de simetria, dessa curva, que passa pelo ponto médio do 
segmento (AB nn exemplo), cujas extremidades são os pontos 
de intersecção d a parábola com o eixo-x ((2, O) e (5, O) no exemplo) 
ou pelo ponto médio de qua lquer segmento (MN no exemplo), 
cujos extremos são pontos da parábola que possuem a mesma 
ordenada ((1, 4) e (6, 4) no exemplo). 

Algebricamente, basta determinar as coordenadas do ponto V, 

Nesse exemplo, conhece-se a abscissa 3,5 (pois: x = 
2i5 = 3,5, 

abscissa do ponto médio de AB) e, portanto, a ordenada será: 

y = (3,5)2 - 7 X 3,5 + 10 = ---2,25. Logo: V (3,5; - 2,25). 

No-rA: N esse exemplo o vértice V representa o ponto "mais baixo", isto é, MfNIMO 
da parábola (como bem mostra o gráfico), onde a ordenada y assume o menor va~r 
possível. Algebricamente, êsse mínimo é o menor número do conjuntc,imagem da func;ao 
trinômio: y = x 2 - 7x + 10. 

b) Ponto-intersecção com o eixo-y: basta procurar a ordenada do 
ponto de abscissa nula, para determinar as suas coordenadas. 

No exemplo, fazendo x = O em y = x 2 - 7x + 10, obtemos: 

y = 02 - 7 X O + 10 = 10, para ordenada do ponto P. 

Logo: P (0, 10) é o ponto de intersecção da parábola com o eixo-y. 
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2· º) Y = -x2 + 6x - 5 

1) gráfico: 

X y 

O -5 
raiz - I O 

pontos 

2 3 
3 4 
4 3 

(0, -5) - intersecção com eixo-y ,.,, 
(I, O) - intersecção com eixo-x 
(2, 3) ----l-..,.__11-!....a:..------x 

3.º) 

(3, 4) - vértice 

raiz - 5 O 
(4, 3) 
(5, O) - intersecção com eixo-x 

6 - 5 (6, -5) (0.-5) p 

2) raízes ou zeros: 

Basta resolver a equação: -x2 +6x - 5 =0 
(determinação algébrica) CUJO V= (l, 5J e 
portanto, as raízes ou zeros são: I e 5. 
Os pontos de intersecção da parábola com o eixo-x (determinação 
geométrica) são: ( I, O) e (5, O), cujas abscissas ( l e 5) são as raízes 
ou zeros do trinômio. 

3) pontos principais: 

a) Vértice: representa o ponto "mais alto" , isto é, máximo da 
parábola. 

Coordenadas de 

Logo: V(3, 4) 

b) Ppnto-intersecção com o eixo-y : 

P /' x = O P(0 5) 
"' y = 02+6X0-5 =-5 Logo: ' -

Y = 2x2 - Bx + B 

1) gráfico: 

X y 

O 8 
1 2 

raiz - 2 O 
3 2 
4 8 

pontos 

(O, B) - intersecção com eixo-y 
(1, 2) 
(2, O) - vértice 
(3, 2) 
(4, 8) 
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2) raízes ou zeros: 

2x 2 
- Sx + 8 = O cujo V = [2] 

Logo, o trinômio só tem uma raiz ou zero: 2, e geometricamente 
diz-se que a parábola tem um ponto de contato (ou de tangência) 
com o eixo-x. 

3) pontos principais: 

a) Vértice: representa o ponto "mais baixo", is to é, mínimo da 
parábola. 

,)'X= 2 
Coordenadas de V \o Y = 

0 
Logo: V (2, O) 

b) Ponto-intersecção com o eixo-y: 

p ?X=O 
"'y= 8 

Logo: P (O, 8) 

y = x2 - 2x + 2 

1) gráfico: 

X y 

-2 10 
- 1 5 
O 2 
1 1 
2 2 
3 5 
4 10 

pontos 

c- 2, 10) - intersecção com eixo-y 
c-1, 5) · 
(O, 2) 
(1, I) - vértice 
(2, 2) 
(3, 5) 
(4, 10) 

2 ) raízes ou zeros: 

o 
vo,lrCO 

x 2 - 2x + 2 = O cujo V = f2f (pois: L\ = - 4 ~ L\ < O) 

Logo, o trinômio não possui raízes ou zeros e, geometricamente, 
diz-se que a parábola não intercepta nem tem ponto de contato 
com o eixo-x. 

3) p ontos principais: 

a) Vértice: representa o ponto " mais baixo", isto é, mínimo da 
parábola . 

Coordenadas de V /" x = 1 
"'y= l 
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Logo: V( l, 1) 

b) Ponto-intersecção com o eixo-y: 

P / x = O Logo: P (O, 2) 
, , y = 2 

LEMBR ETE AMIGO 

O gráfico da função trin ômio do segundo grau: 

y = ax2 + bx + e (a r! O) 

é a curva denominada parábola. 

X 

Uma "família" de parábolas que passam pela origem . .. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 38 

. Estude as seguintes j unções trin6mio do segundo grau, construindo o gráfico, deter, 
minando as raízes ou zeros e os pontos principais: 

J.•) y = x2 - Bx + 7 

2 .•) y = - x 2 + 5x - 4 

3 .") y = - x 2 + Zx - 2 

4 .•) y = - 2x2 + Bx - 8 

5.•) y = 2x2 - X + 4 
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6.•) y = x 2 + Bx + 15 

7 .") y = - x 2 + 2x + 15 

a.•) y = 3x2 - 6x 

9.•) y = x 2 

10.•) y = - 2x2 



E XERCÍC IO EXPLORAT ÓR IO G RUPO 39 

"Travessuras" do coeficiente a .. . 
Seria possível - sem desenha r - recon'1ecer a posição do uértice da pará bola 

(y = ax 2 + bx + c, a ;é O) como um mínimo C'fl ou máximo <rf'l, conhecendo-se somente 
o sinal do coeficiente a ? • 

S1M. Bas ta você presta r bem atenção ao s inal qualificat iuo do coeficiente a nos 
exemplos há pouco es t udados. 

Assim, no t rinômio: 

y = x 2 - 7x + lO ( 1 .• exemplo , pág. 111) 

0 coeficiente a = + 1 tem o sina l qua lificativo positiuo e o uértice da parábola correspon
dente é um ponto de m ínimo ('fl (o mesmo ocorrendo nos exemplos 3 .0 e 4.0 ) . 

J á no t rinômio: 

y = - x 2 + 6x - 5 (2.0 exemplo, pág . 113) 

cujo coeficiente a = - 1 tem o sina l qualificat ivo negatiuo, o vértice da parábola cor
respondente é um ponto de máximo <rp ) (o mesmo ocorrendo com alguns exercícios do 
Grupo 37). 

Conclusão: Agora você já pode reconhecer - sem d esenha r! - se o uértice da 
parábola y = ax2 + bx + e (a ;,t! O) é um ponto de míninw nu de 
máximo: 

se a > O > V é um ponto de mínimo 
se a < O ==> V é um ponto de máximo 

Procure verificar , com outros exemplos, esta conclusão . 

Estudo algébrico do t rinômio do segundo grau 

12. Decomposição do trinômw do segundo grau em jatôrer; 
do primeiro grau 

S eja o t rinômio: 

y = ax 2 + bx + c (a .= O) 

onde t:i. ~ O, is to é, admite raízes ou zeros. 

N estas condições é possível decompor o t rinômio no produto de dois 
Jatôres do primeiro grau, en volvendo ta is ra ízes. De fa to, lembrando as 
propriedades principais das raízes de uma eq uação do segundo grau: 

{ 
x' + x" = 

- b b 
= - (x' + x") ou 

a a 

x' X x " 
c 
a 
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o trinômio y = ax:t + bx + c (a ,= O) pode ser escrito: 

Y == ax:!+bx+c = a( x 2 + ! x + : ) = 

= a [x 2-(x' +x")x+x'x" ) = ( ... substituindo .!!._ e !.- pe, 
a a 

los valôres a cima) 

= a(x .!- x'x - x" x + x 'x") = ( . . . propriedade distributiva) 

= a [x(x - x')-x"(x - x')] = ( .. . fatorando) 

= a(x- x') (x- x") ( ... fatorando) 

Logo: / y = a(x - x ')(x - x ") / 

e o t rinômio estã decomposto no produto de dois fatôres do primeiro grau 
(x - x') e (x - x"). 

No caso pa rticular de o trinômio ter : t:i. = O, isto é, x' = x" , então 
a decomposição terã a forma: 

) y = a(x - x ') 2 

Exemplos: Decompor em jatôres do primeiro grau os seguintes tri, 
nômios: 

l. º) y = 2x 2 - 5x - 3 

T emos: a = 2 e t. = 49 = L\ > O (é só calcular . . . ) e, portanto: 

V= {;1,3} (é só resolver a equação . .. ) 

Como: y = a(x - x') (x - x" ) 

vem : y = 2( x - ;
1
) (x - 3) ou y = (2x + l ) (x .- 3) 

Y = -x2 + 6x - 9 

Temos: 

Como: 

vem: 

a = - 1 e Ll = O e, portanto: V = {31 

y = a(x - x')2 

y = - 1(x - 3)2 ou y = - (x - 3)2 
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3. 0
) y = x2 - 3 

" 
Temos: a = I e à = 12 > à > O e, portanto: V = { -✓J, ,tJ J 
vem: y l (x - - fJ) (x - ✓3) ou y ~ (x + v'J) (x - VJ) 

EXERCÍCIOS OE FIXAÇÃO - GRUPO 40 

D ecompor em Jat8res do primeiro grau os seguintes trinômios: 
- 2 1 

I .") y = 2x2 - JOx + 12 6 .u) y = 3 xi + x + 2 
2.~) y = - x 2 + 9x - 18 

3.0
) y = x 2 - 6x + 9 

4.0 ) y = 2x2 + Jx - 2 

5.0
) y = - x 2 + 3x + 10 

7 .º)y = x 2 - I 

8.") y = 4x 2 - 8x 

9 .0
) y "." x 2 - 25 

JQY) y = X 2 + X 

13. l .ª aplicação: variação do sinal do trinômio 

Em Álgebra o problema equivalente ao problema: 

reconhecer 05 pontos da parábola y = ax1 + bx + c (a ;é O) que estão 
situados "acima" ou "abaixo" do eixo,x 

é 

estudar a variação do sinal do trinômio y = ax1 + bx + e (a ;é O) 
quando x varia em IR 

Nestas condições sempre que possível, será feita a i nterpretação 
geométrica do tratame~to algébrico a ser dado ao trinômio do segundo grau. 

· · · nte · Seja o trinômio: y = ax2 + bx + c (a ;é O), e o seu discrimina · 
à = b2 - 4ac, que pode satisfazer aos seguintes casos: 

à > O ==> 3x', x" 1 x' ;é x" 
// 

O conjunto de valôres de x compreendidos entre as raízes x' e, x 
é denominado intervalo das raízes (x ', x"). No interualo das raizes 
que figura na reta numerada (conjunto IR ), a raiz x' é suposta menor 
que x", isto é, x' < x": 

---------1-'.""'-"'º;..'•-•l_o _d•-•_ra_"•-•--+;;--------IR 
x' x" 
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Nesse primeiro caso, dado que à > O, o trinômio y = ax2 + bx + c 
(a ;é O) pode ser decomposto no produto de Jatóres do primeiro grau: 

y = a(x - x') (x - x") 

Todo valor de x tal que: x < x' ou x > x", é exterior ("fora") ao 
intervalo das raízes, e todo valor de x tal que: x' < x < x", é interior 
("dentro") ao intervalo das raízes. 

Qual será o sinal do trinômio (y) à medida que x, percorrendo os valóres 
de R, é exterior ou interior ao intervalo das raízes ? 

A resposta será dada representando um determinado valor de x por x• 
(número real) e supondo: 

1) x* exterior ao intervalo das raízes : 

ou 

+ 
--- ·"--···_···_·"·_· ___ .. _ ..... _ .. ...:·--..:;.--- -_. IR 

x··• ............... x• 

Então, as diferenças: 

x* - x' < O 
x* - x" < O 

são ambas negativas 

e, portanto, em q ualquer um 
será sempre positivo. 

A decomposição do trinômio: 

ou 

+ 

x* - x' > O 
x* -x" > O 

são ambas positivas 
1 ~ 

dos casos o produto dessas diferenças 

y = a(x* - x') . (x* - x") 

1 j ~ -------- (ambas negativas) 
+ + (ambas positivas) 

! ------? ? + 
mostra que, sendo o produto (x* - x') (x* - x") sempre positivo, o 
sinal de y (trinômio) será o mesmo sinal de a, isto é: 
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Gràjicamente, temos: 

a >o =} y >o 

isto é, pontos de abscissa ''fora" do intervalo das raízes têm ordenada 
com o sinal igual ao sinal de a. 

2) x * interior ao intervalo das raízes: 

... t ... 
------~-··_··_·· ___ ··,~>~····_··4·· -~- ---•IR 

Nesta hipótese as diferenças têm sinais contrários, pois: 

x* - x' > O (positivo) e x* - x" < O (negativo) 

e o produto delas será sempre negativo: 

yl 
0lc~-c~ 

+ . -
1 1 ----..... ----
? ? 

Então o sinal de y (trinômio) será sempre contrário ao sinal de ª' 
isto é: a>0~y<0 

a<0~y>0 

No-rA: Se x• = x' ou x• = x" , o trinômio (y) se anula (pois x' ex" são as raízes 
ou zeros do trinômio). 

Gràficamente, temos: 

a >o ~ y<o 

isto é, pontos com abscissa "dentro" do intervalo das 
nada com o s inal contrário ao sinal de a. 
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raízes têm orde,. 

m/a O c/a O m/a 
CONCLUSÃO DO 1.° CASO (.1 > 0) : ---1---1-----+ R 

x' x" 

Se Â > O: o sinal do trinômio (y ) é o mesmo de a (abreviatura: m/a) 
para valôres de x exteriores ao intervalo das raízes e é 
contrário ao de a (abreviatura: c/a) para valôres de x 
interiores ao intervalo das raízes. 

O valor do trinômio (y ) é nulo (O) quando x é igual a x' ou x" . 

.1 = O ==> 3x', x" 1 x' = x" 

O intervalo das ra-fzes será representado, agora, na reta real por um 
ponto de abscissa x' = x": 

____ __..:,,~··_ ..... _•-_·_··-4-- ----- IR 

ou 

+ 

x·= x" 

.. --•·· ----4'-_._ .. _ _ ·_···.::."-.__ _ ___ __. IR 
x ': X " x• 

A decomposição do trinômio, neste caso, é: 

y = a(x - x')2 

e para qualquer valor x *, diferente das raízes, o quadrado da diferença: 

(x* - x ')2 

..__., 

+ 
é sempre positivo e, portanto, o sinal de y (trinômio) será sempre o 
mesmo de a. Logo: 

Gràjicamente, temos: 

a>0==>y>0 
a<0==>y<0 

r 

Agora, a ordenada de todos os pontos da parábola, com exceção do 
vértice, tem o mesmo sinal que a. 
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m/a O m/a 
CONCLUSÃO DO 2.° CASO (A = 0) : ----!----- IR 

x' = x" 

Se A = O: o sinal do trinômio (y) é o m esmo de a (m/a) pata qualquer 
valor de x diferente da raiz dupla (Vx, x -;é x'). 

A < O ~ ~ raízes reais 

Neste caso não é possível decompor o trinômio em fatôres do primeiro 
grau. Todavia, o estudo do sinal do trinômio (y ) é feito por intermédio 
de uma outra decomposição do trinômio, conhecida pelo nome de 
forma canônica e obtida da seguinte maneira: 

y = ax2 + bx + c (a -;é O) 

ou y = a( x 2 + : x + : ) 

( 
b b

2 
c b2 ) ( b

2 
) ou y = a x2 + ax + 

4
a2 + a -

4
a somando e subtraindo 4(Í2 

..._ ________ _, 

+ 

4ac-b2 

4a2 

Ora, como A < O, então - ..1 > O e, portanto, ~~ é sempre positivo 

(lembre-se de que 4a2 é positivo); também para qualquer valor x* de x 

o têrmo (x* + :ar é sempre positivo ( ... é um quadrado). 

Então, o trinômio (y), sendo igual ao produto de a por um número 
sempre positivo, terá o mesmo sinal de a, isto é: 
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Gràficaniente, temos: 

a<o ==> y<o 

a >O==> y>o 

No caso de a pa rábola não interceptar o eixo,x, a ordenada de qual
quer de seus pontos tem o 111 es111 0 s inal que o de a. 

m/a 
CONCLUSÃO 1)0 3." CASO ( ~ < O) : -. IR 

Se A < O: o sinal do trinômio (y ) para qualquer valor de x (Vx) é o 
111rsmn de a (mia). 

L·EMBRETE AMI G O 

É bem fácil conhecer o sinal do trinômio: 

y = ax2 + bx + e (a ~ 0) 

quando x varia no conjunto IR : basta conhecer qual é o ll e qiwl é 
o sinal de a. Assim: 

m/a O c,a O m/a 
se á > O, então ----:! ------!---- , IR 

I u 
X X 

m/a O 111/a 
se á = O, então --- - --·- - ·1- --- -> IR 

X
1 
=X

11 

se 6 < O, então --- --+ IR 
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EXERC ÍC IOS DE APLICAÇÃO GRUPO 41 

Estude a variação do sinal dos seguintes trinômios do segundo grau: 

1.0 ) y = 5x2 + 9x - 2 

Temos: a = -5 e ó = 12 1 ) .:, >O====> V= ( - 2, +) (só resolver a equação ... ) 

Se ó > O, então 
m/a e/a m/a 

- -1--·-- nu 
x' x" 

+ o 'o -1 

Portanto, o trinômio y será: 

1) positivo: para x < - 2 ou x > + (. .. valôres de x exteriores ao intervalo fªs 

raízes - 2 e 5 ) 

2) negativo: para x > - 2 ou x < + (ou - 2 < x < _!__) ( ... valôres de x in, 
5 teriores. • ·) 

1 
OBSERVAÇÕES: I .•) O trinômio y é nulo para as raízes: x' = - 2 ou x" = 5' 

2.º) Você pode apreciar tôda essa variação do sinal do trinômio Y 
desenhando a parábola que o representa: 

y 

+ 
1 
5 X 

y = -Jx2 + 9x - 9 

Temos: a= -3 e ó= - 27 ====>ó< O==:> V= 0, isto é, não existem raízes reais. 

m/a 
Se ó < O, então ------ ou ---- -

Portanto, o trinômio y, para qualquer valor de x, é negativo (que é ó sinal de a = - J). 
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Gràficamente ... y 

y = x 2 
- 4x + 4./ 

I 

Temos: a = ..-1 e ó = O => V 

Se ó = O, então 
m/a m/a 
-1-

x' =X" 

+ o + 
ou - - 1-

2 

X 

[2} 

Portanto, o trinômio Y, para q 
..., 2, é positivo (que é o sinal de ualquer valor de x ,-

a = +J). 

X 

4.0 ) Para que 
. _ - x~ + 7x - 10, é: 

valôres de x o trinômio: y - . ? 

. . Z) nulo -1 3) negativo . 
1) pos1t1vo? 

Temos: 
,, = 9 -> ó > O > V = [2, 5] a= - 1 e .... 

m/a e/a m/a - o + o .. 
Se ó > O, então --1- 1-- ou --1--1- - · 

2 5 x' x'' 

• ô · y será· e, portanto, o trin mw · 
< 5 (2 < X< 5) I) positivo: para x > 2 e x 

2) nulo: para x = 2 ou x = 5 

3) negativo: para x < 2 ou x > 5 
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5-º/ Idem, para o trinômio: "· i 
Y = 4.y;· - 3x + 4 

23 => ~ < O => V = 0 

Se ~ < O, então + 
ou ·------

e, portanto, o t rinômio y será: 

11 positivo: 
2) nulo: 

para qualquer x ( 'ltx ) 

3 J negai ivo: 
para nenhum x (::ix , y = 0 1 
pa ra nenhum x 1-/Jx Y < O) 

CRuro 42 
1. Estude a variação do sinal d . 

os segumtes trin ômios do segzmdo " . 

EXERCÍCIOS DE F'JXAÇÃO 

1.0 / y = x2 _ Sx + 6 ,.rau. 

2 "I y - 3 ' 6 -º) Y = 3x2 + 12x ' - X• - X + 2 

3.•J y = x 2 - 4x + 4 

4 .•) y = - 2x2 + X - 4 
5.•i Y = x2 - 25 

2 . De termine para que 1• 

7.º) y = 1Sx 2 x _ 6 

X' a.•) Y = - + 36 
4 

9.•) Y = x 2 - 6x + 7 
10.•) y = 4x2 - 6 

X 

tivament . · - va ores de x os seguin tes tri ô · 
e. Positivo, negativo ou nulo: n mros do segundo grau são, respec-

l .•) y = x 2 - 6x + 8 
2 .•) y = - Jx2 + X - 6 
3.•) Y = ·x 2_+ 25 
4 .0 ) y = 2x2 + 4 

5 -") Y = - 2x:i + 6x 
6 -°) Y = - x ~ - Sx + 16 
7 .0) y = Jx2 - 9x 
8.•) y = x2 - l 

14. 2.ª aplicação: reconheciment,o da . ~ 
real em relação às ra' d Posiçao de um número 

b izes e um trinômio do 
sa endo,se que elas existem segundo grau, 

y~cê pode - sém determinar , ~ªi e interior ou exterior ao interv:~;~zes! -:- sabet se um dado número 
x + e (a ~ O). as raizes do trinômio: Y = axz + 

. Suponhamos, por exem 1 , 
interva lo das rai'zes (no d p oh, que o numero rea l esen n se:.,·a exterior ao o: n < x ') : 

-~--, . 1 -- - ----1----. IR 
n x' x" 

para x = n => y = an:! + bn + e = y ( 
para x = n). t 111 valor numérico do trinômio y 
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Como n é exterior, então y , ,,> tem o mesmo sinal de a e, portanto, 0 produto: 

a.y,,,> > O (é positivo) 

Se n fôsse interior ao intervalo das raízes: 

para x = n ~ y = an2 + bn + e = Y<n> tem sinal contrário ao de a e, 
portanto, o . produto: 

ª·Y<n> < O (é negativo) 
Logo: 

/' ª·Y<n> > O, então n é exterior 
se •\o 

0 ª·Y<n> < , então n é_ interior 

Exemplo: Dizer, em relação ao intervalo das raízes do trinômio: 

y = - 12x2 + 246x - 120, 

qual a posição dos números -2 e 4. 

NOTA : Os coeficientes do trinômio são, propositalmente, números "grandes", para 
evitar que se queira determinar as raízes do trinômio ... 

Temos: Yc-2> - 12(-2)2 + 246(-2) - 120 = -660 

Yc 4> = - 12( 4)2 + 246( 4) - 120 = 672 

e sendo: a = - 12 (negativo), basta considerar o sinal do produto: 

a,yc-2, - 12(-660) ==) > O > -2 é exterior 

a.y, 4> = - 12( 672) ==) < O ==) 4 é interior 

OasERVAÇÃo: Se você quiser precisar melhor a posição de um número real em 
relação às raízes x' e x" do trinômio do segundo grau, basta confrontá-lo com a semi-

soma: ~ = - b 
2 2a· 

, Assim, por exemplo, com relação ao número - 2 - que_ é exterior a~ interva lo das 
ra1zes - você ainda pode saber se êle é menor que a menor raiz (x') ou maior que a maior 
raiz (x"), confrontando-o com o número: 

x' + x" = :_1!_ = - 246 = 41 = 10_!_ 
2 2a - 24 4 4 

--1--1--1--1--J- -+ R 
- 2 x'· 4 l x" 

104 

Logo: 

- 2 está à "esquerda " de x ' porque - 2 < 10 ! 
4 (que é interno) também está à "esquerda" do ponto médio, pois 4 < 10 ! 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 43 

Dê a posição dos seguintes ntÍmeros, em relação ao intervalo das ra!zes, dos trinômios: 

1.0 ) números: - 1 e 10 trinômio: y = x 2 - 39x + 270 

trinômio: y = 2x2 - 64x + 480 

trinômio: y = - 63x 2 + 55x - 12 

trinômio: y = 36x2 - 9 

2.0 ) números: - 5 e 8 

3.0 ) número: 1 

4.0 ) número: O 

Inequações do segundo grau 

15. DefiniçãQ e resol~ão algébrica 

Chama,se _inequação do segundo grau na variável x a tôda sentença 
aberta da forma: 

ax2 + bx + c > O (a ;é O) 

ou ax2 + bx + c < O (a ;é O) 

A resolução de uma inequação do·segundo grau, em IR, isto é, a deter, 
minação de seu Conjunto, Verdade, reduz,se ao estudo do sinal do trinômio. 
Isto porque se procuram os valôres de x que tornam o primeiro membro 
da inequação - que é o trinômio y = ax2 + bx + c - positivo ou negativo. 

Portanto, as "peças" fundamentais na resolução de uma inequação 
do segundo grau são: o sinal do coeficiente a e o discriminante 6.. 

Exemplos: Resolver as seguintes inequações do segundo grau, no 
conjunto R: 

Temos: a = +4 (positivo) e procuram,se os valôres de x que tornam 
o trinômio 4x2 - 3x - 1 positivo ( > O), ou seja, com o mesmo 
sinal de a (m/a). 

Simbolicamente, pode,se simplificar da seguinte maneira: 

4x2 - 3x - 1 > O 
1 V 
! ! 

positivo positivo ------~----" 

(m/a) 
r 

m/a - ------l 
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Tudo depende, agora, do 6.: {-1 } 
Como: 6. = 9 + 16 = 25 ==> 6. > O ==> V = 4' 1 

- --.:.:m~~~ ~ -
e, portanto: --:., 1 

4 

dão ao trinômio o m/a são os exteriores 
isto é os valôres de x que 
ao in~ervalo das raízes. Logo: 

-1 X< - OU X> 1 
4 

l
·nequação proposta será indicada: 

e a solução da 

- 1 } 
V = {x I x < - ou x > 1 

4 
(Jê,se: "conjunto dos n .º ' x tais que 

- 1 ) 
. menores que - ou maiores que I 

seJam 4 

4x2 - 3x - 1 < O (e/a) 
NoTA: Se a inequação fôsse: I "-,_/ 

! ! . 
positivo ne~uvo 

_______,.-
e/a 

d 
interiores ao intervalo das ralzes, isto é: 

_ . • id 1 s valôres e x a soluçao sena constttu a pe o 
- 1 

4 < x < 1, ou seja: 
c/n - 1 

V = (x 1 4 < x < 1) jt""" 7 
-1 1 

4 . - . 
solução a mequaçao. 

Estã claro que terá a mesma · 
- 4x2 + 3x + 1 > O (e/a) 

l y 
! . positivo negauvo __ 

e/a 
. membros dessa inequação, obtere~s a !neq:-

pois, multiplicando por -1 ambos ºtembre,se de que, multiplicando por 1, ª meq ' 
c;ão j á resolvida : 4x2 - 3x - 1 > O. · 
c;ão muda de sentido. 

2.ª) 
2x2 - 5 

x2 - I - 2(3x + 1) > 3 + --i,--
3 

colocar a inequação dada sob forma 
Primeiramente, procuramos O ou ax2 + bx + e < O): 
conhecida (ax2 + bx + e > 
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ou 

ou 

2(x2- l)-12(3x+ 1) > 18+3(2x2- 5) (m.m.c. dos denominadores: 6) 

2x2 - 2 - 36x - 12 > 18 + 6x~'- 15 

-4x2 - 36x - 17 > O e, se quiser: 

4x2 + 36x + 17 < O 

Logo, a inequação a resolver é: 

3.•) 

4x2 + 36x + 17 < O (e/a) 
1 '--./ 
! ! 

positivo negativo .__ _______ _ 
e/a 

Como: A { 1 -1} 1.024 > t. > O > V = - 82 , 2 
e/a 

vem: -----4--- --"---- - R -a½ - 1 
2 

Solução: { 1 -1} v = x 1 -82 < x < 2 

5x2 - 2x + 5 < O 

Temos: 5x2 - 2x 
1 

+ 5 < O 
V 

(e/a) 

! 
_positivo 

e/a 

! 
negativo 

Sendo: A = - 96 ~ A < O~ V = 0 (não existem raízes reais) 

e, portanto: m/a 

Então, como pa ra Vx o sinal do trinômio é o m/a e, de acôrdo com a 
inequação proposta, procuramos os valôres de x que dão ao 
trinômio o sinal e/a, segue;se que a inequação não tem solução, 
ou seja: 

V= 0 

NorA: Se a inequação fôsse: 5x2 - 2x + 5 > O (m/a), a solução seria: qualquer 
ualor atribuído a x, isto é: 

V= R 
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.\.") ·x~ + 8x - 16 < O 

T emos: - xi + 8x -
1 
1 

negativo 

m/a 

16 < O 
V 

! 
negativo 

(m/a ) 

Como: 6. = 64 - 64 = O - > t. = O==> V = (4} 

e, portanto: 

d inequação, isto é: 
Logo, Vx , x ;,!- 4 é solução a 

V = (x I x ;,!- 41 
_ _ 2 + 8x _ l6 ~ o (lê,se: " menor ou 

· ::içao· x " t ' 
NOTA' Se fôsse para resolver a mequd . va. lôres que tornam o trinõmio nega iuo, 

· _ - d da por to os os 
igu~l a zero"), sua soluça? sen ~ ªara qualquer número real. 
mais os que o amllam , isto é, P 

V = R 
Logo: 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 44 

· t IR : . . - do segundo grau no conJun o 
Resolva ::is segumtes m equaçoes 

1 _a) x2 - 7x + 10 > O 

2.") - x 2 + Sx - 7 > O 

3.") - 7x2 + X + 6 > 0 

4.") 3x2-x +s ~ o 
5.•) x 2 - 6x + 9 > O 

6.") x2 + J6x - 80 < O 

7 .•) 9x2 - 30x + 25 < O 

10.") -4x2 + 2x - 3 < O 

11 .") 16x2 ~ 9 

12.•) (x - J)2 - 130 < -ex + ! )
2 
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13 _•) 3x2 - J2x < O 

14.ª) 5x2 - 1 ~ o 
15_a) 3x2 - 30 > 5 1 + 2x2 

3x2 X 
16.") 8-4 < o 
17.") 4x2 + (x + 2)2 > 4xix + 2) 

IS.•) 3(x - 1) - 6x ~ 2 - 2x (x - 3)_ 

19.") (2x - 1)2 - 4x2 > x 2 - 4x + 8 
2 3x2 

20 .") x3 - 4 (x + 1) < 2 - 4 

X _ 2 (X + } )(X - 3) 
2 1.•) - 3- ~ 3 - 6 

22.º) (2 - 3x)2 - Sx < - 3 - (2x - 1 )'l 

3 5 ( + J)2 
23.") 4 (x - J)2 - 3x ~ 1 - x 



16. Inequações cuja resolução se reduz à de uma inequação 
do segundo grau 

Exemplos: Resolver as seguintes inequações no conjunto IR: 

3x - l 
" Transportando" x+J para o primeiro membro: 

x + 2 3x - I 
0 ---- < 

x - 1 x+3 ( .. . e sendo o m.m.c. : (x - 1) (x + 3)) 

(x + 3) (x + 2) - (x - l) (3x - 1) 
(x - 1) (x + 3) · < O 

x
2 

+ 5x + 6 - 3x
2 + 4x - l -'2x2 + 9x + 5 

0 
ou , - "- -;------;--;_,--- < o (=:::) -~ -, -· ,, < 

(x -· 1) (x + 3) x 2 + 2x - 3 

Pode-se, ainda, multiplicar por - 1 ambos os membros da inequação 
(neste caso só afeta • o numerador do primeiro membro), pois na 
prática interessa trabalhar. com o coeficiente a positivo, isto é: 

2x2 
- 9x - 5 

x- X -? + 2 3 > O, que é equivalente à inequação proposta 

Esta última inequação é resolvida es tudando-se a variação do sinal 
d~s trinômios que figuram, respectivamente, no numerador e deno
minador, o que permite determinar os valôres reais de x que tornam 
positivo o quociente dêsses trinômios. 

Indicando, respectivamente, por y 1 e y
2 

os trinômios que figuram 
no numerador e denominador, temos: 

y 1 = 2x2 - 9x - 5 

a= +i e A1 == 121 ==>A> o==> v, ·== { ; 1, s} 

+ + 
-1 - ----11 -
- 1 5 
2 
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Y2 = x 2 + 2x - 3 

a == · + 1 e A2 = 16 ~ A > O ~ V2 = (- 3, lJ 

+ _ _ + _ /1-- ----
- 3 

Dispondo as raízes dos trmôm1os seg . . undo O seu valor crescente, vem: 

- 1 
- 3 - l 5 , 2 J J 

. e ua ão proposta, ao variar x _em R, A variação de sinal que sofre ª m q. tçe quadro onde a separaçao dos 
pode ser melhor aprecia ª "" t s" quando se referem as raize · d no segum ' ' ' s 
intervalos e 1e1ta po " , e . r traros ior e , 
do respectivo trinômio: 

X - 3 l 
2 

l 5 

1 

1 

1 
1 

+ 
1 

1 1 + - 1 Y i + 1 
1 1 
1 1 

' 1 
1 1 

+ 1 + 1 - 1 + - 1 Y2 
1 1 
1 1 

' ' 1 1 
1 1 1 
1 + 

1 
1 + 1 

1 
Y1 + 1 - 1 1 

1 
1 

1 1 Y2 1 
1 1 . 

Observando a última linha do qua -dro (que dá a vanaçao do quociente 

) . t dos trinômios é positivo para os Y1 concluímos que o quoc1en e 

Y 2 , tituem a solução da inequação proposta: seguintes valôres de x, que cons · 

- 1 I ou x > 5 X< -3 OU 2 <X< 

Logo: - 1 l ou x > 5} V = [x / X < - 3 OU 2 < X < 
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2.n) ( 2 7 X - X + 12)(Jx2 - X + 5) < Ü 

Temos, indicando: 

Yi = x2 - 7x + 12 

a = + 1 e 61 = 1 > 6 > O > Vi 

+ ----1----1--+ __ 
3 4 

Yz = 3x2 
- x + 5 

X 

1 

3 4 

Yi + - + 
1 ' 1 1 

Y 2 + 1 + 1 
1 1 + 
1 1 

' 1 
1 
1 

1 

Y1-Y2 . + 1 
1 

1 - 1 + 
1 

1 
1 

(3, 4] 

Agora O d ' qua ro correspond 
tornam negativo (de acôrdo ~nte mo_stra que os valôres de x que 
y iY2 dos trinômios são aquêles ~;:1 a meq_uação proposta) o produto 
Logo: mpreend1dos entre 3 e 4: 3 < x < 4, 

V = (x 1 3 < x < 4] 

x
2 

- 11 ( 
2x + l > 1 x ~ ~l) 

Temos: x 2 
- 11 

2x + 1 - 1 > O 

ou 
x:.i - 11 - 1 (2x + 1) :i 

2x + l > O <=> x -· 2x - 12 
2x + 1 > O 
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)11 = X ~ - 2x 12 

a 1 = +J e 61 = 52 > 6 > o -> Vi = {1 - { TI, 1 + vl3] 

+ 1--- 1 + 
1- ,to I + ,111 

Yz = 2x + 1 (.função linear) 

+ ----1----
- 1 
2 

-
1 
1 

1- vo 
- J i+ vT3 

X 

1 

2 

' 1 
' i 1 

+ 
1 + 

y 1 ' ' 
1 

1 
1 

' 1 1 
1 

1 

1 

1 - 1 1 

1 1 1 

1 1 + 1 + 
Y 2 

1 

1 - 1 

1 1 
1 

1 
J 

1 

1 
1 1 

Y1 
1 1 1 

1 ! 
1 1 + 

1 
1 1 

y2 ' 
1 1 

Logo: 
·- 1 

~ > O para 1 - vT3 < x < 2 ou x > l + ✓T3 
)12 

e, portanto: 
- - 1 

V = {x 1 1 -✓ 13 < x < 2 ou x > 1 + ✓TJ} 

f.ª) Quais os valôres que devemos atribuir a k, a fim de que o trinômio: 

y = kx2 + (k - l)x + k - 1 

seja negativo para Vx, x E:: IR ? 

Ora, para que tal t rinômio tenha sempre um único sinal- no exemplo, 
negativo - é necessário que o seu discriminante 6 seja negativo (m/a), 

o que obriga k a ser negativo. 
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~ < O > (k - 1)1 - 4k(k - I) < O 

ou - 3k 2 + 2k + I < O<=> 3k2 - 2k - 1 > O (m/a ) 

onde: a = +3 e 6 1 = 16 >t., > 0 ⇒ V ,= {~
1
, 1} 

-1 
3 

- J 
k < 3 ou k > 1 

Como, atendendo à condição imposta pelo problema, k deve ser 
negativo, rejeitam-se os valôres de k > l . Logo, a .\alução do 
problema é: 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 45 

1 . Resolva as seguintes inequações no conjunto R : 

x2 - 5x + 6 
J .•) 2 5 < o 

X - X+ 

2 _.) x 2 
- 5x + 4 > 0 

x2 - 3:c - 28 

(NOTA: Agora são três: Yt, Y2 e Yi- . . ) 

- Sx2 + 2x - 4 
6 .•) x2 - X + 3 > 0 

8.") ~ ~ ~ + 2 
X + 2 X+ 1 

1 1 
9.•) - ---- > - 3 

x - 1 2x + 1 

x 2 - 25 
10.ª) 3x - 6 < O 

\2.•) (x - 5)x - (7x + 6) > 0 
x2 - 2x + 4 

2. Para que valôres. de k o trinômio: y = (k + 1) x 2 - 2(k - l )x + 1, é positivo para 
qualquer que seJa x? 

NOTA: Condições a serem impostas: t:. < O e (k + 1) > o. 
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1 es do trinômio: 
. 3 está compreendido entre as ra z 

) . Para que valôres de 11 0 numero 
y = - 2x~ + 3nx - 9 ? -2 < O 

. . > O Lporque existem as ralzes ) e .yca> 
N Co d . - serem impostas . .l , ) 

OTA: n !çoes ª d tar entre as ra 12.es • Resposta: n > 3 
(porque o numero '3 eve es 

lô d k O número 4. Para que va res e 2 k 2 1 

d d entre as raízes do 
- 4 não eslá compreen i o 

trinômio: y = 3x2 + Skx + · 
. . A > O e 3.yc-•> < O. 

NOTA: Condições a serem impostas. Resposta: 4 < k ou k > 6 

a fim de que a desigualdade: 
5. Determine o valor de m, 

x2 + 2x + m > 10 

seja verificada para qualquer valor de x · 

N o TA: Única condi'fão: .l < O. 
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Resposta: m > 11 
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cálculo de 1f 

1■- Parte · Razão e proporção de 
segmentos 

• Feixe de paralelas 
• Teorema de Tales 

Razão e proporção de segmentos 

l . Razão de segmento 

__ Seja o segmento AB e um ponto C que o divide em dois segmentos: 
AC e CB, cujas medidas (na mesma unidade, cm, por exemplo) são 
respectivamente : 3 e 4. 

3 4 
.... •············· ...... ... · ········--..... . 

A C R 

Nestas condições, diz-se que o ponto C divide o segmento AB, de 

A Para B, na razão 3 : 4 ou : . Indicações: 

m(AC) 3 . l'f' d AC 3 
m(CB) = 4 ou, usando a notação s1mp 1 1ca a: CB = 4 

NOTA: É mais cômoda, agora, a indicação de m(AC) por AC e m(CB) por CB, nos 
estudos que se seguem. Portanto, ÀC e CB estão representando números reais . 

Diz-se, também, que C divide o segmento AB, de B para A, na razão 
4 . 3 4 . . d' _ , , ' I CB 4 . ou 3 , CUJa m 1caçao e, ana ogamente: AC = 3 · 

, ÜBSE~VAÇÀO IMPORTANTE : Se a razão entre as medidas de dois segmentos é um 
numero racional, os segmentos são denominados comensuráveis. 
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No exemplo estudado os segmentos AC e CB são comensuráveis, 
pois: 

A C 3 
CB = 4 (número racional) 

Se a razão das med idas é um número irracional, então os segmenLOS 

::,!:I;~:;;~:'.:~;~;,·:::~Ii;:~:,: ,~,::~.i:á,~:. ºCZJ... · e 

porque a razão de suas medidas (sempre na mesma ~q; 

unidade) ê igua l ao número irraciona l '11, isto é: _..-· 
B 

A C V2 A .. ······•·"I·••"···· .. 
A B = -1- (número irracional) 

De qua lquer maneira, a razão ent re dois segmentos é um número rea l. 

L EMBRETE AM I GO 

AB representa um segmento. 

m(AB) = AB, representa a m edida do segmento AB. 

AB 
CD representa a razão entre os segmentos AB e CD. 

TESTE DE A TENÇÃO - GRUPO 46 

1 . Na figura: 
p T a 

1.0 ) qua l a razão ent re PT e TQ '/ 

2 .0 ) qual a razão ent re TQ e PT? 

3 .•) quanto va le: a ) PQ. b) PT_ PQ 
PT' PT' c) T Q ? 

2. Na figura · 
A B e D E 

os segmentos ÃB. BC, CD e .DE são congruentes, is to é: AB = BC = CD = DE-

Complete as seguintes sentenças, tornando-as verdadeiras: 

A B BA 
I.") BE = 2.") DA = 

• AC 
S. ) A B = 

3 _•) BD = 
DE 

EA 
6 ·") E C = 

7 .ª) a razão entre os segmentos A C e CE é . . . 
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Í S DE FI XAÇÃO - G RUPO 47 
EXERC CIO - - 2 3 

- p d. ·de o segmento AB na razao : 
- P E:_A B Se iv 1 

1. S uponha um segmento AB e d AP e o valor de PB . 
e AB = 20, determine o va lor e 

(Modêlo) 

Temos: 

Como : 

vem : 

ou 

A P _ 2_ e AB = 20 
PB - 3 

AP + PB = ~ (propriedade das proporções) 

AP 2 

~ = 2_ (porque: AP + PB = AB = 20) 
AP 2 

20 )( 2 _ S 
AP = -S -

20 X 3 2 

T ambém : 
~ = 2_ <;:===> PB = --S = 

1 

PB ~ 12 
8 ·····---·---·:·•·1 ···,···;·-·:····· '. ······-,B 

Logo: 

AP 8 2 
V erif icação: PB = Í2 = 3 

d PM ·e o valor 
PQ - 10 Calcule o va lor e 

- - 3- 2 e - · 
2. M divide o segmento PQ na razao · 

de MQ. 

- AP 2 A B - 21 Calcule AP e PB . 
3. P E:_AB - = - e - . 

' PB 5 

- AP 6 e AP = 12. Calcule A B e PB. 
4. P E:_AB, PB = 

- AP 3 5. P E::AB, PB = e AB = 8. Calcule A P e PB. 

2. Proporção de segmenws . 
- - -- e PQ dizem-se proporcio1~ai; ?es;: 

Os segmentos: AB, CD, M7:' . é igua l à razão dos dois ult1m . 
ordem, quando a razão dos dois prun eiros 
Ind icação: AB MN ,,. 

CD = PQ 
B CD são proporcionais 

Diz-se ta mbém que os segmentos A ~ B CD M N e PQ estão 
MN PQ ou que os segmentos , • 

aos segmentos e 
em proporção. 
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1---
M 

12 

~ 
C D 

20 

1-- 5 
p -i 

Q 

--; 
8 - Será q~os segmentos 

~B, CD, MN e PQ (da 
figur_a ao l~do) estão em pro
Porçao? Sim, pois : 

~ ~- 12 MN 20 
CD - 3 = 4 e PQ = 5 = 4 

Logo: AB MN 
CD= PQ 

E os segmentos AB M-N CD -
• , e PQ s · 

eriam proporcionais? Responda. 

TESTE DE ATENÇA~o 
- GRUPO 48 

l. Quais os segmentos da r· 
igura que es•" 3 .... o em Proporção? 

t---f t-~---...:::2~ª---____. A BC , ~ 14 6 
D E!'-----.....1; ri -~f 

2. Na figura : F M N 

e 

E 

I.•) Se AB e AD 
2.•) Se AB BC _:_ão ~Porcionais a BC e DE -

es _ • , AD e DE estão , então BC = . .. 
tão em proporção? Por q~rlroporção, será que AB AC AD -

3 p . · • , e AE também 
. ara dizer que: A- B -

• CD e EF -
sao proporcionais a MN PQ -

. AB C ' e RS, escreve-se: 
-- D EF 

Co MN - PQ= RS 
mplete, agora: se ÃB CD -

mente e - ' e EF são . • a razao entre AB - proporcionais a MN - -
ª razão entre RS e EF é e MN é 2 : 3, então a r _ • PQ.!:.... RS, respectiva-
- . . . azão entre CD e PQ é • • • e 

4. AB e CD s- p . 
ao r0Porc1onais a el5 e BP: 

I .•) se AB = 8 e EF - -
2.•) se AB - - 2, entao CD = 

- 4 e EF = 9, então CD = 
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Feixe de paralelas - Teorema de Tales 

3. Feixe de paralelas 

, Ao conjunto de três ou mais retas de um plano, paralelas 
da-se o nome de f eixe de paralelas. 

Qualquer reta (t, na figura) que não 
pertença ao feixe é uma transversal que 
int~rcepta tôdas as retas do feixe (coro
lário do Postulado de Euclides). 

o - - -s segmentos AB, BC, CD, .. . , de-
te~minados sôbre a transversal por um 
feixe de paralelas, gozam de certas proprie
dades que serão estudadas pelos teoremas 
que se seguem: 

b 

e 

d 

entre si, 

T :!_ ; S e um feixe de paralelas determina segmentos congr uentes s6bre 
uma transversal, então determina sôbre outra qualquer transver
sal dêsse feixe segmentos também congruentes . 

r a li b li e li d 

H i s e t transversais 

l AB ~ BC,...,, CD 

T [ MN~NP,...,,PQ 

DEMONSTRAÇÃO: 

Afinnações 

1 · MR li AB; NS li BC e PT li CD 
(. • . construindo) 

2. Os quadriláteros AMRB BNSC e 
CPTD são paralelogramo~ 

3. AB ~ MR, BC ~ NS e CD ~ PT 

4. MR ~ NS ~ PT 

5 . t::,. MRN ~ t::,. NSP ~ t::,. PTQ 
6. MN ~ NP ~ PQ 
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Justificações 

J • Postulado de Euclides 

2. Lados opostos paralelos dois a dois 

3. Lados opostos de um paralelogramo 
são congruentes 

4. Hipótese e propriedade transitiva da 
congruência 

5. Caso A.L.A. (por quê?) 

6. Lados correspondentes de triângulos 
congruentes 

c.q .d . 



T.2 TEOREMA DE T ALES: Um .f ei.re d e re tas purale la.s determina 
sôbre duas transversais seµ m e11tos pruporcionuis . 

H { a_!!_ b li 5_ s e t, transve_rsa is 

AB e BC E:: s; MN e NP E:: 1 

( AB, BC, MN e 
T { AB MN 

l ou BC= NP 

NP são proporcionais 

DEMONSTRAÇÃO: 

Se AB e BC são comen suráveis, então exist e u m segmen to de medida 
u contido um número p de vêzes em AB e um número q de vêzes em BC. 
Vale, pois, a razão: 

AB = p_ (na figura· AB = 2-) 
BC q . BC 5 

Traça ndo-se, pelos pontos de divisão dos segmentos AB e BC, as 
retas paralelas às retas do feixe, elas interceptarão os segmentos MN e 
NP respectivamente em segmentos congruentes entre si (pelo T. 1). Nes tas 
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b , contido P vêzes 
d medida v, tam em 

condições, existe u •~ segmento : vale a razão: 
em MN e q vêzes em NP, is to e, 

MN 3) 
MN = .Ê- (na figura: NP = 5 
NP q 

AB MN são iguais, isto é: 

ª-:, razões BC e -NP Portanto, 

AB MN 
BC =rJp 

_ MN e NP são proporcionais. c.q.d. 
e os segmentos AB, BC, 

. á admitido sem prova o caso no 
con teúdo dêste hvro, ser 

NOTA: Por escapar ao á e1·s · co111e11sur v · 
qual AB e BC são seg111entos 111 

CoNSEQÜ~NCIA IMPORTANTE: você sabe 
- d e proporções, 

Lembrando o estudo das transformaçoes 

que: 

se 

então: 
""ê 

Os nle•os da primeira proporção) 
(alternando • 

e também: 

AB MN 
se BC = NP 

então: 
AB+ BC 

AB 

MN+NP 
MN 

. • tá para . • .) : 
(a soma dos dois p rimeiros termos es \ 

d 

ou 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 49 

1. Se a li b li e, preencha os claros: 

~ 
-L-i~ 

AD AE 
1 º) - = -. DB .. . AB AC 2

·º) -. . - . = AE 

e e 
AD 3-º) A"c = ÃE 

2. Se AB li CD li Êf:' 11 MN, preencha os cla ros: 

) OC OE ) OA . .. 
J ·º 00 = :-:-:- .. 2.o OC = ÕÕ 

oc 
5.º) ÕN = õl5 

... EM 3 ·º> & = m 
OC OD 

6 .º) - = DF 

e 

\ 

\ 
A . 

EXERcfc,o s DE APLICAÇÃO - G RUPO 50 

Nos diversos f eixes de paralelas, calcular o valor de ;ç 

Temos: 4 5 
(T ales) - ==: -6 X 

e 

6 X 5 30 ou 
X=-= - = 7,5 

4 4 

Logo: o valor de x é 7,5 

Temos: 4 . 6 
- = - (Tales) X 8 

ou X = ~"" ~ = 5_!_ 
6 3 3 

Logo: 1 o valor de x é 5
3 

Temos: 5 X 
- = - (Tales) 20 16 

ou 
X =~= 4 

20 

)'6 Logo: o va lor de x é 4 
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E FIXAÇAO - G RUPO 51 EXERCICIOS D 

Calcule o valor de x nos . r . cs de retas paralelas: seguintes JCIX 

2.º) 

3 4 

12 

6 8 



4. Tales no triângulo . .. 

T.3 Tôda paralela a um lado de um triá 
dois lados segmentos Prop . . ngulo determina sôbre os outros 

orcwnais. 

H [ DÊ li BC 

T { AD_ AE 
DB - EC 

DEMONSTRAÇÃO: 

t e e 

T:açando pelo vértice A: a li BC 
um feixe de Paralelas tal que: , obtemos juncamente com DÊ li BC 

AD AE 
DB == EC (Tales) 

T.4 A bissetriz de um dngu 1 . 
op t o interno de un t . A l . . os o em segmentos Prop . . 1 riangu o divide 

H f Ã.Ô bissetriz do 

T { BD _ BA 
DC-AC 

DEMONSTRAÇÃO: 

orcionais aos lados adjacentes. 

Â (n == m) 

Traça-se, por C, CE li AD 
tal que: CE n BÃ == [EJ 

No 6. BCE, como ÀD li CÊ BD BA 
. => DC == AE (T.3) 

c.q.d. 

o lado 

- Como 6. AGE é isósceles pois· - . 
~u~ ~~o~re~~ndentes de lados p~fa~fo~)o;qu~ == m \ª l;ernos internos), 

- e, portanto: n - m (h1potese)), segue-se 

BD - BA BD BA 
DC - AE ~ DC == AC 

c.q .d. 
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PROBLEMAS (acerca de TALES .. . ) - GRuPÓ 52 

1. Num triângulo, dois lados medem, respectivamente, 16cm e 20cm. Sôbre o primeiro, 
a 4cm do vértice, toma-se um ponto, traçando-se a seguir por êste ponto a paralela 
ao terceiro lado. Determine os comprimentos dos segmentos que essa paralela de
te rmina sôbre o segundo lado. 

2. A paralela a um dos lados de um triângulo divide os outros dois na razão J: 4. Ache os 
comprimentos dos segmentos determinados por essa parale la sôbre êstes dois lados, 
sabendo que êles medem, respectivamente, 21cm e 42cm. 

3. Num trapézio os lados não-paralelos prolongados determinam um triângulo de lados 
24dm e J6jm, respectivamente. O menor dos lados não-paralelos do trapézio mede 
I0dm. Calcule o comprimento do outro lado do trapézio. 

4. Os lados de um triângulo medem, respectivamente, 14cm, 18cm e 24cm. Calcule os 
segmentos determinados sôbre o maior lado pela bissetriz do ângulo interno oposto a 
êsse lado. 

5. O perímetro do triângulo ABC é igual a 54cm. A bissetriz do ângulo interno B divide 
o lado oposto (de medida b) em dois segmentos, que medem 10cm e 14cm, respec
tivamente. Calcule as medidas (a e c) dos lados BC e AB, respectivamente. 

6 - Num trapézio, uma paralela às bases divide um dos lados na razão ~ . Medindo o 

outro lado não-paralelo, encontra-se t4_çm . Calcule os comprimentos determinados 
sôbre êle pela referida paralela . 

7- Prolongando os lados não-paralelos (AD e BC) de um trapézio ABCD (AB, base 
maior), determine O valor do lado BE, do triângulo ABE assim formado, sabendo que 
AE = 12, AD = 5 e BC= J (medidas em cm). 

8. No ~riângulo ABC, temo~ MN li AB, ~",! = ~ e BC = 20. Calcule, em cm, as 
medidas dos segmentos CN e NB. 
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2.ª Parte • Semelhança entre figuras 
geométricas 

• Triângulos semelhantes 
• Razões trigonométricas 

. . . de um ângulo 
• S1m1l1tude central ou 

homotetia 

correspondência Semelhança como 

5. Idéia geral sôbre semelhança 
entre figuras geométricas 

Quando se diz que duas fi ~ 
possuem exatamente a mes ~uras sao semelhantes, você já sabe que elas 
tamanho. ma Jorma, mas não necessàriamente o mesmo õ' 'õ• sãoõ antes 

duas circunferências . D 
dois quadrados 

1b 
dois triângulos eqüiláteros 

dois segmen-tos 
· · · esras duas figuras 
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LEMBRETE AMIGO 

A ampliação e a redução de uma fotografia são exemplos de 
figuras semelhantes " usuais" . .. 

Os mapas do Brasil de diferentes "tamanhos" que você costuma 
ver no Colégio, no seu Atlas, etc., são outros exemplos de figuras 
semelhantes. 

6. Semelhança de triângulos · 

Considere os triângulos escalenos, ABC e MNP, cujas medidas 
dos lados (sempre na mesma unidade) estão indicadas nas figuras: 

p 

e 

~ A 
5 

B 

Êstes dois triângulos estão numa relação especial, pois existe uma 
correspondência entre os seus vértices, a saber: 

ABC.- MNP 
tal que: 

l.0
) os lados correspondentes são proporcionais 

2.0
) os dngulos correspondentes(*) são congruentes 

Uma correspondência dêsse tipo é denominada semelhança. 

OasERVAÇÃo: A semelhança do exemplo acima não é uma congruência, pois os 
lados correspondentes não são congruentes (basta ver que os lados do t:,. ABC medem, 
respectivamente, o dlibro dos correspondentes lados do t:,. MNP). 

Logo: 

Dados dois triângulos, chama-se semelhança a uma correspon
dência entre seus vértices, tal que os lados correspondentes são 
proporcionais e os dngulos correspondentes são congruentes. 

<•) Subentc.ndem.-se os dnguJos como elementos correspondente-s na corrcspondê.ncia. 
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O símbolo que indica a semelhança é: ~ (lê-se: " é semelhante a"). 
Se existe uma semelhança entre dois triâ ngulos ABC e MNP, dizemos 

que são semelhantes. Indicação: 6 ABC~ 6 MNP 
Portanto: P 

----------
6

.-~- 6 

A --- _-_-,._.t.-:::=:::"'":""_~-----·~==-• 
__ _,B M 10 N 

ABC < :,. MNP 

l AB BC CA 

6 ABC~6MNP<==> A;N ~ NP = P,_M _ " 
A '.::::'. M; Ê ~ N; C ~ P 

O Valor Om d - . . AB BC CA k , deno-c um as razoes iguais· -- = - = - - = e 
. MN NP PM ' 

minado razão de semelhança e caracteriza a "passagem" do 6. ABC ao seu 

semelliante, 6MNP. No exemplo, a razão de semelhança é k =_!_, pois, sendo 
2 

AB=i_=_!_ BC_j__ _ l CA 3 l _ AB BC CA _ _!_. 
MN lO 2' NP- 8 - 2 e PM=6 =2' entao: MN= NP=PM- 2 

ATENÇÃO: Voc_ê já sabe que numa correspondência é fundamental 
a ordem com que sao tomados os elementos. Assim nos triângulos ABC 
e MNP da figura acima: ' 

a correspondência: ABC++ MNP é uma semelhança 
enquanto a correspondência: ABC ..... MPN não é uma semelhança 

pois Â ~ M, mas Ê ,.l p e ê ,j., N bem como AB ;:é BC ;:é ~-
1 =r= ' MP PN NM 

, Exceção: Somente no caso de os triângulos serem eqüiláteros (onde 
ha sempre semelhança!) é que a ordem dos vértices não importa. 

A semelhança é uma Relação de Equivalência. 
~e fato, ª. ser:iel?ança de triângulos, como a congruência, é uma 

Relaçao de Equivalencia, porque: 

I. 6 ABC ~ 6 ABC (propriedade rejlexiva) 
2. Se 6 ABC~ 6 MNP, então 6 MNP ~ 6 ABC (propriedade simétrica) 
3. Se 6 ABC ~6 MNP e 6 MNP ~6 DEF então 6 ABC ~6 DEF 

(propriedade transitiva) ' 
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Procure fixar bem a distinção entre as duas correspondências: 

congruência (~ ) e semelhança (~) 

j á estudadas entre os vértices A, B, C e M , N, P de dois triângulos: 

( 

AB ~ MN, BC~ NP, CA ~ PM (lados 
correspondentes congruentes) 

se 6 ABC~ 6 MNP, então Â ~ M, [j ~ N, ê ~ p (ângulos cor-
. respondentes congruentes) 

_ MN NP P M proporcionais) 

{ 

AB = BC = CA (lados correspondentes 

se 6 ABC~ 6 MNP, entao Â ~ M, Ê ~ N, ê ~ p (ângulos corres

pondentes congruentes) 

P t O lado dois triângulos congruente:, são necessàriamente 
or ou r , , d · ·• J 

semelhantes (a razão de semelhança é igua l a 1), porem 01s tnangu os 
semelhantes não são necessàriamente co.ngruentes! 

L EMBRE TE AMIGO 

Relembrando novamente as Jun ções· · .: 
Uma correspondência ] entre os vértices A, B, C e A ' , B' , C' de 

dois t riângulos é uma SEMELHANÇA se: 

I. J é uma Junção 

2. Â ~ j(Â), Ê ~ j(ÍJ), ê ~ J(ê) 
AB BC CA 

3· j (A ) .J(B) = j(B) .j(C) = J(C) .j(A) 

sendo: Dom J = (A, B, CJ 
Im j = (A ' , B', C'J 

f ___ ..,....__ ~---,..,.. · = f (C) 

f 

, s •~ f (B) 

B 

155 



A Natureza e os triângulos 
semelhantes .. . 

A ilustração mostra o corte de 
uma turmalina (Foto Life). 

7 • Semelhan{a entre polígonos 

Considerados dois polígo · 
os seus vértices existe um nos convexos, .de mais de três lados, se entre 

· ª correspondência tal que: 

1.º) os lados correspondentes são proporcionais 
- 2. º) os dngu los correspondentes são congruentes 

entao essa correspondência é u 
semelhantes. ma semelhança, e os polígonos dizem;se 

Exemplos: 

1. Os retângulos ABCD e A'B'C'D' 
pondência: são semelhantes, porque a corres; 

ABCD --A'B'C'D' 
é uma semelhança, por ter: 

~B, = ~ _ CD DA 2 
A B B'C' - C' D' = D'A' = 1 

e Â "' Â' n ~ n, ê ,-.., ê' Í) A , - , = , ,..., v ' (todos medem 90º) 
Logo: D ABCD ,...._, o A'B'C'D' 

2. Os pentágonos ABCDE e A'B'C'D'E' _ 
serao semelhantes se: 

AB = BC - CD DE EA 
A'B' B'C' - C'D' = [5p = E7Ai A 

e Â "'Â', Í3"' ./3', ê,..., ê', f) ,..., !J', ~,..., ~' B 
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D' C' 

Oi 
A' 2 B' 

E 

Contra;exemplos: 

1. A correspondência: ABCD ,....., A' B'C' D' entre os vértices dos dois 
retângulos: 

não é uma semelhança, apesar de terem os ângulos 
congruentes (são todos retos), pois não pos; 
suem os lados correspondentes proporcionais. 
Como não existe nenhuma correspondên
cia que seja semelhança, então: 

D ABCD '1' D A'B'C'D' 

2. A correspondência: 

ABCD-MNPQ 

4 

4 

correspondentes 

d~~ :rJ 
B A' 1 B ' 

entre os vértices dos dois quadriláteros da figura também não é uma 
semelhança, pois, embora os lados correspondentes sejam proporcionais: 

D I C 101 . 
A I B O

p 

Q N 

2 
M 

os ângulos correspondentes não são con; 
gruentes, como é fácil de se constatar. 

Logo: O ABCD f ◊MNPQ 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO. 53 

1. Assinale com V quais das seguintes correspondências, estabelecidas entre os vértices 
dos triâ ngulos ABC e A'B'C', são semelhanças (cuidado com a ordem dos vértices!): 

/2 B 5 C 

A' 

ú B' C' 2,5 

t.•) ABC ..... A'B'C' 4.•) BAC ... C'B'A ' 

2.•) ABC ... B' A 'C' 5.•) BAC ... B'A'C' 

3 .•) CAB ..... C'A'B' 6 .•) CBA ... A'B'C' 

2 . Se os triângulos ABC e MNP são eqüiláteros, en tão ABC ... MNP é uma 
semelhança. Ê verdadeira ou falsa esta sentença ? 
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3. Escreva a semelhança que você pode estabelecer entre pares das seguintes figuras, 
destacando a razão de semelhança de cada uma delas: 

a) 6 b) G , , 
e) J 

['l ' :O: 3 

55" 
A 2 B 

H 2 1 
N 3 o 

R s 

~ Ly, 
V 52 M 

6 6 

1 

p 3 Q 
4. Preste bem atenção • • ABCD , . neSte exercicio porque você terá que fazer o seguinte 

e um quadrilátero e O pertence a sua região interior : 

n ~ 
D~ D~ 

e e 
SeM N P Q s- · 
então': ' ' ª0 respectivamente os pontos médios dos segmentos OA, OB, OC e 0D, 

quadrilá tero ABCD ~ quadrilátero MNPQ 

De fato, no 6 OAB, por exemplo, tem-se: 

M é ponto médio de OA } { ..._ ...._ · MN li AB (Teorema já conhecido) 

N é ponto médio de OB - > MN _ 1 AB . - 2 (idem . .. ) 

Anàlogamente ocorre com os t riângulos OBC OCD OD 
1 • e A, onde, sendo: 

N P = 2 BC, PQ = _!_CD e QM = _!_DA AB _ BC _ CD DA 
2 2 · ~ MN - NP - PQ = QM = 2 

Como: 
Â ~Ml E~N 
ê ~ f-, (por terem lados respectivamente paralelos) 

[J ~ Q 
segue-se que: quadrilátero ABCD ~ quadrilátero MNPQ 

5. Considere um pentágono convexo ABCDE 
interior. Depois de traçados OA OB OC OeDum OpEonto O pertencente a sua região 

t 'd ' M N p ' ' • e e considerados os espect1·vos · pon os me 10s: ' ' ' Q e R, demonstre que: ' r 

pentágono ABCDE ~ pentágono MNPQR 
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Principais teoremas sôbre triângulos semelhantes 

8. Teorema fundamental sôbre tridngulos semelhantes 

T.S Se uma reta paralela a um dos lados de um triângulo intercepta 
os outros dois lados (não pelo vértice comum!), então o triângulo 
que ela determina é semelhante ao primeiro. 

H [ 6 ABC/ DE li BC, D E: AB, D ,r A e D ,= B 

T { 6 ADE ,..._, 6 ABC A 
' .......... ...... ........ / 

'•,,, E·/: .. 
·---. /. --·----, ____ \. 

..-.1...-----,f----.......... 7 e 
B ··,,=::::::~::~--~~~-::··:~::,/ F __________ ... --------··· 

ÜEMONSTRAÇÃO: 

Afirmações 

- - - AD AE 
1. D E:: AB e DE 1/ BC ~ AB = AC 

2. Â ~ Â, b_ ~ /J e É ~ é 

3 - +-+ -- AE BF 
· F E:: BC e EF 1/ AB > A C= BC 

- - AE DE 
4. BF ~ DE ~ A C = BC 

AD AE DE 
S. AB =AC= BC 

6 . 6 ADE~ t:, ABC 

J ustijicações 

J. Hipótese e T.3 

2. Propriedade r~flexiva da congruência 
e ângulos correspondentes em retas //s 

3. Construção e T.3 

4 . Lados opostos do paralelogramo 
DBFE e de 3 

5 . De I e 3 

6. De 2 e 5 
c.q .d . 

Casos clássicos de semelhança de triângulos 

9. Uma nova "economia" . . . 

Assim como para reconhecer se dois triângulos são congruentes 
( ... desde a 3.ª série) não é necessário verificar se possuem todos os três 
lados correspondentes congruentes e todos os três ângulos correspondentes 
congruentes, pois basta verificar se os dois triângulos possuem sõmente 
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três dos elementos correspondentes congruentes (casos: L.A.L., A.L.A., 
L.L.L. e L.A.Ao). Também, para reconhecer se dois triângulos são se
ri:elhantes, n~o é _necessário verificar se todos os três lados correspondentes 
sao proporc1ona1s e se todos os três ângulos correspondentes são con
gruentes: basta usar somente dois ou três dos elementos correspondentes. 

Essa nova "economia" constitui os chamados Casos clássicos de seme
lhança de tridngulos. 

l.º Caso de semelhança de triângulos (Caso A-A) 

T.6 Se dois tridngulos são tais que dois dos ângulos de um dêles são 
co_ngruentes a dois dos ângulos do outro, então os dois 
tridngulos são semelhantes. 

H{ 6 ABC e 6 A' B'C' 1 Â '.'.:::'. Â' e 1] '.'.:::'.13' 

Tf 6 ABC~ 6 A'B'C' 

A 

DEMONSTRAÇÃO: 

Afirmações 

1. D E: AB I AD ~ A' B' 

e E E: AC i DÊ // BC 

2. t:, ABC ~ t:, ADE · 

3. t:, ADE~ é:,. A'B'C' 

4. é:,. ABC~ é:,. A 'B'C' 
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A' 

g,L C' 

Justificações 

1. Construção 

2. T.5 

3. Caso A.L.A . (congruência de t::.s) 

1 
Â ~ Â (propr. reflexiva). 

AD~ A'B' (por construção) 

f> ~ n, (congruentes ao .B) 

4. De 2 e 3 
c.q.d. 

2.º Caso de semelhança de triângulos (Caso L-A-L) 

· T. 7 :: Se dois tridngulos possuem dois lados correspondentes propor
cionais e os ângulos co1npreendidos congruentes, então 
os tridngulos são semelhantes. 

H{ 6 ABC e 6 A'B'C' 1 ::, = A~~, e Â ~ Â' 

T{ .6. ABC"" 6 A' B'C' 

A A' 

só C' 
B e 

DEMONSTRAÇÃO: 

De maneira análoga ao T.6, constrói-se o 6 ADE, tal que: 

AB AC 
1::,. ABC "" 6 ADE ~ AD = AE 

e como: AD ~ A' B' (por construção), vem: 

::, = 1~ ·i AC AC ( . d d . . ) -> - = ~ propne a e trans1t1va 
. AB AC AE A 

e, por hipótese: A'B' = A'C' , 

AC AC . . d d -Sendo as frações - e -,-C' iguais -e e mesmo numera or, entao 
AE A 

os denominadores também serão iguais, isto é: AE = A'C'. 
Então: 6 ADE~ t:, A' B'C' (caso L.A.L. de congruência de 6s, pois: 

Como: 

vem: 

AD~ A'B', Â ~ Â ' e AE ~ A'C') 

6.ABC~ 6ADE e 6ADE~ 6.A'B'C' 

6. ABC ~ 6. A'B' C' 
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3.º Caso de semelhança de triân gulos (Caso L-L-U 

l ~ ludo,: correspo1·1r/entes f'Jl'O-T .8 : Se dois tridngu os possuem os t res ., , 
porrio,wis, en}ão os triânf!u los são .,e111ell1a11 ' " ·"· 

' B' C' 1 AB BC CA 
H { 6 ABC e 6 A A' R' = -R'f:' = r.;A' 

T{ 6 ABC ....... /\ A' B'C' 

A 

ÜEMONSTRAÇÀO: 

Como no caso anterior, constrói-se: 

AB AC 
6ADE ~ 6A BC =>AD = AE 

Sendo AD~ A' B' (por construção), vem: 

AB AC \ 

BC 
DE 

---e) - = -- => A E 

e, por hipótese: 

A' B; = -·AE ll AC AC 

AB AC AE A'C' 

A'B' A'C' 

Também: 
AB 

BC l A' B; = DE BC BC ) - = B'C' > DE AB 
= ;,~, 

DE 
e, por hipótese: 

A' B' 

A'C' 

B'C' 

Logo: 6 ADE'.:::':'. 6 A' B'C' (caso L.L.L. de congruência de 65, pois: 

AD~A'B', AE~A'C' e DE~IfC'.) 

Como: 6 ABC ~ 6 ADE e 6 ADE~ 6 A' B'C' 

vem: 6 ABC ~6 A'B'C' 
c.q.d, 

162 

LEMBR ETE AM I GO 

Os Casos de semelhança de triângulos são três: 
Caso L ,L-L 

Caso L , /\,L 

Caw /\, A 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 54 

Destaque, para cada par de tr!~ngulo! 
1. São dados seis pares de triângulos ~m::~:1%~~:~a que permite afirmar que os m angulo. 

(ABC e MNP, nas figuras), o caso e s 
são scmelhan tl's: 

2 .") e 
\.º) 

M 

e e A .'' p 

A 5 

p 

.'3 .u) M 
A 

L ---,--,,---- --> P 
N 4,5 l63 



A 

·i . São semelhantes ou não os triângulos ABC e A'B 'C' da figura. Por quê? 

3 . Se AB .L BC 

MN .L BC . 

DC .L BC 

A 

f) . 

. 
B 

e 

quantos pares de t riângulo:, semelhantes você encontra na figura? 

A 

Figuras semelhantes nascidas d o espelho (F L 
oto ije) . 
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EXERC fC IOS D E APLICAÇÃO - GRUPO 55 

1. Calcula r o valor de x na figura: 
Q 

Temos: t::,. N PM ~ t::,. N QL (porque PM li Qi., 

Loaw 2 = ~ ,.._.. x = 4 X 2 = 22 ,,,_,. 2 X , - , 3 3 LA 
L x M 4 N 

isto é, o va lor de x é 22 
3 

q 
2 . No triüngulo A BC, M N li BC. Provar que x = P 

A Temos: MN li BC > t::,. AMN ~ t::,. ABC > 

ô 
B C 

q 
Logo: x = p 

3. Dadn: Â ~ D, provar que: A B . BE= DB · BC 

A 

Como: 
e 

Â ~ 1) (hipótese) \ =:;> t::,. ABC~ t::,. DBE (caso A,A) 
e A BC~ BlJE (o.p.v.) / 

~ AB = BC~ , A B . BE = DB . BC 
DB BE 

4 . Dados: 

B~ M 
I\ B = { N M ( o mesmo que :i = -½) 

BM ~ 1- OM 
Provar q ue : I I I 

2 

,..... ,,...,. 
Como: t::,. ~ ~ t::,. ~ (caso A-A, por quê?) 

vem: AB - OB = ...!_ ~ OB = ~ OM 
NM - OM (hip .) 2 

1 1 
Sendo: BM = BO + OM. então BM = 2 OM + OM = 12 OM 
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M 

'·~ 
N p 

Dado: MPO ~ MNP 

P rouar que: (MP)2 = MN. MO 

t:,. MPO ~ t:,. MNP (caso A-A, por quê?) ---> 

MP MO - d , onsideradas as ~ - - = -- (Observe, com a tençao, a or em com que ,oram e 

Logo: 

MN MP letras: - ~ 
MPO -MNP) 
'-.J '-" 

MP . MP = MN . M Q <==> (MPF = MN. MO 

LEMBRETE AMIGO 

c .q.d. 

Ao exprimir a proporcionalidade dos lados correspondentes em dois 
triângulos semelhantes, obedeça à ORDEM com que são tomadas 
as letras que representam os vértices. Assim, por exemplo: 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 56 

1. Escreva V nas sentenças uerdadeiras e F nas fa lsas . Justifique as respostas: 

1.•) Todos os triângulos eqüiláteros são semelhantes 
2."l Todos os triàngulos isósceles são semelhantes 
3.•) Todos os triângulos isósceles e retângulos são semelhantes 
4 .") Todos os retângulos são semelhantes 
S.•) Todos os quadrados são semelhantes 
6.•) Todos os triângulos semelhantes são congruentes 
7 .•) Todos os triângulos congruentes são semelhantes 

2 . Dois ângulos de um triângulo medem, respectivamente, 60° e 400, enquanto que doí{ 
ângulos de um outro triângulo medem, respectivamente, 60• e ao•. São semelhante 
ou não êsses triângulos? Por quê? 

J. Dado: Í3 ~ D 

Prove que: AO . DO ~ BO . CO 

B 

A 
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4. Dado: DE li B C 
l 

Proue que: X = m 
A 

6 E 

X 

B C 

5. Dados: ÀB li CD e Ão (\ .Bé = (O) 

BO 
P roue que: AB = DC • CO 

7. Dado: paralelogramo ABCD 

Eº ~ BO.AO P roue que: DO . 

,!>de 
9. Dado: Â ~ {: 

Prouc que: PA . PB = PC· PD 

~ e 
C D 

11 . Dados: ê ~ J) (retos) 

B e F complementares 

Prouc que: ó BCA ~ t::. EDF 

Lembrar que ângulos ~e 
(Sugestão: mesmo complemento sao 

congruentes) 

A 

LJ 
B C 
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6. Dado: DE li BC 

Proue que: x = P" 

A 

/J 
B C 

a. Dado: Ãc li Ã'C' B 
AB A'' 

Prouc que: AC = A'C 

~ e>!!< 
JO. Dados: ê ~ Jj (retos) 

ÊD li AB e ÊF li BC 
BC 

P-roue que: ED = EF · BA 

CA 
DF = EF. BA 

,2LJ: 
A 

Dado: AD bissetriz de CÂE 12. 

BD BA 
Proue que: CD = CA 

(Sugestão: Traçar CF li AD, usar 
0 T.5 e lembrar que 0 

6 FAC é isósceles. •.) 

B C 

E 

·"--.. 
·--"õ·--



PROBLEMAS (acêrca de Semelhança) - GRUPO 57 

1. As alturas de duas árvores estão entre si assim como 2 está para 3 . A menor delas 
mede 6m. Quanto mede a maior ? 

2. Qual é a altura de uma coluna de pé cuja sombra tem 5m no mesmo instante em 
que um bastão de 0,45m, colocado verticalmente, projeta uma sombra de O, 15m ? 

3. Qual é a escala da planta de um terreno, na qual um comprimento de 50m foi repre, 
sentado por um segmento de 5cm? 

(Sugestão: Reduzir 50m em cm e determinar a razão ... que é 1 :1.000) 

4. Qual o comprimento do segmento que representa numa planta, na escala 1:10.000, 
uma rua de 800m de comprimento? 

5. A distância entre duas estações ferroviárias, na planta de uma cidade, na escala 
de 1:8.000, é de 15cm. Determine a distância rea l entre as duas estações. 

6. Numa planta na escala 1 :1.000, que dimensões devem ser atribuidas a um compar, 
timento de 5m por 6m? 

7. Qual a razão de semelhança dos pisos de dois quartos cujos perlmetros valem, 
respectivamente, 14m e 56m? 

8. A "bôca" de uma piscina tem forma quadrangular e suas dimensões são !0m por 20m. 
Determine o perímetro de uma piscina semelhante na qual a dimensão correspon
dente à menor das dimensões da outra é de 15m. 

9. As bases de um trapézio medem 9cm e 12cm, respectivamente, e a altura é igua l ª 
5cm. Ache a altura do triângulo formado pela base menor e os prolongamentos 
dos lados não-paralelos. 

10. Dois poligonos convexos são semelhantes e uma das diagonais do primeiro é igual 
2 

a 3 de sua correspondente no segundo poligono. Sabendo que o perímetro do 

primeiro poligono é igual a 32cm, calcule o perimetro do segundo. 

TEOREMAS (acêrca de Semelhança) - GRUPO 58 

Demonstre que 

1. Dois triângulos is6sceles são semelhantes quando os seus ângulos dos vértices são 
congruentes. 

2. J?ois triângulos retângulos são semelhantes quando um ângulo agudo de um dêles 
e congruente a um ângulo agudo do outro. 

3. I::ois triângulos que têm os lados correspondentes paralelos ou perpendiculares, 
sao semelhantes. 

4. ~m d_ois triângulos semelhantes, as alturas, as medianas e as bissetrizes são propor
c1ona1s aos lados correspondentes. 

5. Os segmentos que unem dois a dois os pés das medianas de um triângulo det;er, 
minam quatro triângulos semelhantes ao triângulo dado. 

6. Se num trapézio a base maior é o dõbro da menor, as diagonais se dividem na razão 
de 2 para 1. 

7. As diagonais de um trapézio dividem-se mutuamente em partes proporcionais. 

8. Dois polígonos regulares, com o mesmo número de lados, são semelhantes. 
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Similitude Central ou Homotetia 

9. Urna importante transformação para reduzir e ampliar figuras 

y ~ ·, t dou a semelhança entre figuras geométricas planas, 
occ, que Jª es u . f ' ç s a uma transfor, 

vai agora aprender a ampliar ou a reduzir iguras, gra ªi 
- , · · d 'militude centrài ou homotet a. maçao geometnca plana denomina a s1 
Um ponto A' de um plano diz,se transformado homotético de um p~mto 

A em relação a um centro o e a um número real k se as seguintes 
condições forem satisfeitas: -

1.") o ponto A' pertence à reta OA 

existe um número real k tal que OA' = lk l · OA 

Se 1c > O, o ponto O é exterior a~egmento AA' 

ponto O é interior ao segmento AA' · 

e se k < O o 

O ponto O é chamado centro da similitude. ou centro da J~omEotetia el ~ 
d if . · nte da homotetia xemp o. 

número real k, coeficiente da similitu e ou coe icie · 

Logo: 

l I er ponto A de um plano é 
Uma transformação n? qua qu_a que A em relação a um centro 

transformado num ponto A , homotético d t d os pontos) é denomi-
0 e a um número real k (constante para O 0

~ do lan~ 
nada uma similitude central ou homotetia P · 

Exemplos: 
• d t::,. ABC de centro O, ê 0 

Se k = 2, o _transfor':'adoA~,omB?téti~ p~rtencem' respectivamente, 
6. A' B'C' CUJOS vértices . , e '. 

às semi-retas oÃ, os e õê. 

A' 

ô~~ 
e· 

k - 2 169 

Então: 

OA' 
0B' 
OC' 

2 .OA 
2.0B 
2.0C 



É fácil concluir que nessa transformação, ta mbém: 

l. A' B' = 2 . A B \ 
B'C' = 2. BC 
C'A' = 2 . CA 

==> 
A ' B' 

AB 

B' C' C'A' 
- -- = - = 2 

BC CA 

(os lados correspon• 
dentes dos triângu• 
los ABC e A'B'C' 
são proporcionais) 

2. 

T 

Á~Â' 
B ~ B' ..._ ________ _, 

ê ~ ê' 

(os ângulos correspondentes dos triân, 
·gulas ABC e A'B'C' são congruentes) 

6 ABC ,..._, 6 A ' B' C' ] 

2.º) Se k = -
3
1, o transformado homfJtético do quadrilá tero A BCD, de 

centro O, é o quadrilátero A' B'C' D' cujos vértices pertencem, 

- - 1 A respectivamente, às retas OA, 0B, OC e 0D, e OA' = 3 O ' 

0B' = J_ 0B OC' = J_ OC e 0D' = __!_ OD. 
3 ' 3 3 

k -1 
3 

Também, agora, você conclui que: 

~ e· 
êi . "-/ ª. 

A' 

quadrilátero ABCD ,..._, quadrilátero A' B' C' D' 

Portanto: 

As figuras geométricas que _se correspondem numa 
homotetia são semelhantes. 

Isto significa que a proporcionalidade entre segmentos correspon• 
dentes e a congruência entre ângulos correspondentes são preservadas 
numa homotetia, ou seja, são invariantes. 
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mpliar ou reduzir 
. • m método para ª . E pios: 

Nestas condições você Jª tem ~ ta usar uma homotetia. xem 
qualquer figura geométrica plana . as 0 

Poll·gono ABCD, que é um e 
1. R edvzir à metade o e: 

k _ _!__ o centro O 
pentágono convexo. Temos: - 2 

é interior ao polígono. 
do Brasil. Agora, 

2. Ampliar 
o centro 

• guinte mapa d de três vezes o se . da figura da a . 
O foi escolhido no exterior 

o 

k 3 

. . ~ . 

'< :, •:'::.·:::.::'.'.'.:.: . 
,;;~: ·····• ...... -.,,., ... , ....... . 

ATENÇÃO - GRUPO 59 
TESTE DE 

f . uras· 
h das seguintes ig . 

d - 0 wman o 1. Amplie d e uas vezes 

O amo quiser. 
NOTA:. Escolha o centro e 
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k = 3 e 



vezes o tamanho d 2. Reduza de três • 1.•) as seguintes figuras: 

NOTA IMPORTANT 

A M• • E 
operac;ão ma estrutu 

1:1esmo centro O e' domposição de d ra de GRUPO 
Jorm"ra- h e coef' . uas tr ~ · · · ..,, 

0 

omotét · 1c1entes ans,ormaç-A . K, d, =tto 0' =pec<ivam,n ~, ho=Wi~ . 
2 e A'~1m, por exempl e coeficiente kte, k i e k " é a·sdsucess1vas de 

' o o· s A' = k ·• m a u 
fo,m,do d uansfo=do .d • • o tran,, , . k,. = 1,ons• 

e A, de centro Oe A', de centroºormado de A d e De f e co r· · e coer· · ' centro O . 
"'" OA' _ • """" 6 'º'"" 3 • • ooefoci,n<e 

V 

- 2 OA • , entao A" é 
<rifiqu, · • OA" _ 3 o uans• 

mações hom que, para trê - . OA' = 3 
p,opdedad, ."'"'"" suc,g· ' u=fo•- X 2 . OA ~ 6 . OA 

p assoc1atiua (A) ivas, vale a 

r- or outro l d . 
,.ao homotéti ª 0

, existe a O e coeficien ca neutra, de m transforma-
OA' = l OA te k = 1 P . esmo centro 
é . -OA • ois n o próprio Ã ' e o transf: este caso: . ormado A ' ,;, 

T=bbn ' .-' • 
k (por ex . , para cada o .. 2), existe a transforma -centro O e transforma - çao homotét. coeficiente _.!._ ( çao homotética . ica, de centro . Lo k por ex.: _.!._) muersa: é a qu O e ~eficiente 

go, o Sis<em 2 . • possuo o m~= 

{ 

ª Matemât' 
pelo conjunto de ico constitu{do: 
pela operaç- t6das as h · ao compo • - omotetias d 

possa! '"'"'"'" d "'® de doM ho 

O 

pfono, d, m e GRUPO moleha s esmo cent 

Assodotioo . co•=mvo '°""~"""' ro 
e a Comutativa (AE~stência do e/ ' porque valem as . -1-C) emento neutro, E . propriedades: XIStência do elemento inverso 
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LEMBRETE AMIGO -----

vo tº curso de Geometria da 3.• séde (ver Ap€ndice do Volume 3) 
e estudou as seguintes transformações geométricas: 

translaçllo, rotação e simetrias (central e axial) 

•te "ª!''formam polfgonos em polfgonos congruentes, isto é, trans• 

ormaçoes que conservam as disclincias. 
Agora, você estudou a transformação geom,t,ica, 

homotetia (ou similitude central) 

iue transforma polfgonos em polfgonos semelhantes, ou seja, trans• 

ormações que conservam as proporções. 

..... 

Razões tri~onoroétrlca• de ân~uJos a~udos 

IO. Seno, co-seno e tangente de um ângulo - -+ _ .... 

Seja o ãngulo agudo C, de lados CA e cB. Tracemos as perpen• 

__. 
diculares: J. CA 

___. 
ifÃ' J. CA -- ___. 

e B" A" J. CA 

q( ue determinarão, respectivamente, os tdãngulos retângulos semelhantos 

caso A-A): CAB, CA'B', CA"B",. · · Nestas condições, os lados corresp0ndente• dêsses triângulos são 
proporcionais e ficam estabelecidas as seguinte• ,a,ões ;guaiSc 

O u~lor comum de tais razões iguaiS é denominado seno da medida do 

dngulo C e é indicado por: sen C. NOTA' A ,nedlda, , m g,•"• do , ,gulo é.,,, ,.,.ao Jodicad• ,;mpfe,men« Po' C. 

B" A" 
== êjjí' == 
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Logo: 

1 sen e = BA _ B' A, 
CB -cJY= -- · 

8 " A" 
cjji, = 

. Observe 
iguais d que O valor d 

as med·d o sen C 
agudo ê i as dos lado pode ser dado 
36º, então~Sado f?ara defini-li d~ t~iângulo retâniur qualquer das razões 

· · ssirn, por exem 1 °, de mesmo ângulo 
P 0

• se O ângulo ê mede 

sen 36º _ BA 
Da mesm ti - C8 

sernelhan a orma com 
ça dos triâ ngulos que foi definido 

retângulos CAB ~As'eBn' CCvo,cê pode, dada a 
' , A 18 1 ' , ... , deter, 

min ~-::::-· ~~tL------C. z~,-.::--.. r 

ar outras ra - . _ IYA .. A .. 
tes. Assim zoes igua is us 

, as razões . , . ando Para . 
iguais: isso os demais I 

~ CA' C ados corresponden-
CB = -- - A'' CB I ~--:-c--

CBI/ = 
definem BA B'A ' - = --:e-- B''A'' , respectivament 
co-seno d e, as razões 

a medida do 

CA CA' = - -CA" -
trigonométricas: 

(cos C) ângulo ê e 

Logõ: 

cose 

Para o ângulo 
agudo ê . 

tangente da 
medida do ângulo ô 
(tg C) 

I tg C - BA 8'--_;A:-, -----~ 
- CÃ = ...,,._ - B''A'' 

CA' - CA" = . .. 
' , CUJa 

medida é 36º 
, ternos: 
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E_~tão, usando sõmente o triá11gulo retângulo CAB (que é semelhante 
aos tn a ngulos CA 'B' CA"B" ) • . .. raz~ . , . , , • • • , voce pode resumir as defm,ções das 

ºJs tr__zgonornetncas(*): seno, co-seno e tangente da medida do ângulo 
agu ° C, da seguinte ma neira: 

~ : 
C b A 

( sen C = ..5_ = .,.'~1_e_d"7id,..,a,...(:..:c::..a t:..:e.:.:tº:......:..º~POS:..:.::to:.'.) 
1 a medida (hipotenusa) 

1 

cos C = .!!_ = medida (ca teto adjacente) 
a medida (hipotenusa) 

tg C = ..5_ = medida (ca teto oposto) 
b medida (cateto adjacente) 

Exemplo prático: 

B 

LJ· 
C 3 A 

> 

4 

f 
sen C = : = 0,8 

cose= 5 = o,6 

1 4 l tg e= 3 = 1,333 ... 

As razões que definem o seno e o co-seno, da medida de um ângulo 
agudo, são números rea is sempre menores do que I (por quê?), enquanto 
q~e a razão que define a tangente da medida de um â ngulo agudo é qualquer 
numero real positivo (por quê?). 

Em virtude do uso freqüente das razões trigonométricas na resolução 
de uma grande variedade de problemas, constroem-se tabelas, onde são 
registrados os valôres de tais razões, dos ângulos de 1° a 89°, com uma 
certa aproximação. Essas ta belas - que ma is ta rde você irá aprender a 
cons truir - denominam-se tábuas das razões trigonométricas naturais. 

Neste compêndio consta uma tábua (pág. 181), onde as razões trigo
nométricas (sen, cos e tg) dos ângulos de 1° a 89° são dadas com a apro
ximação de 0,000.1 por fa lta. A sua lei tura é simples: basta procurar 
na coluna do sen, cos ou tg o valor da razão trigonométrica correspon
dente à medida (em graus) do ângulo dado. 

Inversamente, conhecido o valor da razão trigonométrica da 
medida de um certo ângulo - que deve figurar numa das colunas 
(sen, cos ou tg) - procura-se, na linha horizonta l correspondente, 
a medida do ângulo desejado. 

(•) No Curso CoJegial se-rão estudadas as Junções trigonomltricas: seno, co,scno e tangrnre, com 
significado muito mais amplo. 
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Exemplos: 

1. Determinar as razões trigonométricas do ângulo de 30º. 

Basta, na tábua, 
para obter: 

procurar o valor na correspondente coluna, 

sen 30° = 0,500.0 cos 300 = 0,866.0 tg 30° = 0,577 .4 

2. Idem, para o ângulo de 72º . 

T emos: sen 72° = 0,951.1 cos 72° = 0,309.0 tg 72º = 3,077.7 

3. Problema inverso: Usando a tábua trigonométrica como Conjunto• 
Universo, resolver a seguinte equação trigonométrica: 

sen xº = 0,422.6 

Pr0curando na coluna dos senos (cujos valôres estão disP0stº~ 
em ordem crescente), você encontrará que 0,422.6 corresponde ª 
seno do ângulo de 25°, isto é: sen 25° = 0,422.6. 

Logo, a raiz da equação proposta é 25. 

4. Idem, resolver a seguinte equação trigonométrica: 

cos 2xº = 0,927.2 

Agora, você procura na coluna dos co,senos (cujos valôres est;s~ 
dispostos em ordem decrescente), onde vai encontrar 0,927.2, corr 
pondendo ao ângulo de medida: 22°. Então: 

2xº = 22° ~ xº = 22° : 2 = 11 ° 

Portanto, a raiz da equação: cos 2xº = 0,927.2 é 11. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 60 

1. Usando a tãbua trigonométrica (pãg. 181) determine os va lôres das seguintes 
razões trigonométricas: • 

l.•) sen 32° 6.•) tg 45° l l .•) cos 75° 

2 .•) cos 15° 7 .•) cos 30° 12.•) sen 15° 

3 .•) tg 6Qo 8 .•) sen 60° 13.•) tg 13° 

4.•) sen 45° 9.•) tg 89° 14.•) sen 30° 

5.•) cos 45° 10.•) sen l 0 15.•) cos 77° 
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. tornando para 
Uniuerso ª 

eonjunlo-

- trigo110111étr1cas, 
2, Resolva as seguin~es eqi,açoes 181 : 

tãbua trigonomém ca da pãg. :e" = o,577.4 
6.ª) tg ··f 

\.•) sen xº = 0,707. l 

2 .•) cos x• = 0,500.0 

3.•) tg x• = 1,000.0 

4 .•) sen 2x0 = 0,484.8 

5.•) cos 3:c0 = 0,913.5 

xº == 0,258.8 
7 .•) sen -3 ( idado 1) 

515,0 cu 
1)º == o, 

0.•) cos (X -

(
X + 2)º "" 0,932.5 

9 .") tg 8 
"" o,999· 

- GRIJl'O 61 
APLICAÇAO - nos seguintes 

EXERCÍCIOS DE edidas indicadas e 
. o valor das rn 

l 
. ono111étr1ca, 

· Determine usando a tábua trig 
triângulos; definição: 

Por BC ternos, 
l .•) No triângulo retâ ngulo A 

O 
)( sen 35º 

e ~ e == 1 

sen 35º "" íõ 

e, usando a tábua: o 573 .6 "" 5,736 
e = 10 )( ' 

Logo: o valor de e é 5 ,736· 

Como, por definição: 100 )( tg 22º 
X ~X"' 

tg 22º "" íÕÕ 40 4 
4 o "" ' - 100 )( 0,40 . 

e 

OU X -

é 40,4• 
Portanto: o valor de x 

AHB e 
\ retâ.ngu\os 

triángu os O 5 "" 5 

AHC, onde: 

- e ternos os - 10 )( 1 

3.0
) Construindo AH .L B • .- BH - l26 

60º ç;--, "" 18, 
BH BH "" 10 )( cos V o 906.3 

cos 60• = lÕ ~ HC "" 1,0 ,,_ ' 

25º ~ 
HC = 20 )( cos - 23,126 

cos 25° = - ~ HC -1- 1s.126 -
20 HC "" 5 

X = BH+ 
A 

e 

Logo: o valor de x é 23•
126

' 
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2. O instrumento medidor de fl ngulos de elevação {conhecido com o nome de teodolito ) 
enconm1-se à a ltur.1 de 1,20m do solo, onJe se encontra, também, umn tôrre. Sabendo, 

/ 

I 

./ 
10 

se que o instrumento dis ta I0m da tôrre 
e qll l' o ponto mais a lto desta é visto 
~ •h um flnp,uln ele í6• , q un l (• a nltum 
d., 1i1rrc ·, 

Temos· h' 56 = cg 56" <==> h' = I0 X tg " 10 

(JU I, ' = 10 X 1,482.6 = 14.826 

Portanto, somando-se 1,20 a 14 ,826, 
de termina-se a a ltura da tôrre, isto é : 

h = 14,826 + 1,20 = 16,026 

Lugo: a altura da tôrre é de 16,0261!1. 

0ss~RVAÇÃo: Por questão de c:ornodidadc, a visada de um ponto ma is a lto, 
nos demais problemas, será considerada corno se fôsse fe ita ao nível do solo. 

3. Determinar ª n:iedida do 6ngulo de elevação do Sul quando o ponto mais alto do maS
t
ro 

de uma ba
11d

e,ra, que mede 2,74m, p rojeta uma SOMBRA dC' lm de comprimento. 
2 74 Temos: tg x•• =: •

1 
=: 2,74 

e a tábua indica : X" = 70" 

Logo: 0 ângulo de elevação mede 7Qo. 

' I 

' ' 
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' 

' , 

, , 

, 

1 

, 
, 

, 

2,74 

, 

ô de T V sob um de uma outra t rre V . ·bendo-se TV n·,ista-se a base duas tôrres de T .. , sa 4. Do alto d e uma tôrri? de Q · '1 distância entre as 
611gulo de drJm:.•ssà!I de 25º·, u,~ 1ªo,n '' 

· ~ ·r I t: t t.: que a alturn dn primei ' 

B 

"io é igua l a 
A (' B também mede 25º • u â ngulo 25 .. , e ncao 

Se o â ngu lo de depress, 
(por quê?). Daí: 

Logo: a 

JO __ 1~ . = 21.445 
10 = tg 25º ~ X = ig 25• - 0,466.3 

x V •· de 2 1 ,445ni duas tôrres de T . . distâ ncia entre as 

GitUPO 62 • DE FIXAÇÃO -
E XERCJCIOS . tes t riângulos: 

. valor de x nos segum 
1. Determine, emprega11d0 0 

• métrica, 0 • tábun t n gono 

- ~ 
~ X 
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2. Us~do a tábua trigonométr" 
segumtes triângulos: ica, determine a medida dos â ngulos assinalados nos 

3.º) 

. 
o 

30 

PROBLEMAS G 
(Acêrca do em • - RUPo 63 

prego das razões t . 
1. Sabendo que de um n gonométricas) 

~1 

~ 

um prédio sob um ~ôstol de observação a 50 d 
2 U ngu o de 48º d ' m a base se ê · m navio se encontra • etermine a a ltura' d~ o po?to mais alto de 

de um ponto d b a 1OOm de um fa 1 Ca e prédio. 

3 
e O servação d . ro · lcule a J 

· Calcule 
O 

ponto em O navio sob um ãngui3 ~ura dêsse farol, que é visto 
vador que vê que se encontra f: o e 8°. 

o alto dêsse m • ª astado de um mu 
4. Qual é o ângulo sob uro sob um â ngulo de ;g.de 4m de a ltura, um obser• 

altura por um b O qual é visto O • 
5 S o servador que ponto mais alto d · ob que ângulo é . se encontra afastad 18 e um eucalipto de I8m de 

do observador a vista uma estátua de 16 o m da árvore? 
6 S o ponto mais 1 m de altura b · endo de 70º 

0 
â ª to da estátua é d • sa endo-se que a distância 

mento da ngulo de eleva ã e 32m? 
35m d sombra projetada ç o do Sol em dado . e altura? • nesse mesmo i instante, qual será o compri-

7_ D 
1 

nstante por 
0 

a to de um farol . ' urna antena de T.V. de 

depressão de 6º. A ' CUJa _altura é de 20 . 
8. O â que distância d m, avista-se um . ngulo de elevaç d O farol se enco nav10 sob um ângulo de 

ponto situado d. ao e uma nuvem . ntra tal navio ? 
nuvem 7 iretamente aba. ' vista de um . · •xo dessa nuvem mpânto que se encontra a IOOm do 

9· A base de um cantei d ' e e 6ºº· Qual é a altitude dessa 
que a diagonal d • ro e forma reta 
Quanto med esse retângulo f ngular tem 5Om 1 e a outra dimensã orma com a base u de comprimento. Sabe-se 

O. Um avião que está a 2 o dêsse retângulo ? m ângulo cuja medida é de 30º. 
t:am num mesmo á . . ooom de altur . . 
tivamente, 750 e 72~ tio de um campoadé v1s~o por dois obs . . 
os casos possíveis ) . Qual a distância e aviação, sob ân ervadores . que se encon• 

· que separa êsses doi!ul~s que medem, respec• 
0 servadores ? (Estudar 
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TÁBUA DE RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS(•) 
- . 

Ângulo sen cos tg Ângulo sen cos tg 
-

l º 0,0175 0,9998 0,0175 46° 0,7193 0,6947 1 0355 

20 0,0349 0,9994 0,0349 47° 0,7314 0,6820 1,0724 

30 0,0523 0,9986 0,0524 48° 0,7431 0,6691 1,1106 

40 0,0698 0,9976 0,6099 49" 0,7547 0,6561 1,1504 

50 0,0872 0,9962 0,0875 50° 0,7660 0,6428 1,1918 

6º 0,1045 0,9945 0,1051 51° 0,7771 0,6293 1,2349 

70 o, 1219 0,9925 0,1228 52° 0,7880 0,6157 1,2799 

8º 0,1392 0,9903 o, 1405 53° 0,7986 0,6018 1,3270 

9" 0,1564 0,9877 0,1584 54° 0,8090 0,5878 1,3764 

100 0,1736 0,9848 0,1763 55° 0,8192 0,5736 1,4281 

-11° 0,1908 0,9816 0,1944 56° 0,8290 0,5592 1,4826 

12° 0,2079 0,9781 0,2126 57° 0,8387 0,5446 1,5399 

13° 0,2250 0,9744 0,2309 58° 0,8480 0,5299 1,6003 

14° 0,2419 0,9703 O,2493 59° 0,8572 0,5150 1,6643 

15° 0,2588 0,9659 0,2679 60° 0,8660 0,5000 1,7321 

16° 0,2756 0,9613 0,2867 61° 0,8746 0,4848 1,8040 

17° 0,2924 0,9563 0,3057 62° 0,8829 0,4695 1,8807 

18º 0,3090 0,9511 0,3249 , 63° 0,8910 0,4540 1,9626 

19° 0,3256 0,9455 0,3443 ·64° 0,8988 0,4384 2,0503 

20º 0,3420 0,9397 0,3640 65° 0,9063 0,4226 2,1445 

21° 0,3584 0,9336 0,3839 66° 0,9135 0,4067 2,2460 

22° 0,3746 0,9272 0,4040 67° 0,9205 0,3907 2,3559 

23° 0,3907 0,9205 0,4245 68° O,9272 0,3746 2,4751 

24° 0,4067 0,9135 0,4452 69° 0,9336 0,3584 2,6051 

25° 0,4226 0,9063 0,4663 70° 0,9397 0,3420 2,7475 

26° 0,4384 0,8988 0,4877 71º 0,9455 0,3256 2,9042 

27° 0,4540 0,8910 0,5095 720 0,951 1 0,3090 3,0777 

28° 0,4695 0,8829 0,5317 73° 0,9563 0,2924 3,2709 

29° 0,4848 0,8746 o,5543 74º 0,9613 0,2756 3,4874 

30° 0,5000 0,8660 0,5774 75° 0,9659 0,2588 3,7321 

31° O,515O 0,8572 0,6009 76° 0,9703 0,2419 4,0108 

32° 0,5299 0,8480 O,6249 77° 0,9744 0,2250 4,3315 

33° 0,5446 0,8387 0,6494 78° 0,9781 0,2079 4,7046 

34° 0,5592 0,8290 0,6745 79° 0,9816 0,1908 5,1446 

35° 0,5736 0,8192 0,7002 80° 0,9848 0,1736 5,6713 

36° 0,5878 0,8090 0,7265 81° 0,9877 0,1564 6,3138 

37° 0,6018 0,7986 0,7536 82° 0,9903 0,1392 7,1154 

38° 0,6157 0,7880 0,7813 • 83° 0,9925 0,1219 8,1443 

39° 0,6293 0,7771 0,8098 84° 0,9945 0,1045 9,5144 

40° 0,6428 0,7660 0,8391 85° 0,9962 0,0872 11, 4301 

41° 0,6561 0,7547 0,8693 86° 0,9976 0,0698 14, 3007 

42° 0,66~1 0,7431 0,9004 87° 0,9986 0,0523 19,0 811 

43° 0,6820 0,7314 0,9325 88° 0,9994 0,0349 28,6 363 

44° 0,6947 0,7193 o, 9657 89" 0,9998 0,0175 57,2 900 

45° 0,7071 0,7071 1,0000 

(•) Note que na tabela não constam as razões trigonomttricas correspondentes a O• e 
90• porque se trata sômente de lfngulos ogudos. 



3. ª Parte . Relações métricas no 

• T triângulo retângulo 
. R eore1:1a de Pitágoras 

elaçoes métricas num 

• Rei - triângulo qualquer 
acoes métricas no círculo 

Relações tnétr• 1cas no t . .._ 
11 Com . nangu1o retângulo . vistas ao ,.,.. 

ieorema d p · 
C e itáuovas onsidere O o' " triângul • · 
- o retangu/o ABC 

BH é a alt . , onde: 
- ura rela tiva ,, h' 

AH e fie s- ª 1POtenusa Ãc . 
. ao os segm , isto 

hipotenusa AC. entos determinados pela 
é, BH ..L AC; 

altura BH sôbre a 

----------a·------ e 
Com relação , ------➔ 

a mesma unidade 

m(~) = AB = e ' 

m(~ ) = BC = a m(B}!> = BH = h 

m(AC) = AC = b m(~ = AH = m 
as medidas do m (H C) = HC = n 

s segmentos qµe 
figuram no 

triângulo retângulo ABC. 

sejam: 

182 

T.9 : A altura de um triângulo retângulo, relativa à hipotenusa, divide-o 
em dois triângulos retâ,.,gulos, ambos semelhantes a êle. 

H { 6 ABC I l3 é reto e BH ..L AC 

T[ 6 AHB "'6 ABC"' 6 BHC 

D EMONSTRAÇÃO: 

A a ltura BH relativa à hipotenusa AC determina os dois triângulos 
retângulos : AHB e BHC (ver figura da pág. 182) . 

Consideremos o triângulo AHB (um dos "pequenos" ... ) e o triân-
gulo ABC ( ... o "grande"), onde: 

1. Â ~ Â (propriedade reflexiva da congruência) 

2. H"' B (ângulos retos) 

3. 6 AHB "'6ABC (por causa de 1, 2 e o l.0 caso de semelhança: A-A) 

O mesmo ocorre com os triângulos retângulos ABC ( ... "o grande") 
e BHC ( ... é o outro "pequeno" ), pois: 

l. ê ~ ê (propriedade reflexiva da congruência) 

2. B "' H (ângulos retos) 

3. 6ABC ,..._, 6 BHC (por causa de I, 2 e o l. 0 caso de semelhança: A-A) 

Logo: 

6 AHB ,.__, 6 ABC,..._, 6 BHC (propriedade tra nsitiva da semelhança) 

c.q.d. 

12. Conseqüências do T .9 

No triângulo retângulo ABC, valem as seguintes relações métricas: 

( 1. n) / c2 = b . m 1 

(2. ª) 1 ª 2 = b. n 1 

(3.•) / 1i2 = m . n / 

(4.ª) / a . e = b. h / 
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·De fato, pelo T .9 temos: 
~ .,,---._ 6.@_!} ,...,6_ABC ~ AH _ HB AB 

m 
ou 

'--"-'' AB - BC = AC c 

m c h c 
Portanto: - -

c b 
e 

a b 

ou 1 c2 = b. m ( t.•) 

Portanto: 
a b 
n a 

ou \ a2 = b . n \ (2.ª) 

6.@j,...,6.(iis~AH=HB AB m 
BH HC = BC ou h 

Portanto: 

ou 1 h2 = m. n 

li 
a 

c 
=-

b 

b 
a 

h c 
=-n a 

_Essas relações média proporcional podem ser enunci d 

( 

2 · Da 2. • série você : ~s lembrando-se o conceito de 
ex.: -

4 

= _!) 
0 

. ª e que numa proporção contínua 

8 me10 comum é 
média geométru· a d denominado médiú 

D

• os extrem ( proporcional ou 

esse modo as - os no ex.: 42 = 2 
a seguinte redação· relaçoes métricas no tridng l X 8). 

1

--------· u O retdngulo passam a ter 

( l.•) c2 - b. m 

(2.•) a2 = b. n ç=:) 

A medida d e cada catet , , . as medidas da hip t o e media proporcional entre 
tos determinados s~;nusa ~ a de um dos segmert' - re ª hipotenusa pela altura. 

A medida da altura . é média prop -. ' relativa à hipotenusa 
orctonal t ' segmentos que ela d en re as medida!> dos etermina sôbre a hipotenusa. 

O produto das med. ao produto das m J?Js dos catetos é igual 
medida da altur~ 1 ~s _da ~ipotenusa pela re ativa a hipotenusa. 

JR,t 

T.10 Teorema de Pitá~oras (*) 
Se um tridngulo é retdngulo, então o quadrado da medida da hipo, 
tenusa é igual à soma dos quadrados das medidas dos catetos. 

NOTA' eomumen«, o Teo,.,m• d• P"'"'"' • enun,~do, Num lridogulo ,.,ldogu> 
o quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos catetos. 

H ( 6. ABC \ 13 é reto 

T{b2 = a2 + c2 

D EMONSTRAÇÃO: 
c2 == bm (V Relação) 
a2 == bn (2.ª Relação) Jâ sabemos que: 

c2 + a2 == bm+bn (somando membro a membro) -ou cz + a
2 

== b(m+ n) (propriedade distributiva) 

ou c2 + a2 = b . b (porque: m + n == b) 

ou [ e' + a' ~ •'] c.q.d. 

T. 11 Teorema recíproco Se num tridngulo ABC, cujos lados medem e, a e b, respectiva• 
mente, tem''" b' ~ a' + e' , então o td.ingulo 1 ,..,ângulo, sendo 

o dngulo reto oposto ao lado de medida b. 
H [ t:, ABC \ b' ~ a' + ,, T [ t:, ABC I retângulo, sendo fJ reto 

N 
A / 

b e 

e 

B a 

(ºI P•''°'~' um Oo• mo<•= "'°"''°' O•. A••""'l""• 1,, .,, • "'°'' , ... --•"""• == 
(onnando o estudo da MatelTlâtica numa verdadeira C ltncaa. 

e 
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ÜEMONSTRAÇÃO: 

Se')·a M · um angulo reto e N 
e p pontos sôbre os lados do M 

MN == e e MP == a ' 
tal que: 

Pelo Teorema de 
Pitágoras : 

(NPF== a2+c2 l 
ecomo,por hipótese: b2==a"+c2J ~(NP)"l:: bl=> NP b ·- ---

== =NP-:::::.AC 
Então: 6 AB 

" C ,,..._,, 6 MNP (caso L,L,L) 
Como M , e, portan to· /4 ,...._ B 

• e reto segu B · retangulo. ' e,se que também , 
e reto, ou seja, o 6 A BC é 

OssERVAçÃo· Os . • d 
por niímeros natu. . tnangufos rerãnguf . c.q. . 
cujos fad rais, denominam, . os, CUJas medidas d 

os medem, numa me se _Pitagóricos. Assi _ ?s fados são expressas 
sma unidade: m, sao pitagóricos os triâ ngulos 

J , 4 e 
5 (porque: J 2 

6, 8 e I O ( + 42 = 52) 
9, 12 porque: 62 + 82 = 102) 

e I S (porque: 9 2 
Para medirem s + 122 = 152 ) 

construídos da se ui uas terras, os anti os e . . 
em igua/ distâncf nte maneira: numa ~ord g1pc1os u~avam ângulos ,·etos 

a um do outro, isto é 12 ª,,eram feitos 13 nós, situados 
., espaços" iguais, A seguir, 

4 
3 

5 

fixav~m a corda no chão 
os nos correspondentes a 3 marcavam com estac 

Tôda ess , 4 e 5, que são nú as (conforme a figura) 
P ·e, a arte era base d na - meros Pitagóricos! t agoras! a a no -

Çao que tinham do Teorema de 
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LEMBRETE AMIGO 

Se o triângulo ABC é retdngulo (em QUALQUER POSIÇÃO!): 

B 
A 

a i 

a e 

. e 

~ e b H A e 

e 

então valem as seguintes relações métricas: 

EJ-B-B-EJ-EJ 
(Pitágoras) 

TESTE DE ATENÇÃO - GROPo 64 

1. Os triângulos ABC, MNP e XYZ são retângulos . Complete as seguintes sentenças, 
que dizem respeito às relações métricas: 

:~:~ 
~ C b A 

a2 + b2 = .. . 
... =ex ... 
b2 = e X .. . 

h 2 = X n 

Xb= X h 

pxn= ... Xg 

p2 = 111 X .. . 

.. =XX y 

1112 = p2 + ... 
.. = m Xy 

... + ... 
m X n 

x 2 = y X .. . 

zX - IX .. . 

-yXm 

2. Complete o seguin te quadro, relativo a triângulos re tângulos cujas medidas dos fados 
são números inteiros, sendo a medida da hipotenusa representada por e: 
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EXERCfCIOS DE APLICAÇÃO 
- GRUPO 65 

1. Determina, .Y · 

Temos: x • + 8 ~ = 10 2 (Pitágoras) 

8 
ou 

X ~ + 64 == 100 <=====.) ,'I'. a = J 00 - 64 

uu Á , == 36 = > X == V 36 = 6 

Logo: u valor de x é o. 

2. Determinar <1: 

Temos: a~= 10 2 + 6 2 (P' á 
lt goras) 

a 2 = 100 + 36 = 136 

a == vfü == v 4 X 34 = 2 1/ 34 

Logo: o valor de· a -
é 2 v 34. 

3. Determinar h, x, y: 

Temos: 

Como: 

ou 

Como: 

Portanto: h = 7,2, x = 15 
e Y = 5,4 

ou 

4 . Determinar b e e: 

Como: 62 = x (x + 5 ) 
(T .J 1) 

então: 

cujo: 

36 == X 2 + 5x ~ 

V = {- 9, 4) 
x2 + .5x - 36 = O 

x
2

== 12 2 + 9 2 (Pitágoras) 

X 2 = 144 + 8} == 225 ~ X = ,J 225 = J 5 

12 
X 9 == x X Ir (pelo T.11 ) 

1 08 == 15 X Ir ,_, I _ 108 
-., 1 - - = 7,2 

92 - 15 
- x X Y (pelo T .12) 

8 1 == 15y <=:;> == 81 _ 
5 y 15 - · •4 

e 

b 

Rejeitada a raiz _9, 
Pitágo temos x - 4 ras: - e, Portanto 

b 2 = 62 + 4 2 == 
36 

' no tri ;i nguJv re tângulo AI !C, por 
+ 16 = 52 =:, b -

No f:}. AHB, retâ ngulo: c2 = b, - ' .52 = 2 v 13 . 
+ 81 <====) c2 = 117 + (x + 5)2 ou c2 == 62 

~e= VIl'7 = 3 m + (4 + 5)2_<=:> c2 = 36 + 
Por tanto: b = 2 vTI e .r:-: 

C=3v l3 
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PRÁTICAS USUAIS - GRUPO 66 

l.•) Cálculo d a d iagonal de um quadrado: 

Seja o quadrado ABCD, cujo lado mede a e a diagonal d. 
No triângulo retângulo ABC (que é isósceles): 

d2 = a2 + a 2 (Pitágoras) 

ou d 2 = 2a2 > d= a v2 

Logo: / d = a v2 / 

2,") Cálculo d a a ltura de um triângulo eql.lilátero: 

rzJ 
A a B 

Seja o triângulo eqüilátero ABC, cujo lado mede I e cuja altura, relativa à base BC 
tem ror medida Ir. No triângulo retângulo AHC: ' 

A 1,2 + ( ~) 
2 

= 12 (Pitágoras) 

B "-----4--~-'-:..l C 
-..-- ---·f-··· .. ·--···--·► 

12 312 1 v"j 
ou 1,2 = /2 - - <===) 1r2 = - ;> Ir = --

4 4 2 

Lugo: 1 ,, = I VJ I 
' 2 . 
1 

Co11seqiiÍ'ncia: No caso de um tri!l ngulo retilngulo possuir um ângulo agudo medindo 
30° (como o HÂC da figura) e, portanto, o ou tro medindo 60°, então 
o cateto oposto ao ângulo agudo de J0• vale a metade da hipotenusa. 

Exemplos: 

O perímetro de um quadrado é de 12m. Qual a medida de sua diagonal? 

Como o lado dêsse quadrado mede: 12m : 4 = 3m, e o valor da sua diagonal é dado 
pela "fórmula": d = / V2, segue-se que: 

d= 3 v2 ou, com aproximação de 0,01: d= 3 X 1,41 = 4,23 

Logo, a diagonal do quadrado mede 4,23m. 

2.•) Calcular a altura de um tridngulo eqüilátero cujo lado mede 2 VJm. 

1 V3 temos.· Ir = 2 vj: vJ = 2 .;-j: VJ = 2 X2 3 = 3 Sendo: /, = -
2
-, 

Portanto, a a ltura do triilngulo eqüilátero mede Jm. 

3.•) R elação entre o seno e o co-seno de um m esmo ângulo: 

A Qualquer que seja o ângulo agudo ê, vale sempre a relação: 

(sen C)2 + (cos C)2 = 1 

b 

ou Ec + cos2 e = 
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De fato por d r· .• ' e imçao temos: 

sen C - e .• - b ==> (sen q~ = 5.: j 
b2 

cos C = ; ==> {cos C)2 = a~ r + 
b2 J 

(sen C)~ + {cos q2 = c
2 + a 2 c2 + a2 b2 

b2 b2 = b2 = b" = 1 (e'' + 2 • · ª = b2 , Pitágoras) 

Logo: 1 sen2 C + cos2 C = 1 

A lgumas aplicações: 

l .•) Calcular os valôres d 
S

. o sen 450 
eJa o tr iângulo re • . ' cos 450 e tg 45º, 

tangulo e isósceles ABC: 
respectivamente. 

A Então: 

45 

b e a 

45 
c."--'--+---1 

B 

sen 450 = ; } 
==> sen 450 

cos 45• = ~ = cos 45° 
b 

tg 450 = ~ 
Como: {sen 450)2 + a ==> tg 450 = 1 

{cos 45º)2 = 1 
ou 2{sen 45•)2 = 1 ( Porque· se 4 . n 50 = cos 45º) 

{sen 450)2 _ 1 _ 
- 2 ==> sem 450 = ✓.]_ _ 1 V2 

2 ---

ou 

ou vi - T 
sen 450 = O 707 1 

t: também· ' · {aprox. 0,000.1) 
2 •) e · cos 45º - o 101 

· alcular os lô - , .J 
Se· . va res do sen 30• 

Ja o tnDngulo eq·· ·1á • cos 30• e tg 30o u1 tera ABC, ond . ' respectivamente. 
no t::,. AHC e. 

, retângulo: 

1 

sen 300 = 2 _ 1 
1 - 2 "' 0,500.0 A 

/ VJ 
cos 300 = !!._ = - 2- ✓3 

- ,- = T = 0,866.o 

1 

tg 30º = ! = I ~r-=
3 

= _l_ _ VJ 
v . i V3 - 3 = 0,577.4 

- 2-
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EXERC ICIOS DE F IXAÇÃO - GRuPo 67 

1 • Determine o va lor de x em cada um dos seguintes rriilngulos: 

9 X 

~ 
7Vs 

x+ 2 

6 
6 

2. Complete a seguinll' tabela, .:ujos números se referem aos lados do triângulo 
re tângulo ABC, sendo /) o ângulo reto: 

BC 

CA 

3 . Determine 
O 

valor das medidas dos segmentos que figuram nos seguintes triângulos 

retângulos: 

y 
,/ i5 

B L.,. ___ ...:.1.;::::6 _ _....!~-'---' 

+······ ·· ·· -·-----a---··--------~ 

/ . 
,,, •••m-~ 12 zL.------ ---~ 
+-· - · - . -- . · · ···X·--· ...•.•. ·•-➔ 
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4.") p 

5 

3 

r· N......_ ____ L:,L __ --1.-1 M 
4 ~ -----x--- ---~ 

4. Idem nos retângulos: 

2.· ) 

8 

<E------·-·X ·------~ 

5. C~)cule os valôres do sen 60º 
tnangulo eqüilátero. ) ' cos 6º º e tg 60°, respectivamente. (Sugestão: Use o 

PROBLEMAS - GRUPO 68 

(Acêrca das /a -re çoes métricas num tridngu/o retdngulo) 

1. Num triângulo retângulo um d 
12m. Determine as medidas do: ~~tetos mede 15m e a altura relativa à hipotenusa, 
altura determina 5Ôbre a hipoten~~~~enusa, do outro cateto' e dos segmentos que a 

2. ~ hipotenusa de um triângulo retân u 
e 21m. Calcule as medidas do g 10 mede 15m e a soma das medidas dos catetos 

s catetos. 
Sugestão: s d · en ° e= 15, então a2 + b2 __ 152 s1stema: (Pitágoras) e agora é só resolver o 

{ 
a + b = 21 

ª 2 + b2 = 225 

3 . A base de um retân lo 
Quanto mede a a ltur}~êssmede 24m e o comprimento de 5 '\ e retângulo ? sua diagonal, 2 m. 
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4. As_ diagona is de um losango medem 12m e J6m. respectivamente. Calcu le o com
primento do lado. 

5. A diagona l maior deu~ losango mede 16m. O perímetro dêsse losango é de 4 ✓ SOm. 
Calcule a medida da diagonal menor. 

6- O perímetro de um triângulo eqüilátero é de 30 V3m. Quanto mede a sua a ltu ra? 

7. Num triâ ngulo isósceles, os lados congruentes medem 10m cada . Se o compri

mento da altura é equivalente aos 2. do comprimento da base, quais os compri-
3 

mentos da base e da a ltura dêsse triângulo? 

8 · Num triângulo retângulo ABC temos b = 60 (cateto) e e = 100 (hipotenusa). Cal
cule,. em metros, o perímetro de cada um dos triângulos determinados pela altura 
relativa à hipotenusa. 

9 · Num trapézio re tângulo, as bases medem l0m e 14m, respectiva~ente . Sabendo-se 
que a a ltura dêsse trapézio mede 3m, quanto mede o lado obliquo? 

l0. A que altura uma escada de 5m toca num muro, se o pé da escada está a 3m do 
mesmo ? 

l3. Projeção orlogonal de um ponto e de um segmento 

sôbre uma reta 

Projeçã-o ortogonal ou vertical de um ponto P sôbre uma reta r é o 
Ponto P', pé da perpendicular traçada de p · a r. 

Projeção ortogonal de um segmento AB sôbre uma reta r (não sendo 
AB perpendicular à r) é O segmento A' B', cujos extremos são as projeções 
ortogonais de A e de B sôbre r. 

.. 

Não se fazendo referência em contrário, ·a .palavra projeção já su~ 
bentende ser ela ortogonal. 
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LEMBRETE. AMIGO 

Mais um exemplo de função para a sua coleção ... 
V A • , b 

oce Ja sa e que a perpendicular baixada de um ponto a uma 
reta sempre existe e é única. Consideradas duas retas distintas 
r · e r' d 1 0 mesmo P ano, a Projeção ortogonal ou vertical dos pontos 
de ·r sôbre r' é m f ~ J 

, . u a , unçao porque associa a cada ponto A E:: r 
um unico ponto A = .f(A) E:: r', que é o pé da perp;!nd icular 
traçada de A à reta r. 

A. f(A) 

' ' 
' ' ' ...... ,,,,,.. ... · '.,.,. : 
i 
!f 

~ 
' 

s· f (B) • 

TEOREMAS - GRUPO 69 

(Acêrca das relações métricas no tri(J ngulo rettlngulo ) 

... 
Im f 

1.•) Em qualquer circunferênci d 
é média Propo • 1 ª• u~a cor ª que passe pela extremidade de um diâmetro 

. rcwna entre o d1 â.metro e a sua projeção sôbre êle. 

(Sugestão: Uso direto das canse .. ê · d 
inscrito num~ se • . ti _qu ncias O T.9, não se esquecendo de que todo 6 

. m1-c1rcun erência é retângulo . . . ) 

2-º) O segmento da Perpendicular baixad d 
· ti . ª e um Ponto qua lq uer da c1rcun erênc1a sôbre o diâmetro é 'd' . 

d • me ia Proporcional entre os AL!!~_,..==-'-1 B 
o1s segmentos que determina sôbre o diâmetro . 

(Sugestão: Conseqüência 3.ª do T.9 .) 
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Relações métricas num triângulo qualquer 

14. Relação com o ângulo agudo 

T. 12_: Num triângulo qualquer o quadrado da medida do lado op?sto 
a um ângulo agndo é igual à som a A dos quadrados das m:didas 
dos outros dois lados, m e nos duas uezes o produt~ da mejida de 
um dêstes lados pela medida da projeção do outro sobre aquele lado. 

H { 6 ABC I Â é agudo 
T [ a 2 = b~ + c2 - 2cm 

DEMONSTRAÇÃO: 

Traçando CH ..L AB, vem: 

6 CHB, retângulo > a2 = h2 + n~ (Pitágoras) 
6 CHA, retângulo > 112 = b2 - m2 e n = c - m (porque: e = m + n ) 

Substituindo êsses valôres em: 

a2 = h2 + n2 

✓ ',, 1 
temos: ai = b2 - m2 + (c - m )t 

ou az = bZ - m2 + c2 - 2cm + m2 ç:::::> , -_a_2_=_b_2_+ __ c2 _ __ 2_c_n--,i 1 
c.q .d. 

15. Relação com o dngulo obtuso 

T.13 ,: ' 
Num tridngulo obtusdngulo, o quadrado da medida do lad~ oposto 
ao â ngulo obtiiso é igual à somAa dos qvadrados das m: didas dos 
ovtros dois lados, mais duas vezes o produto da m edida de um 
déstes lados pela medida da projeção do outro s6bre a reta que 
contém aquêle lado. 

H { 6 ABC J Â é obtuso 
T { a2 = ;;, + c2 + 2cm 

e 

DEMONSTRAÇÃO: 

~ . 
....... l .. ~~~B 

H A<--c~ 

Traçando CH ..L AB, vem: 

6. CHB, retângulo~ a2 = h2 + n 2 ; .6. CHA, retângulo > h2 =b2-m 2 e n=m+c 
,/ ',, ',, 

e substituindo: a2 =b2 - m2 + (m+c)2 

ou a 2 
= b2 

- m2 + m2 + 2cm + c2 < > 1 a 2 = b2 + c2 + 2cm j . c.q .d. 
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EXERCÍCIOS E XPLORATÓRIOS - GRUPO 70 

(Acêrca da natureza de um tritlngulo) 

Você sabia que pode reconhecer se um t r iângulo é retângulo, acutlingulo ou obtusân
gulo - SEM DESENH,\-LO - conhecidas as medidas de seus lados? 

É só aplicar Pitágoras , sua recíproca ou as duas Relações agora estudadas. Como? 

BaSta comparar O quadrado da medida correspondente ao MAIOR LADO com a soma 
dos quadrados das medidas dos outros dois lados . ' 

Se O primeiro número é igual ao segundo, o Teorema de Pitágoras resolve. Por quê? 

P 
Se~ J'rimeiro número fôr maior que o segundo, a R elação com o 6ngulo obtuso resolve. 

or que. 

Se o primeiro número fôr meno d - 1 Por quê? r que O segun o, a Relaçao com o angulo agudo resa ve. 

Exemplos: 

Reconhecer a natureza do t:, ABC nos casos: 

1.0 ) a = 10 

b = 8 

c = 6 

quadrando: a2 = 100 <---1 

b
2 = 64 \ j ===> a2 = b2 + c2 (Pitágoras) 

,2 = 36 f 100 

Logo, o t:, ABC é ret!lngulo. 

2.0 ) a = 13 

b = 8 

c = 7 

quadrando: a2 = 169 , 

b
2 = 64 } j ,2 = 49 113 

Logo, 0 6 ABC é obtusângulo. 

3.0
) a=l2 

b = 8 

e = 9 

quadrando: ª2 = 144 +---
b2 = 64 \ j 
,2 = 81 f 145 

> a2 > b2 + ,2 
(pela Relação com o ângulo obtuso 
equivale a dizer: a2 = b2 + ,2 + 2cm) 

> a2 < b2 + ,2 
(pel~ Relação com o â ngulo agudo 
equivale a dizer: a2 = b2 + ,2 - 2cm) 

Verifique você mesmo que · 
' nesse caso, 0 6 ABC é acutângulo. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 71 

Reconheça a natureza dos triân ui . . 
g os CUJOS lados medem, em dm, respectivamente: 

l.0
) 9, 12 e 15 2.º) 8, 11 e 9 

4.0
) 3, 4 e 5 5.0

) 18, 24 e 30 6.0
) 7, 8 e 14 
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EXERCÍCIOS E XPLORATÓRIOS - GRUPO 72 

(Acérca das razões trigonom~tricas seno e co-seno) 
' 

Lei dos senos : Num tridngu lo qualquer as medidas de seus lados são proporcionais 
aos senos dos (lngulos opostos. 

e 

b 

Consideremos o caso do triângulo acut{l.ngulo, 
que é o de maior interêsse para nós . Então: 

\ 

a b c 

> _ _ se_n_A_ =_s_e_n_B_=_s_e_n_c _ __, 

Oe foto, traçadas as a i curas: CH l. AB e BH' ..L AC, vem: 

no t:, CHB, retâ ngulo: ..!!._ = sen B (por quê?) <==> h = a . sen B 
a 

h · ( • ?) ,_, /1 = b . sen A no t:, CHA, retângulo: b = sen A por que . __,, 

Portanto: a . sen B = b . sen A (por quê?) 
a b 

ou sen A = sen B 

Agora é a sua vez de " t irar" as seguintes relações dos triângulos retângulos BH' A 
e BH'C, respectivamente: 

h' = e . sen A } A c <==> ª e 
li' = a . sen C ===> c · sen = ª · sen sen A = sen C 

e, finalmente, tôdas essas razões iguais permitem conclu'ir que: 
a b c 

sen A = sen B = sen C 

APLICAÇÃO: Calcular x, com aproximação de 0,1 por falta, no seguinte triângulo: 

Temos: _ x _ _ = ~ (Lei dos senos) 
x 1 6 sen 30° sen 50° 

x 16 16 X 0,5 
50° 30º OU - X = ---'----'- 11,4 

0,5 0,7 0,7 

Logo, p va lor de x é 10. 

Lei dos co-senos: Num tri/111g11/o qualquer o quadrado da medida de um lado é igual 
à suma das medidas dos quadrados dos outros dois lados, menos duas 
vhes o produto dêstes pelo co,seno do (1.ngulo oposto ao primeiro lado. 

e Agora , no triângulo acutângulo ABC: 

> l'--_a_2 _=_b_
2
_+_c_

2
_-_2_bc_. _co_s_A _ __, 

De fato: 
m 

no t:, CHA, retâ.ngulo: b = cos A (por quê?) 

ou m = b. cos A 
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Como 

ou 

a2 = b2 + c2 - 2cm (T .12), vem: 

ª 2 = b2 + c2 
- 2c(b . cos A) 

ª 2 = b2 + c2 - 2bc . cos A 

APLICAÇÃO: Cal J 
cu ar x , com aproximação de 0,1 por fa lta, no seguin te triângulo: 

Temos: x 2 = 6~ + 8 2 - 2 X 6 X 8 X cos 60° 

x
2 = 36 + 64 - 2 X 6 X 8 X 0,5 

X
2 = 100 - 48 = 52 > X = V5]. = 2 v'"TJ 

ou x = 2 X 3,6 = 7,2 

8 Logo, o valor de x é 7,2 . 

Conclusão: Se você conhecer num 
triângulo acu tângulo: 

l .º) as medidas de dois ting 1 
lados serão d eterminad:S º! 1· ª de um lado, então as medidas dos outros dois 

p lcandº a LEI DOS SENOS· 
2.•) as medidas de dois lado d ' 

lado serâ determinada 1p~i~n~ angulo comJJreendido, então a medida do outro 
o a LEI DOS CO,SENos; 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇA-O 
-- GRUPO 73 

1. Consultando a t abela da pág 181 
em décimos, por falta, o val~r d• com a apro_ximação de 0,1 por falta, determine 

1.•) 2 ") e x n os segumtes triângulos: 

X 

20 

~ 80° 

2. Num parale logramo os lad 
formam e t • ' os consecutivos q â 

I 
n re s1 um ângulo de 60• C 

1 
• ue medem 6m e 8m respectivamente, 

ngu o. · ª cule a medida da diagonal oposta a êsse 

3. Num triâng [ â u o, dois ângulos medém . 
ngulo de 65° mede 15cm. Quanto respectivamente 65° e 48°. O lado oposto ao 

N 
. medem os outros dois !~dos ? 

4. um trapézio isóscel b 
l0dm e; es, ª ase maior m d 12 · 
t rapé'. orma com a base maior um ângulo e d e 600dmC. O lado nã?-paralelo, que mede 

zio. e · alcule a medida da diagonal dêsse 

5. Num trapézio a base maior que med 
~~r;nç~lod de 45°. ~ sse lado não-par: i:?°F,• forma com 1:1m dos lados não-para lelos 

mr a e um ângulo de 60º Qu O orma com a diagonal que passa pe la sua 
· ante mede essa diagonal ? 
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Relações métricas no círculo 

16. 1 . ú Relação: corda com corda 

T.14 Se duas cordas se interceptam num ponto interior à circunferência, 
então O produto das medidas dos seg'!1entos determinados por 
uma delas é igual ao produto das medidas dos segmentos deter-
minados pela outra . 

H {C(O, r) 1 AB n CD = {PJ e P é interior 

T [PA . PB = PC. PD 

D EMONSTRAÇÃO: 

e ® 
. 

r-

Unindo-se A a D e C a B, formam-se os triângulos PAD e PC/3, tais 
que: I ,-... 

1 

m(BÂD) = m(Br'D) = 2 m(BD) 

6. PAD ,...._, 6 PCB (caso A-A) porque l ,-... 
~~ ~~ b m(PÊC) = m(P A) = 2 m(AC) 

Logo: PA PD 1 PC = PB <=) PA.PB = PC.PD 1 c.q.d. 

OssERVAÇÃo: Compare o T.14 com o exercício 3 do GRUPO 55 (pág. 165) e conclua. 

17. 2.ª Relação: secante com secante 

T.15 Se P é um ponto exterior a uma circunferência e dêle forem 
traçadas duas secantes que a interceptem, respectivamente, 
nos pontos A, B, e C, D, então: PA.PB = PC.PD. 

H {C(O, r) 1 P é exterior 

T{PA.PB = PC.PD 

DEMONSTRAÇÃO: 
D 

p 

Unindo A a D e B a C, formam-se os triângulos P AD e PCB, tais que: 

{ 
P comum 

6. PAD ,..._, 6. PCB (caso A,A) porque f\ ÍJ ( l ,-... ) 
~ ~ n ~ va lem 2 m(AC) 

Logo: ~~ = ~~ <==) 1 PA.PB = PC.PD I c.q.d. 

OBSERVAÇÃO: Compare o T.15 com o exercício 9 do GRUPO 56 (pág. 167) e conclua. 
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18. J.ª Relação: secante com tangente 

T.16 : Se Pé um ponto exterior a uma circunferência e dêle jorern traça~ 
- - pC a secante PA e a tangente (geométrica) PC, então o seg~to -

da tangente é m édia proporcional en tre os segm entos PA e PB, 

H (C(O, r) 1 Pé exterior 

T { PC é média proporcional entre P A e P B 
(ou (PC)2 = PA. PB) 

DEMONSTRAÇÃO: 

Unem,se C a A e B. Formam,se os triângulos PCA e PBC, tais que: 

1 f> é comum 
!:::. PCA ~ 6. PBC (caso A,A) porque { _ ( l ,,_e)) 
~ ~ l 13 ,.._, C valem 2 m(A 

Logo: :~ = ~1 ~ \._(_P_C_f __ P_A_._P_B_\ 

19. Potência de um ponw em relação a uma cjrcunjerêncía 

Consideremos várias secantes a uma circunferência, passando tôda5 

por um ponto P, exterior ou interior à circunferência e que a interceptem 
nos pontos: A e B, A' e B', A" e B", 

B' 

Pelos teoremas T .15 e T .16 os produtos das medidas: PA.PB, 
PA'.PB', PA" .PB", .. . têm valor constante, qualquer que seja a secante. 

T al produto denomina,se: potência do ponto p em relação 
à circunferência. 
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. os OE APLICAÇÃO - GRUPO 74 
EXERC IC I 

Determina r o vnlor de x nas figuras: 

1." l Temos: 
... eia ' I • Relação) do T .9 1 

61 = AB . x 1Consequen , · 

Como: 1AB)1 = (BC)'..! + (CA)i (Pirãgoras ) 

36 100 = > A B = 1 U 
1ABF = 81 + 62 = 64 + = Oll 

Logo: )6 = 10. X~ X = ),6 

Portanto, n va lor de x é 3,6 · 

rk 
A~B 

'--....__./ 

4 X X 
= 3 X 8 (1." Relaçiio l 

2.") T emos: 

24 
Logo: x = 4 = 6 A . . 

1 

X = 6 
........ 

Portanto, o va lor de x é ú . 

9 X 8 
__ .v ( 22 _ x) (1." Relação) 

) .") Temos: " 
., 22x + 72 = O = > V = (I H, 41 

72 = 22x - xi <=> x· -ou 

Portanto : d 4 e O maior, 18 
se x = 4, o menor dos segmentos me e 

. entos mede 18 e o menor, 4 
se x = 18 , <> maior dos segm 

12 
Temos: 12 X x = l6 X 6 (2." Re lação) 

4 . 'l 
96 V= - = s ., 12 

Portanto, o valor de x é 8. 

S.") Temos: x1 = 4 X 16 = 64 ·(J." Relm;iio) 

X = ✓ 64 = 8 

Logo, 0 valor de x é 8. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
1. De te rmine O - CnuPo .75 valor de x 

!.•) 
nas seguintes figuras: 

2 .•) 
J.•) 

5.•) 

8 .•) 
9 .•) 

2. Na figura (pág. 200, 
embaixo), que d 

ferência, demonstre efiniu a Potênda de 
que, trac;;ada a ta -. 

PA ngente PM, então· 
. PB =- PA• PB• . 

. == PA" . PB" == . . . = 

P em relac;;ão ã circun-

PROBLEMAS 
(.4cêrca da - - CnuPo 76 

1 . N 5 relaçoes métri 
~ma circunferência d cas no círc1,1/o) 

(PM)2 

lcule a distância dae 1o~~ de raio, trac;;a,se uma d 
2· dA_s cordas que unem ª ao centro dessa circu~ºfe : d~ 12cm de comprimento. 

1âmetro m d um ponto e d . r nc1a. 
. e em 9m e 12 a c1rcunferênci ' 

d1~etro AB, as medi m, respectivamente. a as extre~ idades A e B de um 
medida do raio da e· das das projeções AH HBCalcu le a d istância CH de C ao 

1rcunferên · ( e das d 
eia com aproximac;;~ d cor as sôbre o d iâmetro e a 

ao e 0,1 ). 
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J. Urna c ircunferência tem raio igua l a San. Pela ex tremidade de um seu diâmetro 
traça-se uma corda , cuja projeção sôbre êsse diâme tro mede 4cm. Qual o comprí, 
mento da corda ? 

4· MDuas cordas AB e CD interceptam-se em M. Sabendo que AM = 5, MB = 6 e 
C == 7,5, ca lcule CD e MD (unidade: cm ). 

5
· Duas cordas AB e CD inte rceptam-se em P . Sa bendo que A P = 9, PB = 4 e 

CD == 15, calcule PC e PD (unidade : dm). 
6- Üma cord;->é dividida por uma outra em dois segmentos de 8m e 9m, respectivam ente. 

Sa bendo que um dos segmentos em que a segundo divide a primeira é duplo do 
outro, d e termine o comprimento da segunda corda. 

7· Uma corda e um d iâmetro se intercepta m num círculo de Sdm de ra io. As duas 
menores partes que resulta m dessa intersecção medem respectivamente 3dm na 
corda e 2dm no d iâmetro. Q uanto mede a corda? (Aproximação: 0,1 ) 

8 · Uma corda CD intercepta um d iâmet ro A B, que mede 8cm, no ponto médio M do 
raio. Determine as medidas dos segmentos CM e MD, sabendo que o primeiro 
dêles mede a me ta de do segundo. 

9
· Duas secantes são traçadas de um mesmo ponto ex terior a uma circunferência. 

As Partes interna e externa de uma de las medem, respectivamente, 13dm e 23dm, 
e a parte externa da outra , 17dm. Calcule a medida da parte interna da última. 

10. 

12. 

13. 

14 . 

15. 

O diâ metro de uma circunferência mede 32,50m e é prolongado de 4,50m. Calcule 
0 comprimento do segmento da m ngente traçada do ponto extremo assim ob tido . 

Num círculo de 6m de raio e por um ponto exterior, situado a !0m do cen tro, t raça-se 
u~a ta ngente . C a lcule o comprimento do segmento d essa tangente, cujos extremos 
sao o ponto ex te rior e o ponto d e conta to . 

De um pon to exte rior a uma circunferência t raça-se uma secante que passa pelo 
seu centro e cujo segmento maior mede 32cm . Pe lo ponto exterior t raça-se também 
uma tangente, cujo segmento mede 24cm. Quanto mede o raio dessa circunferência? 

Seja uma circunferência de centro O e raio medindo 6cm . Determine sôbre o prolon
gamento do raio OA um ponto P ta l que a tangente traçada por êsse ponto, cujo 
Ponto de conta to com a c ircun ferên cia é B, sa tisfaça à condic;;ão: PB = 2 . PA. 

De um pon to exterior a uma circunferência, de 2dm de raio, t raça-se uma secante 
que passa pe lo seu centro e que a intercep ta nos p0:1tos A e B, respec tivamente. ie d êsse ponto fôr t raçada uma tangente que "toca " a circun ferência num ponto 

• q ua l a medida de P A, sabendo-se que PC é igua l à medida do didmetro A B ? 

De um ponto exte rior a uma circunferência, de 6cm de ra io, traçam-se duas secantes, 
que _medem, respectiva mente, o dôbro e o triplo do que mede o ra io . Calcule a 
rne? ida da parte ex terna da segunda secan te, sabendo que a parte externa da pri
meira mede urna vez e meia o ra io. 
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20. Definição 

4.ª Parte · Polígonos regulares 
• Medida da circunferência; 

cálculo de 1T 
Polígonos regulares 

Um polígono convexo é regular, se e sómente se, os seus lados são 
congruentes e seus ângulos são congruentes. 

, Assim, por exemplo,_ o triângulo eqüilátero 
e regular, porque possui todos os lados con
gruentes, bem como todos os ângulos (cada 
um mede 60°). 

O quadrado também é um· polígono re
gular. 

Por quê? 

TESTE DE ATENÇÃO - .GRUPO 77 

1. Por que u1;1 retângufo nem sempre é um polígono regular? Qual é 
O 

caso em que o 
retângulo e um poltgono regular? 

2. E o losango, por que nem sempre é um polígono regular? 

3. Quanto mede, em graus, cada ângulo interno dos seguintes polígonos regul:ires: 
l .º) hexá?Dno? (Modélo: . Lembre-se de que a soma das 

1;1ed1das dos ângulos internos de um polígono convexo 
e dada pela "fórmula": 

S, = (n - 2) 180° 

No caso do hexágono (n = 6), temos: 

S, = (6 - 2) 180° = 4 X 180° = 720° 

Se o hexágono é regular, os ângulos são todos congruentes 
e, portanto, cada um dêles mede: 720° : 6 = 120º. 
O ângulo externo mede: 180° - 120° = 60°. Por q uê'? 

2.0
) pentágono? 3.0

) decágono? 4.0 ) icoságono? 
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4 Q I t d Um Pol{gono regular, se a medida de cada · uanto mede cada â ngu o ex erno e 
â ngulo interno dêsse polígono é: 

4.0 ) 160°? 

21. Polígonos regulares inscritos e circunscritos a uma 
circunjerência 

Se você dividir uma M N 
circunferência, por exem- -------~~-.r-~------~ 
pio, em três partes de mes
ma medida (isto é, em três 
arcos congruentes), então 
as cordas que unem os 
pontos de divisão forma m 
~m t riângulo eqüilátero 
inscrito (A BC na figura), 
e as tangentes (isto é, os 
segmentos de tangentes) 
f?rmam um triângulo eqüi
latero circunscrito (MNP 
na figura). 

Fato análogo ocorrerá 
se você dividir a circun
ferência em 4, 5, 6, .. . 
arcos congruentes. 

p 

T.17 : S . if A • 16r dividida em um certo ntímero n (n E: I, e uma ctrcun erencta _ 
n > 2) de arcos congruentes, entao: 

. [Í"ono re{!ular inscri to a~ cordas consecutivas formam um po e, 

de n lados; B 

as tangentes nos pontos cosnecutivos de 
divisão determinam um polígono regular 
circunscrito de n lados. 

,,..-,.. ,,..-,.. ,,-.._ 

{ 
{ 

C(O, r) 1 AB ,..._, BC"" CD "" · · · 
H A~, BC, CD, DE, EF, ... são cordas 

, T [ ABCD ... é polígono regular inscrito 
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DEMONSTRAÇÃO: 
,.....__ ,.....__ ,.....__ 

1. Se AB'.::::'.BC~CD - - -
correspondente;-de a;c·o·s• entao AB ,.,_,CD,.,_, DE . .. como cordas 

congruentes . 

2. Se cada ângulo interno (que é • 
arcos congru~ntes. então as um a n~ulo inscrito) in tercepta n- 2 
exemplo: . suas medidas são iguais. Assim, por 

m(Â) = m(Ê) = 360• - 2 X m(M ) 1 
2 (observa r a figura ) 

e 2 implicam que O pol' tgono é regular e inscrito. 
c .q.d. 

{ 
H{ e;• r)J ÁB__"' Éê '.::::'. W '.::::'. ... 

N, N P , PQ _ ' · · · sao tangentes 

T{ MNPQ · · · é polígo cunscrito no regular cir-

M 

e 

DEMONSTRAÇÃO: 

Traçadas as cordas -AB '.::::'. BC ~ CD ... e como: 

m(MÂB) = m(MBA) " = m(BNC) = _ 1 ,.....__ 
!:::. AMB ,.,_, · · · - 2m(AB) tem-se: 

= !:::. BNC '.::::'. !:::. CPQ ... (caso ALA) 
isósceles, segue-s . { AM - · _· _ · e sendo êsses t riâ ngulos 

eque. '.::::'. MB"'BN~NC,.,_, - ,..., 
,.,_, NP - - = ... ~ MN = = ~ PQ,.,_, M" " ,. ,. 

is to é, MNP , - = · · · '.::::'. N '.::::'. P -:::: Q 
Q. . . e um polígo no regular circunscrito. 

c.q.d. 
T.18 . (Teorema -·r l reciproco do T 17) cn iue e circunscritível a • : Todo Polígono regular_ é ins-

p 

H 
uma circunferência . 

[ABCD ... é . um polígono regular A 

T [ABCD. · · é inscritível e ~ circunscritível r o B 

"---- e ... 

~ 
~ 

D 
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D EMONSTRAÇÃO: 

Çomo as bissetrizes dos ângulos consecutivos Â e 13 se interceptam em 
O e A ,.._, B (por hipótese o polígono é regular), então: 

Â /) = - e, portanto, o 6 AOB é isósceles. 
2 2 

Logo: OA '.::::'. OB 

Unindo O com C, temos : 

1 

AB ~ BC (por hipótese) 

!:::. AOB ,.._, !:::. BOC ABO ~ Ol3C (80, bissetriz) 

(L.A.L.) QB ,.._, OB (propr. reflexiva da congruência ) 

Logo: 0B ,.._, OC 
Sendo OA ,..,_, OB ~ OC, então o ponto O é eqiiidistante de A, B e C. 

Da mesma maneira, demonstra-se que O é eqüidistante de A!...33, 
C, D, . .. e que, porta nto, o polígono ABCD . . . é inscritíuel na C(O, OA). 

. Como: AB, BC, CD, ... são cordas congruentes de uma mesma 
Ct~nferência, segue-se que o ponto O é eqiiidistante de todos os lados 
(AB, BC, CD, . . . ) do polígono, ou seja, O é o centro da circunferência de 
raio OX, inscrita no polígono que, por sua vez, é circunscritível à mesma . 

22. Elementos principais de um polígono regular 

Centro do polígono: é o centro (O, na figura ) ~ ::
1

,:

0 

comum . das circ~nferências inscrita e_ circ1111s~rit~ · -; 
. Ra10 do pohgono: é o raio da ctrcunferencia med,d• do 

CtrCUrtSCrita. ngulo cônt roct 

_Apótema do polígono: é o raio da circunfe- apõ{em• A 

rênc1a inscrita. 
. Ângulo cêntrico (ou central): é o â ngulo cujo vér tice é_ o centro O e 

CUJOS lados são semi-retas que contêm dois raios consecunvos. 

A medida (t:Vn) do â ngulo cêntrico de um polígono regular de n 

(n > 2) lados é (como é fácil perceber): 
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Exemplos: â 1 
ngu o cêntrico do triângulo 360° eqüilátero: w;i = __ = 120 .. 

ângulo cêntrico do quadrado: w., = 360" 
4 

3 

ângulo cêntrico do he · 360" xagono regular.· w 
11 = -- = 60" 

A relação exis tente entre o á ~ 6 
mesmo polígono regular é a seg ~gu io ce_ntrico e o ângulo interno de um 

D " lllnte· sao supJ e 1ato, no triângulo isó 1 · ernen t a r es. 
sce es AOB, temos: 

âng. cêntrico + 2. âng. interno 
2 = 180° 

ou / âng. cêntrico + âng. interno 
180° 1 

TESTE DE ATENÇÃO -
l . Calcule em graus . GRuPo 78 

pol' ' , as medidas do â 1 igonos regulares: ' ngu o cêntrico e do il . 
1 °) octó ngulo 111terno dos seguintes 
· gono 2.º) decágono 

2. Qual é o polígono regular cujo ângulo e· J.o~ dodecágono 
1 ) entnco mede· 

·º J6o? (Modêlo: Como _ 360• · 
Wn - - == 36° ,.__ 360° 

.. n --~ n == -- - 10 
entao o polígono regula r é 36• - ' 

2.•) 60•? um decágono ) 
. 3.•) 72•? 

4.0
) icoságono 

4.•) 30° ·} 
J. A razão entre os ân ui . . 5.•) 18•? 

entre os mesmos é 3g• osQ111~ernos de dois pol' 
· Uais são êsses polfgoJis"fs regulares é ~ e a diferença 

EXERcfcros EXPL0 RAT6 
(Com relação a Pol' RI OS - Gnupo 79 

J. Dois Polígonos I igonos semelhantes . .. ) 
N- • regu.ares, de mesm • 
-ao e preciso figura o numero de lados -

sao regulares e de ... Se ~s polígonos ABCD ' sao semelham~.;. 
mesmo n umero d 1 ... e A' B'C'D' 

~ e ados, então: • - . de n (n > 2) lados 
( m(A ) == m(.B) (n - 2) 180• 

l.• 1 n - (Por quê?) 

m(Â') == m(./3') == (n - 2) 180• ==> Â ~ Â', fj ~ 1)1, ••• 

- _ ' n (por quê?) 
2 .• { AB ~ BC ~ CD 
~ ~ ÍJi0 ~ e,Íi (por quê?) AB B 

· . - · · · (por quê?) ==> - == _E_ _ CD 
isto e: Polígono ABCD, .. . A'B' B'C' - C'D' = ... 

" Polígono Ã'B'C'D'. __ 
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2. Os perímetros de dois JJo/ígonos regulares, de mesmo mímcro de lados, são proporcio, 
nais às medidas dos raios e dos apótemas. 

Agora é sua vez de resolver ... Basta lembrar: 

1.0
) a t ransformação, já conhecida, das proporções: 

AB BC 
se A'B' = B'C' = . . . 

_ AB + BC + .. . 
entao A' B' + B'C' + .. . 

2.0
) que tanto os raios como os apótemas são segmentos correspondentes na seme

lhança dos triilngulos, que se obtêm unindo-se o centro de cada um dos polígonos 
aos respectivos vértices ... 

Relações m étricas nos polígonos regulares 

23. Construção do quadrado; cálculo da medida do lado (l4 ) 
e do ap6tema (a4) do quadrado inscrito A~ , 

·· . ,!4 
M ~ Para se inscrever um quadrado numa circunfe

rência C(O, r ), basta traçar dois d iâmetros (AC e BD 
na tigura) perpendiculares entre si. Nestas condições e 
a circunferência ficará dividida em quatro arcos con
gruentes, pois a êles correspondem ângulos cêntricos 
congruentes (todos retos). 

·· ... ~ 
D 

B 

Unindo-se os pontos de divisão A, B, C e D, obtém-se, então, o 
quadrado ABCD . Indicando por : 

/., - a medida do lado do quadrado inscrito 
a4 - a me_dida do ap6tema do quadrado inscrito 

tem-se, no triângulo retângulo AOD, por P itágoras: 

l~ = r 2 + r 2 ~ 1; = 2r2 > /4 = ~ ~ 1-t = r ,12 

Lembrando que OM ..L AD faz o 6 OMA ser retângulo e isósceles, 
~onclui-se que: a medida do apótema é a metade da do lado do quadrado, 
isto é: 

l.1 r ti 
a-1 = 2 = 2 

1 
-1 1 rV2 / Logo, para o quadrado inscrito temos: 14 = r ✓ 2 e I a1 = - 2 -

'-----'' 1 ' 

NOTA: O índice 4, que figura em 11 e ª•• indica tra tar-se das medidas do lado e do 
apótema do polígono regular quadrado, nada tendo a ver com as operações indicadas. 

209 



A 

e 

ÜBSERVAÇÃo· Tra a d 
na figura) perpendicuJar~s ~ no-se ~utros doi_s diil~1etros (MN e PQ 

- .... tre si e q ue b1ssecc1onem os ã ngulos 
retos . formados por A B e CD . 
em oito a rcos congruentes· • .ª circunferência f icará dividida 
obtém-se o octógono r g 1 ' _unin~o-se êsses pontos de divisão, 

8 • e u ar znscrrto 
d ' isseccionando-se novam · A 

iãmetros perpendicula ente os angulos in ternos com novos 
regulares de : res entre si, pode-se construir polígonos 

16, 32, 64, . .. , 2,. (n > ) 
1 lados, respectivamente. 

TESTE DE ATENÇA~ o 
- GRUPO 80 

1. Jn'!!_cando por _I • a medida do lado do . 
◄ - 2r (é fácil. .). quadrado circunscrito à C(O, r), "deduza" que 

2. Um quadrado Pstá inscrit . 
de seu lado? E a de sei ~~:!~~~unferência de raio igual a 6cm. Qua l a medida 

(Modê{o: Aplica:ido as " fó l " . r.: 
rrnu as : / ◄ = r V2 e a• = ~ 

I ~ = 6 vi e a• = 3 V2 e ., . . 2 , temos: 
x1mação de 0,01 por f~lt/ubst1tuindo V2 por 1,41, isto é, tomando V2 com apro• 

1• = 6 X 1 41 
• = 8,46 e ª• =8 46 · 2 -

Logo, nesse quad rado O 1 d • · - 4,23 
a o mede 8,46m e o apótema 

3. Qual o perímetro ( . , 4,23m . 
cnm aproximação de O OI) d 

• 0 quadrado i · 4. Se 14 = 3 V2 é . nscn to do exercício a nterior ? 
1 a med,da do lad d 

ca cule, em cm, os val0res de r eº de e I ~m quadrado inscrito numa circunferência, 

24. Gmstrução do 
lado (l6) e do hexágono regular; cálculo das 

apóterna (a
6

) do h , medidas do 
exagono regular inscrito 

Para inscrever um h , 
ferência C(O, r), é reci exag~n? _regular na circun, 
congruentes. Como / ân sol d1':_1d1, ~a em seis arcos 

1 
. 360º gu o centnco do hexágono regular va e. w

6 
_ 

6 
,.-._ 

- 6 = 0°, seja AB o 
medida 60º, cuja co d A arco, de 
lados dêsse hexágon~. ª B (de medida lo) é um dos ~ 

t 
t 

No f::. AOB qu , · , 
(OÂB , e e isosceles (por • ? 

e OEA) é igual a 120º e, port _que ), ª soma dos outros dois ângulos 
o 6 AOB é eqüidngulo e tamb· ant~,. cada um dêles mede 60º. Então, 

Sendo: OA = OB em equilátero, isto é: OA ~ OB ,.._, AB. 
= r, segue,se que AB = r, ou 

seja, /0 = r. 
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Logo, a medida do lado do hexágono regular inscrito na C(O, r) é a 
/Jr6pria medida do raio da circunferência: 

A medida do apótema (a0) é obtida aplicando,se o Teorema de 
Pitágoras no triângulo retângulo OMA, onde: . ( / )2 (OAF = (OM)2 + (MA)2 ou r:! = a~+ 

2
° 

, 2 ( , . ) ~ ? 2 r ~ Como /6 = r, temos: ,.·. = 05 + 2 <==> r- = ª 6 = 
4 

e, portanto: 0 6 = r~ - - = - > ar; .,.._.,, 2 ., r:! 3r2 -- ✓ 23,' -1 aG = r~2 31 
4 4 

OasERVAÇÃo: Dividida a circunferência em seis arcos congruentes e traçando-se 
os d iâmetros bissetores dos /ingulos formados pelos diâmetros AD, BE, CF, . . . , a cir, 
cunferência resu lta rá dividida em doze arcos congruentes. 

Anàlogamente, d ividindo-se a circunferência em 24, 48, 96, ... , 3 X 2" (n ~ 1) 
arcos congruentes e unindo-se os pontos de divisão, obtêm-se os respectivos polígonos 
regulares inscritos. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 81 

1. Se na C{O, 5) r = 5, então / 0 = ... (medida em cm) 
2· Se o perímetro de um hexágono regula r inscrito, numa certa circunfe

rência, é igual a 42cm, quan to mede o diâmetro dessa circunferência ·t 
3. Indicando por L 0 o lado do hexágono regular circunscrito à 

C(O, r) e valendo-se da semelhança dos triângulos: AOB e 
MON, "deduza" que: 

25. Construção do triângulo eqüilátero; cálculo das medidas do 
lado (l1) e do ap6terna (a3) do triângulo eqüilátero inscrito 

A 

D 

Dividindo,se a C(O, r) em seis arcos congruentes 
--.. --.. --.. --.. --.. --.. 

(A B, BC, CD, DE, EF e F A na figura) e unindo,se, 
a lternadamente, os pontos d.e divisão, obtém,se um 
triângulo eqüilátero (AGE na figura). 

O cálculo de /3 é feito traçando,se o diâmetro AD 
e considerando,se o t::,. AED, que é rettfngulo, porque está 
inscrito numa semi,circunferência. Temos: 

(AD)2 = (13)2 + (ED)2 (Pitágoras) 
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Como: AD = 2r e DE = r (lembre-se de que DE é lado do hexá
gono regular!), vem: 

(2r)2 = /5 + r2 ~ 4r2 = /5 + r~ 

Logo: /5 = 4r2 - r2 < > /5 = 3r2 > /3 = ✓Tr":! ~ /3 = rD 

Portanto: 

O cálculo da medida do apótema (a3) é simples: o quadrilátero 
OCDE é um losango (todos os lados medem r ) e, como as diagonais devem 
interceptar-se ao meio, segue-se · que: 

l l r 
aa = 2 OD = 2- r = 2- Logo \ a, ~ ; 1 

OBSERVAÇÃO: Sendo / 0 = r e a 3 = ; , pode-se dizer que: o ap6tema do tridngulo 

eqüilátero mede a metade da medida do lado do hexágono regular inscrito na C(O, r). 

TESTE DE ATENÇÃO - GRur o 82 

1 N e 1 • 1 q --i/átero. . a (O, 6) estão inscritos um quadrado, um licxágono reguare um tr1{1,11gu o e u de: 
Usando o cm como unidade de medida, calcule, com aproximação de 0,01 , os valôres 

1., a 0, 13 e d. (diagonal do q uadrado) 

2 . Se o a3 = 5, então o raio da circunferência em que está inscrito o t rHi ngulo eqüi-
láte ro mede ...... . ..... (unidade dm). 

3 . Indicando por 13 a medida do lado do trUl.ngulo eqüilá tero circunscrito à C(O, r) e 
y2 ..J3 

usando a semelhança de t riângulos, "d eduz.a" que: /3 = --. 
ªª 

26. Construção do decágono regular; cálculo da medida do [ado 
(l 10) do decágono regular inscrito 

Seja AB o lado do decágono regular inscrito na C(O, r). O ângulo 
, . · 360° 

ccn tn co A OR v;i le: u• 10 = -- = 36° e por~1nto: 10 , 

lll tOr\ J3 ) --j- 111( , \ /JU) = 18(:• - J (,·• = J44r 
/ "}' -f 10 

~ 72 Como os ângulos OÂB e AÊO são co•,r:rn<.'!1tes, por 
9 r,o - A ser o 6 AOB isósceles (OA = 0 B = •·1, t•~;n- :"e: 

m(OÂB) = m(AÊO) = 72° 
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T raçada a bissetriz BP do ângulo Ê; obtemos: 

6. APB, isósceles ~ AB = PB = 110 } ~ 1 OP = l10 1 
6. OPB. isósceles ~ OP = ·PB = 110 

d . . -o áurea de um segmento OA , por 
e efetua uma ,vi sa d . . 

O asERVAÇÃO: D iz-se que s d " "d o segmento OA em duas partes es1gua1s, 
P do êsse ponto 1v1 e d e a menor meio de um pon to , quan . cional entre o segmento to O • 

tais que a maior dei.as é média propor d" . :- é denominado segmento áureo do 
. OP resultante da iv1sao, o segmento maior , 

segmento OA . ----- ª 

Logo: 

,--x--+ 
1- ---1- - - I 
O p A 

.--· X - a--+ 

- OP é média proporcional entre ÕÃ e P A] 
[OP , segmento áu reo de OA] ~ 1 ] 

[
OP _ P A ] ~ [ (OP)2 = OA . PA 

~ OA - OP 

- sendo fe ito, entre o lado do decágono e o seg-

Qual é a re lação, no es tudo !=lue eStá. te· • 
t ? É a segum · , d raio mcnto áureo de um segmen ° · d á é O segmento aureo 0 

- /ado do ec gono, 
O segmento OP, que representa o 

(OA = r ) onde se acha inscrito o decágono . . de u m triângulo) tem,se' 
• . d â ngulo interno 

De fato, pelo T.4 (sôbre a bissetriz o 

no t:,, OAB: { OP = PB = AB 
OP OB mo· 
p A = A B e, co . OB = OA = r 

vem : 
OP OA ,__. (OP)2 = OA . PA 
PA = OP ,___,, 

do raio r. - . é l é o segmento áureo 
ou seja, o segmento OP, cuja medida ,o, 

o valor de li o é t irado de: 

(OP)2 = OA . PA 

ou 
2 / r 2 = 0 

!2 = r(r - 110) ~ /10 + r" tO -
10 

cujo 
V= r; c ✓S - 1 ), ; cvs -1)} 

Rejeitando-se a ra iz negativa, temos: 

\ 110 =-i <VS - 1) 
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RESUMO 

As med idas do 
usua is: QUADRADO 

respectivamente: ' 
l~!ºxlci!~tema do~ polígonos regulares m a is 

, e TRIANGULO EQÜILÁTERO -

...... l.1 = rv2 
quadrado 

\. r ✓2 a,1 = 
2 

hexágono regular 
_,,. Ir, = r 

\. rvJ ar, = 
2 

triéingulo eqüilátero l:i = r vj .,,. 
\. r 

a:i = 
2 

EXERCÍCIOS DE FIXAç~ 
AO - GRUPO 83 

1. Preencha os claros do seguinte 
quadro: 

C(O, r ) ,. 
ª • l e ª ª , 3 

C(O, 5) 

C(O, ... ) V2 
C(O, • .. ) 

'13 C(O, ... ) 

ªª 

2. Calcule o perímetro d 
... 4 

sao, 

está inscrito um hexá e um quadrado inscrito nu . 
3 . O perímetro de um h g~no regu lar cujo lado med:\ c1rcunferência, onde também 

lado do triângulo -~'.'láagono regular inscrito é . 1 cm (aprox. 0,01). 
4 equ1 tero in · igua a 35dm c 1 1 • 

• Calcule a medid d sento na mesma ci fi ·. a cu e a medida do 
cujo diâmetro m!de º 1~Pótema do hexágono re rcu~ erê~c•a (aprox. 0,01). 

5. Um quadrado t cm (aprox. 0,01) gu ar inscrito numa circunferência 
• em o apótema . 

e o diâmetro da circunfi . medindo 5dm. Calcul • 
6. O lado de um qu d d er~nc1a que o circunscreve t o penmetro dêsse quadrado 

perímetro do hexáª ra o circunscrito a uma ci apr~x. 0,01). 
7. Um triângulo eqü~~no regular inscrito na mes~~:~~~ênc~a _me?e !Odm. Calcule o 

Determine as med1id!:ro está inscrito numa circunfe ~n ~renc1a. 
8. Um triângulo eqüilát da altura e do apótema dêss:e;<:~ª de raio igual a 14cm. 

apótema e do raio d ero . tem 24cm de perímetro n ngulo. 
9. l!n indo os pontos :d~1rcunferência que o circ~n~!cule as medidas do lado, do 

circunferência de 4::: d ios _consecutivos dos lado d ve. 
dêsse nôvo quadrado e raio, obtém-se um nôvo ~u ~ udm quadrado inscrito numa 

· ª ra º· Determine o perímetro 
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10. A soma dos lados dos quadrados inscrito e circunstrito a uma mesma circunferência 
é 17,05m . Quanto mede o raio dessa circunferência? 

l l. A soma das medidas da diagonal e do lado de um mesmo quadrado é igual a Y2cm. 
Quais as medida5 da diagona l e do lado dêsse quadrado ? 

12. Quanto medem as diagonais de um hexágono regular de 24dm de perimetro ? 
13. O lado de um polígono regular, inscrito numa circunferência de 12cm de raio, mede 

8cm. Calcule a medida do lado de um polígono regular de mesmo número de lados 
(portanto semelha nte) inscrito numa circunferência de 36cm de raio. 

14. O lado de um hexágono regular mede 2m. Calcule (com aproximação de 0,01 ) 
a diagonal de um quadrado e o lado do decágono regular, ambos inscritos na cir• 
cunferência em que está inscrito o hexágono regular. 

15. Uma circunferência tem lm de raio. Calcule (com aproximação de 0,01) os perí• 
metros dos seguintes polígonos regulares nela inscritos: triângulo, quadrado, hexá, 
gono e decágono. 

EXERCÍCIOS EXPLORATÓRIOS - GRUPO 84 

1. Cálculo da medida do lado do polfgono regular convexo de 2n lados (l 211) . Conhecida 
a medida AB = l,. do lado AB de um polígono regular conv~ de n lados, inscrito 
na C(O, r), queremos calcular a medida AC= 12,. do lado AC 
do polígono regular convexo inscri to, de número duplo de lados. 
No triângulo retângulo CAD: 

Como: 

vem: 

Sendo: 

(AC)2 = CD . CM (por quê?) 
l l l 

ou (l 2 ,.)2=2r. (r- OM) 

OM = a,. (medida do apótema do pollgono de n 

(/ 2,.) 2 = 2r . (r- a,.) 

a~ = (08)2 - (MB)2 ( .6 retângulo 0MB) 

( /) 2 ✓~ 1 ou a~ = r2 -
2

11 > a,. = r 2 
- 4 = 2.✓ 4r2 - /~ 

Substituindo êsse va lor de a,. na (1), encontramos: 

12
2 = 2r (r - J_ ✓ 4r2 _ 12) = 2r2 - r . ✓ 4r2 - 12 
n 2 n ,1 

ou 1~_1_2_,._=_✓_2_r2_-_r_v_4_r_2 ___ ~_ 

D 

'· 1) 

2. Prática: Calcular a medida do lado do octógono (18 ) regular inscrito na C(O, r). 
Você já sabe que a medida /8 vai ser expressa em função da medida l,, da seguinte 
maneira : 

18 = ✓ 2r2 - rV 4r2 - t! e, como / 4 = r V2, vem: 

IR = ✓ 2r2 - r ✓ 4r2 - 2r2 = V 2r2 - r ✓ 2r2 = V 2r 2 - r 2 V2 

Logo: r /8 = ✓ 2r2 - r2 V2 1 

3. Calcule, como exerc1c10, a medida do lado do dodecágono regular (l 1 2) inscrito na 
C(O, r), usando o / 6 = r. 
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Medida da circunferência 

27. Medida-comprimento da circunferência 

Desde a 1." série ginasial, você tem empregado a " fórmula" : 

C = 2. ,... r 

para calcular o comprimento ou i d .d d . ,. 
eram conhecidos a medida do . n( e) 1 ª ,e um~ cir~unjerencia, quando 
Lembra-se? raw r e O numero 1rrac1ona l ,.. = 3, 1415 . .. 

Como surgiu essa "fórmula" ? Por 
qua lquer circunferência ? · que é sempre verdadeira para 

O estudo dos polígonos regulares i . . 
mesma circunferência facilitará ' nscntos e circunscritos em uma 

, a resposta a essas p g 
Se você inscrever d . lí er untas . ois Po gonos regula d • 

de lados, na C(O, r) (na figura r _ 
2
) res, e diferentes n úmero 

encontra rá que O - 1' e calcula r seus perímetros, 
lados possui O ma·opo igo,no de maior número de 
se Pa e P,1 represe1n;a perimetr<;>, Assim, por exemplo, 
de um triângulo ... 1, m respectivamente os perímetros 
na C(O, 2), temoes;ui atero e de um quadrado inscritos 

Pa < P-1· 
Se p,. (n ~ 3) é o perímetro de , 

crito na C(O, r), então: um poligono regula r de n lados ins-

Pa < P1 < Ps < Po < ... < pk < . .. 
, Agora , se você circunscrever doi , 

numero de lados, na C(O r) e 1 1 
s poligonos regulares de diferentes r , ca cu ar ' 0 po igono de maior número d 1 d seus Perímetros, encontrará que 

o menor perímetro. e a os possui 
Nesse caso, se pj e p· 

tivamente os perímetros d~ ~~rresentam .:.espec, 
e do quadrado circunscritos ânCg(uOlo equtlátero 

na , 2), temos: 
pj > p~ 

Se P~ (n ~ 3) é o perím 
regular de n lados circuns . etro de um polígono 

cnto na C(O, r), então: 

p; > P◄ > P's > p;, > .... . . > Pí, > 
Dêsse modo, 

para cada polígono regular de n lad 
os, tem-se: 

p,. < P~ (ex.: Pa pj P· p' ) , ... 4, •.• 
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1 

e, apesar de: 

!.") os números da seqüência : Pa, p4, pr,, ... crescerem cada vez 
mais, jamais ultrapassarão um certo número C; 

2.º) os números da seqüência P:i, p~, p's, ... decrescerem cada vez 
ma is, sempre ultrapassam um certo número C'. 

Por outro lado, prova-se que C = C', isto é, há um LIMITE COMUM 

para as d uas seqüências de perímetros dos polígonos regulares inscritos 
e circunscritos respectivamente, e que se denomina MEDJOA,COMPRI, 

MENTO da circunferência. 

28. Razão da medida-comprimento (C) da circunferência 
para a medida (2r) de seu didmetro 

Essa razão é um número famosíssimo que, desde a I.0 série ginasial, 
o acompanha. Intuitivamente: 

considerando,se uma roda qualquer sôbre um certo suporte, cujo ponto 
de contato é o ponto P, e fazendo-a rodar até que P volte novamente a 
s~ponto de contato com o s uporte, ficará determinado um segmento 
(PP*, na figura), cuja medida é o número C (medida-comprimento da 
circunferência). 

Assim, por exemplo, se numa certa unidade o raio da roda é 2 então 
a medida do segmento, . com aproximação de 0,01, é o número' 12,56 
(verifique você mesmo êsse resultado). A razão entre essa medida e o 
diâmetro da roda (4) é o número: 

12,56 
- 4- = 1, 14 

Se o raio fôsse 3, então seria encontrado um segmento cuja medida 
se aproximaria de 18,84, e a razão entre ela e o novo diâmetro (6) é a inda: 

18,84 = 3 14 
6 ' 
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E se você considerasse a razão entre a medida conhecida da circuw 
ferência terrestre (aproximadamente 40.003km) e a medida conhecida 
do diâmetro da Terra (cêrca de 12.470km) ? O seu valor seria a inda: 

40.003 
12.470 = 3, 14· .. 

Então: é sempre constante (3, 14 ... ) a RAZÃO entre a medida-com
primento (C) da circunferência e a medida (2r) de seu diâmetro. Tal cons
tante é o famoso número "pi", indicado pela letra grega ,,. (letra inicia l 
da palavra -:rEpL<pÉpwx, que equivale a periferia), sendo consideradas ver
dadeiras as seguintes sentenças: 

1 ~' ~ • \ = \ e ~ 2,, 1 , , 1 e d , , 1 

Como só possuímos valôres aproximados de ,,. (3, 1415 . .. ), só obtemos 
valôres aproximados de C. Na prática, emprega-se: 

,,. = 3,14 (aproximação de 0,01 por fa lta) 
rr = 3,1416 (aproximação de 0,000. l por excesso) 

Exemplos: 

I. Calcular, com aproximação de 0,0 l por falta, a medida-compri
mento da circunferência cujo raio mede 4dm. 

Temos: C = 2 . ,,. . r ou C = 2 X 3, 14 X 4 = 25, 12 

Logo, a medida-comprimento da circunferência é 25, 12dm. 

2. Quanto mede, em cm, o raio de uma circunferência cuja m edida
comprimento é 125,60cm ? (rr = 3, 14) 

Temos: e = 2 . ,,. . r <= > r = e - 125,60 = 20 
2 - 6,28 

Portanto, o raio mede 20cm. I 

29. Medida-comprimento de um arco de circunferência 

~on~ecida * a medida-comp:imento C da circunferência e dada a pro
porc:onalidade( ) entre a medida-comprimento t dos arcos e respectivas 
med idas n, em graus, temos a seguinte proporção: 

e 360 
T = -,-, 

•) É passivei demonstrar tal proporcionalidade; paro o atual curso a d~monstração é muito difícil 
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1 · 

2,..rn ,,.rn 

i l = 360 = 180 

Ou 
2. ,.-.r = 360 < > 

l n 3óQ/ 180/ l n - - = -- 2,..r ,..r 

• te a medida-comprimento fórmulas que permitem calcular, respect1vamen ' 
e a medida-grau de um arco. Exemplos: 

1. 

2. 

3. 

4 . 

5. 

6. 

7. 

8. 

Calcular a medida-comprimento do arco de 60º que pertence à 1 
· circunferência de raio igua l a 5cm. 

Temos: 
1r.r.n 1r X 6 X 60 = 21r 

l = 180 ou / = 180 

Ou, ta mbém: l=2X3,14 = 6,28 

d 60º na C(O, 6) é 6,28cm. Logo, a medida-comprimento do arco e 

co cuja medida-comprimento 
2. C:;ilcular a medida-grau de ui:n ar D • eia de raio igual a 12cm. 

é 3cm e que pertence a uma circun eren , 

Temos: 
,...r.n 180.l 

l = 180 ~ n ,...r 

180 X 3 
·ou ri = 3, 14 X 12 

14,33 

ou 14,33º = 14º 19' 48" é. a medida-grau do arco. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO BS 

(Use ,.. = 3,14) 

Calcule a medida-comprimento das seguintes circunferências: 
0 d 3 ") raio mede 1 cm 1.0

) raio mede 5dm 2.0 ) diâmetro me e Jm · 
. T b do se que O raio terrestre Qua l o comprimento d e um meridiano da erra , sa en ' 

é aproximadamente igual a 6.378km? 

Quanto mede o raio de uma circunferência cujo comprimento é de 18,84m ? 

Quanto mede a diagonal de um quadrado inscri to numa circunferência de 3 1,40m 
d e comprimento? 

O ap6tema de um triângulo eqüilátero mede 5cm. Calcule o comprimen to da cir-
cunferência que o circunscreve. . 

Quantas voltas deve dar uma roda de 0,80m de diâmetro para percorrer 2.512m? 

As rodas de um automóvel têm 0,36m de ra io. Quantas voltas dá cada roda, en
quanto o carro percorre 4.521 ,6m ? 

Determine a medida-comprimento de um a rco de 45° nas seguintes circunferências: 
1.º) raio mede 15cm 2.0 ) diâmetro mede 20cm 3.0 ) raio mede lm 
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9. Determine a medida-grau de um ar d 10 . 
a uma circunferência de l8cm de ~aioe. cm de medida-comprimento, pertencente 

10. Qual a medida-comprimento de um ar d 450 , 
rência de lm de raio? co e 30, pertencente a uma circunfe• 

11. Quanto mede o raio de uma · ~ ,. . 
comprimento? circun er<:ncia na qual um arco de 30° tem 6,28m de 

12. Calcule o número de grau d . 
s e um arco CUJO comprimento é igual ao dôbro do raio. 

TESTE DE ATENÇÃO _ Cnuro 86 
(Use 1r = 3,14) 

l._ .Calcule, em m, o perimetro do con
tOrno da seguinte porta : 

3 3 

2 

3. Se cada lado do e:,. eqililátero ABC 
mede 2cm, então O perímetro d 
trevo de "3 fôlhas": 0 

\ 
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2. O 6 ABC é eqüi látero, medindo cada 
lado 2cm. · 

ª\_ 
N 

Calcule a medida-comprimento de: 
.....--... . .....--... .....--... 

AMB V BNC V CPA 

4. Cal~ule, em dm, o perimetro do trevo 
de 4 fôlhas": 

4 4 

4 

Cálculo de 1r 

30. Méwdos elementares 

Do fato de 1r ser dado pela razão: 

pode-se fixar a rbitràriamente r ou C e obter, assim, dois métodos ele
menta res para o seu cálculo: 

I. •) Método dos perímetros ou de Arquimedes 

2.•) Método dos isoperímetros ou de Schwab 

Pelo Método dos perímetros é dado o valor de r e calcula-se 
1 C. Assim, por exemplo, se r = 2 , obtém-se: 

e 
=C 

1 

Então, sendo 1r dado pela medida-comprimento C da circunferência 
encontramos valôres aproximados de 1r por falta ou por excesso, calculand~ 
os perímetros p dos polígonos regulares inscritos e os perímetros p' dos 

polígonos regulares circunscritos à circunferêi:icia de raio r = ~ • 

Como em todos os casos: p < C < p', também p < 1r < p' e obtém-se 
. . - d p + P' maior aprox1maçao toman o .,,. = -

2
-· 

Assim, por exemplo, trabalhando com o quadrado, onde 14 = r ✓2 e 
L4 = 2r, temos : 

} 

2,828 .. + 4 
3 ~ 1r = 

2 
,....._, ,41 

Quanto maior fôr o número de lados dos polígonos regulares que se 
inscrevem e circunscrevem, tanto maior será a aproximação do valor de 1r. 

Foi com êsse processo que Arquimedes ·(famoso matemático grego da 
Antiguidade), partindo do hexágono regular (lo e L5) e duplicando suces-
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sivamente o número de lados, chegou ãs expressões que dão os perímetros 
dos polígonos de 96 lados Cloo e Lo0) , encontrando para ,,. o va lor compreen-

10 3 10 . , dido entre 3 + 71 e + 
70

, isto e: 

1 3 10 22 , , , ·mos O segundo va or: + 70 = 7 , por excesso, e exato ate os centes1 · 
Que maravilha de resultado para a época! _ 

Pelo Método dos isoperímetros, procura-se determinar o raio 1 ° 
apótema de um polígono qualquer, cujo perímetro tenha uma medida 
fixada e a seguir calcula-se, sucessivamente, os raios e os apótemas de 
polígonos, cada vez com um número duplo de lado,, porém de igual 
perímetro que o primeiro. 

O limite-comum dessas duas seqüências de raios e apótemas é o raio 
da circunferência de " mesmo perímetro" de tais polígonos. 

,- -----. L EMB R ETE AM I GO 

As vinte primeiras "casas" de .,,. são: 

3,141.592.653.589.793.238.46 ... 

Na prática, são empregados com freqüência nos problemas, os valôres aproximados : 

3,14 (por falta) ou 3,141.6 (por excesso) 

Os "calculadores" de .,,. estiveram por longo tempo com espe
rança de obterem um seu valor exato ( !) depois de um certo número 
~e alga;ismos_. P~rém, você já sabe que isso é impossível, pois ,,. 
.e um numero irracional e, como tal, não possui representação decimal 
nem exata nem peri6dica. 

O "campe~o" do_ cálculo de _.,,. com maior aproximação (sem 
processo mecânico) fo1 o matemático Shawks que 

O 
exprimiu com 

707 casas decimais! ' 

A partir de 1950, em plena era eletrônica os computadores 
eletrônicos dos diversos Centros de Matemátic~ dos E. U. A. e 
da Europa começararp a calcular .,,. com milhares de "casas" de aproximação. 

Hoj e em dia, calcula-se .,,. com aproximações fantásticas e em apenas a lguns segundos! 

. 
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Curiosidade 

t' oitava casa? Então lembre-se Você quer guardar o valor de .,,. a e a 
desta sentença: 

REPROVARÁ OS ALUNOS ... COM O ZERO O LENTE 9 2 6 
3 1 4 1 5 

ou esta, mais na moda ... : 

"DISPARADA" J Á GANHOU ... COM O JÚRI A VOTAR, 9 2 6 

3 1 4 1 5 . . 
' b d " foram as músicas class1f1cadas 

• nte com ' A an ª ' r d São Paulo NOTA: "Disparada", JU?talmde M, ica Popular Brasileira, rea iza o em 
1 o Festiva e us em primeiro lugar no · 

em outu bro de 1966. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 87 

1 Mitodo dos perímetros, trabalhando com: m valor a proximado de 1r, pe o 

Calcule u guiares inscritos e circunscritos, respec-
1 e 2 º) decágonos re 

l .º) hexágonos regu ares · 1 
1 

_ uma unidade de medida . 
. • em re açao a . uma circunferência de raio 2' / 

--"vam••; "'- '\ "'':'; ~<- p~ f4-~ 0-nv---~•<J--<! 
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Números Complexos 

Area de regiões planas 

Mapas Topológicos 



Números complexos 

I. Nôvo ente matemático: número imaginário 

Você j á sabe que nenhum dos números a té agora estudados satisfaz 
a uma equação do tipo: 

1 x 2 + I = O I no V = IR 

De fato : 

x !l + I = O~ x 2 = - 1 < > x = ✓-=-i ou x =- A 

Como: ✓-=-i ef,_ IR e - ✓--=-i. d:. IR (lembre-se de que não é possível, 
em IR ' extrair a raiz quadrada de um número negativo), conclui-se que o 
Conjunto-Verdade dessa equação é vazio, ou seja: 

V= 0 

Por esta " insuficiência" do conjunto IR em resolver equações do tipo: 

x 2 + I = O 

ampliou-se o conceito de número, construindo-se novos entes - denomi
nados números imaginários - da seguinte maneira: criou-se um 
número i, chamado unidade imaginária, que elevado ao quadrado dá - 1. 
Então: 

i = -Fí ou i 2 = - 1 

Agora, para a extração da raiz quadrada de qualquer número nega
t ivo ( M , por exemplo), procede-se assim: 

A=-.f9x A 
l l 

ou M = 3 X i = 3i 

3i é um nôvo número para você. É um número imaginário. 
Dessa forma, pode-se escrever quantos números imaginários se quiser, 

pois qualquer rciiz quadrada de um número negativo pode ser expressa em i. 
Exemplos : 

✓ - 25 = ✓ 25 X ✓-=-i = Si 
- 1 - 1 - A =--i 
3 3 

✓ - 2 = ✓2 X f =-i = 2 . i ✓ -4 = ✓4 X ✓-=-i = 2i 
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Outros exemplos de números imaginários: - 3i, - 2i, - i, ~ i, 0,04i, 

, . , i á lo(*) onde Logo, todo numero da forma bt e um n O mero ima~ n r ' 
b é um número real e i é a unidade imãginária. 

á · Assim, 
O número real b é denominado coeficiente do imagin no. 

por exemplo, 3 é o coeficiente do número imaginário 3i. 

LEMBRETE AMIGO 

é a unidade do!' números reais 

i é a unidade imaginária 

e. não se esqueça: i = ✓-=-i. ou i 2 = - 1 

2. Número complexo. Conj1mio ~ 

A, . . . 'd , o imaginário pnme1ra vista pode parecer que, construi o o numer a-
bi, todos os problemas que envolvessem raiz quadrada de núm:ros ne~e
tivos ficariam resolvidos. É fáçil, porém, mostrar que isso nao ocor 
Basta querer resolver, por exemplo; a equação: 

x 2 - 4x + 13 = O 
onde: 

4± ✓ 16-52 4± ✓ -36 4 ±6i 
X = -----=----= -- (==>X 

4 +6i 4 - 6i ~ 
2 2 · 2 = - 2- oux = ~ 

2 - 3i 
(==> X = 2 + 3i OU X = 

Que números são: 2 + 3i e 2 - 3i? 
Para responder a essa pergunta, os matemáticos criaram o número 

complexo. 
Chama-se número complexo a todo número da forma: 

\ a + bi \ 

onde a e b são números reais e i é a unidade imaginária, já conhecida-

ª também é chamada parte real , · l + bi 
/
' do número comp exo a 

bi também é chamada. parte imaginária 

('") Tnmbêm chamado imagindrio puro. 
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real 

Exemplos: 3 + 2i -

~ - 7i - • são mímeros complexos 

O + 4i -

{ i + Oi 

1 -o i~uais quando possuem a mesma 
D'ois números co~p ex~s ,s~ Assim por exemplo: 
e a m esma parte imaginanu . , 

OBSERVAÇÕES: 

a + bi = e + di <==⇒ a = e /\ b = d 

a + 3i = 2 . bi = a = 2 /\ b = ··3 

• complexo é uni 
1 .•) Se a = O e b ;é O, então o numero 

0 + Ji = 3i (imaginário ) 

0 _ li = - 2i (imaginário) 

imaginário (puro ). 

Exemplo: 

2 .") 
. complexo é um 

Se a ;é O e b = O, então o numero 
real. 

2 + Oi = 2 (real) 
- - 1 
~ + Oi = 3 (real) 

Exemplo: 

. mplexo diz...se nulo. 
).") Se a = O e b = O, então o numero co 

O + Oi 

parte 

Exemplo: 
que diferem pelos sinais qualificativos 

1 . a + bi e a - bi, 4.•) Os números comp exos . . 
de b, denominam-se con;ugados . 

2 + Si e 2 - Si 
Exemplo: 

--7 + Si e - 7 - Si 

i 3 = i 2 .i = - 1 . i = - i 

Sendo i 'l. = - 1, 
/' ·i ·2 - 1 - 1 -então e -+ i4 = t .t = · -

'- i·; = i4. i = l . i = i 

·o ·1 - i chega-se à conclusão de que 
Acrescentando-se que i_ = 1 e t - ' eriôdicamente, de 4 em 4, 

as potências sucessivas de t reprodu~e~1

1
-se, - ~ Assim por exemplo: 

assumindo somente os valôres: l, t, e i. ' 

ifi = i4.i2 

Í7 = (l.i3 

tl = i 2X•l. i1 
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1.- 1 = - 1 

1.- i = - i 
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O conjunfo de todos os números complexos cons titui o LOnjunto a; ' 
do qual o conjunto dos números reais ( IR ) é um subconjunto. 

Logo: 

N 
✓ 

e z 
✓ 

e e IR ~ 
J 

n.os na turais n .
0

• inteiros n.o, racionais n.os reais n.os complexos 

e (C 

COtnp/ e., 
..,°'S' 

LEMBRETE AMIGO 

Dar o número complexo a + bi, equivale a dar um par ordenado 
de números reais (a, b), onde a representa a parte real e b 

0 
coeficiente da parte imaginária. 

1. Complete as seguintes sentenças com números imaginários: 

1.•) v-i6 = . . . 2.•) v=i = . . . 3.•) - G "' . . . 4."J v-==-j'} = · · · 

TESTE DE ATENÇÃO - GRupo 88 
-

5.") ! F, a , . , 6.•) '9 ~ ., . 7,•) ,r=j a .. , •-•) 0,9 ,r=j a .. · 

2. Indique a parte real e o coeficiente do imaginário de cada um dos seguintes números complexos: 

- 1 -

1.

0

) 2 - 3i 2.
0

) 5 + V2i 3.0
) O + Si 4.º) 3 V5 - Oi 5 .

0
) a+ O,li 
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J Cornple te as seguintes sentenças: 
. A b = ... 1 •) a + bi = 3 + Si ~ a = . . . -

. /\ y - ... 2 •) Q + 2i = X + yi ~ X = . . . -

. /\ n - ... 3.•) 111 + n i = 3i ~ 111 = · · · 

- 2 /\ d "' . · · d <==) e= .. · . 4.") e + i = 5 

. tências de i : 4. Complete as seguintes po 
3

_•) i 1 1 = .. . 
. 2 °) i ª º= .. . !.•) l 8 = . . . . 4.") j l 2 = , . . 

5. Complete as seguintes sentenças: 1 12 + 3i é .. . . ..... . 
d d número comp exo 

1.•) O con}uga o 
O 

, s complexos .. • · · · · · · · · 2 . - numero 
2 •) I - 2i e 1 + 1 

sao , 
0 

complexo . . • · · · · · · · · . do do nurner 3.•) -a_ Si é con;uga 

de equações no conjunto C 3. Aplicações: resoli1:ção 

Resolver as seguintes equações no conjunto e: 

1 -o/u= a; . 
1.•) x

2 

+ 9 - --✓-9 (:=)x=Ji ou x=-Jt 
x2=-9<==>x= F9 ou x-T emos: x2 +9=O<==> 

3 · e -Ji 3 ·1 raízes: t Logo: V = f3i, - 1 

2 •) / 2x'- 9x - 5 ~ o I V ~ C - 1 

. L-----=--. _ 9 + ✓--i2f 9 ± 11 <==> x = 5 OU X= -
9 ± ✓ 81 + 40 = - = 4 2 Temos: x = 4 4 

Logo: V= 

3.") / (2x - 1)2 = - J 

Temos: (2x - 1)2= - J 

º 2 + l = O<==>x (==) 2x- - X 

- 1 
ÍZ reais 5 e _ equivalem, NOTA: As ra es 2 - 1 . 

respectivamente, aos complexos: s+Oi e 2+01. 

I 1 1 . 2 2i I + . OU X = -2 - -2 l 2 + 2i ~-- <:=> X = 2 2 1 ~ X = ----- OU X 4 

4 I 1 . 1 1. 
Logo: V= { ( + + +i), ( +-~ i)} raízes: T + Tt e 2 · - 2 1 
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Temos: 2x1 + x2 _ 3 = O ~ 2(xir,i + x 2 - 3 = O ~ 

~ xi = -1 ± v I + 24 = - 1 ± 5 <:====> 
4 4 

~ x 2 = l ou x 2 - 3 
- 2 < > 

<:==> X= VI ou X= - vi ✓-3 ✓-3 
OU X= 2 OU X= - 2 (:====> 

~ X== I ou x= - J ✓T · /3. 

Logo: 

oux= -yioux= - '\/zt 

V = { I - 1 ✓T . ✓T } ' ' -2 t, - -2; • raízes: 1 I ' - ' 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇ-
AO - GRUPO 89 

Resolva as s • egumtes equaçõe . 
s no conJunto C : 

1,•) x2 + 4 = O 

2.•) Jx2 = 3 

3.•) - y 2 + 1 = o 

4.ª) x 2 
- 6x + 13 = 0 

5.•) 2 ? 2 + Jz + 25 = O 

6.•) 41'2 = - 1 

7.•) z(z - 1)- 60 = 60 + z 

8.ª) x2 + 2x + 2 = O 

9.•) (2x + 2)2 = -16 

10.•) - y 2 + lOy - 25 = O 

11 .") y2 - 2y - 1 = O 

12.•) X _ 5 = 2 

13.•) 2x = 2 

14.•) x 2 _ 1 _ 2 -x - x+J 

15.•) 312 + t + 1 = o 

16.•) x1 - 18x2 - 81 = O 

_ 17.•) - y1 + 10y2 - 9 = o 

18.•) (x2 - 1)2 + (x2 - 3)2 = 20 
19.•) 9x2 225 

:= ~ 

20.•) x• -x2 + 5 = O 
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Ãrea de regiões planas - Práticas usuais 

1. Regiões poligonais 

. ~ Uma região triangular é a figura constituída pela reunião de um 
tnangulo e do seu interior. Assim, por exemplo: -

são regiões triangulares. 

Uma região poligonal é uma figui:a plana que pode ser decomposta 
em regiões triangulares, como mostram as figuras: 

. . Mais precisamente, uma região poligonal é a reunião de um número 
fm_1to de regiões t riangulares tais que, se d uas delas se interceptam, então 
a intersecção é um lado ou um uértice de cada uma delas. 

Uma região poligonal pode ser decomposta em regiões triangulares 
de uma porção de maneiras. Exemplos: 

/.•//\.._\ 

! 
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2. Area de uma região poligonal 

A cada região poligonal, numa determinada unidade, faz,s7_correr 
ponder um único número real positivo A, denominado área da regiao po 1 

gonal. A área A de uma região triangular, 
: abreviadamente conhecida como "áre~ 
\ do triângulo", é um númer~ qu~ v~ct 
~- já conhece desde : t.• série gmaSla · 

4'--- - --b,----- A = 2 b . h 

onde b é a medida da " base" ÃC e h é a medida da a ltura correspondente 
ao lado AC, consideradas na mesma unidade de comprimento. 

Como o produto da medida de um lado do triângulo pela med id a da 
correspondente a ltura é o mesmo que o produto da medida de qualquer 
outro lado pela medida de sua correspondente a ltura, assume,se como 
verdadeira a seguinte proposição, considerada neste estudo como · Pos, 
tu/ado PI: 

Pl : A área de um trlân&ulo(•) é i&ual à metade do produto da medida 
de qualquer um de seus lados pela medida da a ltu ra correspondente. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 90 

1. Decomponha as seguintes regiões po_ligonais no menor número possível de regiões 
triangulares: 

t.•) 2 .") 

2. D~componha, de duas maneiras diferentes, as seguintes regiões poligonais em regiões 
triangulares: 

3.•) 

-· 

( • ) P_or ··~reade um triângulo .. entenda#sc a área da região triangular isto é da neUN•Ão do trrnngulo 
com o seu interior. , , ._ 
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d de aplicar o Teorema de 
., los (não se esquecen o 

3. Calcule a área dos seguintes tna ~gu . 
Pitúgoras onde se fizer necessário. · .). 

~ 
\ 4 

~ 6 1 
. de comprimento (por exemp o 

- ma mesma unidade da resposta (no caso, 
NOTA: Na prútica, aª?º~ªº de/~ nomeará a unidade de área 

o cm, do S.M.D.) para exprimir b e • 
cm2 , do S.M.D.). 

3. Doi ~ novos Postulados acêrca de áreas 

P2: 

P3: 

ã 
as respectivas regiões 

8ruentes, ent 0 

Se dois triângulos são con êm a m esma á rea. 
triangulares t ., 

áreas das regiões 
1 é a som a das 

A área de u m a ~e8lão poUgona e a compõem. 
triangulares qu 

. exen1plo, na região Assim, por 

ABCD temos : 
poligonal retangular ' 

(P2) 

A□,4.BCD = A6ADC + A6cDA 
. (P3) 
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EXERCÍCIOS EXl'LORATÕRIOS 
- GRUPO 91 

1. Usando os Postulados f' l , l' 2 e l'J, calcule .is · d 

r 
' ureas :is seguintes regiões poligonais: 

l .") Retângulo } 
b 

Resultado 

2.•) Quadrâdo ob 
b 

A == b~ 

3.•) Paralelogramo 6 l 
b 

A == b . h 

J 
b1 

b2~ 
5.•) L osango 

6.•) Polígono regular (convexo) 

1 
A == 2P. a 

Como modelos, 
serão calculadas : i s 

- á reas d 
R eta11gulo: 0 reti111g11/o d 

e o Polfgono regular. 
No retângulo ABCD 

ABCD em duas reg·- . (pág. 235) a d. 
ioes triangu lares A'Bc iagonal 

e ADC. 
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Ãc d 
ecompõe a .região poligonal 

Como BC .L AB (por qut??), en tão: 

1 1 
A .6, Ar1c = 2 AB.BC e A .6,,inr == 2 DC.,_BC 

Sendo: A□✓111co == A .6,,111c + A .6,,1or 

(P I ) 

(PJ) 

então: 1 1 1 
A□✓111cn = 2 AB.BC + 2 DC.BC ou A LJ,111rn = 2 (A B + DC)BC 

l 
Como A B = DC, A□,, 11co == 2 (2AB)BC = AB.BC ou A□ABCD == b. h 

Poligu11n regular: 
c.q.d. 

E A.111co1u· = A ,,nn + Auoc + . .. + AFoA (PJ) 

A .,n11 = Aaoc = • • • = A ,ro,1 

Como: 
e 

(P2) 

(PI) 

vem: A .1 ncDhºf" = ~ (AB + BC+ ... + FA )a == ~ p.a 

A 
onde 

B 
p = AB + BC + ... + FA c.q.d . 

PROBLEMAS DE APLICAÇÃO - GRUPO 92 

1 .o) Determine a área d e um quadrado cuja diagonal mede lOdm. 
2 .0 ) As medidas de dois lados consecutivos de um paralelogramo são respectivamente 

15cm e 25cm, e a medida do â ngulo por êles fon11ado é 60°. Determine a área 
dêsse paralelogramo. 

3.•) Detem1ine a área de um triângulo eqüilátero cuja al tura mede 5 ✓Jm. 
4.•) A área de um trapézio (: l 26cm 2 . Urna das suas bases mede I 2cm e a altura 9cm. 

Quanto mede a outra base? 
5.•) Qual é a área de um quadrado inscrito numa circunferência de raio igual a 6cm? 
6.•) Se M, N e P são, respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC e CA do 

triângulo ABC, prove que: A 6 .-ioc = 4 X Aó.11NP· 
7.•) Quais as d imensões de um retângulo de área igual a 48rn2 , se estas dimensões estão 

na razão de I para 3 ? 
8.•) Um retângulo tem por dimensões 5,5m e 4,5m. Diminuindo-se a primeira delas 

de meio metro, d e quanto se deve aumentar a outra para que o retângulo obtido 
tenha a mesma área que o primeiro? 

9 .•) N um paralelogramo a base mede 18m e a a ltura 12m. Une-se um dos vértices 
ao meio dos lados opostos. Calcule a área de cada uma das regiões poligonais 
determinadas. 

IO.•) A_ soma_ das medidas das diagonais de um losango é 8,4111. Sabendo que as 
diagona is são proporcionais, respectivamen te, aos números 3 e 4, calcule a área 
do losango. 

l l .•) Num tr_?pézio isósceles a_ soma das medidas das bases é 14cm, e a sua á rea é igual 
a 28cm-. Calcule a medida das bases, da altura e dos lados não-paralelos sabendo 
que o perímetro do trapézio é de 24cm. • 
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4. Alguns resultados de importância sôbr~ área de triângulos 

1.
0

) Com relação à área de um triângulo eqüilátero: 

Se I é a medida do lado de um triângulo eqüilá tero ABC, en tão: 

12 v 3 
A Li , 1 oc = ~ 

Se r é o ra io da circunferência inscrita no triângulo ABC, então: 
I 

A li ,.nc = -yP. r onde p = a+ b + c 
De fa to: 

ou 

Logo: 

~ ~ -~:~ ª 
Se 6 ABC ,.__, f:::. A ' B'C', então: 

- --=---~-
A li ,1oc (ABf 

(PJ) 

(P I) 

c.q.d. 

, ~ 
isto é, as ª"ªs a, dois fridngu/os senu/hant,s são proporcionai; 

aos quadrados das medidas dos lados correspondentes. 
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Como: 

I 
A Ci ADC = 2AB.lz (PI) 

e 6 ABC ,...., f:::. A ' B'C' ==> 

A I r 1 = J_ A , B' .h' (P I ) t:,. ,1 11 e 2 

AB h 
==> A' B' = h' 

A B.h _ (AB)
2 

(Propriedade das 
De AB =.!!__segue-se que: A 'B'.h' - (A 'B')2 proporções) A ' B ' h' 

e, por tanto: A t:,. ,1oc 

A t:,.,1 1n'c ' 

AB.h (AB)2 
A' B' .h' = (A 'B')2 c.q.d . 

P•tágoras: Teorema de • 4 
º) Com relação ao ao estudar as 
· • · , demonstrou 

I. O T eorema de P itágora~ 'âng~~~s v~;:â~: ulos - foi e!l~~ci~~~ eir~~ 
relações métricas nos n d Antiguidade, da segum 
Euclides, célebre geômetra a . sa de um triângulo retângulo 

'd s ~bre a hipoten u t " "O quadrado construi o o dos construídos s6bre os cate os 
é igual à soma dos quadra , assim: 
e demonstrado, por intermédio das areas, 

L 

M 

D 
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Na figura, temos: 

e, como: 

e 

segue-se que: 

Da mesma forma 
' 

Sendo: 

vem: 

f Al-Ij_ BC e AG~ BP 

l b. ABF""' b. DB C (por quê?) 

A ÔABP = _!_A ( 
2 CJnFc11 por quê?) 

A.6Dnc = _!_Ao 
2 n,i ev (por quê?) 

A o nFcu - Ao 
BAJ::D 

prova-se que: 

AoB,tev + Ao 
A.CML 

(PJ) 

2· Uma das mais " 1 ' 
b e egantes" d 

- aseada em áreas - é a emonstrações 
que se segue: 

c.q .d . 

do Teorema de P itágoras 

Na figura, temos: 8 

b. ABC ""' b. ACH 
"'b. CH B ( 

e, como: 

Sendo: 

vem : 

e, dividindo por k ~ O: 

A resultado conhecido) 
~ A 
(AB):1 =~ A .ti 

(AC)<1 ===Cé~)~0
=k (pág. 238, 3. 0

) 

A .6A.nc 

(PJ) 

c.q .d. 
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5. Areado círculo (disco fechado);. aplicações 

O perímetro de um polígono regular inscrito · na 
mede /,,, é p., = n . /,,. 

Se o apótema dêsse polígono mede a,,, então 
você já sabe que a área do polígono regular de 11 

lados é: 

A = 1 
2 

. p,, . a ,, 

C(O, r ), cu_io lado 

Considerando-se, agora, uma sequencia de polígonos regulares ins
critos que possuam, sucessivamente, um número de lados cada vez maior, 
então os perímetros dêsses polígonos aproximam-se, cada vez mais, do 
comprimento 21rr da circunferência onde estão inscritos. 

Também a medida do apótema se aproximará, cada vez mais, da 
medida do raio r da circunferência. Portanto, a 
área de tais polígonos aproximar-se-á cada vez 

mais de ~ (21rr)r ou de 1rr2 • 

Temos, então, para a área do círculo: 

6. Area de um setor circular 

Seja AOB um setor circular de n graus. Como a área do círculo 
(que pode ser pensado como um setor de 360°) é 
0 número 1rr2 , temos: A 

1rr2 
área do setor de 1º = 

360 

1rr2 n 
área do setor de n" = 

360 

Lembrando, ainda, que t = 1rrn dá a medida do comprimento de 
180 

ur:n arco, pode-se exprimir a área de um setor circular por intermédio de /: 

1rr2n 1 1rrn 1 
360 = T · r · 180 = 2 r · 1 

Logo: 1 
A setor = 2 rt 
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Aplicação: Determinar a áre d . 
círculo de raio igual a 10 a o setor circular de 60º inscrito num cm. 

A 

Temos: A= = 1r(I0)~.60 
360 = 100,r 

6=: 501r 
T 

Logo: a área do setor é igual a ~O,r cm'! 
3 . 

TESTE DE ATENÇÃO 
- Gnuro 93 

8 l. Se ÃB é o di/lme 
coloridas têm a tro, demonstre que as reg1oes 
"acima" d A_mesma área. (NOTA: A parte azul 
- e 8 é um s · -AO· anàJ em1-c1rculo de diâmetro 

de ~B.) ogamente para a região cinza "abaixo" 

2. Calcule as áreas das partes col 'd 
on as nas seguintes f' 1guras: 

l.") 

3.•) 

GJ 
NOTA: A figura color1·da é chamada cor'?ª circular. 
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2,•) 

o 

NoTA: A e· rgura colorida chama-se 
segmento circular. 

4.") 

4 

6.") 

-- -Se ABC, AMB e BNC são sem1-c1r-
cunferências, prove que a soma das áreas das 
regiões coloridas de cinza (denominadas ltínu
las) é igual à área da região triangular ABC. 

PROBLEMAS - GRUPO 94 

(Acêrca de áreas) 

l.•) As d iagonais de um quadrilátero convexo, que medem- IOcm e 15cm, respectiva
mente, interceptam-se em ângulo reto. Calcule a área dêsse quadrilátero. 

2.•) Determine a área de um hexágono regular inscrito numa circunferência de raio 
igual a 4dm. 

3.•) Calcule a área de um círculo de 30cm de diâmetro e a do setor circular de 75° per
tencente a êsse círculo (use 1r = 3,14). 

4.~) Qual a área de uma praça circular, se o comprimento da circunferência que a cerca 
é de 124m? 

5.•) Qual o raio de um setor circular de 45,4-0m 2 de área, se o ângulo correspondente 
mede 36°? 

6.•) Num círculo de 10m de ra io calcule a área de um setor circular cujo arco mede 5m. 

7.•) Dois círculos concêntricos têm raios que medem 6m e 4m, respectivamente. Cal' 
cule a área da coroa por êles determinada. 

8.•) Calcule a área de um segmento circular de um círculo de 10m de raio e de 36° de arco. 

9.•) Qual é a área de um triângulo de 12m de perímetro e que circunscreve uma 
circunferência de 3m de raio? 

10.•) Num triângulo retângulo as projeções dos catetos sôbre a hipotenusa medem 4m 
e 6m, respectivamente. Calcule a área do triângulo. 

1 !.•) Os lados de um tri-ângulo mede~ 12m, Sm e 6m, respectivamente. Traçando-se 
de cada vértice dêsse triângulo a paralela ao lado oposto, obtém-se um nôvo 
triângulo. Calcule a área do triângulo obtido. 

12.•) Qual a relação existente entre as áreas de um triângulo eqüilátero e de um hexágono 
regular, inscritos numa mesma circunferência? 
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Mapas topológicos 

Ainda a Topologia . 

Você já teve algumas info -
das Geometrias Aspect 

I 
rn:1açoes de que a Topologia é a mais geral 

d
. • . · os re ativos a tamanho , á , 1stanc1as, por exemplo - . , 1orma, rea, penmetro, 

. . , nao Interessam a um topologista. 
Assim, nas fi guras: 

A D D 

e B 
e B 

D 

D 
A 

B 

e 

e B 
que não são "idênticas" os , . 
o t d " 1 ' quatro 'ramos" (EA c n u o a go" em comum. 

0 
p E , EC, EB e ED) possuem 

temente das ~ormas das fig~ras ac~~to . Nestas condições, independen
certas propriedades comuns. a, os pontos A, B, C, D e E guardam 

d
. . Por outro lado, na figura seguinte A B 
1stmtos: . , e C representam três países 

A 

e 
B 

/' A 
on~e • -. B 

"' e 
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é vizinho de B e C 

é vizinho de A e C 

é vizinho de A e B 

Observe que essas mesmas vizinh;:i nças {>rrmanecem com RS figuras : 

Êstes aspectos topológicos, destacados nessas figuras, podem ser 
usados com vantagem no estudo da Geografia, principalmente quando 
se deseja saber num mapa os limites de um Estado com os demais. Agora, 
forma e tamanho não têm tanto interêsse para solucionar tal problema. 

Por exemplo, há vários lugares no Brasil onde três Estados se en
contram num ponto comum, como: 

Pará 

Goiás 

Mato Grosso 

As relações entre êles não mudarão, mesmo- que êsses três Estados 
apareçam desenhados com outra~ formas. 

Nestas condições é possível simplificar topologicamente o mundo 
físico em que vivemos, sem perder de vista as informações principais que 
se desejam. 

A seguir, temos os mapas topológicos(*) da América do Sul e do 
Brasil, os quais fornecem ràpidamente informações sôbre os limites (vizi
nhanças) entre países. 

. (•) Sugestão do Prof. Emcsc R . RANUCCJ, da Statc UnivcrsitY o f Ncw York, nas Sessões de Estudos 
realizadas no Gru/)o de &ludos de Ensino da M~trm6ti<:a - GEEM de Silo Paulo, em 1964. 
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Veja como é fácil, por exemplo, concluir que o Brasil tem fronteiras 
com todos os países da América do Sul, menos com o C hile e o Equador. 

. 
01 -~ co ,:j , .. 

.o Q) co e e e co 
Equador E ::; 1 l 

tE 1 
N co o 

o Q) ·- I ::; 
o e <.9 1. d ! o Q) <.9 > 'I 

Peru 

Brasil 
t 

co ·--~ o 
m Paraguai 

Q) -·-
J:: 

o 
co 

Argentina 
::; 
O) 
::; 
'-

::) 

Mapa topológico da, América do Sul 
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l Amapá l Rio G r.de 

t Roraima ,g ·ro ,_ 
.e C'O -- do Nor 

-e 
C'O C'O ,_ a.. C'O 

~ 

Amazonas Pa rá 

CD 

ü 

Bahia ~ 

Paraíba 

Pernambuco 

Alagoas 

Sergipe 

Acre l --·-
Rorrdónia 

Mapa topol6gico do 

Goiás 

· ·• 

1 

0 Minas 

Mato G rosso &:n:!1~ Gerai s 

1 
1 São Paulo 
1 --·- · Paraná 

~anta < atarina 
Brasil 

RioGr.dedo Sul 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 95 

... 

I• 

Esp.10 Santo 

Rio de Jane1rc 

Guanabara 

1. Qual o Estado brasileiro que possui maior número de fronteiras com outras unidades 
da Federação ? Há mais de um ? 

2. Assinale alguns lugares do Nordeste brasileiro onde três Estados se encontram num 
ponto comum. 

NOTA: Você perc_ebeu que os Estados do Maranhão, Piauí, Goiás e Bahia por pouco 
(pouquíssimo ... ) não têm um ponto em comum? Seria o único lugar no 
Brasil com essa propriedade. 

3. Você sabia que 4 côres distintas são suficientes para diferenciar cada Estado de todos 
os seus vizinhos imediatos nos mapas comuns? Verifique êsse fato com os mapas 
da América do Sul e do Brasil. 
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