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Resumo

Neste trabalho apresentamos a teoria béasica de semigrupos e seus atratores globais, além
de encontrar condi¢oes para garantir a existéncia destes atratores. Estudamos também a
continuidade dos atratores globais quando fazemos uma perturbacoes num dado semigrupo.
Baseados em [Bortolan, Carvalho e Langa 2020| apresentamos resultados para garantir a
semicontinuidade superior e inferior destes atratores, que juntas nos dao a continuidade.
Além disso, baseados em |Li e Kloeden 2004] e [Caraballo et al. 2016|, apresentamos um

outro caminho para obter tal continuidade, usando a propriedade de equi-atracao.

Palavras-chave: semigrupos, atratores globais, perturbagoes, semicontinuidade superior,

semicontinuidade inferior, continuidade, equi-atracao.






Abstract

In this work we present the basic theory of semigroups and their global attractors, and find
conditions to ensure the existence of such attractors. We also study the continuity of global
attractors when we perform a perturbation on a given semigroup. Based on [Bortolan,
Carvalho e Langa 2020] we present results that ensure the upper and lower semicontinuity
of these attractors, and together they give us the continuity. Moreover, based on [Li e
Kloeden 2004] and [Caraballo et al. 2016], we present a different path to obtain this

continuity, using the property of equiattraction.

Keywords: semigroups, global attractors, perturbations, upper semicontinuity, lower

semicontinuity, continuity, equiattraction.
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Introducao

SISTEMAS DINAMICOS E ATRATORES

Na modelagem matematica de problemas do mundo real, sejam eles provenientes
da Quimica, Fisica, Biologia, ou de outras areas, é comum nos depararmos com regras
de evolugao que variam com o tempo. Tais regras sao matematicamente conhecidas como
sistemas dindamicos. Mais especificamente, os sistemas dindmicos sao constituidos de um
conjunto de variaveis = que representa quantidades fisicas (como a posigao de um objeto
no espago, sua temperatura, sua velocidade, etc.) e um conjunto de regras, denotadas
por S(t,s)z, que calculam a evolu¢do das variaveis x ao longo do tempo, de um dado
instante inicial s até um instante final ¢. Mais especificamente, neste trabalho, estaremos
interessados em estudar os sistemas dinamicos cujas regras de evolugao nao dependem
explicitamente dos instantes inicial s e final ¢, mas sim do tempo decorrido t — s. Isto é,
estudaremos sistemas que satisfazem S(t, s)x = T'(t — s)z para todos os instantes inicial s
e final ¢, e toda varidvel x. Tais sistemas sao chamados de sistemas dindmicos auténomos,

ou simplesmente semigrupos.

Dentre os sistemas dinamicos, aparecem aqueles cujas regras sao dadas por solugoes
de equacoes diferenciais, e apesar da teoria apresentada neste trabalho contemplar o caso
geral de sistemas dindmicos, nosso interesse esta em estudar particularmente aqueles
provenientes de equagoes diferenciais. Para tanto, a teoria qualitativa de equagoes diferen-
ciais, que tem seu inicio com os trabalhos de Poincaré sobre mecéanica celeste [Poincaré
1892,1893,1899, Poincaré 1890], é fundamental.

No estudo de sistemas dinamicos auténomos, o comportamento assintotico tem sido
o foco de muitos pesquisadores ao longo dos anos. O comportamento assintotico nada mais
é do que estudar o que acontece com as trajetorias [0,00) 3t +— T'(t)x de um semigrupo
para uma dada variavel x quando o tempo decorrido t tende a infinito, isto é, é o estudo a
longo prazo das solugoes do sistema dinamico. O objeto central deste estudo ¢é o atrator
global, um conjunto compacto que atrai para si todas as trajetoérias de um semigrupo, de
maneira uniforme para variaveis em conjuntos limitados, com a propriedade adicional de
que qualquer trajetoria que o intercepte deve estar inteiramente contida nele. Quando tal
conjunto existe, ele é tinico, e podemos mostrar que ele é constituido de todas as trajetorias
limitadas que estao definidas para todo tempo ¢ real, as chamadas solugoes globais limitadas
do semigrupo. Tais solu¢oes contém todas as informagoes relevantes do semigrupo, do
ponto de vista pratico. Portanto, estudar o atrator global de um semigrupo é uma tarefa
importante, e nao s6 do ponto de vista do comportamento assintotico, veja [Ladyzhenskaya,

1991] e [Temam 1997], por exemplo.
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O Capitulo 1 é dedicado ao estudo dos semigrupos e dos atratores globais. Nele
apresentamos a teoria basica de semigrupos e seus atratores globais, detalhando algumas de
suas principais propriedades. Mostramos condi¢oes necessarias e suficiente que devem ser
satisfeitas para um semigrupo para que este tenha um atrator global. Aplicamos a teoria
apresentada em exemplos de semigrupos que surgem de equacgoes diferenciais ordinarias
em espacos euclidianos. Por fim, neste capitulo, apresentamos um resultado simples que

garante a conexidade dos atratores globais.

CONTINUIDADE DE ATRATORES

Ao modelarmos matematicamente um problema real é comum realizarmos aproxi-
macoes, sejam elas por escassez de dados, uso de leis empiricas, simplificagoes do modelo
ou o uso de discretizacoes para aplicacao de métodos numéricos. Desta forma, o modelo
mateméatico obtido é uma aproximagao (ou perturba¢ao) do real problema. Sendo assim, de-
vemos ser capazes de obter resultados que nos permitam transportar algumas propriedades
do problema limite (o modelo matemético obtido) para o problema real. Tais resultados
englobam o estudo da robusteza sob perturbagoes, e para o nosso caso especifico, estaremos
interessados em estudar a robusteza dos atratores globais para semigrupos. Dito de outra
maneira, queremos encontrar condi¢oes para que ao perturbar um semigrupo, o atrator
global do semigrupo resultante esteja perto do atrator global do semigrupo inicial. O con-
ceito de proximidade acima pode variar, dependendo do como a mediremos. Na literatura
(veja [Bortolan, Carvalho e Langa 2020| e suas referéncias, por exemplo), sdo apresentados
quatro niveis de crescente dificuldade para esta proximidade: a semicontinuidade superior,

a semicontinuidade inferior, e estabilidade topologica e a estabilidade geométrica.

Neste trabalho estudaremos as duas primeiras: a semicontinuidade superior nos dé
a nao-explosao dos atratores, isto é, as solugoes globais limitadas do semigrupo perturbado
permanecem proximas as do semigrupo original. A semicontinuidade inferior nos da a
nao-implosao dos atratores, isto é, a estrutura dos atratores perturbados é pelo menos tao
complexa quanto a do atrator original. Juntas, a semicontinuidade superior e inferior nos

dao a continuidade de atratores.

A semicontinuidade superior é bastante comum nas aplicagoes, e é obtida com
hipoteses simples, que sao amplamente satisfeitas. A semicontinuidade inferior ja nao é tao
simples, apesar de ter definicao muito semelhante a superior. Para obté-la, é necessario
o conhecimento das estruturas internas que compooe o atrator limite e como estas se

comportam sob perturbagoes.

No Capitulo 2, encontramos as condi¢oes para que, ao perturbarmos semigrupos,
tenhamos uma familia de atratores que seja semicontinua superiormente e inferiormente

(e portanto, continua).
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Além disso, no Capitulo 3, exploramos uma maneira diferente de se obter a
continuidade de atratores, que é usando o conceito de equi-atra¢ao. Nele, desenvolvemos
resultados baseados em [Li e Kloeden 2004] (e também em [Caraballo et al. 2016]),
para provar a continuidade de uma familia de atratores. Vale ressaltar que as hipdteses
apresentadas nos resultados deste capitulo sdo mais fracas do que as de [Li e Kloeden

2004], porém os resultados obtidos sao ligeiramente mais fracos.
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1 Semigrupos e Atratores Globais

Consideremos X um espago métrico, com métrica d, e C'(X) o conjunto das fungoes

continuas de X em X.

Definicao 1.1. Um semigrupo em X ¢ uma familia {7'(¢): ¢t > 0} C C(X) tal que

(i) T(0)x = z para todo = € X;
(i) T(t+s) = T() o T(s);

(iii) a aplicacdo [0,00) X X > (t,s) — T(t)x € X ¢é continua.

Para simplificar a notagao, daqui para frente utilizaremos simplesmente 7" para nos
referirmos ao semigrupo {7'(¢): t > 0}, quando nao houver risco de confusao. Também,
para a composi¢ao em (ii), a denotaremos simplesmente por 7'(¢)T'(s). A condigao (iii)
nem sempre é pedida para semigrupos (como, por exemplo, em [Temam 1997]), e muitos
resultados neste texto sao provados sem a necessidade de utiliza-la. Entretanto, no préximo
capitulo ela sera crucial, e por este motivo escolhemos apresenta-la diretamente na defini¢cao

de um semigrupo.

Os semigrupos sao ferramentas essenciais no estudo da teoria de equagoes dife-
renciais, e surgem naturalmente como solugoes de grande parte destas equagoes. Abaixo,

apresentamos dois exemplos de semigrupos associados a equagoes diferenciais ordinarias.

Exemplo 1.2. Considere o problema de valor inicial em R, dado por uma equacao

diferencial ordinéria linear de primeira ordem com coeficientes constantes:

‘fl—f +ax =0,
z(0) = xo,

onde a,b € R com a > 0. Multiplicando a equacao por e* obtemos

d x
—(a:e“t) — eat_ + aeatx — b@at,

dt dt
e integrando ambos os lados de 0 até ¢:
at at
re" —xg = —(e" —1),
o= (e = 1)

portanto:

z(t)=2+e(xo— L) paratodoteR.

a
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Q|

Denotando, para t > 0, T(t)xy = x(t) notemos que T(0)zg = 2 + (a:o — g) = xg, para

qualquer zy € R. Também

T(H)T(s)wg =L+ e ™ (T(s)wg — &) =L+ e[+ e (zo — 9) 3]

a a a a

Além disso, a aplicagao [0,00) x R 3 (t,29) — T(t)zo € R é claramente continua, logo
T ={T(t): t > 0} define um semigrupo em R.

Exemplo 1.3. Considere o problema de valor inicial
T = f(x
f(x) -
x (0) =1x9 € R"

onde f: R" — R” é uma fun¢ao localmente Lipschitz continua, isto é, dado =y, € R"”

existem 6 > 0 e L > 0 tais que para ||z — || < 0 e ||y — xo|| < ¢ temos
1 () = F@WIl < Lllz =yl

Sob estas hipoteses, vale o seguinte resultado, que é uma colegao dos resultados

encontrados em [Hale 1980):

Teorema 1.4. Para cada xq € R", existem 7 > 0 e uma fun¢ao continuamente dife-
rencidvel [0,7) 3t — £(t) € R” tal que £(0) = xo e £(t) = f(E(t)) para todo t € (0,7).
FEsta fungao é chamada de solugdo do problema de valor inicial (1.1) e tem as sequintes

propriedades:

1. se existem o > 0 e uma fungdo continuamente diferencidvel n: [0,0) — R" tal
que 7(0) = x¢ e n(t) = f(n(t)) para todo t € (0,0), entao £(t) = n(t) para todo
t € [0,min{o, 7});

2. existem T(x¢) > 0 e uma solugao [0,7(xg)) >t — x(t,x9) € R™ de (1.1) tais que ou

7(x9) = 00 ou limsup ||z(t, )| = oo,
t—7(z0)~

3. se E={(t,x) e Rt xR": 0 <t < 7(x)}, entdo a fungao E > (t,x9) — x(t,z9) € R”

é continua.

Denotaremos por z(t, zg) o valor da solugao de (1.1) no tempo t, t € [0, 7(xo)).

Assumindo também que existe uma constante M > 0 tal que
f(z) -2 <0, para |jz]| > M, (1.2)

onde - denota o produto escalar usual de R”, temos

d ) _
et 2)[? = 2 (e(t,20)) - 2(t, x0). (1.3)
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Proposicao 1.5. Temos 7(xy) = oo para todo xo € R™.
Demonstragao. Sejam R > M e xy € R™ tal que ||zo|| < R. Primeiro mostremos que
lx(t, z0)|| < R para todo t € [0, 7(x)).
Assuma que ||z(t*, x0)|| > R para algum t* € (0,7(x¢)) e defina
F={tel0,7(x0)): ||x(s,20)|| < R para 0 < s < t}.

Claramente 0 € F' e se « = sup F, devemos ter o < t* (ja que como x(-, xy) é continua,
temos ||z (s, zo)|| > R para s suficientemente proximo de ¢t*). Além disso, ||z(¢,zo)|| < R
para 0 <t < ae ||z(a,z0)]| = R > M. Por (1.2) e (1.3) temos

d .
EHx(a,a:o)HQ = &(a, zo) - x(a, z9) <0,
e portanto existe € > 0 tal que a+¢e < t* e ||z(s, zo)|| < ||z(a, zo)|| = R para s € (o, o+ €],

o que mostra que ||z(t, xo)|| < R para 0 < t < a + ¢, o que contradiz o fato de « ser o

supremo de F. Portanto ||x(¢,x¢)|| < R para todo t € [0, 7(x)).
Isto que dizer que toda solugao de (1.1) fica limitada para t € [0, 7(zo)), ¢ o item 2

do Teorema 1.4 nos garante que 7(zg) = 00, para cada xy € R™. O

Sob estas condigoes, definimos 7'(t): R™ — R™ por
T(t)xg = x(t,xy) para cada zo € R" et > 0.

E claro que, tendo em vista o Teorema 1.4, a tnica condi¢do que precisamos verificar
para concluir que 7'= {T'(t): t > 0} é um semigrupo (com X = R") é a condigao (ii) da

Definigao 1.1. Para isso, fixemos s > 0 e o € R", e para t > 0 definimos
n(t) =T)T(s)xe = T(t)x(s,x0) = z(t, (s, x0),
§(t)

Veja que para t > 0 temos

0(t) = &(t, x(s, x0)) = f(a(t, x(s, 20)) = f(n(t)),

T(t+ s)xog = z(t + s, 30).

E(t) = #(t + 5,70) = f(w(t + 5,70)) = F(E(D)).
Além disso n(0) = z(s, so) = £(0). Dessa forma 7 e £ sao ambas solugbes, na variavel ¢, do

problema de valor inicial

{ i = f(z)

z(0) = z(s,x0) € R"

e da unicidade de solugbes de (1.1) dada no Teorema 1.4 concluimos que T'(t)T'(s)zo =
n(t) = &(t) = T(t + s)xo, para quaisquer t, s > 0 e qualquer zp € R"™. Portanto T'(t + s) =
T(t)T(s) para quaisquer t,s > 0.
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Observacao 1.6. Os semigrupos também aparecem como solugoes de equagoes diferenciais
parciais, e neste caso, o espa¢o X é um espago de Banach (ou de Hilbert) de dimensao
infinita (como em [Temam 1997] ou [Ladyzhenskaya 1991]). Entretanto, o estudo de
semigrupos associados a estas equagoes é consideravelmente mais complicado do que o
o estudo para equagoes diferenciais ordindrias, e requer muitos pré-requisitos. Por este

motivo, nao apresentaremos exemplos de equagoes diferenciais parciais neste trabalho.

Notamos que nem toda equagao diferencial da origem a um semigrupo. Vejamos
exemplos (retirados de [Henry 1981]) em que as hipoteses do Teorema 1.4 ou a condigao
(1.2) nao estao satisfeitas, e nao é possivel definir um semigrupo a partir da equagao

diferencial.

Exemplo 1.7 (Nao-existéncia). Considere o problema (1.1) com

f(x)—{ —1 parax >0,

1 paraz <O0.

Este problema nao tem solugao para xq = 0. De fato, suponha que existam 7 > 0 e
funciio £: [0,7) — R continuamente diferenciavel com £(0) = 0 e £(t) = f(£(t)) para
todo t € (0,7). Deste modo, como £ é continua, devemos ter f(£(t)) continua em (0, 7).
Portanto ou f(£(t)) = —1 para t € (0,7), ou f(£(¢)) = 1 para t € (0, 7).

Suponhamos que o primeiro caso acontece. Temos entao £(t) = —1 para t € (0,7) e
como £(0) = 0 devemos ter £(t) = —t. Mas assim £(t) < 0 para t € (0,7) o que implicaria
que f(&(t)) =1 parat € (0,7), o que é uma contradigao.

Analogamente, o segundo caso nos da uma contradicao e mostra que tal solucao

nao pode existir.

O problema aqui é que a funcao f dada nao é continua no ponto z = 0.

172 Para,

Exemplo 1.8 (Nao-unicidade). Considere o problema (1.1) com f(x) = |z|
xo = 0 vemos que £(t) = 0 para todo t > 0 é uma solugado. Porém, para cada 7 > 0 a
funcao

0 para 0 <t < T,
€T<t) = 1 2 D
1(t—7)° parat>T,

também é uma solucao deste problemal.

Neste exemplo, o problema é que f nao é Lipschitz continua em nenhuma vizinhanca

de z = 0. De fato, se fosse, existiriam ¢ > 0 e L > 0 tais que

|f(z) — f(y)| < Lz —y| para |z, |y| <e

1 1/2

Nio é dificil verificar que &, é continuamente diferenciavel, que &,(0) = 0 e que &, () = |£,(t)]
todot >0

para
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Isto nos daria que |f'(z)] < L para 0 < |z| < e. Mas f'(z) = 577 para todo 2 > 0, e

fazendo z — 0 obtemos f'(x) — oo, e chegamos a uma contradigao.
Exemplo 1.9 (Existéncia nao-global). Considere o problema (1.1) com f(z) = x?. Veja
que esta funcao satisfaz as condigoes do Teorema 1.4. Para xy > 0, a solucao é dada por

N 1 —tZE()’

§(t)

para t € [0, r—lo), ja que & nao esta definida para t = % Note que £(t) — oo quando

t— %_. Veja ainda que f(z) = x? nao satisfaz a condigao (1.2).

1.1 Atratores globais de semigrupos

Nesta secao, apresentaremos o conceito de atrator global para um semigrupo T’
num espago métrico X, seguindo as ideias de [Ladyzhenskaya 1991|. Para isto, os conceitos

de atracao e invaridncia sao essenciais.

Comecaremos introduzindo o conceito de atragao, que esta ligado a seguinte nocao

de prozimidade, dada pela semidistincia de Hausdorff.

Defini¢ao 1.10 (Semidistancia de Hausdorff). Sejam A e B dois subconjuntos nao-vazios

de X, definimos a semidistancia de Hausdorff entre A e B por

dy(A, B) = sup inf d(z,y).

zeAYEB

Note que esta semidistancia é diferente da distdncia usual entre dois conjuntos
nao-vazios A, B de X, dada por d(A, B) = inf,c inf e d(z,y).

Exemplo 1.11. Por exemplo, considere em R? os conjuntos
A={r cR* ||z — (-1,0)| <1} e B={zcX:|z—(1,0)] <1},

dados na figura abaixo:

= \ 1 /

A
/—\ // \\
r \
1
U

Veja que d(A, B) = 0 enquanto que dg(A, B) = 2.
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Grosseiramente falando, a semidistancia de Hausdorff mede o quanto A estd longe
de estar contido no fecho de B. No exemplo acima, ao movimentarmos A por duas unidades
para a direita, vemos que A fica contido no fecho de B. Para conjuntos A, B nao-vazios de

X, é simples notar que dy (A, B) = 0 se, e somente se, A C B.

Quando A = {a}, a semidistancia de Hausdorff entre A = {a} e B é equivalente &

distancia usual entre ponto e conjunto, e denotamos
d(a, B) = dg({a}, B) = inf d(a,b).
beB
Apesar desta semidistancia nao ser uma distancia, notamos que ela satisfaz a
desiqualdade triangular.

Proposicao 1.12. Sejam A, B, C subconjuntos nao-vazios de X. Entao
dy(A,B) < dy(A,C)+dy(C,B).

Demonstracao. Vejamos que para quaisquer a € A, b € B e c € C, temos
d(a, B) < d(a,b) < d(a,c)+d(c,b).

Tomando o infimo para b € B no lado direito, obtemos d(a, B) < d(a,c) + d(c, B), e
portanto d(a, B) < d(a,c) + dg(C, B). Tomando o infimo para ¢ € C' na direita, obtemos

d(a'> B) < d(a,C) + dH(Ov B) g dH(A> O) +dH(C> B)a

e o resultado segue tomando o supremo para a € A no lado esquerdo. ]

1.1.1 Atracéo e absorcao

Com a semidistancia de Hausdorff definida, podemos definir o primeiro ingrediente
para a definicao de atratores globais para semigrupos, a no¢ao de atra¢ao. Para isto, dado
B C X e T um semigrupo em X, denotamos T'(¢)B = {T'(t)x: x € B} a imagem de B
por T'(t), para cada t > 0.

Definigao 1.13 (Atracao). Considere A, B C X conjuntos nao-vazios e 7' um semigrupo

em X. Dizemos que A atrai B sob a agao de 7' se dado € > 0 existe ty > 0 tal que
du(T(t)B,A) <€ para todo t > to,

isto é, se
lim dy(T(t)B,A) = 0.
t—o0

Podemos dizer também que A T-atrai B, ou simplesmente que A atrai B, quando nao

houver confusao com respeito ao semigrupo 7.
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Temos também a noc¢ao de absor¢ao, definida a seguir:

Definigao 1.14 (Absorgao). Considere A, B C X conjuntos ndo-vazios e 7' um semigrupo.

Dizemos que A absorve B sob a acao de T se existe ty > 0 tal que

T(t)BC A paratodo t > to.

Podemos dizer que A T-absorve B, ou simplesmente que A absorve B, quando

nao houver confusao com respeito ao semigrupo 7.

As nocoes de atracao e absorcao se relacionam da seguinte maneira:

Proposigao 1.15. Considere A, B C X conjuntos nao-vazios e T um semigrupo. Sao

validas as sequintes afirmagoes:

(i) se A absorve B entao A atrai B;
(i1) se A atrai B, entdo para cada r > 0 a r-vizinhanga de A, definida por
O.(A) ={x e X:d(z,A) <r},

absorve B.

Demonstracao. (i) Se A absorve B entdo existe ty € [0, 0o)para todo t > t; temos
T(t)B C A.

Desta forma dy(T'(t)B, A) = sup,cp d(T'(t)x, A) = 0 para todo t > t,, portanto A
atrai B.

(ii) Sejar > 0. Como A atrai B entdo existe ty € [0,00) de forma que dy(T(t)B, A) <r
para todo t > ty. Portanto,
supd(T(t)xz, A) <r

zeB
e consequentemente d(7'(t)z, A) < r, para todo x € B, logo
T(t)B C O,(A)
para todo t > to. Logo O,(A) absorve B.

]

O item (ii) ndo pode ser relaxado, isto é, existem exemplos onde A atrai B, mas A

nao absorve B, como veremos agora.
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Exemplo 1.16. Considere X = R e o semigrupo 7" em R dado por T(t)xo = zge" para
cadat > 0e zg € R. Considere A = {0} e B=[-1,1]. Note que T'(t)B = [—e*, 7] para
cada t > 0. Assim

dg(T(t)B,A) =e* —0 quando t — oo,

Mas T'(t) B nao esta contido em A = {0} para nenhum ¢ > 0. Assim A atrai B sob a acao

de T', mas A nao absorve B.

1.1.2 Invariancia

Para definir atratores globais para semigrupos, s6 nos resta introduzir o conceito

de invaridncia.

Definigao 1.17 (Invariancia). Considere um conjunto nao-vazio A C X e um semigrupo

T em X. Diremos que A é

(a) positivamente invariante por T se T'(t)A C A para todo t > 0;
(b) negativemante invariante por 7 se T(t)A D A para todo t > 0.

(c) invariante por 7T se T'(t)A = A para todo t > 0, isto é, se A é positivamente e

negativamente invariante por 7.

Diremos equivalentemente que A é T- positivamente invariante/ T-negativa-
mente invariante/ T-invariante, ou simplesmente positivamente invariante/ ne-
gativamente invariante/ invariante, quando nao houver confusdo com respeito ao

semigrupo 7'.

Veja que para cada B C X, a sua orbita positiva v"(B) dada por
7+(B) = Us>0T'(s)B
¢ um conjunto positivamente invariante por 7', ja que

T(t)y"(B) = UssoT ()T (5) B = UgzoT(t + s) B = Uy T(s)B € v (B).

O conceito de invariancia esté diretamente ligado a possibilidade de construcao de

solugoes globais. Explicaremos esta afirmacao em mais detalhes.

Definigao 1.18 (Solucao global). Seja T" um semigrupo num espago métrico X. Uma
solugao global de 7' é uma funcdo continua £: R — X tal que T'(t)&(s) = £(t + s) para
todot > 0es e R.

Proposigao 1.19. Considere um semigrupo T em X e & uma solu¢ao global de T. O
conjunto A = {{(t): t € R} € invariante por T.
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Demonstracao. Inicialmente mostraremos que T'(t)A C A para todo ¢t > 0. Tome T'(t)y €
T(t)A, entdo existe s € R de forma que y = £(s). Com isso, da defini¢ao de solugao global,
temos

T(t)y = T(HE(s) = £(t + 5) € A.

Agora seja (s) € A com s € R, basta escrevermos

§(s) =T)E(s —t) € T(1)A,
Mostrando o desejado. O

Proposigao 1.20. Considere um semigrupo T em X e A C X um conjunto nao-vazio.
Entao A € invariante se, e somente se, para cada v € A existe uma solu¢ao global & de T
satisfazendo £(0) = x e £(t) € A para todo t € R.

Demonstrag¢ao. Suponha que A seja invariante. Tome x € A. Primeiramente da invariancia
de A perceba que, para todo y € A existe u € A de forma que T'(1)u = y. Defina a sequéncia,
{u;} € A dada por u; é um ponto tal que T'(1)u; = = e u;, para j > 1, ¢ um ponto tal
que T'(1)uj; = u;_1. Dessa forma definimos a solugdo global £ dada por
£(t) = { T(t)x para t > 0,
T(t+ju; parate[—j—j+1), jeN.
Veja que £(0) = T'(0)z = x, além disso se t,s > 0 temos T'(t)é(s) = T'(t)T(s)x = T'(t +
s)x = E(t+s). Nocasoem quet > 0es < 0 temos T'(¢)E(s) = T(t)T (s+j)u; = T (t+s+7)u;

e ainda
Tit+s+juj=Tt+s+j—1DTLuj=---=T(t+s+7—k)uj_,

com k € {1,...,7} o maior possivel de forma que t+s+j—k > 0. No caso em que t+s > 0
temos simplesmente k = j e portanto T(£)§(s) = T(t + s)T(1)u; = T(t + s)x = £(t + ).
Casot+s < Oentdaode t+s+j—k > 0 temos, t+s > —j+klogot+s € [—j+k,—j+k+1).
Portanto (t +s) =T(t + s+ j — k)uj_, = T(t)&(s), concluindo o desejado.

Reciprocamente, sejam © € A e t > 0. Entao existe uma solugao global £ de T
satisfazendo £(0) = x e £(s) € A para todo s € R. Desta forma T'(t)x = T(t)£(0) =
E(t) e A, e x =&(0) =T(t){(—t) € T(t)A. Portanto T'(t)A = A para cadat > 0,e A é

invariante. O

Apresentaremos mais alguns exemplos envolvendo os conceitos de invariancia.

Exemplo 1.21 (Solugoes para tras). Uma solugao para tras de um semigrupo 7' é uma

fungao continua &: (—o0,0] — X tal que
E(t+s)=T(t)&(s) parat>0,s <0 tais que t + s < 0.

Se ¢ é uma solugao para tras de T, entao C' = {{(s): s < 0} é negativamente invariante
para T, poisse s <0et >0entdo s —t < 0e&(s)=T(t)&(s—1t),isto e C CT(t)C.
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Os conceitos de solugao global e solugao para tras se relacionam da seguinte maneira:

Proposicao 1.22. Seja T' um semigrupo num espago métrico X.

(1) Se & é uma solugao global de T, entdao sua restricao ao intervalo (—oo,0] € uma

solucao para trds de T
(ii) Se & € uma solugao para tris de T entdo a fungao

B &(t) para t <0,
v = { T(t)&(0) parat >0,

€ uma solugao global de T

Demonstragao. (i) Se £ é solugao global de T" entao &(t 4 s) = T'(t){(s) para todo t > 0
e s € R, em particular (¢t +s) = T(t)&(s) para todo t > 0 e s < 0 tais que t + s < 0.

(ii) Sejam t > 0e s € R. Caso s > 0 temos Y(t +s) =T(t + 5)&(0) = T(t)T(s)€(0) =
T(t)i(s). Caso s < 0 et+ s > 0 obtemos que Y(t +s) = T(t + s)T(—s)é(s) =
T(t+ 5)&(0) =T(t)E(s) = T(t)y(s). Por ultimo, no caso em que s <0et+s<0
observamos que ¢¥(t+s) = £(t+s) = T(t)&(s) = T(t)1(s). Demonstrando o desejado.

]
Exemplo 1.23 (Solugoes periddicas). Dizemos que uma solugao global £ de T é uma
solugao periddica se existe p > 0 tal que (¢ + p) = &£(t) para todo t € R. Se £ é uma

solucdo periddica, o conjunto = = {£(t): t € [0,p]} é chamado de 6rbita periddica (que

¢ um subconjunto compacto de X, ja que £ é continua e [0, p] é compacto).

Claramente, por ser uma solucao global, toda orbita peridédica é um conjunto
invariante. Além disso, a construcao de orbitas periddicas é bastante simples: se zg € X é
tal que T'(p)xg = x¢ para algum p > 0, entdo existe uma solugao periddica & de T' com

£(0) = xy. Basta, por exemplo, tomarmos a solugao
E(t) =T(t —kp)zy parat € [kp, (k+ 1)p), k € Z.
Perceba que £ é solugao global pois, supondo que ¢ + s € [kp, kp + p), temos
E(t+5) = T(OT(s — kp)zo = TAT(s — kp)T(p)o = - = THT($)ao,
e supondo que s € [jp, (j + 1)p) vemos que
T()T(s)xo =T()T (s — jp)T(jp)ro = T(t)T(s — jp)zo = T()(s).

De fato £ é solugao periddica pois se t+p € [kp, (k+1)p) entao (t+p) = T(t+p—kp)xy =
T(t — (1 K)p)o = £(1).
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Vamos descrever agora alguns conjuntos invariantes menos triviais. Seja £ C X

um conjunto invariante para 7. Definimos o variedade estavel de F por
WAE)={ze€ X:dT(t)x,E) = 0, t = co}.
Definimos também o variedade instavel de E por

W*(E) ={x € X: existe uma solucao global £ de T" com £(0) =z
ed(t),E) — 0, t » —oo}.

Note que como E ¢ invariante, temos F C W¥(E) e E C W*(E).

Proposicao 1.24. Se £ C X ¢ invariante para T, entdo W*(FE) é positivamente invariante

por T e W"(E) € invariante por T

Demonstragao. Sejam t > 0 ey = T(t)xr € TH)W?*(E). Como x € W*(FE) entao
d(T(s)x, E) — 0 quando s — oo. Portanto d(7(s + t)z, E) — 0 quando s — oo, logo
d(T(s+t)z, E) = d(T(s)T(t)z, E) = d(T(s)y, E) — 0 quando ¢ — oo mostrando que
T(t)W*(E) C W(E).

Sejam z € W"(FE) e t > 0. Existe £ solugao global de T" com £(0) = x e
d(&(s), W*(E)) — 0, quando s — —oo. Defina ¢(s) = &(t + s). Com isso ¢ é solu-
cao global de T, ¥(0) = &(t) = T(t)&(0) = T(t)x e d(vw(s),E) = d(&(t + s), E) — 0,
quando s — co. Portanto T'(t)z € W*(E).

Reciprocamente, seja x € W*(E) e t > 0. Logo, existe solucao global ¢ de T, tal
que £(0) =z e d(&(s), W*(FE)) — 0 quando s — —oo. Seja y = &(—t) e (s) = &(s — 1).
Entao ¢ é solugao global de T', ¥(0) = &(—t) = y e d(¢(s),E) = d(&(s —t),E) — 0,
quando s — —oo. No que segue y € W*(E) e T(t)y = T(t)¢(—t) = £(0) = z, isto &,
x € T(t)W*(FE). Portanto W*(E) ¢ T-invariante. O

Um conjunto T-invariante £ C X ¢ dito estavel de W*(E) = E, e instavel caso

contrario.

Exemplo 1.25. Alguns exemplos pictéricos sao dados nos retratos de fase das Figuras
1,2 e 3 abaixo (onde o sentido das setas representam o caminho percorrido com o tempo
crescente). No exemplo (a), uf é chamado de né estavel. No exemplo (b) é chamado de
ponto de sela. Em (c), a 6rbita que liga uf é chamada de homoclinica. Cada oérbita em

(d) é chamada de heteroclinica. Em (e), uj é chamado de centro.

Exemplo 1.26 (Orbitas periédicas). Considere a seguinte equacao diferencial ordinaria

planar em coordenadas polares:

{7‘— r(r—1)(r —2) 14)

0‘:
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(a) ug ¢ estavel (b) uf ¢ instéavel

Figura 1 — Variedades instaveis e estaveis para pontos fixos - Parte 1

U
*
U
* A3 4 * * * S 3 4 3 * * S 4 3
(c) ug é instéavel (d) ug, us, u} sdo instaveis e uj, u} sdo estaveis.

Figura 2 — Variedades instéaveis e estaveis para pontos fixos - Parte 2

que possui, no plano cartesiano (z,y), o ponto fixo Py = (0,0) e duas 6rbitas periodicas

Py = {(rocos0,r9sin ) }ocpo,27)

com 19 = 1 ou 2. O retrato de fase para (1.4) é dado na Figura 4. Podemos ver que o
ponto fixo Py = (0,0) é estavel, a 6rbita perioédica P, = {(cos#,sinf)}gcp2x ¢ instavel e a

orbita periodica P, = {(2cosf,2sin6)}scio.2x ¢ estavel.

1.1.3 Definicdo do atrator global e suas propriedades

Com estas defini¢oes, estamos prontos para definir o que é um atrator global para

um semigrupo 7.
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(e) uy & estéavel

Figura 3 — Variedades instaveis e estaveis para pontos fixos - Parte 3

Figura 4 — Retrato de fase de (1.4).

Definigao 1.27. Diremos que um conjunto A C X é um atrator global para o semigrupo

T se A é compacto, T-invariante e T-atrai todos os subconjuntos limitados de X.

Na verdade, um atrator global para um semigrupo 7', quando existe, é tnico.

Proposigao 1.28. Sejam A, e Ay dois atratores globais para T, entao A; = A,.

Demonstracao. De fato, temos
dy(Asz, A1) = dp(T(t)A2, A1) para todo t > 0,

ja que Ay é T-invariante. Além disso, como Ay é compacto e A; T-atrai limitados, segue
que

lim dH(AQ,.Al) = lim dH<T(t).A2,.A1) = 0,

t—00 t—00
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a portanto A, C A; = Ay, ja que A; é compacto. Portanto Ay, C A;. Intercambiando A,

e Ay, mostramos que A; C A, e o resultado esta provado. O

Exemplo 1.29. Considere o semigrupo T'= {T'(t): t > 0} dado no Exemplo 1.2, e defina

A= {g} Claramente A é compacto, ademais A é T-invariante pois
Tt)r=24+e*(2—-2)=2% paratodot > 0.
Além disso se B C R ¢ limitado temos:

dg(T(t)B, A) = supd(T(t)x,%) = sup |[T(t)x — 2

z€B €B “

= sup ‘e_“t (x — §)| =e “sup |x — g} = Ce ™,
zeB €D

onde C = sup,¢p |z — 2| < 00, j& que B é limitado. Assim
lim dy(T'(t)B,.A) =0,
t—00
e A T-atrai subconjuntos limitados da reta. Com isso A é o atrator global de 7.

O atrator global, quando existe, também é chamado de atrator maximal, pois ele
tem a propriedade de ser o maior subconjunto limitado e invariante de X, como veremos

no proéoximo resultado.

Lema 1.30. Se T' € um semigrupo em X com um atrator global A e B C X € limitado e

T-invariante, entao B C A.

Demonstra¢ao. Como B é limitado entao A T-atrai B. Utilizando que B é T-invariante,
temos

dy(B,A) =dy(T(t)B,A) -0 quando t — oo.
Portanto dg(B,A) = 0, logo B C B C A. Do fato que A é compacto (e portanto, fechado)
segue que B C A. O

Uma solugao global ¢ de T' é dita limitada se £(R) é um conjunto limitado de X.

Com isto temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.31. Seja T um semigrupo num espaco métrico X com um atrator global
A. Entao
A ={£(0): & € uma solugao global limitada de T'},

ou seja x € A se, e somente se, existe uma solugao global limitada § de T tal que £(0) = z.

Demonstragao. Seja x € A, defina {(t) = T'(t)x para todo t > 0, e assim &(t) € A para
todo t > 0, ja que T'(t)A = A. Agora, como z € A = T(1)A, existe z_; € A tal que
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T(1)x_; = x. Analogamente, z_; € A =T(1)A e existe z_5 € A tal que T'(1)x_o = z_;.
Podemos assim realizar esse processo indutivamente para definir uma sequéncia {z_, },en

de forma que xy =z e T(1)z_,_1 = x_, para todo n € N. Agora, para t < 0, definimos
£(t) =T(t — [t])xy, isto é,

T(t)x para t > 0,
§(t) =
T(t+n)r_, parate|[-n,—n+1), neN.

Com isso ¢ é solucao global de T" com £(R) C A. Portanto £ é uma solugao global limitada
de T com z = £(0).

Reciprocamente, considere £ uma solugao global limitada de 7. Do Lema 1.30 segue

que £(R) C A. Logo £(0) € A. O

Observagao 1.32. Note que na demonstragao da Proposigao 1.31, a sequéncia {z_,}
construida geralmente nao é unica. Entretanto isso nao interfere na construcao de uma

solucao global limitada passando por x.

A caracterizagao de A apresentada na Proposicao 1.31 nos mostra que nao so
o atrator global ¢ o conjunto onde todas as solu¢oes do semigrupo T se acumulam
quando t — oo, mas também ele é formado por todas as solugoes globais limitadas.
Dito grosseiramente, o atrator ja contém dentro de si todas as solugoes de T' que sao
fisicamente relevantes, levando em consideracao que vivemos em um mundo de quantidades
limitadas. Desta forma, o estudo de atratores globais para semigrupos ¢ fundamental para
o entendimento nao s6 do comportamento assintotico (quando ¢ — oo0) mas também para,

o entendimento de todas as solugoes limitadas de um dado problema.

1.2 Existéncia de atratores globais

E importante saber, dado um semigrupo 7', quais sao as condigoes necessarias
(e/ou suficientes) que T' deve satisfazer para que tenha um atrator global. No que segue,
tentaremos encontrar tais condigbes. Uma das ferramentas mais importantes para isto é o

w-limite, que definimos a seguir.

Definigao 1.33. Dado B C X, o conjunto w-limite de B, com respeito ao semigrupo
T, é definido por

w(B)=JT(")B.

t>0 1>t

Claramente w(B) é fechado para qualquer B C X. Veremos uma caracteriza¢ao

deste conjunto que nos ajudara nas demonstracoes a seguir.
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Proposicao 1.34. Seja B C X um conjunto nao-vazio. Entio v € w(B) se, e somente

se, existem sequéncias t,, — oo e {x,} C B tais que x = lim T'(t,)x,.
n—oo

Demonstragao. Se x € w(B) entao dado n € N existe t, > n e z, € B tal que

d(z, T(ty)xn) < =, e portanto t, — oo e lim T'(t,)x, = x.

n—o0

Reciprocamente, se t, — 0o, {z,} C Bex = nh_g)lo T(tn)x, entdo dados t > 0 e
e > 0, existe ng € N tal que d(z,T(t,)z,) < € e t, > t para todo n > ng, e portanto
S m Como esta argumentacao é valida para qualquer ¢ > 0, segue que
x € w(B). O

O resultado topologico auxiliar a seguir nos seré ttil em algumas situagoes.

Proposicao 1.35. Se K C X ¢é compacto e {x,} C X € tal que d(x,, K) — 0 quando

n — 00, entao {x,} possui subsequéncia convergente.

Demonstra¢ao. Como d(z,, K) — 0 quando n — oo, para cada m € N existe n,, € N
e ym € K tal que d(z,,,, ym) < 1/m. Do fato que K é compacto segue que {y,,} possui

subsequéncia convergente, denotada novamente por {y,,}, para algum y, € K. Logo,
d(xn,,,y0) < d(xn,,, Ym) + d(Ym, yo) — 0 quando m — oo,

que garante o resultado. O]

Agora apresentaremos as duas propriedades cruciais para obter a existéncia de

atratores globais para semigrupos.

Definigao 1.36. Um semigrupo 7T ¢ dito:

(i) dissipativo se existe By C X limitado tal que dado B C X limitado existe ¢ty =
to(B) = 0 tal que:
T(t)B C By, parat>t

ou seja, By T-absorve B. Um conjunto By com esta propriedade é chamado de

conjunto dissipativo para T’

(ii) assintoticamente compacto se para quaisquer sequéncias t, — oo e {z,} C X

limitada, a sequéncia {T'(t,)x,} possui subsequéncia convergente.

Facilmente vemos que estao condi¢oes sao necesséarias para a existéncia de atratores

globais.

Proposicao 1.37. Se T possui um atrator global entao T € assintoticamente compacto e

dissipativo.
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Demonstragao. Seja A o atrator global de T' e defina By = O1(A). Entao By é limitado e
dado B C X limitado, como A T-atrai B, existe to = to(B) = 0 tal que dy(T'(t)B, A) < 1
para todo t > tg, ou seja T'(t)B C O1(A) = By para t > tg, e T é dissipativo.

Agora, se t, — oo e {z,} C X limitada, defina B = {z,,: n € N}, que é limitado.
Assim, quando n — oo, temos dy (T'(t,)z,, A) < du(T'(t,)B, A) — 0. Logo da Proposicao

1.35, {T'(t,)x,} tem subsequéncia convergente e 1" ¢ assintoticamente compacto. O

Para mostrar que tais condi¢oes sao também suficientes, comegaremos com o

seguinte resultado.

Proposicao 1.38. Seja T um semigrupo assintoticamente compacto e dissipativo. Entao

dado B C X limitado e ndo-vazio temos w(B) # &, compacto, invariante, T-atrai B.

Demonstra¢ao. Mostremos primeiramente que w(B) # &. Sejam t, — oo e {z,} C B
sequéncias quaisquer. Temos {x,} limitada, e da compacidade assintotica de T', {T'(t,,)x, }
possui subsequéncia convergente, que denotamos novamente por {7'(¢,,)x,}, para um ponto
x € X, ou seja, x = lim T'(t,)z, e entdo = € w(B). Portanto w(B) # .

n—o0
Agora, como w(B) é fechado, para mostrar que w(B) é compacto, basta mostrar
que se {y,} C w(B) entdo ela tem subsequéncia convergente em X. Para cada y, € w(B),
existem sequéncias {z}'} C B et} — oo quando k — oo tais que y,, = klim T(t})xy. Assim,
—00

para cada n € N existe k(n) > n tal que

n n 1
A(T (i) TRy Yn) < o

Fazendo z, = xz(n) et, = t};(n) temos t,, — oo quando n — oo (uma vez que t, > n
para todo n € N) e {z,} C B. Além disso, da compacidade assintotica de T', {T'(t,)zn }
tem subsequéncia convergente, que denotamos novamente por {T'(¢,)z,}, para um ponto

y € X. Entao
d(y’ yn) g d(y’ T(tn)zn) + d<T(tn)2n7 yn) < d(ya T(tn)zn) + % — 07

quando n — oo. Portanto {y,} tem subsequéncia convergente em X e w(B) é compacto.

Para a invarincia de w(B), se © € w(B) e t > 0 entao, existem t,, — oo e {z,} C B

tais que z = lim T'(¢,)z,. Logo, da continuidade de T'(t) em X segue que
n—oo

T(t)z = T(t) (nm T(tn)xn> = lim T()T(ty)z, = lim T(t + ),

n—o0 n—o0 n—oo

e como t+t, — oo e{x,} Cw(B),T(t)r € w(B). Assim, mostramos que T'(t)w(B) C w(B).
Agora, se © € w(B) et > 0, entdo existem {z,} C X e ¢, — oo de forma que ¢, >t

para todo n € N tais que z = lim T'(t,)x,. Entdo, da compacidade assintotica de T,
n—oo
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{T(t, —t)z,} tem subsequéncia convergente, que denotamos igual, para um ponto y € X.
Claramente y € w(B) e
Tty =T() lim T(t, — t)x, = lim T(t)T(t, — t)x, = lim T(t,)z, = .

n—o00 n—o00 n—00
Portanto w(B) C T'(t)w(B) e entdo, para todo t > 0, temos T'(t)w(B) = w(B)

Finalmente, para mostrar que w(B) atrai B, suponhamos por absurdo que isso nao

ocorre. Dessa forma, existem ¢g > 0, t, — o0 e {x,} C B tais que
dy(T(tn)r,,w(B)) > ey para todon € N.

Mas {T'(t,)x,} possui uma subsequéncia que converge a um ponto x € w(B), e ao longo
dessa subsequéncia, fazendo n — oo obtemos dy(x,w(B)) > €y, 0 que contradiz o fato de

x € w(B), e conclui a demonstragao. O

Proposicao 1.39. Seja T um semigrupo assintoticamente compacto e dissipativo, e By um

conjunto dissipativo para T. Se B C X € ndo-vazio e limitado entdo w(B) C w(By) C By.

Demonstracao. Se x € w(B), existem t, — 00 e {z,} C B tais que z = lim T'(¢,)xy,.
n—oo

Como By é um conjunto dissipativo para T, existe tg = to(B) = 0 tal que se t > t; entdo

T(t)B C By. Em particular T'(to)B C By. Como t,, — oo, existe ng € N tal que ¢, > ty

para todo n > ng, e para n > ng temos
e assim, para y, = T (to)z,, temos,

x = lim T(t,)z, = lim T(t, — to)T (to)x, = lim T(t, — to)Yn,

n—oo n—o0 n—o0

e x € w(By). Portanto w(B) C w(By).

Agora, caso x € w(DBy), existem ¢, — oo e {z,} C By tais que z = lim T'(¢,)x,.
Mas como By é um conjunto dissipativo para T e By é limitado, existe tg lﬁiEO(BO) >0
tal que T'(t)By C By para t > t,. Como t, — oo, existe ng € N tal que para n > ny
temos t, > to, e assim, para n > ng, T(t,)x, € T(t,)By C By. Portanto z € By e

w(By) C By. O

Teorema 1.40. Se T é um semigrupo assintoticamente compacto e dissipativo entao T

tem atrator global dado por A = w(By), em que By € um conjunto dissipativo para T .

Demonstra¢ao. Temos A = w(By) # @, compacto, invariante e atrai By. Se B C X ¢
limitado e nao-vazio entdao w(B) atrai B e w(B) C w(By) = A. Veja que quando t — o0,
temos

4 (T(t) B,w(B)) = 0,
e como dy(T(t)B, A) < dy(T(t)B,w(B)), A atrai B. O
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Note que, em particular, se T' é assintoticamente compacto e dissipativo, e By é

um conjunto dissipativo para T, entdo o atrator global A de T esté contido em By.

Assim, para verificarmos que um semigrupo 7' num espaco métrico X possui um
atrator global, devemos ser capazes de verificar que 1" é dissipativo e assintoticamente

compacto.

Porém, quando X é um espaco vetorial de dimensao finita, o problema é reduzido,

pelo seguinte resultado:

Proposicao 1.41. Seja T um semigrupo num espago normado X com dim X < oo. Se T

€ dissipativo entao T é assintoticamente compacto.

Demonstracao. Tome By um conjunto dissipativo para T e considere uma sequéncia
{T(t,)x,} onde t,, — oo e {x,} é limitada. Para o conjunto limitado B = {x,,: n € N}
existe to = to(B) = 0 tal que T'(t)B C By para todo t > .

Como t, — oo, existe ng € N tal que t,, > ty para todo n > ng, e assim
T(t,)x, € T(t,)B C By para todo n > ny.

Assim, a sequéncia {7T'(t,,)%n }n>n, € limitada num espago normado de dimensao finita, e
portanto é relativamente compacta, possuindo assim uma subsequéncia convergente. Logo

T ¢é assintoticamente compacto. ]

Assim, em espagos de dimensao finita, para encontrar um atrator global para
um semigrupo 7', basta verificar que T é dissipativo. Em espacgos de dimensao infinita
(para semigrupos provenientes de equagoes diferenciais parciais, por exemplo) a situagao
é completamente diferente, e a dissipatividade e a compacidade assintotica devem ser
verificadas separadamente (sendo esta tultima bastante complicada de ser verificada, em

boa parte dos exemplos).

Observacgao 1.42. Como nao ha aumento de dificuldade nas demonstragoes dos resultados
abstratos que garantem a existéncia de atratores, decidimos enuncia-los de maneira geral,
com as hipoteses de compacidade assintotica e dissipatividade separadas, mesmo que os

exemplos a serem apresentados serao todos em espagos vetoriais de dimensao finita.

Exemplo 1.43. Considere o Exemplo 1.3, e assuma que existam constantes M > 0 e
6 > 0 tais que
fx) o< —0)|z||*  para || > M. (1.5)

Note que, em particular, (1.5) implica (1.2). Agora, seja v = sup, < ||f(2)]]. Temos
(@) - 2| < I f@)lllz]] < My se [lz] < M e f(z) -z < =0||z|* para [|z]| > M, assim

f(z) -z < —0||z||* + C para todo x € R",



38 Capitulo 1. Semigrupos e Atratores Globais

onde C' = M?0 + M+, e por (1.3) obtemos

d
£|\x(t,x0)|]2 < —20||z(t,20)||* +2C  para todo t > 0,

e portanto

2C
|2 (t, z0)||* < e 2% ||zo]|* + 5  bara todo t > 0.

Se B C R™ ¢ limitado e sup,.p ||z]|* = K < oo, temos

2C
sup ||T(75):1UH2 < Ke 20t ==

para todo t > 0,
z€eB 0

e tomando ¢y > 0 tal que Ke 0% < % obtemos

sup ||T(t)z|* < para todo t > to,
zeB

0
o que implica que T'(t)B C By para t > ty, onde By = {x € R": ||z|| < V4CO~ '}, e T ¢
dissipativo. Da Proposicao 1.41, T' é assintoticamente compacto. Do Teorema 1.40, T" tem
um atrator global A = w(By) C By.

Exemplo 1.44. No Exemplo 1.26, o atrator global para o semigrupo gerado pela equagao
(14) ¢
A= {(z,y) € R?: 2* +y* < 4}.

Note que a solugao (z(t), y(t)) de (1.4) com dado inicial (xq, yo) = (ro cos Oy, rosenby),
ro > 0e by € (—m, x|, & dada por

x(t) =r(t)cos(t+6y) e y(t)=r(t)sen(t+ bp),

onde r(t) é solucao de 7 = —r(r — 1)(r — 2) com 7(0) = ro e (x(t),y(t)) esta definida no
intervalo aonde r(t) esta definida. Estudaremos entao a equagao
r=—-rr—1)(r—2),t>0
(r= 1= )
T(O) =Ty
em [0, 00). Note que para f(r) = —r(r —1)(r —2), temos f continua e localmente Lipchitz

continua, e além disso temos

fryr=—r*(r —1)(r —2) < —2r* parar > 3.

Do exemplo anterior, com M = 3 e § = 2, (1.6) gera um semigrupo em [0, c0)
que possui um atrator global. Além disso, este atrator global é conexo (veja Segao 1.3).
Como o intervalo [0, 2] é invariante, ele deve estar contido no atrator, e como todas as
solugbes de (1.6) com rg > 2 tém derivada negativa (e portanto, convergem para 2 quanto
t — 00) vemos que qualquer intervalo da forma [0,2 4 §), 6 > 0, absorve limitados de

[0,00). Portanto o intervalo [0,2] é o atrator global do semigrupo gerado por (1.6).

Desta forma, o conjunto A acima descrito é o atrator global para o semigrupo

gerado por (1.4).
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1.3 Conexidade

Vejamos que com uma simples hipotese adicional, conseguimos a propriedade de

conexidade para o atrator global de um semigrupo.

Teorema 1.45. Considere um semigrupo dissipativo e assintoticamente compacto T em
X, e assuma que T tem um conjunto dissipativo By fechado e conexo. Entao T tem um

atrator global A, e A é conexo.

Demonstracao. A existéncia do atrator global A é dada pelo Teorema 1.40. Agora, se A
nao é conexo, entao A C Uy UUs,, com Uy, U, abertos em X, com Uy NA # &, U, NA # @
eUNU;, =@.

Temos A = T(t)A C T(t)By para todo t > 0 (pois A C By = By). Mas By ¢é
conexo e T'(t) é continua, logo T'(t)By é conexo (para t suficientemente grande, temos
T(t)By C By). Assim U;NT(t)By # @ parai = 1,2 e U; UU; nado cobre T'(t) By. Logo, para
cada n € N (suficientemente grande) existe x,, € T'(n)By com z,, ¢ U; U Us. Escrevemos

x, = T(n)y, para cada n € N, e temos
d(xy, A) = d(T(n)yn, A) < dg(T(n)By, A),

o que mostra que d(z,, A) — 0 quando n — oco. Da Proposi¢ao 1.35, {z,} possui uma
subsequéncia convergente para um ponto x € A. Necessariamente temos = ¢ U; U Us, ja

que U; U U, é aberto, o que nos d4 uma contradigao. O
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2 Continuidade de Atratores

Neste capitulo, encontraremos condi¢oes que garantam a semicontinuidade superior,
a semicontinuidade inferior, e a continuidade de uma familia {A,},cj0,1) de atratores

globais. Para isto, comecaremos com a defini¢ao precisa destes conceitos.

Definigao 2.1. Sejam X e A espagos métricos, {A)}rex uma familia de subconjuntos de
X e Ao € A. Diremos que {Ay}ren é:

(a) semicontinua superiormente em \j se dy(Ay, A,,) — 0 quando A\ — A;
(b) semicontinua inferiormente em )y se dy(A,,, Ax) — 0 quando A — \g;

(c) continua em )\ se ela é semicontinua superiormente e inferiormente em A, isto ¢é,
se
di(Ax, Ayy) +du(Ax,, Ax) = 0 quando A — Ag.

2.1 Semicontinuidade superior

Vamos estudar as continuidades separadamente, e comegaremos pela mais simples
das duas, a semicontinuidade superior. Um resultado extremamente ttil para o que

provamos a seguir ¢ a seguinte caracterizagao:

Proposigao 2.2. Sejam A um espago métrico e {Ax}rean uma familia de subconjuntos
compactos de X . Entao {Ax}ren € semicontinua superiormente em Xy se, e somente se,
dadas sequéncias N, — X e {z,} C X, com x,, € Ay, para todo n € N, existe uma

subsequéncia convergente de {x,}, com limite pertencendo a A,,.

Demonstrag¢ao. Suponha que {A)}rea € semicontinua superiormente em A\ e tome \,, — Ao

em A e x, € A,, para todo n € N. Temos
dH(xnaA)\o) < dH(A)\na AD) —0 quando n — 00,

e da Proposicao 1.35 segue que {z,} tem uma subsequéncia convergente, com limite em

A,

Reciprocamente, suponha por absurdo que {A)},ca nd0 seja semicontinua superi-
ormente em \g. Assim existe € > 0 tal que dy(Ay, A,,) > €. Suponha que A\, — Ay quando
k — oo em A. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que dg(A,,, Ay,) > €
para todo k € N. Logo, para cada k € N, existe z;, € A, satisfazendo d(xy, Ay,) > .
Entretanto, por hipotese {zy}ren possui uma subsequéncia convergente para um ponto de

A,,, 0 que nos da uma contradi¢ao e encerra a demonstragao. O
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Proposicao 2.3. Seja T um semigrupo em X e x,, — x em X. Entdo para cada compacto
K C[0,00) temos

suII{) d(T(t)x,, T(t)xr) -0 quando n — 0.

te
Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe um compacto K C [0, 00) de forma que
{sup,ex d(T(t)x,, T (t)x)} nao converge a zero. Entao existem ¢ > 0, uma subsequén-
cia de {z,}, denotaremos novamente por {z,}, e uma sequéncia {t,} em K tal que
d(T(t,)xn, T(t,)x) > € para todo n € N. Como K ¢é compacto entdao {t,} possui uma
subsequéncia convergente, que novamente denotamos a mesma, digamos t,, — t* € K. Da
continuidade da aplicagao [0,00) X X 3 (t,z) — T'(t)x € X, segue que T'(t,)x — T(t*)x e
T(t,)x, — T(t")x. Portanto, temos a contradi¢ao e < d(T'(t,)xn, T(t,)x) — 0. O

Definigao 2.4. Diremos que uma familia {7, },cp0,1) de semigrupos é continua em 7 =0
se d(T,(t)z,Ty(t)r) — 0 quando n — 0, uniformemente para (¢,z) em subconjuntos
compactos de [0,00) x X, isto é, se dados T' > 0 e K C X compacto entao

sup sup d(T;(t)x,To(t)x) -0 quando n — 0.
tel0,T] zeK

Definicao 2.5. Seja {T},},cp,1) uma familia de semigrupos. Diremos que a familia ¢
coletivamente assintoticamente compacta em 7 = 0 se para quaisquer sequéncias
{nk }ren com n — 0, {ug fren em X com {ug} limitada e {tx}ren com ¢, — oo, de forma

que {7}, (tx)uk tren € limitada, entdo {7}, (tx)uk }ren € relativamente compacta.

Proposigao 2.6. Seja {1} },cpo1) uma familia de semigrupos coletivamente assintotica-
mente compacta em 1 =0, tal que T, possui um atrator global A, para cada n € [0,1] com
Upepo,) Ay limitada. Entao dadas n, — 0 e xy, € A, para todo k € N, a sequéncia {}

possui subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja n, — 0 e z, € A, para todo k € N. Veja que {z;} é limitada
pois Uyepo,1) Ay ¢ limitada. Considere uma sequéncia {#;} qualquer tal que ¢, — oo.
Como z, € A,, e A, ¢é T, -invariante, existe y, € A,, satisfazendo T, (tx)yx = .
Novamente do fato de U,cp1].4, ser limitado segue que {y;} é uma sequéncia limitada.
Utilizando que {7, },c[0,1) ¢ coletivamente assintoticamente compacta em 1 = 0 segue que

{T,,, (tx)yx} = {zx} & relativamente compacta, provando o desejado. O

Teorema 2.7. Seja {T,},cp0,1] uma familia de semigrupos continua e coletivamente assin-
toticamente compacta em n = 0. Se T, possui um atrator global A, para cada n € [0,1],
Upepoa] Ay € limitado, entdo a familia de atratores {Ay}yecio,1) € semicontinua superiormente

emn =0.

Demonstragao. Considere uma sequéncia n, — 0 e {u,,} tal que u,, € A,, para todo

k € N. Da Proposigao 2.6 segue que, a menos de subsequéncia, {u,, } converge para algum
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ug € X. Pela caracterizacao de semicontinuidade superior de atratores feita na Proposi¢ao
2.2, é suficiente mostrarmos que ug € Ay, e pela Proposigao 1.31, é suficiente mostrarmos

que existe uma solugao global limitada de Ty por wuyg.

Da Proposigao 1.31 para cada u,, existe uma solucao global limitada de 7, por

u,,, que denotaremos por ™). Note que (™) (R) C A,, para cada k € N.

Mostraremos primeiramente que
Tflk (t)ufik - TO(t)UO

converge uniformemente para t em compactos de [0,00). Sejam [ C [0,00) e K =

{uo} U {u,, } compactos. Temos:
d(Tnk (t>u77k , To (t>u0) < d(Tﬁk (t>u7lk7 To (t)umc> + d(TO (t)umw To (t)u(J)‘

No que segue, utilizando a continuidade da familia de semigrupos em 1 = 0 e a Proposigao

2.3, temos

d(T,, (t)uy,, To(t)ug) < suII) su}lg d(T,, (s)z,To(s)z) + suII) d(To(s)uy,, To(s)ug) — 0
sel ze s€
quando k — oo. Agora construiremos uma solucao global limitada passando por uyg.
Denotando 1 = n para k € N, dado j € N*, a sequéncia em k dada por ¢(”Jk_1)(—j)
possui uma subsequéncia convergente (da Proposicao 2.6), digamos ¢()(—j), que converge

para u_; quando k — co. Veja que para i € [0, j| temos
GO (=) = Ty ("W (=) — 1) = uy = To(i)us,

observe que w(”@(—j —1) LN U_j_; pois @[)(”i)(—j — 1) é subsequéncia de ¢("i+i)(—j —1).
Definindo
SO (1) = To(t)ug para t > 0,
To(t+j)u_; para —j<t<—j+1, jeN-

e portanto 1 : R — X & uma solucdo global de T, por uy. Como 1 (t) = Ty(t)ug para
t > 0 entdo existe o > 0 tal que ¥ ([tg, 00)) € Oy1(Ap). Logo O ([ty,00)) é limitado.
Além disso (9 ([0,%]) é imagem do compacto [0,ty] x {ug} por uma aplicagdo continua,
e portanto limitado. Por fim, dadot < 0 e 7 € N tal que —j <t < —j + 1, temos
PO (t) = Ty(t + j)u_;. Sabemos ainda que ") (—j) — u_;, e como fizemos acima (para
T, (t)uy, ) podemos ver que

YR () = T, (¢ + )0 (=5) = Tyt + j)u_y = pO(8),

o que mostra que 1) (t) € Upepo,)Ay- Portanto ¥ ¢ limitada, e a prova esta completa. [
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Lembremos que uma funcao f: R™ — R"™ é Lipschitz em limitados de R" se
dado U C R™ limitado existe L = L(U) > 0 tal que

1 () = fWIl < Lllz —yll  para todos z,y € U.

Antes de continuarmos com um exemplo, precisaremos da Desigualdade de Gronwall.

Lema 2.8 (Desigualdade de Gronwall). Sejam —oco < a < b < o0, ¢,5: (a,b) — [0,00)

fungoes continuas com f(t) =0 em (a,b) ety € (a,b) tais que

t
o(t) < / B(s)b(s)ds +a  para todo t € (a,b),
to
onde a € R e f > 0. Entao

o(t) < aetio P para todo t € (a,b).

Demonstragao. Defina V (t) = ft'; B(s)p(s)ds. Assim V' é continuamente diferenciavel pelo

Primeiro Teorema Fundamental do Calculo, V(ty) =0 e
VI(t) = B()o(t) < BV (t) + B(t)a  para todo t € (a,b),

isto é
V'(t) — B#)V(t) < B(t)a  para todo t € (a,b).

- ftto B(s)d.

Multiplicando esta expressao por e * obtemos

% (e, 5y B(S)dsv(t)> < aB(t)elo PO

e integrando ambos os lados de t; a t encontramos

e Jio PEdsy () < a1l — e Jio Ale)dsy

Y

o que nos da
V(t) < aelo OB _ ¢,

Como ¢(t) < V(t) + a segue que
o(t) < avelio B para todo t € (a,b).
[

Corolario 2.9. Se 3 ¢ constante no Lema 2.8, entio ¢(t) < ae’t=) para todo t € (a,b).

Exemplo 2.10. Para n € [0,6/2], considere a equagao:

= f(x)+nz, zeR", (2.1)
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onde f ¢ Lipschitz em limitados de R™ e satisfaz (1.5). Se f,(xz) = f(x) + nx, entdo
fal@) - = F(@) -2+ llal?, e para 2] > M vale

0
fo@) - @ < =Ollz” +nllz” < =5l

Seguindo os passos do Exemplo 1.43, podemos mostrar que existe uma constante C' > 0

tal que se B C R" é limitado e sup,. ||z|* = K < oo entao

2C
sup sup||T,(t)z|* < Ke % + =

para todo ¢t > 0. (2.2)
n€[0,6/2] z€B 0

Em particular, para cada ), (2.1) gera um semigrupo 7, em R" com um atrator

global A, C {x € R": ||z|| < V4CO~'}. Assim

U A, S {zer: ||z < VACH1},

0<n<§

logo, U, <<l A, ¢ fechado e limitado em R" e, portanto, compacto. Mostraremos agora que
XI=73
{T, }neo,0/2) € uma familia de semigrupos continua em 7 = 0, isto ¢, que ||T,(t)z —To(t) x| —

0 uniformemente para (¢,z) em compactos de [0, +00) x R™. De (2.1) temos

T,(t)x=a+ /0 (f(Tn(s)x) + nTn(s)x) ds,
e logo
T, (0 — To(t)r = /0 (F(T(s)a) — F(To(s)x))ds + 1 /0 T, (s)uds.

Sejam ty > 0 e G C R™ compacto. De (2.2), para K = sup,. ||=]|, segue que

2C
sup sup ||T,(t)z||*> < K + =~ paratodot >0,
n€l0,0/2] z€G 0

eportanto H = |J U U T;(¢t)z é limitado. Como f é Lipschitz em limitados, existe
Ogngg zeK t20

L = L(H) > 0 tal que ||f(2) — f(w)|| < L||z — w|| para quaisquer z,w € H, e para

(t,z) € [0, 9] x G obtemos

t
1T (t)x — To(t)z|| < L/ 175 (s)x — To(s)x[|ds + ento,
0
onde ¢ = vV K + 2C60~1. Utilizando a Desigualdade de Gronwall (Lema 2.8) segue que

+
sup ||y (8 — To(t)z|| < entoe™ 2225 0.
(t,2)€[0,t0] xG

Segue, do Teorema 2.7, que a familia de atratores {.A; },c0,0/2) ¢ semicontinua superiormente

em 7 = 0.
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2.2 Semicontinuidade inferior

A semicontinuidade inferior, embora tenha defini¢ao e caracterizacao parecida com
a da semicontinuidade superior, é consideravelmente menos comum, e mais dificil de se
obter. Ela requer o conhecimento da estrutura interna do atrator limite, e a capacidade de
reproduzir esta estrutura nos atratores perturbados, a fim de que os atratores perturbados
tenham, de certa maneira, a mesma complexidade do atrator limite. Veremos nesta secao

como obter a semicontinuidade inferior para uma familia de atratores globais.

Proposigao 2.11. Sejam A um espago métrico e {Ax}ren uma familia de subconjuntos
compactos de X. Entao {Ay}ren € semicontinua inferiormente em Ao se, e somente se,
para cada x € Ay, e sequéncia N\, — Ao existe uma subsequéncia \,, — Ao e uma sequéncia

{zr} € X com xy € Ay, que converge para x quando k — oo.

Demonstra¢ao. Suponha que { Ay} ca € uma familia de subconjuntos compactos semicon-
tinua inferiormente em )\, e sejam z € A,, e sequéncia A\, — Ag. Da semicontinuidade
inferior segue que

dg(Ay,, Ay,) = sup d(z,A,,) — 0.

ZGA)‘O

Portanto d(z,Ay,) — 0. Com isso para cada k € N existe \,, tal que d(z, Ay, ) < ¢
e consequentemente existe x,, € Aknk tal que d(z,x,,) < % Concluindo que z,, — =

quando k — oo.

Para a reciproca, suponha por absurdo que {A)} ca néo seja semicontinua infe-
riormente em \g. Entéo existem sequéncia A\, — Ag € £ > 0 tais que dy(Ay,, Ay,) > 2¢
para todo n € N. Assim, para cada n € N existe z, € A,, tal que d(z,,.A,,) > 2¢. Como
A, é compacto podemos assumir, passando a uma subsequéncia se necessario, que {z,}

converge para x € Ay,. Agora
2e < d(zn, Ay,) < d(zn, ) +d(z, Ay,),

e se n ¢ suficientemente grande d(z,,x) < € e assim d(z,.Ay,) > €. Da hipotese, existe uma
subsequéncia {A,, } de {\,} e sequéncia {x3}, com z} € Ay, , tal que 2, — = quando

k — oco. Mas entdo € < d(z, Ay, ) < d(z,xx) — 0, o que nos leva a um absurdo. O

Podemos ver um exemplo pictérico simples no qual a semicontinuidade inferior de

atratores pode falhar. Tal exemplo é retirado de [Bortolan, Carvalho e Langa 2020].
Exemplo 2.12. Considere a equacao abaixo:
u= f(u), (2.3)

onde f: R — R é dada por f(u) = —c(u+ 1)?(u — 1), ¢ > 0 é um parametro fixado (veja
Figura 5).
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f(u)+n
T 1w
Figura 5 — Gréfico de f.
f(u)+n
g us u

Figura 6 — Grafico de f + .

O atrator global do semigrupo gerado pela equagdo (2.3) consiste do intervalo

fechado Ay = [—1, 1]. Consideramos uma pequena perturbagao da equagao (2.3) da forma

= f(u)+mn, (2.4)

para algum 1 > 0 pequeno (veja Figura 6).

O atrator global associado & equacao (2.4) é o conjunto unitario dado por A, = {us},
onde ug = ug(n). Podemos mostrar que ug € (1,1+4n/4). A familia {4, },c[0,1) de atratores
globais ¢ semicontinua superiormente em n = 0, mas nao é semicontinua inferiormente em

n=20.

Um exemplo pictorico, também retirado de [Bortolan, Carvalho e Langa 2020], no

qual podemos observar a semicontinuidade inferior é o apresentado pelas Figuras 7 e 8.

Note que ao perturbar continuamente o atrator da Figura 7 para o atrator da
Figura 8, obtemos uma familia continua em n = 0, isto é, semicontinua superiormente e

inferiormente em n = 0.
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Y
A

>

Figura 7 — Atrator global nao-perturbado

Y
A

Figura 8 — Atrator global perturbado

Para obter a semicontinuidade inferior, precisaremos de algumas defini¢oes e

resultados auxiliares.

Definicao 2.13. Seja £/ C X limitado e 7" um semigrupo, diremos que F ¢é invariante
isolado de T se E ¢ limitado e existe § > 0 tal que E é o conjunto T-invariante maximal
em Os(F), isto &, se D C Os(FE) é T-invariante entdao D C E.

Definigao 2.14. Uma colegdo €& = {F}, ..., E,,} é¢ uma familia disjunta de invariantes
isolados se cada FE; é um invariante isolado e existe § > 0 tal que, para quaisquer

i,7 €{1,...,n} com i # j vale

O(s(El) N Og(Ej) = .
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Seja E um invariante isolado de T'. Recordando que definimos a variedade instavel
de E por
W*(E) ={£(0): £ é uma solugao global de T' com tlim d(&(t), E) = 0}.
——00

Lembremos ainda que, da Proposi¢ao 1.24, se T ¢ um semigrupo e E ¢é invariante

por T, entdao W*(FE) é invariante por 7.

Proposigao 2.15. Seja T um semigrupo com atrator global A. Se E € um invariante
isolado de T entao W*(E) C A.

Demonstrag¢ao. Sejax € W"(E). Existe & solugao global de T com £(0) = x, d(&(t), E) — 0,
t — —o0. No que segue, existe ¢y < 0 tal que £(t) € O1(E) para todo t < ¢y ¢ existe t; > 0
tal que &(t) = T(¢)€(0) = T(t)x € O1(A) para todo t > t;.

Como & é continua temos que &([to, t1]) é compacto, e portanto limitado. Com isso

¢ é solugao global limitada de 7', consequentemente £(0) = x € A. ]

Definicao 2.16. Sejam 6 > 0, T um semigrupo e £ um invariante isolado de T'. Definimos
a variedade instavel local de £ e denotamos por Wy*(E) o subconjunto de X tal que,
pertence a W' (FE) se, e somente se, existe solucao global de 7" com £(0) = x, d(&(t), E) — 0
quando t — —oo e {(t) € Os(E) para todo t < 0.

Observagao 2.17. Veja que a igualdade W¥(E) = W*(E) N Os(E) nao é sempre verda-
deira. Quando existe uma 6rbita homoclinica de 7" em F, isto é, uma solucao global &
de T com d({(t), E) — 0 para t — 00 e sup,cp d(£(t), E) > 0, esta igualdade em geral
nao ¢ valida, como na Figura 9. Porém é simples verificar que a inclusao abaixo sempre é
valida

Wi (E) € W(E) N O5(E).

Lema 2.18. Seja & solugao global do semigrupo T' e E um invariante isolado do semigrupo
T. Suponha que d(§(t), E) — 0, quando t — —o0o, entdo dado 6 > 0 existe T = 7(5) € R
tal que £(1) € WHH(E).

Demonstracao. Sejam § > 0 e £ solugao global de T' tal que d({(t), E) — 0, t — —o0.
Assim, existe 7 € R tal que £(t) € Os(F) para todo t < 7. Defina ¢(t) = £(t + 7). Entéao ¢
¢ solugao global de T' com d(¢(t), E) = d({(t+ 1), E) — 0, t = —o0, ¥(t) € Os(F) para
todo t <0 e ¥(0) =&(7). Ou seja, {(1) € WH(E). O

Teorema 2.19. Seja {1}, },c0,1] wma familia de semigrupos continua emn = 0 satisfazendo:

(1) T, possui um atrator global A, para cadan € [0,1];
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W’M(e)

Figura 9 — Orbita homoclinica no ponto de equilibrio e

(11) existe p € N tal que o conjunto de todos os invariantes isolados de T, é dado por
Ey=A{F1y, -, By} para cada n € [0, 1];

111) existe & > 0 tal que para todo j € {1,....,p} a familia {WH(E; 0.1] € semicontinua
que p J p 5 \Fjm) rnelo,1]

inferiormente em n = 0,
. p
(ZU} A() = U Wu(EZ70)
i=1
Entao a familia {An}ne[O,l} € semicontinua inferiormente em n = 0.

Demonstragao. Seja xg € Ay = U W*(E;p). Com isso zyp € W*(E;o) para algum i €

{1,...,p}, logo existe £ solugao global de Tj tal que £(0) = x¢ e d(&(t), Eip) — 0, t — —o0.
Do Lema 2.18 existe 7 > 0 tal que {(—7) € W{(E;o). De (iii), para n, — 0, existe
x, € Wi(Eiy,,) € W*(E;,,) C A,, tal que, ao longo de subsequéncia, x;, — £(—7). Da

continuidade em 7 = 0 sabemos que
Ty (T)aw — To(1)E(—7) = £(0) = o,

e, como T, (T)z; € A,,, segue da Proposi¢ao 2.11 que {.A,} é semicontinua inferiormente

em 7 = 0. [

2.3 Continuidade

Utilizando os Teoremas 2.7 e 2.19, temos o seguinte resultado para a continuidade

de uma familia de atratores globais para semigrupos:

Teorema 2.20. Seja {T,},ci0,1) uma familia de semigrupos continua e coletivamente

assintoticamente compacta em n = 0, satisfazendo:
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(1) T, possui um atrator global A, para cadan € [0,1];
(i) Upepo) Ay, € limitado;

(111) existe p € N tal que o conjunto de todos os invariantes isolados de T, € dado por
& ={FE1y, - By} para cada n € [0, 1];

w) existe & > 0 tal que para todo 57 € {1,....p} a familia {W3(E; clo.1] € semicontinua
p 6 \jm) rnelo1]
inferiormente em n = 0,

(v) Ay = inJl W (E;p).

Entao a familia {Ay}neo,q) € continua em n = 0.
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3 Equi-atracao e Continuidade

Como vimos anteriormente, obter a continuidade de uma familia de atratores
globais, isso é, obter ambas as semicontinuidades superior e inferior, nao é uma tarefa facil,
e requer um conhecimento abrangente nao s6 das propriedades externas dos atratores
como também de suas estruturas internas (e como elas se comportam). Porém, inspirados
em [Li e Kloeden 2004] e [Caraballo et al. 2016], apresentamos uma maneira alternativa

de se obter a continuidade: a equi-atragao.

Definigao 3.1. Sejam 7, um semigrupo com atrator global A, para cada n € [0,1] e
J C [0,1]. Diremos que a familia de atratores {.A, },c; equi-atrai um subconjunto B de
X se

lim sup dy (T,(t)B, A,) = 0.

t—o00 neJ

Diremos que {A,},c; equi-atrai limitados se ela equi-atrai cada subconjunto limitado
de X.

3.1 Equi-atracao implica em continuidade de atratores

Proposigao 3.2. Considere uma familia {T),},c0,1) de semigrupos em X, tal que T;, possui
um atrator global A, para cada n € [0,1]. Se {T,},ep,1] € coletivamente assintoticamente
compacta em n =0 e Uyepo1)A, € limitado entao, para cada sequéncia n, — 0%, UpA,, €

relativamente compacto em X.

Demonstragao. Considere uma sequéncia {x,} C UpA,,, e mostremos que ela possui uma
subsequéncia convergente em X. Separamos a demonstracao em dois casos disjuntos:
CAso 1. Existem kg € N e uma subsequéncia de {z,,} que esta contida em A4,, .
0

Neste caso, esta subsequéncia de {z,} possui uma subsequéncia convergente, ja
que A, ¢ compacto.
CAso 2: Cada A,, possui, no maximo, um nimero finito de elementos da sequéncia {x,}.

Defina, para ¢ € (0, 1], o conjunto

Ds= | A,.
N <0

Veja que para dado § € (0, 1] existe um namero finito de atratores da forma A,, com
Nk € [9, 1] pois i, — 0. Dessa forma, segue que Ds possui infinitos elementos de {z,} caso

contrario existiria um atrator A,, com 7, € {0} U[d, 1] com infinitos elementos de {z,}.
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Agora defina n; = 1, e tome ny € N de forma que ny > ny e x,, € D;/2, note que ny existe
e nao ¢ necessariamente tnico pois D;/, possui infinitos elementos da sequéncia {z,}. De
modo recursivo temos uma sequéncia {n;} dada por n; = 1 e n; € N arbitrario que satisfaz
n; > n;_1 € Ty, € Dyy; para ¢ > 1. Facilmente se percebe que {zn,} € subsequéncia de
{zn}.

Agora precisamos construir uma sequéncia de semigrupos adequada para utilizarmos
a hipotese da compacidade assintético coletiva, a escolha mais 6bvia é utilizar a sequéncia
que é definida a partir dos atratores que contém os elementos {x,, }ien, defina a sequéncia
{\i}ien dada por A\; = max{ny, : z,, € A,, com n; < 1/i}. Em um primeiro momento a
condicao n, < 1/i pode parecer redundante pois x,, € A, C D;/, entretanto veja que x,
pode também estar em algum atrator A,, com 7, > 1/i, similarmente a necessidade do
maximo é devido ao fato de que x,,, pode pertencer a mais de um atrator. Observe ainda que
{\i} estd bem definida e A\; — 0 pois x,,, € D;/; e consequentemente 0 < \; < 1/i. Outra
observagao importante é que apesar de {\;} C {n} a sequéncia {\;} ndo é necessariamente
subsequéncia de {n;}. Por fim, da invaridncia dos atratores, para cada ¢ € N existe y; € A,,
tal que

T, = T, (1)y;.

Dessa forma {y;} e {71}, (4)y; } sao limitados pois U,e[o,1).A4, ¢ limitado, A; — 0 por construcao
e portanto pela compacidade coletiva da familia de semigrupos segue que {z,,} possui

subsequéncia convergente. Provando o desejado. ]

Lema 3.3. Seja {T,}yc0,1) wma familia de semigrupos, continua e coletivamente assintoti-
camente compacta em 1 = 0. Suponha que T, possui atrator global A, para cada n € [0, 1],

e que Upeo 1A, seja limitada em X. Entao para cada sequéncia m, — 0 temos
du( A, To(t)A,,) + du (Ao, T, (1) Ag) = 0 quando k — .

uniformemente para t em compactos de R*.

Demonstragao. Como {T},},c(0,1) € coletivamente assintoticamente compacta em 7 =0 e
Upeo,1)A4, € limitado entao defina K = TA%, que, utilizando a Proposicao 3.2, é compacto
em X. Da continuidade em 7 = 0 de {7}, },cj0,1), dados J C R compacto e ¢ > 0, existe
ko € N tal que para todo k > ky temos

sup d(T5,, (t)z, To(t)z) <
zeK

Y

DO ™

para todo t € J. Assim, para todo t € J e todo k > kg obtemos

du(T,, (t)A,,, To(t)A,,) = sup inf d(T,, (t)z,To(t)y) < supd(T,, (t)z, Toh(t)x) <

z€An, yeAn, zeK

DN ™

Analogamente

du(To(t)Ao, T, (t)Ag) = sup inf d(To(t)x, T, (t)y) < supd(To(t)x, T, (t)z) <

z€Ay YEAO zeK

DN ™
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Da invariancia de A,, com respeito a 7T,, para cada k > kj obtemos
dH(A?Yk’ To (t)Aﬁk) + dH(AOv Ty, (t)AO) <g,

para todo t € J, e o resultado esta demonstrado.

]

Teorema 3.4. Seja {1} },cp01) wma familia de semigrupos, continua e coletivamente
assintoticamente compacta em n = 0. Suponha que T, possui um atrator global A, para
cadan € [0,1], e que Uyejo1) Ay € limitado. Considere uma sequéncia n, — 07, Se { Ay, }ren

equi-atrai limitados entao

du( Ay, Ao) + du(Ag, Ay,) = 0 quando k — oo.

Demonstragao. Considere K = Uyer+ Ay, , que é compacto (e portanto, limitado) em X
pela Proposigao 3.2. Da propriedade de equi-atracao, dado € > 0 existe tg = to(K,e) = 0
tal que

£
sup dg(T,, (1)K, A,,) < =

sup 7 para todo t > ty. (3.1)
S

Em particular, segue de (3.1) que para todo k € R temos

i (To(to) Ay, Ao) < 7.

Utilizando o Lema 3.3 existe k; € N tal que para todo k£ > k; temos

dri (Apy Ao) < di(Ayy, To(to) Ayy) + du(To(to) Ay, Ao) <

DO | ™

Novamente de (3.1) segue que, para todo k € T™, temos
5
47

e consequentemente, do Lema 3.3, existe ko € N tal que para todo k > ky vale

du (Tﬂk (tO)A07 Ank) <

€

du (Ao, Ay,) < du (Ao, Ty (to) Ao) + du (T, (to) Ao, Ay,.) < 2

tomando kg = ki + ko segue que, para todo k > kg, temos
dH<A77k7 Ao) + dH(.A(), Aﬁk) <e€

o que completa a demonstracao.

]

Corolario 3.5. Seja {T}},cp0,1) wma familia de semigrupos, continua e coletivamente
assintoticamente compacta em 1 = 0. Suponha que T, possui um atrator global A, para

cada n € [0,1], e que Uycpa) Ay € limitado. Se {A,}ye1) equi-atrai limitados entao

di( Ay, Ao) +du (Ao, Ay) = 0 quando n — 0.
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Demonstracao. Suponha por absurdo que

du (A, Ao) + du (Ao, A,) /0 quando n — 0.
Logo existem € > 0 e n — 0 com 7, € [0, 1] de forma que

du( A, Ao) + du(Ag, A,,) > ¢ para todo k.
Tome B C X limitado, da equi-atracao de {.A,},c[0,1] temos

lim sup dy(T,(t)B,A,) = 0.

t=00 pefo,1]

Como {nx} C [0, 1] entdo, para cada t € Rt, temos

supdg (T, (t)B, A,,) < sup dy(T,(t)B, A,)
keN n€l0,1]
e consequentemente
lim sup dy (T, (t)B, A,,) = 0.

t—o00 kEN
Portanto {A,, }ren equi-atrai limitados. Pelo Teorema 3.4 temos o absurdo, demonstrando

o desejado. O

Exemplo 3.6. Considere o Exemplo 2.12. Segue diretamente do Corolario 3.5 que a

familia {A,},c[0,1) ndo pode equi-atrair limitados, pois ela ndo é continua em 7 = 0.

3.2 Continuidade de atratores implica em equi-atracao

Esta se¢ao estd baseada em [Li e Kloeden 2004|, onde os autores conseguem obter
uma reciproca para o Corolario 3.5, porém utilizando hipoteses mais fortes do que as que
usaremos aqui. Ressaltamos, todavia, que a nossa reciproca é parcial, e a equi-atracao
obtida s6 é valida ao longo de subsequéncias, ao invés de obter a equi-atragao em todo o

intervalo [0, 1].

Definigao 3.7. Diremos que uma familia {7, },cp,1 de semigrupos ¢ uniformemente
dissipativa se existe um limitado By C X com a seguinte propriedade: dado B C X
limitado, existe ty = to(B) > 0 tal que

T,(t)B C By paratodost>tyenecl01] (3.2)

Um conjunto By com essas propriedades é chamado de conjunto uniformemente dissi-

pativo para {7} },cp0,1]-

Temos o seguinte lema:
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Lema 3.8. Seja {T,},c0,1) uma familia de semigrupos uniformemente dissipativa, com
um conjunto uniformemente dissipativo By. Assuma que T, tem um atrator global A,
para cada n € [0,1]. Entiao { Ay} equi-atrai limitados se, e somente se, {Ay}yep]

equi-atrai By.

Demonstragao. Claramente se {Ay}ycp0,1) equi-atrai limitados, entao {A,},cp,1] equi-atrai
By, ja By ¢é limitado. Assuma agora que {A,},cp0,1] equi-atrai By. Dado B C X limitado,
seja to = to(B) = 0 tal que (3.2) seja valida. Assim, para todo t > t, temos

T,(t)B =T,(t — to)T,(to) B C T,,(t — to)Bo.
Como {A,},cp,1) equi-atrai By, dado € > 0, existe t; > 0 tal que

sup du(T,(t)Bo, A,) <e parat>ti.
nel0,1]

Assim, como T,,(t)B C T, (t — tg) By para t > t, + t; temos

sup dH(Tn(t)B7 ./477) < sup dH(Tn(t - 2(:0)307 An) <g,
n€l0,1] n€l0,1]

e o resultado esta provado. O

Teorema 3.9. Seja {1, }yci0,1) uma familia de semigrupos continua e coletivamente as-
sintoticamente compacta em 1 = 0. Suponha ainda que {Tn}ne[o,l] seja uniformemente
dissipativa e que

dH(.An,.Ao) + dH(.Ao,An) — 0.

Entao para cada sequéncia n, — 0, a familia {A,), }ren equi-atrai limitados.

Demonstracao. Pelo Lema 3.8, o resultado estara provado se mostrarmos que para cada

sequéncia n, — 0, {A,, }ren equi-atrai By.

Tomemos entao uma sequéncia 7, — 0 e suponhamos por absurdo que {A,, }ren
nao equi-atrai By. Ou seja, existem € > 0 e sequéncias ¢, — oo e {xp} € By em X
satisfazendo,
d(T,, (tr)zg, Ay,) > 2e.

Como dg (Ao, A,;) — 0, existe kg suficientemente grande de forma que dg (Ao, A,) <
e para todo k > ko, o que implica em Ay C O:(A,) e, portanto,

CZ(TmC (ka)l'k, Ao) > €.

Como By é um conjunto uniformemente dissipativo, existe ¢, > 0 tal que T,,(t) By C
By para todos t > tg e n € [0,1]. Seja t > 0 e considere k suficientemente grande de forma

que tp >t +ty. Logo a sequéncia {T,, (tx — t)z;} estda contida em By (pois t, —t > tg)
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para k suficientemente grande, e da compacidade assintotica coletiva em 1 = 0 segue que

{T,,, (tx — t)x) }ren possui subsequéncia convergente, digamos, para y; € By. Agora,

d(Tﬂk (t>T77k (tk - t)mkﬂ AO) = d<T77k (tk)xkv 'AO) > E.

Da continuidade em 1 = 0 temos
Ty, (i), = Ty ()T, (t — t)e — To(t) s,
e portanto, para cada t > 0, obtemos
d(To(t)ye, Ao) > €,

o que nos da
dH<T0(t)FO7 AO) 2 g,

para cada t > 0, o que contradiz o fato de Ay atrair o limitado By. Portanto a familia

{A,, }ren equi-atrai By, e consequentemente, equi-atrai limitados. O

Conclusao

O estudo da robusteza dos atratores sob perturbacoes é fundamental para conse-

guirmos transportar as caracteristicas do atrator limite nos atratores perturbados.

A semicontinuidade superior dos atratores é obtida com poucas hipdteses adicionais
na familia de semigrupos e nos seus atratores. Porém, a semicontinuidade inferior se
mostra um desafio bem mais complicado de ser resolvido. Ela requer hipoteses fortes na
estrutura interna do atrator limite e também em como essa estrutura interna se comporta
sob perturbagao. Uma via alternativa é a equi-atracao. Dela obtemos a continuidade da
familia de atratores, e nao temos a necessidade de utilizar a estrutura interna do atrator

limite.

Ressaltamos finalmente que, apesar da equi-atragao ser uma via alternativa para
obtermos a continuidade de atratores, ela também nao é simples de ser verificada em
aplicagoes. E por esse motivo que o conhecimento de ambas as técnicas é tao importante

no estudo da robusteza de atratores sob perturbacoes.
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