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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introducao & Teoria de Grafos, assunto que é comumente
visto no ensino superior, dando um suporte a professores das séries finais do fundamental
IT e do ensino médio, com o objetivo de resolver alguns problemas do dia a dia de forma
alternativa. A Teoria de Grafos leva a outra visao da matemética que fortalece o raciocinio
logico do aluno, evitando o caminho da algebrizacao e buscando despertar ainda mais o
seu interesse nesta area do conhecimento. Nesse sentido, as defini¢oes, conceitos, tipos de
grafos e os teoremas importantes, como a formula de Euler, Teorema de Brooks, Teorema
de Vizing, o Teorema das Cinco cores e o Teorema das Quatro Cores sao apresentados nesse
trabalho, junto com alguns exemplos de aplicagoes e a historia da busca pela demonstragao
do Teorema das Quatro Cores. Ao final, apresenta-se um roteiro pedagogico simplificado
com sete atividades resolvidas a serem aplicadas em sala de aula.

Palavras-chave: Teoria de Grafos. Coloragao. Sequéncia didatica.






ABSTRACT

This work presents an introduction to Graph Theory, a subject that is commonly seen in
higher education, giving support to teachers in the final grades of elementary school and
high school, with the aim of solving some daily life problems in an alternative way. Graph
Theory provides another view of mathematics that strengthens the student’s logical rea-
soning, avoiding the path of algebraization and increasing his/her interest in mathematics
even more. In this sense, definitions, concepts, types of graphs and important theorems,
such as Euler’s formula, Brooks’ theorem, Vizing’s theorem, the Five-color theorem and
the Four-color theorem are presented in this work, along with some application examples
and the history of the search for the demonstration of Four-color theorem. At the end, a
simplified pedagogical script is presented with seven solved activities to be applied in the
classroom.

Keywords: Graph Theory. Coloring. Teaching sequence.
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1 INTRODUCAO

Ao longo da histéria, muitos foram os problemas que levaram a novas ideias e
novas criagoes. Isso nao é diferente nos estudos da matemética. Por exemplo, a Teoria
de Grafos quase que certamente comecou quando em 1735, Leonhard Euler! resolveu um
problema popular em Koénigsberg (ALEXANDERSON, 2006), conhecido como o Problema
das Sete Pontes de Konigsberg. Na época pertencente a Prussia (atual territorio da
Russia chamada hoje de Kaliningrado), (SAMPAIO, 2002), esta cidade era dividida em

quatro regioes A, B, C' e D e conectada por sete pontes, como ilustrado na Figura 1.

Figura 1: As sete pontes de Konigsberg.

Gorsente Aociat. S T VIR 3. VI 7 508

e

Fonte: Extraido de (EULER, 1741, p.128).

O problema surgiu quando os moradores da cidade indagaram se era possivel,
partindo de uma das quatro regioes, passar uma unica vez por cada uma das sete pontes,
e retornar a regiao de origem. Segundo (SAMPAIO, 2002, p.1) “Euler pensou: este é um
tipo de problema no qual as distancias envolvidas sao irrelevantes. O que importa é como
as varias porcoes de terra estao interligadas entre si”. Euler representou esse problema
geometricamente, como na Figura 2, em que as terras sao os pontos: A, B, C'e D, e as

pontes sao as linhas.

Figura 2: O mapa representado por Euler.

C

B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em (SAMPAIO, 2002).

A Figura 2 é um exemplo da representacao do problema usando grafos. Sendo

!Leonhard Euler (1707-1783) foi um grande matematico e fisico suigo que realizou significativas des-
cobertas que perpassaram muitos campos das ciéncias exatas.
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assim, a forma que Euler buscou para solucionar o problema é considerado o primeiro uso
da Teoria de Grafos (ROONEY, 2012).

Foram muitos os problemas resolvidos pela Teoria de Grafos. Um deles, o Teorema
das Quatro cores, que surgiu em 1852 pelo matematico Francis Guthrie? que trabalhava
em colorir mapas da Inglaterra, de modo que as regioes vizinhas tenham cores diferentes.
Ele percebeu que nao precisava mais de 4 cores para colorir os mapas, (SOUSA, 2001).
Assim surgiu a conjectura de que sao necessarias no maximo 4 cores para colorir um mapa
de modo que regides vizinhas tenham cores distintas. Contudo, o Teorema levou 124 anos
para ser provado.

O objetivo deste trabalho é apresentar um material de apoio aos professores de
matematica do ensino médio, em busca de auxilid-los a expandir a curiosidade de seus
alunos pela matéria em resolver problemas do seu dia a dia, usando a Teoria de Grafos.
Para isso, este trabalho esta organizado de uma forma simples e com exemplos que podem
ser aplicados em sala de aula.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentare-
mos as principais defini¢oes da Teoria de Grafos e também alguns tipos importantes de
grafos, como o grafo planar, que sera fundamental para o Teorema das Quatro Cores do
Capitulo 5.

Nos Capitulos 3 e 4, apresentaremos a coloracao de grafos bem com suas defini¢oes
e exemplos de resolucao de problemas colorindo vértices e/ou arestas. Estes problemas de
coloragao de grafos consistem em achar o menor niimero de cores necessarios para colorir o
grafo, que as vezes nao é uma tarefa facil. Apresentaremos nos capitulos e demonstraremos
dois dos principais teoremas: o Teorema de Vizing para coloracao de arestas e o Teorema
de Brooks para coloracao de vértices, que fornecem um limitante para encontrar o menor
ntimero de cores necesséarios para colorir o grafo.

Ja no Capitulo 5, apresentaremos a historia do Teorema das Quatro Cores, o
surgimento do Teorema das Cinco cores, sua demonstracao, além da ideia de demonstragao
do Teorema das Quatro Cores e algumas aplicacoes. Em seguida, no Capitulo 6 teremos

alguns exemplos de aplicacoes em sala de aula.

2Francis Guthrie (1831-1899) Foi um advogado, matemético e botanico.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, buscamos definir alguns conceitos fundamentais que serao impor-
tantes para os proximos capitulos. As defini¢oes, conceitos e contetdos desse capitulo
estao baseados nas referéncias (JURKIEWICZ, 2009), (PRESTES, 2016), (HARRIS; HIRST;
MOSSINGHOFF, 2008), (ROSEN, 2009) e (BALAKRISHNAN; RANGANATHAN, 2012).

2.1 DEFINICOES

Definicao 1. Um grafo é formado por um conjunto nao vazio de vértices V = {vy, ... ,u,}
e um conjunto E de pares de vértices, chamados arestas. Denotamos o grafo por G =
(V. E).

Sobre as arestas, elas podem ser ordenadas (grafo direcionado) ou nao ordenadas
(grafo nao-direcionado). Dizemos que as arestas sdo ordenadas quando existir uma ori-
entacdo quanto ao sentido da aresta, ou seja, uma aresta que comeca em A e termina em
B, denotada por (A, B), é diferente de uma aresta (B, A) que comeca em B e termina em
A. Dessa forma, (A, B) # (B, A). Ja nas arestas nao ordenadas o sentido nao importa.
Dessa forma, uma aresta que comeca em A e termina em B é igual a uma aresta que
comega em B e termina em A e denotamos por {A, B} ou {B, A}.

Um exemplo de um grafo direcionado, sao dois pontos turisticos, representados
pelos vértices A e B, conectados somente por uma estrada de mao tnica. Neste caso,
a estrada representa a aresta direcionada por (A, B), se for do sentido A para B ou
(B, A) se for do sentido B para A. Um exemplo de um grafo nao-direcionado é a amizade
entre duas pessoas A e B em uma rede social. Podemos dizer que se A é amigo de B
entdo necessariamente B é amigo de A, isto é, {A, B} = {B,A}. A Figura 3 mostra
as representacoes graficas de uma aresta num grafo nao-direcionado e de um direcionado

respectivamente.

Figura 3: Representagdo de grafo nao-direcionado e direcionado.
A B A B

(a) Grafo nao-direcionado {A, B}. (b) Grafo direcionado (A, B).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dado um grafo GG, denotaremos por V(G) seu conjunto de vértices e F/(G) seu con-
junto de arestas. Sempre que estiver claro pelo contexto, denotaremos os conjuntos de vér-

tices e arestas de um grafo G = (V, E) simplesmente por V' e E. Por exemplo, a Figura 4
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representa o grafo G em que a, b, ¢ e d sdo seus vértices e {a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c},

{b,d} e {c,d} sdo, desta forma, as arestas de G.

Figura 4: Grafo G.
b

c
a
d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 4 temos os seguintes conjuntos: V = {a,b,c,d} ¢ E = {{a,b}, {a,c},
{a,d},{b,c}, {b,d}, {c,d}}. Denotaremos a cardinalidade dos conjuntos de vértices e
arestas por |V| e |E|, respectivamente. Observa-se na Figura 4 que o niimero de vértices
¢ |V| =4 e o ntimero de arestas ¢ |E| = 6.

Quando os dois vértices de uma aresta sao na verdade o mesmo, dizemos que tal
aresta & um lago. Na Figura 5, ocorre um lago no vértice a, denotado pela aresta {a,a},

que vai do vértice a a ele mesmo.

Figura 5: Laco em a.
b

@<\

c

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se em um grafo G existe uma aresta {a,b} (ou (a,b)) que associa os vértices a e
b, dizemos que tais vértices sdo adjacentes ou vizinhos e que a aresta {a,b} é incidente
sobre estes vértices. Se um vértice nao possui arestas incidentes, tal vértice é chamado de
isolado, por exemplo, o vértice d na Figura 6 (a). Se um vértice tiver somente uma aresta

de incidéncia chamamos de vértice pendente, como mostra a Figura 6 (b).
Figura 6: Grafos com vértice isolado e pendente.
b ¢ c d
v e
a b a

(a) Vertice d isolado. (b) Vértice e pendente.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando duas ou mais arestas possuem os mesmos vértices terminais, as chamare-

mos de paralelas. Na Figura 7, os vértices a e b tem trés arestas associadas a eles: estas
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arestas sao paralelas. Também nos vértices ¢ e d ha duas arestas associadas a eles que

também sao paralelas.

Figura 7: Arestas paralelas

b@a
d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2. Um grafo que nao possuir arestas paralelas e nem la¢os é chamado de grafo

simples. Caso o grafo possua arestas paralelas chamaremos de multigrafo.

Alguns autores consideram multigrafo também com lacos e outros chamam estes
de pseudografo como (ROSEN, 2009), (HARRIS; HIRST; MOSSINGHOFF, 2008) e (PRESTES,

2016), deixando o termo multigrafo para casos que nao tem lagos, como mostra a Figura 8.

Figura 8: Exemplos de grafos simples, multigrafo e pseudografo.

b d a a
§ \ b < b
a
c c
Grafo simples. Multigrafo. Pseudografo.
Fonte: Elaborada pelo autor.

No grafo existe o conceito de caminho, mas antes de definir, veja o seguinte exem-
plo: uma pessoa deseja fazer um passeio no parque, cujo mapa do parque é dado pela
Figura 9 (a), em que os pontos sdo as ilhas e as arestas as pontes. A pessoa deseja passar
pelas ilhas a, b, d e e e pelas pontes {a, b}, {b,e} e {e,d}, a Figura 9 (b) mostra o trajeto

da pessoa. Esse trajeto é chamado de passeio.

Figura 9: Exemplo de um passeio.
a b a 7 b
d el d e

(a) Grafo do mapa do parque. (b) Trajeto do passeio.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 3. Um passeio no grafo G consiste em uma sequéncia finita de vértices ad-

jacentes. Quando o passeio comega e termina num mesmo vértice chama-se de passeio
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fechado. Agora, se um passeio comecar por um vértice e terminar em um outro e sem re-
petir os vértices e as arestas, chamamos de caminho. Um caminho que comeca e termina

em um mesmo vértice € chamado de ciclo.

Definicao 4. Um grafo G é Euleriano se existe um passeio fechado passando uma unica

vez nas arestas.

Definicao 5. Seja G um grafo. Dizemos que dois vértices u e v de G estao conectados

se existir um caminho entre eles em G, denotemos esse caminho por u — v.

Definicao 6. Um grafo G € dito conexo, se existir um caminho entre quaisquer pares

de vértices. Caso contrdrio, dizemos que GG ¢ desconexo.

A Figura 10 mostra respectivamente o grafo conexo e o grafo desconexo.

Figura 10: Conexo e desconexo.

b ; f
a C g
e d h
Grafo conexo. Grafo desconexo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 7. Sejam G e H grafos. Dizemos que H é um subgrafo de um grafo G se
V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Nesse caso, denotamos por H C G.

Por exemplo, na Figura 11, os grafos H e R sdo subgrafos de G, pois V(H) C V(G)
e E(H) C E(G) e também V(R) C V(G) e E(R) C E(G), mas observa-se que R nao ¢é
subgrafo de H, pois {a, e} € F(R) mas nao pertence a F(H).

Figura 11: H e R subgrafos de G.

€ d e d {\ q

a a a

C C
b b b

(a) Grafo G. (b) Grafo H. (c) Grafo R.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definigao 8. Sejam Q C G ¢ S C V(G). Dizemos que @@ é um subgrafo induzido por
S, se V(Q) = S e E(Q) € formado por todas as arestas de G cujas extremidades estio
em S. Denotamos o subgrafo induzido por S, por G[S].
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Definicao 9. Sejam P um subgrafo de G e A C E(G). Dizemos que P é um sub-
grafo induzido por A, se E(Q) = A e V(Q) € formado por vértices de G que sao as

extremidades das arestas de A. Denotamos o subgrafo induzido por A, por G[A].

Figura 12: Exemplo de um grafo induzido.

e d d y d
a a 2
C b
b b

Grafo G. Um subgrafo induzido de G.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um subgrafo de G mas nao
um subgrafo induzido de G.

Seja S um subconjunto de V(G), denotamos por G — S a remogao dos vértices S
do grafo G. G — S é um subgrafo contendo os vértices de G que nao estao em S e as
arestas de G’ que ndo sao incidentes aos vértices de S (PRESTES, 2016). Veja o exemplo
na Figura 13 para S = {b,c}. Caso a remogao de um vértice, digamos v, denotamos por

G — v, como mostra na Figura 14.

Figura 13: Remocao de um subconjunto de vértice no grafo G.
b

a
d
d e
G-8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 14: Remocao de um vértice no grafo G.

b £ b f
a II g a g
e h e h
G G-

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se a é uma aresta de um grafo G, a remocao da aresta a do grafo G é denotado
por G — a que é um subgrafo de G sem a aresta a. Assim, se A é um subconjunto de

E(G), entdao G — A é um subgrafo sem as arestas de A.
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Definicao 10. Dizemos que H ¢ um componente conexo de G, se H ¢ um subgrafo

conexo de G que nao é um subgrafo préprio de um outro subgrafo conexo de G.

Seja G um grafo e H um subgrafo de G. A remocao de H em G é um subgrafo
contendo os vértices de G que nao estao em H e as arestas de G que nao estdao em H e

as arestas de G que nao sao incidentes aos vértices de H. Denotamos esse subgrafo por
G—H.

Defini¢ao 11. Seja G conexo. Um subconjunto V' C V(G) € um conjunto de vértices
de corte de G se G—V"' é desconezxo. Dizemos que é um k-corte se | V' |= k. Um vértice

v de G € um vértice de corte se G — v € desconezxo.

Sobre o vértice de corte, a Figura 15 mostra trés exemplos de grafos, em que a
Figura 15 (a), ndo tem vértice de corte, pois se tirar qualquer um dos vértices continua
conexo. No caso da Figura 15 (b) tem um vértice de corte que é o vértice a e a Figura 15 (¢)

tem quatro vértices de corte que sao b, ¢, d e e.

Figura 15: Exemplo de vértice de corte.

b N 0N

e (S

(@) V={} (b) V' = {a}

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 12. Um grafo G € separavel se tem vértice de corte. Caso contrdrio, nao

separavel.

Definicao 13. Um bloco de G é um subgrafo mazimal nao separdvel. Se o grafo G nao
tem vértice de corte, entdao o proprio G € um bloco. Se o bloco conter um vértice de corte

de G, chamamos de bloco terminal.

O grafo GG da Figura 16 é um bloco, pois G nao é separavel e é maximal. Ja a
Figura 17 (a) mostra o grafo H e a Figura 17 (b) mostra os blocos de H. Os blocos By, Bs
e By sao blocos terminais, pois eles tem apenas um vértice de corte de H que sao b, d e
¢ respectivamente. O subgrafo formado pelos vértices d, g e | é nao separavel mas nao é

um bloco, pois nao é maximal nao separavel.
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Figura 16: Exemplo de um grafo G ser o proprio bloco.
b C

a d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17: Exemplos de blocos de um grafo.

N
w/ﬁ;xwi

(b) Blocos Bl,Bg,Bg, B4 (S B5.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 14. Conectividade de vértice de G ¢ a cardinalidade do menor conjunto

de vértice de corte de G. Denotamos simbolicamente por r(G).

Por exemplo, na Figura 18 temos dois grafos G e H, no grafo G o menor conjunto
de vértice de corte tem dois elementos, logo x(G) = 2. No grafo H, o menor conjunto de

vértice de corte tem quatro elementos, assim x(H) = 4.

Figura 18: Conectividade de vértice.

b ¢ d .
. o b h i >1d
. g f a8 ] ~e
f
Grafo G, k(G) = 2. Grafo H, k(H) = 4.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 15. Um grafo G é k-conexo quando k(G) > k. Isto é, se retirarmos k — 1

vértices de G, G continua conexo.

Para compreender melhor a Definicao 15, sdo apresentados trés exemplos de grafo
na Figura 19. O primeiro grafo (a) é 1-conexo, pois se remover o vértice a temos um
subgrafo desconexo. No grafo (b) ¢ 2-conexo, pois se remover qualquer um dos vértices
continuard conexo, se remover dois vértices nao adjacentes como b e d desconectara o
grafo G. Caso (c) é 3-conexo, pois se remover um ou dois vértices quaisquer continuara

conexo, se remover trés vértices adequados, como a, b e d o subgrafo sera desconexo.
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Figura 19: Grafo k-conexo.

c d c

(a) 1-conexo. (b) 2-conexo. (¢) 3-conexo.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 16. Dado um grafo G, um clique é um subconjunto S C 'V, tal que quaisquer
dois vértices de S sao adjacentes. Um clique de G é um clique maximal se nao estiver

propriamente contido em um outro clique de G.

A Figura 20 mostra os exemplos de cliques para o grafo G dado na Figura 20 (a)
e nas Figura 20 (b) e (¢) os cliques. Existem outros cliques de G além da figura (b) e (c),
como os subgrafos formados pelos vértices {d, e, i}, {c,a,b} e {e, f,b}. A Figura 20 (c) é
um clique maximal, pois ndo existe um outro clique contendo ele. Ja a Figura 20 (b) nao

¢ maximal, pois esta contida em um outro clique, nesse caso o clique da Figura 20 (c).

Figura 20: Exemplo de clique para um grafo.

f
iy ¢ D
a
C
i h
(a) Grafo G.
e b e b
a
d ¢ d ¢
(b) & um clique de G. (¢) € um clique maximal de G.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2 GRAU DO VERTICE

Definicao 17. O grau de um vértice v é o nimero de arestas incidentes nele. Denotamos

por d(v).

Por exemplo, a Figura 21, o vértice f tem grau d(f) = 4.
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Figura 21: Grafo G.
e d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em um grafo G qualquer, representamos o maior grau de um vértice de G por
A(G) e o menor grau por 6(G). Por exemplo, a Figura 21, o maior grau ¢ A(G) =4 e o
menor 0(G) = 2.

Veremos agora um lema que ajudara na demonstragao do préoximo teorema, ambos

podem ser encontrados em (WILSON, 1979, p.32).

Lema 2.1. Se G é um grafo com d(v) > 2 para quaisquer v € V(G), entao G contém um

ciclo.

Demonstragao: Se GG possui arestas paralelas ou lacos, entdo G possui um ciclo. Agora
se G &€ um grafo simples, considere um passeio partindo de um vértice qualquer, digamos
v.

O vértice v é adjacente a um vértice, digamos v; de G, pois d(v) > 2. Como
d(vy) > 2, esse serd adjacente a um outro vértice vy # v. Como d(ve) > 2, vy serd
adjacente a um outro vértice vs, em que vs pode ser o vértice v ou um novo vértice. Se
v3 = v temos um ciclo e se v3 # v, esse serd adjacente a um outro vértice vy. O vértice vy
pode ser um dos vértices ja escolhidos anteriormente menos o v, pois é um grafo simples,
ou pode ser um novo vértice. Se vy for um dos vértices ja escolhidos teremos um ciclo. Se
vy for um novo vértice esse sera adjacente a um outro vértice e assim sucessivamente.

Como a quantidade de vértices é finito, essa sequéncia vai até um vértice, digamos
v e esse vértice tem d(vg) > 2 e pela construgao da sequéncia vy, é adjacente com vy_1,
mas como d(vy) > 2 tem que ser adjacente a um dos vértices ja escolhidos anteriormente,
assim, formando um ciclo. [ |

O teorema a seguir é o Teorema de Fuler que envolve o grau dos vértices, e esse
teorema serd usado para resolver o problema das sete pontes de Konigsberg. Para mais

detalhes, veja (JURKIEWICZ, 2009).

Teorema 2.2. Um grafo G conexo ¢ Euleriano se, e somente se, todos os vértices de G

tem grau par.

Demonstragao: Se G é Euleriano, entao temos um passeio fechado em G que passa por

todas as arestas uma tnica vez e podendo repetir os vértices. Como o passeio ¢ fechado,
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toda vez que um vértice v de GG é visitado sao utilizadas duas arestas: uma de entrada e
outra de saida. Sendo cada aresta visitada uma tnica vez, temos entao que cada vez que
um vértice é visitado, um novo par de arestas de entrada/saida é utilizado. Portanto o
grau de cada vértice visitado é par. Como G é conexo, todos os vértices sao visitados.

Vamos provar a volta por inducao sobre o ntimero de arestas de G. Suponha que
cada vértice de G tem grau par. Como G é conexo e d(v) > 2 para todo v € V(G), o
Lema 2.1 garante a existéncia de um ciclo no grafo G.

Seja A o conjunto de todas as arestas do ciclo. Se A = E(G), entao G é Euleriano.
Se A C E(G), tome H = G — A um subgrafo de G, em que o grau dos vértices de H
continua sendo par e H podendo ser desconexo.

Pela hipotese de inducao, cada componente de H tem um passeio fechado e como
G é conexo, existe em cada componente de H pelo menos um vértice em comum ao ciclo.
Assim, re-conectando os vértices dos passeios fechados de cada componente de H que
pertencem ao ciclo, obtemos um passeio fechado em G. [

O problema das sete pontes de Konigsberg que foi citado na introducao pode ser
resolvido usando o Teorema 2.2. Para tal problema, segundo (RABUSKE, 1992, p.3), Euler
provou que é impossivel passar por todas as pontes uma tinica vez, pois para cada vértice
teria que ter uma quantidade par de arestas, sendo que cada vez que o passeio fechado
chega em um vértice, esse terd duas novas arestas, uma de chegada e a outra de saida.
Entao, pelo Teorema 2.2 ser& impossivel, pois todos os vértices do grafo da Figura 22 tem

grau fmpar, tendo que passar pelo menos uma ponte mais de uma vez.

Figura 22: As pontes de Konigsberg.
C

B

Fonte: Elaborada pelo autor com base em (SAMPATO, 2002).

Exemplo 2.3. Uma turma de educacao fisica pretende fazer um campeonato de basquete
3 x 3, uma das novas modalidades olimpicas. Fssa turma formou cinco equipes nomeadas
de a, b,c,d e e e cada equipe jogard uma unica vez com outra equipe. Quantos jogos cada
equipe jogard e quantos jogos serdao realizados?

Uma resposta possivel para tal problema € o sequinte: considere as equipes como
vértices e 0s jogos como arestas. Por exemplo, aresta {a,e} representa a partida realizada

pelas equipes a e e. Seque abaixo um diagrama que modela o problema.
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Figura 23: Grafo G: Representacao dos jogos.
e

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos observar na Figura 23 que todos os vértices tém grau quatro. Disso,
concluimos que cada equipe jogard quatro partidas. E para responder a outra perqunta
precisamos saber quantas arestas hd no grafo G, pois cada aresta representa um jogo,

nesse caso, |E(G)| = 10 jogos serdo realizados.

Neste exemplo podemos notar que a soma do grau dos vértices é igual ao dobro da

quantidade de arestas. Esta observacao na verdade é valida para qualquer grafo simples.

Proposicao 2.4. Seja G = (V, E) um grafo simples. Entdo:

E d(v) = 2|E]. (2.1)

veV(Q)
Demonstragao: Ao contar o grau de um vértice, estamos contando as arestas incidentes
a ele. Como cada aresta é incidente a dois vértices, entao estamos contando as arestas

duas vezes. [ |

2.3 TIPOS COMUNS DE GRAFOS

Grafo completo. Um grafo é completo quando todo vértice é adjacente a todos
os outros vértices. Denotamos tais grafos por K,, em que n é o nimero de vértices. Veja

os exemplos das Figuras 24 e 25.

Figura 24: Grafo completo K. Figura 25: Grago completo K.
e
h f

a a e

b C

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Grafo complementar. Seja G um grafo. Dizemos que G é complementar de G

se V(G) =V(G) ese E(G) = {vv; | v ev; €V, i # j, viv; ¢ E(G)}. Observa-se nas
Figuras 26 e 27 que a uniao das arestas de um grafo e as de seu complementar resultam

em um grafo completo, como mostra a Figura 28.

Figura 26: Grafo G. Figura 27: Grafo G.
f
e ! €
a d a d
b PN
C
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 28: Grafo formado pela unido das arestas de F(G) e E(G).
e

a d

b C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Grafo nulo ou vazio. E o grafo que ndo tem arestas, isto ¢, E(G) = (.

Figura 29: Grafo nulo ou vazio.
«d

o C

ae

b

Fonte: Elaborada pelo autor.

Grafo trivial. E um grafo com apenas um vértice e nenhuma aresta.

Figura 30: Grafo trivial.

a-e

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 31: Grafo 3—regular.
c d

d a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Grafo regular. E um grafo no qual todos os vértices tém o mesmo grau. Se todos
os vértices tem grau k, chamamos de k—regular. A Figura 31, mostra um grafo regular
com todos os vértices de grau 3.

Grafo ciclo. E um grafo conexo e regular com vértices de grau dois. Pode-se
pensar que ¢ um caminho passando por todos os vértices uma Tnica vez e voltando no
vértice de origem. Denotamos esse grafo por C,, em que n é o nimero de vértices. Se n
for par chamamos de ciclo par e se n for impar chamamos de ciclo impar. Na Figura 32,
pode-se observar que o nimero de vértices é igual ao nimero de arestas, isso sempre

acontece quando for um grafo ciclo.

Figura 32: Grafo ciclo Cs.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Grafo roda. E um grafo formado por um ciclo C},_; junto com um vértice central
de grau n — 1, e esse vértice é adjacente a todos os vértices do ciclo. Denotamos esse grafo

por W,,, em que n é o nimero de vértices.

Figura 33: W. Figura 34: Wj.

A

Fonte: Elaborad 1 tor.
Fonte: Elaborada pelo autor. onter Hlaborada pelo autor

Grafo caminho. E um grafo com n + 1 vértices e n arestas, em que o grau do
primeiro e ultimo vértice é 1 e dos demais é 2. Denotamos esse caminho por P,, em que

n é o numero de arestas.
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Figura 35: Ps. Figura 36: Pj.
va W
¢ d a b e
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Arvore. E um grafo conexo que nao contém ciclos. Em uma arvore, o nimero de

arestas é sempre uma unidade menor que o nimero de vértices, isto é, |V| = |E| + 1.

Figura 37: Arvore.

\9/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Grafo bipartido. E um grafo cujo conjunto de vértices V pode ser dividido em
dois conjuntos disjuntos V; e V5, tal que, o conjunto das arestas ¢ um subconjunto de
Vi x V5 e nao existem arestas em V; x Vi, nem em V5 x V5, . Se cada elemento de V; é
conectado a todos os elementos de V5, chamamos de grafo bipartido completo e denotamos

por K, ,, para n = |Vi| e p = |V3|. Veja as Figuras 38 e 39.

Figura 38: Bipartido. Figura 39: Bipartido Completo.
1= T=I
a ¢ a ¢
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Grafo planar. E um grafo que pode ser desenhado no plano, de modo que as
arestas nao se cruzam, exceto em vértices que sao incidentes. Caso contrario, chamamos

de grafo nao planar.

Figura 40: Grafo planar e nao planar.

(a) Grafo planar (b) Grafo nao planar (c) Grafo planar

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 40 (a) e (c) s@o grafos planares, pois ndo tem arestas se cruzando, so se
encontram nos vértices. A Figura 40 (b) é um grafo nao planar, pois tém duas arestas

que se cruzam fora dos vértices.
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Na proxima secao apresentaremos alguns resultados tedricos sobre grafos planares

que serao importantes no desenvolvimento do Capitulo 5.

2.4 GRAFOS PLANARES

Como acabamos de definir, um grafo planar é um grafo cujas arestas s6 se en-

contram nos vértices. A Figura 41 mostra dois grafos planares.

Figura 41: Grafos planares.

(a) o

Fonte: Elaborada pelo autor.

As Figuras 41 (a) e (b) sao exemplos de representacdo de poliedros, em que a
Figura 41 (a) é uma forma de representar o tetraedro e a Figura 41 (b) representa um
cubo.

Quando falamos de poliedros convexos na geometria, estes sao formados por uma
reuniao finita de poligonos conexos, chamados de faces do poliedro. Denotaremos o ni-
mero de faces do poliedro por f = |F|. As intersec¢oes dos lados e dos vértices dos
poligonos sao, respectivamente, as arestas e os vértices do poliedro. Denotaremos por
a = |E| o nimero total de arestas, bem como, v = |V| o nimero total de vértices.

E bem conhecido da geometria que, para poliedros convexos, a formula de Euler
¢ valida, |V| + |F| — |E| = 2 (LIMA, 1985). A seguir faremos sua deducdo para grafos
planares.

Ao representar um grafo planar no plano, as arestas e os vértices do grafo dividem
o plano em &reas. A area de um grafo planar é a parte do grafo limitada pelas arestas,

como mostra a area [’ da Figura 42.

Definicao 18. Dizemos que uma aresta e limita a drea F se e estd em contato com F e

com alguma outra drea vizinha de F'.

Por exemplo, na Figura 42 ha seis areas, chamaremos de Fi, Fy, F3, Fy, F5 e Fg,
como mostra a Figura 43. As areas F1, Fy, F3, Fy e F5 sao areas limitadas e Fg é uma area
ilimitada, que é chamada de drea exrterior. Essas areas chamamos de faces do grafo.

O grafo da Figura 43 é uma representacao do cubo que tem seis faces, oito vértices

e doze arestas, que sao os mesmos valores do cubo. Podemos entao, apresentar o seguinte
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Figura 42: A parte cinza do grafo representa a area F'.

F

(&

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 43: Faces de um grafo planar.

Fy

Fy| Fs |Fy| Fg

g

Fonte: Elaborada pelo autor.

teorema, cuja demonstragao é baseada em (HARRIS; HIRST; MOSSINGHOFF, 2008, p.78).

Teorema 2.5. (Férmula de Euler) Se G é um grafo planar conexo com |V| vértices, |E|

arestas e |F| faces, entao |V|+ |F| — |E| = 2.

Demonstragcao: Seja G um grafo planar conexo. Vamos provar por inducao sobre o
ntmero de arestas |E|.

Se |E| = 0, entdo o grafo é completo com um vértice, isto é, K. Isso acontece, pois
G é conexo. Logo, o grafo G tem uma face e é ilimitada. Portanto, temos que |E| = 0,
V| =1e|F| =1, que satisfaz a formula de Euler.

Suponha que a formula vale para |E| = k arestas. Assim, |V|+ [F| -k =2¢ a
hipotese de induc¢ao. Vamos mostrar que vale para um grafo G com |E| = k + 1 arestas.
Temos dois casos:

Caso a: Suponha que G € uma drvore.
Entao, temos que |V| = |E|+ 1 e como é uma arvore o numero de faces é |F| = 1.

Portanto, a formula de Euler é verificada:
VI+I|F|—[El=(El+1)+1-|E] =2.

Caso b: Suponha que G nao € uma arvore.

Entao, existe um caminho fechado em G, digamos C' que é um ciclo em G. Seja e
uma aresta de C' e considere o subgrafo G — e de G. Observe que o subgrafo G — e tem
uma aresta e uma face a menos (ja que C' define uma face limitada) que o grafo G e a

quantidade de vértices é a mesma. Como G — e tem uma aresta a menos que GG, podemos
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usar a hipotese de inducao em G — e:
VIi+(Fl-1)—k=2
Mas isto implica em
V|+I|F|—(k+1)=2
que mostra a validade da formula para G que possui |E| = k + 1 arestas. [ |

Definicao 19. O grau de uma face F é o nimero de arestas que limitam a face F.

Denotamos por L(F).

Por exemplo, o grau das faces da Figura 44 sdo L(Fy) = L(Fs) = 3, L(F3) =

Figura 44: Grafo planar G com suas faces.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O seguinte teorema é um suporte para a demonstracao do Teorema 2.7 que pode

ser encontrado em (HARRIS; HIRST; MOSSINGHOFF, 2008, p.78).

Teorema 2.6. Seja G um grafo simples conexo e planar com |V| > 3. Entao |E| <
3|V| — 6.

Demonstragao: Seja G um grafo planar simples conexo e com trés ou mais vértices.
Temos dois casos:
Caso a: Fxistem pelo menos duas faces em G.

Counsidere a soma
S=> L(F)
F

sobre todas as faces do grafo planar G. Como G tem pelo menos duas faces e cada uma
delas é limitada por pelo menos trés arestas, temos S > 3|F|. Agora, como cada aresta
pode estar na fronteira de no maximo duas faces, temos que S < 2|E|. Obtemos com as

duas inequagoes: 3|F| < 2|E|.
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Pelo Teorema 2.5, temos
VI [F| - Bl =2,
Isolando |F'| e substituindo em 3|F| < 2|E|, temos
32+ |E[ - [V]) < 2|E|

que implica em

|E| < 3|V| - 6.

Caso b: Existe uma face em G.

Como G tem uma, face e pelo Teorema 2.5, temos
Bl =[V]-1<|V]
Pela hipotese, temos que |V| — 3 > 0, entao
Bl < [VI<[VI+2(]V]=3) <3]V] -6

Portanto, ambos os casos satisfazem a inequagao |E| < 3|V| — 6.
[ |
O Teorema a seguir é importante para a coloragdo de mapas (que sera discutida no
Capitulo 5) e sua demonstragao pode ser encontrado em (HARRIS; HIRST; MOSSINGHOFF,
2008, p.79).

Teorema 2.7. Se G € um grafo planar simples e conexo, entio §(G) < 5.

Demonstrag¢do: Seja G um grafo planar simples e conexo. Se |V| < 6, entdo d(v) <
A(G) < 5 para todo v € V(G). Satisfazendo o resultado de 6(G) < 5.
Se |V| > 6. Pela Proposicao 2.4, temos

> d(v) =2|E]. (2.2)

veV(G)

Se cada vértice de G tem grau 6 ou mais, entdo a Equagao (2.2) fica
6|V <2|E|. (2.3)
Usando o Teorema 2.6 em (2.3), temos

6/V] <2|E| <2(3|V|-6) <6]V]—12
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que é uma contradi¢do. Logo, existe um vértice de G de grau menor que 6, isto &, §(G) < 5.
[ |

Os conceitos e resultados fundamentais que acabamos de estudar serao aplicados

nos proximos capitulos em problemas de coloracao de arestas, coloracao de vértices e

coloracao de mapas.
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3 COLORACAO DE ARESTAS

Um problema famoso estudado na Teoria de Grafos é o problema das quatro cores.
Esse problema consiste em colorir qualquer mapa utilizando apenas quatro cores, de modo
que regioes vizinhas tenham cores distintas (BALAKRISHNAN; RANGANATHAN, 2012). Po-
demos dizer que esse problema deu origem a coloracao de grafos, no qual podemos atribuir
cores, niimeros ou simbolos aos vértices ou arestas de um grafo G, satisfazendo certas con-
digdes. Esse processo, denominado colora¢dao de arestas e/ou vértices, serd tratado neste
e nos proximos capitulos.

As Figuras 45 e 46, mostram exemplos de como colorir as arestas e os vértices

respectivamente, com cores ou niimeros.

Figura 45: Coloracao de arestas.

(a) Grafo com as arestas coloridas nas cores

preto, vermelho, azul e amarelo. (b) Grafo colorido com numeros.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 46: Coloracao de vértices.

<A

) Grafo com os vértices coloridos nas cores
preto, vermelho, azul e amarelo. (b) Grafo colorido com nimeros.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Em problemas de coloracao vamos sempre considerar grafos simples.

Definicao 20. Em problemas de coloracao de arestas buscamos colorir as arestas de
um grafo com o menor niumero de cores possivel, de modo que arestas incidentes ao
mesmo vértice possuam cores diferentes. Qualquer coloracdo de arestas com esta ultima

propriedade € chamada coloracao vdlida.
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Exemplo 3.1. Suponha um grupo de pessoas formando duplas conforme o Quadro 3.1
para cumprir quatorze tarefas'. Cada tarefa é realizada em uma hora e cada pessoa nao
pode executar mais de uma tarefa ao mesmo tempo. O problema resume-se em achar o

menor tempo necessdrio para que todas as tarefas sejam realizadas.

Quadro 3.1: As duplas.
Duplas
AB, AE, AF, BC, BG, CD, CH
DE, DI, EJ, FI, GI, HJ, JG

Fonte: Dados elaborados pelo autor deste trabalho.

O grafo da Figura 47 pode ser utilizado para visualizar esse problema, em que 0s

vértices representam as pessoas e as arestas as tarefas que sao realizadas em duplas.

Figura 47: Grafo de Petersen P em que as arestas representam as duplas.

A

D C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para resolver o problema devemos encontrar uma coloracao de arestas valida com
o menor niumero de cores possivel. Com essa coloracao, o problema que era para descobrir
o menor tempo, fica agora em descobrir o menor numero de cores necessario para colorir
as arestas do grafo, de modo que arestas incidentes ao mesmo vértice possuam cores

diferentes.

Figura 48: Grafo de Petersen P colorido.

Fonte: Elaborada pelo autor.

L Problema adaptado de (JURKIEWICZ, 2009)
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Nesse exemplo foram usadas quatro cores para colorir as arestas, como mostra a
Figura 48. Observamos também que as duplas com cores iquais, podem trabalhar no mesmo
hordrio. Portanto, a forma que foi colorido nos permite dizer que foram necessdrias quatro
horas para realizar as tarefas, como mostra o Quadro 3.2, mas ainda nao sabemos se este

€ 0 menor tempo.

Quadro 3.2: Dado coletados pela analise da coloracao das arestas do grafo de Petersen.
Horario Cor Duplas

1 Vermelho | AF, CD, EJ, BG
2 Preto DI, BC, FH, JG
3 Azul AB, CH, DE, IG
4 Amarelo AE, HJ, TF

Fonte: Dados elaborados pelo autor deste trabalho.

Para saber se esse é realmente o menor tempo necessario, precisamos determinar

qual o menor niimero de cores para uma coloracao valida do grafo associado.

Definigao 21. Chamamos de indice cromdtico x'(G) o menor nimero de cores necessdrio

para resolver o problema de coloracdo de arestas.

Encontrar o indice cromético, nao é uma tarefa facil. Na proxima secao, apresen-

taremos um teorema que fornece limitantes para x'(G).

3.1 TEOREMA DE VIZING

O Teorema de Vizing (VIZING, 1964) fornece os limitantes inferior e superior para
o indice croméatico. Antes de apresentar o teorema, precisamos de lemas que auxiliarao

em sua demonstragao, a qual é baseada em (SILVA, 2018).

Lema 3.2. Um grafo simples é 2—reqular se, e somente se, seus componentes coneros

sao ciclos.

Demonstracao: Seja G um grafo simples em que todos os componentes sao ciclos.
Entao, os componentes sao conexos e regulares com vértices de grau 2. Portanto, o grafo
G é 2—regular.

Por outro lado, seja G um grafo simples e 2—regular. Considere um vértice qualquer
de G, o qual denotamos por v; em um componente conexo de G, com k vértices, que
denotaremos por Cj. Esse vértice tem grau 2, logo possui apenas dois vizinhos: v, e
v3. Os vértices vy e vs, por sua vez, também tém grau 2 e, portanto, além de v, sao
adjacentes a v, e vs, respectivamente. Como G é finito, obtemos um caminho de vértices

até os vértices vi_1 e vg, com k € N, como mostra a Figura 49.
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Figura 49: Representacao do caminho dos vértices

(7 Uk—BUk_l

Vs v
3 ’U5 Uk.—Q/.]V

Fonte: Elaborada pelo autor.

V2

(%1

Sobre os vértices vy_1 e v, podem ocorrer dois casos: serem adjacentes entre eles
ou nao. Se os dois forem adjacentes, teremos um ciclo, caso contrario, v, sera adjacente
a um outro vértice v;, para ¢ = 2, 3,4, ...k — 3 e v,_; serd adjacente a um outro vértice v;,
para i = 2,3,4,...k — 4,k — 2. Assim, os vértices v; e v; teriam grau 3, o que contradiria
o fato de G ser 2—regular. Portanto, C} ¢ um ciclo de G.

Se G — C}, for vazio, entao G serd o proprio componente conexo. Caso contrario,
G — C} serd um subgrafo 2—regular e usando o argumento anterior, obtemos um outro
componente conexo que ¢ um ciclo e assim sucessivamente. Portanto, os componentes
conexos de GG sao ciclos. [

Para os proximos lemas, vamos considerar G um grafo simples com uma coloragao
valida que utiliza as cores ¢y até ¢, para k € N. Definimos que a cor ¢; estd disponivel
em um vértice v de (G, se essa cor nao foi usada para colorir as arestas incidentes a v.
Denotaremos por D; o conjunto de todas as cores disponiveis no vértice v; e E; o conjunto

de todas as arestas de GG coloridas com a cor ¢;, com ¢ =1,2,3,.... k.

Lema 3.3. Seja H = G[E;UE;]. Entao, os componentes conezos de H ou sdo caminhos,

ou entao ciclos de comprimento par.

Demonstrac¢ao: Note que A(H) < 2, pois do contrario haveria mais de 2 arestas inci-
dentes em um mesmo vértice, recebendo uma mesma cor (por haver apenas duas cores),
contradizendo o fato da coloragao inicial de G ser valida.

Como A(H) < 2, suponha que em um componente conexo de H todos os vértices
tem grau dois. Entao, pelo Lema 3.2 o componente ¢ um ciclo, podendo ser de compri-
mento impar ou par. Se fosse impar (ver Figura 50), teria um vértice com duas arestas

incidentes da mesma cor. Logo, é um ciclo de comprimento par.

Figura 50: Ciclo impar
G Gi
€

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Se em um componente conexo de H todos os vértices tem grau um, o componente
é apenas uma aresta ligando dois vértices, digamos v, e vy. Logo, o componente é um
caminho com uma aresta.

Se em um componente conexo ha vértices de grau um e dois, suponhamos v; o
vértice de grau um, que é adjacente ao outro vértice v, de grau dois, esse é adjacente a
um outro vértice, digamos v3. Se vz tem grau um, temos um caminho com os extremos
v € v3. Se d(v3) = 2, vz é adjacente a um outro vértice vy, podendo esse ser de grau
um ou dois. Pensando na mesma forma que o vértice vz, temos uma sequéncia limitada
de vértices, até o vértice vg. Por sua vez, o vértice v, pode ter grau um ou dois. Se
d(vg) = 2, vy é adjacente a um outro vértice v;, para i = 2, ..k — 2, assim v; passaria a ter
grau 3, uma contradi¢ao. Segue que o grau de v, € um. Portanto, obtemos um caminho
em que os vértices dos extremos sao vy e v de grau um e os demais grau 2, como mostra

a Figura 51. [ ]

Figura 51: Componente conexo de H.
U3

&)
Cs Cj Cs
v uh G
5

Fonte: Elaborada pelo autor.

Lema 3.4. Seja G um grafo simples e considere uma colora¢ao vdlida para G com cores
Coy -+, Ck. Sejam o0s vértices vy, v; e v, de H = G[EyU Ey], tais que, v; e vy sao vizinhos
de vg. Suponha que o vértice vy, tem disponivel a cor ¢ e 0s vértices v; e v, nao tem a

cor co disponivel. Entao, os vértices nao pertencem ao mesmo componente conexo de H.

Demonstragcao: Suponha que os vértices vy, v; € v estao no mesmo componente. Por
hipotese cy nao esta disponivel nos vértices v e v;, e também a cor ¢, esta disponivel em

vk € v;, como mostra a Figura 52.

Figura 52: Componente conexo de H.
&
U; 0 ¢, € D;

€o

Uk cr € Dy Vo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pelo Lema 3.3 o componente conexo s6 pode ser um caminho, ou um ciclo de

comprimento par. Ambos os casos tem um caminho que passa pelos vértice vy, v; e v,
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em que as cores das arestas ficam alternando entre ¢ e ¢ (pois assumimos uma coloragio
valida para G). O vértice v tem a cor ¢ disponivel, logo a aresta {vg, v} tem que ser
colorida pela cor ¢, (ver a Figura 52), por consequéncia a aresta {v;, vo} deve ser ¢, mas
isso é impossivel, pois ¢y nao esta disponivel no vértice v;. Isso contradiz a coloracao
valida para (G. Portanto, os vértices vy, v; € v, nao estao no mesmo componente conexo

de H. ]

Teorema 3.5. (Vizing) Para qualquer grafo G simples, tem-se que

A(G) < X'(G) <A(G) + 1.

Demonstrag¢do: Para provar a validade de A(G) < X/(G), basta notar que existe um
vértice v € V(G), tal que d(v) = A(G). Entao esse vértice precisa de A(G) cores para
colorir as arestas incidentes a ele. Logo, G nao admite uma coloragao valida com menos
que A(G) cores.

Agora, para provar x'(G) < A(G) + 1 vamos supor por contradi¢do que existe G,
tal que X'(G) > A(G) + 1. Sem perda de generalidade, suponha G minimal, isto &, ao
remover uma aresta e = {vg, v1} de G temos que X'(G —e) < A(G — e) + 1. Analisando
essa inequacao, temos dois casos:

Caso a: Se \/(G—¢e) < A(G—e)+ 1.

Nesse caso, observe que aplicando o limitante inferior temos A(G—e) < x'(G—e) <

A(G —e). Logo, X'(G —e) = A(G — e). Assim, se retornarmos a aresta e com uma nova

cor, temos:

V(G =X(G-)+1=AG ) + 1< AG) +1,

em que a ultima desigualdade segue do fato de de G ser minimal.
Isso contradiz o fato de G ser um contra-exemplo minimal.
Caso b: Se \'(G —e) = A(G —e) + 1.
Temos aqui dois subcasos.
bi. A(G—e)=A(G) — 1.
Como, X'(G —¢€) = A(G —e)+1 =" A(G) — 1+ 1 = A(G), sobra uma nova cor

para colorir a aresta e, e retornando ela com uma nova cor, temos:

Contradizendo o fato de x'(G) > A(G) + 1.

ba2. A(G —e) = A(G)
Neste caso, X'(G —e) = A(G —e) +1 = A(G) + 1. Dessas igualdades temos que
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todo vértice de G — e tem pelo menos uma cor disponivel.

Seja G’ o subgrafo de GG formado por vy e seus k vizinhos, com ¢; a cor disponivel ao
vértice v;, para i = 0,1,2,....,k em que k € N, k < dg(v), ¢; a cor das arestas {vo, vi11},
parai=1,2,....k — 1 e considere também D; o conjunto de cores disponiveis no vértice

V;.

Figura 53: Subgrafo G'.

Vg

Cr—1 Y0
c € Dy, k 1COEDO

U1
c1 € D1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Essa construcao de G, como mostra a Figura 53, termina quando:

ba.1 : ¢ = ¢o (cor disponivel para vg).

bao: ¢; € Dy para algum ¢ =1,2,.... k — 2.
b2.2.1 : o € Dy.
b2.2.2: ¢ € D;.
ba.2.3 : co & Di; co & D

Caso by1 : com ¢ € Dy e ¢, € Dy, podemos reorganizar as cores das arestas do
subgrafo G’ da seguinte forma (ver Figura 54), a aresta {vx,vo} com a cor ¢; e as demais
arestas {v;, vp} com a cor ¢;, para ¢ = 1,2,....k — 1. Com essa construgdo encontramos

A(G) + 1 cores para colorir G que contraria a hipotese de }'(G) > A(G) + 1.

Figura 54: Subgrafo G’ com a cor ¢, na aresta {vg, vg}.

V2

(%1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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No caso ba a1 : com ¢y € Dy e ¢g € Dy, podemos reorganizar as cores das arestas
do subgrafo G’ em que a aresta {vg, vy} pode ser colorida com a cor ¢q (ver Figura 55), e
as demais arestas {v;,vo} com a cor ¢;, parai = 1,2, ...,k — 1. Novamente contradizendo

a hipotese inicial.

Figura 55: Subgrafo G’ com a cor ¢ na aresta {vg, vo}.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso by.a.2 : se ¢y € D;, podemos recolorir o subgrafo G’ da seguinte forma, a
aresta {v;,vo} com a cor ¢y e as arestas {v;,vp} com a cor ¢j, para j =1,2,...,i — 1 e as
demais arestas mantém as cores, como mostra a Figura 56. Dessa forma, temos também

A(G) + 1 cores para colorir G, contradizendo a hipotese inicial.

Figura 56: Subgrafo G’ com uma nova ordem de coloragao.

(%)

U1

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso ba.as :sec; € Dy, ¢y ¢ Dy ecy ¢ D; considere um subgrafo H = G[EyUE}]
induzido por todas arestas de G — e que estao com as cores c¢g e ¢,. Pelo Lema 3.3,
componentes conexos de H sao caminhos ou ciclos de comprimento par e pelo Lema 3.4
08 vértices vy, v; € v, Nao pertencem ao mesmo componente conexo. Assim, devemos
recolorir o subgrafo H, escolhendo um dos componentes conexos de H que tem um dos
vértices vy, v; e vy e trocando as cores das arestas entre ¢y e ¢, do componente escolhido,
isto é, a aresta com a cor ¢y passa a ser ¢ e vice-versa.

Supondo, sem perda de generalidade, que o caminho escolhido passa pelo vértice
vp e em seguida trocando as cores, a cor ¢y passard a estar disponivel no vértice vy e
consequentemente a cor ¢ fica disponivel no vértice vg. Logo, a aresta {v;,vo} pode ser

colorida pela cor ¢;, para i = 1,2,3, ..., k, obtendo uma (A(G) + 1)-coloragao de arestas
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de G, contrariando a hipotese. O mesmo acontece para os casos que o caminho escolhido
passe por v; ou por vy. [
O Teorema de Vizing mostra que para qualquer grafo simples ou x'(G) = A(G)
ou X'(G) = A(G) + 1. Apresentamos a seguir, exemplos destes dois casos.
Se G for um caminho, como mostra a Figura 57, em que A(G) = 2 e X/'(G) = 2.

Lembrando que os nliimeros representam as cores.

Figura 57: Grafo G, A(G) = x'(G).

b C d
1 2 \1 /2 \1
a A% e

Fonte: Elaborada pelo autor.

Voltando ao Exemplo 3.1 do grafo de Petersen, foram usadas 4 cores para colorir
o grafo P e concluimos que seriam necessarias quatro horas para cumprir as tarefas.
Pela Defini¢ao 21 o tempo minimo é dado por x'(P) e pelo Teorema 3.5 temos que
3 < X(P) < 4

Suponha que o tempo minimo ¢ 3, isto €, o grafo P pode ser colorido com 3 cores.
Observe que o grafo P tem dois ciclos C5 externo e interno. Seja {u,v} uma aresta do
ciclo externo, com a cor ¢; para i € {1,2,3}. Sejam ¢ e p os vértices do ciclo interno
adjacentes aos vértices u e v respectivamente ( veja Figura 58). As arestas {u, ¢} e {v, p}
nao podem ser coloridas com a cor ¢;. Assim, a cor ¢; vai pertencer as arestas incidentes

aos vértices ¢ e p do ciclo interno do grafo P.

Figura 58: Grafo P com os vértice u,v,q e p.

C3 U

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como {¢,p} ndo é uma aresta do grafo P, entdo o ciclo interno tem duas arestas
distintas com a cor ¢;; uma em relagao ao vértice ¢ e a outra no vértice p. Porém, o

ciclo externo tem trés cores, pois é um ciclo de ordem impar. Disso temos que cada uma
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dessas trés cores sao usadas duas vezes no ciclo interno, que é uma contradicao, pois o
ciclo interno tem 5 arestas (NASERASR; SKREKOVSKI, 2003). Logo o x/(P) = 4, pois nao

conseguimos colorir o grafo P com apenas 3 cores.

3.2 EXEMPLOS ENVOLVENDO COLORACAO DE ARESTAS

Nesta secao vamos apresentar dois problemas que podem ser resolvidos pelos con-

ceitos de coloragao arestas.

Exemplo 3.6. Suponha que j professores Py, P, Ps, Py irdo entrevistar 5 estudantes
Ay, Asg, As, Ay, As de modo a cada professor entrevistar um aluno e que cada aluno
ndo pode ser entrevistado por dois ou mais professores ao mesmo tempo®. O Quadro 3.3
mostra quais sao os alunos que os professores irao entrevistar.

Supondo que cada entrevista leva uma hora, qual o menor tempo que 0s professores

levam para fazer todas as entrevistas?

Quadro 3.3: Apresenta os alunos (A) que serdo entrevistados pelos professores (P).

Professores | Alunos
Py Ay, As, Ay
Py Ay, Ag, Ay
Py Ay, A3, As
Py Ay, As

Fonte: Dados elaborados pelo autor deste trabalho.

Para responder a pergunta vamos reescrever o Quadro 3.3 na forma de um grafo
bipartido com as arestas coloridas e cada cor correspondera a um horario. Portanto, para
encontrar o menor tempo para as entrevistas, basta encontrar o menor ntmero de cores

para colorir as arestas do grafo da Figura 59, isto é, x’'.

Figura 59: Grafo G dos dados do Quadro 3.3

Fonte: Elaborada pelo autor.

2 Problema adaptadado de (JURKIEWICZ, 2009).
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A Figura 59 mostra o grafo G montado com os dados das entrevistas conforme
o Quadro 3.3, usando 3 cores. Neste caso, como as cores representam as horas, entao
serd necessario pelo menos trés horas para fazer as entrevistas. O menor tempo para
entrevistar todos é }/(G). Pelo Teorema 3.5, temos 3 < \/(G) < 4. Como o grafo G foi

colorido com trés cores, segue que x'(G) = 3.

Exemplo 3.7. Um grupo de quatro escoteiros faz um trabalho comunitdrio em wvisitar
familias de um determinado bairro em duplas, de modo que a cada dia formam-se novas
duplas. Quantos dias serdao necessdrios para que cada escoteiro tenha formado dupla com

todos 0s outros?

Vamos considerar nesse exemplo um grafo G em que os vértices representam os
escoteiros A, B,C' e D e as arestas as duplas. Como cada escoteiro fara dupla com todos,

teremos um grafo completo, conforme a Figura 60.

Figura 60: Representacao das duplas no grafo G.
B C

A D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para responder esse exemplo, vamos colorir as arestas, como a Figura 61, em que
as cores 1, 2 e 3 representaram os dias. Neste caso, observe que nao pode existir um vértice
com arestas de mesma cor, pois, nao tem como um escoteiro fazer uma dupla ao mesmo

tempo com qualquer um dos outros escoteiros.

Figura 61: Coloracao de arestas do grafo G.

2

B ¢3°AC

1 1
!

A 358D

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 61 mostra uma forma de colorir as arestas do grafo G utilizando trés
cores. Como A(G) = 3 e pelo Teorema 3.5, temos que 3 < \'(G) < 4. Portanto, serdo
necessarios trés dias, em que no primeiro dia as duplas serao AB e C'D, segundo dia AD
e BC' e terceiro dia AC e BD.
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4 COLORACAO DE VERTICES

O problema de coloragao de vértices em um grafo simples consiste em colorir os
vértices do grafo com o menor ntimero de cores, de modo que vértices adjacentes tenham
cores distintas. A seguir, apresentamos algumas definicoes para a coloracao de vértices,

baseado em (WEST et al., 1996).

4.1 DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Definigao 22. Uma k-coloragao de vértices de G € uma funcao f : V(G) — {1, 2,...,k}.
Essa coloragao € propria se para todo par de vértices adjacentes x,y de G temos que

f(@) # f(y)-

Definicao 23. Um grafo G ¢ k-colorivel se G admite uma k-coloracao propria.

Definigao 24. O nidmero cromdtico x(G) de um grdafico G € o menor valor k, tal que G

¢ k-colorivel. Se x(G) =k, entao G € k-cromdtico.

Considerando os exemplos (a), (b) e (d) da Figura 62, eles tém o mesmo formato,
porém as formas de colorir sao diferentes. No exemplo (b), temos uma 4-coloragao de
vértices e além disso, cada vértice tem uma cor diferente das outras, entao podemos dizer
que ele é 4-colorivel. Ja no exemplo (a) temos uma 3-coloracdo de vértices que nao é

propria, pois tém dois vértices adjacentes com a mesma cor.

Figura 62: Exemplos de k-coloracao

1 9 1 2
3 1 4 3
(a) Grafo com uma 3-coloracio. (b) Grafo com uma 4-colorac¢ao propria ou
4-colorivel
1
1 i 1 2
1
3
1 2
1 2 3
(¢) Grafo bipartido 5-colorivel, mas (d) Grafo 3-cromatico.

2-cromético.
Fonte: Elaborada pelo autor.



50

No exemplo (d) da Figura 62 o grafo é 3-cromatico, pois é 3-colorivel e sdo necessa-
rios no minimo trés cores para colorir o tal grafo. No exemplo (¢) da Figura 62, temos um
grafo bipartido e 2-colorivel, pois possui duas particoes que podem ser coloridas, cada uma
com uma cor. Portanto, precisamos no minimo duas cores, logo, o grafo ¢ 2-cromatico.

Vamos estudar o nimero cromatico de alguns tipos especiais de grafo. Para um
grafo ciclo C,,, seu nimero cromatico pode ser 2 ou 3. Se x(C,) = 2, entdo o ntmero de
vértices n é par. Pois, se ordenar os vértices em vy, vs, ..., v,, com n par e colorindo os
vértices entre as cores 1 e 2, de modo que os vértices de ordem impar fiquem com a cor 1
e os de ordem par com a cor 2. Isso é possivel, o tnico lugar que poderia dar problema
seria nos vértices vy e v,, onde o ciclo fecha e como v,, estd com a cor 2 e v; com a cor 1
o ciclo fecha com vértices adjacentes de cores diferentes. Logo, x(C,,) = 2. A Figura 63

mostra um caso em que n = 8 e x(Cs) = 2.

Figura 63: Grafo Cg com as colores 1 e 2 intercaladas nos vértices.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se x(Cy) = 3, entao o ntumero de vértices n é impar. Pois, fazendo o mesmo no
caso anterior o ciclo fecha nos vértices v; e v,, mas n é impar, logo vy e v, ficariam com
a mesma cor que nao é possivel, pois sao adjacentes. Assim, v, tem que ser recolorido,
mas nao pode ser com a cor 2, pois o outro vértice adjacente com v,, é v,,_1 que esta com
a cor 2, pois n — 1 é par. Logo, v, tem que ser colorido com uma nova cor, precisando

assim de no minimo 3 cores para colorir C,. Por exemplo a Figura 64, em que n =5 e

x(Cs) = 3.

Figura 64: Grafo C; com as colores 1,2 e 3.
1

13

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um outro caso, se GG for um grafo roda seu nimero croméatico pode ser 3 ou 4. Se

n for impar, temos que x(W,) = 3, pois se tirar o vértice central o grafo vira um ciclo
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Ch1, cujo x(C,_1) = 2, e como o vértice central é adjacente a todos os vértices, inclusive
a dois vértices que sao adjacentes entre si, temos que colorir o vértice central com uma
nova cor. Agora, se n for par, temos que x(W,,) = 4, pois de modo semelhante ao caso
anterior, temos que x(C,_1) = 3, assim o vértice central terd que ser colorido com uma

nova (quarta) cor, como mostra a Figura 65 (b).

Figura 65: Nimero cromatico para grafo roda.

1

2 3

(b) Grafo roda com n = 4 e os vértices coloridos
com as cores 1,2,3 e 4.

(a) Grafo roda com n =9 e os vértices
coloridos com as cores 1,2 e 3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Existem alguns algoritmos para o problema de coloracdo de vértices (CORMEN et
al., 2002, p.296). Dentre eles, talvez o mais conhecido seja o algoritmo ganancioso (WEST
et al., 1996, p.194). Este algoritmo realiza a coloragao dos vértices na ordem vy, vy, ..., v,
de V(G) e as cores sendo os nimeros na ordem {1,2,3,...,p} de modo que o vértice v;
recebe a primeira cor disponivel de {1,2,3,...,p} que ainda ndo foi usada nos vértices
adjacentes ja coloridos.

Por exemplo, a Figura 66 (a) mostra os vértices ordenados em vy, vy, ..., v7, con-
siderando que temos 4 cores para colorir, digamos azul = 1, amarelo = 2, verde = 3 e
vermelho = 4. A partir disso, temos dois conjuntos ordenados, o conjunto dos vértices

{v1,vg,...,v7} e 0 conjunto das cores {1,2,3,4}.

Figura 66: Algoritmo ganancioso

(%
3 Ve

(%
2 U7

(%1
Uy

(a) Vértices ordenados.

(b) Vértices coloridos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O método ganancioso comeca a colorir o vértice v; atribuindo a primeira cor dis-

ponivel em {1,2,3,4} que nesse caso é a cor 1. No proximo passo, o método vai para o
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vértice vy escolhendo a primeira cor disponivel de {1, 2, 3,4} que ndo foi usada nos vértices
adjacentes ja coloridos, nesse caso a cor 2. Fazendo isso sucessivamente, temos v3 com a
cor 1, v4 com a cor 1, vs com a cor 2, vg com a cor 3, pois a cor 1 e 2 nao estao disponiveis
e v7 com a cor 1, como mostra a Figura 66 (b).

Num grafo simples o algoritmo ganancioso sempre funciona, e precisa de no maximo
A(G)+1 cores, como veremos no Teorema 4.1. No entanto, o método nem sempre encontra
o numero cromético. Por exemplo, se organizarmos os 8 vértices na ordem vy, vs, ..., vg de
duas formas, como mostra a Figura 67, e utilizarmos a coloracao gananciosa, podemos
obter formas diferentes de colorir, como mostra a Figura 68.

Observamos que na Figura 68 (a) foram usadas 3 cores e na Figura 68 (b) foram
usadas 4 cores. Assim, conforme a ordenacao de vértices, o algoritmo ganancioso podera

resultar em uma quantidade de cores diferentes, variando entre x(G) e A(G) + 1.

Figura 67: Vértices ordenados dos grafos G e H de ordem diferente.

(b) Grafo H.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 68: Vértices coloridos com o método ganancioso.

(a) Grafo G colorido. (b) Grafo H colorido.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Encontrar o valor minimo de cores a ser usado em um grafo GG, nao é uma ta-
refa facil. Até hoje nao foi desenvolvido um algoritmo eficiente para isso (FEOFILOFF;
KOHAYAKAWA; WAKABAYASHI, 2011). Os algoritmos existentes consomem muito tempo,
dessa forma, sao insatisfatérios na pratica a medida que o nimero de vértices aumenta.

Ao menos, podemos encontrar um limitante como mostra o Teorema 4.1 (BALA-

KRISHNAN; RANGANATHAN, 2012, p.148).
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Teorema 4.1. Se G um grafo qualquer simples, entio x(G) < A(G) + 1.

Demonstracao: Vamos provar por indugao sobre o nimero de vértices n. Seja G um
grafo com n vértices. Analisando o caso base para n = 1, temos um grafo completo K;
com um vértice e A(G) = 0. Para colorir esse grafo basta apenas uma cor, pois s6 tem
um vértice. Logo, x(G) =1=0+1=A(G) + 1.

Agora suponhamos que vale para n — 1 vértices, em que n > 2, e vamos mostrar
que vale para n vértices. Seja v € V(G) um vértice qualquer de G. Removendo esse
vértice de G temos um novo grafo G —ov com n—1 vértices. Usando a hipétese de inducao
neste grafo menor, temos que x(G —v) < A(G —v) + 1. Assim, G — v pode ser colorido
com no maximo A(G — v) + 1 cores.

Note que d(v) < A(G), isto é, os vizinhos de v podem usar no méaximo A(G) cores.
Analisemos dois casos possiveis para A(G):

Caso 1: A(G) = A(G —v).

Entao, existe pelo menos uma cor de A(G —v)+1 = A(G) + 1 ndo utilizada pelos
vizinhos de v, assim v pode ser colorido por essa cor. Isso nos da uma (A(G)+1)-coloragao
de G, de modo que x(G) < A(G) + 1.

Caso 2: A(G) # A(G —v).

Nesse caso s6 pode ocorrer A(G) > A(G — v). Portanto, como pela hipotese de
inducgao x(G —v) < A(G —v) + 1, isto &, x(G —v) < A(G) + 1, podemos usar uma nova
cor para v, implicando em A(G —v)+2 < A(G)+1, de onde segue que x(G) < A(G) +1.

Nos dois casos temos que x(G) < A(G) + 1, para n vértices. Com isso, provamos
que todo grafo pode ser colorido com no maximo A + 1 cores.

|

4.2 TEOREMA DE BROOKS

No Teorema 4.1 a igualdade é véalida para casos em que o grafo é completo (K,) ou
um ciclo impar (Cy,41). Caso contrario, temos um importante teorema que é o Teorema

de Brooks (BROOKS, 1941), ele reduz um pouco o limitante do x(G).

Teorema 4.2. (Brooks) Se G é um grafo conexo com grau mdzimo A (A > 3) e G nao

contém um Kaq)+1, entio G é A-colorivel.

Demonstrac¢do: Seguiremos a demonstracao apresentada em (LOVASZ, 1975). Ela é
dividida em dois casos:
Caso 1: G ¢ 3-conezo.

Entao, existem dois vértices a e b de G de distancia 2, de modo que G —a — b é
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conexo. Esses vértices existem, pois por hipotese A(G) > 3 e G ndo é um grafo completo,
logo existem pelo menos 4 vértices no grafo e alguns deles nao adjacentes. Seja v o vértice

adjacente a a e b, como mostra a Figura 69.

Figura 69: Grafo G tirando os vértices a e b.

G G—a-—5>

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como GG —a — b é conexo, podemos organizar os vértices em uma sequéncia r, = v,
o, T3, ..., Tm_o, tal que x;, © > 2 é adjacente a um vértice anterior na sequéncia.

Vamos definir uma A-coloragao de G da seguinte maneira: os vértices nao adjacen-
tes a e b com a mesma cor, digamos a cor 1, e os demais vértices colorindo sucessivamente,
comecando do mais distante de v para o mais préoximo, ,,_o, Tpy_3, ..., £ com uma das
cores 1, ..., A. Isso é possivel, pois cada um tem menos de A vizinhos anteriormente colori-
dos. Embora isso possa nao ser verdade para x; = v, como v tem dois vértices adjacentes
a e b da mesma cor, podemos colorir v com uma das cores diferentes de seus vizinhos.
Entao G é A-colorivel.

Caso 2: G ¢é 2-conexo.

Seja x um vértice qualquer que nao é adjacente a todos os outros vértices, mas que
possui grau de pelo menos 3. Esse vértice existe pelo fato de G ter grau maximo maior
ou igual a 3 e por nao ser completo. Ao remover x do grafo, temos dois subcasos para
G—ux:

Caso 2a: G — x € 2-conexo.

Considere dois vértices a e b, tais que, x = a e b um vértice qualquer de distancia
2 de . Com essa escolha podemos repetir a construcao apresentada no caso 1.

Caso 2b: GG — x nao € 2-conero.

Entdo, G — x é separavel. Considere dois blocos terminais' B; e B, com vértices

de corte z1 e zy, respectivamente (veja Figura 70). Note que, para i = 1,2, qualquer outra,
componente 2-conexa B, ou é disjunta de B;, ou o tnico vértice em comum ¢ z;. Como
G é 2-conexo, existem vértices a € By — z; e b € By — z adjacentes a x. Agora a, b

satisfazem os requisitos do caso 1.

!Blocos terminais foram definidos em (LOVASZ, 1975).
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Figura 70: Grafo G com seus blocos terminais B; e Bs.

(2
/)

T b

Fonte: Elaborada pelo autor.

|
Finalizamos este capitulo com um exemplo didatico de aplicacao da coloracao de

vértices.

2. Sabendo que um aluno ndo

Exemplo 4.3. O problema dos exames finais dos alunos
pode fazer mais de um exame ao mesmo tempo, qual seria o tempo necessdrio para a
realizacdo dos exames dos alunos, em que o Quadro 4.1 mostra quais foram os alunos que

ficaram em exame em determinadas disciplinas.

Quadro 4.1: Representa os alunos com as disciplinas de exame.
Alunos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Matematica x x x

Biologia X b'S b'q X

Portugués x x

Quimica x x

Geografia 'S b'q x

Histéria x x

Fisica x x x x

Fonte: Dados adaptadado de (JURKIEWICZ, 2009).

Para responder a perqunta vamos representar os dados do quadro na forma de um
grafo G sendo os vértices as disciplinas (veja Figura 71 (a)), em que dois vértices estarao

ligados se tiverem um aluno em comum.

Figura 71: Grafo do Quadro 4.1.

G Q G Q
B B
H H
F P F P
M M
(a) Grafo G, representagao do Quadro 4.1. (b) Grafo G com os vértices coloridos

Fonte: Elaborada pelo autor.

2Problema adaptadado de (JURKIEWICZ, 2009).
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Colorindo os vértices como mostra a Figura 71 (b) temos x(G) = 2, entdo os exames
podem ser realizados em duas horas, o primeiro hordrio para {M, P, H, G} e outro para
{F, Q, B} ou vice-versa.

Existem outras aplicacoes de coloracao de vértices, como por exemplo a coloracao

de mapas, que veremos em detalhes no préximo capitulo.
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5 TEOREMAS DE COLORACAO DE MAPAS

Nesse capitulo vamos tratar sobre o Teorema das Quatro Cores, baseado em
(SOUSA, 2001) e (LIMA, 2016). Ao longo deste capitulo assumiremos que G é simples
e conexo.

O Teorema das Quatro Cores comecou como uma conjectura por Francis Guthrie
ao pintar mapas, percebendo que nao utilizava mais de quatro cores para colorir o mapa de
modo que as regioes vizinhas tivessem cores diferentes. Durante a busca da demonstracao
da conjectura, surgiu o Teorema das Cinco Cores, que serd abordado e demonstrado
nesse capitulo. Mais de um século depois, a prova do Teorema das Quatro Cores se
concretiza, porém com auxilio computacional. Comentaremos superficialmente sobre sua

demonstracao e em seguida apresentaremos alguns exemplos de aplicagoes.

5.1 MOTIVACAO HISTORICA DO TEOREMA DAS QUATRO CORES

O Teorema das Quatro Cores originou-se em 1852 como uma conjectura, formulada
pelo matematico Francis Guthrie que tentava colorir as regioes do mapa da Inglaterra de
modo que regides vizinhas tivessem cores distintas.

Por exemplo, a Figura 72 mostra trés mapas para colorir de modo que regioes
vizinhas tenham cores distintas. E facil de perceber que no mapa da Figura 72 (a) sdo
necesséarias somente duas cores, e no mapa da Figura 72 (b) também sao necessarias no
minimo duas cores. Ja no mapa da Figura 72 (c¢) achar a quantidade de cores necessarias
se torna mais complexo. Nao é facil perceber que no mapa (c), pode ser utilizada uma
quantidade minima de quatro cores para pintar o mapa, sem que regioes vizinhas tenham

a mesma cor, ao invés de utilizar uma cor para cada regiao.

Figura 72: Mapas para colorir.

b

(a) (b) (¢)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em um mapa qualquer, definimos que regioes sao vizinhas somente em casos que
apresentarem fronteiras em forma de linha (NANJWENGE, 2018). Por exemplo, a regiao
D da Figura 73 é vizinha com A, B, E e I, mas nao é com a regiao G, pois s6 ha um

ponto em comum. E a regiao F tem como vizinhas B, C, D,G e H, mas F' nao ¢é vizinha.
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Figura 73: Exemplo de regioes vizinhas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com o passar do tempo e sucessivas tentativas, Francis Guthrie percebeu que nao
utilizava mais do que quatro cores para colorir os mapas, assim, surgiu a conjectura de
que é possivel pintar qualquer mapa com apenas quatro cores. A principio, Francis nao
conseguiu provar e, intrigado, apresentou para seu irmao Frederick Guthrie', que também
nao obteve sucesso. Como os dois nao conseguiram solucionar o problema, Frederick apre-
sentou a tal conjectura para seu professor Augustus De Morgan?, que ficou interessado
pelo problema. Entusiasmado, e nao conseguindo provar a conjectura De Morgan apre-
sentou a outros matematicos gerando uma certa publicidade académica sobre o problema
(SOUSA, 2001).

Somente em 1879 surgiu a primeira prova da conjectura das quatro cores, que foi
publicada na revista American Journal of Mathematics, por Alfred Bray Kempe® (KEMPE,
1879). Mas, em 1890, Percy John Heawood' encontrou um erro na demonstracio de
Kempe. Heawood nao consegui demonstrar a conjectura das quatro cores, mas conseguiu
demonstrar que com até cinco cores um mapa pode ser colorido, de modo que regioes
vizinhas tenham cores distintas. Esse resultado passou a ser chamado de Teorema das
cinco cores (PIMENTA, 2010).

Quase cem anos depois, em 1976, Kenneth Appel e Wolfgang Haken solucionaram
o problema com auxilio de computador, conforme publicado em (APPEL; HAKEN, 1977).
A demonstracao de Appel e Haken se tornou a primeira prova matematica com auxilio de
computador. Porém, muitos matematicos nao ficaram satisfeitos com partes da demons-
tracao que provavam certas afirmacgoes reduzindo o problema a diversos casos particulares
e verificando-os com o auxilio de computador (NANJWENGE, 2018).

Com o passar do tempo, surgiu uma nova prova do teorema, também com o auxilio
de computador s6 que mais simplificada e com o custo computacional muito menor. Foi
provado por quatro matematicos Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymoure Robin
Thomas conforme publicado em (ROBERTSON et al., 1996). Atualmente s6 existem provas

do Teorema das quatro cores através de recursos computacionais (SOUSA, 2001), pois,

'Frederick Guthrie (1833 - 1886) foi um fisico e quimico, na época era aluno de Augustus De Morgan.
2 Augustus De Morgan (1806-1871) foi um matemaético que formulou as Leis de De Morgan na légica.
3 Alfred Bray Kempe (1849-1922) foi um matemético britanico.

4Percy John Heawood (1861-1955) foi um matematico britanico.
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a demonstracao é subdividida em pequenos casos em que um computador pode resolver
de forma muito mais rapida, algo que levaria um tempo muito grande manualmente, se
tornando impraticavel.

Antes de apresentar formalmente o Teorema das Quatro Cores, primeiramente

discutiremos o Teorema das Cinco Cores e sua demonstragao.

5.2 TEOREMA DAS CINCO CORES

O Teorema das Cinco Cores é um caso particular da coloracao de vértices, que
surgiu através das tentativas de demonstrar & conjectura das quatro cores. Formulado
por Heawood, fornecendo um limite para o niimero de cores necesséirias ao colorir um
mapa, essa afirmacao pode ser encontrada em (HEAWOOD, 1890). O teorema declara que
com até cinco cores é possivel colorir qualquer mapa tal que regioes vizinhas nao tenham
a mesma Cor.

Apresentaremos uma demonstracao do Teorema das Cinco Cores usando o método

indutivo e o Teorema 2.7, baseada em (HARRIS; HIRST; MOSSINGHOFF, 2008, p.95).
Teorema 5.1. (Teorema das Cinco Cores) Se G é um grafo planar, entao x(G) < 5.

Demonstragao: Vamos provar por indugao sobre o nimero de vértices do grafo G. Seja
G um grafo planar com |V| = n.

Se n < 5 ¢ facil de ver que o resultado ¢ valido, pois como tem no maximo 5
vértices, basta escolher uma das cinco cores para cada vértices de modo que cada um
tenha cores diferentes das outras.

Por hipotese de inducao, suponha n > 6 e que qualquer grafo planar, com n — 1
vértices, pode ser colorido com 5 cores.

Queremos mostrar que qualquer grafo planar com n vértices pode ser colorido com
D cores.

Pelo Teorema 2.7, temos 0(G) < 5, isto &, existe um vértice de G, digamos v, com
d(v) < 5.

Considere H = G —wv, um grafo planar com n—1 vértices. Como H tem n—1 vérti-
ces, podemos usar a hipotese de inducao em H. Pela hipétese H é 5-colorivel, com as cores
{1,2,3,4,5}. Como d(v) < 5, v tem no maximo 5 vizinhos, digamos {vy, v, v3, vyg, V5},
que sao vértices de H ja coloridos. Temos dois casos a serem considerados na coloracao
dos vértices {vy, va, U3, Vg, U5 }.

Caso 1: Sdo usadas menos de 5 cores para colorir os vértices v;, com i € {1,2,3,4,5}.

Considere a seguinte coloragao, para o vértice v; com a cor 1 e os demais vértices

v; com a cor i — 1, para i € {2,3,4,5}, como mostra a Figura 74. Nessa coloragao sobra
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a cor 5. Assim, podemos colorir o vértice v com a cor que sobrou, neste caso a cor 5.

Portanto, o grafo G é 5-colorivel.

Figura 74: Subgrafo com os vizinhos de v coloridos.
3 V32 1
V4 (%)

v
Vs 41}1 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Caso 2: Sao usadas as b cores para colorir os vértices v;, com i € {1,2,3,4,5}.
Neste caso todos os vizinhos de v estao coloridos com cores diferentes. Suponha
sem perda de generalidade que cada v; estd com a cor ¢, para ¢ € {1,2,3,4,5}. Como

mostra a Figura 75.

Figura 75: Subgrafo com os vizinhos de v coloridos com cores diferentes.
4 VU313 9
U4 U2
v
Vs 5 U1 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos mostrar que ¢ possivel reorganizar as cores dos vértices de H de modo que
no maximo 4 cores sejam usadas, para colorir os vértices vy, v9,v3,vs € v5. Para isso,
considere todos os vértices de H com as cores 2 ou 4. Assim, temos dois casos a serem
estudados.

Caso 2a: Nao existe no grafo H um caminho de vy a vy em que todos os vértices
do caminho sao de cor 2 ou 4.

Seja H' um subgrafo de H, formado pela unido de todos os caminhos que partem

do vértice vy e passam apenas pelos vértices com as cores 2 e 4. Como mostra a Figura 76.

Figura 76: Grafo G.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Note que vy ¢ H' e nem seus vizinhos, pois se um dos vizinhos pertencer ao grafo
H’, entao v, estaria em H'. Assim, podemos trocar as cores dos vértices de H', mudando
a cor 2 para a cor 4 e vice-versa.

Com a reorganizacao das cores o vy passa a estar com a cor 4 e assim a cor 2 fica
disponivel para o vértice v. Portanto, G é 5-colorivel.

Caso 2b: Fziste no grafo H um caminho de vy a vy em que todos os vértices do
caminho sao de cor 2 ou 4.

Seja P um caminho de H que liga os vértices v, e v, de modo que esse caminho s6
tem os vértices de H com as cores 2 ou 4. Se unir o vértice v com P, teremos um ciclo.

Este ciclo cerca vz ou vs (veja Figura 77).

Figura 77: Ciclo envolvendo o vértice v3 ou vs.

(a) Ciclo com o v3 interno (b) Ciclo com o vs interno.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como o grafo é planar, em ambos 0s casos, nao existe um caminho em H que liga
os vértices v3 e vs, no qual os vértices do caminho estao com as cores 3 e 5 respectivamente.
Assim, o caso 2a se aplica (trocando ve por vs e vy por vs e as cores 2 por 3 e 4 por 5).

Portanto, concluimos que G é 5-colorivel. [

5.3 UMA IDEIA DA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DAS QUATRO CORES

O Teorema das Quatro Cores surgiu ao colorir o mapa da Inglaterra por Francis
Guthrie (1852) e quase foi provado por Kempe (1879). Contudo, em 1890, Heawood
encontra uma falha nessa prova. Nessa secao vamos analisar brevemente a ideia da de-
monstragao de Kempe do Teorema das Quatro Cores, pois essa ideia serviu de base para
a prova do teorema por outros matematicos.

Primeiramente vamos definir alguns conceitos utilizados por Kempe na sua de-

monstragao.

Definicao 25. Um mapa que ndo pode ser colorido com menos de cinco cores é chamado

mapa pentacromatico.
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Definicao 26. Um mapa normal é um mapa que satisfaz os sequintes critérios:
i. Nao existe no mapa uma regido isolada dentro de outra regido.
ii. Se P ¢ o ponto de fronteira entre regioes, P nao se encontra em mais do que

trés regioes.

Figura 78: Mapas nao normais.

@ P

(a) Regiao A isolado na regiao B. (b) O ponto P é a fronteira de quatro regioes.
Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 78 (a) nao satisfaz o primeiro critério, pois a regiao A esta isolada na
regido B. E a Figura 78 (b) nao satisfaz o segundo critério, pois o ponto P é a fronteira

de quatro regiodes.

Definicao 27. Um mapa pentacromdtico normal minimo € um mapa pentacromdtico nor-

mal com o menor niumero de regioes possiveis.

Definicao 28. Uma configuracao de regioes é redutivel se nao faz parte de um mapa

pentacromdtico normal minimo.

De acordo com Kempe seria impossivel a existéncia de mapas pentacromaticos.

Para isso ele utiliza as seguintes afirmagoes para sua demonstragido (SOUSA, 2001):

1. Se existe um mapa pentacromatico, entao existe um mapa pentacromatico normal.

11, Se existe um mapa pentacromético normal, entao existe um pentacromético normal

minimo.
1. Qualquer mapa normal tem pelo menos uma regiao com no méaximo cinco vizinhos.

1V. Nenhum mapa pentacromético normal minimo pode conter uma regiao com menos

de seis vizinhos.

Das quatro afirmacoes, Kempe demonstrou corretamente as trés primeiras, mas na
ultima ele cometeu um erro. Vejamos cada uma delas.
Afirmagao (I): Suponha G é um mapa pentacromético com regido isolada dentro

de outra regiao, como mostra a Figura 79 (a). Se excluir a regido isolada, teremos um
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novo mapa M, como pode ser visto na Figura 79 (b), sem regido isolada. Como G é
pentacromatico, entao M também o €, pois a coloracao da regiao excluida A nao interfere
na coloracao das outras regioes do mapa G. Assim, M satisfaz o primeiro critério de ser

um mapa normal. Caso M satisfaca o segundo critério, entao M é um mapa normal.

Figura 79: Exclusao de uma regiao isolada em uma outra regiao.

B

v

(a) Parte do mapa G com a regido A isolado na (b) Mapa M sem a regido isolada de G.
regiao B.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Suponha que M nao satisfaz o segundo critério, como mostra a Figura 80 (a),
em que o ponto P é o ponto de fronteira adjacente a mais de trés regidoes. Podemos
criar um novo mapa M’ em relacdo ao M formando uma nova regiao A no lugar da
fronteira P, como mostra a Figura 80 (b). Assim, o mapa M’ é um mapa normal. Como
M é pentacromatico, entdo M’ também o é, pois as regioes antigas continuam tendo as
mesmas fronteiras entre elas, nao alterando a coloracao, e algumas dessas regioes passam
a ter uma nova regiao de fronteira. A regiao nova pode ser colorida com uma das cores
usadas ao colorir M ou, se isto nao for possivel, com uma nova cor. De qualquer forma,

o mapa continua sendo pentacromatico.

Figura 80: Criando uma regiao no ponto de fronteira.

(a) Parte do mapa M com a fronteira P com  (b) Mapa M’ com a fronteira P com mais de
mais de trés regides. trés regioes.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Afirmagao (II): Se G é um mapa pentacroméatico normal, entdo existe um mapa
M compreendido em G com o menor nimero de regides possiveis de G e mantendo a
condicao de ser pentacromatico normal. Nesse caso, M é um mapa pentacroméatico normal

e minimo.
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Afirmagao (11I): Para a demonstracdo dessa afirmacdo, considere G um grafo
planar simples que representa o mapa normal, em que os vértices sao os pontos de inter-
seccao das fronteiras das regioes do mapa normal. As arestas do grafo, sendo as fronteiras
que ligam os vértices, e as faces sendo as areas formadas pelas arestas do grafo no plano,
que representam as regides (paises) do mapa. Pelo Teorema 2.7 temos que 6(G) < 5.
Portanto, existe pelo menos um pafs com no maximo cinco vizinhos.

Por essa afirmacao Kempe percebeu que um mapa normal sempre tera alguma
das caracteristicas apresentadas na Figura 81 que classificou como um conjunto inevitdvel
(LIMA, 2016), isto é, todo mapa normal contém pelo menos uma regido com no maximo

cinco vizinhos.

Figura 81: Configuracoes inevitaveis de Kempe.

5(Q) =2. 5(G) = 3. 5(G) =4 5G) =5

Fonte: Elaborada pelo autor.

Afirmacao (IV): Sua estratégia, fol mostrar que em um mapa pentacromatico
normal minimo, as quatro configuragbes inevitaveis da afirmacdo (/1) sao redutiveis
(veja Definigao 28). O erro que Kempe comete se encontra nessa afirmacdo. A seguir,
iremos analisar os quatro casos.

Caso 1: Seja M um mapa pentacromético normal minimo contendo uma regiao
com dois vizinhos, como mostra a Figura 82 (a). Se excluir a regiao A que tem dois
vizinhos, temos um novo mapa M’ normal com uma regiao a menos que M, como pode

ser observado na Figura 82 (b).

Figura 82: Regiao com dois vizinhos.

(a) Parte do mapa M com uma regido com dois (b) Mapa M’ sem a regido com dois vizinhos.

vizinhos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

O novo mapa M’ pode ser colorido com quatro cores, pois M é um mapa pen-

tacromatico normal minimo e como M’ tem uma regiao a menos, logo nao pode ser
?



65

pentacromético normal minimo (que contradiria o fato de M ser minimo). Como M’
pode ser colorido com quatro cores, entao M também pode. Pois, bastaria colorir a re-
giao excluida A de M com uma das quatro cores que nao foram usadas nas regides B e C,
como mostra a Figura 82, contradizendo a hipdtese de M ser pentacromatico. Portanto,
M é redutivel.

Caso 2: Seja M um mapa pentacromético normal minimo contendo uma regiao
com trés vizinhos, como a Figura 83. A construcao para a demonstracao ¢ analoga com a
anterior. Se excluir a regiao A que tem os trés vizinhos, temos um novo mapa M’ normal

que pode ser observado na Figura 83 (b).

Figura 83: Regiao com trés vizinhos.

(a) Parte do mapa M com uma regido com trés (b) Mapa M’ sem a regiao com trés vizinhos.

vizinhos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, M’ pode ser colorido com quatro cores, pois M é um mapa pentacromatico
normal minimo. Como M’ pode ser colorido com quatro cores, segue que M também
pode. Pois, bastaria colorir a regiao excluida A de M com uma das quatro cores que nao
foi usada para colorir as regides B, C' e D da Figura 83 (b). Portanto, M é redutivel.

Agora para os casos 3 e 4, com regioes tendo quatro ou cinco vizinhos, nao é
possivel aplicar a mesma ideia, pois ao excluir uma regiao de M, nao sabemos se sobraria
uma cor para colorir essa regiao excluida, como no primeiro caso no qual sobravam duas
cores e no segundo caso uma cor. A prova para estes casos é mais complexa e direcionamos
o leitor para a referéncia (LIMA, 2016).

Logo, pelas afirmagoes (I17) e (IV), ndo existe mapa pentacromatico normal mi-
nimo, por consequéncia da afirmagao (//) nao existe um mapa pentacromdtico normal,
segue também pela afirmacao (/) que nao existe mapa pentacromatico. Assim, Kempe
“provou” o Teorema das Quatro Cores.

No entanto, na prova de Kempe do quarto caso ha um equivoco encontrado pelo
Heawood, que apresentou um contra exemplo. Para mais detalhes sobre o erro cometido
e o contra exemplo de Heawood, veja a referéncia (LIMA, 2016).

Passados aproximandamente 86 anos, isto é, em 1976 foi realmente provada a con-

jectura pelos matematicos Kenneth Appel e Wolfgang Haken que usaram como base a ideia
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de Kempe, e para contornar o problema da demonstracao do caso em que uma mapa pen-
tacromatico possui uma regiao com cinco vizinhos, eles usaram recursos computacionais.

Vamos ver a ideia que Appel e Haken tiveram para a demonstracdao do Teorema
das Quatro Cores e motivo que os levou ao uso de recursos computacionais. Mas antes

vamos formalizar o teorema das Quatro Cores.
Teorema 5.2. (Teorema das quatro cores) Se G é um grafo planar, entiao x(G) < 4.

Appel e Haken usaram a mesma ideia de Kempe para a demonstracao do Teorema
das Quatro Cores, considerando que nao existe um mapa pentacromatico. Eles partiram
pela afirmacdo (I11) de Kempe, em que todo mapa normal tem pelo menos uma regiao
com no maximo cinco vizinhos. Para isso, consideraram o conjunto de configuragoes
inevitaveis como Kempe, mas eles adquiriram um total de 1482 configuracoes inevitaveis
com auxilio de computador, que em maos seria impossivel de verificar (LIMA, 2016).

Para Appel e Haken concluirem a demonstracao, faltava ver se as configuracoes
inevitaveis eram redutiveis, para mapa pentacromatico normal minimo. Para isso eles
utilizaram também o auxilio de computadores. Assim, provando o Teorema das Quatro
Cores (LIMA, 2016).

Em 1993, quatro matematicos Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour
e Robin Thomas ao estudar a demonstracao de Appel e Haken perceberam que iriam
levar muito tempo para verificar cada caso, entao resolveram provar o teorema por eles
mesmos. Eles partiram pela mesma estratégia de Appel e Haken, mas determinaram 633
configuragoes inevitaveis ao contrario de Appel e Haken que encontraram 1482. Com
a diminuicao das configuragoes inevitaveis e o avango dos computadores, fez com que

diminui-se o tempo computacional para algumas horas (SOUSA, 2001).

5.4 EXEMPLOS ENVOLVENDO COLORACAO DE MAPAS

Nesta secao vamos apresentar alguns exemplos que podem ser resolvidos pelos

conceitos de coloracao de mapas.

Exemplo 5.3. A Figura 8/ representa o mapa dos estados do Brasil. Serdao necessdrias
no minimo quantas cores para colorir o mapa de modo que nao existam estados vizinhos

da mesma cor?

Em vez de pintar o mapa da Figura 84, vamos colorir o grafo conexo da Figura 85 (b)
que é a representacdo da Figura 85 (a), em que os vértices sao os estados e as arestas

representam os estados vizinhos.
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Figura 84: Mapa dos estados do Brasil.

Fonte: https://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2019/07 /mapa-do-brasil-estados-branco-sem-
legenda.jpg(adaptado).

Figura 85: Grafo do mapa do Brasil.

(a) Representando os estados do Brasil por (b) Grafo B dos estados do Brasil.
vértices.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como o grafo da Figura 85 (b) é conexo e planar, satisfazendo o Teorema 5.2, ao se
colorir os vértices adjacentes que tenham cores diferentes como a Figura 86 (a), mostra-se
uma das formas de colorir, mas todas utilizam no maximo 4 cores. Se observar o vértice
vys da Figura 86 (b) ele faz parte de um grafo roda Wj, formado pelos vértices dos
estados de Mato Grosso do Sul, Minas Gerais, Bahia, Tocantins, Mato Grosso e Goiés,
entdo x(Ws) = 4, pois o nimero de vértices é par (veja o Capitulo 4). Assim, pelo

Teorema 5.2 Serao necessarias quatro cores.

Exemplo 5.4. No mapa da Figura 87, sao necessdrias mno minimo quantas cores para

colorir ela, sabendo que regioes vizinhas tenham cores distintas?

E preciso no minimo 3 cores para colorir, ou seja, nao é necessario utilizar sempre 4
cores para colorir o mapa, pelo Teorema 5.2. Foram consideradas as regioes da Figura 87
como sendo os vértices e as regioes vizinhas as arestas, como pode ser visto na Figura 88.

Assim, obtemos um grafo representado na Figura 89. Desta forma, colorindo o
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Figura 86: Coloracao do mapa do Brasil.

(b) Grafo colorido e vpg é 0 estado do Mato

(a) Coloracao do grafo dos estados do Brasil. Crosso do Sul.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 87: Mapa com 8§ regioes. Figura 88: Montando o grafo da Figura 87.
< | e i,
) WA
2 KO
4 x / ) ,Y\/
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

grafo percebe-se que serd necessario no minimo 3 cores, pois existe um subgrafo formado
pelos 5 vértices da direita que ¢ um grafo roda W5. Como o nimero de vértices é impar,
temos que y(Ws5) = 3. Os outros 3 vértices da esquerda, podem ser coloridas cada um com
uma cor diferente, mantendo a condicao de vértices vizinhos com cores distintas. Assim,

precisamos de no minimo 3 cores, como mostra a Figura 90.

Figura 89: Grafo da Figura 87. Figura 90: Colorindo o grafo.
- [ e
= i
/ \
/_7_7_:. o . .
- . @

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
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6 APLICACAO EM SALA

Neste capitulo apresentaremos problemas que podem ser aplicados em sala de aula,
baseados em Teoria de Grafos.

Foram desenvolvidos sete problemas para serem aplicados em sala: o desenho da
casa'; o assassinato na mansao?; o trabalho de Francis, o problema da secretaria®; o
problema das entrevistas, o problema da gincana e o problema do Sudoku®.

Como os Problemas 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 e 6.7 envolvem cores, ao resolve-los em sala,
adaptacoes sao necessarias caso haja algum aluno com daltonismo. Uma estratégia é usar
simbolos ao invés de cores.

O Problema 6.1, pode ser aplicado a partir do ensino fundamental II. Para resolver

o problema precisamos dos conceitos das Secoes 2.1 e 2.2.

Problema 6.1. (Desenho da casa).

Maticilia, mae de Logomatico, deizou para seu filho cinco desenhos com bolinhas e
linhas como mostra a Figura 91. F perquntou para Logomatico: quais dessas figuras vocé
conseque, saindo de um ponto qualquer passando por todas as linhas somente uma vez,

voltar ao ponto de origem? Qual foi a resposta de Logomatico para sua mae?

Figura 91: Grafos

(b)
(d) ()

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apébs um tempo dado para os grupos pensarem no problema, a resposta esperada

tanto de Logomatico quanto dos alunos seria (a), (b) e (d). Assim, podemos afirmar que

os itens (c¢) e (e) sao impossiveis, pelo Teorema 2.2, pois tém vértices de grau impar. As

'Esse problema pode ser encontrado em https://www.inf.ufsc.br /grafos /temas/euleriano/euleriano.htm
2Esse problema pode ser encontrado em https: //www.inf.ufsc.br /grafos/temas/euleriano/euleriano.htm
3Esse problema pode ser encontrado em https://www.inf.ufsc.br /grafos /problemas/colora.htm
4Sudoku é um jogo de logica criado pelo arquiteto Howard Garns (1905-1989).
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Figuras (a), (b) e (d), tém todos os vértices de grau par, e pelo Teorema 2.2 é possivel sair
de um ponto e voltar nele passando uma tinica vez em todas as linhas.

® (aplicativo

Ao final da proposta pedagogica, comentar com os alunos sobre 1Line
de jogo), jogo mobile que tem uma proposta similar. Por fim, contar a histéria do problema
das sete pontes, e como Euler resolveu pensando em vértices e arestas, fazendo uma
analogia com o problema aplicado.

O préximo Problema 6.2, pode ser aplicado para as séries finais do ensino funda-
mental II e para o ensino médio. Para resolver o problema precisamos dos conceitos das

Secoes 2.1 e 2.2.

Problema 6.2. (O assassinato na mansao)

Em uma mansao de Floriandpolis, ocorreu um assassinato. O Dono foi encontrado
no chao da sala 1 conforme a Figura 92. A familia contratou um detetive famoso em
resolver grandes mistérios por meio da matemdtica. O detetive comeca sua investigacao,
interrogando pessoas que estavam na mansao no momento do assassinato. Depois dos

interrogatorios, o detetive analisa suas anotagoes.

e O jardineiro fala ter visto a esposa entrar na casa pela sala 1 e em sequida deixado
a casa pela mesma porta que entrou.

o A empregada que estava limpando o quarto 1, diz ter ouvido gritos do patrao com
o motorista.

e O motorista disse que estava lavando o carro na drea de fora ao lado do bar.

e O mordomo que organizava o bar, diz ter visto o motorista lavando o carro a tarde
toda.

o A esposa falou que entrou na casa e que tinha passado por todas as portas uma

unica vez e, em sequida, saiu da casa.

Depois de examinar sua anotacao, o detetive olha a planta da casa conforme a Figura 92,
logo em seguida, disse que solucionou o caso. Quem seria o suspeito e como o detetive

chegou nessa conclusao?

A resposta esperada dos alunos, apos varias tentativas, seria a esposa. Pois, ao
entrar na sala 2 que tem cinco portas, sobrariam quatro portas, duas para sair e as outras
duas para entrar, sendo assim, ela sairia por uma e entraria por outra, sobrando agora
duas portas, saindo numa e voltando por outra. Ou seja, nao teria como ela sair da sala
2. O mesmo ocorre se for no quarto 1. Segundo Euler, para ela passar por todas as

portas uma flnica vez, cada comodo teria que ter uma quantidade par de portas, pois

50 jogo 1Line para celulares androide pode ser encontrado em
https://play.google.com /store/apps/details?id=com.onelline.onetouch.onestroke.dotgame
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Figura 92: Planta da mansao.

' |
Bar Adega
— —‘ Quarto 1 | Quarto 2

Sala 2 }— —l— Despensa

Sala 1

Sala 3 Cozinha

Fonte: https://www.inf.ufsc.br/grafos/temas/euleriano/euleriano.htm (Adaptado).

uma, porta seria para entrar e a outra para sair. E como a sala 2 tem cinco portas ela
acabaria ficando na sala ou sendo obrigada a sair por uma mesma porta que ja passou.
Concluindo, a esposa mentiu para o detetive, sendo a suspeita.

Os Problemas 6.3 e 6.4, podem ser apresentados para o ensino médio. Para resolver

o problema sao necessérios os conceitos dos Capitulos 4 e 5.

Problema 6.3. (Trabalho de Francis) Francis foi contratado para colorir mapas de algu-
mas regioes, conforme a Figura 93. O contratante pediu para ele colorir com as sequintes

condicoes:

e Colorir o mapa de modo que as regioes vizinhas tenham cores distintas.

e Usar a menor quantidade de cores possivel.

Quantas cores Francis utilizou em cada uwma das figuras?

Figura 93: Mapas para colorir.

(a) Mapa da Australia.b (b) Mapa da América do Sul.”  (c) Mapa do Brasil.8

SFonte: http://www.desenhosparacolorir24.com /escola-e-aprendizado/geografia-e-mapas / Australia.
(Adaptado).

"Fonte: https://viagemdeaaz.com /wp-content /uploads,/2017/04/mapa-mundi-colorir-paises-2.jpg.
(Adaptado).

8Fonte: http://www.desenhosparacolorir24.com /escola-e-aprendizado/geografia-e-mapas/Brazil.
(Adaptado).
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Deixar uma tempo para os alunos discutirem sobre esse fato e colorir os mapas.
Depois de um tempo, discutir as ideias e ver qual foi a conclusao deles sobre a quantidade
de cores encontradas nos mapas (a), (b) e (¢), e se todos encontraram a mesma quantidade
de cores.

Depois de debater com os alunos, contar a historia do Teorema das Quatro Cores,
seu surgimento e como foi provado. Sugerir para eles uma nova forma de resolver utilizando
vértices e arestas que representam regides e as regioes vizinhas respectivamente. Ao
resolver o problema para o ensino médio, mostrar para eles que na Figura 93 (a), temos
um ciclo com nimero impar de vértices e nas Figura 93 (b) e (c), temos um grafo roda com
uma quantidade par de vértices, como foi visto na Secao 4.1. Pelo Teorema 5.2, podemos
concluir que a Figura 93 (a) necessita de pelo menos 3 cores, a Figura (b) 4 cores e (c) 4

cores.

Problema 6.4. (O problema da secretdria) O chefe de um companhia solicitou a sua
secretdria a impressao colorida do mapa das microrregioes do estado de Santa Catarina,
conforme a Figura 94. A secretdria sabe que a impressora possui 16 cores, contudo, para
minimizar os custos ela deve imprimir o mapa com o menor numero de cores possivel sem
que microrregioes que fazem fronteira tenham a mesma cor. Quantas cores $ao necessdrias

para colorir o mapa?

Figura 94: Mapa microrregioes de Santa Catarina.

Fonte: https://portaldemapas.ibge.gov.br /portal.php#mapa222715.

Apos escutar a historia do Teorema das Quatro Cores os alunos terao uma nocao
de que é possivel utilizar quatro cores para pintar o mapa. Depois de dar um tempo
para os alunos resolverem, fazer com eles uma verificagdo pintando o mapa com quatro
cores. Apos pintar, falar do Teorema das Quatro Cores, pois o mapa pode ser pintado
com quatro cores ou menos, abrindo precedente para questionar se nao pode ser colorido
com menos cores. Ao analisar esse caso percebe-se que nao h& como, pois a regiao de
Ituporanga (mostrar onde fica no mapa) faz fronteira com cinco regides formando um

pentagono, com ela no centro, formando um grafo roda como no Exemplo 5.3. Assim
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precisamos de quatro cores, s6 para essa parte. O Teorema das Quatro Cores nos leva a
concluir que serao necessarias quatro cores.

Apo6s mostrar para os alunos esses problemas num grafo, apresentar para eles outros
trés problemas que envolvem a coloracao de arestas e vértices, como os Problemas 6.5,
6.6 e 6.7.

O Problema 6.5, pode ser apresentado para as séries finais do ensino fundamental

IT e para o ensino médio. Para resolver o problema precisamos ver o Capitulo 3.

Problema 6.5. (Problema das entrevistas) Suponha uma empresa que estd oferecendo 3
vagas de emprego das quais foram registrados 11 candidatos para realizarem as entrevistas
com o avaliadores como mostra o Quadro 6.1. Na empresa so hd trés avaliadores para
as entrevistas e cada um deles leva wma hora para finalizar uma entrevista. Sabendo que
cada candidato serd entrevistado somente uma vez, qual é a quantidade minima de horas

necessdrias para fazer todas as entrevistas?

Quadro 6.1: Quadro das entrevistas.

Avaliadores | Candidatos
Ay Cs, Cs, C7
AQ Cl; 067 CS; Cll
As Cy, Cy, Cy, Cho

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dar um tempo para os alunos pensarem no problema e depois ver as conclusoes
deles. Discutir com eles o problema no grafo, como mostra a Figura 95. Em que, os
vértices Al, AQ, Ag sao os avaliadores e Cl, 02, 03, 04, Cg,, C67 C7, Cg, Cg, ClO; Cll
sao os candidatos. As arestas representam o avaliador e o candidato que estd sendo

entrevistado.

Figura 95: Grafo dos dados do Quadro 6.1
Ch
Cs
Cs
Cy

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para responder a pergunta, colorir as arestas com os alunos de modo que cada cor
correspondera a um horério. Portanto, para encontrar o menor tempo para as entrevistas,
passara a ser encontrar o menor nimero de cores necessario para colorir as arestas do grafo

da Figura 95, isto é, x'.

Figura 96: Colorindo as arestas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 96 mostra uma forma de colorir as arestas do grafo, usando 4 cores
(amarelo, azul, preto e vermelho). Como as cores representam as horas, entao serao
necessarias 4 horas para fazer as entrevistas. Note que o menor tempo para entrevistar
todos é x'(G). Logo, pelo Teorema 3.5, temos 4 < x'(G) < 5, como foi colorido o grafo G
com quatro cores, segue \'(G) = 4.

Os Problemas 6.6 e 6.7, podem ser apresentados para o ensino médio. Para resolver

os problemas precisamos consultar o Capitulo 4.

Problema 6.6. (O problema da gincana) Uma escola faz uma gincana em que 0s alunos
do ensino médio ficam responsdveis por oito barracas de lanches, mas, cada barraca vizinha
deverd ter lanches diferentes. A escola oferece um diagrama dos locais das barracas,
conforme a Figura 97 em que os vértices sao os locais das barracas e as linhas representam
as barracas vizinhas. Qual € a quantidade minima de lanches que os alunos podem oferecer

na gincana?

Figura 97: Grafo B local das barracas.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Apos apresentar esse problema para os alunos e dar tempo para eles pensarem,
resolver com eles colorindo os vértices do grafo B dado pelo problema, como mostra a

Figura 98 os vértices coloridos com as cores 1,2,3,4,5 e 6.

Figura 98: Grafo B colorido com as cores 1,2,3,4,5 e 6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O grafo B foi colorido com seis cores, pois se retirar os vértices dos extremos da
parte de cima e de baixo do grafo B, obtemos um grafo completo Ky e pelos Teoremas 4.1
e 4.2 temos x(G) = 6. Portanto, na gincana haverad no minimo seis tipos de lanches.

O préximo problema envolve um jogo conhecido, o Sudoku, que pode ser resolvido
por grafos. Explicar para os alunos como funciona o jogo resolvendo como exemplo um
Sudoku 4 x 4 no quadro, envolvendo quatro blocos e cada bloco sendo divididos em quatro
quadrados. Depois de explicar para os alunos o Sudoku, aplicar para eles o seguinte o

problema.

Problema 6.7. (Sudoku 4 x 4).
O jogo Sudoku abaizo estd incompleto. Preencher os quadrados com os nimeros 1,
2, 8 e 4 de modo que cada nimero nao apareca mais de uma vez na mesma linha ou na

mesma coluna ou no mesmo bloco.

Figura 99: Sudoku 4 x 4.
1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Depois de dar um tempo para os alunos resolverem o problema, mostrar para eles
como o problema pode ser modelado como um problema de coloragdo e resolvido através

da teoria de grafos.
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Considere cada quadrado um vértice e as arestas do grafo serdo os segmentos
que ligam os vértices que estao na mesma linha ou coluna ou bloco, como ilustrado na

Figura 100.

Figura 100: Montando o grafo do Sudoku.

Vg Vs Vg

3 3y,
Vi | Va | U3 | Vs Vg Vg
Vs |vg | vy | Vg ] 5

1 Vg

Vg | Vig| V11| V45
Vi3 V14] V15| M6 V16 V10

V15 W vy

(a) 41)14 V13 V12
(b) Grafo G

Observe pela construcao do grafo G, que os vértices adjacentes ndo podem receber
0 mesmo nimero, o que pode ser interpretado como a condicdo de vértices adjacentes
possuirem cores distintas no problema de coloracdo de vértices.

Para resolver o problema, vamos representar os niimeros 1,2,3 e 4 do jogo do
sudoku sendo as cores azul, preto, verde e vermelho respectivamente.

Pelo teorema de Brooks (Teorema 4.2) e pela construgdo do grafo ¢ da Figura 100
(b), temos x(G) < 7. Observe que no grafo G existem subgrafos K, como por exemplo
0s vértices que estdo em uma mesma linha v, vy, v3 € v4. No Capitulo 4, foi visto que um
grafo completo satisfaz a igualdade y(K,) = A(K,). Assim, junto com o Teorema 4.2,
temos 4 < x(G) < 7, mas para o jogo ter solu¢cdo o niimero cromético de G tem que ser
quatro.

Para colorir os vértices do grafo G vamos usar o algoritmo ganancioso (veja Se-
¢do 4.1, Capitulo 4). Se nédo for possivel colorir o grafo com as quatro cores, o problema
dado nao teré solucao.

Na Figura 100 (b), como o vértice v; ja esta colorido com a cor 1, comegaremos a
colorir o vértice v com algoritmo ganancioso pela cor 2, e o vértice vz pela cor 4, pois v3
é adjacente com vy, vo e v; ja coloridos. Agora colorindo o vy, observe que nao podemos
colorir com nenhuma das quatro cores, pois as cores 1, 2, 3 e 4 ja estao sendo utilizadas
nos vértices vy, v9, v7 € v3 respectivamente. Portanto, comecar a colorir o vértice vy com

a cor 2, nao foi uma escolha apropriada.
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Fazendo o mesmo raciocinio, colorimos o vértice v com a cor 3 e pelo algoritmo
ganancioso o vértice vs serd colorido com a cor 2, v, com a cor 4, e assim sucessivamente

até colorir todos os vértices com as quatro cores, como mostra a Figura 101.

Figura 101: Sudoku resolvido.

4174 4175 vez
V3o 3y,
V23 [ v 1/3]2]4
1 2 41 213 1
(2% Vg
2 11 4 3
2
V16 1 V1o 3 4 1 2
V15 4 v
1 11
: ¥ (b)
V1 V1 12

(a) Sudoku 4 x 4

Embora esta formulagao do Sudoku 4 x 4 usando grafos pareca muito mais compli-
cada que tentar resolver diretamente (e manualmente) o problema, ela permite a criagdo

de algoritmos capazes de resolver qualquer Sudoku 4 x 4.
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7 CONCLUSAO

Ao final desse trabalho, vinculamos a Teoria de Grafos, nao presente no plano
curricular do ensino médio, as situacoes cotidianas e a praticas curriculares. Apesar da
facil compreensao e da grande possibilidade de mesclagem, com o dia a dia dos discentes,
a teoria é pouco utilizada em sala.

Um exemplo claro da proximidade do tema com o contetido programaético, sao os
conceitos de vértices e arestas presentes tanto na Teoria de Grafos como em poligonos. A
semelhanca de conceitos encontrados nesse assunto facilitaria a introducao da Teoria de
Grafos, como também, aumentaria o interesse dos alunos por novas areas da matematica.

Nesse trabalho foram apresentados alguns problemas historicos que foram resolvi-
dos com a Teoria de Grafos. Ao longo do trabalho foram estudados conceitos fundamentais
da teoria com foco nos problemas de coloracao de vértices e arestas, culminando com uma
breve discussao sobre o Teorema das Quatro Cores.

Esse trabalho pode ser uma importante ferramenta, para auxiliar professores do en-
sino da matematica a expandir a curiosidade e os conhecimentos dos alunos pela matéria,
sendo capaz de levar para dentro da sala de aula uma proposta de resolucoes diferenciadas
fugindo das equacoes. Para tanto, fora desenvolvido um roteiro com linguagem simples
que agrupa conceitos tebricos, historicos e pedagogicos, sendo possivel sua utilizagao para

discussoes em sala e até para a elaboracao de outras atividades pedagogicas.
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