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“.. e até mesmo objetos perdidos ha muito tempo

apareciam onde mais tinham sido procurados

e se arrastavam em debandada turbulenta atras dos ferros mdgicos de Melquiades.
“As coisas tém vida prdpria ” - apregoava o cigano com sotaque aspero -

“é so questao de despertar suas almas.”

José Arcadio Buendia, cuja desaforada imaginacdo

ia sempre mais longe que o engenho da natureza,

e muito além do milagre e da magia,

pensou que era possivel servir-se daquela inveng&o inutil

para desentranhar ouro da terra.

Melquiades, que era um homem honrando, avisou: “Para isso, ndo serve.” ... ”
(Gabriel Garcia Marquez, Cem anos de solidao, 1967)



RESUMO

As propriedades magnéticas e elasticas s&o, geralmente, fortemente relacionadas
em materiais magnéticos. Esse comportamento acoplado tem consequéncias sobre
a modelagem e o célculo de forgas e tensdes mecéanicas de origem magnética em
dispositivos eletromagnéticos. Por meio da aplicagao do principio das poténcias virtu-
ais e conceitos de mecanica dos meios continuos, diversas expressdes do tensor de
Maxwell sdo obtidas baseadas em simples modelos matematicos do comportamento
da magnetizagdo em relagcédo a deformagéo. Em particular, a modelagem de imas per-
manentes, que ndo se tem um consenso na literatura, é analisada em detalhe. Uma
maquina de fluxo axial com im&s permanentes é simulada em um software de ele-
mentos finitos por meio de uma formulacao magnetostatica, de forma que os campos
resultantes sao utilizados para o calculo de forgas locais, aplicando os modelos de
tensor de Maxwell, considerando um acoplamento magnetoelastico parcial, ou seja,
o efeito das tensdes mecanicas sobre o comportamento magnético é desprezado. A
metodologia e as andlises apresentadas podem ser Uteis para o célculo de grandezas
mecanicas, como tensées mecanicas induzidas por forcas magnéticas, de forma a
auxiliar no projeto de dispositivos eletromagnéticos.

Palavras-chave: Acoplamento magnetoelastico. Tensor de Maxwell. Maquina de fluxo
axial.



ABSTRACT

Magnetic and elastic properties are, generally, strongly related in magnetic materials.
This coupled behavior has consequences on the modeling and calculation of magnetic
forces and resulting stress in electromagnetic devices. Through the application of the
virtual power principle and concepts of continuum mechanics, several expressions
of Maxwell stress tensor are obtained based on mathematical models that describe
the relation between magnetization and deformation. In particular, the modeling of
permanent magnets, which does not have a consensus in the literature, is analyzed in
detail. An axial flux permanent magnet machine is simulated in a finite element software
by application of a magnetostatics formulation, so that the resulting magnetic fields are
used to calculate local forces, applying Maxwell stress tensor models, considering a
partial magnetoelastic coupling, that is, the effects of stresses on magnetic behavior
are ignored. The methodology and analyses presented can be useful to the calculation
of mechanical quantities, such as stresses induced by magnetic forces, in order to help
the design of electromagnetic devices.

Keywords: Magnetoelastic coupling. Maxwell stress tensor. Axial flux machine.
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1 INTRODUGAO

As propriedades magnéticas e elasticas de um material ferromagnético sao de-
pendentes, de forma que o acoplamento entre ambas € chamado de magnetoelastico.
Quando um material ferromagnético & submetido a um campo magnético, ele se de-
forma. Essa deformacéao é associada a dois fen6menos distintos: as forcas de origem
magnética, que sdo diretamente relacionadas a geometria da amostra, de onde vem o
nome efeito de forma, e a deformacgéo de Joule, que depende do estado magnético lo-
cal do material, de maneira que a deformacao e magnetizacdo podem ser relacionadas
por uma lei de comportamento. O segundo fendbmeno é chamado de magnetostricéo
(DANIEL, 20083).

A deformacgao por magnetostricao é relacionada com o processo de magneti-
zacao em um material ferromagnético (movimento das paredes dos dominios magné-
ticos e rotacdo), dessa maneira, possui um comportamento n&o-linear. O fenémeno
simétrico, ou seja, os efeitos das tensées mecanicas em propriedades magnéticas
€ chamado efeito Villari (ou magnetostricao inversa), que resulta em alteracées na
permeabilidade e no formato do lago de histerese (CULLITY; GRAHAM, 2008).

Para se determinar as tensdes mecanicas em estruturas magnéticas, onde
podem existir o efeito de forma e magnetostricdo, uma opgao € primeiramente realizar
o célculo das forgas locais de origem magnética. As principais abordagens utilizadas
para o célculo da forca sdo o principio dos trabalhos virtuais e o tensor de Maxwell,
de modo que ambos os métodos podem ser aplicados para o caso de forcas globais
ou locais. Em Ren e Razek (1992) se tem a aplicacao do principio dos trabalhos
virtuais na malha de elementos finitos para o calculo de for¢cas nodais, de forma que
a equivaléncia com o calculo utilizando o tensor de Maxwell é observada em Kameari
(1993).

Quando se considera uma estrutura com imas permanentes, diversos modelos
matematicos a respeito do comportamento da magnetizacdo em relagéo a deformacao
séo utilizados, conforme Ren e Razek (1994), Henrotte e Hameyer (2004) e Bossavit
(2004), de modo que se observam valores proximos de forca global para os diferentes
modelos, mas diferentes distribuicdes de forca local. Contudo, resultados experimentais
S&80 escassos.

O acoplamento magnetoelastico parcial consiste em considerar as forcas mag-
néticas locais como forgas externas em um calculo de elasticidade, de maneira que
resulta em tensdes mecanicas. Nesse caso, ndo sao consideradas as influéncias das
tensdes mecanicas no comportamento magnético.

O interesse no calculo de forcas magnéticas em maquinas elétricas pode ser
dividido em forgas globais, para se obter o torque agindo em partes moveis, por exem-
plo, e forcas locais, para analise de tensées mecénicas e vibragdes nos materiais
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magnéticos.

A maquina de fluxo axial com imas permanentes tornou-se uma alternativa para
aplicacbes como veiculos elétricos e geradores de pequeno e médio porte devido a
vantagens como maior densidade de torque, maior eficiéncia de operagao e constru-
¢cao compacta, em comparagao com a maquina de fluxo radial com imas permanentes.
Dentre os materiais utilizados para a fabricacao dos nucleos magnéticos da maquina,
se tem as laminas de ago silicio de grao nao-orientado e material composito magné-
tico mole (SMC). As principais vantagens na utilizacdo do SMC sao maior facilidade
na construcdo de nucleos magnéticos com formatos complicados e comportamento
magnético isotropico 3D. Contudo, 0 SMC possui menor permeabilidade quando com-
parado ao aco laminado e baixa resisténcia mecanica, especialmente quando utilizado
em uma aplicacao de baixa densidade de massa (GIERAS; WANG; KAMPER, 2008),
(LIU et al., 2017).

Outro método de fabricacdo em desenvolvimento é a fabricacao aditiva, que
permite a impressdo de materiais para nacleos magnéticos, o que facilita a producéo
de geometrias complexas sem a necessidade de utilizacao de moldes, contudo, ainda
se tem poucas informagdes na literatura sobre o projeto de componentes e andlise
estrutural (HAYES et al., 2018). Esse € o foco do projeto Capes-COFECUB Fanopro
entre os laboratérios GRUCAD, LAPLACE e GEEPS, cujo objetivo é o projeto e cons-
trucao de motores de fluxo axial utilizando materiais ndo convencionais, como o SMC,
e processos de fabricacdo aditiva, analisando aspectos magnéticos e mecanicos.

Além da analise de tensdes mecéanicas nos materiais magnéticos da maquina
de fluxo axial com imas permanentes, o calculo mecanico é importante na determi-
nacao das forcas axiais de atracédo entre partes da maquina, na influéncia das forcas
centrifugas na resisténcia mecanica de imas permanentes para aplicacoes de alta ve-
locidade e na analise de vibracdo (GIERAS; WANG; KAMPER, 2008), (KUMAR; LIPO;
KWON, 2016), (PARK; KIM; KIM, 2014).

1.1 OBJETIVO GERAL

Avaliar as forcas e tens6es mecénicas de origem magnética em estruturas com
imés permanentes e em particular em maquinas de fluxo axial. Como nao existe um
consenso sobre a modelagem magnetoelastica dos imas permanentes, diferentes
opcoes sdo consideradas e formuladas de maneira a facilitar comparacgdes.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

* Revisar os principais métodos de calculo de forcas magnéticas locais.

« Sintetizar os conceitos de mecéanica dos meios continuos necessarios para a
formulacdo do problema magnetoelastico.
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» Obter expressdes do tensor de Maxwell para diferentes modelos matematicos de
comportamento da magnetizacdo em relacao a deformacao.

 Implementar o calculo de forgas nodais a partir do tensor de Maxwell em ferra-
mentas de simulag¢do por elementos finitos.

» Calcular as forgas nodais sobre uma geometria simples e comparar os diferentes
modelos.

 Calcular as for¢as nodais e tensdes mecanicas induzidas em uma maquina de
fluxo axial com imas permanentes.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Os principais métodos utilizados para o calculo de forcas magnéticas locais
sao o principio dos trabalhos virtuais e o tensor de Maxwell, de forma que ambas as
abordagens séo teoricamente equivalentes. A aplicacdo do principio dos trabalhos
virtuais pode resultar de forma direta em expressdes de densidade de forca, como
em Bossavit (2004) e Bossavit (2014), ou no tensor de Maxwell, como em Henrotte
e Hameyer (2007), de modo que em comum nos célculos, se tem a utilizacdo de
conceitos de mecanica dos meios continuos.

Dessa maneira, no capitulo 2 sdo apresentados conceitos de mecéanica dos
meios continuos que sao utilizados para o célculo do tensor de Maxwell por meio da
aplicacao do principio das poténcias virtuais, em uma abordagem que combina defini-
cbes empregadas em Bossavit (2016), como o principio de indiferenga de referencial, e
Henrotte e Hameyer (2007), as derivadas materiais, para se ter um tratamento vetorial.
Para a utilizacdo de derivadas materiais, € necessario definir o comportamento da
magnetizacdo em relagcao a deformacgao, assim, diferentes expressodes do tensor de
Maxwell sdo obtidas e comparadas com expressoes da literatura.

No capitulo 3 é apresentado um breve resumo sobre as maquinas de fluxo
axial com imas permanentes (AFPM), com principal foco na topologia de enrolamento
toroidal e estator interno (TORUS), e sdo abordados aspectos da influéncia da tensao
mecéanica na maquina. A simulagcdo magnética pode ser aproximada em 2D utilizando
o raio médio da maquina, contudo, devido as condi¢des de contorno para a simulacao
mecanica, € necessario a simulacao da geometria em 3D. Dessa maneira, no capitulo
4 sao apresentadas as formulacdes na forma fraca para serem aplicadas em um
software de elementos finitos. Como na abordagem utilizada se faz um acoplamento
parcial, inicialmente é realizada a simulacdo magnética, cujos campos resultantes sao
empregados para o célculo das forgas nodais por meio do tensor de Maxwell, as quais
sdo inseridas como termo fonte no calculo de elasticidade isotropica linear.
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No capitulo 5 sao realizadas as simulagées numéricas por elementos finitos. Um
caso inicial consiste de uma configuragdo com dois imas permanentes com entorno
de ar, no qual é realizado o calculo magnético e de forcas nodais para as diferentes
expressoes de tensor de Maxwell obtidas no capitulo 2. Na sequéncia, é realizada a
simulagdo magnética de uma maquina AFPM TORUS com parédmetros descritos em
Moradi e Darabi (2012), e a simulagdo mecanica, de modo que se obtém as forcas
nodais e a tensao mecanica de origem magnética.

Finalmente, no capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes e sugestoes para
trabalhos futuros.
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2 TEORIA MAGNETICA NOS MEIOS CONTINUOS

Inicialmente € realizada a revisao bibliografica sobre os métodos de calculo
de forgas nodais. Como na maioria dos trabalhos se tem a aplicacdo de conceitos
de mecanica dos meios continuos, na sequéncia sao abordados esses conceitos, 0s
quais sao utilizados para o calculo de expressdes de tensores de Maxwell por meio da
aplicacao do principio das poténcias virtuais.

2.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE O CALCULO DE FORGAS

A modelagem matematica das forgas magnéticas locais pode ser feita principal-
mente por meio do principio dos trabalhos virtuais ou do tensor de Maxwell. Em Ren
e Razek (1992), a forga é calculada em nivel local por meio da derivada da energia
(ou coenergia) magnética em relacao a um parametro de configuragdo, mantendo o
fluxo de inducéo (ou circulacdo de campo magnético) constante em elementos de face
(ou aresta) e a derivada local do Jacobiano, considerando que algum campo vetorial
(campo magnético, indugcédo ou potencial vetor magnético) que descreva a situagao
magnética é calculado previamente, para uma relacéo constitutiva linear do material
magnético. Em Bossavit (1992), o campo de forcas é calculado utilizando o principio
dos trabalhos virtuais em elementos de aresta e conceitos de geometria diferencial.

Para o caso de imas permanentes, em Ren e Razek (1994) a modelagem é
feita utilizando duas formulacdes: considerando a magnetizacdo em termos de sua
circulacdo ao longo da aresta, e a indugcao remanente em termos do fluxo através da
face. A forga local é calculada pela derivada da energia (ou coenergia) para os fluxos
de inducéo e indugdo remanente constantes (ou as circulacbes de magnetizacéo e
campo magnético constantes). A simulagdo numérica compara os dois modelos, 0s
quais resultam em orientacdes diferentes de forga local, mas em valores proximos de
forca global. A influéncia da escolha de referéncia de energia, que pode resultar em
diferentes distribuicdes de forcas locais em imas permanentes, € observada em Ren e
Razek (1994), De Medeiros, Reyne, Meunier e Yonnet (1998) e Fu et al. (2004).

Em Bossavit (2004), utilizando geometria diferencial e o principio das poténcias
virtuais, a densidade de forca em imas permanentes é calculada considerando o campo
coercitivo em termos de sua circulagcdo e a indugcao remanente em termos do fluxo.
Para a mesma relagdo constitutiva magnética, os dois casos considerados resultam
em diferentes expressdes de densidade de forga. Uma abordagem vetorial € utilizada
em Bossavit (2014) em conjunto com o principio das poténcias virtuais, de forma que o
vetor de magnetizagéo do ima é considerado como independente da deformagédo mas
que rotaciona em conjunto com o material.

A relacao entre for¢a nodal e tensor de Maxwell € descrita em Kameari (1993),
para uma situacdo em que se tem materiais condutores e materiais magnéticos com
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relagéo constitutiva linear ou ndo-linear. A densidade de forca € o divergente do tensor
de Maxwell, dessa forma, quando se tem interfaces onde ha descontinuidades nas
grandezas magnéticas, a aplicacéo direta do tensor de Maxwell € mais util por ser mais
regular que a densidade de forca.

Em Bossavit (2016) e Bossavit (2019) o tensor de Maxwell é calculado a partir da
expressao da densidade de forga para o ima permanente obtida em Bossavit (2014),
de forma que sao aplicados diversos conceitos de mecéanica dos meios continuos,
especialmente o principio de indiferenca de referencial.

A condigéo de circulagao ou fluxo de magnetizacao constante € calculada por
meio das derivadas materiais em um meio continuo em Henrotte, Vande Sande et al.
(2004) e Henrotte e Hameyer (2007), de forma que na abordagem utilizada, o tensor
de Maxwell é calculado diretamente. Em Henrotte e Hameyer (2004) uma abordagem
geomeétrica com a utilizagao de vetores e identidades tensoriais resulta no tensor de
Maxwell. Sao apresentadas expressdes para relacdo magnética linear, e para o ima
permanente, considerando a circulagdo ou o fluxo de magnetizacao constante.

2.2 NOCOES BASICAS DE MECANICA DOS MEIOS CONTINUOS

A mecénica dos meios continuos € um ramo das ciéncias fisicas relacionada
com as deformacdes e movimentos de materiais continuos devido a acao de agentes
externos. Corpos fisicos podem ser descritos por um conjunto de pontos materiais (ou
particulas) interconectadas por alguma forca interna. Contudo, em fisica dos meios
continuos, a matéria é relacionada com fendbmenos macroscopicos nos quais 0 menor
comprimento caracteristico € muito maior que o tamanho de um atomo ou distancia
atémica (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

2.2.1 Movimento e deformacao

Os pontos materiais de um meio continuo ocupam no tempo ¢t = 0 uma regiao
no espacgo que consiste de um volume material' 2 e contorno 9. A posi¢do de um
ponto particular P nessa regido pode ser descrita por um vetor posicao ¥ que parte da
origem O, conforme a Figura 1.

O conjunto de posicionamentos dos pontos materiais do corpo, para qualquer
tempo, é chamado de configuracao do corpo. A configuracao de referéncia € definida
para o tempo inicial t = 0. Apés o movimento e deformagéo, no tempo ¢, a particula
localizada inicialmente em P se encontra no ponto p, cuja posicdo € descrita por
T = x (Z,t), com x sendo a fungédo deformagao do corpo de (2 para o novo volume ;.
As particulas das duas regides possuem correspondéncia de um para um.

1

Os termos volume material, superficie material e contorno material se referem a grandezas geomeé-
tricas as quais consistem do mesmo numero de particulas para todos os tempos ¢



Capitulo 2. Teoria magnética nos meios continuos 24

Figura 1 — Movimento de um meio continuo.

Bro=0 50

(=17

>y

X1

Fonte — Adaptado de Eringen e Maugin (1990).

O deslocamento (%, t) é definido como u (¥,t) = 73 — ¥ = x (¥,t) — & e nulo
para t = 0. As coordenadas descritas por © sdo chamadas de materiais ou Lagrangea-
nas, enquanto que as coordenadas descritas por z; sdo referidas como espaciais ou
Eulerianas (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

2.2.2 Tensor gradiente de deformacao

O tensor gradiente de deformacao F' € definido conforme a equacao (1a) ou em
componentes equacéao (1b) (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

ox (Z,t) _ Oz

F= _ 0% 1
o o (1a)
33‘%
F = 1
= (1b)

Considerando a configuragéo de referéncia para ¢t = 0, uma particula € descrita
pelo vetor posicdo 7 e uma particula adjacente possui posi¢ao definida por Z + dz. No
tempo ¢, ambas as particulas movem-se para novas posicoes descritas pelos vetores
Ty € Ty + dx;, conforme a Figura 2.

Para elementos de linha infinitesimais nas configuracdes de referéncia e atual,
F é descrito conforme a equacéao (2a) considerando que as duas particulas estao
proximas e ha uma correspondéncia de um para um entre dz e dz;. O determinante
de F' também é chamado de Jacobiano J (ou determinante da matriz Jacobiana),
conforme equagéao (2b) (ABEYARATNE, 2012).

di, = FdZ (2a)
J = detF (2b)
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Figura 2 — Deformagé&o na vizinhanga de uma particula.

) SRS

Fonte — Adaptado de Abeyaratne (2012).

2.2.2.1 Transformacao de area

Considerando um elemento de area dA formado pelos vetores infinitesimais
ortogonais dz; e dZ, na configuracdo de referéncia. Para o elemento de area dA, na
configuracdo deformada, a relagdo entre ambos é descrita pela equacéo (3) com F—7
sendo a inversa da transposta de ' (ABEYARATNE, 2012).

dA, = JFTdA (3)

2.2.2.2 Transformagao de volume

Considerando um conjunto de trés vetores infinitesimais (d¥,d7,,dZ3) 0S quais
formam um tetraedro, a relacdo entre volumes na configuracdo de referéncia df) e
deformada df), é descrita pela equacgéo (4) (ABEYARATNE, 2012).

A, = JdQ (4)

2.2.3 Decomposicao polar

Seja um tensor de segunda ordem U, a transposta U7 em componentes pode
ser escrita como (U”),. = Uj;. O tensor U é chamado de simétrico se U = U™ e antis-
simétrico se U = —UT. Seja um vetor @, U é dito como positivo-definido se (7 U?) > 0
para todos os vetores v # 0. Um tensor de segunda ordem R ortogonal é uma trans-
formacéo linear que quando aplicada a vetores, esses mantém seus comprimentos e
angulos entre si, ou seja, para dois vetores i e v, se tem que Ru - RV = u - ¥. Dessa
forma, resulta que RR” = RTR =1 com I sendo o tensor identidade. Para o determi-
nante detR = 1, o tensor R € chamado de rotacdo. Para detR = —1 se tem R como
reflexao.

O tensor gradiente de deformacdo F' pode ser escrito de maneira alternativa

utilizando o teorema da decomposic¢ao polar, conforme equacao (5), com R sendo um
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tensor ortogonal, e U um tensor simétrico e positivo-definido (ERINGEN; MAUGIN,
1990).

F=RU (5)

A decomposicao polar mostra que F pode ser representado por um alonga-
mento seguido por uma rotagéo rigida. U é dito tensor de alongamento (stretch tensor,
do inglés). Uma representacao da decomposicao polar é apresentada na Figura 3,
inicialmente o elemento circular sofre um alongamento descrito por U e entao é rotaci-
onado conforme R (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

Figura 3 — Decomposicao polar em elemento circular.

Eixo principal Configuragio final

Configuracio inicial
sem deformac@o

Fonte — Adaptado de Kelly (2016).

2.2.4 Deformacoes infinitesimais

Considerando dois tensores de segunda ordem A e B, o produto bi-contraido
entre ambos € a operagdo A : B ou utilizando a convengéo de Einstein A;; B;; e resulta
em um escalar. A norma (ou magnitude) de um tensor A ¢ definida por ||A|| = VA: A =

Utilizando (1a) em termos do deslocamento « resulta na equacao (6a) e se
define o tensor gradiente de deslocamento H descrito em componentes na equacao
(6b). Para aplicagbes em pequenas deformacoes, se tem que ||H|| < 1 e, nesse
caso, as relacdes descritas nas equacgdes (6¢) e (6d) sao validas (IRGENS, 2008),
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(ABEYARATNE, 2012).

A ) N (6a)
0x
3ui
Hi =52, (6b)
U:]I+%(H+HT) (6¢c)
R=T+t o (H—H') (60)

Os tensores de segunda ordem infinitesimais de deformagéo e (simétrico) e
rotagdo r (antissimétrico) sdo definidos conforme as equacdes (7a) e (7b), ou em
componentes nas equagoes (7c) e (7d) (ABEYARATNE, 2012).

€= %(H + HT) (7a)
r= %(H — HY) (7b)
1 (Ou; Ouy
= 5 (8:6] + 8‘%1) (70)
i =g (a— - a) (7d)

2.2.5 Taxas de deformacao

O campo de velocidade de um corpo material que € sujeito a uma transformacéao
x da configuracdo de referéncia para a configuracdo atual pode ser definido pela
equacao (8) considerando uma descrigdo Lagrangeana (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

U(Z,t) = Oix (Z,1) (8)

Seja a funcao inversa x~! que relaciona os vetores posicdo definidos anteri-
ormente com 7 = x~!(#;,t). A velocidade @; para uma descrigdo Euleriana pode ser
escrita conforme a equacao (9) (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

G(Z,t) =T (x (@, t),t) =T (Z,1) (9)

No estudo da taxa de variagdo de varias grandezas geométricas, se define
o tensor gradiente de velocidade L conforme a equacdo (10a) e em componentes
equacéo (10b). O operador trago ¢r de uma matriz 7' resulta na soma dos termos
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diagonais e pode ser escrita como trT =T : I = T};1;;, dessa forma, se tem a relagao
descrita na equacgéao (10c) (ERINGEN; MAUGIN, 1990), (ABEYARATNE, 2012).

L=Vv (10a)
ov;
L.. = ¢
" By (10b)
trL = divv (10c)

O tensor L pode ser decomposto em parte simétrica d e antissimétrica w com
L = d+ w. O tensor d é chamado de taxa de deformacao e w o tensor de taxa de
rotacdo, e sdo descritos pelas equacdes (11a) e (11b), com V, sendo o operador
gradiente simétrico (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

(Vo+ Vi) =V, 0 (11a)
(Vi —viT) (11b)

Considerando deformacgdes infinitesimais, se tem as aproximagdes descritas
nas equacoes (12a) e (12b) (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

Q

d
w

=Se Me

Q

Seja o movimento virtual de uma pequena parte de material de # para ¥ + tv,
no qual ocorre uma deformacéo e rotacdo. A rotagdo de um vetor local b definido em &
pode ser aproximada pela funcéo linear da relagdo (13a), com o operador de rotagéo
expresso por (13b) e o vetor de velocidade angular ¢ dado pela equacao (13c). A parte
simétrica de F' pode ser aproximada pela equacao (13d) (BOSSAVIT, 2016).

b— b+ td(T) x b (13a)
R ~ 1+ td(Z)x (13b)
W= %mtﬁ (13c)
U~1+tV,0 (13d)

O tensor antissimétrico - é relacionado com &, de forma que para qualquer vetor
p se tem a equacao (14a). As componentes de < podem ser escritas em termos das
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componentes de 7 com & = [r, 713, 721] (ABEYARATNE, 2012). Dessa maneira, R
pode ser escrito conforme a equacéo (14b).

2.2.6 Derivadas materiais

Para uma grandeza fisica descrita por um tensor 7'(z,t) (descricdo Lagrange-
ana) ou T'(%;, t) (descricao Euleriana), a derivada parcial com rela¢ao ao tempo 0,7 (Z, t)
ou a derivada total com relag@o ao tempo d,7(%;,t) descrevem a taxa de variagdo da
grandeza fisica em um determinado ponto material e € chamada de derivada material,
denotada por T. Um exemplo de derivada material € o campo de velocidade v, que
descreve a derivada material da posicao (HASHIGUCHI, 2009).

Seja C; uma linha material no tempo ¢ e C na configuracéao de referéncia. A de-
rivada material da circulagdo do campo vetorial b pode ser escrita conforme a equagéo
(15), utilizando a relacao dz; = Fdx e escrevendo o produto escalar entre dois vetores
debcomod-b=a’b=>b"ad (ABEYARATNE, 2012).

L]
A\

/ b(Z,,t) - di, = 0, / b(Z,t) - Fdz
Cy C

5 / (Fd7)"T(7 1)

— /C ((fvdf)TE(f, t) + (Fd:f)Tl%(:f? t))

Se tem a relagao F = V&F, substituindo FT = V#TFT em (15) resulta na
equacao (16) (ABEYARATNE, 2012).

o
A\

~

/ b(Zy,t) - d, = / (VUT Frai™v(z,t) + (Fdz)"b(, t))
Ct C
- / (VﬁTE(f, t) + b(7, t)) . Fdz
C
Ct

Considerando o caso da derivada material do fluxo de b através das superficies
materiais 0} (configuracao de referéncia) e 02, (no tempo t), utilizando dA, = JF-TdA
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resulta na equacao (17).

L]
A

/ b(F,t) - dA, = 0, / b@ 1) - JFTdA
00 0N
— 9, / bz ) TFTdA (17)
o0
= / (E(f, t)TJFT+5(f,t)T:]FT+5(:E,t)TJFT) dA
00

Derivando no tempo a propriedade F~7FT =1, se obtém a equacgéo (18).

OWFTFY=FTFT + FTFT =0
. . (18)
F—T — _F—TFTF—T
A derivada no tempo de J é calculada utilizando a relagéo J = detF' e a identi-
dade da derivada do determinante, conforme equacgao (19a). Substituindo Vi = FF~!

em (19a) e como trVv = divv, resulta na equagao (19b) (ABEYARATNE, 2012).

T = detF = detF tr(l;’F_l) (19a)
— detF tr(FF) = detF tr(V7) = J div® (19b)

Inserindo (18) e (19b) em (17), resulta na equagéo (20).

(B’T + b7 divg — b- TF—T) JETdA
(20)

o'+ b7 divg — bT VT ) JETdA

:/ (5+5div6—5VU)-d/ft
O

Para o caso da derivada material da integral de volume de b sobre os volumes
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materiais 2 e £2;, como d$2, = JdS) e utilizando (19b), resulta na equacao (21).
—_—

/ b(Z,, 1)dQy = 0, / b(Z, t)Jd
Q¢

Q

_ /Q (l.;(f,t)JJrE(:i’,t):i) 40

I

Q¢

Para a taxa de variacao no tempo de uma grandeza escalar 3 sobre os volumes
Q e ), resulta na equacao (22).

(21)

Sy e

(Z,8)J + b(Z,1)J dzw) S

——

/ ﬁ(fmt)th:at/ﬁ(f,t)JdQ
Q Q
= / (5(:5’, 1)J + (%, t)3> d)
Q
= / (B(f, 1)J + BT, 1)J dwﬁ) a0
Q
- / (B(ft,t) + (7, 1) dwﬁ) 0,
Q¢

2.2.7 Indiferenca de referencial

No campo de estudo da mecanica classica, por observador entende-se um
corpo rigido portando um reldgio, e o par (¥, t) € chamado de evento. Sejam dois ob-
servadores O e O* 0s quais caracterizam o mesmo evento por (7,t) e (¥ ,¢) conforme
a Figura 4, os dois observadores sao ditos como equivalentes se as relagcdes da equa-
¢éo (23) sao validas, com a sendo uma constante, ¢(¢) um vetor dependente do tempo
que corresponde a uma translagdo e Q(t) um tensor ortogonal de segunda ordem
dependente do tempo (com determinante positivo). Alternativamente, a equagao (23)
pode ser descrita como uma transformacao de observador de O para um observador
equivalente O* (ERINGEN; MAUGIN, 1990).

T =Qt)¥ + (t)
t"=t+a

(23)

Em geral, a caracterizacdo de uma grandeza fisica associada com movimento
depende do observador. Uma grandeza fisica é dita como independente do observador
(ou objetiva ou indiferente de referencial) se € invariante sob todas as transformagdes
de observador (ABEYARATNE, 2012), (ERINGEN; MAUGIN, 1990).
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Figura 4 — Evento caracterizado por dois observadores.

moving

Fonte — Adaptado de Martinec (2007).

Uma grandeza fisica descrita pelo escalar f(Z,t) por um observador O e
f*(@*,t*) por O*, é indiferente de referencial se a equacdo (24a) é valida. Uma
grandeza vetorial denotada por b(Z,t) e b*(Z*,t*), é indiferente de referencial se a
equacao (24b) é vélida. Para uma grandeza tensorial B, a equagao (24c) deve ser
obedecida (ABEYARATNE, 2012).

(T 1) = f(7 1) (24a)
b(T, %) = Q()b(Z, t) (24b)
B*(&*,t") = Q(t) B(,)Q" (24c)

2.2.8 Elasticidade linear isotropica

Considerando a hipétese de pequenas perturbacdes, ou seja, o estado final é
muito préximo do estado inicial, de forma que a norma do tensor gradiente de desloca-
mentos H e o deslocamento « sédo pequenos. O comportamento mecanico do material
elastico é considerado isotrépico. O tensor de deformacdes para o caso de pequenas
perturbacdes é descrito pela equacao (7c¢), ou pode ser escrito como ¢ = V. O tensor
de tensGes mecanicas o, ou o;; em componentes, € definido como a componente i da
densidade superficial de forca em uma superficie infinitesimal perpendicular ao eixo j,
conforme a Figura 5, sendo o um tensor simétrico (MOES, 2011).

O comportamento elastico isotrépico é completamente descrito por dois parame-
tros escalares do material, os coeficientes de Lamé X e ug,, 0S quais séo relacionados
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Figura 5 — Componentes do tensor de tensées em coordenadas cilindricas.

Fonte — Autoria prépria.

ao moédulo de Young E e coeficiente de Poisson v, conforme equacgdes (25a) e (25b).

vl

A= (1 + ) (1 — 21,) (252)
fish = ﬁ (25b)

O tensor 0 em termos de A e u,;, pode ser escrito conforme a equagéo (26a), ou
em componentes, equagéao (26b). Na equagao (26c¢) se tem o em termos de £ e v,.

o= ANTr(e)l + 2ugne (26a)

045 = )\Gkk]lij + 2,u5h€ij (26b)
E E

oij = Vp expliy + ——¢€ij (26¢)

(1 +2)(1 = 21) (1+vp)

A relagao inversa de ¢ em termos de o é escrita conforme a equacao (27a) ou
(27b) em componentes.

1

€= —;Vpa — %TT‘(O’)H (27a)
1

€ij = %Uz’j - %Ukkﬂz‘j (27b)

A relacao entre tensdo mecanica o e deformagéo ¢ pode ser descrita pela lei
de Hooke, equacédo (28), de forma que C é o tensor de rigidez de quarta ordem
(81 componentes). Considerando as simetrias de o e ¢, 0s componentes de C sao
reduzidos a 36 (MOES, 2011).

c=C:¢ (28)
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Utilizando a notagdao matricial, os tensores de segunda ordem podem ser escri-
tos como matrizes 9x1 e os tensores de quarta ordem como matrizes 9x9. Considerando
a simetria dos tensores, se pode escrever (28) como a equacao (29).

( 3\ 1 7 3\

o1 Ciiin Chze Cuss Crizs Cinz Ciine €11
022 Co22 Cazz Cogia Uz Tz €22
033 \ _ Cszzz Csziz C3zaz Caas €33 (29)
023 Cizi2 Chiazz Chamn 2623
013 Sim. Cozaz Cozsi| | 2e13
912 ) i C'3131_ \2612)

Os componentes de C' em termos de E e v, sdo descritos pela equagéo (30).

o11 1 -1, vp Vp €11
022 1-y, Vp
033 . E 1-— Vp 0

023 (1+ Vp)(l - 2Vp) 1—-2y,

013 Sim. 1-— 21/p

€22

0

0

0 €33
0 €23
0

€13

019 L 1 -2y, €12

Por meio da notacao de Voigt se utilizam indices relacionados com uma opera-
cao matricial, ou seja, (29) é escrita como a equacao (31).

( ) B T ( )

01 011 Clz C13 Cl4 015 Cl6 €1
02 C22 C'23 Cz4 C25 026 €2
03 _ Csz Cs Cz5 Csg €3 (31 )
04 Cu 045 046 €4
05 SZm C55 056 €5
\ 06 Vs L 066_ \ 66 J

No caso linear, os coeficientes E, v,, A e u,, € as componentes de C' sdo
constantes (independentes de tensdes mecanicas).

2.2.9 Equilibrio

Seja uma pequena parte de material com volume 2 e superficie 0. Caso o
corpo esteja em equilibrio, a forga total que age sobre ele deve ser zero. Separando as
forcas em duas partes, uma componente relacionada com forgas externas, como as
forcas magnéticas, descritas pela densidade volumétrica de forca fmag, e a componente
de densidade de forgas internas ﬁnt relacionada com o tensor de tensdes o por meio
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de fix = divo, em equilibrio ha a relacdo entre ambas conforme a equacio (32)
(FEYNMAN, 1965).

divo + fmag =0 (32)

2.3 TENSOR DE MAXWELL

Baseado em conceitos de mecanica dos meios continuos e nas metodologias
para o calculo de forgas de Bossavit e Henrotte, o tensor de Maxwell é calculado con-
siderando quatro modelos matematicos que descrevem o comportamento da magneti-
zacao em relacao a deformacdo. Na sequéncia, os tensores obtidos sdo comparados
com resultados da literatura.

2.3.1 Expressao geral do tensor de Maxwell

As equacbes de Maxwell na forma quase-estatica sdo descritas por (33a) e
(33b), relacionando o campo magnético H, inducdo magnética B e densidade de
corrente .J, que pode ser decomposta em densidade de corrente imposta J, e induzida.
A densidade de corrente induzida pode ser escrita conforme a equacao (33c) para
uma regido em que no se tem corrente imposta, com E sendo o campo elétrico e o,
a condutividade (BASTOS; SADOWSKI, 2013).

rotH = J (33a)
divB =0 (33b)
J=o. (E+Ux§) (33c)

Considerando um problema acoplado magnetoelastico (com materiais de com-
portamento anisterético) no qual a energia magnetoelastica total W™<(e, E) depende
dos valores locais de indugao Beda deformacao ¢, de forma que se pode definir as
relacées constitutivas associadas a derivada de Fréchet de U<, equacdes (34a) e
(34b), onde o representa o tensor de tensdes de segunda ordem (BOSSAVIT, 2011).

H=09z0m (34a)
o=09.ym (34b)
A energia magnetoelastica total "¢ pode ser dividida em termos das energias

magnética ¥ e elastica V¢, equacao (35a), considerando que para B = 0 se tem
somente a contribuicio da energia elastica U°, ou seja, U¢(¢, () = ¥°(e) (BOSSAVIT,
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2011). A densidade de energia magnética ) pode ser escrita conforme a equacao
(35b).

U™ (e, B) = U(e, B) + U™(e, 0) (35a)
U(e, B) = /Q (e, B)dQ) = /Q [we(e,é)—we(e,ﬁ) dS) (35b)

Considerando um deslocamento virtual definido por 7 + t, a poténcia magneto-
elastica virtual associada com o movimento pode ser descrita como a derivada parcial
em ¢t de ¥ para t = 0 (BOSSAVIT, 2014), dessa maneira, utilizando a derivada
material para t = 0 de (22), resulta na equacéao (36).

° [ ]
yme = / P"edY = / (wme + e dz’vﬁ) dQ (36)
Q Q
A variacao total da energia para variagdes infinitesimais nos campos de e 5B
pode ser escrita conforme a equagéo (37), de forma que 9. e 0z¥™* sdo as deriva-
das parciais de Fréchet.

SU™ (e, B) = [ (8.9™ : e+ 00" - 5B ) dS
B

Q

:/Q(Jzée—i-ﬁ-ég)dQ

Considerando que a variagao de energia de (37) ocorre durante um intervalo de
tempo dt, se obtém a poténcia virtual magneto-elastica, equacao (38).

(37)

qﬁne:/<a:2+ﬁ-§)dﬂ (38)
Q
Derivando ¢'™¢ em t, resulta na equacao (39).
Y = Qe &4 Dz - B (39)
Substituindo a identidade da equacao (40a) e (39) em (36), resulta na equacao
(40b).
Yredivg = el Vi =™l ;¢ (40a)
pe — / ((aewe + T 1 & 4 D é) a0 (40b)
Q

Comparando (38) com (40b), se obtém as relacées das equacdes (41a) e (41b).

o = 0™ 4+ ™l (41a)
H=0zpm (41b)
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A densidade de forca magnética € diretamente relacionada com a derivada par-
cial da energia magnética em relagdo a um parédmetro de deslocamento, mantendo
constante o fluxo de inducéo através de uma superficie material, equacao (42) (BOS-
SAVIT, 2004).

—_——N—
/E-diqzo (42)
s

Considerando a taxa de variacdo do fluxo de B nulo, a poténcia mecanica re-
alizada por forcas magnéticas pode ser calculada a partir do tensor de Maxwell o,
conforme equacéo (43), de forma que o indice |§fm indica a condicao de fluxo magné-
tico constante. Dessa maneira, o tensor de Maxwell é determinado diretamente, sem
necessidade de se obter a expressao da densidade de forca (HENROTTE; HAMEYER,
2007).

~|g,. =-— /Q (o0 V) dQY (43)

Para um tensor de segunda ordem simétrico, (43) pode ser escrita conforme
a equacao (44a) utilizando a integracao por partes. O termo divo), representa a den-
sidade volumétrica de for¢a e o), - 7 a densidade superficial de forga (HENROTTE;
HAMEYER, 2007).

/ o VEdQ = — / (divoyy) - 5dQ + / (o - 71) - 5dOQ (44a)
Q Q oN

Sejam ¢ e v); as densidades de energia magnética na configuracao de referéncia
e no tempo t. Durante um deslocamento virtual tv, uma pequena parte de material, que
estava localizada em 7 para t = 0, é submetida & uma deformacéo e rotacdo R = I+ ¢r.
Por meio do principio de indiferengca de referencial, equacao (45), a densidade de
energia v, na configuracao deformada é a mesma que em v caso aplique uma rotacao
inversa (]I—tv'«) em B, e uma deformacao ¢, ou seja, a densidade de energia magnética
depende da deformacao, mas nao da rotagdo (BOSSAVIT, 2016).

bile, By) = ¥(er, (I —tr)By) (45)

Fazendo a derivada em ¢ para t = 0 de v utilizando a regra da cadeia, de (45) e
(41b), se obtém a equagao (46).
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A derivada material do fluxo de B através da superficie material é descrita pela
equacéo (20). Utilizando a condi¢cao de fluxo constante de (42), se tem a relacdo da
equacéao (47a), ou em componentes conforme a equacgao (47b).

B = —B divi + BV& (47a)
éz‘ = —Bz-ajvj + Bjajvi (47b)

Substituindo (47a) em (46), e como Vi = 1 + ¢, se tem a equacéo (48).

V|5, = 0t ¢+ H - (—B divi + BV — B)
— 84 : ¢+ H - (¢B) — H - Bdivt
A taxa de variacao da energia magnética pode ser escrita em termos da derivada
da densidade de energia, que foi calculada na equacao (22). Utilizando a condi¢ao des-

crita por (43), se tem a equagéao (49a). Substituindo (48) em (49a) resulta na equacao
(49b).

(48)

Vg, = ( /Q wdQ) B = /ﬂ (¢| B TV d’ivU) ds) (49a)

Uy, = /Q (0w : 2+ - ((B) - - Bdivs +  divv) a2 (49b)

Como ¢ é simétrico, o tensor 9. é simétrico. De Vi — r = ¢, se tem que
da) 1 =0, logo, o termo 8¢ : ¢ pode ser escrito como 9.1 : V. A parte simétrica do
tensor H ® B pode ser escrita como 1 (ﬁ ®B+B® ﬁ) utilizando a propriedade do

produto entre tensor de segunda ordem e vetores se tem que H - (EE) —¢:(H®B) =

\ORs (FI @B+ B® ﬁ) Dessa forma, utilizando as fatoragdes dos termos de (49b)
em relacdo a Vv e como divt’ = (V) : [, (49b) pode ser escrita conforme a equagao
(50).

—

° 1 . . _ _ _
Y15, =/ (aew+§ (AeB+Bei) +(w—H-B)]I) L VEdQ  (50)
Q

Comparando (50) com (43), o tensor de Maxwell é definido conforme a equacao
(51a). Seja ¢ a densidade de co-energia magnética, se tem a relacao da equagao
(51b). Substituindo (51b) em (51a), resulta na representacao alternativa do tensor de
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Maxwell, equacéao (51c), o mesmo tensor apresentando em Bossavit (2016).

1 /2 =~ = - I
aMzaezp+5(H@B+B®H>+(¢—H-B)H (51a)
v+¢=DB-H (51b)

1 hd — — —
aM:86w+§<H®B+B®H)—¢]I (51c)

O primeiro termo a direita de (51c) € nulo quando a energia magnética néo
depende da deformacao, ou seja, quando ndao ha magnetostricdo. O termo relacio-
nado com a co-energia representa uma tensao mecanica de pressao e depende da
referéncia de energia considerada (KAMEARI, 1993).

2.3.2 Sobre o termo magnetostritivo

O termo ¢ em termos da variacédo de B pode ser escrito conforme a equacao
(52a), na qual (e, 0) representa uma condigao inicial, que para a abordagem utilizada
€ nula, respeitando a condicdo de densidade de energia magnética nula para inducao
nula. Derivando (52a) em termos de ¢, resulta na equacéao (52b).

-,

L B Lo B 9 (e, b)
v B) = v+ [ opted) - d=vied)+ [ HEDa (s2a)
ov(e, B) (e, B) [P 0%)(e,b)
Oe N (?eij _/0 (?B;ﬁel-j dbk (52b)

Utilizando o teorema de Schwarz, o qual diz que a ordem dos indices das
derivadas parciais néo faz diferenca na operagao (PLAUT, 2019), resulta na equacao
(53a). De (41b) em (53a), se obtém a relacao da equacgao (53b). Substituindo (53b) em
(52b), resulta na equacéo (53c).

Py O 9 9 [y (53a)
8Bk06ij N aﬁijaBk B aﬁijaBk - aﬁij aBk
0% OH},
8Bk66ij - aﬁij (53b)
3 B
(e, B) _ 8debk (53c)

8%- I 86@'

Fazendo o produto bi-contraido de (53c) em relagdo & ¢, resulta na equagao
(54a). Substituindo (54a) em (46), resulta na equacgao (54b), a variagéo total da densi-
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dade de energia magnética.

Bp - 6 = /0 ’ ((‘lﬁ(e, D) : 2) - db (54a)

—

b(e, B) = / ’ (aﬁ(e, D) : ;) db+ - (B — D) (54b)
0

2.3.3 Tensor de Maxwell para imas permanentes

Os imas permanentes sdo materiais nos quais a relacao constitutiva pode ser
descrita pela equagéo (55a), no qual v, € a relutividade magnética no vacuo e cons-
tante, de forma que M n&o depende de B e H, e na configuracdo de referéncia M
depende somente de ¢, logo, se tem a relacado da equacgao (55b).

—

H(e, B)
O.H =

o]l

— M(e) (55a)

M (55b)

0
— Ue

S5

Considerando que no tempo ¢, M depende, além da deformacao, da rotacao

r(t) = tr durante o movimento virtual, a derivada material de M, é descrita pela
equacao (56).

M=0M:¢+0,M:r (56)

Seja o0 movimento rigido de uma parte de material de forma que a magneti-

zacao deve seguir a rotacdo. Por meio do principio de indiferenca de referencial, se

tem a relacao da equacao (57a). Diferenciando (57a) em t resulta na equacao (57b).

Substituindo (57b) em (56) e utilizando (55b), se obtém a equacéo (57c) (BOSSAVIT,
2019).

1, = (14 tr)M (57a)
M : 1 =1rM (57b)
OM:é=M—1M=—0.H : ¢ (57¢)

Finalmente, utilizando (57c) em (54b), se obtém a equacéo (58a). Como M ndo
depende de B, (58a) pode ser escrita conforme equacéao (58b).

. Bre N o . % ..

@Z)(e,B):—/ (M-%M)-dHH-(B—%B) (58a)
0

w(e, B) = —B. (M — %M) (BB (58D)
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Dessa forma, o tensor de Maxwell para imas permanentes é calculado utilizando
o

as equacoées (43) e (58b), e depende da escolha de comportamento da variavel M.

2.3.3.1 Modelo de M independente da deformacéo

Para o modelo considerando M independente da deformacao, d.¢) € nulo, e 0
tensor de Maxwell o9, é igual ao de (51¢) desconsiderando o termo magnetostritivo, e
resulta na equacgéo (59), o mesmo tensor de Maxwell apresentado em bossavit2019.

1 /o - -
a°M:§<H®B+B®H>—¢H (59)

2.3.3.2 Modelo de circulagao constante de M

Considerando que a circulagao de M é constante em relacdo a deformacao de
uma linha C e utilizando a derivada material de (16), se tem a relagdo da equagéo
(60a).

= —(Vo)'M (60a)

Substituindo (60a) em (58b), a variacdo da densidade de energia magnética
resulta na equagdo (61). Assim, o tensor de Maxwell ¢}, para esse caso sera dado
pela soma de ¢, com o tensor resultante do termo 5 - (EM)

s (w_;) M+ - (B-1B) (61)
s (21\2)+ﬁ-(§—7‘=§)
Como§~<2]\7[>:E:(E@M):VU:%(ﬁ®]\?+]\2®§),otensora}wresulta
na equacao (62).
1 0 Lz 7 7 >
aM:aM+§(B®M+M®B) (62)

Substituindo ¢4, em (62) e considerando a co-energia conforme a equagao
(63a), o}, resulta na equagao (63b), 0 mesmo tensor de Maxwell obtido em Henrotte e
Hameyer (2004) e Henrotte, Vande Sande et al. (2004).

6="5.5 (63a)
o, =vBoB- 2B Bl (63b)
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2.3.3.3 Modelo de fluxo constante de M

Nesse modelo o fluxo de M é considerado constante em relacéo a deformacéao
de uma superficie S. Utilizando a derivada material da equacgéo (20), se tem a relagao
da equacao (64a).

M = MV% — M divi (64a)

Substituindo (64a) em (58b), a variacdo da densidade de energia magnética
resulta na equagdo (65). O tensor de Maxwell o2, para esse caso sera dado pela soma
de ¢, com o tensor resultante do termo 5 - <d\7[> — B M divd.

—

&(E,B)Z—E-C\ZVﬁ—Md VU — TM>+H.(§_;B)

Utilizando divt = (V7)) : T e as identidades para o modelo anterior, o3, é dado
na equacao (66).

1/ - = = - o
2 _ 0 = .
o2, = o, 2<B®M+M®B>+(M B)H (66)
Novamente, substituindo o9, e (63a) em (66) resulta na equagéo (67), 0 mesmo
tensor de Maxwell obtido em Henrotte e Hameyer (2004) e Henrotte, Vande Sande
et al. (2004).
Y

o2 =y é@é—M@E—é@M—H(E

—

§-§—M~B> (67)

2.3.3.4 Modelo de momento magnético constante

O momento magnético (integral de volume da magnetizacdo M) é considerado
constante em relacao a deformacao de um volume material €2 e rotaciona junto com o
material. Seja M, a magnetizacdo no volume €, na configuragdo deformada e M na
configuragéo de referéncia, fazendo a derivada em ambos os lados e de (21), resulta
na equacao (68).

> e

™~

11 + tr)MdS)

], e

||
\ \\
E

TMdQ

J, (e )



Capitulo 2. Teoria magnética nos meios continuos 43

A condicao de M constante em relacéo a deformacao de um volume material é
obtida pela relacdo da equacao (69).

M = —M divi + M (69)

Substituindo (69) em (58b), a variacdo da densidade de energia magnética
resulta na equagao (70).

(e, By =B (=N divi+ NI ~747) + H - (B ~ 7 B)

. (70)

= B (3 divi) + # - (B~ 1)

O tensor de Maxwell o3, para esse caso serd dado pela soma de 09, com o

tensor resultante do termo 5 - (M dz‘vﬁ), que foi calculado no caso anterior. Assim,

resulta na equacao (71).
a;:a?w+<z\2-§>ﬂ (71)

2.3.4 Densidade de forca a partir do tensor de Maxwell

A partir dos tensores de Maxwell calculados, por meio da aplicacao de identi-
dades de analise vetorial e tensorial, se obtém as densidades de forga magnética, as
quais sdo comparadas com resultados da literatura. No Anexo A s&o apresentados os
célculos de densidade de forga magnética aplicando o principio das poténcias virtuais
para os modelos de magnetizacao utilizados anteriormente, de acordo, principalmente,
com os trabalhos de Bossavit.

Calculando o divergente de ¢9, e utilizando a relagéo constitutiva H = 1,8 — M,
se obtém a equacgao (72).

]_ — — — — — —
div(o%y) = div (5 (0B — 31) @ B+ B (- 31)) - o1
]_ — — — — — — — —
zdiv(§(VOB®B—M®B+VOB®B—B®M>—qsﬂ) (72)

= diwv (Voé ® E) — div <

Utilizando a igualdade div(H ® B) = HdivB + BV H e divB = 0 para 0s termos
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de (72) nos quais se tem o produto tensorial, resulta nas equacgdes (73a), (73b) e (73c).

div (Voé ® 5) = vyBdivB + v,BVB = 1,BVE (73a)
R e

Sdiv (M ® B) =3 (deB + BVM) = ;B (73b)
1 =4 - 1 — - — —

Sdiv (B ® M) - = (de’vM n MVB) (73c)

O divergente de um tensor T de segunda ordem é um campo vetorial com
componentes 9;7%. Como div(I) = 0, para qualquer campo escalar g se tem a
identidade div(gl) = Vg. Dados dois campos vetoriais X e Y, se tem a identidade
V(X -Y) = (VX)Y + (VY)X, ou em componentes 9;(X,Y;) = (:X,)Y; + (3Y;)X;.
Dessa forma, o divergente do termo relacionado com a co-energia em (72) é calculado
conforme a equacéo (74).

(74)

—div(2B.B1)=2v (5. B
—dzv(Z(B B 2VBB>
:yo(Vé)B

Por meio da identidade X x rotY = (VY )X — XVY em (74), resulta na equacao
(75).

VO(VE)E = 1BV B + 1B x rotB
— BV B + 1B x rot (,uo(ﬁ + M)) (75)
= V0§V§ + B x rotH + B x rotM
Utilizando (73a), (73b), (73c) e (75) em (72), resulta na equacgao (76).

1o o 1o o 1o o L -
div(o%,) = —5BVM — 5Bde —5MVB =B xrotH = B x rotM (76)
Inserindo a relacao (77a) em (76) se obtém a equacgéao (77b).
MdivB — BdivM — MV B = rot(M x B) — BVM (77a)
L~ 1 - o L Lo -
div(o%,) = —BVM + 57OUM x B) = B xrotH — B x rotM (77b)

O termo BV M de (77b) pode ser escrito como (VM)B — B x rotM. Inserindo
essa igualdade em (77b), se obtém a densidade de forca fgag, equacao (78), ou seja,
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a divergéncia de o9, resulta na mesma densidade de forga obtida por meio do principio
das poténcias virtuais, equacao (146), de Bossavit (2014).
— — 1 — — — —
2., = div(aS,) = —(VM)B + 5Tot(M x B) + (rotH) x B (78)
A divergéncia do tensor ¢},, descrita na equagdo (79), resulta na soma da
densidade de forga fgag com os termos adicionais que foram calculados para o caso
anterior.

div (o) = div (0%) + div ( (Boii+ie é))
(79)

Inserindo (73b), (73c) e (76) em (79), a densidade de forca fgwg resultante é
apresentada na equagéao (80), sendo a mesma obtida por Bossavit (2004) e descrita
na equacao (148b). Logo, fl resulta na soma da corrente de conducao, descrita pelo

mag

termo rotH, com a corrente amperiana, definida pelo termo rotM.

fr = div(ol,) = (rotH) x B + (rotM) x B (80)

mag

A divergéncia do tensor o3%,, descrita na equagdo (81), resulta na soma da
densidade de forca f%ag com os termos adicionais que foram calculados para o caso
de magnetizagéo independente da deformacéo.

div (03;) = div (0f;) — div <% (é @M+ M® E)) + div ((M : B) ]I) (81)

O célculo do terceiro termo a direita de (81), utilizando as identidades anteriores,

€ descrito na equagéo (82).
div <<M : B) ]1) - Y (M : J}i) :fVAf)B Jj (VB)Ji4 N 82

=B xrotM+ BVM+ M xrotB+ MVB
De (73b), (73c), (76) e (82) em (81), a densidade de forca f?mg resultante é
apresentada na equagéao (83), sendo a mesma obtida por Bossavit (2004) e descrita
na equacao (149b).

f2. = div (o3r) = (rotH) x B + M x rotB — BdivM (83)

mag

A divergéncia do tensor o3,, descrita na equagéo (84a), resulta na soma da
densidade de forca f,%ag com o termo calculado em (82). De (76) e (82) em (84a), a
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densidade de forca f,iag para o caso de magnetizacao constante no volume é descrita
na equagao (84b).

div (o%;) = div (o5,) + div (31 - B) (84a)

1
<§VM +MVB — édivﬂ) + (rotH) x B+ M x rotB  (84b)

DN | —

ﬁ?’nag = div (Ui/[) =
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3 MAQUINA DE FLUXO AXIAL COM iMAS PERMANENTES

Neste capitulo sdo apresentados os principais conceitos relacionados com as
maquinas de fluxo axial com imas permanentes (AFPM), especificamente o comporta-
mento magnético, as possibilidades de simulagcdo em elementos finitos e as influéncias
de forcas e tensbes na maquina.

3.1 MAQUINA AFPM TORUS

Maquinas de fluxo axial com imas permanentes possuem formato em disco, de
forma que o fluxo magnético no entreferro flui paralelamente ao eixo de rota¢do. Entre
as principais vantagens em relagao as maquinas de fluxo radial se tem a possibilidade
de maior relagdo poténcia-peso, o que resulta em menos material para o nucleo e
maior eficiéncia. Devido ao menor tamanho, em relagdo a maquina de fluxo radial, e
o formato em disco do rotor e estator, pode ser uma vantagem para aplicacdées em
que se tem limitacao de espacgo, como veiculos elétricos, por exemplo. Além disso,
a direcao do fluxo magnético no entreferro pode ser variada, de forma que diversas
topologias podem ser obtidas (GIERAS; WANG; KAMPER, 2008).

Uma topologia tipica de maquina AFPM é a maquina TORUS sem ranhuras com
configuracao de dois rotores e um estator com bobinas toroidais, conforme as Figuras
6a e 6b, em cada rotor se tem imas permanentes em formato de arco magnetizados
no sentido axial. Essa topologia pode ser utilizada como gerador eélico de pequeno
porte, por exemplo.

Figura 6 — Maquina AFPM.

Im@s permanentes

Bobinas

Bl Estator
1 Rotor
1 fmas
Bl Eixo

. : = . ~ P
®g Dire¢do de magnetizacio dos imas
—. Diregfio da corrente Rotores

(a) Corte 2D em uma maquina AFPM Torus. (b) Estrutura da maquina Torus.

Fonte — Libert (2004).

O caminho do fluxo magnético na maquina no raio médio € apresentado na
Figura 7a e em 3D na Figura 7b. O fluxo produzido pelos iméas atravessa o entreferro
na direcao axial, atravessa circunferencialmente através do estator, e retorna no rotor
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pelo ima de magnetizacao oposta. Se observa que a maquina pode ser tratada como
duas partes independentes devido a direcdo do fluxo (AYDIN; HUANG; LIPO, 2004).

Figura 7 — Fluxo magnético na maquina AFPM.

stator
......
~~~~~

NI: ]N
L[| L]
B ]
s s
0 Ad
(a) Direg¢des 2D do fluxo magnético. (b) Direg¢des 3D do fluxo magnético.

Fonte — Aydin, Huang e Lipo (2004).

A modelagem da maquina AFPM com im&s montados superficialmente pode ser
feita utilizando modelos analiticos, método dos elementos finitos (MEF) 2D ou MEF 3D.
A simulagéo em 2D geralmente € realizada considerando o raio médio da maquina, de
forma que se tem resultados com baixa precisdo quando comparados com a simulagcéao
3D. Além disso, também h& modelos que consideram uma situagéo quase-3D, ou seja,
a maquina AFPM é considerada como sendo um conjunto de maquinas lineares, de
forma que o somatério dos resultados individuais resulta na operagao total da maquina
simulada, com foco principal em maior velocidade de simulagcédo na etapa de projeto
(PARVIAINEN; NIEMELA; PYRHONEN, 2004).

Figura 8 — Corte no raio médio da maquina.

Fonte — Vansompel (2013).

3.2 TOPOLOGIA SIMULADA

A topologia de maquina AFPM TORUS simulada é baseada no projeto de Moradi
e Darabi (2012) para aplicagbes de baixa velocidade. As principais caracteristicas sao
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apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 — Pardmetros da maquina.

Grandeza Simbolo Valor Unidade
Poténcia nominal 5000 W
Fases 3

Tenséo de linha 219,05 V
Tenséao de fase 126,47 V
Velocidade nominal 200 rpm
Conexao Y

Pares de polos 14
Densidade de corrente J 7,8 A/mm?
Indugéo de pico no entreferro Emg 0,74 T
Inducdo remanente do ima B, 117 T
Diametro externo D, 0,47 m
Diémetro interno D; 0,27 m
Comprimento axial da maquina 0,097 m
Comprimento do entreferro (do ima a 0,0015 m
bobina)

Comprimento axial do nucleo do esta- 0,020 m
tor

Comprimento axial do nucleo do rotor 0,0327 m
Comprimento axial das bobinas 0,0044 m
Relacao entre passo polar e passo do «; 0.72

ima

Fonte — Moradi e Darabi (2012).

3.3 TENSOES MECANICAS E FORCAS EM MAQUINAS AFPM

A maioria dos trabalhos relacionados com o calculo de forcas e tensées meca-
nicas em maquinas AFPM utiliza o método do tensor de Maxwell aplicado em uma
superficie fechada no ar, a qual contém o objeto de interesse do célculo, de forma
similar a Figura 9, para uma maquina de fluxo radial sem ranhuras, que resulta na forca
magnética total agindo no estator ou no rotor.

Figura 9 — Calculo da forca total em uma maquina sem ranhuras.

Fonte — Adaptado de Pile et al. (2019).
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Utilizando o tensor de Maxwell 49, para um material isotrépico com permea-
bilidade .0, a forca total F' pode ser escrita conforme a equagao (85), por meio da
aplicacao do teorema da divergéncia, de forma que S corresponde a uma superficie
fechada e 7 o vetor unitario normal a S (MEESSEN; PAULIDES; LOMONOVA, 2013).

F= / div 0%,d) = ]{0?\4 - 1idA (85)
Q s

Para o tensor de Maxwell em coordenadas cilindricas, para aplicagdo na ma-
quina AFPM, considerando S uma superficie cilindrica descrita em termos de uma
superficie no entreferro S., e uma superficie S, onde a inducao é de baixa intensidade
(e a contribuicao a forca total pode ser desprezada), com S = S, U Sy. Dessa forma,
para um par de polos de uma maquina AFPM, S, € representada conforme a Figura
10 com vetor normal 77 definido na direcdo paralela a =.

Figura 10 — Superficie S, na maquina AFPM.

Rotor

fmas
. Superficie S,

Estator

Fonte — Autoria prépria.

As componentes da forca total nas dire¢des radial r, tangencial ¢ e axial z sao
descritas pelas equacoes (86a), (86b) e (86c¢).

1

F,=— B, B.ds (86a)
Mo Js,
1

Fg = — BngdS (86b)
Ho Js,
1 B> - B?>_— B?

F,=— (B u e)ds (86¢)
Ho Js, 2

Em Gieras, Wang e Kamper (2008), a for¢a total de atracdo na maquina AFPM
pode ser calculada por meio da equacgéo (87a) com S,,,, representada na Figura 11,
sendo a area de todos os imas permanentes e calculada por meio da equagao (87b).
Nesse caso, as componentes B, e B, sdo desprezadas e B, = B,,,.

Fn LB g 87
N Ty P (87a)
Spm = a; (D? — D) (87b)

4
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Figura 11 — Superficie S,,,, nos imas maquina AFPM.

Rotor

| Imas

: Superficie Sy,

Estator

Fonte — Autoria prépria.

A forca total pode ser vista como atuando no centro de gravidade do corpo (IDA;
BASTOS, 1992). A precisao desse método depende da escolha da superficie para a
integracdo, bem como na preciséo no calculo dos campos B e H, além disso, a soma
das forcas locais resulta na forca total (REN, 1994).

Em Li, Zhang e Liu (2020), o método do tensor de Maxwell € utilizado para
o calculo de forcas eletromagnéticas em uma maquina AFPM com a topologia de
um rotor e um estator, observando principalmente a influéncia da excentricidade. A
excentricidade é uma falha mecéanica que resulta em nao uniformidade no entreferro
da maquina, dessa forma, se analisa a influéncia desse paradmetro sobre a indugéo B
no entreferro, de maneira que resulta em uma alteracgao significativa principalmente na
componente axial de B.

A componente radial de B é desprezada em favor de uma modelagem quase-3D,
de forma que as forgas magnéticas que agem no estator e rotor sdo descritas por (86b)
e (86¢). Os campos sao calculados de maneira analitica e por MEF considerando
diversas condi¢cdes de excentricidade, de forma que as respectivas densidades de
forca sdo analisadas e comparadas (LI; ZHANG; LIU, 2020).

Em diversos trabalhos ha a necessidade de calculo da forga axial de atragéo
entre partes da maquina. Em Cao, Huang e Jin (2012), utilizando uma topologia de
maquina AFPM com estator coreless, o campo magnético e a resisténcia mecanica do
rotor sdo estudadas. A configuragao coreless pode eliminar problemas como correntes
induzidas e perdas por histerese, e dessa forma, a maquina pode operar com maior
eficiéncia. Além disso, a ndo utilizacdo de material magnético resulta em menor peso
no estator, aumentando a densidade de poténcia.

Em Cao, Huang e Jin (2012), a forca axial de atracao entre imas permanentes
e rotores € calculada utilizando (86¢), considerando somente a componente B, e a
superficie do ima paralela a diregao axial, de forma que o valor calculado € inserido
como forga nodal para o célculo de tensdes mecanicas no rotor. Uma metodologia
similar é utilizada em Praniji¢ e Virti¢ (2017) com o objetivo de projetar a espessura do
rotor por meio da simulagao de tensées mecanicas de origem magnética, de forma que



Capitulo 3. Maquina de fluxo axial com imas permanentes 52

o deslocamento « é considerado nulo no raio interno do rotor no problema mecanico.
Em Marignetti et al. (2006), a forca axial de atracao devido a imas permanentes é
utilizada para a selecdo dos rolamentos necessarios para o rotor, e possivelmente
calculada de (86c¢).

Em Park, Kim e Kim (2014), é realizado o calculo da vibragéo e ruido devido as
forcas eletromagnéticas em uma maquina AFPM com imas de ferrite para aplicagdo em
veiculos elétricos. As forgas magnéticas sao calculadas utilizando o tensor de Maxwell
no entreferro e decompostas utilizando a transformada rapida de Fourier no dominio
de frequéncias de forma a levar em conta o efeito de componentes harménicas de
ordem elevada no comportamento da vibracao e ruido do motor.

Em Kumar, Lipo e Kwon (2016), se utiliza uma maquina AFPM para aplicacdes
de alta velocidade com anadlise da tensdo mecanica devido as forgas centrifugas no ro-
tor para dois tipos de imés permanentes (ferrite e SmCo), considerando deslocamento
nulo no eixo do rotor.

Os parametros utilizados na simulagao por elementos finitos mostram que a
resisténcia a tracdo do ima € menor que a do aco do rotor, logo, € a parte mais
sensivel a tensdo mecéanica. Dessa maneira, é utilizada uma parte de material ndo
magneético junto aos imas para manter as tensées mecéanicas em niveis adequados e
néo afetar a espessura do entreferro. Sdo simulados em elementos finitos as situagdes
do rotor com e sem a protecao nos imas, e se observa que com a protecao ha reducao
na deformacao total (KUMAR; LIPO; KWON, 2016).
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4 FORMULACOES

A simulacao das forgas locais e tensdes mecanicas é feita apdés o calculo de
grandezas magnéticas. Neste capitulo sao apresentadas as formulagdes para a simu-
lacdo magnética e a formulacao do problema acoplado magnetoelastico, tendo como
termo fonte o tensor de Maxwell.

41 PROBLEMA MAGNETOSTATICO COM FORMULAGAO EM POTENCIAL VETOR
MAGNETICO

As equagdes de Maxwell para o caso magnetostatico sdo descritas em (88a) e
(88b) com J sendo a densidade de corrente imposta. Para um dominio de calculo €2
cujo contorno total 02 pode ser decomposto nas partes 02z € 9y (092 = 00 U 0Ny ),
as condi¢des de contorno do problema podem ser definidas conforme as equacdes
(88c) e (88d) (BASTOS; SADOWSKI, 2013).

rotH = J (88a)
divB =0 (88b)

it x H|pq, =0 (88c)
it - Blog, = 0 (88d)

Para materiais isotrépicos nos quais se tem uma relacao aproximadamente
linear entre M e H, a relacdo constitutiva magnética pode ser escrita conforme a
equacao (89a), com u representando a permeabilidade magnética e relacionada com
as permeabilidades relativa i, € no vacuo p, € a susceptibilidade y pela equagéo
(89b).

B = po(H + M) = pH (89a)
p= prpto = (14 x)to (89b)

Apds um ima permanente ser fabricado, um campo H de alta intensidade é
aplicado e entdo removido, fazendo com que a inducéo siga o caminho indicado na
Figura 12. O ponto de operagédo K do ima € determinado pela intersec¢éo da linha OC
(reta de carga) com o segundo quadrante do lago de histerese, chamado de curva de
desmagnetizacdo do material. A inclinacdo da reta de carga é determinada pelo fator
de desmagnetizagéo, que depende da geometria do ima. O campo desmagnetizante
age na direcdo oposta da magnetizacdo M do ima permanente (CULLITY; GRAHAM,
2008).
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Caso um campo magnético seja aplicado a um ima previamente magnetizado,
com ponto de operagdo K, na direcao da magnetizagdo do ima, o campo desmagneti-
zante é reduzido e o ponto de operacao do ima é alterado para L, conforme a Figura
12. Caso esse campo aplicado seja retirado, o ponto retorna a K, completando um
lago menor de histerese, que pode ser aproximado por uma reta chamada reta de re-
cuo, cuja inclinagédo € chamada de permeabilidade de recuo ... (CULLITY; GRAHAM,
2008).

Figura 12 — Curva de desmagnetizacdo de um ima permanente.

B[T]

B, [T]

AB

__AH

H, [A/m] O H [A/m]

Fonte — Adaptado de Gieras, Wang e Kamper (2008).

A permeabilidade de recuo p,.. pode ser escrita em termos de uma permeabili-
dade de recuo relativa ji,rec, COM [ = frrecilo- Para imas permanentes de terras raras
e NdFeB, u,... geralmente possui valor entre 1,0 e 1,1 (GIERAS; WANG; KAMPER,
2008).

A lei constitutiva para um caso envolvendo imas permanentes é descrita na
equacao (90a), fazendo ... = 11, em termos da indugao remanente B,.De (88b), Bé
relacionado com o potencial vetor magnético A por meio da equagao (90b).

—

pH + B, (90a)
Tot/T (90b)

S T
Il I

De (90b) e (90a) se tem H = v rot A—vB,, com v sendo a relutividade magnética,
definida por v = 1/u. Substituindo em (88a), se obtém a equacao (91), que resulta na
solugéo exata do problema magnetostatico (definidas algumas condi¢des de contorno).

rot (1/ rot%f) —J—rot <V§r> =0 (91)

Contudo, a solugéo obtida por MEF € uma aproximagéao a qual difere da solugao

exata do problema. Seja R o residuo vetorial, definido conforme (92a), e a a funcgéo
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teste vetorial, se faz & ser zero por meio da operacao da equacao (92b). Substituindo
(92a) em (92b), se obtém a equacao (92c) (BASTOS; SADOWSKI, 2013).

—

rot <1/ rotA) J — rot <V§r> =R (92a)

/ G- RO =0 (92b)
Q

/Q(i-rot (u rot%f) dQ—/QcT-rot (ugr) dQ—/Qd’-fdQ:O (92c)

Pelo método de Galerkin as fungbes teste sdo escolhidas como sendo iguais
as funcdes de aproximacao (nodais ou de aresta). Utilizando a férmula de Green da
equacao (93a), fazendo u = v rotA — vB, e ¥ = @, (92c) pode ser escrita conforme a
equacao (93b) (LUZ, 2003).

/ U - rotud§) — / rotu - vdS) = / (U x ) vdA (93a)
Q 9) o0

/ v rotA - rotads) — / VB, - rotad — (ﬁ X ﬁ) L GdA = / J-ad  (93b)
Q Q Q

oN

A integral de superficie de (93b) pode ser escrita em termos de 9Qy e 093,
conforme a equagéo (94). Utilizando (88c) e a condicdo de contorno descrita por
X dloa, = 0, o termo relacionado com o contorno é nulo (LUZ, 2003).

_/ (ﬁxﬁ)-adA:/ (ﬁxﬁ)-adA:_/ (7t x @) - HdA
o0 o0 o0
:/ (ﬁxﬁ)-adA—/ (it x @) - HdA
8QH 893

Dessa forma, aplicando (94) em (93b), a integral resultante, equacéo (95), pos-
sui somente derivadas de primeira ordem, e se diz que resulta na forma fraca do
problema magnetostatico (BASTOS; SADOWSKI, 2013).

(94)

/ v rotA - rotad) — / vB, - rotadQ = / J - @dQ (95)
Q Q Q

4.2 PROBLEMA ELETROCINETICO COM FORMULAGAO EM POTENCIAL ESCA-
LAR ELETRICO

A densidade de corrente fonte € calculada por meio da aplicacdo da formulagéo
eletrocinética nas bobinas, considerando condutores macicos, de forma a respeitar a
condicdo de divergente nulo de maneira fraca (CREUSE; DULAR; NICAISE, 2019).
As equacgdes de Maxwell no problema eletrocinético sdo descritas por (96a) e (96b)
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com a relagao constitutiva descrita pela equacao (96c¢), de forma que o representa a
condutividade elétrica.

rotE =0 (96a)
div =0 (96b)
J=0E (96¢)

Considerando um dominio 2 de contorno 0f)2 que pode ser decomposto nas
partes 002y e 02 (052 = 002p U 0N ), as condigbes de contorno sdo descritas pelas
equacoes (97a) e (97b).

ii X Eloq, =0 (97a)
i Jloa, =0 (97b)
Utilizando o potencial escalar elétrico v definido pela equacéo (98).
E = —gradv (98)
Substituindo (98) em (96¢) e em (96b), resulta na equacao (99).
divogradv =0 (99)

A condicao de contorno de (97a) pode ser escrita em termos de v, equagao
(100a), com v, sendo um potencial escalar uniforme (MEUNIER, 2010).

V’@QE =V (1003.)

Utilizando a formula de Green da equacéo (101a), fazendo 4 = Jewv=1,com
v’ sendo a funcéo teste escalar, resulta na equacao (101b).

/ w - gradv dQ + / vdivd dS) = / v(7i - 4)dA (101a)

Q Q 0N

/ J - gradv’ dQ + / v'divJ d) = / o7 - J)dA (101b)
Q Q o0

Inserindo as condi¢bes de contorno e (96b), resulta na equacgao (102).

/ J - gradv' dQ =0
@ (102)

/ gradv - gradv’ dQ = 0
Q
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4.3 PROBLEMA ELASTICO COM FORMULAGAO EM DESLOCAMENTO

O calculo da tensdao mecéanica devido as forcas magnéticas em um material
elastico utiliza a relacdo de equilibrio, descrita pela equacédo (103). Como néo se
considera a magnetostricdo inversa (efeitos da tensdo mecanica no comportamento
magnético), as forcas magnéticas locais sdo consideradas como uma forca externa
aplicada no corpo.

divo + frag = 0 (103)

Considerando um dominio 2 de contorno 0f2 que pode ser decomposto nas
partes 09, e 99, (092 = 90, UIN,), as condigdes de contorno sdo descritas pelas
equacoes (104a) e (104b). A equacao (104a) fixa o deslocamento nulo na superficie
onde é imposta. O termo &,, de (104b) corresponde as for¢cas que sao aplicadas no
contorno externo do corpo (MOES, 2011).

o0, = (104a)
oi|o0, = On (104b)

Seja «’' a funcéo teste vetorial, utilizando (92b) em (103), resulta na equacao

(105).
/ (dive) - #d = — / Foag - 2 (105)
Q Q
O termo a esquerda de (105) pode ser escrito de acordo com a equagao (106).
/(diva) S dQ) = — / o: Va'dQ+ / (on1) - d'dA (106)
Q Q o0
O termo fmag é relacionado com o tensor de Maxwell por meio da equacao
(107).
/ Frnag -0 = / div(oyy) - @
@ @ (107)
__ / oap Void) + / (o) - @ dA
Q 0N

Substituindo (106) e (106) em (105), resulta na equacao (108).

- / o VildQ + / (o) - WdA = / o s Vil dQ — / (oit) - @WdA  (108)
Q [2)9] Q

[2}9]
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Substituindo o = C' : e em (108) e inserindo as condi¢des de contorno de (104a)
e (104b), se tem a forma fraca do problema de elasticidade estatica com formulagéo
em deslocamento, equacgao (109).

—/ (C:e): Vsﬁ'dQ—k/ (Gn) - ddA— / oy 2 V' dQ +/ (omil)-d'dA =0 (109)
v 09 Q o0

4.4 FORCAS NODAIS E TENSOR DE MAXWELL

A relacdo entre forcas nodais e o tensor de Maxwell € obtida por meio do trabalho
virtual )W devido as forcas magnéticas para um deslocamento virtual 4 em um né e
descrito conforme a equacéo (110).

SW = — / (divoy) - 6dd + / (o - 71) - SiddA (110)
Q 0N

Considerando 64 = 0 na supetficie fechada de contorno, (110) pode ser escrito
conforme a equacéo (111).

oW = / (divosy) - 5adQ = — / o 2 VOudQ = — / o Ox0; (111)
Q Q @

O deslocamento virtual € interpolado utilizando as fun¢des de forma nodais,
conforme (112), com i representando a componente z, y ou z, e para elementos
tetraédricos n varia de 1 até 4 (KAMEARI, 1993).

;=Y Wbt (112)

Dessa forma, a forga nodal FYY pode ser escrita de acordo com a equagéo (113),
de forma que a integracao é realizada sobre todos os elementos que possuem 0 né
em comum. A forga global em um corpo é obtida pelo somatério das forgas nodais nos
nds da malha do corpo (KAMEARI, 1993).

Fl=- / 0 O, dSY (113)
Q

Considerando uma velocidade virtual, de Henrotte e Hameyer (2007), a for¢a
nodal € a mesma que a obtida por Kameari (1993), e descrita por (113).
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5 SIMULACOES NUMERICAS

As formulacdes na forma fraca apresentadas no capitulo 4 sédo utilizadas para
simulagées numéricas por MEF. A primeira simulagdo consiste de dois iméas perma-
nentes com entorno de ar, de forma que a partir do calculo de grandezas magnéticas,
é realizado o calculo de forcas locais e globais. Na sequéncia, sédo realizadas diversas
simulacbes magnéticas e mecéanicas para a maquina AFPM TORUS. As geometrias
sédo desenhadas no software Gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009), os calculos nu-
méricos foram realizados no software FreeFem++ (HECHT, 2012) e os resultados sao
visualizados no software ParaView (AYACHIT, 2015).

5.1 FORGCAS NODAIS EM iIMAS PERMANENTES

A configuragdo consiste de dois imas de 1¢m?, com indugdo remanente B, =
1,07 7, sendo j o vetor unitario na diregao do eixo y, e entorno de ar, conforme a Figura
13a. Considerando a forma fraca do problema magnetostatico de (95) e utilizando

elementos de aresta, a componente y da indugéo B resultante é mostrada na Figura
13b.

Figura 13 — Indugédo magnética para o caso de dois imas.
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(a) B, (setas) e valor da componente y (cor). (b) B (setas) e valor da componente y (cor).

Fonte — Autoria prépria.

A permeabilidade dos imas é considerada como ., dessa forma, o campo
vetorial M é calculado a partir de B, por meio da relagdo M = v, B,, o campo vetorial
H é calculado utilizando a relacéo constitutiva do problema B = poH + B,. A forca
nodal £V resulta da aplicacédo da equacao (113) para os diferentes modelos de tensor
de Maxwell.

As Figuras 14a, 14b, 14c e 14d mostram as for¢cas nodais nos imas para os
quatro modelos de tensor de Maxwell, de forma que se observa que a distribuicdo das
forcas locais s&o diferentes para cada modelo simulado. Para as forgas nodais obtidas
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por meio de o}, e 02,, se tem resultados similares em Journeaux, Bossavit e Bouillault
(2013).

Figura 14 — Forcas nodais nos dois imas.
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Fonte — Autoria propria.

A distribuicdo de forcas locais varia de acordo com o modelo escolhido. Para
cada ima, a distribuicdo de forcas parece equilibrada, contudo, existe uma forca re-
sultante de atracdo entre os iméas. Isso quer dizer que a maior parte dessas forgas é
relacionada a propria forma (ou deformagéo) do ima, e uma pequena parte relacionada
a atracao entre imas.

Para o calculo da forca global, é realizada a soma de cada componente para
todos os nés da malha do ima. Apesar da distribuicdo de forcas locais ser distinta, a
forca global € a mesma para os quatro modelos, cuja resultante é ao longo da direcao
y com F = 6,666 ;. A solucdo analitica para o cdlculo da forca na estrutura de dois
imas é apresentada em De Medeiros, Reyne e Meunier (1998), com F = 6,568N j. A
diferenca entre ambos os métodos € de 1,47%.

Como a forga local para um né é calculada a partir da integracao dos elementos
(tetraedros, nesse caso) que possuem o né em comum, dessa forma, para todo o
dominio de calculo, uma malha mais refinada conduz a resultados mais préximos do
calculado de forma analitica. Isso é apresentado na Tabela 2, de maneira que séo
comparadas as for¢as globais em relagéo ao calculo analitico para malhas do ima com
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diferentes nimeros de elementos, assim, a escolha da densidade de malha influencia
no célculo de forgas.

Tabela 2 — Forga global para diferentes densidades de malha.

Tetraedros F Diferenca
24 8,2924N j 20, 8%
114 7,9124N j 17,0%
1480 6,7573N j 2,80%
2652 6,7001N j 1,97%
4432 6,6666N j 1,47%
6883 6,6666N ; 1,47%

Fonte — Autoria prépria.

52 SIMULACAO MAGNETICA DA MAQUINA AFPM

A topologia de maquina AFPM TORUS com dois rotores e um estator pode ser
simulada como duas partes independentes, ou seja, um rotor e metade do comprimento
axial do estator. Uma simulacdo numérica simplificada consiste de um corte 2D no raio
médio da maquina, para um par de polos, conforme realizado em Moradi e Darabi
(2012).

A estrutura geométrica € apresentada na Figura 15 com as condi¢cdes de con-
torno indicadas e considerando 7t x A = (i nas partes supetior e inferior. Além disso,
nesse caso se simula um instante de operagao da maquina, ou seja, se tem corrente
imposta somente nas fases V e U e igual a 7,8 A/mm?. A permeabilidade p é consi-
derada como 10004, para o material ferromagnético do estator e rotor, 1.05.9 nos imas
permanentes e o nos condutores, a inducdo remanente dos imas é definida como
B, =1,17T j.

Figura 15 — Corte 2D no raio médio da maquina.
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Fonte — Autoria prépria.
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Por meio da aplicacdo da forma fraca do problema da magnetostatica com
formulacdo em potencial vetor magnético, de (95), e considerando as fungdes teste
como fungdes nodais, a inducdo B para o caso 2D esta apresentada nas Figuras 16a
e 16b.

Figura 16 — Mapa de inducéo no caso 2D.
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(a) B (setas) e componente x (cor). (b) B (setas) e componente y (cor).

Fonte — Autoria prépria.

Considerando o caso 3D, a geometria simulada € apresentada nas Figuras 17a
e 17b. As densidades de corrente sdo definidas por meio da formulagao eletrocinética,
equacao (102), de forma a respeitar de forma fraca a condicao divJ = 0, para o
mesmo conjunto de bobinas conduzindo conforme o caso 2D. Nessa simulacéo, a
indugdo remanente dos imés é definida como B, = 1,177 k, sendo k o vetor unitario
na direcao do eixo z, para as mesmas permeabilidades descritas anteriormente.

Figura 17 — Geometria 3D da maquina AFPM TORUS.
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Rotor

Imas

ima 2 Estator

fma 1
(a) Regiao do rotor e imas. (b) Vista 3D da maquina.

Fonte — Autoria prépria.

O calculo magnético é realizado utilizando a formulagdo em A de (95), fungdes
teste com elementos de aresta, condicdes de periodicidade e 77 x A=0 aplicado na
parte inferior do estator e em uma camada de ar superior ao rotor. A inducao resultante
€ apresentada nas Figuras 18a e 18b, de forma que sdo mostradas as componentes «
e z para uma vista a partir do raio médio da maquina.
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Figura 18 — Mapa de inducao no caso 3D para uma vista a partir do raio médio.
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(a) B (setas) e componente x (cor). (b) B (setas) e componente z (cor).

Fonte — Autoria prépria.

A Figura 19 mostra o médulo de B no entreferro para um polo no caso 2D, o
qual comparado com o resultado obtido em Moradi e Darabi (2012) na Figura 20, se
observam similaridades entre as curvas com diferencas de inducéo de pico l?mg. Na
simulagdo apresentada, se tem ﬁmg = 0,775 T enquanto que em Moradi e Darabi
(2012) Emg = 0,748 T. Para a simulagdo 3D, a indugdo B no entreferro para um polo é
apresentada na Figura 21.

Figura 19 — | B| no caso 2D (simulagdo). Figura 20 — |§| no caso 2D (referéncia).
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Figura 21 — | B| no entreferro para o caso 3D.
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Fonte — Autoria prépria.
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5.3 FORCAS NODAIS NO iMA DA MAQUINA AFPM

Considerando a geometria 3D de um ima da maquina AFPM TORUS com en-
torno de ar, conforme a Figura 22a, com inducdo remanente B, = 1,177 k (um ima de
NdFeB), de acordo com a Figura 22b, e permeabilidade de 1, 05..

Figura 22 — Geometria e indugao remanente do ima permanente.
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(a) Medidas do ima permanente simulado. (b) B, (setas) e componente z (cor).

Fonte — Autoria prépria.

As forgas nodais utilizando os diferentes modelos de tensor de Maxwell sdo
apresentadas nas Figuras 23a, 23b, 23c e 23d para uma vista a partir do raio médio
do ima. Novamente se observa que as distribuicbes das forcas nodais sao diferentes
para cada modelo de tensor de Maxwell. Essas forcas podem ser chamadas de forcas
intrinsecas (DE MEDEIROS; REYNE; MEUNIER; YONNET, 1998), e como se trata de
uma situagdo de um ima com entorno de ar, nesse caso a forga global é nula.

Figura 23 — Forgas nodais no ima da maquina para uma vista a partir do raio médio.
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Fonte — Autoria prépria.
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5.4 FORCAS NODAIS E TENSOES MECANICAS NA MAQUINA AFPM

O calculo de forcas e tensées mecanicas na maquina AFPM ¢é feito conside-
rando duas partes independentes, o conjunto formador pelas bobinas e aco elétrico
do estator, e o conjunto formado pelos imas permanentes e o0 ago elétrico do rotor.
Em cada conjunto, os diferentes materiais sdo assumidos como perfeitamente cola-
dos mecanicamente. A partir de B calculado por meio de A, 0 campo magnético é
calculado através de H = (1/u)(B — B,) nos imas permanentes com . = 1.054, €
H = (1/p)B nos materiais magnéticos moles e ar com ;. = 1000y, nos agos elé-
tricos e u = o no ar. O campo de magnetizacao é calculado por meio da relacao
M = voH (1 — o) + voB, ~ 1B, para imas permanentes e M = voH(p — po) para
materiais magnéticos moles.

A descricao do comportamento magnetoelastico de materiais magnéticos é
necessaria para representa-los corretamente. Muitos dados experimentais e modelos
sdo disponiveis na literatura para os materiais magnéticos moles. Nesse trabalho, o
tensor de Maxwell o9, é utilizado para esses materiais, e a andlise é focada sobre
os diferentes tensores de Maxwell para imas permanentes. A distribuicdo das forcas
nodais no conjunto do rotor € apresentada nas Figuras 24a, 24b, 24c e 24d.

Figura 24 — Forcas nodais no rotor para uma vista a partir do raio médio.
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Fonte — Autoria prépria.

Comparado com o caso do ima com entorno de ar, se observam diferengas na
distribuicdo de for¢cas nodais quando os imés sao colados em uma superficie magné-
tica. Nesse caso, devido as interagdes do ima com um meio exterior, se tem forcas de
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interac6es somadas as forcas intrinsecas (que sao calculadas para o ima com entorno
de ar) (DE MEDEIROS; REYNE; MEUNIER; YONNET, 1998).

A soma das forcas nodais para o conjunto do rotor resulta no mesmo valor para
0s quatro modelos, de forma que a componente na direcao z € a mais presente e igual
a F, = —843,37N, e pode ser relacionada como a forca axial de atracao entre rotor e
estator.

O célculo de tensdo mecanica é realizado utilizando a forma fraca do problema
de elasticidade da equacao (109), considerando materiais lineares isotrépicos. O tensor
de rigidez C é calculado de maneira que para os materiais magnéticos moles e imas
permanentes se tem £ = 200 GPa e v, = 0.3, e para o cobre se tem E = 140 GPa e
v, = 0.35. A condi¢do de contorno u = 0 é aplicada na superficie de contato do estator
e rotor com 0 eixo da maquina, e sao consideradas condi¢cées de periodicidade, de
modo que as simulacdes séo realizadas para um par de polos.

Utilizando o tensor de tensées em coordenadas cilindricas, a componente o
para o material magnético mole do rotor € apresentada na Figura 25a para uma vista
na superficie de contato com os imés permanentes e considerando as for¢as nodais
descritas por o},, € na Figura 25b para as forgas nodais descritas por o3%,.

Figura 25 — Componente o, do tensor de tensdes no rotor.
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Fonte — Autoria prépria.

Para a componente o, as tensbées mecénicas devido as forcas nodais des-
critas por 0%, sdo similares as apresentadas na Figura 25a, enquanto que para as
forgas nodais descritas por o3,, se tem tensdes mecanicas similares as descritas pela
Figura 25b. Apesar de diferentes valores, se observam semelhancas na distribuigao
de tensdes, com diferencas no sentido.

As forgas nodais descritas por o9, e o}, resultam em tensdes similares para a
componente ¢,.., conforme a Figura 26a para uma vista no raio interno (superficie de
contato do rotor com o eixo), enquanto que as forgas nodais calculadas por o3, € o3,
resultam em tensdes similares na componente ¢,.., de acordo com a Figura 26b.
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Figura 26 — Componente ¢,, do tensor de tensdes no rotor.
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Fonte — Autoria prépria.

Se observa que para os quatro modelos de tensor de Maxwell se tem valores de
tensdes similares para a componente o,.., com diferencas no sentido da tensdo meca-
nica, por exemplo, na Figura 26a se tem uma compressao na parte inferior, enquanto
que na Figura 26b se tem tragéao.

A componente de cisalhamento mais significativa € o,., apresentada na Figura
27a em uma vista inferior do rotor para as forgas nodais descritas por o}, e na Figura
27b para o3,. Novamente, se tem similaridades nos modelos 79, e o},, € 03, € 03,, com
diferengas no sentido da tensdo. A componente oy, € mais presente principalmente

nas regides préoximas de contato dos imas permanentes com o material magnético
mole do rotor.

Figura 27 — Componente oy, do tensor de tensdes no rotor.
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Fonte — Autoria prépria.

Para o suporte do estator e bobinas, sdo consideradas apenas as forgas nodais
descritas pelo tensor o9, devido a mesma justificativa para o caso do rotor, dessa forma,
a distribuicao de forgcas nodais € apresentada na Figura 28 para uma vista a partir do
raio médio.

O somatério das for¢as nodais no estator resulta na componente z sendo a mais
presente e igual a F, = 844,69 N.
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Figura 28 — EN (setas) e componente = (cor) para o9, no ago elétrico do estator.

(N)

|

o

N}
Fn_tm0 Z

Fonte — Autoria prépria.

As forgas nodais sao inseridas como termo fonte no céalculo de elasticidade. A
componente o.. do tensor de tensdes é apresentada na Figura 29 nas bobinas do
estator, e se observa uma tenséo do tipo compressdao mais presente em regides que
s&0 mais proximas dos imas do rotor.

Figura 29 — Componente o, do tensor de tensdes no estator.
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Fonte — Autoria prépria.

A componente o, € apresentada na Figura 30 para uma vista no raio externo
do material magnético mole do estator, sendo mais presente nessa superficie, para as
forcas nodais descritas por o9,.

A componente de cisalhamento o,. € a mais presente em comparagdo com
as demais, e é apresentada na Figura 31 para uma vista nas bobinas, a qual é mais
presente em regides mais proximas dos imas permanentes do rotor.
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Figura 30 — Componente o,.,. do tensor de tensées no ago elétrico do estator.
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Fonte — Autoria prépria.

Figura 31 — Componente oy, do tensor de tensdes no estator.
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Fonte — Autoria prépria.

5.5 CONSIDERACOES FINAIS

Apesar de resultarem em diferentes forgas locais, as tensées mecéanicas de
origem magnética sdo similares para os quatro modelos de tensor de Maxwell. Se
observou que a componente o.. € a mais presente, e se tem uma distribuicao de
tens6es mecanicas similar para todos os modelos. Para a componente o,.., as tensoes
mecanicas devido as forgas locais descritas por 09, e o}, sdo similares as descritas
por o2, e o3,, com diferengas principalmente no sentido da tensé&o.

As diferengas nas tensdes podem ser explicadas pois foram consideradas forcas
de interagdo e intrinsecas como termo fonte. Uma opc¢ao € realizar a diferenca entre
forgas intrinsecas (0 caso do im& com entorno de ar) e as forgas intrinsecas e de
interacao (o0 caso do ima e material magnético mole do rotor), de forma que resulta nas
forgas intrinsecas, e essas sdo inseridas como termo fonte no calculo de elasticidade,
conforme apresentado em De Medeiros, Reyne, Meunier e Yonnet (1998) para um
caso com dois imas permanentes.

As simulagdes mostram que as tensées mecanicas no estator e rotor possuem
um valor maximo proximo de 1 M Pa. Em Kim et al. (2017) sao apresentados parame-
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tros mecénicos do aco elétrico 50PN470 para aplicacao na maquina AFPM, de forma
que a resisténcia a tracao é de 395 M Pa, ou seja, as tensdes mecanicas de origem
magnética simuladas ficam muito distantes dessa condicao limite, ressaltando que nas
simulacdes realizadas foi considerado comportamento linear do material magnético e
somente um instante de operacao.

Comparando as propriedades mecanicas do ago elétrico com o0 SMC, a resistén-
cia a tracado do material Somaloy 700 3P é de 65 M Pa para £ = 190 GPa e v, = 0.23,
dessa forma, sua aplicacao em uma maquina AFPM de alta velocidade deve ser ana-
lisada com cuidado, pois além das tensées mecanicas de origem magnética, se tem
as tensdes mecanicas devido as forcas centrifugas (KIM et al., 2017), (KUMAR; LIPO;
KWON, 2016).

Devido a topologia da maquina de dois rotores e um estator, as forgcas axiais
que agem no estator sdo compensadas. Dessa forma, as forcas axiais agem predomi-
nantemente nos discos dos rotores. Se observou que a componente F, = —843,37 N
para um par de polos, logo, considerando toda a geometria da maquina, se tem uma
forca F, = 11,8 kN. Analiticamente, de (87a), se obtém F, = 18,2 kN, uma diferenca
de 54, 2% entre os métodos.

Apesar da diferenga no célculo, se observa que para esta geometria de maquina
AFPM a forca axial de atragéo podera causar problemas mecanicos. Isso € observado
em Caricchi et al. (1998), onde é construido um protétipo de uma maquina AFPM
com geometria similar a simulada neste trabalho, de maneira que a montagem dos
rotores no eixo da maquina € descrita como uma tarefa extremamente complicada
devido as forgas axiais entre rotor e estator, que também influenciam na dificuldade de
posicionar o entreferro com 1,5 mm. Para um segundo protétipo, projetado para operar
com menor indu¢cdo magnética no entreferro e menor dimensao dos iméas, mas sob as
mesmas especificagdes de poténcia e velocidade nominais, a forga axial € reduzida, de
maneira que dificuldades na montagem da maquina sao reduzidas. Para esse segundo
prototipo, a forca de atracdo F, = 5,7 kKN por meio da aplicacao de (87a).

Sobre o célculo de forcas locais, se tem a influéncia de uma maior discretizacao
da malha no resultado final, o que também pode explicar as diferengas no calculo
de forcas globais no rotor e estator da maquina AFPM, respectivamente —843,37 N
e 844,69 N. Além disso, para o caso simulado de dois imas permanentes com en-
torno de ar, como as forcas nodais séo calculadas a partir de B obtido por MEF, se
observa a influéncia da espessura da camada de ar no resultado final, ou seja, quanto
maior a camada (até um certo limite), mais préximo do valor de for¢a global calculado
analiticamente.
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6 CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi avaliar forcas e tensbes mecanicas de origem
magnética em estruturas com imas permanentes. Na literatura, muitas vezes € utilizada
geometria diferencial para o calculo de forgas, de forma que o tensor de Maxwell &
obtido posteriormente. Para simplificar a analise, uma abordagem vetorial, por meio
de conceitos de mecanica dos meios continuos e o principio das poténcias virtuais, foi
utilizada de forma a se ter expressdes de tensor de Maxwell baseados em modelos
matematicos sobre o comportamento da magnetizacdo em relacéo a deformacao, de
maneira que na abordagem utilizada, o tensor de Maxwell é obtido diretamente.

As forcas locais sédo calculadas a partir do tensor de Maxwell, que é descrito
em termos de campos vetoriais magnéticos, calculados por MEF. Se observou que
as distribuicdes de forcas locais sdo diferentes para cada modelo, mas resultam na
mesma forga global. Para a aplicagdo em uma maquina AFPM TORUS, se obteve as
tensdes mecénicas resultantes considerando o acoplamento magnetoelastico na forma
parcial, ou seja, as forcas locais sao utilizadas como uma forga externa no problema
de elasticidade, para materiais lineares isotrépicos.

Para o caso de materiais magnéticos com permeabilidade constante na maquina
AFPM, se observou que as tensées mecéanicas de origem magnética nao irdo exercer
influéncia nas estruturas do rotor e estator, contudo, para a geometria estudada, as
forcas axiais podem causar problemas no momento da montagem da maquina.

Dessa maneira, as expressoes de tensor de Maxwell apresentadas nesse tra-
balho podem ser uma ferramenta para analise de grandezas mecéanicas de maneira a
auxiliar no projeto de dispositivos eletromagnéticos com imas permanentes.

Como sugestdes de trabalhos futuros se tem:

 Realizar a simulagdo magnética n&o linear considerando diferentes tipos de mate-
riais magnéticos, como o SMC e fabricacao aditiva, para aplicacado em maquinas
elétricas, simulando-as para um periodo completo de operacéao, e aprofundar a
analise de tensdes mecanicas de origem magnética.

» Como foram aplicados modelos matematicos para a descricao do comportamento
da magnetizacdo em relagdo a deformacao, poderiam ser comparados com mo-
delos fisicos de forma a se observar similaridades ou diferengas.

» Estudo da alteracao da referéncia de energia magnética e os efeitos resultantes
nas for¢as nodais, pois todos os modelos de tensor de Maxwell desse trabalho
foram determinados a partir da premissa de energia magnética nula para inducao
nula.

+ Realizar ensaios experimentais em imas permanentes de forma a validar as
distribuicoes de forcas nodais simuladas.
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ANEXO A — CALCULO DE FORGCAS MAGNETICAS

Considerando as equagbes de Maxwell na forma quase-estatica, se tem as
equacoes (114a), (114b) e (114c), com a densidade de corrente separada em compo-
nentes de densidade de corrente induzida .J e densidade de corrente fonte .J, (BASTOS;
SADOWSKI, 2013).

rotH = J + J, (114a)
divB =0 (114b)
rotE = —0,B (114c)

A densidade de corrente J induzida nos condutores é descrita pela equacio
(115) considerando que a condutividade o, se altera conforme o movimento do material,
ou seja, é dependente de @. A densidade de corrente J, é mantida por uma fonte
externa a modelagem considerada (BOSSAVIT, 2014).

J=0,(E+7xB) (115)

O potencial vetor magnético A é definido conforme a equacéo (116a). Para o
caso da lei B-H descrita por H = v, B, a relutividade v, é considerada como depen-
dente de . Substituindo (116a) em (114c), se obtém a equacgao (116b) (BOSSAVIT,
2014).

B =rotA (116a)
E=—-0A (116b)

Aplicando (116a) em (114c) e (115) se tem a equacédo (117a). Substituindo
(117a), (116a) e a lei B-H em (114a) se obtém a equacéo (117b).

J = 0,(—0, A+ T x rotA) (117a)

0. (A — T x rotA) + rot(vrotA) = J, (117b)

-,

A energia magnética ¥ (u, A) é descrita pela equagao (118) com () represen-
tando o volume do sistema considerado, de forma que para A = 0 se tem ¥ (&, 0) = 0
(BOSSAVIT, 2014).

(i, A) = /Q ( /0 Aﬁ(rotﬁ).d(mﬂ)> o (118)

Seja 0 ;¥ a variagio infinitesimal do argumento A de ¥ enquanto @ é mantido
fixo, conforme equacao (119a). Utilizando a derivada de Fréchet, se tem a relagdes
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das equacdes (119b) e (119¢) (BOSSAVIT, 2004),(POUTALA; KOVANEN; KETTUNEN,
2018).

;U = U(d, A+ 6A) — (i, A) (119a)

5 U — / 7 - 5(rotA)d0 (119b)
Q

5;@:/%\1}-5&9 (119c)
Q

De (119c), utilizando a integracao por partes e como (ﬁ X ﬁ) =0, setem a
equacéao (120).

/ﬁ-é(rot/f)dQ:/ﬁ-mt(cS/Y Q)
Q Q

- / rotH - §AdQ) — / (ﬁx ﬁ) S AdA (120)
Q oN

:/rotﬁ-égdﬁ
Q

Comparando (119c) e (120), sem tem a equacéao (121a). Substituindo (121a)
m (117b), se tem a equacéo (121b).

0;V(u,A) = rotH = rot (uurotff> (121a)

A)
0u(BA — T x rotA) + 8,9(d, A) = J, (121b)

Fazendo o produto escalar por 9,4 em ambos os lados de (121b) e integrando
no volume, resulta na equagéao (122).

/ 0 (O, A — T x rotA) - 9,Ad) + / 07 (iI, A) - 8, AdQ = / J, - 0,AdS (122)
Q Q Q
De (117a), as perdas Joule podem sem escritas conforme equagéo (123) (BOS-

SAVIT, 2014).

J

N 512
o, 8tA—17><B’ dQ:/
Q

/ou (&A—va) 8, AdS) — / JxB)dQ
Q

—,

A taxa de variagéo no tempo de V(u, A) é calculada utilizando a regra da cadeia
e resulta na equacao (124).

o, (@ff—ﬁx é) : (@/T—z?xé) 0 123

—,

4, (4, ):/8@\11-17d9+/8g\11-8t§d9 (124)
Q Q
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Substituindo (116b) (123) e (124) em (122), se obtém a equacao (125) (BOS-
SAVIT, 2014).

I
Q

O termo a direita de (125) representa a poténcia inserida no sistema por meio
de uma fonte externa. O primeiro termo a esquerda de (125) representa as perdas
Joule. Fazendo v = 0 em (125), se observa que d;V representa uma parte da poténcia
que deve estar armazenada no campo magnético, considerando a convencao adotada
de que a energia magnética é nula para A nulo. Dessa forma, sendo # uma veloci-
dade virtual, o terceiro termo a esquerda de (125) representa uma poténcia virtual, de
maneira que a densidade de forga total ﬁ pode ser escrita conforme a equacéo (126)
(BOSSAVIT, 2014).

— — 2 —, — — — —
8,AdQY — 7 x B| dQ+d,¥(d, A)+/ 7- (J x B — aﬁxp) aQ = —/ J.-EdQ (125)
Q Q

fi=JxB—0;0 (126)

O termo J x B representa a forca de Laplace e se define a densidade de forca
adicional como fmag = —0;V. Utilizando o principio das poténcias virtuais, o termo
9:0 (i, A) é calculado na configuracdo de referéncia, ou seja, para@ = 0 e A = A,
(condico inicial de A). Seja i(t) = tv' e considerando A, constante, tomando o limite
quando t tende a 0 se obtém a relagdo da equagédo (127a) na qual a derivada no
tempo é tomada em ¢ = 0. De (124), se tem a relagcao da equacao (127b) parat = 0
(BOSSAVIT, 2014).

— —

U (1, Ag) — W(0, Ag)

lim . = Ay (17, Ao)|i=o (127a)
AU (7, Ay — / 5+ 0,0(0, Ay)do) (127b)
Q

A.1  RELAGAO LINEAR E RELUTIVIDADE ANISOTROPICA

Supondo v~ anisotrépico descrito por um tensor simétrico de segunda ordem o
qual depende de ¥ mas nao da deformacéo local, e a lei linear B = vH. O desloca-
mento ¢ implica uma rotacdo da vizinhang¢a do ponto material que estava na posicao 7
em t = 0, dessa forma, o tensor de relutividade deve seguir essa rotagao (BOSSAVIT,
2014).

Considerando a rotacao R de uma pequena parte de material em torno do ponto
Z e simultaneamente a rotacéo do vetor local B. Segundo o principio de indiferenca de
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referencial, a densidade de energia magnética no ponto ¥, equacéo (128), nao deve
ser afetada pela rotacdo (ABEYARATNE, 2012).

N T B
¥(@ B) = 5 B(7) - (v(2)B(2)) (128)
Seja v,.s a relutividade na configuracdo de referéncia (t = 0) e v, a relutividade
no tempo ¢, de (13c) e (24c) se obtém a equacgéo (129) que mostra a relagao entre

relutividade e o movimento do ponto material desconsiderando termos t> (BOSSAVIT,
2014).

Y1+ t(Z) %) &= (1 4 t&(Z) X ) Ve s (Z) (129)
V(T + 1)) R Vreg (F) + £ [F(F) X vreg (F) = vrep (D)F(D) ]
Derivando (129) em ¢ resulta na equacgéo (130a) com v'- Vi, escrito como v;0;u,

em componentes. De (128), a energia magnética para o caso considerado é descrita
pela equacao (130b).

O+ V-V =0 X Vpep — Upe X (130a)
1

v (7, B) - /Q W(F, Byda) = /Q SB(@) - () B@)io (130b)

Fazendo a derivada em ¢ de (130b) para ¢ = 0 e considerando B constante na
configuracao de referéncia, resulta na equacao (131a). Substituindo (130a) em (131a)
se obtém a equacao (131b).

. 1 -
U7, By — / By (02 By (131a)
Q
. 1- .
417, Byl ey — / S By (0 0+ X ey — vyes @) By ) (131b)
Q

Separando os termos de (131b) e como v, = v,y = v para t = 0, se obtém a
equacao (132).

| Lo
dt\ll(tl), B())’t:() = / §B0 : (—U : VI/)B())dQ
Q

e > J "
+/ _BO . ((IJ) X Z/Bo)dQ —|—/ _BO : (—I/(;j X Bo)dQ
Q2 Q2

1 - -

+
\D\

J - 1 - -

—BO . (CI} X H())dQ — / —HQ : (u_i X Bo)dQ
Q2 Q2

1

3
Q

S~

By - Vv By) - 7dQ + / w - (Hy x By)dS
Q
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Utilizando (13c) e a integragao por partes, o segundo termo a direita de (132)
pode ser escrito conforme a equacéo (133), considerando que @ = 0 no contorno 9.

/117 . (ﬁo X go)dQ = / rotv - (ﬁo X go)dQ
Q Q

- / 5 rot(Hy x By)dQ —/ (% i) - (Hy x By)dA  (133)
Q [2)9]

= / 7 rot(Hy x By)dS
Q

Substituindo (132) em (133), resulta na equacao (134).

1 = - 1 — —
Q

AV (¢, By)|i—o = /

Q

Finalmente, fazendo H, = H e B, = B, e comparando (134) com (127b) e (126),
o termo adicional a forca de Laplace para o caso de relutividade anisotropica e lei B-H
linear é descrito na equacao (135) (BOSSAVIT, 2014).

—

. 1. . .
Frag = 5B+ VB - %rot(H « B) (135)

A2 RELAGCAO NAO-LINEAR E NAO HISTERETICA

Considerando a lei B-H nao linear, se tem a relagdo da equacdo (136a) com
Yref (T, é(f)) sendo a densidade de energia na configuracao de referéncia e o opera-
dor 0; representando a derivada parcial de 1,.; em relagdo ao segundo argumento.
Considerando que uma rotagdo R do material resulta em uma mudanca de « para
)®, de acordo com o principio de indiferenca de referencial, se tem a equacgéo (136b)
vélida para qualquer vetor b (BOSSAVIT, 2014), (ABEYARATNE, 2012).

1 () = Opthes (7, B(T)) (136a)
V(Z, Rb) = (T, b) (136b)

Seja ¢, a densidade de energia no tempo t. De (136b) e (13a), se obtém a
equacéo (137a). Novamente, fazendo a derivada em ¢ de (137a) resulta na equagéo
(137b) com o termo V), representando a derivada parcial de ) em relagdo ao vetor
de posicao 7. Fazendo b= E(f) e utilizando (136a) e (135), o termo adicional de forca
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para esse caso € expresso na equacao (137c) (BOSSAVIT, 2014).

Py(Z+ 10,5 + 13 X b) = ey (T, b (137a)
Opthy + T - Vepy 4+ Oty - S x b =0 (137b)
fmag = Vw - %TOt(ﬁ X E) (1370)

A.3 FORGCA EM iMAS PERMANENTES

Seja a lei constitutiva B = ji0(H + M (%)) na qual M representa a magnetizagéo,
cujo valor depende somente de 7 e ndo depende dos valores locais de Bou H. Em
um calculo similar a (117b) mas utilizando a lei constitutiva em termos de A, se obtém
a equacao (138) (BOSSAVIT, 2019).

au(ﬁtff — T X TOt/_f) + Tot(l/grot/_f) =J + TotM(ﬁ) (138)

Supondo 7 = 0 em (138), fazendo o produto escalar com 9,A em ambos os
lados e integrando sobre todo o0 espaco, resulta na equacéao (139).

/
Q
/ “
Q

512
atA‘ dQ+/

rot(vyrotA) - 9,AdQ) = / J, - 0, Ad) + / rotM(Z) - 9,AdQ
Q Q Q

—. -, -,

— 2 — — —
0,5A‘ dQ) + /(VorotA) - Oy(rotA)d) = / Js - O, AdQY + / M(Z) - Oy(rotA)dS)
Q Q Q

[
Q
P P - _ - o
/gu atA‘ dQ + d, U @(B’ dQ—/M(:Z)-BdQ] :—/ T, EdQ
Q Q 2 Q Q
(139)
Fazendo a analise de (139), se observa que se trata de uma relagcéao de balango
de poténcias, dessa forma, o termo no qual é aplicado o operador d; representa a ener-
gia armazenada no campo magnético, ou seja, para a relagdo constitutiva considerada,
a energia magnética é dada pela equacéao (140) de maneira que para A=0,a energia
magnética é nula.

—»2 — — — — — —
8tA‘ dQ+dt/%B-BdQ—dt/M(f)-BdQ:—/JS~EdQ
Q Q Q

= 42 . -
W(z, A) :/Q%’rotA’ dQ—/QM(f)-mtAdQ (140)

Seja a densidade de energia magnética ¢ na configuracéo de referéncia e v,
no tempo ¢ e sob deslocamento tv, conforme equagdes (141a) e (141b). Fazendo a
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derivada em ¢ para ¢ = 0 de W(¢7, Ay), resulta na equagéo (141c).

. 2 . o
(T, A) = % ‘TOtA’ — M(Z) - rotA (141a)
—, - 2 - 1
V(T + 10, A) = % ‘rotA} — My(Z + tU) - rotA (141Db)
4,0 (L7, ,afo)|t:0 = —/(@Mt) - rot AydS (141c)
Q

Seja uma parte de material localizada em # na qual se define o vetor local M
para t = 0. Considerando que ap6s um deslocamento ¢, ha uma rotagdo R do material
de forma que M segue essa rotacdo. Pelo principio de indiferenca de referencial, de
(13a) e (13b), se tem a relacao da equacgao (142) (BOSSAVIT, 2019), (ABEYARATNE,
2012).

M,(Z +t7) = RM (&) = (1 + t&(2) x ) M (&) (142)

Fazendo a derivada em t para t = 0 de (142), resulta na equacéao (143) com o
termo VMt - ¥ podendo ser escrito como v;0;M,;; em componentes.

&M, + VM, - 7 = 3(F) x M(&) (143)

Como em ¢ = 0 se tem M, = M, substituindo (143) em (141c) e fazendo um
calculo similar a (132) se obtém a equagéo (144).

(17, B) |y = — /(—vM G G(E) x V(D)) - B9
@ . (144)
= / 7 - <VM B — §mﬁ(M % é)) o
Q

Comparando (144) com (127b) se obtém fmag, conforme equacéao (145) (BOS-
SAVIT, 2014).

frag = —VM - B + %mt(]\7[ x B)

L1 o (145)

=-VM. B - §r0t(H X B)

Seja fgag a densidade de forga total para o caso da lei de comportamento

B = uo(H + M(Z)), na qual M(&) nao depende da deformacéo, de (145), resulta na

equacio (146). Em relagdo a cada termo, J x B se refere a forga de Laplace, o termo

—VM x B é chamado de forca de ndo-homogeneidade devido ao fato que seria nula

caso M fosse espacialmente uniforme. O termo rot(H x B) é chamado de forca de
anisotropia pois caso B e H fossem isotropicos, seria nulo (BOSSAVIT, 2019).

o —JxB—VM-B— ~rot(H x B) (146)

mag

DO | —
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A.4 DENSIDADE DE FORCA CONSIDERANDO A MAGNETOSTRICAO NA MAG-
NETIZACAO

Um ima permanente pode ser descrito como um material cuja curva B-H é
aproximadamente linear seguindo a lei B = yuo(H + M). Utilizando a abordagem
Lagrangeana e formas diferenciais, Bossavit (2004) calculou a densidade de forca
em imas permanentes considerando dois modelos para a magnetizagao, o primeiro
considera a circulagéo de M, definida pela equacao (147a), como constante em relacao
a deformagdo de uma curva. O segundo modelo considera o fluxo de M, equacéo
(147b), como constante em relagéo a deformacao de uma superficie.

/ M - d7 (147a)
C

/ M -dA (147b)
o0

Considerando a circulagdo de M constante em relagdo a deformagdo de uma

curva, a densidade de forca total f}mg é descrita na equacao (148a) com He sendo o

campo coercitivo, de forma que a relacao constitutiva para imas pode ser escrita como

B = uo(H + H*). Dessa forma, (148a) em termos de M é dada pela equacao (148b).

fhog =rot(H + H®) x B (148a)
J x B+ (rotM) x B (148b)

Para o modelo de fluxo de M constante em relacdo a deformacdo de uma
superficie, a densidade de forca total f:iag € apresentada na equacéao (149a), sendo
B a inducao remanente e J¢ as correntes amperianas, definidas como J¢ = rotHe.
A relacéo constitutiva pode ser rescrita como B = poH + B", assim, (149a) pode ser
escrita conforme a equagao (149b) em termos de M (BOSSAVIT, 2004).

fr.,=J x B—(H+ H)divB" — (] + J°) x B’ (149a)
= J x B — (BdivM) + M x (rotB) (149b)
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