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RESUMO

Neste trabalho, discutimos a fotoprodução exclusiva de estados fundamentais e excitados

dos mésons vetoriais J/Ψ(1S, 2S) e Υ(1S, 2S) em colisões ultraperiféricas (UPCs) entre

íons e prótons. Para as funções de onda do fóton que se desdobra no par quark-antiquark

utilizamos as já bem conhecidas e utilizadas na literatura funções de onda nas variáveis do

cone de luz. Para a interação do dipolo de quarks com o íon, utilizamos as seções de choque

obtidas fenomenologicamente GBW e KST, e discussões acerca do limite não perturbativo

da QCD são desenvolvidas. Posteriormente, utilizamos os modelos de potenciais entre

quarks, bem como efeitos de spin dos mesmos, para obter as funções de ondas dos mésons

pesados através das equações de Schrödinger no regime não relativístico. Encontramos

uma boa concordância entre os nossos cálculos e os dados obtidos dos colisores de LHC e

HERA para J/Ψ(1S, 2s) e Υ(1S) em colisões γp. Utilizando o fluxo de fótons provindo do

método de Weizsäcker-Williams e a seção de choque de fotoprodução nuclear da teoria

de Glauber-Gribov, somos capazes de estender a análise para o caso nuclear, e comparar

os resultados obtidos com os aceleradores de partículas. Das produções nucleares, dois

casos são possíveis de serem obtidos, o caso em que o núcleo alvo permanece intacto

(produção coerente) e o caso em que o mesmo se excita ou quebra para um estado qualquer

(produção incoerente). Dois efeitos de grande importância são apresentados no caso de

colisões ultraperiféricas nucleares (AA UPCs), chamados de sombreamento de glúons e

comprimento de coerência finita. Nossos resultados são comparados com os dados recentes

do aceleradores LHCb, CMS e ALICE para o caso incoerente (J/Ψ(1S) para 2.76 TeV) e

para o caso coerente (J/Ψ(1S, 2S) para 2.76 e 5.02 TeV). Também mostramos as predições

para os estados que ainda não possuem dados, no aguardo que futuras medições tragam

uma informação mais detalhada sobre as funções de onda dos mésons vetoriais e sobre os

efeitos nucleares.
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Artigo publicado: Exclusive photoproduction of excited quarkonia in ultraperipheral col-
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ABSTRACT

In this work, we discuss the exclusive photoproduction of ground and excited states

of ψ(1S, 2S) and Υ(1S, 2S) in ultraperipheral collisions (UPCs) of ions and protons.

For the photon wave functions that fluctuates to the pair quark antiquark we use the

well known and used in literature wave functions in the light-cone variables. For the

interaction of the quarks dipole with the target, it is used the dipole cross sections obtained

phenomenologically GBW and KST, and discussions about the non-perturbative QCD

limit are made. Furthermore, using the potential models in order to obtain the vector

meson wave function, we find a good agreement of our calculations with data from the

LHC and HERA colliders for J/Ψ(1S, 2S) and Υ(1S) in γp collisions. Using the photon

flux from the Weizsäcker-Williams method and the Glauber-Gribov photoproduction cross

section in the nuclear regime, we are able to obtain the total nuclear cross sections and

compare them with the data from accelerators. For the nuclear processes, two cases are

important to understand: the one where the nucleus stays intact (coherent production)

and the one in which it breaks or is excited (incoherent production) after the collision. Two

effects are also discussed in this work and are important in the calculations to the nuclear

target case: the gluon shadowing and the finite coherence length. Our results are compared

to the LHCb, CMS and ALICE data, in both incoherent (J/Ψ(1S) at 2.76 TeV) and

coherent (J/Ψ(1S, 2S) at 2.76 and 5.02 TeV) processes. We also provide the corresponding

predictions for the excited states of charmonia and bottomonia, in the expectation that

future measurements could provide a more detailed information about the vector meson

wave functions and the nuclear effects.

Key-words: quantum-chromodynamics, photoproduction, dipoles.
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1 INTRODUÇÃO

Nesta introdução apresentaremos alguns conceitos básicos para motivar uma com-

preensão geral da área de física de partículas e teoria quântica de campos. A mesma é

dividida em duas seções: a primeira apresenta os conceitos principais do Modelo Padrão e

da Cromodinâmica Quântica (QCD, sigla em inglês), e a segunda sobre a colisão ultraperi-

férica de partículas, desenvolvida ao longo do trabalho. Os principais aspectos da física e

dos cálculos envolvidos serão apresentados posteriormente nos capítulos 2 e 3.

1.1 O MODELO PADRÃO E A CROMODINÂMICA QUÂNTICA

Após séculos de discussões acerca dos constituintes fundamentais da matéria, com

o auxílio dos colisores de partículas, um zoológico de partículas fundamentais e indivisíveis

foi descoberto. A teoria que busca descrever e unificar as forças da natureza é chamada

de Modelo Padrão, que define cada partícula elementar por meio de números principais e

propriedades como massa e cargas elétrica, de sabor e de cor.

O Modelo Padrão descreve as interações eletrofraca e forte por meio da teoria

quântica de campos e cada partícula elementar está associada a um campo próprio; as

partículas são classificadas como férmions (partículas de spin semi-inteiro) ou bósons

(partículas de spin inteiro). A classificação atual pode ser vista na Figura 1. As interações

entre as partículas são dadas pelos bósons e os campos dos mesmos estão associados

a uma simetria de calibre na lagrangiana: no caso da eletromagnética a simetria é do

grupo U(1), o grupo de simetria para a interação fraca é o SU(2) e o da força forte é o

SU(3). O decaimento beta é um exemplo claro da validade da força nuclear fraca, sendo

um dos diversos sucessos obtidos pela descrição do Modelo Padrão. No entanto, a única

força fundamental conhecida porém ainda não descrita pelo Modelo Padrão é a força

gravitacional.

Os férmions são representados pelos espinores de Dirac e podem ser divididos em

quarks e léptons. Léptons possuem carga elétrica inteira e nenhuma carga de cor, sendo

os elétrons (e), os múons (µ) e os taus (τ) de carga -1 e os neutrinos possuem cargas

nulas. Já os quarks possuem seis sabores: up, down, strange, charm, bottom e top que

podem possuir as cargas de cor vermelho, azul e verde (R, B, G). As cargas elétricas para

os quarks são fracionárias: +2/3 para os quarks u, c e t, e −1/3 para os quarks d, s e

b. Todos os férmions possuem uma antipartícula correspondente, para a qual todos os

números quânticos são opostos.

Os bósons do Modelo Padrão tem spin 0 (bósons escalares) ou spin 1 (bósons

vetoriais). O bóson de Higgs é o único bóson escalar do modelo padrão e é responsável

por gerar as massas das outras partículas através do mecanismo de quebra de simetria de

Higgs. Bósons vetoriais são os mediadores de forças e incluem os fótons (γ) (mediadores do

eletromagnetismo), os bósons Z e W± (mediadores da força fraca) e os glúons (mediadores
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movimento da teoria, pode ser escrita como

LQCD =
Nf
∑

f=1

ψ̄f,i(iγµ∂
µδij − gst

a
ijγµA

aµ −mfδij)ψf,j − 1
4
Ga

µνG
aµν , (1.1)

na qual ψf,i são os espinores de Dirac dos quarks de sabor f e cor i. Nf é o número de

sabores e gs é relacionado com a constante de acomplamento da teoria, αs. Os elementos

de matriz taij são os elementos que representam os geradores do grupo SU(3) e Aa
µ são os

campos dos glúons. O tensor de força Ga
µν é dado por

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − gsfabcA

b
µA

c
ν , (1.2)

com fabc sendo a constante de estrutura do SU(3). A principal diferença entre a QCD e a

QED é o último termo da Eq. (1.2), responsável por introduzir a interação direta entre os

glúons mencionada anteriormente.

A partir do formalismo das integrais de caminho da QCD e da QED, que trata dos

diversos caminhos que as partículas podem percorrer durante uma interação (uma revisão

se encontra em (6)), podemos calcular observáveis como seções de choque e tempos de

meia vida das partículas. O cálculo destas quantidades é feito principalmente por meio dos

diagramas de Feynman, tornando os processos mais intuitivos. Os diagramas representam

termos de uma expansão perturbativa nas constantes de acoplamento e cada elemento

do diagrama possui uma representação matemática, como pode ser visto nas Regras de

Feynman, revisadas em (7). Os diagramas de loop que aparecem na QCD representam

correções quânticas que apresentam divergências devido às integrais no espaço de momento.

No regime de pequeno momento a mesma é chamada de divergência infravermelha, já a

correspondente para grande momento é chamada de divergência ultravioleta.

Após esta breve introdução sobre teoria quântica de campos e o modelo padrão

iremos explorar de forma mais profunda o processo de colisão ultraperiférica e os modelos

de dipolos. Em tais processos a interação entre as partículas eletricamente carregadas

aceleradas nos colisores ocorre por meio da troca de um fóton que se desdobra em um par

quark-antiquark.

1.2 COLISÕES ULTRAPERIFÉRICAS E O MODELO DE DIPOLO

Um processo adequado para estudar a estrutura interna de hádrons, chamado de

colisões ultraperiféricas (8), mostrado na Fig. 2, vem se tornando cada vez mais relevante

à medida que os colisores de partículas, especialmente o LHC (Large Hadron Collider),

obtêm cada vez mais novos dados sobre colisões de prótons e núcleos. O processo parte do

princípio de que as partículas interagem distantemente (com uma distância maior que a

soma do raio dos hádrons) através de uma troca de fótons, ao contrário do que seriam as

colisões centrais ou periféricas, nas quais os constituintes de ambos os íons colidem entre

si.
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com a inclusão do meio nuclear, sendo este o segundo foco deste trabalho.

Para o caso da colisão ultraperiférica de dois núcleos, algumas considerações funda-

mentais devem ser feitas. A primeira trata da seção de choque do dipolo com o meio nuclear,

para tal, dois tipos de produções são de fundamental importância para o entendimento: as

produções coerentes e incoerentes. A produção coerente se refere ao caso em que o estado do

núcleo alvo permanece o mesmo antes e depois da colisão e a incoerente se refere a quando

estado final é diferente do inicial, uma vez que o núcleo pode se excitar ou se quebrar. Tal

interação do dipolo com o meio nuclear é descrita pela teoria de Glauber-Gribov (35, 36)

e será apresentada neste trabalho.

Igualmente fundamental é a distribuição de fótons que se originam no interior dos

núcleons. Uma vez que os íons pesados são formados por diversas cargas capazes de gerar

os fótons, iremos utilizar a teoria de fluxo de fóton equivalente de Weizsäcker-Williams

(W.W.). Esse método nos revela a dependência do fluxo com o quadrado da carga do núcleo

emissor (37, 38), tornando as colisões ultraperiféricas de núcleos pesados um processo de

bastante interesse nos colisores de partículas, devido ao grande Z dos íons.

Ademais, mas não menos importante, duas correções fundamentais devem ser

introduzidas nas colisões ultraperiféricas de núcleos pesados. A primeira, chamada de

sombreamento de glúons (39), trata do comportamento da distribuição de glúons dentro

dos núcleos. A distribuição de pártons (glúons e quarks) no interior do núcleo não é possível

de ser obtida através da QCD perturbativa (pQCD), sendo necessário a obtenção das PDFs

(sigla em inglês de funções de distribuições de pártons) por via fenomenológica. Essas PDFs

podem ser evoluídas através da equação DGLAP (Dokshitzer-Gribov(40), Lipatov(41) e

Altarelli-Parisi (42)) para as quais também se obtêm correções nos diagramas de interação

em ordem seguinte à dominante. Diversas parametrizações para as PDFs, seja do próton

ou de núcleos mais pesados, são propostas na literatura. Neste trabalho, utilizaremos o

grupo de parametrizações recentes para núcleos pesados, EPPS16 (43), bem como o grupo

de parametrização para a PDF do próton CT14 (44).

A segunda correção é de mais fácil entendimento, uma vez que trata da probabilidade

do méson ser criado no meio nuclear. Este efeito é chamado de comprimento de coerência

finita (45), e é especialmente importante no regime de colisões de menores energias, uma

vez que o estado final produzido pode não ter energia suficiente para atravessar o núcleo.

Ao final de cada um dos capítulos de desenvolvimento, os resultados obtidos serão

comparados com os dados de fotoprodução exclusiva disponíveis na literatura e discussões

acerca das descrições obtidas serão realizadas.
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2 FOTOPRODUÇÃO DE MÉSONS VETORIAIS EM UMA COLISÃO ULTRA-

PERIFÉRICA DE DOIS PRÓTONS

Neste capítulo estudaremos a fotoprodução exclusiva de mésons vetoriais pesados

em colisões ultraperiféricas, que se trata de um processo caracterizado pelo fóton ser

quase real, onde a massa do quark pesado nos permite calcular as amplitudes via QCD

perturbativa. No limite de altas energias se observa um forte crescimento da densidade

de glúons em direção ao regime de saturação, tornando o estudo sobre a fotoprodução

de mésons vetoriais pesados uma boa ferramenta para testar a QCD perturbativa neste

limite.

Os principais objetivos deste estudo são: analisar a validade dos modelos de po-

tenciais entre quarks e dos modelos de dipolos fenomenológicos empregados. Demais

considerações acerca dos outros aspectos de cálculo serão apresentadas, com o intuito

de revisão. Ao final do capítulo, compara-se os resultados teóricos obtidos com os dados

experimentais obtidos de diversos aceleradores.

2.1 CINEMÁTICA

A produção exclusiva em colisões ultraperiféricas é caracterizada pelo fato de toda

energia perdida pelos prótons (uma pequena porcentagem da total) ser transformada em

uma nova partícula. No caso aqui estudado, tal partícula é o méson vetorial. A Fig. 4

mostra as variáveis cinemáticas da colisão de um fóton com um próton. O fóton proveniente

de uma partícula externa, normalmente um outro próton (com momento quadrado final

trocado Q2) interage com o próton alvo para a produção de um estado final com massa

MX . Experimentos nos quais a partícula externa é um életron são chamados de processos

de eletroprodução. A energia de centro de massa da colisão é o invariante

W 2 = (P + q)2 , Q2 = −q2 , (2.1)

na qual P e q denotam os quadrimomentos do próton e do fóton virtual antes da colisão,

respectivamente. A quantidade Q2 é também chamada de virtualidade do fóton.

As demais variáveis cinemáticas do processo são

t = (P ′ − P )2 , x =
(P − P ′) · q

P · q ≈ M2
X +Q2

W 2 +Q2
. (2.2)

Aqui, t é o quadrado do quadrimomento transferido ao próton alvo após a interação e x é

a variável de Bjorken (47) para a colisão em altas energias que produz um estado final

com massa MX . A variável t também pode ser descrita por meio de

t = (P ′ − P )2

= m2
p +m2

p − 2EpEp′ + 2pp′ cos(θ)
(2.3)





2.2. Amplitude de espalhamento 23

2.2 AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO

A seção de choque diferencial no momento transferido t para fotoprodução exclusiva

de um méson em uma colisão γp (50, 51)

dσγp→V p

dt
(W, t) =

1
16π

∣

∣

∣

∣

Aγp→V p(W, t)
∣

∣

∣

∣

2

, (2.8)

é encontrada em termos da amplitude de espalhamento A(W, t) (52, 53). A dependência

da amplitude com relação à energia W pode ser reescrita por meio da variável de Bjorken

do processo.

Para a dependência de pequeno momento transferido ao quadrado t (colisão elástica)

para o próton alvo se assume uma simples fatorização na amplitude de espalhamento

diferencial da seguinte forma

Aγp→V p(W, t) ≈ e−B|t|/2Aγp→V p(W, t = 0) . (2.9)

Aqui B é um parâmetro ajustado fenomenologicamente, também chamado de parâmetro

elástico de inclinação. Podemos então obter a forma integrada de (2.8),

σγp→V p(W ) =
1

16πB

∣

∣

∣

∣

Aγp→V p(W, t = 0)
∣

∣

∣

∣

2

. (2.10)

Este é o cálculo que utilizaremos para a obtenção da seção de choque da fotoprodução de

mésons vetoriais pesados em colisões ultraperiféricas de dois prótons. Iremos posteriormente

apresentar explicitamente as funções de onda do fóton e do méson, bem como a seção de

choque do dipolo com o núcleon a ser utilizada.

Determinação do parâmetro de inclinação B

Para o comportamento do parâmetro de inclinação em relação à energia de centro de

massa da colisão W , utilizaremos a forma fenomenológica padrão da teoria de Regge (54)

para fotoprodução de pares pesados de quarks, a qual possui uma dependência logarítmica

com W

B(W ) = B0 + 4α′(0) ln
W

W0

, W0 = 90 GeV , (2.11)

na qual α′(0) representa a inclinação da trajetória do Pomeron (55) criado no espalhamento

(que neste caso sera a troca de dois glúons no singleto de cor com o íon alvo, conforme

discutido anteriormente).

Ambos os parâmetros, B0 e α′(0), são determinados para o processo γp → J/Ψp

via ajuste aos experimentos de HERA (19, 20) e ZEUS (21, 22) para a fotoprodução de

J/Ψ. A Figura 5 mostra os pontos experimentais para B(W ) bem como a melhor reta em

termos dos parâmetros B0 e α′(0), comprovando a dependência logarítmica da função com

a energia de centro de massa da colisão.
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apresenta um grande sucesso para a descrição da fotoprodução de mésons vetoriais

e descrição do espalhamento profundamente inelástico, satisfazendo a propriedade de

transparência de cor do espalhamento quando a distância entre os quarks tende à zero,

r → 0, para tal regime a seção de choque obedece uma relação do tipo σqq̄(r) ∝ r2. Para

o limite de grande r, também denominado de fenômeno de saturação, o dipolo atinge o

tamanho do próton, forçando a seção de choque a se aproximar da constante σ0, fitada

fenomenologicamente. Além disso, nos restrigimos à noção padrão da invariância de sabor

para os quarks finais produzidos. Na Eq. (2.19), o parâmetro de saturação tendo um próton

como alvo é dado por

Q2
s(x) ≡ R−2

0 = Q2
0

(

x0

x

)λ

, (2.20)

e é somente válida na ordem de altas energias, x . 0.01.

A equação (2.19) nos permite supor o comportamento de tal modelo, uma vez que,

o modelo irá saturar rapidamente para regimes de alta energia com relaçào à distância r.

O conjunto de parâmetros inicialmente proposto pelos autores do modelo (23),

Q2
0 = 1GeV2 , x0 = 3.04 × 10−4 , λ = 0.288 , σ0 = 23.03mb , (2.21)

é bem sucedido e será usado em nossos cálculos para a produção dos mésons vetoriais. O

modelo GBW apresenta sucesso na descrição de uma grande variedade de observáveis em

colisões pp e ep em altas energias.

Figura 9 – Seção de choque do dipolo para diferentes x de Bjorken no modelo GBW.
Quanto mais alta a energia de centro de massa da colisão, mais rapidamente a
saturação é atingida. Fonte: Figura elaborada pelo autor.



2.4. Seção de choque do dipolo com o próton 29

A parametrização KST (24) é especialmente conhecida pelo seu sucesso na previsão

da seção de choque do píon com o próton em escalas de até Q2 ∼ 20 GeV2, provendo uma

boa descrição dos dados no caso de fotoprodução. Quando o limite Q2 → 0 é tomado, a

variável de Bjorken pode se tornar inapropriada para a descrição de estados finais menos

maciços (como o píon), de maneira que os parâmetros de saturação, σ0 e R0 nas equações

(2.19) e (2.20), devam ser substituídos por novas funções, σ̂0(s) e R̂0(s), dependentes da

energia de centro de massa da colisão s = W 2,

R̂0(s) = 0.88(s0/s)0.14fm , σ̂0(s) = σπp
tot(s)

(

1 +
3R̂2

0(s)
8〈r2

ch〉π

)

, (2.22)

nas quais

σπp
tot(s) = 23.6(s/s0)0.08mb , 〈r2

ch〉π = 0.44fm2 , (2.23)

são a seção de choque próton-píon e o raio médio do píon ao quadrado (70), respectivamente.

Aqui, s0 = 1000 GeV2. Os detalhes do modelo podem ser encontrados nos trabalhos dos

próprios autores (24, 71).

Figura 10 – Seção de choque do dipolo para diferentes energias de centro de massa no
modelo de KST. Quanto mais alta a energia, mais rapidamente a saturação é
atingida, da mesma forma que no GBW, porém o ponto de saturação para
cada caso varia para diferentes energias. Fonte: Figura elaborada pelo autor.

Em termos gerais, as seções de choque do dipolo apresentadas acima dependem

apenas da densidade de glúons no interior dos núcleons, que cresce para baixos valores de

x. Para x > 0.01, no entanto, a densidade de glúons decresce aproximadamente de forma

g(x) ∼ (1−x)N , como estudado anteriormente na literatura (72, 73, 74). Uma multiplicação
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na escala de saturação Q2
s(x) por g(x) é conhecida por aumentar significativamente a

qualidade da descrição de dados do processo Drell-Yan para altos valores de x (75, 76, 77),

enquanto pouco, ou nada, afeta para regiões de baixo x. Tendo em vista tais estudos,

multiplicaremos nossa seção de choque por um fator (1 − x)2ns−1, no qual ns é o número

de quarks espectadores ativos para o processo (tomaremos ns = 4). Não é esperado que

tal multiplicação seja significativa para este trabalho, porém optamos por utilizá-la.

2.5 FUNÇÕES DE ONDA PARA O QUARKÔNIO

De forma equivalente à função de onda do fóton da seção 2.3, a função de onda

do méson vetorial deve ser encontrada em termos das variáveis do cone de luz (CL). No

entanto, para calcularmos a partir de primeiros princípios, devemos encontrar por meio dos

modelos de potenciais entre o quark e o antiquark a função de onda espacial do méson no

referencial de repouso do par qq̄ (uma vez resolvida a equação de Schrödinger). Encontrada

a função de onda espacial no referencial de repouso podemos, através de um boost de

Lorentz, encontrar sua contraparte no referencial CL, a qual será utilizada para o cálculo

da amplitude de espalhamento. Os potenciais serão descritos ao final da seção.

Por motivos práticos, é mais conveniente tomar a função de onda espacial do méson

no referencial de repouso do par no espaço de momento,

Ψ(p) =

√
2√
πp

∫ ∞

0
dr̃r̃Ψ(r̃)sen(pr̃) ,

∫

|Ψ(p)|2d3p = 1 , (2.24)

em termos do trimomento p ≡ |~p| e da distância entre os quarks r̃ ≡ |~̃r|. Uma vez

que a amplitude (2.14) é determinada no referência de momento infinito, a função Ψ(p)

será transformada para tal referencial, resultando em uma nova função de onda Ψ(β, pT )

dependente das variáveis pT e β.

Para relacionar as quantidades de interesse em ambos referenciais utilizaremos a

massa do par nas variáveis do cone de luz

M2
qq̄ =

m2
T

β(1 − β)
, m2

T = m2
q + p2

T , (2.25)

e a massa invariante de qq̄ no referencial de repouso,

M2
qq̄ = 4(p2 +m2

q) , p2 = p2
L + p2

T . (2.26)

Aqui, pL é a componente longitudinal do trimomento do quark ~p. O cálculo da massa do

par nas variáveis do cone de luz se encontra no Apêndice A.

Seguindo o formalismo proposto em (78), podemos relacionar a massa do par no

referencial de momento infinito (2.25) com a massa invariante (2.26), obtendo

p2 =
p2

T + (1 − 2β)2m2
q

4β(1 − β)
, p2

L =
(p2

T +m2
q)(1 − 2β)2

4β(1 − β)
, (2.27)
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que trata de uma conversão das variáveis em ambos referenciais. Além disso, usando a

conservação de probabilidade, chegamos em

d3p|Ψ(p)|2 = d2pTdβ|Ψ(pT , β)|2 , d3p = dpLd
2pT , (2.28)

resultando na relação de Terent‘ev (78)

ΨV (β, pT ) =

(

p2
T +m2

q

16(β(1 − β))3

)
1

4

ΨV (p) . (2.29)

A Eq. (2.29) satisfaz a normalização
∫

|ΨV (p)|2 d3p = 1 ,
∫

|ΨV (β, pT )|2d2pTdβ = 1 . (2.30)

Para a descrição de Terent‘ev com o boost de Lorentz, foi mostrado que as funções de

onda de J/Ψ dão resultados muito satisfatórios para a região 〈β〉 ∼ 0.5, comparadas com

o resultado exato das funções de Green (79).

Uma vez obtida a parte espacial da função de onda no referencial de momento

infinito, adotamos uma simples fatorização da parte espacial e de spin da função de onda

completa do méson V , dependente de pT e de β, da seguinte maneira

Ψ(µ,µ̄)
V (β, ~pT ) = Û (µ,µ̄)(β, ~pT )ΨV (β, pT ) . (2.31)

A matriz de rotação com dependência no spin é dada no referencial de repouso por

U (µ,µ̄)(~p) =
1√
2
ξµ†

q ~σ · ~eV ξ̃
µ̄
q̄ , ξ̃µ̄

q̄ = iσyξ
µ̄∗
q̄ , (2.32)

com p = p(β, pT ). Na qual ~eV e ξ representam o vetor de polarização do méson e o espinor

dos quarks no referencial de repouso dos mesmos, respectivamente. E, assim como a função

de onda do méson vetorial, devemos transformar a matriz U para o referencial de momento

infinito (Û), através da rotação de Melosh (80, 50),

ξµ
q = R(β, ~pT )χµ

q , ξµ̄
q̄ = R(1 − β,−~pT )χµ̄

q̄ , (2.33)

nas quais χµ
q e χµ̄

q̄ representam os espinores no referencial de momento infinito para o par.

Temos de (80),

R(β, ~pT ) =
−i~pT (~σ × ~n) +mq + βMV
√

p2
T + (mq + βMV )2

. (2.34)

Substituindo (2.33) em (2.32), teremos

Û (µ,µ̄)(β, ~pT ) =
1√
2
χµ†

q R
†(β, ~pT )~σ · ~eV σyR

∗(1 − β,−~pT )σ−1
y χ̃µ̄

q̄ . (2.35)

Obtemos, portanto, a fórmula resultante para a parte imaginária da amplitude de espalha-

mento

ImAγp→V p
T,L (x,Q2) =

∫ 1

0
dβ
∫

d2rΣT,L(β,~r;Q2)σqq̄(x, r) (2.36)
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na qual,

ΣT,L(β,~r;Q2) =
∑

µ,µ̄

∫

dpTpTJ0(pT r)ΨV (β, pT )Û †(µ,µ̄)(β, ~pT )Ψ(µ,µ̄)
γT,L

(r, β;Q2) . (2.37)

Vale ressaltar que nesta última expressão realizamos uma transformada de Fourier na

função de onda do méson, para que seja compatível com a dependência em r da Eq. (2.14).

Tal transformação resulta no surgimento da função de Bessel de primeiro tipo J0.

Após uma certa álgebra em (2.37), por meio das Eqs. (2.24), (2.29) e (2.35),

chegamos em (33)

ImAL(x,Q2) =
∫ 1

0
dβ
∫

d2rΣL(β, r;Q2)σqq̄(x, r) (2.38)

com

ΣL = Zq

√
2Ncαem

π
Qβ(1 − β)K0(ǫr)

∫

dpTJ0(pT r)ΨV (β, pT )pT

mTmL +m2
q

mq(mT +mL)
, (2.39)

para um fóton polarizado longitudinalmente, e

ImAT (x,Q2) =
∫ 1

0
dβ
∫

d2r

[

Σ(1)
T (β, r;Q2)σqq̄(x, r) + Σ(2)

T (β, r;Q2)
dσqq̄(x, r)

dr

]

, (2.40)

com

Σ(1)
T = Zq

√
Ncαem

π
√

2
K0(ǫr)

∫

dpTJ0(pT r)ΨV (β, pT )pT
m2

T +mTmL − 2p2
Tβ(1 − β)

mT +mL

, (2.41)

Σ(2)
T = Zq

√
Ncαem

π
√

2
K0(ǫr)

∫

dpTJ1(pT r)ΨV (β, pT )
p2

T

2
mT +mL +mT (1 − 2β)2

mT (mT +mL)
, (2.42)

para um fóton transversalmente polarizado. Nota-se a dependência explícita do momento

carregado pelo fóton no caso longitudinal, enquanto no caso transversal a dependência é

suprimida, uma vez que para fotoprodução ǫ2 → m2
q (conforme é visto na Eq. (2.17)). Nas

equações acima usamos a seguinte definição

m2
L = 4m2

qβ(1 − β) . (2.43)

Nos cálculos de (2.39), (2.41) e (2.42) encontramos um fator de 1/
√

2, conforme visto em

(33), e ausente em cálculos semelhantes (50).

No que se segue, mostraremos uma forma de se obter a função de onda radial Ψ(r̃),

necessária na Eq. (2.24), através dos modelos de potenciais. Então seremos capazes de

obter a função de onda no referencial de momento infinito, Eq. (2.29), e enfim obter a

seção de choque total do espalhamento.
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Modelo de potenciais

Para obtermos as funções de onda espaciais no referencial de repouso do par qq̄ a

partir de primeiros princípios, vamos adotar os já conhecidos modelos de potenciais entre

quarks propostos pela literatura. Para cada um dos potenciais é resolvida a equação de

Schrödinger numericamente.

1. Potencial de Cornell

O potencial de Cornell “cor” é dado por

V (r̃) = −k

r̃
+

r̃

a2
, k = 0.52 , a = 2.34GeV−1 (2.44)

usando mc = 1.84 GeV e mb = 5.17 GeV, inicialmente estudado em (30, 31).

2. Potencial de Buchmüller-Tye

O potencial de Buchmüller-Tye “but” possui um comportamento coulombiano para

pequenas distâncias, r̃ < 0.01 fm, e um potencial do tipo de corda para maiores

distâncias. Seu comportamento é parecido com o potencial de Cornell, porém com

correções adicionais motivadas por (29),

V (r̃) = − 16π
25r̃ ln(ω(r̃))

(

1 + 2(γE +
53
75

)
1

ln(ω(r̃))
− 462

625
ln(ln(ω(r̃)))

ln(ω(r̃))

)

, (2.45)

para r̃ < 0.01 fm, e

V (r̃) =
k

r̃
− 8π

27
v(λr̃)
r̃

(2.46)

para r̃ > 0.01 fm. Aqui, temos

k = 0.153GeV2 , λ = 0.406GeV , ω(r̃) =
1

λ2
MS r̃

2
λMS = 0.509GeV , (2.47)

γE é a constante de Euler, e a função v(x) é dada numericamente em (29). Esse

potencial parametriza as massas para os quarks charm e bottom como 1.48 GeV e

4.87 GeV, respectivamente.

3. Potencial Logarítmico

Motivado por (32), o potencial “log” possui uma depêndencia logarítmica com a

distância entre os quarks bastante simples,

V (r̃) = [−0.6635 + 0.733log(r̃ · 1GeV)] 1GeV , (2.48)

com mc = 1.5 GeV e mb = 5.0 GeV.

4. Oscilador Harmônico
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Denotado de “osc”, é o potencial mais simples adotado

V (r̃) =
1
2
mqω

2r̃2, ω =
1
2

(M2S −M1S) , (2.49)

as massas para o quark charm e bottom são 1.4 GeV e 4.2 GeV, respectivamente. O

parâmetro ω é fixado em 0.3 GeV, para o charmônio, e 0.28 GeV, para o bottomônio.

A equação de Schrödinger possui solução analítica, mas usaremos a solução numérica

também realizada em (33).

5. Potencial de lei de potência

O potencial de lei de potência “pow” é dado por um polinômio de primeira ordem,

inicialmente estudado por (34),

V (r̃) =
[

−6.41 + 6.08(r̃ · 1GeV)0.106
]

GeV , (2.50)

e com valores retirados de (81), usando mc = 1.334 GeV e mb = 4.721 GeV.

A Fig. 11 mostra o comportamento de cada potencial em função da distância entre

os quarks. Se faz importante ressaltar que as parametrizações das massas utilizadas na

obtenção dos potenciais entre quarks incluem correções não-pertubativas para cada um dos

modelos. Para o cálculo da equação de Schrödinger utilizaremos as mesmas, porém, para

a seção de choque total da colisão (que inclui o cálculo perturbativo da função de onda do

fóton se desdobrando em quark-antiquark) escolheremos as massas fixas de mc = 1.40 GeV

e mb = 4.75 GeV, a fim de mostrar o comportamento de cada um dos potenciais para a

mesma massa de cada quark. A opção por valores de massas intermediárias se dá pelo fato

dos modelos de potenciais apresentarem valores de massas ajustadas bastante diferentes

para mc e mb.

Nota-se que o único potencial que varia com a massa própria fitada é o do oscilador

harmônico, para os demais permanece o mesmo comportamento. Utilizaremos as massas

parametrizadas em cada caso para resolver a equação de Schrödinger de cada um dos

potenciais.

Resolvendo a equação de Schrödinger

A parte espacial da função de onda do quarkônio, no referencial de repouso do par

qq̄, satisfaz a equação de Schrödinger

(

−∇2

mq

+ V (r̃)

)

Ψnlm(~̃r) = EnlΨnlm(~̃r) , (2.51)

na qual o operador ∇2 atua em coordenadas esféricas da seguinte forma

∇2 =
1
r̃2

∂

∂r̃

(

r̃2 ∂

∂r̃

)

+
1

r̃2 sin θ
∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

r̃2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (2.52)
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ImA(s, 0)),

ReA(s) =
2s2

π
P
∫ ∞

s0

ds′ 1
s′(s′2 − s2)

ImA(s′) (2.59)

aqui, s = W 2 e P é o valor principal de Cauchy, denotando que devemos tomar cuidado

com a divergência explícita na integral. Em geral, adiciona-se na Eq. (2.59) uma constante

de subtração, porém optamos por omití-la, seguindo trabalhos anteriores (83, 84). Podemos

introduzir na integral o termo sα (multiplicando e dividindo), no qual α é um parâmetro

real e, integrando por partes obtemos

ReA(s) =
2s2

π

1
2ss′

ln

∣

∣

∣

∣

∣

s′ − s

s′ + s

∣

∣

∣

∣

∣

ImA(s′)|∞s0
+

+
2s2

π

1
2s

∫ ∞

s0

ds′s′(α−1) ln

∣

∣

∣

∣

∣

s′ − s

s′ + s

∣

∣

∣

∣

∣

(

α− 1
s′

+
d

ds′

)

ImA(s′)/s′α .

(2.60)

Levando em conta a região de altas energias (s ≫ s0) fica evidente que o primeiro termo

se anula. Para o segundo termo, iremos fazer a seguinte mudança de variável

s′ = eξ′

, ds′ = eξ′

dξ′ ,

s = eξ , ds = eξdξ ,
(2.61)

para que a integral possa ser colocada da seguinte forma

ReA(s) =
s

π

∫ ∞

ln s0

dξ′eξ′(α−1) ln coth
|ξ − ξ′|

2

(

α− 1 +
d

dξ′

)

ImA(s′)/s′α . (2.62)

Vamos agora expandir ImA(s′)/s′α em potências de ξ′ − ξ, e manipular o cálculo

levando em conta o limite de altas energias (s0 → 0, portanto,ln s0 → −∞), obtemos

ReA(s) = sα
∑

n

d(n)

d ln s(n)
(ImA/sα)

Cn

n!
, (2.63)

na qual Cn representa a integração na variável ξ′

Cn =
1
π

∫ ∞

−∞
dξ′e(ξ′−ξ)(α−1) ln coth

|ξ′ − ξ|
2

(

α− 1 +
d

dξ′

)

(ξ′ − ξ)n . (2.64)

Denotando y = ξ′ − ξ e integrando Cn por partes obtemos,

Cn =
1
π

ln coth
1
2

|y|e(α−1)yyn|∞−∞ +
1
π

∫ ∞

−∞
dy
e(α−1)y

sinh y
yn , (2.65)

no qual deixa evidente, pelo segundo termo, que 0 < α < 2 ou caso contrário a integral

divergiria. O primeiro termo se anula neste caso. Após uma pequena manipulação chegamos

na expressão que calcula a parte real da amplitude através de sua parte imaginária, também

conhecida como relação analítica derivativa (DAR, sigla em inglês). A mesma possui esse

nome pois relaciona analiticamente a parte real da amplitude com as derivadas com relação
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à energia da parte imagínaria da amplitude. Podemos então obter o termo dominante C0

e substituir na Eq. (2.63). Temos, com n = 0,

ReA(s)
sα

= tan

[

π

2

(

α− 1 +
d

d ln s

)]

ImA(s)
sα

. (2.66)

Esta relação é válida em geral para o espalhamento hadrônico (82), i. e. A+ = App + App̄,

e como no nosso caso o limite é de altas energias, a mesma não precisa ser aplicada. O

termo dominante da série da tangente se lê

tan
(

π

2
(α− 1)

)ImA(s)
sα

+
π

2
sec2(

π

2
(α− 1))

d

d ln s

(

ImA(s)
sα

)

. (2.67)

A forma padrão encontrada na literatura e aplicada para espalhamentos hadrônicos

corresponde à escolha de fixar α = 1 (83), que é chamada de forma convencional de

DAR. Com esta consideração feita, obtemos a correção da parte real desejada para nossa

amplitude de espalhamento,

ReA(s) =
π

2
d ImA(s)
d ln s

. (2.68)

Portanto, a amplitude total corrigida é expressa como (50)

Aγp→V p(W ) = i ImAγp→V p(W )

(

1 − i
π

2
∂ ln ImAγp→V p(W )

∂ lnW 2

)

, (2.69)

a qual mostra a sensibilidade da parte real corrigida com o regime de energia que nos

encontramos. A figura 16 mostra a importância dessa correção para o cálculo final da

amplitude de espalhamento do processo γp → J/Ψp, no qual foi utilizado o potencial de

Buchmüller-Tye bem como o modelo GBW. Para todos os demais potenciais e modelos de

dipolo o comportamento é semelhante e nota-se a necessidade de correção, independente

da região de energia em que o processo é computado.

Uma vez que a correção para adicionar a parte real da amplitude de espalhamento

é somente sensível à energia de centro de massa W 2, esta pode ser feita alternativamente

na seção de choque do dipolo σqq̄, já que somente ela é dependente da energia de centro de

massa da colisão, por meio da variável de Bjorken. Temos, equivalentemente à Eq. (2.69):

σqq̄(x, r) ⇒ σqq̄(x, r)

(

1 − i
π

2
∂ ln σqq̄(x, r)
∂ ln 1/x

)

. (2.70)

Para os cálculos numéricos das seções de choque deste capítulo optamos por utilizar a Eq.

(2.70).

2.7 DISCUSSÃO E RESULTADOS NUMÉRICOS DO CAPÍTULO

Nos voltaremos agora para os resultados numéricos da seção de choque total da

fotoprodução γp → V p, para V = ψ(nS), Υ(nS), com n = 1, 2. Na Figura 17, apresentamos
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Figura 16 – Comparação das amplitudes com e sem a correção da parte real. O valor total
da amplitude aumenta em mais de 20% em quase todo o regime de energia de
centro de massa. Fonte: Figura elaborada pelo autor.

os resultados para o modelo de dipolo de ψ(1S), enquanto na Figura 18, para ψ(2S).

As seções de choque são em função da energia de centro de massa da colisão de γp, W .

Nos gráficos utilizamos os cinco modelos de potenciais apresentados ao longo do capítulo.

Notamos que para a fotoprodução de charmônio ambas parametrizações para a seção

de choque do dipolo com o próton, GBW e KST, apresentadas anteriormente, fornecem

resultados bastante semelhantes, portanto escolhemos o modelo GBW para mostrar, para

finalidade de apresentação. Nossos resultados são comparados com os dados obtidos de H1

(20), ZEUS (21), ALICE (85), LHCb (86) e Fermilab (87, 88, 89). Tais resultados mostram

que os diferentes modelos de potenciais fornecem uma boa descrição para os dados de

ψ(1S) e ψ(2S) em todo o regime de energia.

Em outra análise, comparamos os resultados para a seção de choque total da

fotoprodução ao utilizarmos as parametrizações originais do modelo GBW (23) com

parametrizações mais recentes incluindo quarks pesados (25). Notamos que a diferença

entre os resultados para as diferentes parametrizações é bastante baixo, e, de forma

inesperada, os resultados para o grupo mais antigo de parametrizações GBW é mais bem

sucedido para a descrição dos dados para altos valores de energia W .

Nas Figuras 19 e 20, mostramos os resultados numéricos para a seção de choque

total da fotoprodução de Υ(nS), com n = 1, 2. As seções de choque são em função da

energia de centro de massa da colisão W . Da mesma forma que antes, empregamos os

cinco modelos de potenciais apresentados neste trabalho. Os resultados para o estado

fundamental são comparados com os dados já obtidos de CMS (90), H1 (20) e LHCb (86).

Para o bottomônio, utilizamos o modelo de dipolo KST, uma vez que o mesmo produz,
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3 FOTOPRODUÇÃO DE MÉSONS VETORIAIS EM UMA COLISÃO ULTRA-

PERIFÉRICA DE DOIS NÚCLEOS

Neste capítulo estudaremos a fotoprodução de mésons vetoriais em colisões ultrape-

riféricas de dois núcleos de chumbo (Pb, Z = 82 e A = 208). A principal diferença entre o

caso nuclear e o caso estudado no capítulo anterior, onde somente prótons interagiam, é a

inclusão de diversos núcleons alvos que podem interagir com o dipolo produzido a partir

da flutuação do fóton. Desta maneira, duas produções são de fundamental importância

para o entendimento, o caso em que o núcleo alvo permanece no seu estado inicial antes e

depois da colisão (produção coerente) e aquele em que o mesmo altera seu estado final

(produção incoerente). Um número expressivo de trabalhos na literatura procuram um

tratamento detalhado para o caso incoerente, e.g. Refs. (91, 92, 93, 94). No entanto uma

descrição simultânea da produção coerente em conjunto com a incoerente, a partir de uma

mesma estrutura teórica, permanece um problema em aberto na literatura.

Alguns fenômenos nucleares, como o sombreamento de glúons no interior nuclear

e o comprimento de coerência finita, serão apresentados e terão um relevante papel no

cálculo final das seções de choque. Ao final do capítulo, apresentaremos os resultados

obtidos comparando com os recentes dados obtidos para a produção coerente e incoerente

de J/Ψ(1S, 2S), bem como predições de Υ(1S, 2S) para futuros experimentos. A obtenção

destas seções de choque é o principal resultado deste estudo.

3.1 CINEMÁTICA

A forma tradicionalmente usada para estudar a cinemática de uma partícula

em colisões relativísticas é através de sua variável de rapidez longitudinal, y. Para tal,

escolhemos um eixo de direção (usualmente a direção do eixo da colisão) como eixo z,

então, a energia e o momento da partícula podem ser descritos da seguinte maneira (95)

E = mT cosh y, px, py, pz = mT sinh y , (3.1)

na qual mT é chamada de massa transversal da partícula, definida como

mT =
√

m2 + p2
x + p2

y (3.2)

e a rapidez y para tal processo é

y =
1
2

ln

(

E + pz

E − pz

)

. (3.3)

Comparando o resultado anterior com um outro referencial, devemos aplicar um

boost com velocidade β ao longo do eixo z. Para tal análise, usaremos as relações da

relatividade restrita entre as energias e os momentos nos diferentes referenciais. Para tal

boost teremos

E ′ = γ(E − βpz) ,

p′
z = γ(pz − βE) .

(3.4)



46 Capítulo 3. Fotoprodução de mésons vetoriais em uma colisão ultraperiférica de dois núcleos

Essa transformação relaciona as principais quantidades de ambos os referenciais; chamamos

de S o original e de S′ o que sofreu o boost. Portanto, a rapidez no referencial S′ será

y′ = ln

[

γ(1 − β)(E + pz)
γ(1 + β)(E − pz)

]

= y +
1
2

ln

(

1 − β

1 + β

)

= y − 1
2

ln

(

1 + β

1 − β

)

.

(3.5)

Dos resultados acima, observamos que sobre uma transformação de Lorentz do referencial

original S para o referencial S′, a rapidez y′ da partícula se transforma por uma simples

subtração

y′ = y − yβ , (3.6)

sendo que yβ é

yβ =
1
2

ln

(

1 + β

1 − β

)

. (3.7)

Tal resultado é de extrema utilidade, uma vez que o formato de uma seção de choque

diferencial em y, dσ/dy, é invariante sobre translações com relação ao eixo z. Nas pró-

ximas seções obteremos uma seção de choque diferencial em rapidez no caso de colisões

ultraperiféricas de dois átomos de chumbo, na qual relacionamos a energia do fóton que

interagirá com um dos núcleos para formação de um estado final na forma de um méson

vetorial.

3.2 FATORIZAÇÃO E O MÉTODO DE WEIZSÄCKER-WILLIAMS

O método de Weizsäcker-Williams (37, 38) fundamenta-se em reinterpretar a

interação entre dois íons relativísticos distantes como a interação de um fluxo de fótons,

emitidos por um dos íons, com a seção de choque específica da fotoprodução do processo

fóton-íon. Neste trabalhos nos concentraremos no caso em que tais íons são dois núcleos

de Chumbo (Pb).

Fatorização

Devemos, primeiramente, realizar a fatorização da seção de choque diferencial na

rapidez, de modo que cada aspecto do cálculo seja mais compreensível. Partimos de

dσAA→AV X

dy
= ω

dNγ

dω
σγA→V X(ω) , (3.8)

na qual ωdNγ/dω é o fluxo de fótons virtuais e σγA→V A(ω) é a seção de choque para a

fotoprodução do méson no núcleo. Por outro lado, a rapidez y no referencial de centro de
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massa da colisão de um méson V está relacionada com a energia do fóton, ω, por meio da

equação (48)

y = ln
( 2ω
MV

)

, (3.9)

no caso da fração de momento transferido aos glúons do núcleo alvo ser ínfima. Aqui, MV

é a massa do estado hadrônico produzido no referencial do centro de massa da colisão.

Levando em conta que qualquer um dos núcleos pode ser a fonte dos fótons devemos

adicionar um termo em (3.8) para a fotoprodução total

dσγA→V X

dy
= ω

dNγ

dω
σγA→V X(ω) + (y → −y) , (3.10)

na qual soma-se à seção de choque diferencial total o caso em que o fóton é provido pelo

núcleo vindo no sentido oposto, com rapidez negativa. Por conta de (3.9) podemos redefinir

a variável de Bjorken a ser utilizada nas seções de choque no caso nuclear, da seguinte

forma,

x =
MV e

−y

√
sNN

, (3.11)

na qual
√
sNN é a energia de centro de massa da colisão núcleon-núcleon. Podemos

reescrever a equação (3.10) decompondo a seção de choque do fóton com o núcleo em

termos de uma nova integração no parâmetro de impacto ~b′. Teremos,

dσAA→AV X

dy
=
∫

d2b
∫

d2b′ ω
dNγ(ω,~bγ)
dωd2bγ

dσγA→V X(ω,~b′)
d2b′

+ (ω(y) → ω(−y)) , (3.12)

na qual
~bγ = ~b′ −~b . (3.13)

A Fig. 21 mostra a relação entre os parâmetros de impacto ~b, ~b′ e ~bγ. O requisito

para que a colisão seja ultraperiférica é que o parâmetro b seja maior que a soma dos raios

dos núcleos, ou seja, b ≥ 2RA.

Método de Weizsäcker-Williams

Devemos agora calcular o fluxo de fótons num ponto qualquer do espaço. Para tal,

partimos da análise provinda da Fig. 22. Através da relatividade restrita somos capazes

de relacionar os campos produzidos pela partícula de carga q (no nosso caso o núcleo de

chumbo) em ambos referenciais (96),

E1 = E
′

1 = − qγvt

(b2
γ + γ2v2t2)3/2

,

E2 = γE
′

2 =
γqbγ

(b2
γ + γ2v2t2)3/2

,

E3 = γβE
′

2 = βE2 .

(3.14)
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que nada mais é que uma função de Bessel modificada de segunda ordem, K0, portanto

teremos

E1(ω,~bγ) = − iq

γbγv

√

2/π

[

ωbγ

γv
K0

(

ωbγ

γv

)]

. (3.21)

Combinando os fluxos de fótons para os campos E1 e E2 teremos o espectro de frequência

total para o processo no ponto P

d3N

dωd2~bγ

(ω,~bγ) =

[

d3N1

dωd2~bγ

(ω, bγ) +
d3N2

dωd2~bγ

(ω, bγ)

]

,

ou, sabendo que em colisões em altas energias v ≈ c = 1, chegamos na forma padrão do

fluxo de fótons de Weizsäcker-Williams

d3N

dωd2~bγ

(ω,~bγ) =
1
π2

q2

b2
γ

(

ωbγ

γ

)2 [ 1
γ2
K2

0

(

ωbγ

γ

)

+K2
1

(

ωbγ

γ

)]

, (3.22)

sabendo que, para colisões relativísticas, o fator de Lorentz para o próton alvo dentro do

núcleo será γ =
√
sNN/2mp, com massa do próton mp = 0.938GeV. Para energias típicas

do LHC, o fator de Lorentz é muito maior do que 1 (e.g., colisão pPb com energia 8.16

TeV (98), γP b ≈ 4350).

3.3 FOTOPRODUÇÃO COERENTE E INCOERENTE

Vamos analisar dois casos distintos de fotoprodução nuclear: o caso do espalhamento

coerente e o caso do espalhamento incoerente. Na Fig. 23 vemos que o núcleo pode

permanecer no mesmo estado ou altera-se para o estado A∗ após a colisão. Estes processos

são chamados de produção coerente e incoerente, respectivamente. Os processos de produção

acima explicados são computados considerando que o comprimento de coerência (100) do

méson criado seja muito maior do que o raio do núcleo,

lc =
2ν
M2

V

=
√
sNNe

y

mpMV

≫ RA , (3.23)

no qual ν é a energia do fóton no referencial de repouso do núcleo, tornando a amplitude

de probabilidade que o méson atravesse o meio nuclear muito alta. Podemos relacionar a

energia do fóton no referencial de centro de massa da colisão com a energia no referencial de

repouso do núcleo alvo através do fator de Lorentz, ν = γω. O comprimento de coerência

pode ser interpretado como a distância em que o fóton flutua em um par qq̄, conforme

inlustrado na Figura 24.

Na teoria de espalhamento nuclear proposta por Gribov a diferença de fase para o

espalhamento de diferentes núcleons presentes no núcleo é aditiva (101), ou seja,

δA(~b, ~s1, ..., ~sA) =
A
∑

i=1

δN(~b, ~si) , (3.24)

na qual ~si é a coordenada do núcleon.
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com o alvo, ΓV
N(~b), através de

ΓγV
N (~b) = Ψγ(~r, β)ΓV

N(~b)ΨV (~r, β) , (3.25)

uma vez que para regimes de altas energias se assume que a produção do par qq̄ acontece

muito antes da interação com o alvo. Em outras palavras, a interação do fóton com o alvo é

dominada pela interação do méson criado com o alvo. A Eq. (3.25) mostra explicitamente

a diferença entre as amplitudes ΓγV
N e ΓV

N .

Também usaremos as relações para processos de espalhamentos elementares de

hádrons em um alvo (102)

σV N
tot = σV N

in + σV N
el = 2

∫

d2bReΓV
N(~b) ,

σV N
el =

∫

d2b|ΓV
N(~b)|2 .

(3.26)

Através das equações acima somos capazes de relacionar a seção de choque total do

espalhamento hadrônico com sua parte elástica ou inelástica. As mesmas relações são

válidas também para as amplitudes no caso de espalhamento nuclear, ou seja, quando

N → A.

Por construção da teoria, fica evidente que podemos relacionar a seção de choque

elástica descrita em (3.26) com a seção de choque da fotoprodução do par com um núcleon

(2.10), descrita no capítulo anterior

σ(γN → V N) = |〈Ψγ(~r, β)|ΨV (~r, β)〉|2
∫

d2b|ΓV
N(~b)|2 . (3.27)

Desta forma, utilizando a Eq. (2.16), percebe-se que

σV N
el =

σ2
qq̄

16πB
. (3.28)

Considerando a dominância do méson nas interações com os núcleons, no que se

segue do estudo apresentaremos as seções de choque coerente e incoerente do hádron

passando pelo meio nuclear, necessárias para a obtenção da seção de choque final de

fotoprodução (3.12).

Seção de choque coerente

As seções de choque coerente (ou elástica) e total de um méson passando por um

núcleo A podem ser obtidas a partir da teoria de Glauber (103),

σV A→V A
tot = 2

∫

d2bRe〈0|ΓV
A(~b)|0〉

σV A→V A
el =

∫

d2b
∣

∣

∣〈0|ΓV
A(~b)|0〉

∣

∣

∣

2
,

(3.29)

na qual ΓV
A(~b) é a amplitude de espalhamento do par qq̄ no meio nuclear, e 〈0|ΓV

A|0〉
significa que o estado fundamental do núcleo permanece o mesmo antes e depois da colisão

(condição necessária para que o processo seja coerente).
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A amplitude de espalhamento do hádron no meio nuclear, ΓV
A(~b), pode ser descrita

por meio de (104, 105)

ΓV
A(~b; ~si, ~zi) = eiqLzi







1 −
A
∏

j

[1 − 1
A

ΓV
N(~b− ~sj)]







, (3.30)

na qual {~si, zi} denotam as coordenadas espaciais do núcleon alvo Ni, com zi sendo a

componente longitudinal. O termo ΓV
N descreve a amplitude da colisão elástica do méson

com um núcleon. Uma detalhamento da construção dos operadores se encontra em (36).

O momento longitudinal qL, que aparece no fator de fase da amplitude, é definido como a

diferença entre os momentos do fóton e do méson criado no espalhamento, portanto

qL = pγ − pV =
Q2 +M2

V

2ν
. (3.31)

Nota-se, portanto, que o comprimento de coerência (3.23) é o inverso de qL. Para o regime

de altas energias, qL → 0, o fator de fase em (3.30) vai para 1.

Para altas energias, a amplitude (3.30) pode ser escrita da seguinte forma, sem o

fator de fase,

ΓV
A(~b, ~si) =







1 −
A
∏

j

[1 − 1
A

ΓV
N(~b− ~sj)]







. (3.32)

Além disso, seguindo as Refs. (105, 106, 107), descrevemos o estado fundamental do núcleo

|0〉 como um produto de funções de onda de partículas únicas, que podem ser totalmente

descritas pela densidade nuclear, e são normalizadas para A. Portanto, teremos de (105)

〈0|ΓV
A(~b; ~si, zi)|0〉 = 1 −

[

1 − 1
A

∫

d2sΓV
N(s)

∫ ∞

−∞
dzρA(~b− ~s, z)

]A

, (3.33)

em que

ρA(~b, z) =
∫ A
∏

j

d3rj|ΨA(~ri)|2 (3.34)

é a densidade de núcleons para um núcleo. A relação entre as funções de onda ΨA e o

estado fundamental |0〉 do núcleo se encontra em (106, 108). A forma da densidade nuclear

será apresentada numa outra subseção após a conclusão dos cálculos de produção coerente

e incoerente.

Portanto, a seção de choque coerente total, para núcleos de grande A, terá a forma

σV A→V A
tot = 2

∫

d2bRe

{

1 −
[

1 − 1
A

∫

d2sΓV
N(s)

∫ ∞

−∞
dzρA(~b− ~s, z)

]A
}

≈ 2
∫

d2b
{

1 − exp
[

−1
2
σV N

tot TA(b)
]}

,

(3.35)

na qual TA(b) =
∫

d2bρA(b, z) é chamada de função de espessura do núcleo. Para que a

última equação fosse obtida levamos em conta que |~b− ~s| < RA/2, portanto, a função de

espessura se comporta de maneira relativamente constante, TA(~b− ~s) ≈ TA(~b), uma vez

que se supõe que a densidade nuclear seja mais ou menos constante.
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A seção de choque elástica para o espalhamento coerente do méson no núcleo será,

de acordo com a Eq. (3.35),

σV A→V A
el =

∫

d2b

∣

∣

∣

∣

1 − exp
[

−1
2
σV N

tot TA(b)
]∣

∣

∣

∣

2

. (3.36)

Seção de choque incoerente

Se o núcleo se excita sem a produção de uma nova partícula, i.e., ele rompe seus

núcleons ou o núcleo se fragmenta, tal processo, γA → V A∗, é chamado de espalhamento

incoerente. Para a seção de choque incoerente teremos

σV A→V A∗

=
∫

d2b
∣

∣

∣〈f |ΓV
A(~b)|0〉

∣

∣

∣

2
, (3.37)

na qual 〈f | é um estado final arbitrário do núcleo, diferente do inicial. Podemos reescrever

de forma mais conveniente a última equação com relação ao caso incoerente, uma vez que
∣

∣

∣〈f |ΓV
A(~b)|0〉

∣

∣

∣

2
= 〈0|ΓV

A(~b)|f〉〈f |ΓV †
A (~b)|0〉 , (3.38)

e utilizando a relação de completeza
∑

f 6=0

|f〉〈f | = 1 − |0〉〈0| , (3.39)

alteramos (3.37) da seguinte forma

σV A→V A∗

=
∫

d2b
[

〈0|ΓV
A(~b)ΓV †

A (~b)|0〉 − |〈0|ΓV
A(~b)|0〉|2

]

. (3.40)

Fica evidente que o segundo termo do cálculo da seção de choque incoerente é a subtração

da parte coerente do espalhamento total.

Realizando a álgebra descrita pelas amplitudes ΓV
A(~b)ΓV †

A (~b) e ΓV
A(~b), bem como

utilizando as relações elementares descritas na Eq. (3.26), obtemos

σV A→V A∗

=
∫

d2b
[

e−(σV N
tot −σV N

el
)TA(b) − e−σV N

tot TA(b)
]

=
∫

d2b e−σV N
tot TA(b)

[

eσV N
el

TA(b) − 1
]

≈
∫

d2b σV N
el TA(b)e−σV N

tot TA(b) .

(3.41)

Acima expandimos a exponencial que contém o termo elástico do espalhamento do méson

com o núcleon, uma vez que é esperado que a seção de choque elástica do méson com o

núcleon seja pequena (105). Podemos utilizar a Eq. (3.28) para a descrição da seção de

choque elástica do méson com o núcleon.

Alternativamente aos cálculos já apresentados, especialmente no caso incoerente,

nas Refs. (16, 109), apresenta-se uma forma de calcular as seções de choque, não por meio

de uma distribuição de núcleons parametrizada, e sim pelo sorteio de diversas configurações

de núcleons no interior nuclear, na qual é tomado a média das possíveis flutuações no

estado e posição dos núcleons. Tal método não será empregado aqui neste trabalho, porém

torna-se bastante interessante para futuros projetos.
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Correção de Gribov

O modelo de Glauber é uma aproximação de canal simples, portanto, não contém a

possibilidade de excitações difrativas que levem o hádron projétil a estados intermediários,

como no caso ilustrado na Fig 25. Para incluir a correção de Gribov devemos substituir

nas equações (3.36) e (3.41) a seção de choque total do méson com o núcleon alvo (σV N
tot )

pela seção de choque do dipolo σqq̄. Tal aproximação é também conhecida como frozen

dipoles e foi desenvolvida e melhor explorada nas Refs. (110, 106), respectivamente.

Figura 25 – Excitações difrativas do hádron projétil no meio nuclear para estados interme-
diários. O autoestado de interação do hádron com o núcleon alvo é o próprio
dipolo ao invés de um hádron V fixo, como no modelo de Glauber. Fonte:
Figura tirada da referência (106).

Ao final desta substituição na seção de choque do hádron com o núcleo σV A→V X

podemos chegar, por meio da dominância de mésons, nas expressões para as seções de

choque de fotoprodução coerente e incoerente σγA→V X e então substituir na Eq. (3.12). A

forma usualmente encontrada na literatura para ambas é

σγA→V A∗

=
∫

d2b
TA(b)
16πB

∣

∣

∣

∣

∫

dβd2rΨ†
V Ψγσqq̄(x, r) exp

(

−1
2
σqq̄(x, r)TA(b)

)∣

∣

∣

∣

2

,

σγA→V A =
∫

d2b
∣

∣

∣

∣

∫

dβd2rΨ†
V Ψγ

[

1 − exp
(

−1
2
σqq̄(x, r)TA(b)

)]∣

∣

∣

∣

2

,

(3.42)

nas quais ΨV = ΨV (~r, β) e Ψγ = Ψγ(~r, β). Vale ressaltar que a correção da parte real

da seção de choque do dipolo, mostrada na Eq. (2.70) do capítulo anterior, também é

considerada nos cálculos para a seção de choque nuclear da seguinte maneira:

σqq̄(x) ⇒ σqq̄(x)

(

1 − iπ

2
∂ ln σqq̄

∂ ln(1/x)

)

. (3.43)

Uma vez que os fótons possuem baixa virtualidade, Q2 ≈ 0, somente a polarização

transversal contribuirá para a seção de choque total, da mesma forma que foi apresentado

no capítulo anterior.
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Função de espessura do núcleo

Para a função de espessura apresentada em (3.35), temos as seguintes considerações

TA(b) =
∫ +∞

−∞
dz ρA(b, z) ,

1
A

∫

d2b TA(b) = 1 , (3.44)

na qual ρA(b, z) é a densidade nuclear em termos do parâmetro de impacto b e da

coordenada longitudinal z. Neste trabalho utilizamos a densidade nuclear parametrizada

pelas distribuições de Wood-Saxon para núcleos pesados. Temos de (111)

ρA(b, z) =
NA

1 + exp
[

r(b,z)−c
δ

] , r(b, z) =
√
b2 + z2 , (3.45)

aqui, r é a distância até o centro do núcleo, NA é um termo de normalização geral, e os

parâmetros c = 6.62 fm e δ = 0.546 fm para o chumbo (Pb) são extraídos de (112).

Vale ressaltar o sucesso das distribuições de Wood-Saxon para as colisões de núcleos

pesados, como o aqui estudado. Porém, o mesmo sucesso não é obtido quando os núcleos

estudados são menores, para tais colisões outros tipos de distribuições são sugeridas.

3.4 COMPRIMENTO DE COÊRENCIA

Uma das correções necessárias ao cálculo final da seção de choque nuclear para a

produção coerente e incoerente do méson é o chamado efeito de comprimento de coerência

finito (45). O cálculo das seções de choques (3.42) produzidas na seção anterior se refere

especificamente ao caso em que o estado final possua um comprimento de coerência muito

alto (lc ≫ RA) e pode ser usado somente nos regimes de W > 30 GeV, onde W =
√
s é a

energia de centro de massa do dipolo com o núcleon. A correção para produção do méson

em baixas energias deve ser feita de forma semelhante à seção anterior. Para tal, parte-se

novamente da teoria de Glauber do espalhamento do méson a partir do ponto de criação

do dipolo no meio nuclear, só que agora o fator de fase em (3.30) não pode ser desprezado.

O cálculo é levemente mais complexo comparado ao feito anteriormente, sendo

desenvolvido em (113, 39). Para adicionar o efeito de comprimento de coerência finita

para baixas energias ao cálculo, altera-se as seções de choques totais, através de uma

multiplicação por fatores de forma

σγA→V A∗

(W 2) ⇒ σγA→V A∗

(W 2)F inc(W 2, lc) ,

σγA→V A(W 2) ⇒ σγA→V A(W 2)F coh(W 2, lc) ,
(3.46)

nas quais

F inc(W 2, lc) =
∫

d2b
∫ ∞

−∞
dzρA(b, z)

∣

∣

∣

∣

F1(W 2, b, z) − F2(W 2, b, z, lc)
∣

∣

∣

∣

2/(

...
)∣

∣

∣

∣

lc→∞
, (3.47)

para o fator de forma no caso incoerente, e

F coh(W 2, lc) =
∫

d2b
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

−∞
dzρA(b, z)F1(W 2, b, z)eiz/lc

∣

∣

∣

∣

2/(

...
)∣

∣

∣

∣

lc→∞
. (3.48)
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Figura 27 – Seção de choque do méson com o próton. A partir do ponto em que o méson
é criado no interior do núcleo o mesmo pode interagir com o restante do
núcleons presentes. Efeito especialmente importante para baixas energias de
colisão. Figura adaptada de (50).

Ref. (50), obtemos

AV p→V p = σ0

[

1 − πr2
0

∫ 1

0
dβ
∫ ∞

0
dpT

∫ ∞

0
dqTW (β, pT )W (β, qT )V (β, pT , qT )

]

, (3.53)

na qual,

W (β, pT ) = pTψ(β, pT )e−r2

0
p2

T
/4
[(

M2
1 (pT ) + p2

T

) (

M2
2 (pT ) + p2

T

)]−1/2
, (3.54)

e

V (β, pT , qT ) = M1(pT )M1(qT )M2(pT )M2(qT )I0(v)

+ [M1(pT )M2(qT ) +M1(qT )M2(pT )] pT qT I1(v) + p2
T q

2
T I2(v) ,

(3.55)

com as seguintes definições

M1(pT ) = mq +mT

√

β

1 − β
, (3.56)

M1(pT ) = mq +mT

√

1 − β

β
, (3.57)

v =
1
2
r2

0pT qT . (3.58)

Aqui, Ψ(β, pT ) é a função de onda do méson no cone de luz, encontrada no capítulo anterior,

m2
T = m2

q + p2
T e I0,1,2(v) são funções de Bessel de primeiro tipo com argumento imaginário.

Para cada um dos modelos de dipolo fenomenológicos, GBW e KST, os parâmetros de

saturação r0 devem ser os utilizados na seção 2.4.

Para o cálculo final dos fatores de forma devemos calcular a seção de choque do

méson com o núcleon e substituir nas equações (3.49) e (3.50). Para ambos Fcoh e Finc
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Figura 29 – Diagramas para a inclusão do sombreamento de glúons. Figura adaptada a
partir da Figura 4 de (24).

Sabendo que o termo dominante da seção de choque do dipolo obtida pelos modelos

fenomenológicos de saturação é proporcional à distribuição de glúons g do próton, temos

σqq̄ ≈ r2

4
Q2(x) ∝ gp(x, µ2), (3.59)

sendo µ uma escala de fatorização ajustada à ordem da função de distribuição de pártons

utilizada. Para obter a nova distribuição de glúons no caso nuclear, utilizaremos as

distribuições de pártons obtidas fenomenologicamente em (43),

σA
qq̄

σqq̄

≈ xgA(x, µ2)
AxgN(x, µ2)

≡ Rg(x, µ2) . (3.60)

Portanto, nossa seção de choque do dipolo com o núcleon alvo será reescalonada da seguinte

forma

σqq̄ ⇒ σqq̄Rg(x, µ2) . (3.61)

Para o cálculo final foi considerado a escala de fatorização µ = MV /2, seguindo os trabalhos

de (115, 116). A figura a seguir mostra o comportamento de Rg(x, µ2) para diferentes

regiões de x.

As funções de distribuições de pártons acima utilizadas obedecem a equação de evolu-

ção na escala de fatorização DGLAP (Dokshitzer-Gribov(40), Lipatov(41) e Altarelli-Parisi

(42)). Uma vez que somente a evolução de µ2 pode ser determinada perturbativamente,

evolui-se as PDFs encontradas fenomenologicamente para obtermos as correções em ordem

seguinte à dominante. A DGLAP possui a seguinte forma,

d

d lnµ2
g(x, µ2) =

αs

2π

∫ 1

x

dy

y

[

∑

i

fqi(y, µ2)P (1)
gq

(

x

y

)

+ g(y, µ2)P (1)
gg

(

x

y

)]

, (3.62)

para a qual as matrizes P (1) denotam as probabilidades de desdobramentos de glúons e

quarks (117).

Apesar de utilizarmos os modelos GBW e KST com sombreamento de glúons, ao

longo do tempo diferentes modelos para a descrição do dipolo passando pelo meio nuclear

foram propostos, entre os quais podemos destacar o modelo BK (61, 62), GLR (63) e AGL

(64, 65). Tais modelos incorporam a evolução na escala de fatorização e possuem regimes

próprios de validade e uso.
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4 CONCLUSÃO

Com a ideia de descrever os dados de fotoprodução de mésons vetoriais pesados

disponíveis na literatura, conseguimos a partir dos modelos de potenciais e de efeitos de

spin (rotação de Melosh) descrever todos os dados experimentais para a fotoprodução de

J/Ψ(1S), ψ(2S) e Υ(1S) com o uso dos modelos de dipolos GBW e KST no qual o alvo é

um próton, conforme discutido na seção de resultados numéricos do capítulo 2.

A obtenção, a partir da equação de Schrödinger e dos modelos de potenciais entre

os quarks, das funções de onda dos mésons vetoriais pesados se mostrou uma boa solução

para a descrição da fotoprodução exclusiva de seus estados fundamentais e excitados.

Também fizemos previsões para a fotoprodução de Υ(2S) em colisões ultraperiféricas de

dois prótons, para futuras medições.

Depois de estabelecermos um bom entendimento para a fotoprodução em colisões

ultraperiféricas pp, partimos para uma colisão entre dois núcleos, tendo em vista os recentes

dados provindos de aceleradores para colisões PbPb, sem descrição teórica completa que

seja satisfatória. Para tanto, foram apresentados dois casos distintos de fotoprodução

nuclear, o caso em que o núcleo permanece intacto (coerente) e quando se excita ou se

quebra (incoerente), descritos pela teoria de espalhamento de Glauber-Gribov, uma vez

que para altas energias se tem a dominância do espalhamento hadrônico no meio nuclear

descrita pelo par quark-antiquark.

Outros dois fenômenos de fundamental importância são adicionados ao estudo:

o sombreamento de glúons no meio nuclear e o comprimento de coerência finita. Cada

um possui relevância em diferentes regiões de energia e são de grande importância para

a descrição teórica de J/Ψ(1S) e ψ(2S). O primeiro, principalmente na região de altas

energias (rapidez central), já o segundo para baixas energias (rapidez alta). Também

produzimos predições para os casos coerente e incoerente de Υ(1S) e Υ(2S), para futuras

medições.

Considerando a fotoprodução coerente de J/Ψ(1S), quando o núcleo alvo interage

com o fóton, conseguimos um bom acordo entre a teoria desenvolvida e os dados de

ALICE e CMS para PbPb UPCs, com energia de centro de massa da colisão 2.76 TeV. Já

para a mesma energia de colisão, somente o potencial de oscilador harmônico foi capaz

de descrever ψ(2S). Para energias maiores, especificamente 5.02 TeV, nossa descrição é

consistente com os dados do LHCb, estando um pouco abaixo dos dados obtidos do colisor

ALICE. Também produzimos predições para a fotoprodução de Υ(1S) e Υ(2S), a fim de

um maior entendimento futuro, quando dados novos forem obtidos.

Para o caso incoerente, fazemos as predições para os mesmos estados dos mésons

já citados. Comparando o resultado teórico com o único dado experimental de J/Ψ(1S),

obtido por ALICE, vemos que o cálculo teórico não é compatível com o dado. Não obstante,

decidimos mostrar essa discordância de qualquer forma, uma vez que na própria literatura
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já é sabida a dificuldade para a descrição do caso incoerente, caso este mais complexo

que a fotoprodução coerente, uma vez que o núcleo alvo pode se quebrar (ou excitar) e

tornar a dinâmica do processo muito mais complicada. Assim, mostramos qual a melhor

descrição capaz de ser obtida usando a teoria de Glauber-Gribov para espalhamento no

meio nuclear.

Como conclusão final, reiteramos a possibilidade da descrição do caso coerente com

o tratamento teórico neste trabalho empregado. Com relação ao caso incoerente, vemos a

necessidade de um maior desenvolvimento teórico, bem como a disponibilidade de mais

dados para comparação. Os resultados obtidos deste trabalho podem ser vistos no artigo

já publicado (125).

Tendo em vista o trabalho desenvolvido até o presente momento, diversos projetos

de pesquisa são capazes de serem explorados no futuro.

Perspectivas Futuras

Em relação a fotoprodução de mésons leves, é necessário uma maior compreensão

acerca da interação entre o quark e o anti-quark constituintes, uma vez que para tais

mésons são esperadas contribuições relativísticas importantes ao buscar a função de onda.

Como ponto de partida para este projeto estudaremos o méson ρ, que se destaca pela

quantidade de dados já gerados pelos diversos aceleradores.

Recentemente estudamos a depêndencia com o momento transferido ao quadrado

(126), a fim de obter uma descrição mais precisa dos dados experimentais para altos

regimes de t. Neste trabalho, também utilizamos modelos de dipolos teóricos, os quais

permitem uma discussão mais rica acerca da estrutura interna de prótons e núcleos.

Tendo em vista a construção do futuro colisor de elétrons e íons (EIC, Electron

Ion Collider) e seus potenciais dados (127), podemos explorar a descrição teórica da

fotoprodução de mésons em seus regimes de energias (20 a 90 GeV para núcleos pesados).

Tal movimento tem por fim estabelecer uma teoria capaz de descrever simultaneamente as

fotoproduções coerentes e incoerentes.

Outra importante característica do EIC é a possibilidade de analisar colisões com

feixes de partículas polarizadas, a fim de examinar com maiores detalhes a correlação entre

o spin dos íons com o mar de quarks e glúons que os constituem.
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APÊNDICE A – VARIÁVEIS NO CONE DE LUZ

Dado o tensor métrico de Minkowski

gµν = gµν = diag(+1,−1,−1,−1) ,

o quadrivetor contravariante Aµ é escrito, na forma cartesiana, da seguinte forma

Aµ = (A0, A1, A2, A3) = (A0, ~AT , A
3) = (A0, ~A) .

Por meio das variáveis de Sudakov (128) podemos definir A± no cone de luz como

A± =
1√
2

(A0 ± A3) .

Dependendo do autor, o fator de 1/
√

2 é omitido. O quadrivetor pode ser reescrito da

seguinte forma

Aµ = (A+, A−, ~AT ) ,

portanto o quadrado do mesmo será

A2 = (A0)2 − ~A2 = 2A+A− − ~A2
T .

O quadrimomento ao quadrado do fóton no cone de luz pode ser escrito por meio

de

q2 = −Q2 = (q0)2 − (q3)2

= (q0 + q3)(q0 − q3)

= 2q+q− .

A última equação nos permite reescrever o quadrimomento do fóton no cone de luz,

q =

(

q+,
−Q2

2q+
, ~qT

)

.

A quantidade Q2 é chamada de virtualidade do fóton.

No caso do par qq̄, definimos como k+ = βq+ a fração de momento carregado pelo

quark e k′+ = (1 − β)q+ pelo anti-quark. Podemos então reescrever os quadrimomentos k

e k′,

k =

(

βq+,
m2

T

2βq+
, ~pT

)

,

k′ =

(

(1 − β)q+,
m2

T

2(1 − β)q+
,−~pT

)

.

A massa invariante do par será, portanto

M2 = (k + k′)2

=
m2

T

β(1 − β)
,
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com m2
T = m2

q + p2
T . Podemos também escrever a energia associada ao par,

Epar = k0 + k′0

=
[k+ + k′+ + k− + k′−]√

2

=
1√
2

(

q+ +
m2

T

2β(1 − β)q+

)

De forma análoga, para o fóton teremos

Eγ =
1√
2

(

q+ − Q2

2q+

)

.

Os vetores polarização são definidos, na notação (+,−,⊥) e λ± 1, como

ǫL =

(

q+

Q
,
Q

q+
,~0

)

ǫλ
T = − 1√

2
(0, 0,~ǫλ

T ) , ~ǫλ
T = (1, iλ) .

No cálculo da função de onda de um fóton polarizado transversalmente, soma-se as

contribuições vindas de λ = ±1.
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APÊNDICE B – INTEGRAL DE BESSEL

A integral que aparece no cálculo do fator de fluxo de fótons de Weizsäcker-Williams

é do seguinte tipo

I =
∫ ∞

−∞
dx

eiαx

(1 + x2)3/2
,

com α = ωb/(γv). Expandindo a exponencial em termos da fórmula de Euler, teremos

I =
∫ ∞

−∞
dx

cos(αx)

(1 + x2)3/2
+ i

∫ ∞

−∞
dx

sin(αx)

(1 + x2)3/2
,

na qual a segunda integral é nula, uma vez que é integrada em todo o espaço e se trata de

uma função ímpar. Para a primeira, podemos escrevê-la como

I = 2
∫ ∞

0
dx

cos(αx)

(1 + x2)3/2

uma vez que é par. Sabemos que (129)

Kν(αz) =
1√
π

(

2z

α

)ν

Γ(1/2 + ν)
∫ ∞

0
(t2 + z2)−(1/2+ν) cos(αt)dt

é uma função de Bessel modificada de ordem ν. Para z = 1 e ν = 1 (e como Γ(3/2) =
√
π/2)

obtemos

K1(α) =
1

α

∫ ∞

0
dt

cos(αt)

(t2 + 1)3/2
,

ou, finalmente,

αK1(α) =
I

2
,

resultando, em termos de α = ωb/(γv), em

I = 2

(

ωb

γv

)

K1

(

ωb

γv

)

.

Adotando um procedimento similar, somos capazes de obter a segunda integral que aparece

no cálculo em termos da função de Bessel de ordem 0, K0.
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