UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO TECNOLOGICO DE JOINVILLE
CURSO DE GRADUACAO EM ENGENHARIA AEROESPACIAL

DAIANE DA SILVA MENDES

ESTUDO DA APLICACAO DA EQUAGAO DE ORR-SOMMERFELD NA
ESTABILIDADE HIDRODINAMICA DA CAMADA LIMITE SOBRE PLACAS PLANAS

Joinville
2020



DAIANE DA SILVA MENDES

ESTUDO DA APLICAGCAO DA EQUAGCAO DE ORR-SOMMERFELD NA
ESTABILIDADE HIDRODINAMICA DA CAMADA LIMITE SOBRE PLACAS PLANAS

Trabalho de Concluséo de Curso do Curso de Gradu-
acao em Engenharia Aeroespacial do Centro Tecno-
l6gico de Joinville da Universidade Federal de Santa
Catarina para a obtengao do titulo de bacharel em
Engenharia Aeroespacial .

Orientador: Prof. Dr. Diogo Nardelli Siebert

Coorientador: Prof. Dr. Vinicius Malatesta

Joinville
2020



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor,
através do Programa de Geracao Automética da Biblioteca Universitaria da UFSC.

Mendes, Daiane da Silva
Estudo da Aplicagdo da Equacgdo de Orr-Sommerfeld na
Estabilidade Hidrodindmica da Camada Limite sobre Placas
Planas / Daiane da Silva Mendes ; orientador, Diogo
Nardelli Siebert , coorientador, Vinicius Malatesta , 2020.
64 p.

Trabalho de Conclusdo de Curso (graduagao) -
Universidade Federal de Santa Catarina, Campus Joinville,
Graduagdo em Engenharia Aeroespacial, Joinville, 2020.

Inclui referéncias.

1. Engenharia Aerocespacial. 2. Engenharia Aeroespacial.
3. Mecénica dos Fluidos Computacional. 4. Orr-Sommerfeld.
5. Camada Limite. I. , Diogo Nardelli Siebert. II. ,
Vinicius Malatesta. III. Universidade Federal de Santa
Catarina. Graduagdo em Engenharia Aeroespacial. IV. Titulo.




DAIANE DA SILVA MENDES

Estudo da Aplicacao da Equacao de Orr-Sommerfeld na Estabilidade
Hidrodinamica da Camada Limite sobre Placas Planas

Este Trabalho de Conclusao de Curso foi julgado adequado para obtencao do Titulo
de bacharel em Engenharia Aeroespacial e aprovado em sua forma final pelo Curso

de Graduacao em Engenharia Aeroespacial.

Joinville, 4 de dezembro de 2020.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Diogo Nardelli Siebert
Orientador

Prof. Dr. Filipe Dutra da Silva
Avaliador
Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Dr. Juan Pablo de Lima Costa Salazar
Avaliador
Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Dr. Luis Orlando Emerich dos Santos
Avaliador (Suplente)
Universidade Federal de Santa Catarina



AGRADECIMENTOS

Agradeco aos meus orientadores Prof. Dr. Diogo Nardelli Siebert e Prof. Dr.
Vinicius Malatesta por todo o apoio e orientacéo neste trabalho.

Agradeco ao meu namorado, Adenauer Gabriel, por me motivar durante toda
essa trajetoria e por todo auxilio prestado.

Agradeco ao LCC e a FEESC pela oportunidade de realizar uma iniciacdo
cientifica de tamanha importancia durante a graduacao.

Agradeco a organizagdo o X ERMAC-RS 2020 por aceitar que este trabalho
fosse apresentado no evento.

Agradeco também a todos que contribuiram de forma direta ou indireta na reali-
zacao deste trabalho.



RESUMO

O estudo sobre os tipos de escoamentos iniciou-se em 1883, através do experimento
em tubos, por Osborne Reynolds, no qual, duas regides foram claramente identifica-
das: laminar e turbulenta. Entre estas, hd uma regido conhecida como transig¢éo, que €
caracterizada pelo surgimento das primeiras perturbagdes. Algumas destas podem as-
sumir perfis definidos na natureza, por exemplo, a instabilidade de Tollmien-Schlichting,
que é o modo mais instavel da equacao de Orr-Sommerfeld e comumente surge na
transicdo da camada limite em asas de aeronaves. A permanéncia na regido de transi-
¢ao pode trazer beneficios, como redug¢ao do arrasto total em superficies aeronduticas
e aumento da performance de combustao em aeronaves supersénicas. Neste traba-
Iho, apresentar-se-a, a solugdao numérica da equacao de Orr-Sommerfeld aplicada a
camada limite de um escoamento sobre placa plana, através de um cédigo desenvol-
vido em linguagem Python. Como resultados, obteve-se as curvas de estabilidade que
permitiram identificar o nimero de Reynolds em que a transic¢ao inicia, bem como, os
paréametros e autovalor da equacgdo de Orr-Sommerfeld (Res,, @ e ¢) que tornam o
escoamento estavel, instavel ou em estabilidade neutra.

Palavras-chave: Transicdo. Equacao de Orr-Sommerfeld. Camada limite. Ondas de
Tollmien-Schlichting.



ABSTRACT

The study on flow regimes began in 1883, through the experiment in tubes by Osborne
Reynolds which identified two regions: laminar and turbulent. Between both regimes,
there is a region known as transition, where the first disturbances arise. Some distur-
bances can assume defined profiles in the nature, for example, Tollmien-Schlichting
instability which is an unstable mode of the Orr-Sommerfeld equation and commonly
appears in the transition from the boundary layer on aircraft wings. The transition re-
gion can generate benefits, such as reducing total drag on aeronautical surfaces and
increasing combustion performance in supersonic aircraft. In this project, a numerical
solution of the Orr-Sommerfeld equation using Python on the boundary layer over a
flat plate with 0° of attack angle will be applied. As results, the stability curves were
obtained and the Reynolds number of transition was defined, as well as the parameters
and eigenvalue of the Orr-Sommerfeld equation (Res,, @ and ¢) that make the flow
stable, unstable or in neutral stability.

Keywords:Transition. Orr-Sommerfeld equation. Boundary Layer. Tollmien-Schlichting
waves.



Figura 1

Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8

Figura 9

LISTA DE FIGURAS

Experimento com tubos realizado por Osborne Reynolds. (a) Escoa-
mento Laminar. (b) Escoamento turbulento. . . ... .. ... ... ..
Experimento de Reynolds mostrando a regido de transigéo. . . . ..
Regimes de escoamento em um jato subsénico. ... .........
Transicdo em fumagadecigarro. . . . ... ...... ... .......
Instabilidade capilar de um jato liquido. . . . ... ... .........
Padrbes de instabilidades hidrodindmicas. . . ... ...........
Outros padrées de instabilidades hidrodinamicas. . . . . ... ... ..
Representagao do coeficiente de atrito (Cr) em diferentes regimes
doescoamento. . . ... ...
Forcas agindo sobre um elemento de fluido. . . . ... .........

Figura 10 — Esquematizagdo da camada limite sobre placas planas. . . . . . . ..
Figura 11 — Evolucao do perfil de velocidade do escoamento sobre uma placa

plana. . . . ..

Figura 12 — Transi¢cdo na camada limite sobre uma placaplana. .. ...... ..
Figura 13 — Ondas de Tollmien-Schlichting na camada limite. . . . ... ... ...
Figura 14 — Perfil de velocidade de Blasius obtida pela integracao numérica. . . .
Figura 15 — Erro absoluto de ¢ com a variacao do niumero de passos de integra-

CAO (N). . v i e

Figura 16 — Erro absoluto de ¢ com avariagdode y;. . - . . o o o o o oo oL
Figura 17 — Erro absoluto de ¢ com a variacdo de Ny da equacao de Blasius. . .
Figura 18 — Curvas de estabilidade para diferentes valoresde ¢; . . .. ... ...
Figura 19 — Curvas de estabilidade neutra para o escoamento sobre uma placa

planacom 0°deincidéncia. . . . ... ... ... ... ... .. .....

Figura 20 — Curvas de estabilidade de ondas de Tollmien-Schlichting com ¢; = 0.
Figura 21 — Autofuncdes da equacao de Orr-Sommerfeld para ¢;=0. . ... ...
Figura 22 — Autofungdes da equagédo de Orr-Sommerfeld para ¢; = 1,5 x 1072.

Figura 23 — Autofungdes da equacgédo de Orr-Sommerfeld para ¢; = 1,95 x 1072. . .
Figura 24 — Taxa de amplificacdo da onda de perturbagdo. ... ..........

21

44
45
46
47

49
50
51
52
52



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 — Comparacao entre caso padrao e cédigo para o valor de ¢ variando

onumero de passosS (N). . . . v v v v i i i e e 44
Quadro 2 — Comparacao entre caso padrao e cédigo para o valor de ¢ variando

72 45
Quadro 3 — Comparacao entre caso padrao e cédigo para o valor de ¢ variando

NgdaequagdodeBlasius. . ... ...... ... ... ........ 46

Quadro 4 — Comprimento de onda k da perturbagéo emrelacdoaé; .. ... .. 51



EDO
EDOs
EDPs
O-S
PVI

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Equacéo Diferencial Ordinéria
Equagdes Diferenciais Ordinarias
Equagobes Diferenciais Parciais
Equacao de Orr-Sommerfeld
Problema de Valor Inicial



6(x)
Uso
5laminar

Re,

6turbulenm

61

LISTA DE SIMBOLOS

Coeficiente de atrito

Numero de Reynolds

Viscosidade cinematica do fluido [m?/s]

Viscosidade do fluido [kg/m.s]

Densidade do fluido [kg/m?

Velocidade do escoamento na camada limite na dire¢cao x [m/s]
Tenséo de cisalhamento [kg/m.s?

Espessura da camada limite [m]

Velocidade do escoamento livre na dire¢ao x

Espessura da camada limite laminar [m]

Numero de Reynolds calculado em relagao ao comprimento da placa plana
Espessura da camada limite no regime turbulento [m]
Espessura de deslocamento da camada limite

Comprimento da placa plana [m]

Pressdo no escoamento da camada limite [Pa]

Variavel de similaridade em relagcéo a x

Variavel de similaridade em relagéo a y

Funcéo corrente

Numero de Reynolds da indiferenca

Componente de velocidade da perturbacao na diregdo x [m/s]
Componente de velocidade da perturbagédo na diregao y [m/s]
Amplitude da onda de perturbacao

Numero de Reynolds calculado em 6,

Numero de onda da perturbacao

Frequéncia da onda de perturbacao

Velocidade de onda da perturbacao

Taxa de amplificacdo espacial da onda de perturbacéo
Solucao nao-viscosa da equacao de Orr-Sommerfeld

Solucéo viscosa da equacgao de Orr-Sommerfeld

Comprimento entre a superficie da placa plana até um ponto fora da ca-
mada limite

Numero de passos de integracdo da equacao de Orr-Sommerfeld
Numero de passos de integracdo da equacgao de Blasius

Parte real da velocidade de onda da perturbacao

Parte imaginaria da velocidade de onda da perturbacéao

Taxa de amplificacdo temporal da onda de perturbacao



1.1
1.1.1
1.1.2

2.1
211
2.1.2
2.1.3
214
2.1.4.1
2.1.5
2.1.6
2.1.6.1

2.1.6.2
21.7
2.1.7.1

3.1

3.2

3.3
3.3.0.1
3.3.0.2
3.3.1
3.3.1.1
3.4

4.1
4.2
4.3
4.4

AA
A2

SUMARIO

INTRODUGAO . . ..ttt i ittt ettt eeeeenens 13
OBJETIVOS . . . . . 14
ObjetivoGeral . . .. ... ... .. .. .. .. .. ... . .. ... 14
Objetivos Especificos . . .. ... ... ... .. .. ... ... ... 14
FUNDAMENTACAOTEORICA . ... .....c.iiirinnnnnn. 15
REGIMES DE ESCOAMENTO . . . .. .. .. ... ... .. .. ..... 15
Regidgodetransicao . ............................ 16
Aplicagcées datransicao . . . . . ... ... ... .. ... ........ 19
NumerodeReynolds . . . . . .. ... ... ... ... .. ... ..... 21
Camada limite hidrodinamica . .. ... ................. 22
Equacbes dacamadalimite . ... ... ... ... ... .. ..... 24
Solucao de Blasius para a camada limite laminar . . ... .. ... 25
Teoria da estabilidade hidrodindmica . . . ... ... ...... ... 27
Teoria da estabilidade hidrodindmica linear na camada limite sobre

umaplacaplana ... ... ... . ... 28
Estabilidade hidrodindmica da camada limite . . . ... ... ... ... 32
Classificacao das instabilidades . . .. ... .............. 33
Ondas de Tollmien-Schlicting . . . . . .. .. ... ... ... ... .... 34
METODOLOGIA . . ... .. i i it s et et s s a e 36
MODELO ADOTADO . . . . . . e e e 36
SOLUCAODEBLASIUS . ... ... i 36
SOLUCAO DA EQUACAO DE ORR-SOMMERFELD . ......... 37
Método de Runge-Kuttade 42 ordem . . . . .. .. ... ... .. .... 41
Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt . . .. ... ... ... ... ..... 41
Solucao numérica da equacao de Orr-Sommerfeld . ... .. ... 42
Definicao de pardmetros numéricos . . . . . ... ... . ... ... ... 43
CONSTRUCAO DA CURVA DE ESTABILIDADE . . . ... ....... 47
RESULTADOSEDISCUSSOES . ........cciviiirnnnn.. 49
CURVA DE ESTABILIDADE NEUTRA . . . .. .. ... ... .. .... 49
CURVAS DE ESTABILIDADE PARA DIFERENTES VALORES DE ¢; . 50
AUTOFUNCOES DA EQUACAO DE ORR-SOMMERFELD . . .. .. 53
TAXA DE AMPLIFICACAO DAS INSTABILIDADES . ... ....... 54
CONCLUSOES . . . ...ttt it et e i e i 55
REFERENCIAS . . . . ... ittt ittt e e 57
APENDICE A - SOLUCAO DA EQUACAO DE ORR-SOMMERFELD 59
METODO DE RUNGE-KUTTADE 42 ORDEM . ... .......... 60

SOLUCAODEBLASIUS . ... ... 63



A3

SOLUCAO DA EQUACAO DE ORR-SOMMERFELD E CURVA DE
ESTABILIDADE . . . . . . .



13

1 INTRODUGAO

O escoamento sobre aeronaves inicia no regime laminar e se transforma em
turbulento ao longo do tempo. Entre estes dois regimes, existe a regido de transicao,
caracterizada pela formacéao de vértices em pequenas escalas de perfil definido e
periddico. Apesar de que a zona de transicao seja pequena em espaco e no tempo, é
fundamental conhecé-la, pois nela ocorrem efeitos importantes, por exemplo, a diminui-
cao do arrasto e do aquecimento de superficies em relacdo ao regime de turbuléncia.

Esta pequena regido no escoamento pode ser identificada através do ponto de
transicao, que pode ser obtido através do numero de Reynolds critico ou da indiferenca,
como sera utilizado neste trabalho. Durante o processo de transi¢cao, ocorre a amplifi-
cacao das perturbagdes no espaco e no tempo, podendo gerar instabilidades primarias
e secundarias, como a instabilidade de Kelvin-Helmholtz, os vértices de Gértler e a
instabilidade de Tollmien-Schlichting, que por sua vez, podem levar o escoamento ao
regime turbulento.

Em diversas aplicagdes de mecanica dos fluidos, o controle da regido de transi-
céo impacta diretamente na eficiéncia aerodindmica em projetos de engenharia, como
o arrasto em aeronaves e carros. Nestes tipos de aplicagdo, a permanéncia da regiao
de transicdo costuma ser o estado desejado (MCMURTRY, 2000). Em aplicacoes ae-
roespaciais, o regime turbulento costuma ser evitado, pois ocorrem influéncias durante
0 voo, como perda de sustentagdo, aumento do arrasto, aquecimento na estrutura e
maior consumo de combustivel.

No entanto, a regido de transi¢cdo ainda ndo € totalmente compreendida, pois
esta possui ao mesmo tempo propriedades relacionadas ao regime laminar e turbu-
lento, tornando a modelagem e a analise complexas. Portanto, o seu estudo pode
contribuir de forma direta tanto na compreensao desta regido, quanto na melhoria de
projetos de engenharia e de métodos de controle ja existentes.

Diante disso, o presente trabalho tem como principal objetivo o estudo da regido
de transicdo do regime laminar para o turbulento de um escoamento paralelo sobre
uma placa plana, utilizando a abordagem numérica da teoria de instabilidade hidro-
dindmica. A idealizagdo da placa plana foi escolhida por conta da sua abrangéncia,
simplicidade e conhecimento sobre o perfil de velocidades do escoamento na regiao
proxima a superficie da placa.

Basicamente, a analise sera realizada através da solu¢cdo numérica da equacao
de Orr-Sommerfeld que, por sua vez, € considerada como a equacao fundamental que
descreve a evolugao temporal das perturbagdes, a qual, forma o ponto de partida para
a teoria da estabilidade de escoamentos laminares (SCHLICHTING, 1979), podendo
ser aplicada em escoamentos inviscidos e viscosos, tendo assim diversas aplicacoes
aeroespaciais.
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Para descrever a solucao no regime laminar, utilizar-se-a a solucao da camada
limite de Blasius, partindo da regido fora da camada limite (inviscida) até a superficie
da placa plana (viscosa). A avaliacdo da evolucao das perturbagdes que surgirdo no
escoamento ao longo do tempo serdo analisadas através da teoria da estabilidade
hidrodinamica linear.

Além disso, um dos principais objetivos é tracar as curvas de estabilidade, que
por sua vez, permitem observar os parametros que poderao levar a formacao de insta-
bilidades. Segundo Baines, Majumdar e Mitsudera (1996), 0 mecanismo fisico para a
instabilidade bidimensional da camada limite de Blasius e escoamentos similares, onde
ha o crescimento da perturbagcao é conhecido como ondas de Tollmien-Schlichting.
Esta instabilidade é a parte inicial do processo de transicao para a turbuléncia na
camada limite de situagdes comuns, como em asas de aeronaves.

1.1 OBJETIVOS

Para estudar a estabilidade hidrodinamica de escoamentos sobre placas planas,
propde-se 0s seguintes objetivos.
1.1.1 Objetivo Geral

Compreender e descrever numericamente o escoamento em regime de transi-
cao para a turbuléncia sobre placas planas.
1.1.2 Objetivos Especificos

Os obijetivos especificos sao:

Estudar e compreender os conceitos basicos de estabilidade hidrodindmica;

Implementar um cédigo computacional para a solucdo da equacgao de Orr-
Sommerfeld aplicada a placa plana;

Obter os valores criticos para o surgimento de instabilidades hidrodinamicas;

» Compreender o desenvolvimento das flutuacées no escoamento;

Interpretar os resultados associando-os com possiveis aplicagées no setor aero-
espacial.
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Neste capitulo, sera apresentada uma revisao dos conceitos fundamentais so-
bre o estudo da estabilidade hidrodinamica, como numero de Reynolds critico, pro-
priedades do escoamento durante a transicao, fatores que influenciam a transicéo de
escoamentos e aplicacdes da transicao.

2.1 REGIMES DE ESCOAMENTO

O primeiro experimento para a identificacdo dos regimes de escoamento foi
realizado por Osborne Reynolds em 1883, onde utilizou-se tubos de vidro de mesmo
didmetro com o objetivo de avaliar o comportamento da agua sob diferentes velocida-
des. Para isso, Reynolds adicionou um filamento de tinta no escoamento e introduziu
a agua de forma a nao causar perturbacdes nas entradas dos tubos (DRAZIN; REID,
2004).

Figura 1 — Experimento com tubos realizado por Osborne Reynolds. (a) Escoamento
Laminar. (b) Escoamento turbulento.

Ne
lﬁ

(a)

PLE e

\|/

Fonte — Adaptado de Drazin e Reid (2004).

Figura 2 — Experimento de Reynolds mostrando a regido de transicéao.

Fonte — Drazin e Reid (2004).

A representacdo do estudo de Reynolds € mostrada nas figuras 1 € 2. No
primeiro tubo, o pesquisador concluiu que o escoamento sob baixa velocidade fazia
com que o filamento se mantivesse organizado ao longo de todo o comprimento. Ja
0 segundo tubo da figura 1 mostra que o escoamento sob altas velocidades pode
formar estruturas sinuosas e a formacéao de estruturas turbilhonares (DRAZIN; REID,
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2004). Na figura 2, tem-se o surgimento das primeiras perturbagdes no escoamento,
onde nota-se que estas causavam desvios no filamento de tinta de forma periddica,
caracterizando a regido de transicao.

Mesmo ao identificar a presenca de trés fases diferentes, Osborne Reynolds
classificou que o escoamento apresentava dois regimes basicos: laminar e turbulento.
Basicamente, o regime laminar pode ser entendido como um escoamento organizado e
em camadas, as quais, cisalham umas sobre as outras, mantendo uma mesma diregao.
Desta forma, ndo ha muitos movimentos perpendiculares a direcao do escoamento por
parte das particulas de fluido.

O escoamento no regime turbulento é caracterizado pelas flutuagdes de grande
amplitude, irregulares e aleatoérias, uma vez que ha movimentos das particulas de
fluido em todas as dire¢gdes. Assim, um escoamento turbulento pode ser dividido entre
escoamento médio e flutuagdes. O escoamento médio pode ser entendido como a
maior parte do fluxo, onde é possivel identificar a sua direcdo. Ja as flutuagdes en-
globam as componentes de velocidade das perturbagdes, que se amplificam através
de misturas entre as camadas de fluido, formando estruturas turbilhonares e voértices.
Estes ultimos costumam se dissipar no escoamento meédio através da formagéo de
novas estruturas de igual ou maior complexidade e na forma de energia (aquecimento)
(KUETHE; CHOW, 1998).

2.1.1 Regiao de transicao

Figura 3 — Regimes de escoamento em um jato subsénico.

Turbuléncia

Fonte — Adaptado de Van Dyke e White (1982).

Conforme mostrado no experimento de Osborne Reynolds, entre os regimes
laminar e turbulento, existe uma regiao intermediaria conhecida como transicao (Figura
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3). Basicamente, o escoamento laminar esta sujeito a acao de agentes internos ou
externos, por exemplo, velocidade na entrada de um tubo, vibrag¢des, gradientes de
pressdo ou de temperatura. Estes agentes podem causar o surgimento de perturba-
¢bes no escoamento laminar. Assim, as camadas de fluido que, inicialmente, eram bem
definidas e organizadas passam a apresentar pequenas misturas perpendiculares, que
por sua vez, costumam formar padrdes definidos.

Segundo Drazin e Reid (2004), Reynolds observou durante o seu experimento,
o surgimento periddico de perturbagdes, que se dissipavam e ressurgiam ao longo
do escoamento. Apés determinada velocidade critica, estas perturbagdes se transfor-
maram em estruturas caodticas e aleatérias, denotando o inicio do regime turbulento.
A partir destas observacoes da velocidade critica, surgiu o conceito do numero de
Reynolds Re, que sera abordado nas proximas secoes.

Na figura 3, é possivel observar a pequena regidao de transicdo quando com-
parada aos regimes laminar e turbulento. De acordo com Kuethe e Chow (1998), a
extensao da regiao de transicao depende das caracteristicas das perturbagdes inse-
ridas no escoamento, por exemplo, vibragdes de grande amplitude podem acelerar a
formacao de turbuléncias.

Figura 4 — Transicao em fumaga de cigarro.

Fonte — Van Dyke e White (1982).

Na figura 4, a principal influéncia é o gradiente de temperatura (diferenga entre
a temperatura da fumaca e do ambiente). Para o autor Zuccher (2001), proximo do
cigarro, a velocidade da fumaga é pequena, ou seja, 0 escoamento possui numero de
Reynolds baixo, tornando o fluxo laminar. A medida em que a fumaca se afasta do ci-
garro, por conta da sua temperatura, a densidade tende a diminuir, acelerando-a. Desta
forma, 0 aumento de Re, leva a turbuléncia. Enquanto que o padrao tridimensional da
transicdo se deve, principalmente, ao gradiente de temperatura entre 0 escoamento
livre e a fumaca. Portanto, tem-se que a diferenga de temperaturas influencia direta-
mente na transicao do escoamento.

A regido de transicao também pode ser marcada pelo surgimento de instabili-
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Figura 5 — Instabilidade capilar de um jato liquido.

}::-a'-:—o—o-o e Q-Q O O-c=> ¢
A=18,4mm

Fonte — Adaptado de Van Dyke e White (1982).

dades de forma periddica. Na figura 5, a 4gua foi forcada a passar por um tubo de 4
mm de didmetro sob perturbacdes de frequéncias diferentes (168 mm, 50 mm e 18,4
mm de comprimento de onda, respectivamente). Nota-se que a frequéncia da onda
influencia diretamente no surgimento e comprimento das estruturas de instabilidade.

Figura 6 — Padr6es de instabilidades hidrodinadmicas.

(a) Instabilidade de Kelvin-Helmholtzem  (b) Ondas de Tolmien-Schlichting em ca-
nuvens. mada limite.

Fonte — Brandt et al. (2003); Schlichting (1979).

Desta forma, as figuras 3, 4 e 5 mostram que o desenvolvimento das perturba-
cbes pode assumir formas distintas. Por isso, ha padrdes ja conhecidos de estruturas
de transi¢ao, como por exemplo, a instabilidade de Kelvin-Helmholtz (Figura 7(a)), as
ondas de Tollmien Schlichting (Figura 7(b)), as ondas gravitacionais de agua rasa
(Figura 8(a)) e as esteiras de von-Karman (Figura 8(b)). Basicamente, o formato da
estrutura de uma instabilidade depende de fatores relacionados ao escoamento, como
densidade, viscosidade e velocidade. As propriedades das perturbacdes, por exem-
plo, frequéncia e amplitude também influenciam no perfil da instabilidade formada,
conforme sera mostrado nos préximos capitulos deste trabalho.
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Figura 7 — Outros padrdes de instabilidades hidrodinamicas.
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(a) Ondas de agua rasa. (b) Esteiras de von Karman.
Fonte — Mendonca e Medeiros (2009); Brandt et al. (2003).

2.1.2 Aplicacé6es da transicao

De acordo com Kuethe e Chow (1998), independente do comprimento e da
periodicidade da regiao de transicao, a passagem para o regime turbulento ocorrera
em algum momento. Assim, as aplicagdes industriais que lidam com escoamentos
buscam analisar a estabilidade hidrodinamica com objetivo de controlar a regido de
transicdo de acordo com os beneficios e necessidades que dado regime pode oferecer.

Segundo Freire (2012), o controle e a previsao da regiao de transicao sao de
grande importancia para as industrias aeronautica, quimica e mecanica, pois o ponto
de transicdo comumente influencia no rendimento de equipamentos e artefatos. No
contexto da engenharia aeroespacial, a performance da combustdo em dispositivos
utilizados em aeronaves supersonicas depende da regiao de transicao, uma vez que
esta influencia diretamente na mistura entre o combustivel e o comburente (MCMUR-
TRY, 2000). Em Arnal (1999), tem-se que o controle da regido de transicao influencia
diretamente nas propriedades aerodindmicas de superficies e estruturas, como o ar-
rasto e aquecimento. Um dos exemplos € a definicdo da espessura do revestimento
de isolamento térmico de espagonaves e capsulas que sdo submetidas a reentrada na
atmosfera. A aviagdo comercial também deve controlar a regido de transicao.

Na figura 8, tem-se a representacdo do coeficiente de atrito (Cy) de um escoa-
mento sobre uma placa plana, onde pode-se notar que a passagem do regime laminar
para o turbulento é acompanhado pelo aumento do coeficiente de atrito, que também
€ conhecido como coeficiente de arrasto parasita. No contexto da aviagdo comercial, a
analogia da placa plana pode ser aplicada a uma asa ou aerofélio. Assim, existem estu-
dos para a predicdo do arrasto nas asas de aeronaves com o objetivo de permanecer
na regido laminar para reduzir o consumo de combustivel. Além disso, a geragédo de
vortices, seja no regime de transi¢cdo ou na turbuléncia traz ruidos, o que é indesejavel
em aeronaves comerciais (ARNAL, 1999).
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Figura 8 — Representagéo do coeficiente de atrito (Cr) em diferentes regimes do esco-
amento.
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Fonte — Arnal (1999).

O controle da transicdo também é utilizado com o intuito acelerar a passagem
para o regime turbulento, como € o caso de aplicagdes na area farmacéutica, onde a
turbuléncia é benéfica para a mistura e distribuicdo de nutrientes ou medicamentos na
corrente sanguinea de pacientes (TRUZZOLILLO; CIPELLETTI, 2018). Para Zuccher
(2001), este tipo de abordagem, onde o controle da transicdo consiste em acelerar
a turbuléncia, € comumente utilizado em rea¢dées quimicas para diminuir o tempo de
reacao e em processos que lidam com aquecimento ou resfriamento, um exemplo do
cotidiano é mexer o café dentro de uma xicara para resfria-lo.

De acordo com Arnal (1999), o método e” é um dos mais utilizados na predigéo
da transicao na industria. Basicamente, o método considera um escoamento bidimen-
sional, estadvel com camada limite fina e perturbacdes de pequena amplitude. Assim,
resolve-se a equacao de Orr-Sommerfeld para os perfis de velocidade do escoamento
dentro da camada limite e calcula-se a taxa de amplificagdo das ondas mais instaveis
para cada um destes perfis. A taxa de amplificacao total consiste na integral destas
taxas individuais. A transicdo ocorre no ponto em que a taxa de amplificacédo total (N)
excede um determinado valor limiar. No geral, para escoamentos paralelos N é cerca
de 9.

Com o avango da computacao, novos métodos para controle e predicdo da
transicdo tem sido desenvolvidos. Porém, esta regido ainda ndo € totalmente com-
preendida, pois ha diversos fatores que a influenciam, como o gradiente de pressao,
imperfeicoes na superficie e vibragdes. Na natureza e em aplicagdes reais, geralmente,
estes fatores atuam em conjunto, o que torna a andlise da transigdo ainda mais com-
plexa. Portanto, torna-se importante realizar o estudo da estabilidade hidrodinamica
como forma de contribuir para a producao de conhecimento nas areas de mecanica
dos fluidos e aeroespacial.
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2.1.3 Numero de Reynolds

Conforme mostrado na secao 2.1, Osborne Reynolds observou que o escoa-
mento se tornava totalmente cadtico apds exceder determinado valor critico de Vd/v,
no qual, V é a velocidade do escoamento, d corresponde ao didmetro do tuboe v é a
viscosidade cinematica da agua, que por sua vez, depende da temperatura. Reynolds
mostrou que o valor desta relagédo entre as propriedades do escoamento e o didmetro
do tubo condiciona o surgimento de instabilidades no escoamento. Mais tarde, essa
passou a ser conhecida como numero de Reynolds (Re) e é utilizada para determinar
a regiao, na qual, um escoamento se encontra (DRAZIN; REID, 2004).

Figura 9 — Forgas agindo sobre um elemento de fluido.
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Fonte — Schlichting e Gersten (2017).

Apesar de parecer uma relagdo simples, o numero de Reynolds é proveniente de
quatro tipos de forcas que agem sobre o volume de um elemento de fluido pertencente
ao escoamento. Basicamente, existem as forcas de atrito, que sao proporcionais a
viscosidade (u). Tem-se as forcas inerciais, que por sua vez, S40 proporcionais a
densidade (p). E as forgas de presséo e volume, que podem ser consideradas como
forcas gravitacionais. Para um escoamento na direcao x, as forcas gravitacionais sao
pequenas, entdo, podem ser desprezadas. Assim, a forca inercial por unidade de
volume é dada por p(du/dt), onde u corresponde a componente da velocidade em x.
Para um escoamento permanente, a for¢a inercial pode ser escrita como:

oudx ou

oudx _  Ou 1
Poxar P"%x (1)

Na equacdao (1), 0u/dx corresponde ao gradiente de velocidade do elemento de
fluido com a sua mudanca de posicao na direcao x. A forca de atrito para este mesmo
elemento de fluido é representada pela figura 9, na qual, nota-se que este tipo de forca
€ proveniente do cisalhamento que age sobre o elemento. De acordo com Schlichting
(1979), as forgas de cisalhamento podem ser escritas através da seguinte expressao:

0 0
(T+—Tdy) dxdz—-tdxdz = —dedydz. (2)
oy oy
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Em (2), a variavel T é a tensédo de cisalhamento para um fluido newtoniano, que
€ dada por 7 = udu/dy. Portanto, essa equacao mostra que a diferenca entre a forca
de cisalhamento atuante na face superior do volume de elemento de fluido pela que
esta atuando na face inferior é igual a forca inercial atuando em todo o volume deste
elemento. Assimchega-se na seguinte relagao:

pudu/ox
uo?u/oy? -

Na equacéo (3), o numerador corresponde as forcas inerciais e o denominador
as forgas viscosas, obedecendo a condicao de similaridade mecanica. Como mostrado
em Schlichting (1979), pode-se considerar, tendo em vista o experimento em tubos
de Reynolds mostrado no inicio deste capitulo, que x € o comprimento caracteristico
dado pelo diametro d do tubo e que u € proporcional a velocidade do escoamento
livre. Assim, chega-se em Re, que € a razdo entre as forgas inerciais e as viscosas.
Utilizando o principio da similaridade mecénica, pode-se considerar que todos os
pontos do escoamento tém essa mesma razao de forgas. Portanto, aplicando-o para o
escoamento no interior de tubos, como no experimento mostrado na figura 1, chega-se
em:

cte. (3)

= M = V_d (4)
u 1%

Na equacao (4), tem-se o numero de Reynolds (Re), que permite identificar
as distintas regides em um escoamento. Geralmente, grandes niumeros de Reynolds
acarretam na dominancia das forcas inerciais sobre as forcas viscosas, levando a
turbuléncia. Enquanto que a regido laminar é caracterizada por baixos valores do
numero de Reynolds, onde ha a predominancia das forgcas viscosas.

Na regido de transi¢ao, ocorre alternancia entre as forgas inerciais e viscosas
a depender das caracteristicas das perturbagdes existentes no escoamento. Desta
forma, o principal objetivo de calcular Re é identificar o ponto de inicio desta regido, por
exemplo, no escoamento sobre uma placa plana, o ponto sobre esta, no qual, havera
o surgimento das primeiras perturbagdes. Nas proximas sec¢des, sera mostrado que o
numero de Reynolds, onde a transic¢ao inicia, € denominado de numero de Reynolds
da indiferenca.

Re

2.1.4 Camada limite hidrodinamica

No presente trabalho, o foco sera a regido da camada limite em um escoamento
sobre uma placa plana. Assim, o entendimento sobre o que € esta regido e como ela
se comporta € de suma importancia para a compreensao deste estudo.

Basicamente, quando um fluido escoa sobre uma superficie sélida, por exemplo,
uma bola de futebol, uma asa de uma aeronave ou o casco de um navio, ha a formagéo
da camada limite, que possui espessura bastante fina, tornando-a imperceptivel a olho
nu.
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Segundo Anderson (2012), o conceito de camada limite foi introduzido pela
primeira vez em 1904, em um artigo de Ludwig Prandtl apresentado no Terceiro Con-
gresso de Matematicos em Heidelberg, na Alemanha.

Para Schlichting (1979), a definicdo de camada limite, em um escoamento com
alto numero de Reynolds pode ser dividido em duas regides distintas. Na primeira,
que compreende a maior parte do fluxo, a viscosidade pode ser desprezada, corres-
pondendo a regido ndo-viscosa. Ja a segunda, se localiza préxima a parede e possui
peguena espessura, onde os efeitos viscosos devem ser considerados, sendo entao,
denominada de camada limite. Ressalta-se que mesmo para escoamentos sob baixos
numeros de Reynolds ha a formagao da camada limite, porém, com a dominancia das
forgas viscosas sobre as inerciais, esta divisdo do escoamento em duas regides nao
sera tao clara. Portanto, a definicdo utilizada serve para facilitar a visualizagéo.

Figura 10 — Esquematizacdo da camada limite sobre placas planas.
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Fonte — Adaptado de Schlichting (1979).

Os efeitos viscosos no interior da camada limite sdo provenientes das forcas
de atrito entre as camadas de fluido que desaceleram as particulas até a velocidade
zero sobre a superficie sélida. Desta forma, a medida entre que as particulas séao
desaceleradas ao longo de uma superficie plana, ha o aumento da espessura da
camada limite, que é denominada como 6(x) € mudanca no perfil de velocidade no
interior da camada limite, como pode ser visto na figura 10, onde U, é a velocidade
do escoamento livre e u(y) corresponde a velocidade do escoamento na camada
limite na direcdo y. Nota-se ao se aproximar da borda da camada limite, u(y) tende
assintoticamente a U,,. Assim, uma das definicbes de espessura de camada limite
(6(x)) comumente utilizada consiste no ponto em que u(y) 99% de U, que pode ser

escrita como:
ux VX
0gg = | —— =] —. 5
99 \ pU U, )

Na equagéo (5), a variavel u € a viscosidade dindmica do fluido e x corresponde
ao comprimento entre um ponto na superficie desde o bordo de atague. Ressalta-
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se que, de acordo com a aplicacao, essa distancia é diferente, por exemplo, em um
aerofélio, considera-se a corda. Além disso, essa equagao sé é valida para a camada
limite no regime laminar, que para uma placa plana com zero de angulo de ataque,
pode ser aproximada em:

vX 5x

Olaminar =5 Use = \/R_ex
Em (6), a variavel 6;,minar € @ espessura da camada limite laminar. A constante
5 surgiu a partir da consideracado de que o ponto em que a velocidade no interior da
camada limite atinge 99% da velocidade do escoamento livre corresponde a n = 3,6,
como mostrado na referéncia Schlichting (1979). Essa variavel n foi utilizada por Blasius
para resolver as equagdes da camada limite de Prandtl e serd devidamente definida
nas préximas secoes. Voltando a equacgéao (6), tem-se Re,, que corresponde ao nimero
de Reynolds calculado em um ponto sobre o comprimento da placa plana.
Para a camada limite no regime turbulento, uma das formas de calcular 6(x),
com base em resultados experimentais é dada por:

0,37x
6turhulenm =71 - (7)

Re}

(6)

Na equacao (7), surbuienta € @ €Spessura da camada limite no regime turbulento.
Ao comparar essa equagao com 6, nota-se que a espessura da camada limite turbu-
lenta cresce na proporcéo de x*/°. Enquanto que a espessura da camada limite laminar
é proporcional & x'/2. Considerando uma placa plana, a espessura da camada limite
laminar crescera de forma mais lenta do que a espessura da camada limite turbulenta.

A camada limite hidrodinamica laminar também possui uma outra definicdo arbi-
traria conhecida como espessura de deslocamento (§,), que pode ser definida como a
distancia em que as linhas de corrente proximas a superficie da placa sao afastadas
pela desaceleragdo do escoamento na camada limite (FREIRE, 1990). Assim, pode-se

escrever 6; como:
o0 u(y))
61 = 1-—=\dy. 8
= [T ay (®)

Comparando as definicbes de espessura da camada limite no regime laminar
mostradas nas equacoes (5) e (6) com (8), nota-se que a definicdo de §; compreende
em todos o0s pontos entre y =0 até a borda da camada limite (y — co) e nas outras duas
equacdes, tem-se o resultado aproximado da espessura da camada limite. Desta forma,
sera utilizada a definicdo apresentada na equacao (8) nos calculos apresentados neste
trabalho.

2.1.41 Equagles da camada limite

O comportamento do escoamento laminar no interior da camada limite pode
obtido através das equagdes da camada limite de Prandtl, que posteriormente, foram
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resolvidas por Blasius para o caso de uma placa plana com 02 de incidéncia conside-
rando um escoamento bidimensional em regime permanente.

Basicamente, a deducéo das equacdes da camada limite inicia com a divisao
do escoamento bidimensional e de um fluido newtoniano em duas regidées analogas
a mostrada nas sec¢des anteriores. Assim, tem-se que préximo a superficie da placa,
o gradiente de velocidade (du/dy) é grande, e na regido distante da superficie, esse
gradiente é pequeno.

Outra hipbtese adotada € que a espessura da camada limite laminar (6) € muito
menor que o comprimento (/) da placa plana. Assim, com essa hipdtese e as con-
sideracdes das regides do escoamento sobre a placa plana, adimensionaliza-se as
equacgdes de de Navier-Stokes, como mostrado na referéncia Anderson (2012). Este
processo de adimensiolizagdo permite que seja feita a analise da ordem de magnitude
dos termos das equacgdes de balango. Apds essa andlise, as equacdes de balanco
podem ser escritas na forma dimensional, como mostrado a seguir:

ou, ov
ox Oy
ou Ou 10p d’u

—+v— ———tu—, 10
u6x+v0y p6x+'u6y2 (10)

op
£ = o 11
3y (11)

= 0, 9)

A equacao (9) é a equacao da continuidade, na qual, v € a componente de velo-
cidade do escoamento na camada limite na direcao y. As equacgoes (10) e (11) sdo as
de quantidade de movimento em x e em y, respectivamente. E a variavel p € a pressao
no escoamento na camada limite. A equacéao (11) traz uma conclusao importante: a
pressao é constante na direcao normal a superficie da placa, ou seja, a pressao do
escoamento na direcdo y da camada limite € a mesma que a do escoamento livre.
Este conjunto de equacdes possuem as seguintes condi¢ées de contorno:

Emy = 0: u=0, v=0, (12)
Emy — o0, u— Uy. (13)
Na condicao de contorno (12), tem-se que as componentes de velocidade do

escoamento na camada limite sdo nulas na superficie da placa plana. J4 em (13), a
componente u tende a se igualar a velocidade do escoamento fora da camada limite.

2.1.5 Solucao de Blasius para a camada limite laminar

Uma das aplicagbes mais simples e convencionais da teoria da camada limite
€ em um escoamento sobre uma placa plana de comprimento infinito. Segundo An-
derson (2012), H. Blasius obteve a solucédo para este tipo de problema na sua tese
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de doutorado em 1908. Blasius foi um dos estudantes de Prandil e esta foi a primeira
aplicacao da teoria da camada limite desenvolvida por Prandtl desde 1904.

Basicamente, Blasius partiu de um escoamento bidimensional e incompressivel
sobre uma placa plana com 0° de angulo de ataque, considerando que o fluido possuia
p € u constantes e que dp/dx =0. A ultima hipétese advém do fato que a pressao de
um escoamento ndo-viscoso € constante sobre uma placa plana com angulo de ataque
0°. Desta forma, Blasius utilizou as equagdes de balango (9) - (11) e transformou as
variaveis independentes x e y em ¢ e 7. Portanto:

{ = x (14)
Uso

n =1y Vx (15)

O principal objetivo desta transformacao é fazer com que se obtenha uma unica
funcdo com n como variavel independente. Além disso, Blasius considerou que o perfil
de velocidade no interior da camada limite u/U,, como auto-similar em relagéao a x, ou
seja, o perfil de velocidade varia em funcao de n na forma de f'(n) = u/ U,/ até a borda
da camada limite.

A solugéo de Blasius também utiliza a definicdo de fungéo corrente (y) com
intuito de satisfazer a equacao de balango (9). Desta forma, denotando u e v em
termos de v, tem-se:

_oy __
u—ay, p=-oo (16)
Em (16), v é dada por:
v =VvxUxf(®). (17)
Desta forma, as componentes u e v de (16) sédo reescritas como:
v _ovon_ ., o
u= 3y " an Oy_UOOf (m, (18)
0y 1 VUeo o
=5 =5\ 5 o - f). (19)

A partir das equacdes (18) e (19), as componentes da velocidade do escoamento pas-
saram a ser definidas em fungéo de n. Substituindo-se estas na equac¢ao da quantidade
de movimento em x (10), chega-se na equacéao de Blasius:

"+ ff"=o. (20)

Com as condi¢des de contorno:

n=0: f=0 f'=0, (21)
n—oo: f'=1. (22)
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A equacéo (20) é uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) significativamente
mais simples do que as equagdes da camada limite de Prandtl, da qual se origina. A
condigcéo de contorno (21) mostra que em n =0, a fungéo f e sua primeira derivada sao
nulas. Como f’ é a razao de velocidades u/U,,, tem-se que em n =0, a componente
u € nula. Na condicao (22), a medida em que n tende a borda da camada limite, f’
devera se igualar a 1, ou seja, u tende a U.

A transformacao das Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs) de Prandlt em
EDOs de Blasius faz com que essa nova solucao para a camada limite seja do tipo
auto-similar, o que permite mapear os perfis de velocidade ao longo do comprimento
caracteristico da placa a partir de uma Unica funcéo de uma variavel.

Além disso, a equacao (20) permite que a espessura de deslocamento da ca-
mada limite definida na equacgéo (8) seja calculada de forma mais simples substituindo-
se a definicdo de u em relacdo a n mostrada em (18), que resultard em:

5 = 1,72x'

vRey

Neste trabalho, a equacado de Blasius sera utilizada na solugdo da Equagéao

de Orr-Sommerfeld (O-S) na solucao laminar. E a definicdo de §, apresentada em

(23) sera empregada para o célculo de Re durante toda a solu¢ao de O-S, como sera
mostrado nas proximas secoes.

(23)

2.1.6 Teoria da estabilidade hidrodinamica

A estabilidade hidrodinaAmica estuda a evolucao das perturbacdes presentes no
escoamento que deverao leva-lo do regime laminar para o turbulento (FREIRE, 2012).

Para Malatesta (2014), o estudo da estabilidade hidrodinamica também permite
entender os mecanismos de transicdo para a turbuléncia em estruturas complexas
da natureza. Sobre estas estruturas, Truzzolillo e Cipelletti (2018), mostram que ha
padrdes na natureza resultantes de instabilidades hidrodinamicas, como o formato de
flocos de neve, estruturas geoldgicas e meteoroldgicas, principalmente em relacao as
misturas entre fluidos misciveis e imisciveis.

Em aplica¢des de mecéanica dos fluidos, a teoria da estabilidade hidrodinamica
estuda o comportamento de pequenas perturbag¢des impostas no escoamento, surgi-
das a partir de rugosidade na parede, gradientes de pressao, gradientes de tempe-
ratura e afins. Desta forma, o principal objetivo € analisar se estas perturbacdes sdo
amplificadas ou nao ao longo do tempo.

Basicamente, se uma pertubacéo é atenuada com o tempo, o escoamento é
estavel. Do contrario, ou seja, se ha a amplificacao da perturbacao no tempo, considera-
se que o0 escoamento é instavel e que logo ocorrera a passagem do regime laminar
para o turbulento. Em relagdo aos motivos, pelo quais, uma perturbacao pode levar a
transicao de um fluxo, tem-se:
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Em termos gerais, podemos dizer que um escoamento é estavel quando exis-
tir um certo equilibrio entre as forgas externas, de inércia e viscosas que
agem sobre ele. Quando pequenas perturbagdes quebram este equilibrio,
elas podem eventualmente se amplificar dando origem a instabilidades. As
forgas externas de principal interesse séo aquelas provocadas por variagao
da massa especifica do fluido, por tensdes especificas, por forgas magnetohi-
drodinémicas, etc. (FREIRE, 2012, p.1).

Outro ponto importante da teoria da estabilidade hidrodinamica € a determi-
nacado do numero de Reynolds da indiferenca (Re;,4), que é o valor abaixo do qual
todas as perturbacdes sdo atenuadas. Enquanto que, acima de Re;, 4, as perturbacoes
podem ser amplificadas, dando origem a turbuléncia. Logo, Re;,; € denominado como
o ponto de transicdo do escoamento. Como a regido de interesse neste estudo € a ca-
mada limite, entdo, o calculo de Re;,; sera em funcao da espessura de deslocamento
(23). Logo:

(24)

Uosod
Reind:( = 1) S
in

Utilizando a equacao (24) para o caso de uma placa plana com 0° de incidéncia,
Re;,q sera aproximadamente 520 de acordo com Schlichting (1979). Assim, um dos
objetivos deste trabalho, é obter Re;,; préximo do valor mencionado acima através da
solugéo da equacao de Orr-Sommerfeld.

2.1.6.1 Teoria da estabilidade hidrodindmica linear na camada limite sobre uma placa
plana

A teoria da estabilidade hidrodinamica linear para o escoamento sobre uma
placa plana é comumente aplicada através da abordagem por modos normais, que
conforme mostrado na se¢ao anterior, busca-se avaliar se as perturba¢des impostas
no escoamento serdo amortecidas ou amplificadas ao longo do tempo ou espago.

Desta forma, pode-se considerar um escoamento bidimensional, incompressivel
e paralelo na dire¢do x, que por sua vez, é separado em duas regides: escoamento
meédia e as componentes de perturbacido. Assim, as componentes de velocidade do
escoamento s&o escritas como:

ulx,y, ) =U(y) +u'(x,y,1), (25)
vix,y,0)=v(x,5,0), (26)
p(x,y,t)=P(x,y)+ p'(x, ), ). (27)

A equacao (25) representa a componente de velocidade do escoamento na
direcdo x, que é a soma entre a componente do escoamento livre (U(y)) mais a da
perturbacao (u'(x,y,1). Na equacao (26), tem-se a componente de velocidade do
escoamento a direcdo y, que como trata-se de um escoamento paralelo, s6 ha a
componente de velocidade da perturbacao (v'(x, y, ). E (27) corresponde a pressao
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do escoamento, que depende da pressdao do escoamento livre (P(x,y)) mais a da
perturbacao(p’(x, y, 1)). Assim, as equacdes de Navier-Stokes para esse escoamento
sobre a placa plana sdo dadas por:

ou Ov

ox Oy (28)
0 0 0 0 1 (0% %u
ML Py ( gu,2u ) (29)
ot 0x 0y 0x 0x?  0y?
0 0 0 0 v v
) (30)
ot 0x 0y 0y Re (0x?  dy?

A equacéo (28) é a continuidade. Em (29), tem-se a quantidade de movimento
em x e a equacao (30) corresponde a quantidade de movimento em y. Essas equacgdes
podem ser adimensionalizadas, como mostrado na referéncia Mendonca e Medeiros
(2009), a partir dos seguintes parametros e variaveis adimensionais:

__ X __y __u __ v P tUoo R
x—61, y= = u—UOO, V=—m7)\ Pp=—0fp .

(31)

Assim, substituindo-se esses parametros nas equacoes (28) - (30) e conside-
rando que na analise por modos normais, o escoamento meédio € laminar, acarretando
que nao ha gradientes de pressao e variagcoes das suas componentes no tempo. Desta
forma, pode-se desprezar os termos de pressao e 0os que variam no tempo relaciona-
dos ao escoamento médio. A partir da substituicdo destas consideragbes nas equacoes
(28) - (80), chega-se nas equacoes de balango para o escoamento perturbado:

ou o'
ox 0y (32)
ou' -ouw' _o0U0 |[_ou _oi op’ 1 (aza’ aza’)
—+U—+0V—+ |0 —+V—| = ——+ + 33
ot “ox Ve M ax TV 5y 9% Res, \0x2 072 (33)
v 0D ov o0 op 1 (%0 &
Ay L LA B G+ 3s) @4
ot 0x 0x oy 9y Re5 0x?  ay?

A equacao (32) é a continuidade. Em (33) tem-se o balango da quantidade de
movimento em x. A terceira equacgéo (34) é o balango do momento em y. Como as
componentes de velocidade das perturbacdes sdo pequenas, os termos nao lineares
entre colchetes das equacdes (33) e (34) podem ser desprezados. Desta forma, estas
as equacoes de balango podem sao reescritas como:

oi’ o'
—+—= =0, 35
= 5 (35)
ou' -ou' _,0U Lop' 1 (otw ot
o g 5P 36
ot oz Uy 0% Reél(axﬁayz) (30)
ov'  _oi' op' 1 (8% 0%
hl - = 37
o1 " ox 3y Res, (0562 ’ 5372) (87)
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Com condicdes de contorno:

Em j=0: &=9=0, (38)

Em j—oo: @

Na condicao de contorno (38), tem-se que na superficie da placa plana, as
componentes de velocidade das perturbagdes sao nulas. E a condigao de contorno (39)
mostra que as componentes de velocidade e pressao da perturbacao sédo atenuadas
a medida em que se afasta da superficie da placa plana.

Como as equacdes de balanco (35), (36) e (37) séo lineares, assumiu-se a
funcao corrente como uma possivel solugdo, pois esta ultima satisfaz a equacao (35):

w(x,y, 1) = @(y)e' @D, (40)

A equacao (40) é a fungao corrente para um modo da perturbacao presente no
escoamento. Assim, modelando a perturbagdo como uma onda, ¢ € a amplitude em y,
x € a posicao na placa e r é tempo. A variavel a € o numero de onda da perturbacao.
Na abordagem temporal, conforme sera mostrado nas préximas sec¢des, considera-se
a um numero real e a frequéncia (w) como complexa, que por sua vez, € definida como:

w=0w,;+Iiw;. (41)

Na equacéo (41), a parte imaginaria da frequéncia (w) corresponde ao fator de
amplificacdo da onda, que por sua vez, determina se havera amplificacéo (w; >0) ou
amortecimento (w; < 0) da onda de perturbacao no tempo. A partir das variaveis «a € w,
obtém-se a velocidade da onda de perturbacao:

c:gzcr+ic,~. (42)
a
Na equacédo 42, ¢, € a parte real da velocidade da onda de perturbacéo e
seu significado consiste na velocidade de fase dessa onda e ¢; determina se havera
estabilidade ou ndo no escoamento em relagdo ao tempo. Se ¢; <0, 0 escoamento sera
estavel. Caso ¢; =0, o fluxo atingira a estabilidade neutra. Ja se ¢; >0, o escoamento
sera instavel e, consequentemente, havera a transicdo para a turbuléncia ao longo do
tempo (SCHLICHTING, 1979).
Antes de dar continuidade a analise do escoamento por modos normais, é ne-
cessario adimensionalizar os parametros relacionados a onda de perturbagdo. Assim,
pode-se definir as seguintes variaveis e parametros adimensionais:

- U _
U:U_oo P = g5 (43)
a=ad, ®=wb. (44)
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Retornando a andlise do escoamento por modos normais, tem-se que a partir
da definicdo da fungéo corrente, a equacgao (40) pode ser derivada em relagédo a x e y,
resultando nas componentes de velocidade das perturbacdes:

o o -
L_t, — % — (p/(y)el(ax—wt), (45)
7= —‘;—Z = —ia@(j)el@*-0D, (46)

Em (45), tem-se que a componente da velocidade da perturbacéo na direcéao x
u') é funcdo da primeira derivada da amplitude (¢'(y)). Enquanto que em (46), nota-se
gue a componente v’ depende da amplitude da onda na diregao y.

Substituindo as equacdes (45) e (46) nas equacoes de balanco das perturba-
¢coes (395) - (37), tem-se:

i, du o’ 10p
—iod +Uiad + 7' == —v | -&%0 + = | = =2, (47)
dy 0y p 0x
_ 0% 10p'
—iwd +Uiar -v |-a*v + = | ==L (48)
ay p 0y

Derivando-se a equacgao (47) em relacao a y e a equacao (48) em relacao a x,
por fim, subtraindo-se ambas:

(Ud—d))(ia—w+dﬂ')+(idﬁ’+a—l7,)d—0+z7'ﬂ— i a? ia—a,—f-dﬁ’
oy oy ) dy dy?> QaRes, ay
] 0% [ .o
L liZvai|=0.  (49)
aRes, 0y< | 0y

Ao analisar a equacgao (49), percebe-se que os passos realizados permitiram
eliminar o termo de pressao mostrado em (47) e (48). Assim, utilizando as definicbes
das equacdes (45), (46) e relembrando que ¢ = @/a, a equacao (49) pode ser reescrita
em: .

T -8)@" - a@) - pU" + —— [@"V —2a1%¢" + a’p] =0. (50)
aRes,

Em (50), tem-se a equacao de Orr-Sommerfeld na sua forma adimensional.
Assim, reorganizando os termos, chega-se na forma final desta equacao:

1

U-0@"-ap)-U0"p+ @ -2a%p" +a'*p) =o. (51)

aRes,
A equacao (51) é uma EDO linear, homogénea e de 42 ordem, que quando
aplicada a camada limite, possui as seguintes condi¢des de contorno:
: (52)
(53)

A condicao (52) mostra que na superficie da placa plana (y = 0), as componentes
de velocidade da perturbacao, a amplitude e sua derivada sao nulas, ou seja, ha
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auséncia de perturbacao. A segunda condicao (53) significa que, ao se aproximar do
escoamento livre, a perturbacéo deve ser atenuada no escoamento.

Diante disso, ao resolver a equacao de Orr-Sommerfeld (51), obtém-se o valor
de ¢, ¢ e ¢' a partir dos parametros a e Reg,. Assim, pode-se analisar a estabilidade
hidrodinamica do escoamento por meio de ¢;, conforme sera apresentado no proximo
capitulo deste trabalho.

2.1.6.2 Estabilidade hidrodindmica da camada limite

Os primeiros estudos da estabilidade hidrodinamica da camada limite sobre uma
placa plana com 0° de angulo de ataque ocorreram entre 1929 e 1933 por W.Tollmien
e H.Schlichting (SCHLICHTING, 1979).

Figura 11 — Evolugao do perfil de velocidade do escoamento sobre uma placa plana.

T
\
". i
1R

i

Fonte — Adaptado de Schlichting (1979).

Geralmente, a analise da estabilidade hidrodinamica neste tipo de aplicacéo
considera que o perfil de velocidade do escoamento na camada limite laminar € dado
pela solucao de Blasius (20). Porém, na regidao de transicao, as perturbacoes tendem
a modificar esses perfis, pois as suas componentes sao somadas as do escoamento
médio, como visto em nas equacdes (25) e (26). Com o tempo, essas instabilidades
podem gerar, inclusive, pontos de inflexao no perfil de velocidades, conforme a figura
11, na qual, k corresponde ao comprimento da onda de perturbacéo. De acordo com
Schlichting (1979), essas perturbagdes sdo amplificadas devido ao crescimento de §
ao longo do comprimento da placa, que, como ja mostrado nas sec¢des anteriores, é
da ordem de /x. Assim, na transicado do escoamento na camada limite sobre uma
placa plana sao formadas diversas estruturas que séo resultado da amplificacao das
perturbagdes, como pode ser visto na figura 12, onde (1) representa a camada limite
laminar préxima ao bordo de ataque. Ja @ corresponde a transicédo, na qual, ha a
formacéo de instabilidades conhecidas como ondas de Tollmien-Schlichting, que por
sua vez, sdo classificadas como instabilidades primarias, pois sdo formadas a partir do
escoamento laminar. Em @), ainda tem-se a regido de transicao, porém, as estruturas
dos vortices possuem trés dimensdes e sdo denominadas como vortices-A. Essas es-
truturas em trés dimensdes séo classificadas em instabilidades secundarias, uma vez
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Figura 12 — Transi¢cdo na camada limite sobre uma placa plana.

-—

Fonte — Schlichting (1979).

que sao originadas pelas ondas de Tollmien-Schlichting. Em @), h& o decaimento das
estruturas formadas em 3. Por fim, G) denota o inicio da turbuléncia com o surgimento
de estruturas grampo de cabelo. E em ®), 0 escoamento esta totalmente turbulento.

Neste trabalho, a transicao da camada limite compreendera apenas até a forma-
cao das ondas de Tollmien-Schlichting, pois as instabilidades secundarias sdo estuda-
das pela teoria da estabilidade hidrodinamica n&o-linear.

2.1.7 Classificacao das instabilidades

Antes de resolver a equacao de Orr-Sommerfeld (51), é preciso definir uma
formulagéo, que por sua vez, consiste em assumir o modo como as perturbagdes
serao propagadas no escoamento. A partir da formulagao assumida, é possivel adotar
hipéteses simplificativas.

Na formulacao temporal, considera-se que a perturbacéo serd amplificada no
escoamento ao longo do tempo. Assim, @ € um numero real e @ sera um complexo, que
por sua vez, determinara se a perturbacao sera amortecida ou amplificada no tempo.
Como ¢ é fungédo de @, pode-se utilizar essa varidvel para analisar a estabilidade
hidrodinamica do escoamento.

Ja na formulacao espacial, assume-se que a pertubacao sera amplificada no
espaco. Desta forma, @ serd um numero real e @ um complexo que determinara o
comportamento da perturbacdo no escoamento, de forma que em @; > 0, a onda de
perturbacdo sera amortecida a jusante do escoamento e d; < 0 indica que havera a
amplificagdo da onda ao longo deste.

Ha também a formulagéo temporal-espacial, a qual, considera que ha amplifica-
cao da perturbacédo no espaco e no tempo no escoamento, ou seja, aproxima-se do
escoamento real.

Considerando as abordagens apresentadas, sera utilizada neste trabalho, a
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formulacao temporal, pois trata-se de uma abordagem mais simples, uma vez que ¢
€ um termo linear da equacéo de Orr-Sommerfeld (51). Além disso, ainda pode-se
classificar as instabilidades presentes no escoamento de acordo com a direcdo de
propagacao destas em: convectivo, absoluto e global. No primeiro, as pertubacdes
se propagarao na mesma direcdo do escoamento. A instabilidade absoluta considera
que as perturbacodes se propagarao em todas as dire¢cdes do escoamento, tendendo a
ocupar todo o dominio, porém, sem interferir na regidao a montante. E a instabilidade
global consiste na propagacgao das instabilidades em todas as direcbes do escoamento,
inclusive na direcdo a montante (MENDONGCA; MEDEIROS, 2009). Neste trabalho,
considerar-se-a que as pertubacdes se propagam convectivamente no escoamento.

2.1.7.1  Ondas de Tollmien-Schlicting

Figura 13 — Ondas de Tollmien-Schlichting na camada limite.

-Schlichting

Fonte — Adaptado de Van Dyke e White (1982).

Por volta da década de 20, os pesquisadores Tollmien e Schlichting resolveram
de forma independente a equacdo de Orr-Sommerfeld (51) para o caso da camada
limite sobre uma placa plana com 0° de incidéncia. Assim, ambos perceberam que a
equacao tinha como resultados perturbacdes instaveis bidimensionais e que surgiam
no escoamento de forma peridédica. Mais tarde, estas instabilidades foram denomina-
das como ondas de Tollmien-Schlichting.

Na figura 13, tem-se as ondas de Tollmien Schlichting sobre uma placa plana,
conforme destacado. Pode-se notar que a direita da imagem, essas ondas assumem
perfis tridimensionais e mais complexos, semelhantes aos mostrados na figura 12.
Essas estruturas complexas sdo provenientes do crescimento linear das ondas de
Tollmien-Schlichting.

Em relacdo a amplificagdo destas instabilidades primérias Duck, Ruban e
Zhikharev (1996) afirmam que a extensao da regido de amplificacao e a localizagdo do
ponto de transi¢do para instabilidades secundarias depende da natureza fisica destas,
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por exemplo, a facilidade de penetracdo das ondas de Tollmien-Schlichting na camada
limite, da amplitude e do espectro destas.

Portanto, no presente trabalho, espera-se obter diversos modos das ondas de
Tollmien-Schlichting até a maxima amplificacao destas através da construcao de curvas
de estabilidade, que por sua vez, séo resultados da solucéo de (51) para determinados
valores de ¢; =0,0.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo, serdo apresentados os métodos numéricos e aproximacoes
utilizadas para o estudo da estabilidade hidrodindmica da camada limite através da
solucao da equacao de Orr-Sommerfeld, que foi implementada em linguagem Python.

3.1 MODELO ADOTADO

O presente estudo adotard um escoamento bidimensional, incompressivel e
paralelo sobre uma placa plana de comprimento [, de modo que a espessura da
camada limite (6) seja muito pequena quando comparada a /. Considerar-se-a que a
placa placa possui 0° dngulo de ataque em relagéo ao escoamento.

3.2 SOLUCAO DE BLASIUS

Figura 14 — Perfil de velocidade de Blasius obtida pela integragdo numérica.

Perfil de velocidade de Blasius
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Fonte — Autora (2020).

O termo U(y) da equacio de Orr-Sommerfeld (51), quando aplicada a condicéo
de contorno (52), corresponde ao perfil de velocidade da solugédo de Blasius. Uma das
formas de resolver a equacéo (20) numericamente é através da integracao por meio
do método de Runge-Kutta de 42 ordem. Esse método foi escolhido, pois a equacéao
de Blasius € um Problema de Valor Inicial (PVI) e também por oferecer menor erro em
relacéo a solugdo exata. Como mencionado no capitulo anterior, (20) € uma EDO nao-
linear de terceira ordem. Entéo, para aplicar o método de Runge-Kutta de 42 ordem,
escreveu-se (20) na forma de um sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
de primeira ordem:

fm '
o | = [ |- (54)
Q) —ff"m
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Com as seguintes condicdes iniciais:

f(n=0)=0, (55)
f'm=0)=0. (56)

Para resolver o sistema de equacgdes (54), é necessario encontrar a condicao
inicial f”(n =0). Desta forma, utilizou-se o0 método de Newton-Raphson disponivel no
pacote Scipy. Esse método foi escolhido, pois é preciso encontrar o valor de f”(n=0)
que satisfaca a condicdo de contorno (22) e tem-se a derivada da equacao de Blasius.
Portanto, utilizou-se 0,30 como estimativa inicial de f”(n=0) e integrou-se a equacao
(54). Como resultado, chegou-se em f”(n=0) = 0,332 e a equagao (20) foi novamente
integrada para obtencgao do perfil de velocidade do escoamento, como mostra a figura
14, onde nota-se que a partir de n=3,5, f'(n) = u/ Uy, S€ aproxima assintoticamente de
1,0.

3.3 SOLUGAO DA EQUAGAO DE ORR-SOMMERFELD

Conforme explicado no capitulo anterior, neste estudo, escolheu-se a formula-
cao temporal para resolver a equacao de Orr-Sommerfeld (51). A decisao foi tomada
com base no menor nivel de complexidade da solucao e na disponibilidade de dados
em bibliografias para a validagdo e comparagdes dos resultados obtidos neste trabalho.

Assim, o método utilizado para resolver a equacéao (51) é proveniente da refe-
réncia Mendonca e Medeiros (2009), em que divide-se a solucao entre a regido do
escoamento livre e a da camada limite. Iniciando pela solugcéo fora da camada limite,
tem-se que em y > 1, que por sua vez, também corresponde a y > §;, o perfil de
velocidade de Blasius (U) tende a U,,, relembrando que U,, possui valor unitario de
acordo com a definicdo de U, portanto U’ = U” = 0, tornando (51) em:

L @V —2a2¢" + a*p) =o. (57)

U — O (@" —ap) +
(U — O (@ —ap) aRes.

A equacéao (57) é de quarta ordem, linear, homogénea e possui coeficientes
constantes. Assim, é possivel obter uma solucao analitica (¢) valida para a regiao fora
da camada limite, onde tem-se y > §;, através da combinagdo de quatro solugdes

linearmente independentes:

P = Ale_dj’ + Bledj’ + Cle_’ij’ + Dle’-w. 58
®p

Onde, a variavel 1 = \/a(a@ +iRes, (1 - ). Para que essa equagao satisfaga a
condicao de contorno (53), os coeficientes B, e D; devem ser nulos. Assim, reescre-
vendo (58), tem-se:

p=Ae Y+ Cre M. (59)
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Em (59), a solucdo e~ %’ depende apenas do niimero de onda da perturbagéo,
sendo assim, esta € denominada de solugdo nao-viscosa. Ja a solugéao eV ¢ funcéo
de Res,, portanto, € denominada de solug&o viscosa.

Apos resolver (51) para a regiao do escoamento livre, pode-se entao, encontrar
as suas solugdes para as regides nas imediacdes e no interior da camada limite.
Portanto, organizando os termos de (51), tem-se:

@'V — [2a® + iRes,@(U - )| ¢" + [a* +iRes,a*(U-¢)+U"] ¢ = 0. (60)

A equacdo (60) é de quarta ordem, linear e homogénea. Os termos no interior
dos colchetes sao coeficientes variaveis. Assim, (60) pode ser escrita de forma mais
compacta definindo esses coeficientes como fungoes:

C3(j) = —2a*+iRes,a(U-2o), (61)
D3(7) = a*+iRes,@>(U-0)+U". (62)

Logo, (60) pode ser reescrita como:
@'V +C3(7@" + Ds(P@ = 0. (63)

A equagéo (63) também pode ser escrita na forma de um sistema de equacgdes
de primeira ordem:

@ 1 0 o[ @

d | ¢ 0 0 @’

e | oo o 1| (©4
) )
(l_)”, —D3 0 _C3 0 (pl//

Denotando o vetor-solugdo do sistema de equagdes (64) como @ e a matriz que
contém os coeficientes variaveis C; e D3 como M, tem-se o sistema de equagdes na
forma compacta:

— = M. (65)

De acordo com Milicic (1989), o sistema de equacdes (65) € homogéneo, sobre
o qual, pode-se afirmar o seguinte teorema:

Teorema 1 Segja Q uma regido simples conectada em C, zpe Q e A: Q — M,,(C) um
mapa holomdrfico. Entdo, para qualquer Y, € C existe uma unica fungdo holomorfica
Y:Q— C" tal que:

EmQe

Y (z) = Yp.
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O teorema 1 garante que existe solugéo para o sistema de equacdes (65) dada
as condicdes iniciais, que por sua vez, devem fazer parte do dominio de M. Assim,
o sistema (65) tera solucéo unica. Desta forma, para obter a solugdo geral dentro da
camada limite, é necessario obter quatro solucdes linearmente independentes. Assim,
utilizando a base candnica do R*, que possui vetores linearmente independentes, como
condicéo inicial de (65), tem-se:

V4 (0) = , Vo (0) = ,V3(0) = , V4(0) = (66)

(= e = =)

_ o O O

S O o =
o o = O

Utilizando (66) e considerando a condicao de contorno (52), pode-se escrever a
solucao geral da equacao de Orr-Sommerfeld (65) como:

0 [ 1 1 ’ 0 ‘ [ 0 “ [ 0 1
_ 0 0 1 0 0
o0)=| _ =r +5 +t +u (67)
@' (0) 0 0 1 0
@" (0) 0 0 0 1

Na equagéo (67), r, s, t € u sao coeficientes arbitrarios. Nota-se que para
satisfazer essa condigcédo (52), é necesséario que r = s = 0. Logo, a equacéao (67) se
torna:

O_(7) = td3(§) + ud4(H). (68)

A solucgéo geral (68) também precisa satisfazer a condicao de contorno (53) e
como mostrado no inicio dessa secao, a equacao (59) é a solugéo da equagéo de Orr-
Sommerfeld (51) quando y > §,, onde tal condicao ja é satisfeita. Escrevendo, entao,
(59) na forma vetorial e denotando-a como @, tem-se:

1] [

- | —a g '}

D) = Aje 22 +Cre M I (69)
al A3

A integracao numérica da equacgao de Orr-Sommerfeld inicia em um ponto fora
da camada limite (y > §;), onde a solugao mostrada em (69) é valida. Esse ponto é co-
nhecido como j,,. Desta forma, pode-se obter uma condicao inicial em y,,, assumindo
Ay =e%m e C; = 0. Desta forma, a solugéo da equagao (69) sera:

|
Qi

q_)l(_)_/m) =

Qi
o

w

Qi
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Em (70), tem-se a condicao inicial da solucao nao-viscosa da equacéao de Orr-
Sommerfeld.
Outra condigao inicial para (65) em j,, pode ser obtida & assumindo que C = et

e A=0, tem-se:
1

-2
12
13

@ (Jm) = (71)

A solugéo @;;(7,,) € a solugdo viscosa da equacao de Orr-Sommerfeld. Escre-
vendo, entao, a solucao geral da equacao de Orr-Sommerfeld que satisfaz as condicbes
de contorno em j,,:

D, (7) = C4®@[(y) + Dy @1 (). (72)

Relembrando que ®_(j) satisfaz apenas as condi¢des de contorno na parede
(52) e a solucao geral @, (y) atende somente as condi¢cdes em j,,, entdo impondo-se
que @, () satisfaca as condigdes de contorno em j = 0:

.00 = d_(0), (73)
Cy®7(0) + Dy®@77(0) = tdD3(0) + udy(0). (74)
Reescrevendo (74) na forma matricial, tem-se:
[ 3,00 1,00 [ ¢,
@' 0) D (0 D
_I( ) _II( ) 4 - 0. (75)
®70) 7,0 -1 0 t
o7'0) @70 0 -1 u

Em (75), tem-se que C4 e D, séo dois coeficientes quaisquer. Portanto, nota-se
que uma solugdo trivial do sistema (75) ocorre se C, = Dy =t = u=0. A solucao trivial
também sera a Unica solucao de (75) caso a matriz de coeficientes for nao-singular.
Desta forma, para obter as solugées nao-triviais da equagcao de Orr-Sommerfeld, é
necessario que a matriz de coeficientes seja singular, que resultara no determinante:

D;(0)
®'(0)
®’/(0)
(0

®;/(0)
f?', ;(0)
@,(0)

O

-1
0

-1

(76)

Com isso, o principal objetivo deste trabalho, que € o estudo da estabilidade

hidrodindmica de um escoamento sobre uma placa plana, é obter as solugdes nao-
triviais da equagéo de Orr-Sommerfeld a partir dos parametros a, Res, e ¢. Desta forma,
busca-se que esse conjunto de parametros gere solugdes ®; e ®;; que obedecam a
condicao do determinante (76).
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3.3.0.1 Método de Runge-Kutta de 42 ordem

No inicio deste capitulo, mostrou-se que 0 método de Runge-Kutta de 42 ordem
foi utilizado na integracéo da solugéo de Blasius (20). Esse método também sera usado
na solucédo da equacéo (51) para obter-se as solu¢cdes ndo-triviais do determinante
(76) pelos mesmos motivos ja explicados.

Apesar de que no pacote Scipy existe implementagcdo do método de Runge-
Kutta de 42 ordem, optou-se por implementacao propria tanto para facilitar a depuragcao
do cédigo, como para adicionar o método de Gram-Schmidt, conforme sera explicado
na proxima segdo. Assim, o método de Runge-Kutta de 42 ordem foi implementado a
partir da referéncia Dias (2013) utilizando as seguintes equagoes:

kl = f(xn; J/n); (77)
kie e
kz = f(xn+L;J/n+—), (78)
2 2
e koe
ks = f(xn+§,yn+§), (79)
ki = f(xp+eyn+kse), (80)
= +1k +2k +2k +1k (81)
Yn+1—J/n61323364-

O método Runge-Kutta de 42 ordem, como mostram as equacgoes (77) - (80),
integra uma EDO no passo n em estagios, segmentando o intervalo de integracao e
para obter o resultado da fungdo no préximo passo(y,+1). Por conta dessa segmenta-
cao, o erro de truncamento do método é na ordem de e°, enquanto que no método de
Euler, esse erro é de e? e no de Euler modificado, é na ordem de &3.

3.3.0.2 Ortogonalizagédo de Gram-Schmidt

Em (70) e (71), mostrou-se que as solugdes ®; e ®;; sdo linearmente indepen-
dentes. Entretanto, ao longo da integracdo da equacgao de Orr-Sommerfeld, ®; interfere
em @;;, fazendo com que essa Ultima cresca de forma indesejada, tornando-as linear-
mente dependentes. Para garantir que as duas solu¢des se mantenham linearmente in-
dependentes, utiliza-se o método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt (MENDONCA,;
MEDEIROS, 2009).

Esse processo faz com que dois vetores linearmente dependentes gerem dois
novos vetores ortogonais entre si, que sao, entao, linearmente independentes. Neste
trabalho, o processo de ortogonalizacao foi implementado dentro do método de Runge-
Kutta de 42 ordem. Assim, ao final de cada passo de integracéao, retira-se a parte
proporcional de ®; presente em ®;;, garantindo que as solugdes obtidas sejam line-
armente independentes. Portanto, o processo de Gram-Schmidt realizado pode ser
resumido nos seguintes passos:
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1. Normaliza-se a solugéo nao-viscosa (®;) através de:
D (n)

a(_n):#-
T =, Gl

(82)
Na equacao (82), a variavel y, corresponde ao valor de y no n-ésimo passo de
integracéo.

2. Calcula-se o valor Bgs, que é dado por:
Bes = Pr1(in) - Br(n). (83)
3. Assim, ortogonaliza-se a solugdo viscosa (®;;(j,)) através de:
D1 (Fn) = @11(n) — Bos- Pr(Fn)- (84)

Na equacédo (72), mostrou-se que a combinacéo de ®;(7) e ®;;(j) é solucédo de
(51). Entao, combinando as solu¢des ortogonalizadas ®;(j,) € ®;;(7,), tem-se também
uma solucao da equacao de Orr-Sommerfeld (51) com a garantia de que ambas séo
linearmente independentes para todo o intervalo de integragéo entre y=j,, a y =0.

3.3.1 Solucao numérica da equacao de Orr-Sommerfeld

A solucao numérica da equacao de Orr-Sommerfeld é obtida a partir de estima-
tivas iniciais de uma dada perturbagéo para os parametros Res,, a@. Assim, define-se
também uma estimativa para ¢;, que como mostrado no capitulo anterior, determina a
estabilidade hidrodindmica do escoamento.

Assim, integra-se (51) entre y = y,, (fora da camada limite) até a y =0 (na su-
perficie da placa) através do método de Runge-Kutta de 42 ordem com Gram-Schmidt,
como explicado na secao anterior. Apds a integracao, calcula-se o determinante (76).
Se a condicao deste € atendida, obtém-se a solucéo da equacgéo de Orr-Sommerfeld.
Do contrério, é necessario estimar novos valores para Res,, @ € ¢, pois 0s que foram
estimados anteriormente ndo atendem a condi¢do de contorno de (51) em y=0.

Neste trabalho, a geragdo dessas estimativas foi realizada através do método da
secante, que assim como nos métodos de Runge-Kutta de 42 ordem e Gram-Schmidt,
optou-se por implementacao prépria. Basicamente, o codigo desenvolvido realiza os
seguintes passos:

1. Escolhe-se os valores de um par de parametros da equacao de Orr-Sommerfeld a
ser resolvida em dado ¢;, por exemplo, & e Res,. Desta forma, deseja-se calcular
o terceiro parametro, que neste exemplo, € o valor de ¢. Entdo, como ¢; ja esta
definido, oferece-se duas estimativas para ¢,, que séo %, € xi;
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2. Define-se um valor de tolerancia para o método da secante que depende o para-
metro a ser calculado. No cédigo desenvolvido, a condicao padrao da tolerancia
é107°;

3. Calcula-se a diferenca |x, - x1|. Se esta for maior que a tolerancia, calcula-se x»,
que é o valor do parametro que se deseja calcular para obter solucdo nao-trivial
da equacao de Orr-Sommerfeld, como no exemplo do passo 1, em que o objetivo
foi obter o valor de ¢ para um dado par de @ e Res,. Assim, X, é calculado por:

o f(x) o
e (R = F0). 85
X2 =X PG = f (o) (X1 — Xo) (85)
Em (85), f(Xo) € a equacao de Orr-Sommerfeld calculada em %,. De forma ané-

loga, f(x;) € a equacao (51) em ;.

4. Calcula-se novamente a condicao |x, - x;|. Se esta for maior que a tolerancia,
repete-se o passo 3. Caso satisfeita essa condi¢ao, obtém-se o valor de x, do
parametro escolhido, por exemplo o de ¢, do passo 1, que juntamente com o
valor de ¢; escolhido, é solugdo da equacéao de Orr-Sommerfeld.

Como pode ser visto no processo descrito, ao aplicar o método da secante,
obtém-se os valores de @, Res, e ¢ que atendem a condigéo dada pelo determinante
(76) em y=0. E como explicado, o0 método da secante pode ser aplicado para obter
qualquer um dos trés parametros de (51), desde que dois destes sejam fixados.

Além disso, ressalta-se que a escolha pelo método da secante foi devido a
sua simplicidade e possibilidade de aplicagdo em fungdes complexas, como a de Orr-
Sommerfeld. Além disso, esse método ndo necessita da derivada da fungdo, como é o
caso do método de Newton-Raphson.

3.3.1.1 Definicdo de parametros numeéricos

Para resolver a equacéo (51) e obter resultados consistentes, é preciso definir
0s parametros numéricos N, que é nimero de passos de integracao da equacgao de Orr-
Sommerfeld, y,, € N, que corresponde ao numero de passos de integracéao utilizado
na solucao de Blasius.

Assim, o primeiro estudo realizado foi em relagdo a variagao do numero de
passos de integracao (N) da equagéao (77). Para isso, utilizou-se os valores do caso
padréo presente na referéncia Van Stijn e Van De Vooren (1980), onde tem-se Res, =
998 e @=0,308 € ¢=0,3641+7,9x1073i.

Portanto, a equacao (51) foi resolvida adotando y,, de 4,5 e variando-se N entre
50 até 20.000 passos. O valor de ¢ obtido foi comparado ao da referéncia através do
erro relativo, que por sua vez, é calculado por:

Cref — Catual

i} x 100%. (86)
Cref

Erroreiativo(%) =
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Figura 15 — Erro absoluto de ¢ com a variacdo do nimero de passos de integracao
(N).

Erro relativo (%) x N
[ ] [ ] [ ] [ [ [ ]

0.18 4

0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
N

Fonte — Autora (2020).

Quadro 1 — Comparacao entre caso padrédo e cédigo para o valor de ¢ variando o
namero de passos (N).

Numero de passos | Erro relativo(%) | Variacao relativa (%)

50 10,16642]

100 |0,24172] 17,30 x 1074

500 |0,24827| 15,02 x 107°|

1.000 |0,24826| 16,40 x 1077

3.000 |0,24827| 1,65 x 1077|

5.000 |0,24825 14,16 x 1077 |

10.000 |0,24825| 13,07 x 1077

15.000 |0,24824| 1,01 x 1079]

20.000 |0,24822] 1,51 x 1079]

Fonte — Autora (2020).

Em (86), a variavel ¢,;,4 corresponde ao valor de ¢ obtido pelo cédigo desen-
volvido e ¢, € valor ¢ de referéncia. Calculou-se também a variagdo relativa através
de:

Catual — Canterior

Variacao,eariva(%) = x 100%. (87)

Canterior

Na equacgao (87), ¢.rua corresponde ao valor de ¢ calculado para um dado valor de N
Passos € Canrerior € 0 Valor ¢ obtido no caso anterior com N mais baixo. No quadro 1,
e na figura 15, tem-se os resultados desse estudo.

No quadro 1, nota-se que o0 aumento de N promove leve aumento no erro
relativo. Porém, os valores estao proximos de 0,24% em relagdo ao caso de referéncia
e se estabilizam a partir de N = 500. Esse aumento pode ser proveniente do proprio
caso de referéncia utilizado, que por sua vez, data de um artigo do final da década de
70, época em que 0s recursos computacionais existentes eram escassos.
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Quadro 2 — Comparagéao entre caso padrao e cédigo para o valor de ¢ variando j,.

ym | Erro relativo(%) | Variacao relativa (%)
1,0 |24,0370|

1,5 |4,68948] 12,74 x 107}

2,0 |7,80599| 12,89 x 1072

2,5 |0,64200] 17,11 x 1072

3,0 |0,30175] 5,45 x 1073]

3,5 |0,25302] 13,33 x 1073]

4,0 |0,24826] 14,86 x 1074

4,5 |0,24794| 14,86 x 107°|

5,0 |0,24759] 13,33 x 1076

Fonte — Autora (2020).

Figura 16 — Erro absoluto de ¢ com a variagao de j,.

Erro relativo (%) x v,

1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Ym

Fonte — Fonte: Autora (2020).

Em relacao a variacao relativa, pode-se perceber que até N = 10.000, esta di-
minuiu com o aumento de nimero de passos de integracao, ou seja, 0s resultados
obtidos tiveram maior convergéncia. Porém, a solu¢cdo numérica necessita de maior
intervalo de tempo para ser concluida.

Na figura 15, tem-se que as variagdes mostradas na quadro 1 s&o praticamente
estaveis a partir de N =500. Desta forma, optou-se por utilizar 1.000 passos de integra-
¢do, pois ndo ha grande variagdo no resultado obtido, bem como, nesta quantidade de
passos tem-se menor custo computacional.

Como mostrado neste capitulo, j,, é ponto de inicio da integracao da equacéao
(51). Portanto, para ter resultados que, de fato, representem a evolucao das perturba-
cbes no escoamento, é preciso utilizar um valor suficientemente distante da camada
limite. Assim, foi realizado o estudo de j,, variando-o entre 1,0 até 5,0, mantendo
N =1.000. Os resultados sdo mostrados no quadro 2 e na figura 16.

Na quadro 2, é possivel notar que j,, influencia de forma significativa no re-
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Quadro 3 — Comparacao entre caso padrao e cédigo para o valor de ¢ variando Np da
equacao de Blasius.

Numero de passos | Erro relativo(%) | Variacao relativa (%)
100 10,2255
500 10,2475 12,91 x 1074
1.000 10,2482 16,63 x 107°]
2.000 |0,2484| 11,79 x 107°]
3.000 |0,2484] 17,47 x 1077 |
4.000 10,2485 11,59 x 1077
5.000 |0,2484] 1,31 x1077|

Fonte — Autora (2020).

Figura 17 — Erro absoluto de ¢ com a variagao de Nz da equacao de Blasius.

Erro relativo (%) x Ns
[ ] [ ] [ ] ® L]
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0 1000 2000 3000 4000 5000
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Fonte — Autora (2020).

sultado da equacéo de Orr-Sommerfeld. Além disso, a medida em que j,, aumenta,
a variacgao relativa entre os valores de ¢ diminui, mostrando maior convergéncia. Na
figura 16, percebe-se que a partir de y,, = 3,5, 0 erro relativo € praticamente estavel.
Portanto, jy,, foi definido em 4,5.

Além das definicdes de parametros numéricos para a equacao de Orr-
Sommerfeld, estudou-se também o efeito da variagdo do nimero de passos de
integracao (Ng) na solugéo de Blasius. Para isso, manteve-se N em 1.000 passos e
7m €m 4,5, variando-se N entre 100 até 5.000 passos. Os resultados sdo mostrados
no quadro 3 e na figura 17.

A partir do quadro 3, nota-se que a variacdo numero de passos (Ng) utiliza-
dos em (20) influencia de maneira pouco significativa na solu¢do da equacao de Orr-
Sommerfeld. Porém, avaliando a variacao relativa, tem-se que a partir de N = 1.000,
obtém-se maior convergéncia entre os resultados. E a figura 17 confirma essa tendén-
cia com Nz = 1.000. Desta forma, foi escolhido Nz =1.000 para a solugdo de Blasius no
codigo desenvolvido para resolver os casos que serao mostrados na préxima secgao.
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3.4 CONSTRUCAO DA CURVA DE ESTABILIDADE

Figura 18 — Curvas de estabilidade para diferentes valores de ¢;

Fonte — Fonte: Adaptado de Schlichting (1979)

A partir dos procedimentos adotados nas se¢des anteriores, pode-se obter o
valor de ¢ para diversos pares de @ e Res,. A0 mesmo tempo, sabe-se que a variavel
¢; € o critério de estabilidade hidrodindmica. Entédo, o principal objetivo de construir
a curva de estabilidade é obter o comportamento de a e Res, para um dado valor
de ¢;, como mostra a figura 18, na qual, a curva mais externa corresponde a ¢; =0
e de acordo com a teoria linear da estabilidade hidrodinamica, tem-se estabilidade
neutra. As demais curvas possuem ¢; > 0, representando modos mais instaveis de uma
onda de perturbacédo que devera se amplificar ao longo do tempo. Portanto, na regiao
externa as curvas de estabilidade, a onda de perturbacdo sera amortecida no tempo,
uma vez que ¢; <0.

Na curva de estabilidade neutra da figura 18, como destacado, ha os ramos infe-
rior € superior, que correspondem aos extremos da banda instavel ou de amplificacéo
de uma onda de perturbagéo, por exemplo, ao fixar Res, = 10°, nota-se que a onda
sera amplificada entre @ = 0,15 até a = 0,35. Além disso, a curva de estabilidade neutra
ainda permite identificar facilmente o ponto de Re;,,, que marca o inicio da transicao
do escoamento, que nesta figura ocorre em 520.

Diante disso, para a obtencdo da curva de estabilidade para um dado ¢;, o
codigo desenvolvido realiza um looping, que possui o valor de Res, como condi¢éo
de parada. No ramo superior da curva, que foi destacado na figura 18, fixa-se Res, €
¢. Assim, calcula-se o valor de a através do método da secante, conforme explicado
neste capitulo. Apés isso, calcula-se a diferenca entre a da iteracdo anterior com o
da atual, pois observa-se que no ramo superior, partindo-se da direita da figura 18,
gue @ aumenta com o decréscimo de Res, a cada iteracdo. Entdo, se essa diferenca
for positiva, significa que a proxima iteracdo sera no ramo superior. Assim, reinicia-
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se o looping incrementando o valor de Res, em relagdao ao da iteracdo anterior e
extrapolando-se ¢.

Desta forma, ao obter diferenca negativa, o calculo passara para o ramo inferior.
Assim, fixa-se a e ¢, calculando-se Res, através do método da secante. Neste caso,
ao final do looping, calcula-se a diferenga entre Res, da iteragdo anterior com o da
atual. Se positiva, continua-se no ramo inferior. Do contrario, calcula-se novamente a
equacao de Orr-Sommerfeld no ramo superior. Esse processo é realizado até que a
condicao de parada seja atendida, resultando na curva de estabilidade, que representa
0s modos instaveis das ondas de Tollmien-Schlichting no escoamento sobre a placa
plana.

Ressalta-se também que o cédigo desenvolvido para calcular a equagao de Orr-
Sommerfeld, bem como, para constru¢ao da curva de estabilidade neutra foi disponibili-
zado no Apéndice A, de forma a auxiliar o leitor a entender os procedimentos adotados.
Além disso, este cddigo também foi disponibilizado no repositério Orr-Sommerfeld
servindo de base para trabalhos futuros.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos através solugéo nu-
mérica da equagao de Orr-Sommerfeld resultante dos procedimentos discutidos no
capitulo anterior. Portanto, o objetivo seré analisar a estabilidade hidrodinamica para
0s casos simulados.

4.1 CURVA DE ESTABILIDADE NEUTRA

Figura 19 — Curvas de estabilidade neutra para o escoamento sobre uma placa plana
com 09 de incidéncia.

Curva de estabilidade neutra - & x Res,

®  Codigo

" Referencia
L

Curva de estabilidade neutra - ¢ x Re;,

if; 1 S\“‘ ®  Codigo
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Res, Hes,

(a) Curva de estabilidade neutra em re-
lacdo a a.

(b) Curva de estabilidade neutra em re-
lagéo a ¢;.

Fonte — Autora (2020).

A solugdo da equagéo (51) para ¢; = 0 resultou nas curvas de estabilidade neutra
mostradas na figuras 20(a) e 20(b) que foram comparadas com a referéncia Van Stijn
e Van De Vooren (1980), onde percebe-se que os resultados obtidos através do cddigo
desenvolvido neste trabalho ficaram bastante proximos aos da referéncia. Porém, nao
foi possivel comparar os resultados de Res, no intervalo entre 10.000 e 3.000 devido a
auséncia de dados na referéncia adotada.

Além disso, tem-se que o comprimento médio da banda instavel de a é de
aproximadamente 0,15 e para ¢,, esse comprimento é proximo de 0,10. Essa diferenca
ocorre, pois o parametro a € ndo-linear, diferentemente de ¢,, que como mostrado na
equacgao (51) é um termo linear. Fisicamente, tem-se que na banda instavel, uma onda
de Tollmien-Schlichting sofrera maior amplificacdo do seu niumero de onda (a) do que
da parte real da sua velocidade (¢;). Considerando o comprimento de onda (1), que
sera denotado em k = 2z/a para ndo gerar ambiguidade com A da solugéo viscosa,
tem-se que este é inversamente proporcional ao nimero de onda, entdo, nota-se que
no ramo superior, a perturbacéo possui menor comprimento. Enquanto que no ramo
inferior, essa assume comprimento maior. Na velocidade da onda, ocorre o oposto.
Desta forma, no ramo superior, tem-se uma onda de menor comprimento e maior
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velocidade, sendo que essa ultima varia de forma mais sutil. Ja no ramo inferior, essa
pertubacéo tera maior k e menor velocidade.

As figuras 20(a) e 20(b) também mostram que a transicdo na camada limite
inicia em Re;,,; de 518,871 com a de 0,36 e ¢, em 0,40. Ent&o, a partir deste ponto,
havera a formacao de ondas de Tollmien-Schlichting. Em termos de posicao sobre
a placa plana, esse valor de Re;,, corresponde a Rey, , = 91.004. Comparando-o a
referéncia adotada, obteve-se um erro relativo de apenas 0,209%.

Ressalta-se que Re;,q € diferente do nimero de Reynolds que marca o inicio
da turbuléncia, que é denominado de Reynolds critico (Re.,). De acordo com Schli-
chting (1979), experimentos realizados para o mesmo caso estudado neste trabalho,
obtiveram Re., = 950, que corresponde a Re,, = 305.000. Porém, esse ponto varia de
acordo o crescimento das instabilidades primarias e secundarias no escoamento, como
mostrado na figura 12.

4.2 CURVAS DE ESTABILIDADE PARA DIFERENTES VALORES DE ¢;

Figura 20 — Curvas de estabilidade de ondas de Tollmien-Schlichting com ¢; = 0.
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(a) Curvas de estabilidade para diferentes ¢; em (b) Curvas de estabilidade para diferentes ¢; em
relacéo a a. relacdo a ¢;.

Fonte — Autora (2020).

A solucdo numérica da equacéao de Orr-Sommerfeld (51) para valores positivos
de ¢; resultou nas curvas de estabilidade das figuras 21(a) e 21(b), onde nota-se
que o aumento de ¢;, como esperado, faz com que as ondas de Tollmien-Schlichting
assumam modos cada vez mais instaveis até a amplificagdo maxima em ¢; =1,95x 1072,

Para compreender como as perturbacées se amplificam no escoamento,
analisou-se o comprimento de onda (k) para os valores de ¢; utilizados em relagéo
ao valor maximo de @ em cada uma das curvas. Assim, o resultado foi sumarizado

no quadro 4, onde nota-se que 0 aumento de ¢; provoca 0 aumento do comprimento
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Quadro 4 — Comprimento de onda k da perturbagdo em relagdo a ¢;

C; k

0 8,726 6,
50x107° | 9,519 §,
1,0x107% | 11,220 &,
1,5x107% | 12,083 5,
1,8x107% | 13,659 4,
1,95x 107 | 14,960 6,

Fonte — Autora (2020).

Figura 21 — Autofungdes da equacao de Orr-Sommerfeld para ¢; = 0.
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de onda da perturbacéo. Desta forma, conclui-se que 0 aumento da instabilidade das
ondas de Tollmien-Schlichting tornam-as mais longas na direcao x, como mostrado
em Lin (1944), o que pode favorecer o surgimento de instabilidades secundérias, uma
vez que estas ondas de maior comprimento podem se sobrepor as demais que estao
a jusante do escoamento.

As curvas de estabilidade também mostram que a partir de Res, =2.100, havera
a presenca de ondas de Tollmien-Schilichting, cada uma com ¢; distinto, se amplifi-
cando simultaneamente no escoamento, tornando-o ainda mais instavel e propenso a
transicao para a turbuléncia.
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Figura 22 — Autofungdes da equacio de Orr-Sommerfeld para ¢; = 1,5 x 1072.
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4.3 AUTOFUNCOES DA EQUACAO DE ORR-SOMMERFELD

Como mostrado na equacéao (45), tem-se que a componente da velocidade da
perturbacédo na direcdo x é proporcional a amplitude (¢) e em (46), a componente da
velocidade na direcdo y esta diretamente relacionada a derivada da amplitude (¢’).
Portanto, ao obter ¢ e ¢’ pode-se analisar a influéncia da perturbagdo no perfil de
velocidade.

Além disso, a amplitude da onda mostra o crescimento ou decaimento de uma
perturbacéo na direcdo normal & placa. Desta forma, obteve-se ¢ e ¢', a partir da soma
entre a solugdo ndo-viscosa (¢;, ¢';) e a solugéo viscosa (p;;, ¢';;) para diferentes
valores de Res, e ¢;, como mostram as figuras 21 - 23, onde pode-se perceber que
para todos os casos, a maxima amplitude da onda de pertubacéo ocorre em y = 2,0,
que corresponde a um ponto localizado em cerca de duas vezes a espessura de
deslocamento da camada limite. Nas figuras 21 - 23, também nota-se que a medida
em que y tende ao escoamento livre, a amplitude da onda (¢) e sua derivada (¢') decai
exponencialmente, obedecendo a condicao de contorno (53), onde as perturbacdes
deverao ser atenuadas quando jy — oo.

Figura 24 — Taxa de amplificacdo da onda de perturbagéo.
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Em relacédo a influéncia de ¢;, percebe-se que para um mesmo numero de
Reynolds em y = 4,5, a amplitude sofre um pequeno aumento, ou seja, ondas de
Tollmien-Schlichting mais instaveis influenciam maior regido do escoamento livre, o
que pode favorecer a transicao para a turbuléncia.
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4.4 TAXA DE AMPLIFICAGAO DAS INSTABILIDADES

Como mostrado em (41), @; é a taxa de amplificacao da perturbacéao na abor-
dagem temporal e assim como ¢;, esse parametro indica a estabilidade hidrodindmica
do escoamento.

Desta forma, analisou-se a relagdo entre @ e «;, fixando Res, e variando a com
objetivo de obter o valor de ¢ para formar um conjunto de pardmetros que seja solucao
da equacéo de Orr-Sommerfeld. Com isso, pode-se calcular a taxa de amplificagdo do
conjunto uma vez que esta é dada por o; = ac;.

Na figura 24, tem-se os resultados da taxa de amplificagdao, onde nota-se que
em Res, =600, a banda instavel encontra-se em a entre 0,25 até 0,35. Para Res, = 1050,
essa banda ocorre em a de 0,18 até 0,34. Ja em Res, = 5.000, a banda instavel esta
em a = 0,08 até a = 0,25. Desta forma, conclui-se o aumento de Res, faz com que a
onda de perturbacéo se torne instavel sob @ menor. Além disso, observa-se que a taxa
de amplificagcdo sofre um pequeno aumento a medida em que Res, aumenta.

Em relagdo a maxima taxa de amplificag@o, para Res, = 600, obteve-se ;4
préximo 9 x 1074, Em Res, = 1050, tem-se ; 4, de aproximadamente 3,2 x 1073. E para
Res, =5.000, a variavel @;,,,, atingiu cerca de 4 x 1073. Desta forma, conclui-se que o
aumento de Res, faz com que a onda obtenha taxa de amplificacdo mais alta, tornando
0 escoamento mais instavel.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvido um codigo em linguagem Python com obijetivo
de obter as solugbes ndo-triviais equagao de Orr-Sommerfeld para um escoamento
sobre uma placa plana com 02 de incidéncia. Para isso, considerou-se o perfil de velo-
cidade de Blasius, o qual, foi resolvido pelo método de Runge-Kutta de 42 ordem e sua
condigdo inicial obtida pelo método de Newton-Raphson. O método de Runge-Kutta
de 42 ordem também foi empregado na solucao de Orr-Sommerfeld juntamente com o
método de Gram-Schmidt, este ultimo foi utilizado para garantir solugdes linearmente
independentes.

Como mostrado, a solugao de Orr-Sommerfeld necessita de trés parametros a,
Res, e ¢, que podem ser gerados a partir de estimativas. Assim, utilizou-se o método
da secante para a geracao destas, uma vez que este pode ser aplicado a fungdes
complexas.

A partir destas implementacoes, obteve-se as curvas de estabilidade neutra,
que foi comparada com a referéncia Van Stijn e Van De Vooren (1980). Além da
proximidade entre os resultados, o erro relativo entre Re;,; foi de apenas 0,209%. As
curvas de estabilidade neutra também mostraram que a transicao do regime laminar
para o turbulento ocorre em Re;,,4 = 518,87, que corresponde a Reynolds calculado na
posicao sobre a placa plana de Reyind =91.004.

Além disso, foram construidas as curvas de estabilidade para ¢; entre 0 até
1,95 x 1072, onde observou-se que o aumento de ¢; faz com que as ondas de Tollmien-
Schlichting assumam comprimentos de onda (k) maiores na dire¢éo x até atingir kq.x
de 28,5455, em ¢; = 1,95 x 10~2. Enquanto que a amplitude ¢, composta pela solugéo
viscosa e pela ndo-viscosa, influencia cada vez mais o escoamento livre na diregao y,
a medida em que a onda se torna mais instavel.

A andlise da taxa de amplificagdo mostrou que o aumento de Res, faz com que
uma onda de perturbag¢ao tenha menor niumero de onda e sofra ligeiro aumento de ;,
mostrando assim, aumento na instabilidade desta.

Desta forma, conclui-se que os objetivos estabelecidos neste trabalho foram
cumpridos, exceto o objetivo especifico quanto a associacdes com aplicacdes no setor
aeroespacial. Porém, o trabalho desenvolvido pode servir de base para estudos futuros
sobre a regido de transicao, uma vez que o cédigo desenvolvido foi disponibilizado no
repositério Orr-Sommerfeld.

Por fim, recomenda-se para trabalhos futuros:

 Resolver a equacao de Orr-Sommerfeld utilizando o método da falsa posi¢cao em
substituicdo ao método da secante;

« Variar o angulo de ataque da placa plana;
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» Utilizar a formulacao espacial para resolver a equacao de Orr-Sommerfeld apli-
cada a este mesmo caso;

« Inserir, na forma de condigdes iniciais da equacgao de Orr-Sommerfeld, perturba-
cbes no escoamento, por exemplo, gradiente de pressao, rugosidade na superfi-
cie ou sucgao de massa.
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APENDICE A - SOLUCAO DA EQUACAO DE ORR-SOMMERFELD

Neste apéndice, sdo apresentados os codigos desenvolvidos neste trabalho.
Basicamente, tem-se dois modulos Python e o cédigo principal do projeto. O primeiro
médulo mostra 0 método de Runge-Kutta de 42 ordem para a integracao da equagao
de Blasius e esse mesmo método juntamente com Gram-Schmidt para a solugdo da
equacéao de Orr-Sommerfeld. No segundo modulo, tem-se a solugédo de Blasius, que
conforme explicado neste trabalho, calcula a terceira condicao inicial desta equagao
e em seguida, obtém o perfil de velocidade de Blasius. O cédigo principal consiste
na solucao da equacgao de Orr-Sommerfeld e construcao das curvas de estabilidade.
Como mencionado na Metodologia, estes scripts foram disponibilizados em repositdrio
publico que pode ser acessado neste link.
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AA

METODO DE RUNGE-KUTTA DE 42 ORDEM

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

39

44
45
46
47
48
49

50

#modulos python
import numpy as np
import warnings
import sys

import pandas as pd

nnn

Médulo para a integragdo das equagdes de Blasius e Orr-Sommerfeld
através do método de Runge-Kutta de 42 ordem.

nnn

def rk4(funcao, varIndep, varDep, args = ()):
"""Método de Runge-Kutta de 42 ordem para integrar a solucao de Blasius.

Parameters

funcao: function
Solucao de Blasius.

varIndep: Array of float
Vetor com os valores de eta.

varDep: Array of float
Sistema de EDOs de primeira ordem para a solugdo de Blasius.

*args:
Informacbes necessarias a funcdo, como a esmativa
da CI desconhecida de Blasius.

Returns

Array of float
Solugdo do sistema de EDOs de Blasius em cada
passo de integracao.

nnn

numeroPassos = len(varIndep)
for i in range(1, numeroPassos):
esp = varlIndep[i] - varIndep[i-1] #passo

#calculo do Runge-Kutta de 42 ordem

k1 = espxfuncao( varIndep[i-1], varDep[i-1] , *args )

k2 = espxfuncao( varIndep[i-1] + esp*0.5 , varDep[i-1] + k1*0.5 ,
*args )

k3 = esp*funcao( varIndep[i-1] + esp*0.5 , varDep[i-1] + k2%0.5 ,



51
52
53
54
55
56

57

o

1

71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

*args )
k4 = esp*funcao( varIndep[i-1] + esp , varDep[i-1] + k3
*args )

#Resulltado da integracao
varDep[i] = varDep[i-1]1 + ( k1 + 2 x k2 + 2 * k3 + k4) / 6

return varDep

#Runge-Kutta com Gram-Schmidt
def rk4gs(funcao, varIndep, varDepl, varDep2, args=()):

"""Método de Runge-Kutta de 42 ordem com Gram-Schmidt para
o calculo de solugbes linearmente independentes da
equacdo de Orr-Sommerfeld.

Parameters

funcao: function
Funcdo de Orr-Sommerfeld que sera integrada.

varIndep: Array of float
Valores de y desde ym até @ (sobre a superficie da placa).

varDepl: Array of complex64
Vetor da solucdo ndo-viscosa.

varDep2: Array of complex64
Vetor da solucdo viscosa.

*args:
Informagcbes necessarias a integracao, como alfa,
Re e c.

Returns
Array of complex64, Array of complex64
Retorna os vetores das solucdes linearmente independentes.

nnn

warnings.simplefilter("error”, RuntimeWarning)

numeroPassos = len(varIndep)
for i in range(1, numeroPassos):

esp = varlIndep[i] - varIndep[i-1]
#matriz da solugao ndo-viscosa

k1 = espxfuncao( varlIndep[i-1], varDepl1[i-1] , *args )
k2 = espxfuncao( varIndep[i-1] + esp*0.5, varDep1[i-1] + k1%0.5 ,



k3 =

k4 =
varD

#mat
try:

#tra
#pro
exce

varD

#cal
alfa
varD
beta
varD

return v

*args )
espxfuncao( varIndep[i-1] + esp*0.5, varDepl1[i-1] + k2%0.5 ,
*args )
espxfuncao( varIndep[i-1] + esp, varDep1[i-1] + k3, =*args )
epl1[i] = varDep1[i-1] + ( k1 + 2 » k2 + 2 x k3 + k4) / 6

riz da solugao viscosa

kla = espxfuncao( varIndep[i-1], varDep2[i-1] , *args )
k2a = esp*funcao( varIndep[i-1] + espx0.5,
varDep2[i-1] + klax0.5 , *args )
espxfuncao( varIndep[i-1] + esp*0.5,
varDep2[i-1] + k2a*0.5 , xargs )
k4a = esp*funcao( varIndep[i-1] + esp, varDep2[i-1]
+ k3a, =*args )

k3a

tamento de excecdo para que o cddigo calcule o
ximo passo de integracao
pt:
print("k1"”, kla, esp, varIndep[i-1], varDep2[i-1], =*args)
print("func k1", funcao( varIndep[i-1], varDep2[i-1] ,*args ))
print("k2", k2a, varIndep[i-1] + esp*0.5,
varDep2[i-1] + klax0.5, =*args )
print(”func k2", funcao( varIndep[i-1] + esp*0.5,
varDep2[i-1] + klax0.5 , *args ))
print("k3", k3a, esp, varIndep[i-1] + esp*0.5,
varDep2[i-1] + k2a*0.5, xargs)
print(”func k3", funcao( varIndep[i-1] + esp*0.5,
varDep2[i-1] + k2a*0.5 , *args ))
print("k4", k4a, esp, varIndep[i-1] + esp , varDep2[i-1] + k3,
*args)
print(”func k4", funcao( varIndep[i-1] + esp,
varDep2[i-1] + k3a, *args ))

raise ValueError("except")
ep2[i] = varDep2[i-1] + ( kla + 2 * k2a + 2 * k3a + kd4a) / 6
culo do Gram-Schmidt
GS = np.linalg.norm(varDepl1[i, :]) #normaliza o vetor da solucao ndo-viscosa
epl1[i, :]1 = varDepl1[i, :] / alfaGS #ortogonaliza a solucao nao-viscosa
= np.dot(varDep2[i, :], np.conjugate( varDep1[i, :1) )

ep2[i, :]1 = varDep2[i, :]1 - (beta * varDep1[i, :]) #ortogonaliza a solucao viscosa

arDep1[i, :1, varDep2[i, :]
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A2 SOLUCAO DE BLASIUS

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

37

39
40
41
42

43

45
46
47

48

50

#!/usr/bin/env python3
# -x- coding: utf-8 -x*-

nnn

Created on Tue Nov 24 08:15:24 2020

@author: daiane

nnn

import numpy as np
import tccBiblioteca as tcc
from scipy import optimize

nnn

Médulo para o calculo da solucao de Blasius com base na referéncia Schlichting 1979.

nnn

#solucao de Blasius
def blasiusODE(varIndep, varDep):

"""Método para resolver a equacao de Blasius através de um
sistema de EDOs.

Parameters

varIndep: Array of float
Vetor com os valores de $\eta$.

varDep: Array of float
Sistema de EDOs de primeira ordem para a solugdo de Blasius.

Returns

Array of float
Solucao da equacdo de Blasius.

nnn

return np.array([varDep[1], varDep[2],
- varDep[@]*varDep[2] 1) #sistema de eqgs da EDO

def h(p, varIndep, varDep):

"""Método para encontrar o valor de f''(Q) através de uma
estimativa inicial.

Parameters

p: float
Estimativa para a condicdo inicial da Solucdo de Blasius.
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def

varIndep: Array of float

Vetor com os valores de $\eta$.

varDep: Array of float

Sistema de EDOs de primeira ordem para a solucgdo de Blasius.

Returns

float

Retorna o resultado de h de acordo com a estimativa dada.

nnn

varDep[0] = np.array([0.0, 0.0, pl)

resultadoBlasius

tcc.rk4(blasiusODE,

varIndep,

#condigao inicial

varDep ) #calcula Blasius sob CIs diferentes
return resultadoBlasius[-1, 1] - 1

blasiusSolution(size, etalnf = 10.0):

"""Método para encontrar o valor de f''(Q) a partir de uma estimativa inicial
através do método de Newton-Raphson e em seguida,
calcular a solugdo de Blasius por Runge-Kutta de 42 ordem.

Parameters

size: int

Comprimento de eta.

etalnf: int

Valor de eta na borda da camada limite.

Returns

Array of float, Array of float
Retorna o perfil de velocidades de Blasius no intervalo

de eta escolhido.

nnn

numeroEquacoes =

3

etaValor = np.linspace( 0, etalnf, size, dtype = np.float64) #vetor com valores de eta

fEta = np.zeros(( size, numeroEquacoes)) #matriz para guardar os resultados da solucao de Blasius

fPrime2_0 = optimize.newton( h , 0.3, args=(etaValor, fEta)) #método de Newton-Raphson
fEta[0] = np.array([0.0, 0.0, fPrime2_0]) #condicoes iniciais da solucao de Blasius
#inicia a integracao na superficie da placa plana

tcc.rk4(blasiusODE, etaValor, fEta )

etaValor[0] = 0

return etaValor,

fEta

#integra Blasius por Runge-Kutta
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A.3 SOLUCAO DA EQUACAO DE ORR-SOMMERFELD E CURVA DE ESTABILI-
DADE

1 #!/usr/bin/env python3
2 # -*- coding: utf-8 -*-

nnn

Created on Mon Nov 23 01:01:43 2020

@author: daiane

nnn

import numpy as np

10 import matplotlib.pyplot as plt

11 import tccBiblioteca as tcc

12 import blasiusBiblioteca as bl

13 import warnings

14 from scipy import optimize

15 from scipy.interpolate import interpld

16 from scipy import linalg

17 import pandas as pd

18 from csv import writer

19 from matplotlib.pyplot import rc

20 rc('text', usetex = True)

21

22

23

24 #calculo da solucao de blasius

blasiusEtaInf = 10  #comprimento de eta no infinito

26 blasiusSize = 1000  #numero de passos de integracao da solugao de Blasius
27 aDelta = 1.72  #constante para calcular a espessura de deslocamento

28

20 #resolve a solucao de Blasius

30 etaValor, resolveBlasius = bl.blasiusSolution(blasiusSize, blasiusEtaInf)
31

a2 #interpolar f'(n) e f"'(n)

33 fprimel = interpld(etaValor, resolveBlasius[:, 1])

34 fprime3 = interpld(etaValor, -resolveBlasius[:, @] * resolveBlasius[:, 21)
35

¥
o

36

37 #orr-sommerfeld

38

39 def c3(yBarra, c, alfa, Re):

40 #lLegenda: c = ¢, alfa = & e Re = Res,
41 # yBarra =y

42

43 """Calculo do coeficiente C_3

44

45 Parameters

46  TTTTTTTTTT

47 yBarra: int

48 Posigdo normal a placa plana.
49 c: np.complex64

50 Velocidade da onda de perturbacao.



51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

71

73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

def

def

alfa: float64

NUmero de onda da perturbagao.
Re: int

NUmero de Reynolds do escoamento.

Returns

complex

Valor do coeficiente variavel C_3(y)
eta = (aDelta * yBarra) / np.sqrt(2.0) #calculo de 7
vBarra = fprimel(eta) #calcula U(y)
return -2 * alfax*2 + -1j * Re * alfa * (vBarra - c)

d3(yBarra, c, alfa, Re):
#Legenda: ¢ = ¢,alfa =\bar{\alpha} e Re = Rejs,
# yBarra = y

"""Calculo do coeficiente D_3

Parameters
yBarra: int
Posigdo normal a placa plana.
c: np.complex64
Velocidade da onda de perturbacao.
alfa: float64
Numero de onda da perturbacao.
Re: int
Numero de Reynolds do escoamento.

Returns

complex

Valor do coeficiente variavel D_3(y).
eta = (aDelta * yBarra) / np.sqrt(2.0) #calcula 7
vBarra = fprimel(eta) #calculo de U(y)
vBarralLinhas = fprime3(eta) * aDelta**2 x 0.5 #calculo de U”" (%)
return alfa*x4 + 1j*Re * alfax*3 * (vBarra

- ¢) + 1j*Re * alfa * vBarralLinhas

orrSommerfeld(varIndep, varDep, c, alfa, Re):

#Legenda: ¢ = ¢,alfa =\bar{\alpha} e Re = Res,
# yBarra = y

"""Calculo da equacdo de Orr-Sommerfeld a partir de um
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