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APRESENTACAO

Desde 1982, um grupo de professores de Matematica de Campi-
nas, insatisfeitos com os resultados obtidos na sua pratica pedagogi
ca, vem se reunindo com o objetivo de elaborar projetos de ensino—a—
prendizagem que possam, aos poucos, alterar a situagao existente.

Esses projetos sao aplicados em escolas das redes publica e
particular e avaliados perlodlcamente. A avaliacao dos resultados ob
tidos na pratica levanta criticas e sugestdes gque impoem, frequente—
mente, aprofundamento teorico e reformulacoes dos projetos ja produ—
21dos, alem da producao de novos projetos. Essa e a prlnc1pal carac-—
teristica desse material: o fato de estar sendo continuamente refei-
to. Outra caracteristica dele & que, embora englobe o conteado de 52
a B2 séries, é apresentado em fasciculos, permitindo ao professor es
colher o momento mais adequado para trabalhar um certo tema junto a
seus alunos.

Contamos atualmente com 16 projetos que compoem os volumes'
da série "Topicos de Ensino de Matematica'. Esses fasciculos repre -
sentam a mais recente versao do trabalho mas, certamente, nao a ﬁl;i
ma.

Um trabalho dessa natureza, so foi e continua sendo possi -
vel, gracas a participacdo continua de professores que aplicam os
projetos. Queremos registrar, portanto, o nosso agradecimento aos se
guintes professores que, durante esses anos, tem contribuido na ela-
boracdo e reformulacao dos projetos, trazendo criticas e sugestoes ,
participando de reunioces e encontros com o proposito de repensar e a
profundar questdes referentes ao ensino da Matematica: N

Ana Maria C.Coimbra, Ana Regina P.B.Angi, Aurora S. Santana, Beatriz
V.B.de Carvalho, Carmem Lucia B.Passos, Claudia V.C.Miguel,Divina A.
de Aquino, Eliza A.Mukai, Elizabeth A.Carrara, Gelson J.Jacobucci,He
loisa de Carvalho M.Debiazzi, Jane M.da Silva Vidal, Jose Amaury Al
ves, Margali A.de Nadai, Maria Aparecida B.Plnh21ro, Maria Clelia F.
Jacobuceci, Maria Liucia Negri, Marilia B.Pereira, Marisa S.Pinheiro '
Travaini, Marta I. de Almeida, Neusa B.Ferraz, Regina Celi Ayres, Ro
naldo Nicolai, Rosana Favero, Rosemeire M.R.Silva, Sandra T.Cardoso,
Suely M.Gimenis, Susy M.Fadel, Teresa Neide G.Gulmaries, Vilma M. M.
Silva, Yara P.P.Bueno e Zuleide G. Paulino.

Campinas, fevereiro de 1990
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INTRODUGZXO

0 objetivo desta unidade & fazer com
que vocé compreenda as razoes historicas e
légicas que levaram a necessidade de uma no
va ampliagao do conceito de numero na Matema
tica atraves do surgimento dos numeros irra-
cionais.

Como vocé observara no desenvolvimento
deste tema, o teorema de Pitaporas esta inti
mamente relacionado com a necessidade dessa
ampliagao.

Ao longo desta unidade aparecem textos
que procuram explicitar e esclarecer as ques
toes filosoficas e logicas que estao na base
dessa ampliacao e a funcao que esses  novos
numeros cumprem na ciéncia comtemporanea. A
esperanga e que eles possam motivar o seu es

tudo,




ATIVIDADE N? 1. Cada numero racional abaixo ¢ dado em sua representagao

fracionaria. Determine a representacao decimal de cada

um deles.

ar 1l . e) 1 _ 1] 2 o nl 401 .
2 100 3 2

b)Y 1 0.2 . E 10 o) 229 _
5 200 A ag

el 2 - €35 . L, Lo o p)_228 _
10 2 6 900

d) 3 h) 10 _ m)164 | a_1
15 4 B 1000

ATIVIDADE N? 2. Cada numero racional abaixo ¢ dado em sua representagao
decimal. Represente cada um deles na forma de fracao pe
lo menos de 3 maneiras diferentes sendo uma delas uma

fracao irredutivel.

a) 0,1 = o) 1.6 =

b) 0,8 = ) 15,32 =
c) 0,15 = g) 5,018 =
d)} 0,235 = k) 0,12 =

TEXTO N? 1: Formas de Representagao de um numero racional

Ao executar as atividades 1 e 2 vocé percebeu que: §é exis-
te uma unica maneira de representar um nimern racional na forma decimal.
Por outro lado, existem infinitas maneiras de se representar um numero

racional na forma fracionaria. Assim, as representacoes fracionarias do
numero racional 1/2 sao todas as infinitas fragoes que sao equivalentes
al1/2:2/4, 3/6, 4/8, 5/10, ... ao passo que a representacao decimal
desta mesma fragao e 0,5. Dizemos que 0,5 ¢ um numero decimal finito pa
ra diferencia-lo de outros numeros decimais que possuem infinitas casas
decimais, como, por exemplo, 0,666... Numeros como 0,666...; 2,3131...;
0,25333..., etc... que possuem infinitas casas decimais e uma. parte pe
riodica (parte que se repete infinitamente) sao tambéem chamadas de QiEE

MAS PERIODICAS. Entretanto, poderiamos eliminar =sta distingao conside-
rando todos os numeros racionais na forma decimal como dizimas periodi
cas. Basta, para isso, repetir infinitamente o algarismo zero nas "casas

" - 4 . i
vazias" dos numeros decimais finitos"”, como mostram os seguintes exem

plos:

0.5 = 0.5000... 1,437 = 1,437000...

0,18 = N,1B000... 18,0501 = 18,0501000...




Podemos, ainda, fazer o mesmo para os nimeros naturais
(pois sao tambem racionais). 0 exemplo seguinte nos mostra as infinitas
representagoes fracionarias do nimero 2 e também a sua representagaoc de
cimal infinita:

B e g il i o g B o e DO o

ATIVIDADE Ne¢ 3: 1) Escreva a representacgao decimal infinita de cada né

mero racional abaixo:

a) 5,3 = d) 1.3

b) 5, 805 = .e) 0 =

¢c) 5 = £ 5.
8

2) Escreva a representagao fracionaria irredutivel oz

numeros racionais:

a) 0,7000... = ¢} 1,8000... =
B 1.,53000..- & d) Q,333... =

TEXTQO N? 2: Representagao Fracionaria das Dizimas Periodicas

Talvez, vocé tenha tido alguma dificuldade para fazer o ul
timo item da atividade anterior.

Essa dificuldade pode ser traduzida pela seguinte pergunta:
sera que para encontrarmos a representacao fracionaria de uma iizima pe
riédica, com periodo diferente de zero, devemos agir por tentativas ou
existe um método mais pratico que funcicna bem para todos os casos ? Fe
lizmente podemos responder a esta pergunta dizendo que existe um tal mé
todo. A forma de utilizar este método & ilustrada pelos exemplos seguin

tes:
L? Exemplo: Determinar a representagao fracionaria do numero racional
S 333L .~
1? Passo : Chamemos de x este nﬁmero. isto é, * = 0,398..
22 Passo : Multiplicando por 10 ambos os membros desta igualdade, vem:
IOX = 3.333. .5
3?2 Passo : Subtraindo a primeira igualdade da segunda temos:
IO = X = 3,333 = 0,333, ... BU
9% = 3
4¢ Passo : Determinando o valor de X na ultima equacao vem:
X = —é— ou X = _l_
9 3

i B I A L i

o




CanGlisaG: 10,3800 = == i
3 4
2° Exemplo: Determinar a representacao fracionaria do numero  racional

23835 25
X = 2,3131...

100X = 231,3131...(multiplicamos por 100 ambos os membros
da igualdade anterior)

99K = 229 (subtraimos membro a membro a igualdade 1
da igualdade 2)
logo, X = 223 A
99
- 229
C 1 H ees = e
onclusao: 2,3131 39
ATIVIDADE N¢ 4: Determine a representagio fracionaria de cada nime ro
racional abaixo:
a) Qlllee. = g} 012124« = 1) 15253800 =
b) Q882 = £Y 18373 = j) 0,999... =
¢} 5,883, . = g) 0,821821... = 1) 0,1999... =

]
i

(= 7 [ B i e h) 02555« m) 1,3299...

ATIVIDADE N¢ 5: Responda:

a) Quais sao os numeros que multiplicados por si mesmos da como produto

o nuamero zero ?
b) Quais sdo os numeros que multiplicados por si mesmos da como produto

o numero 1 ?
¢) Quais sao os numeros que multiplicados por si mesmos da como produto

o numero 14 ?
d4) Quais sao os numeros que multiplicados por si mesmos da como produto

o numero 10Q ?
e) Quais sdo os numeros que multiplicados 3 vezes por si mesmos da como

produto o numero 64 ?
f) Quais saoc os numeros que multiplicados 3 vezes por si mesmos da como

produto ¢ numero 1000 2
g) Quais saoc 0s numeros que multiplicados 3 vezes por si mesmos da como

produto o numero {(-1) ?
h) Quais os numeros que multiplicados 100 vezes por si mesmos da como

produto o numero 1 ?
i) Quais sdo os numeros que multiplicados por si mesmos da como produto

o numeroc (-9) ?
j) Quando se multiplica um nimero por si mesmo ¢ possivel que o produto

seja um numero negativo ? Por qué ?




1) Quando se multiplica um nimero 3 vezes por si mesmo é possivel que o

produto seja um numero negativo ?
m) Quais sao os numeros que multiplicados por si mesmos da como produto
o nimero 9 °
16
n) Quais sac os numeros que multiplicados por si mesmos da como produto

o nimero 9,25 ?

o) Quais sao os numeros que elevados aoc quadrado da = ?
81
p) Duais sd0 0s numeros que elevados ao cubo da ——— ?
125

ATIVIDADE N? 6: Determine o0s valores de x em cada uma das equagaes:

a) x* = 25 £) x* = 400 7§ #%= 1, = 1f
b) x* = 49 g & =13 m) 2x' - 16 =0
e) %% = =16 h) x* =0 n) 2x*-15 =185
d) x* =0 £) % = -1 ‘ 0) x?

e) x? =1 f AP )7, "'3_=3

TEXTO N¢ 3: TRIANGULOS RETANGULOS

Podemos definir o reténgulo come sendo um poligonoc que pos
sui 4 lados, 2 a 2 paralelos e congruentes = 4 angulos retos e,0 quadra
do, como sendo um retangulo que possui os 4 lados congruentes.

Qualquer retangulo possui 2 diagonais e se voceé pegar um re
tangulo, tragar uma dessas diagonais e corta-lo com uma tesoura "em ci-
ma" dessa diagonal vocéd obtera 2 figuras idénticas, isto &, 2  triangu

los idénticos. Fsses rriingulos sao especiais, pelo fato de possuiremum

angulo reto.
Todo triﬁngulo que pode ser obtido a partir de um retangulo,
e que portanto, possui 1 angulo reto, sera chamado de TRIANGULO RETﬁNGg

LO.

Pelo fato de os triangulos retangulos formarem uma  classe
especial de triangulos, os seus lados também recebem nomes especiais.Os
lados que formam o Angulo reto, isto e, os lados do retangule, sao cha
mados CATETOS e o lado maior do triangulo, isto &, a diagonal do retan-
gulo, @ chamada de HTIPOTENUSA.

Mas, por Jque razao seriam esses rriingulos retdngulos tao es

peciais ?

E que existe uma propriedade notavel = de grande aplicagao
que relaciona os 3 lados desse triangulo, isto e, os catetos com a hipo
tenusa . F essa propriedade que vocé devera verificar, ao executar a

atividade seguinte.

. . S Jas .

T T T N

T T TR TR

| am. 4@\ @B 4B B, /A Am /@  dm. i
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ATIVIDADE N? 7: Utilizando 3 folhas de papel milimetrado, construa os 3

triangulos retangulos abaixo:

na 12 folha, o A ABC, cujos catetos AB e BC megam res

pectivamente 3 cm e 4 cm.

na 2% folha, o & DEF, cujos catetos megam respectiva

mente 6cm e 8 cm.

na 32 folha, o A PQR, cujos catetos megam respectiva

mente 4 cm e 5 em.

Apds isso, construa, em cada um cdos lados de cada triég
gulo, um quadrado cuja medida dos lados seja igual a medida de cada um
dos ladns de caia triangulo.

Feito isso, responda:

a) Qual 2 a area de cada um dos quadrados que vocé cons

truiu em cada triangulo ?

b) Se vocé recortar os quadrados construidos sobre os
catetos de cada triangulo, e possivel, utilizando 2
desses quadrados, cobrir exatamente a superficie dos
quadrados construidos sobre a hipotenusa desses niéﬂ

gulos ?

c) Que relagdo existe entre as Areas dos quadrados cons
truidos sobre os catetos e a area do quadrado cons-

truido sobre a hipotenusa em cada triangulo ?

d) Verifique se essa relagao continua valida para outros

tridngulos retangulos de sua livre escolha.

e) Verifique se essa relaqEO continua valida para triﬁg
gulos gue nao sejam retangulos. Faga pelo menos uma

tentativa.

TEXTO N2 4:

As tentativas de cobrimento do quadrado construido so
bre a hipotenusa, que vocé fez na atividade anterior para o triangulo
PQR nao foram,com certeza, nada faceis. Talvez vocé ainda nao tenha se
convencido de que esse cobrimento & possivel como aconteceu para os dols
primeiros triangulos.

Acontece que os doils primeiros casos constituem exces
soes e, na maioria das vezes, ao escolhermos tridngulos retangulos ao
acaso, iremos nos deparar com casos semelhantes ao terceiro, que exigem
uma técnica especial de cobrimento. Acompanhando o exemplo abaixo vocé

aprendera a dominar essa técnica e, atraves desse dominio visualizar a
possibilidade de cobrimento da superficie do quadrado construido sobre

a hipotenusa de gualguer triangulo retangulo.




Consideremos um A ABC gualguer, cujos catetos megam 2

e b e a hipotenusa mega x.

Q

M [
P
x
b
H
N A a B
S R

A técnica de cobrimento consiste no seguinte:
1?2 Passo:

Desenhe, um ao lado do outro, os 2 quadrados construides
sobre os catetos do triangulo, isto &, os quadrados ACMN e ABRS ~omo

mostra a figura abaixo

b
M Cc
S a R
b
a a
N b A a 8

29 Passo:

Apague o lado AS do quadrado menor. Coloque no lado B
dessa figura, a partir do vertice N, a medida do lado do quadrado menor.
Dessa forma, a medida do segmento NP sera a e, consequentemente, a medi

da do segmento PB sera b.

% O O & 8 ® 8 8 6 6 B e a8 B B 6 B B B B B B A B B B OB @ B

- e ;> 8 8 e &

- = .
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Ligue o ponto P aos vértices M e R da figura, formando |
os segmentos PH e PR cujas medidas saociguais a x, isto &, FM e PR sao
as hipotenusas dos triangulos retangulos NPM e PBR respectivamente, cu

jos catetos medem a e b e que estao hachurados no desenho seguinte.

M

R
b

a
N a P b B

3% Passo
A figura acima ficou, dessa forma, dividida em 3 partes

e possui area igual ao quadrado BCQP construido sobre a hipotenusa. Pa
ra provar isso, basta que vocé recorte as 3 pegas da figura acima e cu
bra o quadrado como num quebra-cabega. A figura abaixo mostra a maneira
como as 3 pegas devem ser dispostas.

Q = P

S i
N, iy
Ny
=

Cc %= B
Podemos agora expressar em palavras o fato que esta con
tido nessa brilhante técnica de cobrimento:
"Em todo triangulo retangulo, a éEEQ do quadrado cons-
truido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos".

Lancelot Hogben, em seu livro "Maravilhas da Matematica"
nos diz que "todo o mundo antigo - segundo nos revelam os documentos en
contrados - conhecia um método muito simples de tragar angulos retos,ba
seado no fato de todo triangulo de lados iguais a 3, 4 e 5 unidades de

comprimento ser necessariamente retangulo. Uma velha lenda nos diz que

0s arquitetos sacerdotais do Egito tragaram angulos retos emendando 3




segmentos de corda de comprimentos iguais a 3, 4 e 5 unidades. Bastava

dobrar a corda emendada pelos nos para obter um perfeito triangulo retég
gulo".

Esse fato famoso, entretanto, recebeu o nome de Teorema
de Pitégoras. Isto porque a demonstragac da validade desse teorema para
qualquer triangulo retangulo se deveu a uma escola de filosofos  gregos

chamada escola pitagérica que existiu por volta de 600 anos antes de Je-

sus Cristo. Essa escola possuia objetivos religioses e cientificos e pare
ce ter sido Pltégoraﬁ o seu fundador. A grande influencia exercida por
ela na Grecia antiga se deveu ao fato, entre outros, dela ter dado uma
resposta bastante original a duas questaes fundamentais que preocupavam

os pensadores da epoca. 0 curioso, entretanto, & que essas questdes con-
tinuem ainda, nos nossos tempos, século XX, a preocupar os cientistas ..
0 seguinte texto adaptado de Jorge Dias de Deus, doutor em Fisica de Al
tas Energias pela Universidade de Londres, procura colocar em palavras
simples essas questoes. Vamos tentar compreendé-las e, em seguida, retor

narmos aos tempos antigos.
UMA QUESTAO

“Hoje, uma das questoes mais fascinantes na ciéncia e a

origem do universo. A questdo nao & nova para a humanidade. Pelo confra-

ric, desde tempos antigos ela se manifesta nos mitos da criagao. A Bi-
blia nos fornece mesmo quase que uma receita utilizada pelo criador para
fabricar o universo @ os seres jue haveriam de povoa-lo 2 uma receira especi
al para a criagao do Homem-Adao e daquela sua cosrela milagrosa Dona Eva
-Mulher. Para além da beleza poetica e do engenho explicatico dos mitos, hioje =M
dia o que & realmente fascinante & o fato 3da ciéncia se atresver a abor-
lar o estudo 4o universo como um todo 2 chegando,por isso, ao problema
do comego. Essa cifncia atrevida chama-se cosmologia (estudo do Cosmos!.
A cosmologia olha para os fosseis fisicos (estrelas, cometas, gases in-
terestelares, radiagio cosmica) que contém os sinais do passado. Através
da analise desses dados levantou uma resposta, de grande aceitagao atual:
o comego do Universo foi uma grande explosao. Nos anos BO de nosso sécu-
lo, a cosmologia tem tentado encontrar resposta para a origem da explo-
sao inicial » a iiéia especulativa mais interessante & a que propoe que
n universo vem do nada, do vazio. Em vez do criador, o nada, em vez da

receita da criiclo, o acaso e a flutuacao'.

A OUTRA QUESTAG

"As coisas sao como sac ou terao uma estrutura interior

que, de algum modo, as explica ?

LI I I W W NN EBE'EREEBEEEREEEEREEEEEEEEEEEEEEEREREEEREN:



Imagine uma experieéncia. Parta de uma banheira cheia de
agua.Tire um balde dessa égua. Encha um jarro com a agua do balde. Passe
a agua do jarro para um copo. Do copo para um calice. Retire do calice
uma colher de cha com agua. Com um conta-gotas extraia uma gota de agua.
E continue por ai. Podemos fazer isso indefinidamente ? A agua continua-
ra sempre a ser agua ? Por menor que seja a parcela que se tome, a agua

sera sempre agua ? A resposta a esta questao reduzem-se a duas:

1? resposta: A Agua sera sempre agua, por mais que se divida (no  fundo
pensa-se a agua como uma coisa continua, sempre igual até ao infinitamen
te pequeno).

22 resposta: A Agua deixa de ser a agua que se conhece quando se vai pa

ra escalas menores. (Pensa-se que ha descontinuidade na estrutura da ma-

teria.a aparéncia escondendo uma realidade diferente).

Mo comego do nosso seculc houve uma discussdo celebre so
bre esta questao que colocou frente a frente dois famosos cientistas. De
um lado Ernet Mach (1838-1916), que defendia a primeira resposta, isto e,
que nao haveria lugar para estruturas e expiicaqSes profundas. Do outro
lado, Ludviec Boltzmann (1844-1906), que acreditava ferverosamente na ex

Dl Aol SRR . G _GEER. ol SR ol A R T ARR  ASER

) plicagao das coisas por estruturas materiais internas: os atomos e as mo
leculas. Mach, fisico e filésofo, e com uma boa dose de arrogancia, ga-
nhou a dicussdo. Boltzmann, o génio visionario, suicidou-se desiludido ,
incapaz de convencer os seus colegas cientistas da realidade dos atomos e
J das moleculas. Os atomos e as moléculas, porem,existem. Se reduzirmos su
' ficientemente as dimensoes com que olhamos a agua - até a milesima parte
da milionesima parte do centimetro -, deixamos de ter o fluido égua e en
tramos no mundo dos atomos e moléculas, um mundo de percursos desordena-
dos e choques caoticos. E acabamos nos atomos e nas moleculas ? A Fisica
do nosso século passou dos ateomos e das moléculas aos nucleos dos Atomos,
extraindo deles as particulas elementares (os protons, os néutrons, os
meésons). E hoje tenta-se extrair de dentro das préprias particulas ele -
mentares as sub-particulas que as constituem: os quarks.
As coisas nio sao infinitamente iguals a si proprias quan
do se desce dentro delas em profundidade. Ha uma estrutura. Melhor, ha
muitas estruturas, umas dentro de outras, justificando-se umas pelas ou-

tras. Uma infinidade de estruturas ? Uma infinidade de descontinuidades?’
0 Retorno

Por volta do seculo V antes de nossa era, nas regiEes da

Jonia (sul da costa ocidental da Asia menor) e da “Grande Grécia" (sul
da peninsula italiana e Sicilia) varios pensadores tentaram dar respos

tas as duas questces que colocamos anteriormente - Tales de Mileto foi o

primeiro pensador a ter a audacia de propor uma visao de conjunto da na
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tureza. Imaginou ele que a agua fosse a estrutura e a forca geradora de

todas as coisas. Justificava essa visdo mostrando o papel da agua na vi
da das plantas e dos animais e sobre a importancia fundamental dos rios
nas civilizagoes que conhecia. A égua, segundo ele, e vida e principiode
vida, todas as coisas dela provem e a ela voltam.

Anaximandro aprofunda mais a visao de Tales. Ele se recu
Sa a reconhecer que a origem e estrutura das coisas estivesse em algo que
pudesse ser observado. O principio deve estar alem de rudo o que podemcs
nbservar: zera chamado, pois, o indeterminado.

Anaximenes propoe ser o ar o principio de tudo e a es-
trutura explicativa de todos as coisas. Dizia ele ser o ar, elemento in-
visivel e imponderavel,quase inobservavel, a propria vida, a forga vital,
a divindade que anima o mundo, aquilo que prova a existéncia da respira-
;30. E o sopro da respiragao significa vida.

Entre outras respostas, a dos Qitagéricos distinguia -se
por sua originalidade. Diziam eles que a explicagao racional de todas as

coisas baseava-se no arranjo das partes que as constituiam (forma) e nras

relag5es quantitativas que governavam esses arranjos. Em outras palavras,

as coisas se explicam pela harmonia e pelo numero.

Pela primeira vez na historia do pensamento humano apare
cia a ousada concepgaoc de que a compreensao e a explicacac dos fendmenos
da natureza reduziam-se a relagoes numéricas, a expressces e leis matemé
ticas.

E claro que os pitagoricos nao chegaram a essa conclusaoc
através de simples especulagdes. Tinham razdes para acreditar nisso. Che
garam a mostrar, entre outras coisas, como triangulos squilateros podem
ser obtidos uns a partir dos outros partindo-se de uma figura geométrica
e que essa geragio e governada pela lei matsmatica: 1+2+3+...+n= n{n+l).

2

Ate mesmo no dominin da misica Pitagoras realizou grande
descoberta. Atraves e experiéncias feitas com um instrumento musicalcom
uma so corda e um cavalete, que ac ser deslocado divide a corda em dois
segmentos na razao que se guiser, verificou gue: "os comprimentos dos
segmentos formados na corda a fim de que =la ~mifa sons em intervalos de
oitava, =2stao entre si na razao de 2 para l; para que emita sons 2m in
tervalos de quinta, 5s comprimentos deveriao estar na razaoc de 3 para 2
em intervalos de quarta, na razao de 4 para 3. Como Pitagoras deve ter

vibrade de entusiasmo ac verificar como ate o proprio som - que signifi

cava a préprid harmonia - podia se reduzir a relacoes numéricas sim
ples !

Mas : verificagao mais simples = mais bela era, sem dﬁvl
da, aquela fornecida pelo ceélebre teorema que para sempre ficou conheci-

5 " "
do com o nome de teorema le Pitagoras.

.
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ATIVIDADE [N? 8

a) Um tridngulo que possua os lados medindo 9 cm, 12 cm e 15 cm é ou nao

um triangulo retangulo ? Por qud ?

b) Um triéngulo que possua os lados medindo 0,8 cm, 0,6 cm e 1 cm é ou
n3o um triangulo retangulo ? Por que ?

¢) Um triangulo que possua os lados medindo 2 cm, 2 c¢m, ¢ 3 cm & ou nao

um triangulo retangulo ? Por qué ?
d) Quanto deve medir o ladeo de um quadrade cuja area e de 64 cm’ ?

e) Quanto deve medir a hipotenusa de um triﬁngulo retangulo cujos cate

tos medem 6 cm e 8 cm ?

f) Quanto deve medir um dos catetos de um triangulo retangulo sabendo que

o outro cateto mede 9 ¢m e a hipotenusa 15 cm ?

g) Quanto deve medir um dos catetos de um triangulo retangulo sabendo que

o outro cateto mede 20 cm e a hipotenusa 25 cm ?

h) Quanto mede a diagonal de um retangulo cujos lados perpendiculares me
dem 30 cm e 40 cm ?

i) Quanto deve medir a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos cate -

tos medem 15 cm e 20 cm ?

j) Quanto deve medir a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos cate-
tos medem 1 cm e 1 cm ?

TEXTO N2 S: A ENCRUZILHADA

Parece que ao tentar resolver o item j da atividade ante
rior vocé se deparou com problema sério ! Vamos retoma-lo agora: Qual e
a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos medem lcm
e 1 em 2

E logico que nao podemos duvidar da existencia de um tal
tridngulo uma vez que podemos construi-lo com regua e compasso. E se es
se triangulo existe, deve tambeém existir algum numero gque represente  a
medida da hipotenusa BC.

Que numero ¢ esse ? Vamos chama-lo de x.
E claro que, com © auxilio de um compasso, podemos
transportar a hipotenusa BGC do A ABC para a reta nu
mérica como mostra a figura. Percebemos, entao, que
o numero x, que expressa a medida da hipotenusa, cor-
responde ao ponto P da reta numérica. 0 numero X,por

tanto, deve ser maior que 1 e menor que 2 ou melhor,

M N maior que 1 e menor que 1,5
é a uma vez que P esta si
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tuado a esquerda do ponto medio do segmento BM.

Pndemos compreender esse mesmo fato sob um outro aspecto.

Sabemos que, como o tridngulo ABC & retangulo, entao, as medidas dos

seus lados estao relacinnadas de acordo com o Teorema de Pitagoras. Logo,

it A i o W =2

Como determinar o valor de x nessa equagdo ?

Para determina-lo devemos perguntar qual € o numero que

multiplicade por si mesmo da 2. E ai a dificuldade geometrica se transfor

ma numa dificuldade aritmetica. Ja sabemos que esse numero existe ! En-

tretanto, esse numero nac pede ser inteiro. Por qué ? Simplesmente, por-

que se x = le=px’ = 1 4 2 e se x = 2=px’ = 4 # 2. Isto significa que
x deve ser um numero maior do que 1 e menor do que 2.

Deve ser, portanto, um nimero racional maior que 1 e me
nor que 1,5 como nos informa a figura.

Tomemos o numero 1,4 que esta entre ambos e o multipli -
quemos por si proprio. Temos: 1,4 . 1,4 = 1,96. Entao, o numero procura-
lo deve ser maior que 1,4 e mencr que 1,5.

Seguindo esse mesmo processo iremos encontrando Aum=ros
que elevados ao quadrado estac cada vez mais préximos de 2 mas nunca che
garemos a encontrar o prépric 2. Obteriamos para x,por apro

ximagaes sucessivas, um numero com infinitas casas decimais. Damos abal

xo algumas aproximacoes.

T I pois x* ¥ 1,9881

IRl T ey pois x* £ 1,999396
x = 1,4142... pois x? 2 1,9999616
x = 1,414 .. pois x? 2 1,9999839
x = 1,414213... pois x* 2 1,9999984
% = 1.4142135... pois x® % 1,9929¢998

Yocd deve estar pensando que se continudssemos esse pro
cesso com manquinas calculadoras mais pofrentes, talvez até com computado-
res,poderiamos chegar a uma conclusdo: ou o processo terda um limite e x

seria um namero racional finito ou entd3c o processo ndo teria um limite

e x seria um namero racional periddico. Acontece, entretanto, que as mais

potentes maquinas de jue dispomos atualmente ndo poderia chegar a nenhu-
ma dessas duas conclusdes. E nem precisariam. Isso porque, os proprios
pitagéricos, muito tempo antes de Jesus Cristo nascer, ja tinham a certe
za de que nenhuma dessas duas conclusdes era correta. O numero x nao po
deria ser nem um racional finito e nem um racional infinito. Isto #, DEE

poderia ser um numero racional.

E ndc precisaram utilizar nerhuma magquina, nenhum ou-
tro instrumentro de calculo para chegar a essa conclusdo. Utilizaram so-

mente o poder Jlo pensamento e da imaginagdo. O método que utilizaram pa
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ra chegar a essa concdusdo fol o método dedutivo e dentro deste mé todo
um tipo especial de demonstragio chamada redugdo ao absurdo ou método in i

direto de demonstragdo.

0 texte e as atividades que se seguem serdo um desafio
para voc&. O objetivo delas é fazer com que voc@ compreenda como oS nos
sos antepassados demonstraram que x (a hipotenusa de trifngule ABC) n#o
pode ser um nimero racional. Grande parte dos exemplos em que nos basea-
mos para a elaboragdo dessas atividades foram extraidos do Livro Geome

tria Moderna. parte 1 de EdwinE. Moise e Floyd L. Downs. |

TEXTO N¢ 6: DEMONSTRACOES DIRETAS E INDIRETAS

Ao estudar anteriormente alguns topicos de geometria Vo
cé jé teve oportunidade de fazer algumas demonstragoes diretas que lhe
deram base para compreender como funciona um sistema didutivo. Uma dedu
cao sempre se baseia em cadeias de silogismos. Estes, por sua vez, sao
compostos de duas premissas (tambem chamadas de hipdteses ou fatos) admi
tidas como verdadeiras e da conclusao baseada nestas premissas ou fatos.
Exemplo:

Fato 1: Todos os homens sao mortais

Fato 2: Socrates e homem

Conclusao: Socrates # mortal

COmo nos diz Bento de Jesus Caraga, a Matematica ¢  uma
construgao progressiva feita a custa de conceitos e de afirmagoes feitas
sobre esses conceitos. Em momento algum dessa construgao se pode tolerar
contradigaes. Nao se pode admitir que no nosso raciocinio existam ao mes
mo tempo duas afirmagoes que se contradizem. Em toda demonstracac deve-
-se, portanto, evitar as contradigdes. Isto #, deve-se obedecer ao Prin-
cipio da Compatibilidade Logica que nas ciéncias em geral recebe o  nome
de principio do acordo da razdo consigo propria.

Nas demonstrag&es indiretas parte-se de uma hipétese que

nega o fato gue se quer provar (tese). Em seguida coloca-se um fato co
nhecido e ja aceito que contradiz a hipotese justamente para provar a
verdade da Tese inicial que havia sido negada. Exemplo:
Tese: Nao esta chovendo la fora.
Hipotese: Esta chovendo la fora
Conclusaoc resultante da hipotese: Se estivesse chovendo,
essas pessoas entrando

pela porta estariam mo
lhadas




Fato conhecido que contradiz a conclusao anterior:

Mas as pessoas nao 2stao molhadas.

~onclusao: Nao esta chovendo la fora.

ATIVIDADE N? 9: Assinale com um X quais dos seguintes argumentos sao

4)

exemplos de raciocinio indireto.

Todos os meninos gostam de jogar futebol. Meu irmao tem 11 anos.

Logo, meu irmao gosta de jogar futebol.

Ja deve ter passado das 16 horas. Se ainda nao fosse 16 horas,zu
estaria ouvindo o barulho da construgao. Eu nao ougo nenhum ba-

rulho.

A temperatura la fora deve estar abaixo de zero. Se nao estive
se abaixo de zero nao haveria gelo nas vidragas. Mas ha gelo.lc

go a temperatura la fora esta abaixo de zero.

Somente pessoas negligentes cometem erros. Eu nunca sou neglige-
te. Portanto, €u nunca cometo erros.

Deve ostar na hora do almogo. Se nan estivesse, =u nao ©s‘aria
com rome. Portanto, deve estar na hora do almogo.

O numero p deve ser par. Se ele nao fosse par, entao,ele nao se-
ria divisivel por 2. Entretanto, o numero p @ divisivel por 2.
Logo, p & par

ATIVIDADE M? 10: Para cada raciocinio indireto assinalado na atividade an

terior identifique:

a) a tese (a afirmagao a ser demonstrada)
b) a hipotese feita (a negagao da tese)

c) a conclusao resultante da hipotese feita

1) o fato conhecido que contradiz a hipotese feita

ATIVIDADE M2 11:

1. Escreva o conjunto dos numeros primos ate 20.
. Decomponha em fatores primos os seguinte ndmeros:3§,
50, 54, 82, 100
3., 0s nameros p e q foram decompostos em fatores pri
mos £ obteve-se as seguintes fatoragoes:
B B9V 5
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a) Coloque V ou F nas afirmagees abaixo:

0 numero p e divisivel por 2
0 nimero p e divisivel por 3
5 é divisor do numero p

0 numero p é par

)

)

)

)

) 10 e divisor do numero p
) 7 e divisor do numero p
) 2 é divisor do numero q
) 5 & divisor do numero q
) 25 e divisor do numero g

) o nimero q e divisivel por 35

P = T T T =

) o numero q & par
b) Determine o conjunto de todos os divisores de p.
c) Determine o conjunto de rodos os divisores de q.

d) Diga qual e o numero p o qual # o numero q

, ATIVIDADE N2 12

Complete as sentengas abaixo com as palavras par ou imEar 1]

0 produto de 2 numerns pares e um numero

produto de 2 numeros impares & um numero

produto de um numero par por um impar a um numero

quadrado de um nimero par & um numero

0
0
0
0

quadrado de um numero impar e um numero

D AW N

Se o guadrado de um namerc p € um numero par, entdc, o numero p

e

7. Se o quadrado de um nimerc a é um numero impar, entdo, o numero a

e

ATIVIDADE N2 13

Dois numeros p e g foram decompostos em fatnres e obteve-se as segulntes

fatoragoes:

p=2.r onde r niao e primo

q = 2.3.s onde s nao e primo

Diga se as afirmagdes sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua respos-

O numero p & um numero par

0 numero q & um numero impar

1
2
3. Nao existe nenhum divisor comum entre p e q
a

A fracao p esta na forma irredutivel
= 15

a
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TEXTO N¢

e e e R e i i I

7 : A demonstracgao sutil

Voce agora esta em condigaes de compreender porque a

hipotenusa de um triéngulo retangulo cujos catetos medem 1 cm e 1 cm

nao pode ser um numero racional.

Fato 1.:

Fato 2.

Fato 3.

Fato 4.

Fata 5.

Fato 6.

Fato 7.

Fato

Fato 9.

Fato i

1:

10

11

Fato

Fato 12:

12

Demonstragao

TESE: x nao @ um numerc racional
HIPATESE| Vamos supor que x & um numero racional
B
Existe, necessariamente, uma fragéo irredutivel p . & ©

q
que & igual ao numero x (consequéncia da hipotese)

x* = 2 ( Aplicando o teorema de PitaAgoras no A ABC)
2 2
filj = B p£= > (Faro 1 e Fato 2)
q q

? i{Multiplicando ambos os membros da equagido do fa-

p° = 2q
to 3 por q°)

p° é um nimerc par pois na decomposicdo em fatores de {3

aparece o fator 2 (veja fato 4)
p é um numero par pois o seu quadrado e par (veja fato 5!

q & um nimerc impar pois se p é par (fato 6' 2 a fracao_p
o q

# irredutivel (fato 1),entdo,q naoc pode ser par.

Como p 8 par (fatob), entao, o fator 2 deve aparecer em sua
decomposicao em fatores. Se chamarmos de r o produto dos de
mais fatores primos que aparecem na decnmposigio de p,entao,
p = 2r.

Como, pelo fato 4, p° = 2q9° e,pelo fato 8,p = 2r, entdo, se
substituirmos na primeira dessas equacdes p por 2r vem:

(2r)}® = 2¢° ar® = 2q° q° = 2r’

q’ é um namero par pois na sua lecomposigdo em fatores apa
rece o fator 2 (veja fato 91

q @ par poils, pelo fato 10, o seu quadrado é par.

0s tatos 7 e 11 sdo contraditérios pois o primeiro afirma
que q é um namero impar e o segundo afirma que 9 é um nime-

ro par.
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A contradigdo existe porque um mesmo numero ndo pode ser, ao

mesmo tempo, par e impar.

Conclusdo: O nimero x ndo poHe ser racional pois essa hipbtese nos le

vou a essa contradigdo.

TEXTO N° 8: A Queda de uma Crenga e a Reagdo Silenciosa

A demonstragdc anterior ndo temapenas importidncia mate
matica. Ela tem consequéncias no plano filosdfico pois significou um
desmentido brutal & crenga pitagdérica da ordenagdo matemitica do cos
mos. A natureza das coisas quiz que fosse precisamente através da
mais bela das suas congquistas - o teorema de Pitiagoras - que esse
desmentido houvesse de ser pronunciado. Como vocé viu, ndo existe um
numero que represente a medida da hipotenusa de um tridngulo retingu-
lo de catetos unitarios. Que valor teria, ent3o, a afirmagdo de que
os 'brincipios dos nimeros sio os elementos de todos os seres", que "o
céu inteiro e harmonia e namero" ? Que valor tem ela, se os numeros
nao podem dar conta, sequer, desta coisa simples e slementar que e a
medida da hipotenusa de um triangulo retangulo ?

A demonstracao anterior tem tambem um significado geo-
métrico que e o seguinte: nao existe nimero racionai algum que possa
expressar a medida da hipotenusa de um triéngulo retﬁngulo de catetos
unitarios guando utilizamos comounidade de medida um dos catetos des
se triangulo. Em outras palavras, por mais que dividissemos em partes
iguais um dos catetes do & ABC, jamais poderiamos cobrir exatamente
a hipotenusa deste triangulo, mesmo que o processo de subdivisao fos
se infinito. Em matematica, dizemos que dois segmentos gque se compor-
tem desta maneira, isto e, quando nao existe uma fragao que aplicado
a um deles resulta o outro, se chamam SEGMENTOS INCOMENSURAVEIS.

Mo dia em que foi descoberto o fenomeno da incomensura

bilidade de segmentos, a escola pitagorica estava ferida de morte.
Como conciliar a teoria com o fenomeno da incomensura-
bilidade imposto por consideragoes de compatibilidade logica ?

Como reagiram os pitagoricos ?

"Certa noite, S00 anos antes do nascimento de Cristo ,
um viajante chegava a uma estalagem grega, para ali pernoitar. Duran-
te a noite foi acometido por violento mal. O viajante era pobre e mi-
seravel, mas seu hospedeiro, compadecida, tratou-o com desvelo e fez
o possivel para ajuda-lo a restabelecer-se. Em vao: o estado do doen
te piorava, e ao perceber ele que iria morrer sem possibilidades de

indenizar o estalajadeiro pelos seus esforgos, pediu uma lousa, na

I et e
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qual tragou tic somente, com mao trémula, uma figura geométrica -  um
pentagono estrelado. Em seguida mandou que o hospedeirc afixasse a
lousa a porta 4e seu 2stabelecimento; mais dia menos dia haveria de
ser recompensado. Logo depois o homem morria. Escoou-se longo espago
de tempo. Certo dia um viajante que passava descobriu o sinal na esta
lagem, entrou, indagou do hospedeiro a origem do desenho e recompensou-
-0, entdo, poodigamente pela sua caridade. Assim conta Jamblico, filo
sofo, matematico = historiador romano, acrescentando que tantoc o via
jante como o que dera a recompensa haviam pertencido a escola do gran
de sabio Pitagoras... Os pitagoricos, geralmente provenientes da aris
tocracia, formavamuma sociedade esctérica, cujo emblema era o pentégg
no estrelado. As pessoas que participavam dessa sociedade fechada com
prometiam-se a severa obediéncia e proferiam o sagrado juramento de
jamais revelar um segredo.

Um dos mais precisos indicios de que 1isso era verdade
e a seguinte passagem transcrita da obra de Plutarco, escritor grego

nascido por volta do ano 50 da nossa era:

"...diz-se gque os pitagéricos nao queriam par as suas
obras por escrito, nem as suas intengoes, mas imprimiam a ciéncia na
memoria daqueles que eles reconheciam dignos disso. E como algumas ve
zes comunicaram alguns dos seus mais intimos segredos e das mais es-
condidas sutilezas da geometria a algum personagem que nac o merscia,
eles diziam que os deuses porprességios evidentes, ameagavam vingar
este sacrilégio e esta impiedade, com alguma grande e publica calami-
dade" .

Por estranha coincidéncia, o carater fechado e aristo-
cratico da escola piragorica deu margem a uma revolta popular na cida
de de Crotona contra a escola e originou a sua destruigao; nela pare-
ce ter perdido a vida o proprio Pitagoras.

Dito isto, nao seria de se estranhar que a primeira
reagﬁo dos pitagéricos diante do fenomeno da incomensurabilidade fos
se a de esconder o caso.Inde so havia a ganhar com o debate publico ,
08 pitagérlnos instituiram como norma, pelo contrario, o segredo e o
siléncio.

{Esse rexlo & uma adaptagdo para fins didaticos de
trechos da obra citada de Bento de Jesus Caraga e do livro A Magia dos

limeros de Paul Karlson)

TEXTO N2 9: UM [lov) CAMINHO MA ENCRUZILHADA

A demonstracao da existéncia de segmentos incomensura-

velis atestada pelo fato Ja hipotenusa do nosso triangulo ABC nao ser
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um numero racional nos levou a uma encruzilhada. Queis os caminhos existentes ?

0O primerio caminho seria contentarmo-nos em abandonar a
possibilidade de exprimir a medida de um segmento atraves de um nﬁmg
ro.

0 segundo caminho seria duvidar da validade do Teorema
de Pitagoras.

Esses dois primeiros caminhos mostram-se, entretanto ,
pouco viaveis pois, em Matsmética. s6 abandonamos fatos jé estabeleci
dos quando se reconhece um vicio de raciocinio. Como o primeiro cami-
nho deu provas da sua eficacia quando construimos os numeros racio
nais e como o teorema de Pitagoras & uma verdade geometrica que perma
nece valida mesmo quando os segmentos Sac incomensuraveis seria um
tanto quanto temeroso renunciar a estas conquistas.

0 terceiro caminho seria,entao, conservar essas duas
conquistas mas abandonar a exigéncia de compatibilidade légica. Isso
entretanto, nos obrigaria a aceitar a contradigao pondo por terra o
ideal da racionalidade da propria matematica.

A saida historica encontrada pelos matematicos foi a
de conservar tudo: a possibilidade de sempre exprimir numericamente a
medida de um segmento, o Teorema de Pitégoras e o principio de compa-
tibilidade logica e CRIAR NOVOS NUMEROS mais gerais que os racionais.

Esses novos numeros sao chamados NUMEROS IRRACIONAIS
Desta forma, dizemos que a medida da hipotenusa do triangulo retangu-
1o ABC, de catetos unitarios € o numero irracional 1,4142135... 0 ma-
tematico, entretanto, prefere usar uma forma abrevida de escrever um

tal nimero irracional:

2
1,4142135... = \él oif Elngieanedts Va2 (15-xs waiz
quadrada de dois)

o simbolo ¥ 18-se "radical"

a— N2
INDICE DO RADICAL 51 —= EXPOENTE DO RADICANDO

RADICAL S~ RADICANDO

Dizer, portanto, que um segmento de reta mede V2 cm
¢ o mesmo que dizer que a medida desse segmento & um nimero que eleva
do ao quadrado produz exatamente 2. Simbolicamente, esse fato 2 ex-

presso da seguinte maneira:
(vz)2 -2

Afirma-nos Paul Karlsen que " jamais o irracional teve
na Grécia o valer de um nimero, e os gregos ndo possuiam simbolo para
esta espécie de grandeza. Junto ao comensuravel (aquilo que pode ser
medido) estava o incomensuravel (o que n3o pode ser medido), bem ade-

quado para servir de "simbolo da vida" ou "do que nio Lem imagem", pa-
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ra exprimir o mistério eterno. O fato de haver atacado também este

problema é prova de extraordinaria intrepidez intelectual de Pitago
ras. Haver-se recusado ele, depois, a acolher o irracional no reino
dos numeros - seria de admirar a quem conhece sua filosofia" ?

Como vocé deve ter notado, a operagao de potenciaqéoeg
ta intimamente relacionada com a criagdo dos numeros raclonais e deve
ra ser necessaria a compreensao das propriedade e das operagoes que
se podem efetuar com esses nNovos numeros. As duas atividades que se
seguem, sobre uma propriedade importante envolvendo expoentes, torna-

-se um desvio necessario em nossc caminho.

ATIVIDADE N®? 14: Utilizando, se necessario, uma calculadora, ,para

cada poténcia de poténcia abaixo faga o seguinte: 1) calcule a_potén—

cia indicada dentro do parénteses e, em seguida, eleve o resul tado
encontrado ao novo expoente, fora do parénteses; 2) Expresse o resul-
tado anterior numa nova poténcia cuja base seja igual a base da poten

ciagdo indicada dentro de cada parénteses.
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ATIVIDADE N2 15 : 1) Com base na atividade anterior enuncie uma regra

pratica para transformar uma pot&ncia de poté&n -
cia de uma certa base numa unica pot8ncia desta

mesma base.

2) Aplicando a regra enunciada transforme cada potén

cia abaixo numa unica poténcia da base dada:
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3) Determine o valor de x em cada poténcia de poténcia seguinte:

MR oI - )

3
b) (5")7 - s e) (2")1 = 2
e) (10")10 T £) (2"]2 = 2

TEXTO N¢® 10: Formas de Representagao de um numero irracional

Voce , certamente; deve ter esbarrado em uma dificuldade
ao tentar fazer o item f da atividade anterior. A razaoc dessa dificul-
dade deve-se simplesmente ao habito de que, numa potenciagac, o expoen
te deva, necessariamente, ser um numero natural. Entretanto, isso &
apenas um habito, nac uma necessidade. Na 1gualdade.(2x)a= 2 nao exis-

te para x numero natural algum que possa torna-la verdadeira. Poderia-

mos, entretanto, substituir o valor de x pelo nimero racional k. Is
2
to porque _%m . 2 : 1, tornando, dessa forma, a igualdade verdadeira ,
(-
Logo, 22

Qual a importancia deste fato ? E que tendo conscifncia dele consegui-
mos visualizar uma nova forma de representar o qémero irracional 42

1f2

Isto, porque, 2 é um cutro simbolo que elevado ao quadrado produz o
numero 2.
Isso nos abre uma nova perspectiva: a de representar ni-

meros irracionais através de poténcias de expoentes fracionarios e a

de buscar compreender as propriedades e operacoes com 0S Novos numeros
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tomando como base as propiedades e operagoes ja estabelecidas para os
numeros racionais. A igualdade seguinte nos possibilita visualizar as
varias formas de se representar um numero que elevado ao quadrado pro-
duz 2.

2 3 4 5 G5

1
- a 5 B
2322=2 = 2 &2 28 e 210=... =2 = 1,414235...

ATIVIDADE N? 16: Utilizando o teorema de Pi*éqoras determine o que se

pede em cada item seguinte. Sempre que a resposta for
um numero irracional, expresse-o atraves de um radi-
cal, de uma poténcia de expoente fracionario e atra-
ves da representacac decimal infinita (utilize uma

calculadora).

a) Quanto mede a hipotenusa de um triangulo retangul-

cujos catetos medem 1 cm e 2 cm ?

b) Quanto mede a diagonal de um quadrado cujo lade =e
de 2 cm ?

2) Nuanto mede a hipotenusa de um friangulo retangule
cujos catetos medem 1 cm =2 3 cm ?

d) Quanto mede a diagonal de um retangulo cujos dados

perpendiculares medem 2 cm e 3 cm ?

)
—

Quanto mede a altura de um tridngulo equilatero cu
jo lado mede 4 cm ?

ATIVIDADE N®? 17:

1) Escreva na forma de radical as seguintes poténcias de expoentes ra

cionais:
1 1 3 5,9
g 3 =
i 3% = i grg - = J) (-g—)
1
2
' 0,5 1 B
b) & 2 = e) O - h)(g) - i e
5 - \ e
ef &%% 5 £ 28~ '11(%) m) k7 =

FEE B B O O
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2) Escreva na forma de poténcia de expoente racional (fracionario irre

dutivel e decimal os seguintes radicais:

ay ¥7'= a)ya® = g)-{..';’_ . Az =
4

b) VI = e) V2’ n) (—g—) =

) VIT = £) ys2 1) y2,5°
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ATIVIDADE N218:

1) Diga entre quais mmeros naturais consecutivos esta compreendido ca

da um dos numeros irracionais seguintes:

a) V17 drya,s g)V 788 i)Ve23

1/2 i
b) 23 ¢)\1000" h) V450" 1) Y1650
c) \B7 £) Vi7" 1) (0,9%%  mysa3

2) Calcule o valor aproximado de cada um dos nimeros irracionais se-—
guintes até a casa dos décimos. Nao utilize a calculadora.

a)ys c)y6 e)VO,S
1
i 1 13
b) 5 E 4) 72 £ Tﬁ
ATIVIDADE N® 19:
1) Empregando a propriedade da poténcia de uma poténcia determine o
valor de:
¥ 2 1 - 1 ]2
a) (3") < ~‘l)(a )= g) VB &
2
__1_) " 2
n)(52 - oy7™)* = nm (vo.3) -

\ 2

ADT) - olEr- o)

1)
L}
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2) Coloque V ou F nas afirmaqaes seguintes:

a) () Toda vez que uma base de expoente —%f for elevada ao quadra

do obtem-se como poténcia a prépria base.

b) { ) Toda vez que uma base de expoente diferente de —%— for ele-

vada ao quadrado obtem-se como potencia a prépria base .

c) () Toda vez que uma base de expoents -%— for elevada a um o#x-
poente diferente de 2 obtém-se como poténcia a propria base .

d) () Toda vez que se eleva ao quadrado a raiz quadrada de um nu-

mero obtém-se como poténcia o proprio radicando.

ATIVIDADE N? 20: Utilizando o teorema de Pitagoras responda:

1) Quanto mede a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos me
dem 1 em e A2 em ?

2) Quanto mede a hipotenusa de um trifngulo retangulo cujos ratatos e
dem 1 cm e V3 em ?

3) Quanto mede a diagonal de um quadrado cujo lado mede V? em ?
4) Quanto mede a diagonal de um cubo cuja aresta mede 1 cm ?

5) Quanto mede a diagonal de um paralelepipedo cujo comprimente 2 Scm,

.cuja largura # Y2 em e cuja altura & 2 cm ?

) Quanto mede a altura de uma piramide reta de base quadrada sabendo
qua a aresta rda base mede 2 cm e que uma aresta nao pertencente a

base mede S5 cm 7

TEXTO N2 11: O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS E A OPERACAQ RADICIACAQ

Ao executar as atividades anteriores ficou clare que de
terminar a medida de um dos lados de um triﬁngulo retﬁngulo equivale a
encontrar a raiz quadrada de um numero positivo. Para isso vocé procu-
rava um numero positivo (pois representa a medida de um lado) que ele-
vado ao quadrado produzisse o radicando.

E por essa razao que oS matematicos dizem que a radicia -
A0 prde ser encarada cemo uma das operagoes inversas da petenciagao
A radiciagao desfaz aquilo que a potenciagiac faz.

Mas nem toda forma de se relacionar dois numeros para pro
duzir outros mmneres em matematica e considerada uma operagao. A condi

qio necessaria e suficiente para que uma relagio entre dois numeros de

determinada Pspéﬂie seja uma ogeragio & que a combinagac de dois ni-
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meros quaisquer sempre produza apenas um unico numero dessa mesma es-

pecie, isto é, , esse numero deve existir e ser unico.

A adigao de nimeros naturais & uma operagac pois a soma
de dois numeros naturais sempre produz um numero natural e esse name-
ro & Unico. Por outro lado, a subtragdo nac & uma operagao no conjun
to dos numeros naturais pois a diferenga entre dois numeros naturais
nem sempre produz um numero natural (3 - 5 = -2 e -2 nao & um numero
natural)

Seria a radiciagao uma operagao dentro do conjunto  dos
numeros racionais ? De acordo com a discussdo feita acima a radicia -
¢ao nao podera ser uma operacao dentro do conjunto dos nimeros racio-
nais pois a raiz quadrada de um numero racional nem sempre € um. nume

ro racional.

Note que a raiz quadrada de certos numeros naturais pode
ser um numero natural. Exemplos: Afd'= 2;49 = 3, etc... Nameros natu
rais cujas raizes sao naturais sdo chamados de QUADRADOS PERFEITOS. -

Pode ainda acontecer que a raiz quadrada de certes nume -

ros racionais produza nameros racionais.
Exemplo: /4 _ 2 2

53 i (2] el

it e =7s

0 caso mais comum, entretanto. e que raizes quadradas de

nimeros racionais produzam numeros irracionais. Exemplo: V31= 2,645... .
Esse fato € o que impossibilita a radiciag3o de ser uma operagac em Q.
Os matematicos costumam chamar de numero real qualquer
nimero que seja racional ou irracional. 0 conjunto dos numeros reais
indica-se pela letra R. Um outro modo de definir um numero real e o

seguinte: um numero é real se & sO se o seu gquadrado for um numero po

sitivo ou zero.

Assim:
2 é um numero real pois: 2° = 4 (positivo)
<BER pois (-2)7 = 4 (positivo)
2
_%hEH Pcis(j%% = —%— (positivo)

1 ¢R pois (_ 1 )’ -1 (positivo)
z 2 4

V2 € R pois (VZ)? = 2 (positivo)

J=2' n3o é um namero real pois (JTE)‘ = -2 (negativo)

25




Poderiamos ainda colocar a seguinte questao: seria a ra-
diciagdo uma operagio no conjunto dos nimerns reais ? A resposta ¢ ne
gativa pois:

§é podemos extrair raizes quadradas de nuameros reais que

sejam positivos. Isso pornque, se o radicando for umnime ro negativonao

podemos encontrar numero real algum que elavado ac quadrado produza
um numereo negativo.
Exemplo- -4 nido & umnumero real pnis ndo existe numern
real algum que elevado ao guadrado produza -4.
Poderiamos, entretanto, considerar a radiciacdo como uma
operagio no conjunto dos numeros reais positivos (Rs+) desde que fizss

semos a seguinte restrigao:

a raiz quadrada de um numesro real positivo tem sempre aue

ser um pumero positivo. Isto porque poderiamns pensar que a raiz qua-

drada de 4 pudesse ser 2 ou -2, uma vez gque tanto 2 quanto -2, eleva-
dos ao quadrado, produzem 4. Como, entretanto, o resultado de uma ~pe
racao deve sempre ser um (nico numero,convenciona-se Ser eSse numern
sempre positivo, uma vez que, geometricamente,o radicando 4 pode sem
pre representar a area de um quadrado cujo lado mede 2 (nao teria S8
tido aqui uma resposta}negativa). Logo. \ﬁ? = 2s Feltos esses esclarg
cimentos vocé esta em condigoes de compreender a seguinte definic?o
de raiz quadrada: chamamos de raiz quadrada de um nimero a, real e
positivo, ao numere real e positivo b gue elevado ao gquadrado produz
o numero a, isto &, Ya = b —pb’ = a.

ATIVIDADE N°¢ 21

Ao tentar extrair as raizes quadradas dos numeros abaixo,
vocé notara que algumas sao racionais, outras irracionais 2 outras ine
xistentes.

Quando elas forem racionais, escreva o seu valor, quando
forem irracionais calcule-as ate a 1% casa decimal = quando forem ine
xistentes, escreva (& R), isto e, nio pertence ao conjunto dos nimeros

reais.

n VT
2y =1
n Vo'
afa
5149’
RV

1.30) 432 =

8) Y25 14)V36 =

o)\ 100 150y -17 '=

100 V125 16 + =
4 ]

1D A5 = 17 -_}1__ -

12) /] 49 - lB\*fQQ‘ -

654

7) Y16

W
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19)438 = 20)\ 0,01 = 21) ¢144

22)\ 1,69 23)\ 0,04 24)\6,4
25)4 1,21 26) Vs,a 27)1/ 0,36
28)yo0,1 = 29)\ 9,6 = _%_

30) (-49) =

TEXTO N® 12: A NECESSIDADE DE UMA AMPLIAGAQ

Se calcular a raiz quadrada de um numero positivo a sig-
nifica encontrar um numero positivo b que elevado ao quadrado produza

@ numero a, entao, a operagso de radiciagao pode ser ampliada, genera

lizada, com o objetivo de resolver problemas parecidos com o anterior.

A atividade que se segue tem por objetivo ilustrar a necessidade des
sa ampliagao.

ATIVIDADE N¢ 22: Utilizando cubinhos iguais feitos de madeira como

unidade de volume responda:

1) E possivel construir um cubo utilizando exatamente 8 desses  cubi
nhos ? Em caso afirmative diga qual € o volume e qual e a  medida
da aresta desse cubo.

2) E possivel construir um cubo utilizande exatamente 27 desses cubi
nhos ? Em caso afirmativo diga qual é o volume e qual & a medida

da aresta desse cubo.

3) Quantos cubinhos sao necessarios para se construir um cubo cuja

aresta mega 4 unidades ?

4) Quanto mede a aresta de um cubo cuja construgao foi feita com 1000

cubinhos ?

5) E possivel construir um cubo utilizando exatamente 2 desses cubi
nhos ? Em caso afirmativo, diga quanto mede a aresta desse cubo.

TEXTO N® 13: A Duplicagao do cubo: um problema insoluvel ?

Possivelmente, ao tentar resolver o item 5 da atividade

anterior vocé tenha chegado a conclusao de que nao & possivel  cons-

truir um cubo cujo volume seja exatamente 2 unidades.Felizmente, voce

27
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naoc & e nem foi o Unico a pensar dessa forma. Um problema semelhante a
esse permanecu insolavel por muitos séculos na historia da humanidade.
fual era o problema ?

"No templo de Apolo, na ilha grega de Delos, existia um
altar com a forma de um cubo. Quando a peste ameagou Atenas os
habitantes da cidade dirigiram-se ao oracula de Delos, em busca de au
xilio. E a divindade falou: erguei-me um altar igual ao dobro do ja
existente, também de forma cubica, = o mal, podera ser debelado".(FPaul
Karlson, A Magia dos Numeros).

Porque um tal problema permanseceu insoluvel por tanto
tempo ? Pelo fato de, talvez como vocé, terem os gregos tentado associ
ar ao problema uma resposta concreta, isto e, a visual;zagéo ou a pos
sibilidade de construcao de um tal cubo,quer utilizando um numero in-
teiro de unidades de volume, quer recorrendo a tentativa de subdividir
a unidade de volume em partes iguais. 2

Entretanto, com a utilizagao da nossa moderna linguagem

algebrica esse problema pode ser facilmente equacionado e interpretado.

Como queremos construir um cubo com 2 cubinhos, o volume
desse cubo devera ser 2 unidades de volume. Chamemos de x a aresta des
se cubo. Logo, x’ = 2.

Em termos aritméticos, isso significa encontrar um nume-
ro que elevado ao cubo produza 2. Esse numero x deve estar compreendi-
do entre 1 e 2 pois 1° =1 e 2 = 8. Se colocarmos x = 1,5 obtere-
mos que 1,5" = 3,375 (valor grande demais).

Para x = 1,2 teremos x’ = 1,728

Para x = 1,3 teremos x' = 2,197

Logo, x devera estar compreendido entre 1,2 e 1,3.

Note que o processo acima é semelhante aguele empregado
na busca da medida da hipotenusa de um tridngulo retingulo de catetos
unitarios. E, pois, legitimo que se levante a seguinte suspeita: teri
essa busca um limite ou x devera também ser um numero irracional ?

Caso x seja um numero irracional deverad ele ser substi
tuido por uma, potéricia de expoente fracionario. Logo, a seguinte per
gunta pode ser posta: qual € o numero de expoente fracionadrio que ele

vado ao cubo produz 2 ? A resposta & simples:
1 %3 1.3
= &3 pois (2 ~ = 2 4 = 21 =2

Esse nimero pode também ser escrito sob a forma de radical

assim: . 2 (lé-se:raiz cubica de 2).

-
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TEXTO N° 14: A AMPLTAGCAO DA OPERACAO DE RADICIAGAO

Como vocé@ observou, a solug3@o do problema de Delos nos
conduziu a um nimero irracional com indice diferente de 2, isto &, a
uma raiz cibica e ndo quadrada. A imaginag3o dos matematicos é a analo
gia feita com os problemas anteriores permitiu que se ampliasse a ope
ragdo de radiciacdo através da consideragdo de indices superiores a 3
mesmo gue nada de concreto se pudesse associar a gsses simbolos. E jus

to falarmos em raizes quartas, raizes quintas,..., raizes n-ésimas (in

dice n qualquer).

12 exemplo: Calcular a f/ls é o mesmo que responder: qual & o nume-
ro que elevado a quarta poténcia produz 16 ? Logo, {? 16=2
pois ot = 18

2% exemplo:Calcular a ?f-32 é o mesmo que responder: qual é 0 _numero
que elevado a quinta poténcia produz -32 ? Logo. é/-32= -2
pois (—2)5 = -32.

3?2 exemplo: Calcular a -3 5 é o mesmo que responder: gual € o numero
que elevado ac cubo produz 5 ?
Nesse caso, a raiz nao & um numero natural e sim irracio -
1

. _1_)3 2 .3
nal, isto é, 95 =75 ° pois(53 = B2 =5

ATIVIDADE N¢ 23

Transforme os radicals abaixo em poténcias de expoente
fracionarioc e as potencias de expoentes fracioriarios em radicalis:

o 21,’3 - f) 3/ 1Y = f) 3 a3
3
b) 33j7 S g) 3/ 22 = g)Vk

]

C) 21!10 i h) 4’ 35 * h) n ap
) 55/5 = 1) 4/23 B 1) xm/n -

sl 1\2
ey 383 53 Hat - i) (ﬁ’i <
ATIVIDADE N° 24:

- ~ L4
Ao lentar extrair as rafzes abaixo, voce notara que algu
mas sio racionais, outras irracionais e outras inexistentes. Quando
elas forem racionais escreva o seu valor. Se forem irracionais, diga

29




entre quais nlmeros inteiros consecutivos elas se encontram e se forem

y

fam

inexistentes, escreva ( # R), isto &, ndo pertence ao conjunto dos ni-

meros reais.

- —
B w
— —
U %]
o ~
I 1

- -
n "
no [\S]
(o)) w
[ w
I W
o] n
~n

]
]
P T

L
5} 4 o= 15) 3,.’64 = 27) 5«' 30 = p
4) 1% o - 163 5 0 = 28) 3 s0 - 4
3 L
5) ”J 0= 17) 3 -64 = 29) 8 [
Ea

gl af 4 185 i
6) I = 18) 81 = 30) T p
55 1s 20) 3 1000 = m Y 15 "!
51 (
10} & 1 = 22) Y100 - 32) 3fo.001 - |
[
gy et w g5y *f 15 « 33) 3f -0,008 -
12) ”,./ L - 24) 3.' i = 343 3 .7 = “-
4
L
252 ATIVIDADE: r
a) Escreva o conjunto A dos quadrados perfeitos ate 125. L
b) Cite 3 nimeros irracionais que sejam maiores que S e menoras que 6. {
; {

c) Cite 3 numeros irracionais que sejam maioresque 1 e menores que 2
{

d) Cite 3 numeros

) Cite 3 nimeros

81.

f)Quantos numeros

cutivos ?

irracionais

irracionais

irracionais

que sejam maiores que 0 e menores que 1.

que sejam maiores que 80 e menores que

-

existem entre dois numeros naturais con-

g) Cite pelo menos 5 nameros irracisnais que poSsam Ser eXpresscs na

forma de radical de indice 2 e que estejam compreendidos entre 1 e

2

h) Cite pelo menos S nimeros irracionais que

possam ser eXxpressos na
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forma de radical de indice 3 e que estejam compreendidos entre 1 e 2

i) Cite pelo menos 5 numeros irracionais que possam Ser expressos na
farma de radical de indice 4 e que este jam compreendidos entre 1 =2
2=

TEXTO N2 15: LOCALIZ&QKO DOS NUMEROS IRRACIONAIS NA RETA NUMERADA

Ao executar a atividade anterior voceé percebeu gue entre
dois numeros naturais consecutivos sempre existem infinitos nimercs ip
racionais de indices 2, 3, 4, ... Seria possivel localizar exatamente
numa reta numerada os pontos correspondentes a cada um desses nimeros?
Embora exista um unico ponto da reta correspondente a cada numero irra
cional que possamos imaginar nem sempre e possive1 determinar esses pon
tos unicamente com régua e compasso. Entretante isso e possivel para
todos os radicais de indice 2. Como fazer isso ?

Se ja, por exemplo, localizar na reta numerada o numero
irracional ‘{? >

P
1
o] A N0 _C‘:_ D
0 1 42 3 237 3 a 5
Vamos construir sobre o segmento OA desta reta um trian
gulo retangulo OAP cujos catetos megam 1 unidade. Como sabemos, pelo

Tecrema de Pitagoras, a hipotenusa AP do triangulo OAP mede VE?, Com o
auxilio de um compasso transportamos o segmento AP, a partir do ponto
0, sobre a reta numerada determinando o ponto Q. E claro que, m(AP)=m
(@) =42 .

Para determinarmos o ponto da reta numerada corresponden
te a ﬂs‘ devemos utilizar agora o tridngulo 0QP.

Note que esse triangulo & retangulo em O e seus catetos
medem 1 e ¥2 unidades. Logo, pelo Teorema de Pitagoras,

Temos:

it

1 5§ yRye
1 +2=3=»PQ =43

(PQ)2
(Pg)?

a




Basta, portanto, transportarmos o segmento PQ, a partir

de 0 sobre a reta numerada determinando o ponto R que corresponde ao
nimero ﬁ 5
Procedendo de forma anéloga, podemos determinar os pon

tos correspondentes aos demais nimeros irracionais da forma‘vn 2

ATIVIDADE N? 26:

Utilizando a mesma reta numerada do texto anterior, loca

lize nela os numeros: ﬁ ,ﬁ ’ ‘\[? .‘\[E‘ ‘ \fa‘ e m

ATIVIDADE N¢ 27:

Considere a reta numerada da pagina seguinte. Utilizandn

Aapenas um compassco faca o seguinte-

1?)Transporte para essa nova reta os nume res ‘\}2 2 ‘\f‘i

'\m‘ " ‘\Fi \f? .'\/? " '\{E ‘\{_9‘ e 10 da reta numerada do texto n? 15,

2% )Determine o ponto correspondente a cada uma das ope-

ragoes indicadas abaixo:

Y. A3 VE AE E VT E VE e
-y 0.

b)ﬁ+‘{3ﬂ C)F-\J?
d) ¥2 -3 e) V2 + 42

ik i
Lo A T A6 |
+

53
)

.

ATIVIDADE N? 28: Considerando a reta numerada da atividade anterior,co

loque V ou F nas afir‘magaes seguintes:

15 € TNZ & 93 -AE g3t 1 Y8 -2 « AT
DL 2«2 =242 ) ¢ N2 =iwi
5y ¢ v o +V¥Z2 N2 6) ( V2 - V3

-
-
+

TEXTO N2 16: SOMA ALGEBRICA DE RADICAIS

Na atividade n? 27 vace teve 2 oportunidade de verificar

geométricamente o significado da soma algébrica de radicais. Voce pode
assim constatar que ‘\f2 + ‘\ﬁ' £ \‘5. Este mesmo fato poderia ser constata
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P — e = e e =

do operando-se com esses nimeros irracionais sob a forma de decimal

finito. Com o auxilio de uma calculadora temos: 2 + 3 4 5

4{51 + ﬂf31 # \[E?

1,4142 ..+ 1,7320 # 2,2360...

,_.
|3
-, W

- ;.

3,1462. .. 4 2,23580
Mao podemos colocar a soma Y sob a forma de um

unico radical. No entanto, vrg +U 2 = 2.42 como voce pode constatar 220

metricamente. Dessa forma podemos concluir que so é possivel expressar
[ a soma algebrica de deois ou mais radicais sob a forma de um unico ra-

dical se eles possuirem radicandos iguais e indices iguais:
Exemplos:
129 43 + 7 = 247 29) 5 +¥5 +4¥5 = 3V5
gef 4 42~ 2B =~ 1w 245
41) ¥y2 -2 -o042'=0
" 52) 2¥7 4 3V7 V7 + V7 4« V7 + V7 + 47 = 547
62) N3 + 343 =VT + Y3 + 43 VT = ayf3”

n

FE O B E B A E YT Y TS

Como vimos nos exemplos anteriores,para somar algebrica-

mente dois ou mais radicais de indices iguais e mesmo radicando (radi-

cais semelhantes), basta somar algebricamente seus coeficientes = con-
servar o radical. Todas as observagoes feitas para os radicais de in-

dice 2 permanecem validas para radicais com indices maiores que 2.

ATIVIDADE N? 29 : Efetue as somas algébricas indicadas abaixo:
A2 43 +4Z + 42 oY VT« 8¥7 + 3Y7 =
3) 543 - 8Y3 +4/3 = 55 3986 « 218 = 515 =
53 1 4 %86 « 3 — g5Ya 6% 8 ¥ @ —AE - 85 =B B
7) -8 « 693 + 295 - gy 593 &+ V5 avfd -
9) -2¥ 13 - 3V13 - 8¥13 =
i0) a7 ¢« 305 ¢« 2NE - 6¥7 =

ATIVIDADE N? 30: Utilizando uma calculadora, para cada par de expres

soes de cada item abaixo faga o seguinte:
1? Calcule o valor de cada uma,

2% Compare os resultados obtidos.
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Observagdo: O objetivo desta atividade e o de testar a validade ou nao
da propriedade distributiva da potenciagao em relagao as
diversas operagdes.

2
1) 2,5)° = 9)(%) 2 15) (2+3)2 =
2 _s
e P 2 .2
s = 2 # 3 =
2
2) (8257 = 10y 10Y? _ 3
5 & 16) (6-3)° =
a .3
3 R 103 5 a3
o7 6% 87 =
g :
4
4) (10.2)7 = 11)( N 17) (5 + 2)* =
3
104 i 24 =
4
_EE = 54 + 24 =
3
2
5)( o 5

2 5 12)( i : a\¥ = 18) (1 - 2)° =
. 5 a)
(1 *3.( 2 )2 5 . 5 . uf
2 5 1 3 ™

5 8
1 .
6) (4. 9% - 13)(_4_) =
9
- o
4_2—. g?— = 42
1 3
e ¥ = %
1 2 L
2"
L . 14)(—8—) s
1 2
8) (2 .5)° . g L
1 1 3 3
=T = 8 ot 27 =
27 5% .

ATIVIDADE N? 31: Com base nos resultados obtidos na atividade anterior,

responda:

1) E valida a propriedade distributiva da potenciacao em relacao a mul
tiplicagdao ? Por quéd ?

2) E valida a propriedade distributiva da potenciagio em relagdc a di




visaoc ? Por qué ?

3) E valida a propriedade distributiva da potenciagio em relacgio 2 adi

s A
gao 7 Por que

4) £ valida a propriedade distributiva da portenciacdo em relagao a sub

tracao ? Por qud ?

ATIVIDADE N&¢ 32:

1) Aplique as propriedades distributivas da potenciagéo em relagéo a

multiplicagio e divisao nas seguintes expressoes:

‘ & o ) & be % =
5 a e
b) (3 .8)° = h)(41;5 =
A&
&) (2. 3 8)2 = i) fal. Ay. By...3 )2 =
. - L
d)(_é_) = j)( p\f _
3 -2
\ e)(ggg)s . 1) (xI - Xy x3...xn)n =
: i o
! f)(ﬁ}ﬁ)3 - m) fa. b. c)?® -
: =

®) Faga a volta das propriedades distridutivas da potenciagdo emrela

; cdo a multiplicacdo e divisdo nas seguintes expressoes:

] sl 4% _ 4? - aj &% .67 =
| 3
l by 8% & 3% . £ 3
‘ N
3
c) 13 3 23 = g) aE X b2 4 c2 % d2 =
1 1 1 1 1 1
gy 97 . 80 . 70 . h) «° . ve . 2% =

ATIVIDADE N@¢ 33:

” R Para efetuar as multiplicacdes e divisces de radicais se

guintes proceda da seguinte maneira: escreva cada radical na forma de
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poténcia de expoente fracionario, Aplique a volta de uma das proprieda
des distributivas da potenciagdo a expressao obtida e cologue novamen-
te o resultado sob a forma de radical.

vz .7 - £y W2
b}ﬁ.ﬁ.ﬁ= s)E
c) V3. 3[§:
h) YIS

d>F F\F e
?J_\

p\‘ = 1) 27 =

ATIVIDADE N@® 34:

1) Com base na atividade anterior escreva duas regras praticas:uma que
nos permita determinar diretamente o produto de radicais com mesmo
indice e outra que nos permita fazer o mesmo para a divisao de radi

cais com mesmo indice.

2) \plicando as regras praticas do item 1 resolva:

a)s .46 = g) J?;Tgi\/;Ezj A5 .
a2 A

C)m:ﬁ _ =
a) §10 _ J)g-.,f_;_-\l?'o %

Vs®

e) __jLE___ 3 1) ﬁ—%— .
Ve =
3
s 4 F. s, Ua « m40,5 . yo0,3-=

TEXTO N® 17: SIMPLIFICACRO DE RADICAIS

I
=
[
q

[}

.

<
)

Vocé ja sabe que existem varias maneiras de se represen-

tar um numero irracional. 3
Exemplo: 3 ’2'_ éﬁ _ éE' " é§' = 212 " . 20.333... =
= 1,25992...
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Analisando o exemplo acima vemos que existem infinitas ma
neiras de se representar um mesmo numerc irracional sob a forma de radi
cal, sendo que Y & & um radicsi que esta na forma irradutivel.

Dizemos gque QJ—§1: 21/3 esta na forma irradutivel pois a
base desta poténcia € um nimero primo e o seu expoente & uma fragado pro
pria e irredutivel.

Simplificar um numers irracional qualquer, sob a forma de
radical, significa encontrar um outro numero que lhe seja equivalente
que possua o menor indice possivel ou entao, encontrar um produto de

um unico radical, com menor indice possivel, por um nimero irracional.

Exemplo: Simplificar os radicais seguintes:

ATIVIDADE 35: Simplifique os seguintes radicais:

1) a] 16 2} 2 1Es =
a) 418 4 32
7) 1}a2 b?'

10) 218 =

ATIVIDADE N? 36: Resolva os seguintes problemas:

1)
a) Considere um tridngule equilaterc de lado 1 . Determine uma equagdo
que lhe permita calcular a medida da altura h desse trifngulo em fun

cao do lado.

)} Com o auxilio da equagéo encontrada no item a, determine a medida da

gltura de um tiranrulo equilétero cujo lade mede /3 cm.




a
1
|

e W Wy e W W v W W W W e W Y W W v O w W W v W Y v W W v w W

W W w W

c) Determine a area e o perimetro do triangulo do item b.

2) As diagonais de um losango medem 10 cm e 24 cm. Determine o perimg
tro do losango.

3) Calcule a altura de um triangulo isosceles sabendoc que os ladoes
congruentes medem 25 cm cada um e a base do tridngulo tem 14 cm.

4) 0 lado de um losango mede 17 cm e uma das diagonais tem 30 cm. De-
termine a medida da outra diagonal.

5) Um trapézio retangulo de 15 cm de altura tem as bases medindo 10cm
e 18 cm. Determine a medida do lado obliquo as bases.

6) a) Considere um triangulo equilatero de lado 1. Determine uma
equacdo que lhe permita calcular a area desse tridngulo em fun
¢ao do lado apenas.

b) Com o auxilio da equagao encontrada no item a determine a area
de um triangulo equilatero cujo lado mede ¥31cm.

7) Chamamos de geratriz de um cone reto a qualquer segmento de reta
que tem uma extremidade no vértice do cone e a outra num ponto

qualquer da circunferéncia da base.

a) Determine uma equagao que lhe permita calcular a medida da gera
triz de um cone reto em fungao da altura h do cone e do raio r

da circunferéncia da base.

b) Com o auxilio da equagdo encontrada no item a determine a medi-
da da geratriz de um cone reto cujo raio da base é 2 cm & cuja
altura & 5 cm.

8) Determine uma equagao que lhe permita calcular a aresta 2 nao per
tencente a base, de uma piramide reta de base quadrada em rungaoc da

aresta 1 da base e da altura h da piramide.

TEXTO N2 18: PENSAMENTO IRRACIONAL

Sempre sobra a pergunta: para Gue Servem oS nimeros ir-
racionais ? Por que estuda-los ? Jamais nos depararemos na nossa vida
diaria com uma situacao onde precisaremos expressar os resultados das
medigoes com numeros possuindo infinitas casas decimais. Bastarao al
gumas casas apenas. E claro que em problemas de carater geometrico
eles deverao aparecer, como vimos, para expressar as medidas de diago
nais de quadrados, de alturas de piramides, o quociente entre o com

. s g . -~ ih s
primento de uma circunferencia e o seu diametro, etc... Mas, na prati

39




40

ca, sempre que precisammosefetuar esses calculos precisaremos ape
nas de respostas aproximadas.

E sempre possivel. entretanto, tentar uma resposta...

Quando perguntaram a Faraday - fisico inglés do secu
lo passado que descobriu, entre cutras coisas, as leis da indu;éo
eletromagnetica que estao na base dos geradores de energia eletrica-
para que servia a ciéncia que ele fazia, Faraday respondeu, inteli
gentemente, com outra pergunta. Para que serve uma <rian¢a acabada
de nascer ?

0 matematico inglés Hardy estava convencido de que a
teoria dos nimeros em que trabalhava, para grande satisfacao sua,
nao servia para nada. Entretanto, hoje, a initil teoria dos nimerns
esta na base da atual teoria dos codigos, secretos e nao secretos .
0 purissimo Hardy encontra-se assim - coisa que o teria chocado
imensamente - envolvido na muito pouco limpa cifncia militar, ~nm
0s seus segredos e suas espionagens.

0 fisico Rutherford trocava dos que sonhavam, usandn
a teoria da relatividade, extrair a poderosa energia aramzenada nns
nicleos atomicos. Entretanto a engenhosa teoria dos atomos esta na
base da descoberta de mais espetacular fonte de epergia até hoje co
nhecidgz a energia nuclear, com as centrais nucleares, o lixo atami
co e as bombas... os acidentes (?)... Hiroxima nunca mais 7

Ndo ha ciéncia verdadeiramente inutil. Muitas vezes ,
descobertas aparentemente inlteis preparam, intelectualmente, o ca
minho de onde as aplicacoées irao surgir de forma inevitavel.

Assim aconteceu com muitos campos Aaparentemente in-
teis da matematica.

E os numeros irracionais ? Ha rara eles alguma perspec
tiva de aplicagao ?

Existe uma velha questdo, que até ns nossos dias a Ci
encia busca resolver, a de saber se o tempo flui de modo continuo
(sem interrupgaes) ou se o faz descontinuadamente, isto e, por ins-
tantes separados. 0Os relogios digitais da atualidade apoiam a segun
da hiﬁétese, mas a verdade é que estamos tao perto de resolver a
questao como o estavam os velhos gregos, quando a grande moda em
matéria de relégios era a clepsidra, um relégio de égua que apoiava
a primeira hipotese, isto e, a ideia do fluxo centinuo do tempo.

Poderia a matematica auxiliar os cientistas nesta
questdo ? A principal razdo que obriga os cientistas a saber o que
0s matematicos tém a dizer sobre isso & que o modelo quantitative da

continuidade & umalinha reta numerada.

S sk
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E uma linha vulgar ao longo da qual os matematicos dis

pem os numeros, seus conhecidos do estudo da Aritmética. Deste modo,
todo e qualquer ponto & rotulado com um numero, de modo que nao ha
qualquer intervalo nao rotulado.

A wais primitiva linha numerada nao e continua. Nela
figuram s6 os numeros inteiros 1, 2, 3, 4, etc., que, colocados a in
tervalos regulares, deixam obviamente falhas nao rotuladas. A primei
ra linha numerada continua foi a dos Gregos Antigos, na qual os in-
tervalos entre os numeros inteiros eéram interminavelmente subdividi-
dos e postos em correspondencia com os numeros fracionérios, aparen
temente sem deixar nenhum ponto por rotular. Essa linha fol chamada
"linha numerada racional'" porque ao conjunto dos numeros inteiros e
fracionarios chamavam os gregos "nUmeros racionais", por serem nume
ros que podiam ser expressos pela razao (ou quociente) de nameros in
teiros.

Para Pitégoras, a linha numerada racional representava
o modelo ideal da continuidade até que no século VI A.C. os proprios
pitagéricos acabaram por descobrir buracos no seu modelo e isso vo-
ce Jé sabe porque.

A descoberta dos nimeros irracionais, que os prorpios
pitagéricos acabaram por ocultar, implicava que a linha numerada ra
cional nao era, afinal de contas, o modelo da continuidade.

Nos seculos que se seguiram, os numeros irracionais fo
ram aceitos pelos matematicos como um mal necessario: necessario por
que a sua aplicagao nas descontinuidades da linha numerica racional
permitiu criar outra reta numerada "mais continua"; e wm mal porque
era ainda pouco claro como aplicar os numeros irracionais a linha nu
merada racional.

Havia muitos exemplos de numeros irracionais, mas nao
se dispunha, para esses numeros, de uma definigao mateméticamenteacql
tavel. Pareciam ndc se relacionar logicamente com oS numeros racio
nais, isto é, nac se conhecia nenhuma receita para se obter numeros
irracionais a partir dos racionais.

Em 1872, o matematico alemao Richard Dedekind encon -
trou umprocesso aceitavel para relacionar os irracionais com os ra-

cionais, dando o nome de "linha numerada real" ao novo modelo de con

tinuidade, por alusao ac habito que 0s matematicos traziam desde o
século XVI de chamar "nimeros reais" ao conjunto de racionais e irra
cionais.

Algumas decadas depois, outro matematico alem3o, Georg
Cantor, fez uma descoberta que iria acabar de vez com os preconceil
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tos em relagao a aceitagdo da linha numerada real. Com essa descober
ta confirmou-se que, embora haja uma infinidade de nimeros racionais,
como oS gregos suspeitavam, ha ainda mais numeros reais. Confirmou-
-se ser a linha numerada real, de algum modo, '"mais continua" do
que a racional. Veja so o que isto significa !

Na linha numerada racional, os numeros vizinhos encon-

tram-se infinitamente juntos, mas na linha real os numeros vizinhos

encontram-se mais do que infinitamente juntos. Mesmo com espelhos,is

so sera para nds uma ilusdo 1mpossive1 de criar. Considere dois espe
lhos um em frente do outro. Ao olhar para um deles vemos uma imagem
refletida da outra. Imagine que cada imagem & um ponto na reta nume
rada. .

Aproxime agora um pouco os dois espelhos. As imagens
repetidas serao comprimidas e o espago entre e=las diminuira. A dis-
tancia dos pontos numa linha numerada racional correspondera a  dis
tancia entre as imagens quando os dois espelhos estiverem infinita
mente préximos, ou, em outras palavras, quando os espelhos se tocam,
Mas a distancia entre os pontos numa reta numerada real devera cor
responder a distancia entre as imagens quando os dois espelhos esti-
verem mais proximos do que gquando se tocam, o que so pode acontecer

se os dois espelhos se interpenetrarem, como Alice, que entrou no es
pelho.

VYoltando a questao do tempo, ja nac basta saber se o
tempo é continuo mas, se o for, temos de apurar se & "racionalments
continuo” ou "realmente continuo".

Caso seja o tempo algo descontinuo, isto devera signi-
ficar que o que quer que seja no universo se desenrola como nas fitas
de cinema, imagem por imagem. E significa tambem que a existéncia tem
poral & uma sucessdo de tiquetaques moment3nsos, cuja aparéncia  de
eontinuidade e mera ilusao, como a criada pelo cinema,

Se o tempo é continuo, entao,coloca-se a questao de a
sua continuidade ser a de uma linha numerada racional ou real. Qual
quer dessas hipoteses é impossivel de ser verificada por medigao di
reta. Mas ja é possivel apurar algumas coisas nor =xperiéncias indi-
retas. Uma maneira bem simples & o de verificar se numeros racionais
sozinhos bastam para descrever quantativamente os varios fenomenos
naturais.

Ha muitos fendmenos temporais conhecidos que podem ser
descritos exclusivamente em termos de numeros racionais.

Exemplo disso € o movimento das cargas elétricas num
fio econdutor. Pelas experiéncias do fisico americano Robert Milikan,

sabemos hoje que as cargas elétricas sao sempre multiplos inteiros
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de uma carga indivisivel. Nos nossos dias ha alguma especulacao em
torno das cargas elementares, admitindo-se a existéncia de narticu -
las subnucleares chamadas "quarks", dotadas de carga elétrica que
valem —%— ou ~§— da carga elementar, mas nao ha qualquer indicio da
existencia de cargas eletricas relacionadas com a carga elementar

atraves de um namero irracional. Também em Biologia e em Quimica ,
muitos fenomenos sac descritos em termos de numeros racionais. Cada
espécie de planta ou animal, por exemplo, pode ser caracterizado por
um nimero unico de cromossomas na sua celula individual e este nﬁmg
ro, assim como o numero atdmico de um elemento quimico, & sempre in
teiro.

Apesar disso, a ciéncia necessita dos numeros irracio
nais. Durante mais de um século, os cientistas tem tomado nota, numa
lista ca@a vez mais crescente, de grandezas que dentro de teorias
cientificas comprovam a sua importancia na descrigao do espago-tempo -
Essas grandezas passam a ser encaradas como se fossem numeros irra
cionals. Por exemplo, uma dessas grandezas, a velocidade da luz, jé
foi medida até a nona casa decimal e ainda esta por aparecer qualquer
estrutura no arranjo dos algarismos. Quando expressa em milhoes de
metros por segundo, a melhor determinacao da velocidade da luz é
0,299792458. SO na Fisica ha mais de uma dizia de tais constantes ,
medidas c¢om certo numero de casas decimais, no maximo 11, e nem uma
telas revelou ter qualquer estrutura na sucessao dos digitos.

Esses fatos, que sugerem a existéncia de numeros irra
cionais em fenomenos naturais relacionados pelo tempo, deparam-se no
entanto com uma dificuldade, porque em gqualquer tentativa para me-
dir um numero irracional acontece que ele nao pode ser medido. Ao de
terminar um tal namero, nunca poderemos ter a certeza de gue na su-
cessao dos seus digitos nao exista uma estrutura,um qualquer segmen
to de algarismos que se repita indefinidamente.

De tudo o gue ficou dito conclui-se que ao descobrir
os numeros irracionais, os matematicos criaram ima possibilidade que
nao pode ser comprovada pet qualquer 1maginével medigdo ou série de
medigoes. No entanto, eles existem...

Convém estuda-los ? Ou isto seria uma atitude irracio-

nal ?

(Esse texto foi montado atraves da composigao, para fins didaticos ,
de trechos dos seguintes livros: "Ciéncia: Curiosidade e Maldigao "
de Jorge Dias de Deus e "Pontes Para o Infinito" de Michel Guillen)
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