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APRESER1:A(;ÃO 

Desde 1982, um grupo de professores de Matemática "de Campi­
nas, insatisfeitos com os resultados obtidos na sua prática pedagógi 
ca~ vem se reunindo com o objetivo de elaborar projetos de ensino-a= 
prendizagem que possam, aos poucos , alterar a situação existente. 

Esses projetos são aplicados em escolas das redes püblica e 
particular e avaliados periodicamente. A avaliação dos r esultados ob 
tidos na prática levanta críticas e sugestões que ~põem, frequente= 
mente, aprofundamento teórico e reformulações dos projetos já produ­
z idos, além da produção de novos projetos. Essa é a principa l carac­
te rística desse material: o fato de estar sendo continuamente refe i­
to. Outra característica dele é que , embora englobe o conteúdo de 5~ 
a 8~ séries, é apresentado em fascículos, permitindo ao professor es 
colher o momento mais adequado para trabalhar um certo tema junto a 
seus alunos. 

Contamos atualmente com 16 projetos que compoem os volumes' 
da série UTópico s de Ensino de Matemática". Esses fasc í culos repre -
sentam a mais recente versão do trabalho mas, ce rtamente, não a últi 
ma. 

Um trab~lho dessa natureza, só f o i e continua sendo possí -
vel, graças à participação contínua de professores que aplicam os 
projetos . Queremos registrar, portanto, o nos so agradecimento aos se 
guinte s professores qu e , durante esses anos, têm contribu í do na e la=­
boração e reformulação dos proje tos, trazendo c rítica s e sugestões, 
participando de r euniões e encontros com o propósito de r e pensar e a 
profundar qu es t ões referentes ao ensino da Matemática : -

Ana Maria C.Coimbra, Ana Regina P.B.Angi, Aurora S. Santana, Beatriz 
V.B.de Carvalho, Ca~em Lúcia B.Passos, Cláudia V.C.Miguel,Divina A. 
de Aquino, Eliza A.Mukai, Elizabeth A.Carrara, Gelson J.Jacobucci,He 
10isa de Carvalho M.Debiazzi, Jane M.da Silva Vidal, José Amaury AI=­
ves , Margali A.de Nadai, Maria Aparecida B.Pinheiro, Maria Clélia F. 
Jacobucci, Maria Lúcia Negri, Marília B.Pereira, Marisa S .Pinheiro • 
Travaini, Marta I. de Almeida, Neusa R.Ferraz, Regina Celi Ayres, Ro 
naldo Nicolai, Rosana Fávero, Rosemeire M.R.Silva, Sandra T.Cardoso~ 
Suely M.Gimenis, Susy M.Fadel, Teresa Neide G.Guimarães, Vi lma M. H. 
Si lva, Ya ra P.P.Bueno e Zuleide G. Paulíno. 

Campinas, feve r eiro de 1990 
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I N T R O D U ç Ã O 

o objetivo desta unid<ldp ~ f~ zer rom 

que voc~ compreenda as raz~es históricas e 

l óg icas que levaram i3. necessidadf! rle uma no 

va ampliaç ão do conceito de num~ro na l>1atpmá 

tiCA através d o surgimpnto dos nlJlnprOS ir r:l ­

c l onal5. 

Co mo vQce observara. no df"senvolviment o 

dpste tema, o teorema de Pitágoras pst~ lnti 

ma mente relacion ado com a n ecI? ssid:Hip ';essa 

a mpl i ação . 

Ao longo desta ur.idade a parecem te x tos 

Qu e procuram explicitar e esclareçer ,,\5 que~ 

tões filosóficas p lógicas que ps tão na basp 

dessa ampliação e a função que psses n ovos 

numeras cumprem na ciência corntemporânea. A 

esperança e que eles possam motivar" o S"1l PS 

tudo. 



ATIVIDADE N' 1. Cada numero raci o na l abaixo é d ado em sua r ep rese ntação 

fracionár i a . De te rmine a representaç';o dec ima l d e cada 

u m de l es . 

ai 1 e I 1 i I 2 n l . 0 1 
" 

2 100 3 2 

bl 1 ri 2 j I 4 oi ~= - -
'i 200 , 99 

c I 2 gl 5 1 I 1 r I 228 

l a 2 6 900 

di 3 hl l O m) 16 04 q l 1 

15 4 'i 1000 

ATIVIDADE N~ 2 . Cada nume r o racional abaixo é dado em sua representação 

dec ima l . Represente cada um deles na forma de fração p~ 

lo menos de 3 maneiras di fprpn ~ ('s sf'ndo 11m3 del a s UIll" 

fr ação i rre duti vPI . 

a I 0 ,1 o I 1, 6 " 
b I n.s f I 1 S , 3 2 

c I 0 , 15 " gl S. OlA 

" I 
0 . 235 , h l '1 .1 2 " 

TEXTO N! 1: Formas de Representação de um numero racional 

Ao e xecutar as ativid ades 1 e 2 voc e per<".:~bpn que : 50 exis­

te uma úni ca manei r a de r epresentar um numpro r acional n a forma decima l. 

Po r outro l ado, ex i stem i nf in itas maneiras de sr r eprpsentar um numero 

racional na forma fracionâria . Assim, as r~pre sentações fracionârias do 

numero raci o nal 1/2 s ã o todas as inf i n itas f rações que são equivalen t es 

a 1/2 2/ 4, 3/6 , 4 /8 . S/ 10 , ... ao passo qu e a r~pre5entação decima l 

desta mesma f r ação é 0,5 . Di zemos que 0 , 5 é um numero d e c i mal finito p~ 

ra d ife renciá-l o de outro s numeros dec i mais que possuem i nfinitas casas 

decima is , como, por e xempl o , 0 . 666 .. . Nu me r as como 0 , 666 ... ; 2 ,3131 . .. ; 

0 . 25333 .. . , etc ... qu e possu em infinitas c asas de cimais e um a. parte p~ 

riódica (parte Que se r epet e infinitamen te) s ão tamb é m chamad a s de DÍZI 
MA S PER I ÓDI CAS . En tre t anto , pOderí amos elimina r esta distinção cons i de­

rando todos os numeros r a ci on ai s na forma de c ima l como di zi mas p e ri ó cl! 

cas o Bas ta, para isso , r e pe ti r infin itamentp o algarismo ze r o nas " casas 

vazi as " dos" nume r os r1.ecimais fi nitos" , CQmo mostram os se,C!uinte s exem 

p I oS : 

0 . 5 " 0 . 5000 ... 

0 , IA := n ,l BOOO. 

I ,A3? := 1,437000 .. . 

18 . 0501 := 18 , 0501000 , .. 
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Po demos . ~1nda . fazer o mesmo pa ra os numeras natu rais 

( pois sao também racionais), O e xemplo seguinte nos mo st ra as infi ni tas 

repre sentaçõe s f['aci oná r ias ,jo número 2 e também a s u a rep re sentação de 

cima l 1nfini ta : 

2 .:: 
2 4 6 

) 

8 10 2 , 0000 ... 

4 5 

ATIVIDADE N!! J : ! 1 Escreva a r epresentaçào decimal i n finita de c ada nu 

me r o racional abaixo : 

a) 5 , .3 = d) 

b) 5, 805 ,o) O 

ç) 5 = f) 5 = 
8 

2) Esc reva a represen t ação fracio nária irredudv~l i a.:.: 

lIurne [' OS rl'l.cionais: 

a ) 0 , 7000 ... = c) 1,8000 .. . -
b ' 1, ')3000 . . = d ) 0,333 . , . = 

TE XTO N2 2 : Repr-ese ntação Feacionária das Dizimas Per i ódicas 

Talvez , voc ê te nha tido alguma difi c ul dade pa ra fa zer o ú l 

ti mo it em d a atividade anterio r, .! 

Essa dific uld ade pode se r traduzida pe l a segui nte pergunta: 

sera que par[l e ncontrarmos a representação fracionária de uma jizima p~ 

riódica, ~om perí o d o diferente de zero, devemos agir por te n tativas ou 

e xiste um mêtodo mais práti co que funciona bem pa r a todos os casos? fe 

lizmente podemos responder a esta pergunt a dizendo que e xiste um ta l ~e 

todo . A forma '1e uU 1 iZilr este método é d ustI'ada pel os e xempl os segui ~ 

tes : 

l~ Exemp l o ; Determinar a rep r esentação fraci oná ria do nume ro 

n.333 ., . 

1 9 Passo Chamemos rle x este numero, isto e, x .:: 0,333 ... 

rac i onal 

2 2 Passo ~ull iplic3ndo por 10 ambos o s membros desta i gualdade , vem : 

3 2 Passo 

42 Passo 

lOX .:: 3,J33 .. . 

Sub ~ raindo a primeira igu aldade da segunda temos : 

lOX - X ~ 3 , 333 ... - 0 , 333 .. , ou 

9X = 3 

Determinando o va l o r de X na ú l tima equaçao vem : 

X ~ 3 o u X = 1 
9 3 
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Conc l usão: 0,333 ... 
3 

22 Exemplo: Determina r a representação fraci onária do numero 

2 , 3 131. . . 

rac i onal 

x ,. 2.3 13 1. .. 

100X ~ 23 1 .3131. , . (mu l tiplicamos po r 1 00 ambos os 

da i gualdade a n te ri o r) 

membros 

99X '" 229 

229 
Logo . X '" 9'9 

( subtraimos membro a memb r o a igualdade 1 

da igualdade 2) 

Conc lusão : 2 , 3 131 ... = 
229 
99 

ATI VIDADE N2 4: Determine a representação fracionária de c ada 

racional abaixo : 

a) 0 ,111 .. . e) 0 , 1 212 . . . il 1.25333 . . . 

b) 0 . 222 . . . f) 1 , 7373 ... j) 0 , 999 ... 

c) 5 , 333 ... g) 0 . 8 218 2 1 . .. 1 ) 0 ,1999 ... 

d) 12. 777 .. . h ) 0 .2 5 55 ... . m) 1 , 3299 . .. 

ATIVIDADE NQ 5 : Responda : 

a) Quais sao os nu me ros que muI tip l i cados por si mesmos dá como 

o numero zero ? 

b) Qua is sao os numeras que multip l icados por si mesmos dá como 

O nume ro 1 ? 

c ) Quais s ao os nume ros que multipl icados por 51 mesmos dó como 

o nume r o 14 , 
d) Ouais sao o s numeras oue mu l t ipli cados paI' si ml"smos dá como 

o nume r o 100 , 
e) Ouais sao os nurnl"ro s que mul tiplicados 3 vezes por si mesmos 

produ to o nume r o 64 ? 

f) Quais s ao os numeras que muI tipl 1. cados 3 .... ~zes por 51 mesmos 

p r oduto o numero 1000 ? 

g) Quais sao os numeras que muI tipl icados 3 vl" zes po r si mesmos 

p r odu to o numero ( -1 ) ? 

h) Qua is os núm e r os que multipli cados 100 vpzes por s i me smos dá 

produto o numero 1 ? 

nu me ro 

produto 

produ to 

produto 

produto 

dá como 

dá como 

dá como 

como 

1) Quais são os numera s que multiplicados por si mp.smos dá como produto 

o numero (-9) ? 

,p Ou ando se muI tiplica um nume r o po r si mesmo ~ possíve l que o produto 

seja um númpro negativo? Por quê? 

3 
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1) Quando s e muI t i p lic a um numero J ve zes por si mesmo é possível que o 

produto seja um número nega t i vo? 

m) Quais são os nume ras que multiplicados po r si me s mos dá como produto 

o n umero 9 ? 

16 

ni Quai s sao o s numef'OS que multiplicados por s i mesmos dá como produto 

o número '1 .25 ? 

o) Quais ele vados quadrado dá 64 
? sao '.:> s Ilume ros 1 ue ao 

81 

p) 'Ju ai s el evado s cubo dá 27 ? sao n s numeras que ao 
1 25 

ATIVIDADE Nº 6 : Determine os valores de x e m cada uma das equaçoe s : 

a) x' 2S f) x' 400 1) x' - I S 

b) x' 49 g) x' m) 2x' - 16 =0 

c) x' -)6 h) x' O n ) 2 Xl _ 15", 185 

d ) x' O 1 ) x' - 1 O) x' 
e) x' j) x' - 27 J 

3 

,'EXTO Nº 3: TRIÂNGULOS RETÂNGU LOS 

Podemos defini r O re tângul o como se ndo um pol1gono que po~ 

s ui 4 lados , 2 a 2 paralelos e congruen t es e 4 ângulo s r etas e,o quadr~ 

da , como sendo um reL~ngulo que possui os 4 lados cong rue nte s . 

';Iu.:llqu8 r' retângulo possui 2 diagonais e se voc e pegar um re 

tân gul o , tl'açar urna dessas diagonais e cortá- l o com uma t esoura " e m ci-

ma" des sa dia~ona l V0C~ ob t erá 2 figuras idint i cas , isto e , 2 tri ângu 

los i dênt i cos. F'iSP S r. r i.1.ngul os sào especiais, pelo fato de possu ir~m '-!!:... 

â ngul o r e to. 

1'o ·jo triângulo <:jue pode sP r obtido a partir de um retângulo. 

e que portant o , pos~ui 1 ângulo r eto , será c hamado '-~e TRIÂNGU LO RETÂNG~ 

LO . 

Pelo fat o de os tr iân gulo s re tângulos fo rma re m uma classe 

especial t1e t- ri ângulos, os seus lados também recebem nomes espec i ais.Os 

l ados q ue formam o ângulo r eto , isto é, os lados d o retângu l o, s ào c h a 

mados CATETOS e o lado maio r do triângul o, isto é , a diagonal do retân ­

.gul a . é c hama da ,te HTPOTENUSA . 

~I:} s , paI' 'lUf' r',"l.z:1o seriam esses r :'I {mgul 05 retângulos tão es 

pecials ? 

É '1u(~ t'>xis r t> uma propriedade notável e de grande aplicação 

que r elac i o na os , J ~ldos desse rriângulo , isto é . os catetos com a hip~ 

tenusa. . F eSSA propl' i f'dAdt' ' IU f' você d e ,,('r .~ vF'ri fi ca r , ao executar a 

atividade S~~lIinte. 

. -- ----- - - _ . -

• 
§ 

• • • • .. 
• • 
i 

• ,. 
j 
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ATIVIDADE 11'2 7: Utilizando J fo lhas de papel milimetrado , cons trua os 3 

triângulos retângulos abaixo: 

na li fo I ha , o ó. ABe, cujos ca te to s Ãã e BC meçam r es 

pect i vamente 3 cm e 4 cm, 

na 2 1 folha. o 6. DEr. cujos catetos me çam 

mente 6cm e 8 cm. 

na 3 1 f olha , o l:J. PQR, cI.Jjos catetos meçam 

mente 4 em e 5 em. 

r'espectiv~ 

respectiv~ 

ApÓS isso, construa. em cada um dos lados d e cada triân 

gu l a , um quadrado cuja medida. dos lados seja i gua l à m€'dida de cada um 

dos ladns de ca13, trlângu l o . 

TEXTO N'2 4: 

Feito isso , r esponda: 

a) Qual é a are a de cad a um dos q uadrados que voce cons 

truiu em cada triângu lo? 

b) Se você reco r ta r os quadrados const ruidos s o bre os 

ca tetos de cada triângulo, é possível, uti li zando 2 

desses quadrados, cob ri r e xatamen te a superficie dos 

quadrado s constru idos sobre a hipotenusa desses triân 

gulos ? 

c) 

d) 

e) 

Que relação exi s te entre as areas dos quadrados cons 

truldo s sob r e o s cate tos e a a r e a do quadrado cons -

truido sobre a hipotenusa e m cada tr iâng ulo ? 

Verifique se essa relaç ã o cont inua válida para outros 

t r iânsulos retân B:ulos de sua livre escolha . 

Veri f ique se essa relação continua válida para tr i ân 

gulos que n a o se j am retângulos . Faça pelo menos uma 

tentativa . 

As tentat i vas de cob rimento do quadrado con st ruido 50 

b re a h ipotenusa. que voce fez na a t ividade anterior para o triângulo 

POR não foram , com ce r teza, nad a f ác ei s . Talv~z você ainda não tenh a se 

conve ncido de Que esse cobrimento é possivel como aconteceu para os dói s 

pri me i ros t riâng ulos . 

Acontece Que os dois pr i meiros c~sos constitu em exces 

soe s e, na maioria das vezes , ao esco l hermos triângu los retânguLos ao 

~, i remos nos deparar com casos semelhantes ~o terceiro , que exigem 

uma técnica especial de cob rime n to . Acompanhando o e xemplo abaixo voce 

a prenderá a dominar ~ téc n ica e. através ~esse d omí nio visualizar a 

possibilidade de cobrimento da superficie do quadrado constru i do sobre 

a hipotenusa de qualque r t ri ângulo r etângu l o . 

5 
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Consideremos um Ó. .ABC qualguer, cujos catetos meçam ~ 

e b e a hiporenusa m~ça ~ . 

Q 

Mr-____________ ~C 

p 

b 

N'"-------------~A~------~.--~\(.B 

s R 

A téc nica de cobrimento con s ist e no segu i n te : 

12 Passo : 
Desenhe , um ao lado do Qutro, os 2 quadrados con struidos 

sob r e os catetos do tri~ngulo. ist o e, os quadrados AC MN e ABRS como 

mostra a figura abai xo 

M,-____ ~b ______ , C 

I-'s'____ __ ~.'____ __ -. R 

b 

• • 

N "--------b--------.1.
A
----------- B 

22 Passo: 
Apague o lado ÃS do quadrado men o r . Coloque no l ado fm 

dessa figura, a parlir' do vértice N, a medida do lado do quadrado menor. 

Dessa forma , a medida do segmento NP sera ~ e, consequentemente, a medi 

da do segmento Pã será Q . 

§ 

" .fi 

• .. .. 
• • • .. , , , 
• .. 
.­.. 
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Ligue o ponto P aos vértices M e R da figura, f orma ndo 

o s segmentos P~ e PR cujas medidas s ã oiguais a x, isto é, PM e PR sao 

as hipotenusas dos triângu l os re tângu l os NPM e PBR r espec t ivamente , 

jos catetos me d e m ~ e b e Que es tào hachurados no desenho seguinte. 

cu 

C 

b -. 

5 • 

. ' . • 

N p b B 

3 2 Passo 

A figura acima f icou , dess a forma , dividida e m 3 partes 

e possui area igua l ao quadrado BCOP construido sobre a hipote nu s a. Pa 

ra provar isso. basta que você r ecor t e as 3 pe ças da fi gu r a acima e cu 

bra o quadrado como num q uebra -cabeça . A fi gura a baixo most ra a manei ra 

c omo a s 3 peças devem ser d i spostas . 

O I'<'"'==~_L--,--,~~~c--. P 

1 .. 
'~ .. '- " 

b 

c x B 

Podemos ago~a expressar em palavras o fat o q ue está co~ 

tido nessa brilhante téc ni ca de cobrime n to : 

"Em t odo t r iângu l o r e t ângulo. a ~ do Quadrado cons ­

t rui do sobre a hi potenusa é igual à s oma das are as dos 

quadrados construi dos sob r e os catetos ". 

Lancelot Hogbe n. em seu livro "Harav ilhas da Ma t emá ti ca" 

no s diz qu e "todo o mundo antigo - segundo nos reve l am os doc um e ntos en 

contra dos - conh ecia um método mui to simp l es de traçar â ngulos r etos,b! 

se a do no f ato de todo triângulo d e l ados iguaiS a 3 . 4 e 5 uni dades de 

comp ri men t o ~ necessariamente retângu l o . Uma ve lha lend a nos diz que 

os a rqui tetos sacerdotais d o Eg i to traçaram ângulos r e tos emendando 3 
7 
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segmen tos de co r d a de comprimentos i gua i s a 3, 4 e 5 unidades. Bastava 

dobrar a c o rd a emendada pel os nôs pa ra obt e r um pe rfeito triângu lo ret a n 

g uI o ". 

Esse f ato f amo s o , en tretan to , rece beu o nome de Te o rema 

de P i t ágoras . Ist o po rque a demonst r a ção d a va li dade desse t e orem a para 

qua l q ue r t ri ângu l o retângu l o se d e ve u a u ma e scol a de fil ôsofo s g regos 

chamad a e sc o la p ilagô r ica que exi s tiu por vo lta de 600 a nos ant es d e J e­

s us C/' i s to . Es s a esc o la possuía o b j etivos religi osos e c ientific a s e par~ 

c e te r s i d o P it ágo r a s o seu f u nd a d o r. A g r a nd e inf luênc i a e xerci d a po r 

el a na Gré c i a antiga s e deve u ao f ato , entre outros , de l a ter d a do u ma 

respos ta bastAnt (> o ri g inal a duas ques t õe s fundame ntais que preocupavam 

o s pensado r e s da época . O c ur ios o , entret a nto , é que essas questões co~­

tinu e m a inda , nos nossos t e mpos, séc ulo XX, a pre ocupar os cienti s tas 

O s egu i nte t e xt o a d ap tado de Jo r g e Dias d e Deus, doutor em Físi c a de AI 

tas Ene r g i as pela Un ive r s idade d e Lo ndres , procura c olocar em palavras 

s impl es essas q ue stões , Vamos t en ta r compree ndê-las e, e m s egui da , r erOI' 

narmos aos tem pos a n t i gos. 

UHA QU EST ÃO 

"Hoje , uma das qu estoes mais fa sc inant e s na ci enc i a ~ a 

o ri ge m d o uni ve rso , A qu estão não é nova pa ra a h um a nidade . Pel o contra­

r i o, rlesde t pmpo s anti Ros p I a se ma nifes ta no s mi tos da c ri ação. A si ­
b 1 ia nos f Ol' np c e m~ smo q u as ;:> que uma rece 1 '. a u t i l i z ada pe 10 c r i -3do r pa r a 

fa br i c a r' o Un. l'." ~ t·S{ ! ,> ) $ se res lU€ havt;>riam de povo á-l o ~ 'Jma r e c ei~a eS De c i 

aI pa ra a cr' r,ç ao lo Homem-A·Jão e daq ue la s u a cos t e l a mil a g ros a ['on a Eva 

- Hulher . Pa r .:! 1l ém d a be l eza poé tica e do engenho explica tico ,:ias !<lH os , ~Ioje 'c!' m 

d i a o qu e ~ 1·~ a J mpn t ~> fa sci nante! o fat o Ja ci ~ nc i a se at revpr a ~bo r ­

la r o ps tu ct o rJ o Un i Vf'T'S O como um t odo <;! c h ega ndo , po r i ss o . ao proble ma 

do comer; o . Lisa ,:! pnc i'l a t r e vi da c h ama - se cosmo l o g i a (estud o ·:to Co smos l . 

A c osmo logi a ,11t13 pa r ', o s f 6 s seis Cis ic os ( es trel as , c omet a s . gase s ln ­

lere s t e l .<! r f'S , r ad l.:l ç' ,; O r ósmic a ) q ue c ontêm 0 S s i na i s d o pa ssado. At rav és 

da a nálise desses J a lo s levantou uma re s posta . de g rand e aceitação a tua l : 

o c omeç o d o Ilniv .... r· so f o i um a g rande e xpl osão . Nos a nos 80 de nosso secu­

lo , a c osmol ogi rt ' e m ~ e n t3do e ncont rar r e s po sta pa ra a o r i gem da e xpl o ­

S.'lO inic i a l ,"> "1 1 !pi,] ,"' spe c u l at i vi'l. mai s l n t e re s sant e e a q ue propoe q ue 

o un ive rso Vf:' rn d o n ,l d tl. , d o '/ a zia . Em vez do c f'i a~j o [', o nada , em ve z da 

recpjt a. <1a c r I ~r;,.a , 0 '1c aso ;>. 'l flu t ll a ç no " , 

A OUTHA QU ESTÃU 

" As ço tsas s a o como s a o o u t e r ã o uma estrutura i n terior 

que, de a l gum .'nado , 3 S e xp li c a? 
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Imag ine uma experiência. Parta de uma banheira c h e ia de 

á gua .Tire um balde de ssa água . Encha um jarro com a água do balde. Passe 

a água do jarro pa ra um copo. Do cop o para um c á li ce. Retire do cá li ce 

uma colher d e chá c om água. Com um conta-go tas e x t raia uma gota d e agua. 

E continue por ~i. Po demo s fazer 1sso ind e f inidamente? A água continua­

ra s e mpre a ser a gua ? Por me nor que seja a parcela q u e se tome, a agua 

se ra semprp água? A re s pos ta a esta Questão r edu z em-se a duas: 

I! r espost a : A água s erá semp r e água, por ma is Que se d iv ida (no f undo 

pensa-se a agua c omo uma coisa continua. semp r e i gual "lté ao infln1 tame n 

te p e que n o) . 

2! resposta: A agua deixa de ser a agua que se conhec e quando se vai p~ 

ra esc alas me nore s. (Pensa-se que há descontinui dade na estru tu r a da ma­

tér i a.a ap a rênCia escondendo uma r e ali dade di f e rente) . 

0 0 c omeço do nosso sé c ulo houve uma d iscussão cé l e bre so 

bre esta questão que colocou fre nte a fre nte dois famos o s cie n tistas. De 

um lado Ernet Mach ( 1838 -1 9 16 ) , Que de f e n d i a a primpira r e spost a , isto é . 
que nao have ria lugar par a estruturas e expl icações profundas . Do ou t r o 

lado, Lu dvic Boltzmann ( 1844-1906), que a c red it ava f e r vo r osamen t e na e x 

plicação das coisas p o r estruturas mate r Iais in terna s : o s átomos e a s mo 

léculas. r·lach , risi co e fil óso f o , e com uma hoa dose de arrogânCia , ga­

nhou a dicuss ã o . Boltzma nn , o gê niO visionár io, suic i dou - se desiludido , 

incapaz de c o nve nce r os seus co legas cientistas da r~alidade dos átomos e 

das mol é culas. Os átomos e a s moléculas, po r~m J e xi stem . Se r eduz irmos su 

fi c i e ntemente as dimensões com Que olhamos a água - ate a mi lé sima par te 

da mil io nés ima parte do centimetro -. deixamos de ter o fluido água e e~ 

tramos no mundo d os átomos e moléculas . um mu ndo de percursos d e sordena­

dos e Choques caóticos. E a c a bamos nos átomos e nas mo l écu las? A Fí sica 

do nos so século passo u dos átomo s e das mo lé c ul as aos núcleos dos Át omos , 

ext r ai n do deles as particulas elementares (os prótons, o s nêutrons, os 

mésons). E hoje tent a - se extrair de dentro das pró prias pardculas ele -

m~ntares as s Ub-partículas que as constituem: os q uark s . 

As co isas nào são infinitamente iguais a si própr i as ~ 

do se desc e de n t r o d e las em profundidade . Há uma ~strutura. !>lelhor, h á 

muitas estruturas , umas dentro de outras, justificando-se u mas pelas o u­

tras . Uma infinidade de estruturas? Uma infinidade de de scontinu idades ? " 

o Ret o rno 

Por volta do sécu l o V ~ de ~ ~, nas regi ões d a 

J~n i a (sul da costa ocide n t al da Ásia menor) e d a "Gr a n de Gr~cia " (Sul 

~a península italiana e S i cília) v á r ios pe ns ado rp s t e nt a ram d ar respo~ 

tas às duas q u e s tões Que co l ocamos anteriorme nt e - Tales de Mil eto foi o 
primeiro p e nsado r a te r a audácia de propo r uma v isã o de ~njunto da ra 

9 
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tureza . Imaginou e l e que ~ agua f osse a ~strutura e a forç a geradora de 

t odas as c o i sas . Justifi cava essa visão mostrando o papel da ág u a na vi 

da das p l antas e dos a nimai s e s o b re a impo r~ância fundamental dos rios 

nas ci vilizações que conhecia. A água , s egundo e l e , é v i da e principi o de 

vida, t odas as co isas de l a p rovêm e a ela val tam . 

Anaxima n d ro a profunda mais a v isae de Tales . E l e s e r e cu 

53 a reconhpcer que a n ri gem e estrutu r~ das coi sas estivess e em algo que 

pudesse sp r ~ bserv8do . ( ~ principio deve e sta r a l~m ~e t udo O q u e pod emo s 

"" bsp.r 'Jar ' .; P!"l c hamado, pois, ~ i nd e te rmin ado . 

Anaxtmenes propõe ser o ar o principio d e t udo e a es­

t rutura e xp li c ati va de t o dos as co isas. Dizia ele ser o ar , e l emento in­

visíve l e imponderáve l,quase 1nobse rv á v e l, a própria vida, a força vital, 

a divindad e q u e ani ma o mu ndo, aquilo que pro va a e x istênci a da re sp ira­

;ão, E o SOP!'O da r espiraç ã o s igni fica vida . 

En tre outras respostas , 'i dos pi t a gór i cos d istinguia - 3e 

por sua o r iginalidade . Dizi a m e l e s q ue a explic a ção rac i onal de to(!as :::os 

co i sas ba seava-se no arranj o das parte s que ~ c onstituiam (forma ) ::. ~ 

re 1 açõe s q uan ti ta ti vas ~ govern a vam ~ arranj a s. Em out ras pa 1 aV, 'ls . 

.:::.IS coisas !';(> e xplicam pela hal'monia e pelo numero. 

Pela primeira vez na hi stó ria d o pen s amento humano apa r~ 

c i a a ousada conc e pção de que a compreensao e a explicação dos f e nômenos 

da natureza r'eduziam- se a r e l ações numéri cas, a expressoes e leis lla t ema 

ticas . 

É c l a r o que os pitagóri cos nao c hegaram a essa conc lusão 

at r a vé s de sj mp lps especulaç ões . Tinh am r azões para acreditar n i sso . Che 

" 
j 

li 

• .. 
ga r am a mostl' a r, "'nlre outras c oisas, como triângulos equl1áter·os podem __ 

ser ob tido s IJnS a parti r dos out r os par t indo-se d e uma figura geométrica 

e que essa g P!" lÇ;() p. ~o"ern :l da pela l ei ma t emática : l-l- 2 .. 3 ....... n== n(n +l ) . 

2 

,;r e me s mo no domíni o da musi Cil PUágoras realizou g r a nde 

descol.Jer1a. :"lt !·a'Jf'S ' lp e xper· i ênc l as f e i tas com um instrumento mus i ca l ccm • 

uma só co r (!a e um c ava l e t e , que ao ser deslocad o div ide a co rda em ·-j o 1s 

segmentos na r-a Z3Q 'lue se qui se r , 

segmentos formados rld co r d a a fim 

ve ri f ic a u que: " o s comp r'imen tos dos 

de ~ue ela ~mita sons em i ntervz l o s de 

o itava , ~st ~o e ntr p si na r a zio d e 2 para 1: pa r a que emita son s e m in 

r ervalos d e '11111'11 ,1 , )S comprime n t os tjeverao ~sta r na razão de 3 pa l'a 2 

'<> m i n te r val os ' l e 'llJ ar l ::l., na razão <1e 4 pa r a 3 . Corno P i tago r as deve te r 

vibrado d e e rlL u siasmo ao verifica r c omo at~ o prbprio som - qu e slgn1f! 

c ava a próp r ié1 h ,l/'morli.. - ;1o d ia. se r~rlll~ir -:l r~J3c õe s nume ri cas s im 

pIes 

r·l as I ver'i f i c ac;ao 'll.:l i s simp l es ~ m.:lis be l a e r a , sem c!ú vl 

da, aqu eLa f"Ot·lle>rlda pe l o ce l ebre :'eo r ema ':tu.:' ÇH l':a semp re fi cou ,-:o nhec i ­

rln com 0 n O fTIP dto t'~OI'p ma lto pitágol'as." 
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ATIVIDADE N2 8 

a) Um t ri ângu l o que possua os lados medindo 9 em , 1 2 em e 15 em é ou nao 

um t ri ângul o retânguLo ? Por quê ? 

b) Um t ri ân gulo que possua os l a dos me di ndo 0 ,8 em , 0,6 em e 1 em é ou 

nao um t r iângulo retângulo ? Por que ? 

e) Um t r iângu l o que possu a o s lados medindo 2 em, 2 em , e 3 em e o u nao 

um t ri ângulo r etângulo? Por quê? 

d) Quanto deve medir o lado de um quadrado cu j a a r e a é de 64 cm 2 ? 

e) Quanto deve medir a hipo tenusa de um triângulo retângul o cUJos 

tos medem 6 cm e 8 em ? 

cat~ 

f ) Quanto deve medir um dos catetos de um tr i ân~ulo retângulo sabendo que 

o outro cateto mede 9 e m e a hipotenusa lS c m ? 

g) Quan t o deve medir um dos catetos de um triângulo retângulo sabendo que 

o outro cateto mede 20 cm e a hipotenusa 2S e m ? 

h ) Qua nt o mede a diagona l de um r etângulo ~ujos lado s perpendiculares me 

dem 30 c m e 40 c m ? 

1) Quanto deve medir a hipotenusa de um triângulo r 4 tângu l o cujos cat e -

tos me dem IS cm e 20 em ? 

j) Quanto deve me di r a hipotenus a de um t r iângulo rptân~u l o cUJos cate ­

tos mede m 1 em e 1 e m ? 

TEXTO N!! 5: A EN CROZILHADA 

Parece que ao te n tar re~o lvpr o it e m j da atividad e ante 

rio r voce se deparou c om probl ema sé r io' Vamo s retomá-lo ago r a: Qual e 

a medida da hipotenusa de um triângulo retângu l o cujos catetos medem lcm 

e 1 em ? 

É lôgi co que nao pOdemos duvidar da e xistência de um tal 

triângulo uma vez q ue podemos construi-l o com régua e compasso. E se ps 

se tri ângulo ex is te, deve també m existir algum n umero qu~ represente a 

medida da h ipote nusa ãe. 

c 

" 

Que nume r o e esse? Vamos chamá- l o de x. 

É c laro que, com o auxilio .jt~ Lm compasso, podemos 

transpo rtar a hipotenusa BC do A ABC para a reta nu 

meriea c omo mostra a figurA. Percebemos , então , que 

o n umero x, que expressa a medida da hipotenusa, cor­

responde ao pon to P da cet a numeric."l . O numero x,po!:, 

tanto. deve ser maior ~ue e menor que 2 ou me lho r, 

O .. ' : B M N mai o r que 1 e meno r que 1.5 
AC-~~,~,~"--J~C---~C-------~2------------~Jc----------- uma vez que P es tá si 

11 
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Luado a esquerda do ponto med i a do segmen t o Br~. 

Po demos comp r ee n der esse mesmo f ato sob um out r o aspecto. 

Sabemos que , como o triingu l o ABC ~ r etingulo , entio , as medida s dos 

seus l ados es tão r e I ae i t"lnada s de acordo com o Teorema de P 1 tágoras. Logo , 

x' 2 

Como determinar o valor de x nessa e quação? 

P"lI' <J, ·iererminâ-lo devemos perguntar qua l ~ o núme r o Que 

multip li cado por :;1 mesmo iâ 2 . E 3 i a difi c u l dade geometrica s e transfor. 

~a numa ,jifi cu ldade a l'itmet ica. Já s abemos 1 u e ess e n~me ro exis te En­

tl' e tan to, ~ núme r o não pode ser i nteiro. Po r quê? Simplesmente, po r- ­

que s e x '" 1 =::;::(> x
1 

" 2 e s e x 2 <==C> Xl '" 4 -I 2 . Isto sisznifica que 

,x deve ser um nume r o mai or d o que e menor d o que 2. 

Deve s er, portanto, um núme r o racional maio r que 1 e me 

no r que I, S c orno nos informa a figura. 

Tomemos o número ~ que esta entre ambos e o mu I tipli -

quemos por si p r op ri o . Temos: 1,4 1,4 = 1,96, Então, o número proc~ r~-

lo de~e se I' maIor que 1,4 e me no r que 1 , 5. 

• • • 
St!gu indo esse mesmo processo iremo s encontrando nu:n"' !'OS • 

'1ue ~levad os ,"lO qULl d r'ado ~ s t;) o c ada vez mai s pró ximos de 2 mas nunca .: h~ 

garemos 3 encontra r a própri a 2. Obte ri amos pa ra x , por apr~ 

ximaçoes s ucess ivas, um n umero com infinitas casas decimais. Damos 

xo a l g umas apr0ximações , 

x J ,41. . pois x' ~ 1,9881 

x ,414. po is x 
, 

= 1. 999396 

x J ,414 2 . po i s x' - 1,99 99616 

" J. ·-114 2 1 pois x 
, 

= 1,9999899 

x J . 414 2 13. , p0 1S x' • 1,9999984 

x 1 , ·114 2 135 . pois x = 1 . 9999998 

'lbai 

'/ 0 (' '''' .lP·JP es ta r pensando que se c ontinuáss emo s e s se pr,2. 

c esso C0m mã 'luina s t: :,l c ulad o ras mais potenres, talvez até com comput a do­

re s , poderiamos c hcgi':lr il uma conc lusão: ou o processo terâ um l imite e x 

s eria um número raciona l finita ou e n tão o proc e sso não t e ria um 1 imi tl~ 

e x s{~rja um númet'o rac i ona l per i ódico . Ac ontec e, e ntretanto, que 3. S mais 

po t e ntes mãqui nas rle ~u e ,jispomos 3 l ua l ment e não poderia c he g ar a nenhu ­

ma dessas du':ts (' o nc lu sões . E nem precisari a m. Isso po rq lte , os própriOS 

piLagó ri cos , muit o tempo a nt es de J e sus Cri s t ,) n .'l.sce.r , já tinham 3. cert~ 

z a de q ue n·~ ll tl u:ll a ,j"55a s d uas conc lusões e r .:l c orre ta . O número x não P,2. 

deria sei' ntom 11111 f' aci fHl a l finit o ,~ ne m 11m z"lc i i)ndl in fi ni t o . Isc o ê . não 

poderia se r' Iml m:lmero raci o nal . 

E Ilfio pl'e ( ~j S ,' f "H"! util i za r ner,huma máquin a , nenhum o u-

t r o in st.rume nt o j p cá l cu l o pa l' a c h egar a es sa c o n c lusão , Uci lizara m so­

mente o poti0 r' jo T'pnsaruento e ,ja imag inação . li mét'odo que util i zaram p~ 
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r a chega r a es s a concl usilo f o l o ~ dedutivo e dentro des t e mé todo 

u m tipo especial de demo nstração chamada redução ao absurdo ou método i n 

d i reto de demonstração . 

o tex to e as ativida des qu e s e segu e m serão um des a fio 

para voc ê. O obj~tivo d e l as é fazer com que você comp r eenda c omo o s nos 

50S antepassado s demonstraram que x (a hipo t e nusa d e t riângulo ABe) não 

pode ser u m número raci o nal . Grande par te dos e xemplos em Qu e nos base a -

mos para a elaboração d e ssas atividade s f oram e x traídos do Livro 

tria rl od e r na. p a rte t ri e Edwin E . Mo i se e F l ' )yd L . Downs. 

TEXTO N 2 6: DEf<fONSTRAÇÕES DIRETAS E I NDIR ETAS 

Ge ome 

Ao estudar anteriormente alguns tóp icos d e geometria vo 

ce já teve oportuni dade de fazer al g umas demnnstraç õ~s d i r e t as que lhe 

deram base para compreende r como funcion a um sistema ~idutivo . Um a dedu 

çao sempre se base ia em cadei a s de s il ogismos . Estes, po r 

compos t o s de d uas premissas (tamb é m chamadas de hipó t eses 

s u a vez , sao 

o u f atos) admi 

t idas c omo verd a deiras e da c onc l usão base ada nesta s prem i ssas ou f atos . 

Exemp l o: 

fato 1: Todos o s homens s a o mo rtais 

Fato 2 : Sócrates ê homem 

Conc lusão : Sócrat e s é mo r tal 

CO mo nos di z Ben to de Jesus Car;lça , a f'latemá tica e uma 

con s trução progressiva f eita à c us ta de conceitos e de afirmaçõe s feitas 

sob re esses c onc e itos. Em momento algum dessa con strução s e pode tolerar 

cont r a di ções . Não se pode admitir que no nosso racioci nio e xis tam ao mes 

~ tem po duas af irmaç ões que se con t r a di zem . Em t o da de mo n s tração deve ­

- se , portanto. evitar ~ contradições. Ist o ~ . deve - s e obedecer ao Prin-

cirio d a Compatibilidad e Lógica Que nas c i ê nc i as ~ ge r'al r ece be o 

de pr inc i pio do acordo da r azão c o nsigo própria. 

nome 

Nas d e monstra ç ões indire tas parte-se de uma hipótese ~ 

nega ~ fato ~ ~ Qu e r provar ( t e s e) . Em s e g ui da c o l oc a-se um fato co 

nhecido e já a ce i to Que contradiz ~ hipótese just ame n te para provar a 

ve r dade da Te se inici a l Que havia s i d o negada . Ex emplo: 

Tese : Não está c h ove ndo 

Hieótese: Está c h ovendo 

Con c l u são resultante da 

lá f o ra. 

lá f o ra 

hq~ótese : Se e stivesse c h ove ndo , 

essas pe ssoas entrando 

p e la p o rta e stariam mo 

l hadas 
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Fato conhec i do que contradi z a conclusão anteri or : 

r,las as pessoas nao -:-stão mo lhadas . 

f'onc!llsão: flã o e s r á >::: hovendo l á fora. 

AT IVI DADE r1 9 9 : Ass i na l e com um X quais d o s segui n t es a rgu me n tos s a o 

"xc-mp l os le r acioclnio inl'jirpt'o , 

1) ( T n d w; ')5 mpn i nos gos t a m ,je jogar fu t e bo l, r~eu i rm~o tem 1 1 a no s , 

l Og 0 , melJ irmão gosta de j o gar fu tebol , 

2 i ( 

3) ( 

41 ( 

ó) ( 

Já deve te r passa do das 16 ho ras . Se ainda nao fosse 16 horas,eu 

esta t'ia 0 IJvindo o ba rulh o da const rução . Eu não ouço nenhum b a ­

rulho , 

A t empera tura lá fora d e ve esta r aba ix o d e zero. Se nao e s tive 

se i1t.' ~i :w 'ie 7.e r o não haver ia ge l o n us vidraças. ""as há g el J .l :? 

go a t emp~r~t u r3 lá f o ra está abaixo de zero. 

Som ~~ n tp. ppssoas neglige n tes come t em erroS . Eu nunc a sou ne~lig"'­

t e , I'o l' tanto. e u nunca cometo erros . 

D.'v" "!; t ,H' n. l ho r[l do a l moço . Se não e s t i ve sse . "'U nal') ",,,; ',ri. 

CC'O! f ome , Porti1nto , deve e s tar na ho ra do a lmoço , 

o mJme r'o p de ve se r par . Se e le não f osse pa r, e ntão , e l e nao se ­

ria ,1 i vi s í ve l po r' 2 . Entr~tanto, o n~me ro p ~ divisive l po r 2 . 

LllgO, r ;, p;:u' 

ATIVI DADE 1'12 10 : Pa r a ca.d a. raci oc l n i o indireto 3ssinal arl o na atividade a n ..i 

ATIV IDADE r1 2 1 1 : 

te~ i o r identif i que : 

a) a tese (a a f irmação a ser demonstrada) 

b ) a hip6tese f e i t a (a negaçio d a t ese) 

c ) a conc lusão re s ul tanr e da hi pótese fei ta 

I ) O r a to conhe c i (10 q ue cont r a di z a h i pó t ese feita 

I , Esc r eva o conjunto d o s n~me ro s primos ate 20. 

Decomponha em fatores p1'imo s o s se guinte nume r as : 3~, 

50 , 134 , 82 , 100 

3 , ns números p e q foram decompostos em fatol'es 

mos'" o bteve-se as seguin t e s f atora ções : 

p = 2 . 3 l ,5 

pr..!. 
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a) Col o que V OU F" nas afirmaç oe s abaixo : 

o nume r o p é di v i sive l por 2 

O numero p é d iv i sivel por 3 

5 é divisor do nume ro p 

O nume ro p é par 

10 é divisor do nume r o p 

7 e divisor do nu:nf' ro p 

2 e diviso r do nume r o q 

5 é d ivi so r do numf' ro O 

2S ê d iv iso r do nume r o q 

o nume ro q é divi sível por 35 

o nume r o q é par 

b) Determine o conjunt o de todos os di visore s de p. 

c) Determine o conjunto de todos os ~ivlsores de q. 

d) Di ga qua l é o nume r o p ~ qual P. o numero q 

ATIV I DADE N"! 12 

Complete as se n tenças abaixo com a s pa l avras par ou í mpar 

1- O produt o de 2 numera s pares é um nume r o 

2 . O produto de 2 nume r o s impa r es é um numero 

3 . O produ to de um numero pa r por um ímpar á um num~ r o 

4 . O quad r a do de u m numero par é um numero 

5 . O quadrado de um nume 1"'0 {ropar é um numero 

5 . Se o quadrado de um nume ro 2 é um nu me r o par . p nt.~o , o nUffiPro p 

e 

7 . Se o quadrado de um nume r o ;>. é um numero ímpa r. e ntão. o numero 

e 

ATIVIDADE No;! 13 

D01s número s p e Q f o ram dec ompostos p. m fat~rps e obtpve-se as seguinte s 

fa to raç ões: 

p 2 . r onde .!: nao e primo 

q = 2. 3 .5 onde s nao é primo 

Di gA s€' a s afirmaç õe s s:io ve r dade i ras ou fal s a s . .fustif i que s ua respos ­

ta. 

1 . O nume ro p e um numero pa r 

2 . O numero q e um numero 1mpar 

3 . Não e x iste ne nhum divisor comum e n tre p P q 

4 . A fr açao ~ e stá na f o rma irre dutíve l 

O 
15 
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TEXTO Ni 7 A demo n s t r aç ã o sut i l 

Você ago r a es t â e m condi ções d e comp r eende r porque a 

hi po tenusa de um t r iângu l o r etângu lo cujos ca t etos mede m 1 e m e em 

n.1.0 pOdE" se r' um nume l'O rac i onal . 

Demonstração 

_. . 
rESE: x nao e um numero rac i ona l 

HI PtlTES E I Va mos s u po r que x é um num e ro r ac i o nal . ~ 
A 1 B 

Fato 1 . ' Existe , necessa r i amen t e, uma fração i r redu t 1vel __ p_ , Q f O 

q 

que é igual ao número x (con sequência da hi pótese ) 

Fato 2 . x~:: '2 ( Aplicando o teorema de Pitágoras no Ô ABe ) 

Fato 4. 

Fa to 5 . 

fato 6 . 

Fato 7. 

Fat o 8 . 

( Fa r o 1 e fato 2) 

2q1 (r'lu lli pli cancto am bos os membros 1a equa ção do fa­

to 3 po r ql ) 

um núme r o pa r pois na decomposi ç ão em fato res de pl 

apa r ece o f a t o r 2 (ve ja fato 4) 

P f' um nume r o p a r pOiS o seu q u ad r ado é pa r ( veja fat o 51 

9. e um nume r o lmpa r pois se p é pa r tfato 6\ ~ a f'ração~ 

q 

~ irre' lutive l {fato I ) }então
j 

q nao po de se r pa r, 

Como p ~ par ( f a to6) , então. o fator 2 deve aparecer em sua 

d ecomposiçào e m f ato r es, Se chamarmos de .!: o p r odut o 105 de 

mA H:; f'l to r'ps p,'l mos q u e 3parecem na (1ecomposição de p,então . 

p '" 2 r, 

Como . pelo fa t o 4, pl "" 2q ' e J pel o fato 8 , p -'" 2 r. e n t ão ) se 

s ub s l I tuirmos n a p r i mei r ,"!. rles sa$ i'quações p po r 2 r vem: 

(2 r' ,I ~ ? q 4 r~ == 2q~ 'l' = 2 r ~ 

Fato lO : III é um núrrtP c Q pai' pois na SUtl jp composiç.3.o em f atores 

,'p cp 0 falo l' 2 ( vej a f ato 9) 

ap~ 

Fato 11 q ~ pa I' pois , pe l o f ato l O, o se u ~uadrado & p a r. 

faLo 12 : OS l~ t os 7 e 11 s~o cont radi tórlos pois o p ri me iro a f i r ma 

qu ,~ q (. um número í mpar e o segun llo afi rma que '1 é um núme-

ro p<1r. 
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A con trad i ção existe porque um me smo núme r o não pode ser, ao 

mesmo tempo, par e impar . 

Conc lusão: O número x não po tle s er raci onal pois essa hipótese nos l e 

vou a essa contradição . 

TEXTO r~1! 8: A Queda de uma Crença ~ a Reação Silenci osa 

A de mo nst ração anterior não ~~mapenas importância mat~ 

mática . Ela tem consequências no plano filosóf ico POis significou um 

desme n t i do brutal à crença pltagóri ca da ordenação matemática do cos 

mos. A natureza das coisas quiz que f osse precisamente at ravés da 

mais bela das suas conquistas - o teorema rtP. P itágoras - que esse 

desme n tido houvesse de ser p r o nunc iado . Como você viu, não eKis te um 

núme r o que represen te a medida da hipotenusa de um t r iângulo retângu ­

lo de ca tetos un i tários. Que va l or teria. pntão . a a firmação de que 

os 'l>rinc ip ios dos números são os e l eme ntos de todos o s seres ", que " o 

ceu inteiro é harmonia e número " ? Que val or tem ela , se os numeras 

nao podem dar con ta , seque r, desta coisa simpl~s ~ ~l p.mpntar que e a 

med ida da hipotenusa de um triângul o r~ tân~ul o ? 

A demonstração anteri o r tem tamb~m um s Ignifi cado geo­

mét ri co que é o seguinte: não exi st e numero raci o nal ~ l gum que possa 

expressar a medida da hipotenusa de um t ri ângu l o ret~ngulo de cate t os 

unitários Quando utilizamos comounidade de medida um ôos catetos des 

se triângul o, Em outras palav ras , po r mai s que rlividissemos em partes 

iguais um dos catetos do II ABC, jamais poderÍamo s cobrir e xatamente 

a hipo t enusa deste triângulo . mesmo que o processo dp subdivisão fos 

se inf in ito , Em matemática, dizemos que ' do i s segmentos que se compor­

tem desta maneira, isto é. Quando não exis t e uma frnção que ap li cado 

a um deles resulta o outro. se chamam SECf'lENTOS INCOf-1EN SURÁVEIS. 

No dia em que f oi descoberto o f enômeno da income nsur~ 

bi l idade de segmentos, a escola pltagóri ca estava ferida de morte. 

Como conciliar a teoria com o f enômeno da incomensu ra­

bilidade imposto por considerações de compa~1bilidade l ógica? 

Como r eagiram os p i tagóricos ? 

"Certa noite, SOO ano s antes d o nascime nto de Cristo. 

um viajante chegava ~ uma estalagem grega , p~ra ~li p prnoitar. Duran­

te a no ite f o i a cometido po r violento mal, O viajant~ pra pobre e mi­

serável . mas seu hospede i r o , compadecido, tl'at0u-o com desvelo e f ez 

o possí ve l para ajudá-l o a res tabp l ecer-sp, Em v::\o : o es tado do doe!! 

t e pi o rava, e ao percebe r e l e que iria mo r rer sem possibilidades de 

i ndenizar o esta lajadeiro pe l os seus E's f orcos, ppdiu um;:!. lousa . na 

17 
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qual t r açou tão $o rn e nt e , com mao trêmula, uma figu r a geométrica - um 

pe n tágono es t r~ 1 ,do . Em seguida mandou que o hospe de t r o afixasse a 

10 US8 à. por t, 3 '1e .5f' U ·~s tabe l ecimento : mais di , 'Jle n os dia haveria de 

se r recomp en s adú . Logo depo is o ho mem mor r i'}. Escoou-se l ongo espaço 

Je tempo . Ce r to d i a um viajan te que pass a va ·je s c obriu o sinal na est ~ 

lagem. en t r'Ou, ind agou do hospede i ro a or i gem do d esenh o e recompen sou ­

-o , -:! nt ão , p vodigarnen te pe la s ua c a r idad e . As sim conta Jâmb li c o , filó 

sa f o , matemáti co .? histo riado r r omano, acrescentando que tan t o o via 

jante como O que i e r 3 a r'ecompensa hav iam pertenc ido à escola do gr3!:! 

d e sáb i o Pitágo ras . . Os pitagórl c os , ge r almente prove n ient e s da aris 

toc raeia , f o r mavamuma soc i e dade esoterica, cujo emble ma e r a o pe n tag~ 

no estrelado. As pessoas que participavam dessa s oc ie dade f ec hada com 

prometiam - se a sev e ra o bediência e pro f eriam o sagrado j u rame n to de 

jama is cevelar um seg r e do. 

Um dos maIS precisos indicias de que isso e r a verd ade 

e a seguint e passagem t r ansc rita da o bra de Pluta rc o, esc ritor gr'=&0 

nascido por volta Jo ano 50 d a nossa e ra: 

.. ,diz-se que o s pitagóricos nao q u e ri am por as sua s 

obras por escrito , nem a s s uas i ntenções, mas imp r imiam a c iência n a 

memória daque l es q ue eles reconheciam digno s d i sso . E como algumas ve 

zes comun i ca r'am a l ~uns dos seus mai s intimo s segredos e das mais es ­

condidas su t ilezas d a gl!orne trl a a algum personagem que nao o mpr~cia , 

e le s r:liziam 'lue os deuses po r pre ssági o s ev i de ntes. ameaçavam VInga r 

este sacril~gj o ~ esta impiedade, com a l g uma g r a rlde ~ p~ b l i ca ca l ami ­

,ladp" , 

Por e s tran ha co incidência, o C3 ra te r fechado e a ris to ­

c ráti co da esco la pi~agórica de u ma r gem a uma revo l ta p o pul a r na cida 

de de Cr o tona c ontra a e sco l a e o ri gi nou a sua dest rui ção ; nel a pare ­

':e te r pe rdi ,j Q a vida O pr'oprl o pltágol'as, 

Dit o is Lo , não s eria de se es tranhar que a primei ra 

reaçao dos pi t agóricos r1iante do fenômeno da incomens u rab ilidade tos 

se a de e s conder o caso. '1nde só havia a ganh ar com o deba t e público 

os pi tagó r'i cos 

si l ênc i o . 

instit llíl'am como nOI'ma, pe l o cont r á ri o . o segre d o e o 

(Esse r " xt n ê lima ::I.d ap(a(;ão pa r ;'} fins d i d a ticos de 

t re chos da ob t' a citada de Bento .ie Jesus (; al' :~ça e ::10 livro A f.1agiados 

Illlmer'('Is ,je P:1ul ~:ar' ts()ll) 

TEXTO rl 2 9 : or·[ 1/0VO r:A f.\lIHlO NA nKRUZI UiA Dft. 

A dpmonst r ação da ex i st~ ncia de segme nt os in comensu r a ­

v~ i s alestaurt pe l o [ato ja hipotenusa do nosso triângu l o ABC nâo se r 

-I 
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um numero raci onal nos l evou a uma encruzi lhada. f.Ui1s 0S canim os existaltes? 

O primer10 caminho seria contenta rmo- nos em abandonar a 

possi bil idade de e xprimir a medida de um segme nto através de um nume 

ro . 

o segundo caminho seria duvidar da validade do Teo rema 

de Pitágo ras . 

Esse s dois primeiros caminhos mostram-se. entretanto. 

pouco viávpis pois, em f.latemáUca. s ó abandonamos fatos já estabelec.!. 

dos quando se reconhece um vicio de raci ocí ni o . Como o primeiro caml -

nho deu provas da s u a eficácia quando constru1mos os numeras 

nals e como o teorema de Pitágoras é uma verdade geométrica Que perm! 

nece vál ida mesmo Quando os segmentos são i ncomensu r áveis seria um 

tanto quan to temeroso renunc lar a estas conqu i stas . 

O te r ceiro caminho seria,então, conservar essas duas 

conquistas mas abandonar a exigência de compatib i lidade l óg i ca . Isso 

entretanto. nos ob rigaria a aceitar a contradição pondo por te rra o 

ideal da racionalidade da própria matemátic ~ . 

A saida histórica encontrada pelos matpmáti co s foi a 

de conservar tudo: a possibilidade de sempr~ exprimir numericame n te a 

medida de um segmento, o Teorema de Pitágoras e o principio de compa­

ti bilidade lógica e CR IAR NOVOS NÚHEROS mais gerais que os racionais. 

Esse s novos nú,neros são cham~dos NÚr·1EROS IR RACIONAIS . 

Desta forma. dizemos que a medida da hipotenusa do triângulo r etângu­

lo ABe, de catetos unitários é o número irra c ional 1.4142135 ... O ma­

temático. e n t retanto. prefere usar uma forma abrev i da de pscrever um 

tal número irracional: 

1,4142135 .. ou simplesmente 

quadrada de ~ois ) 

o símbolo r lê-se "radical" 

"Ih' ( lê-se 

lrIDICE 00 RADICAL ~W __ EXPOENTE IX) RADICANOO 

RADlCAL"-/ 2 _____ RADICANOO 

Dizer. po r tanto , que um segmento de reta mede 

raiz 

fi cm 

é o mesmo que dizer que a medida desse segme nto é um número que el eva 

do ao quadrado produz exatame nt e 2. Simbolicamente, esse fato é ex­

presso da seguinte maneira : 

Afirma-nos Paul Karlson que " jamais o irracional teve 

na Grécia o valor de um número, e os gregos não possuíam símbolo para 

esta espécie de grandeza. Junto ao comensurávcl ( aquilo que pode ser 

medido) estava o incomensurável (o que não pode ser medido). bem ade­

quado para servir de " símbolo da vida" ou "do QUI" não tem imagem", pa- ,. 
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ra exprimir o mistério eterno. O fato de haver atacado também est e 

proble ma é prova de e xtrao rdiná ria int r epidez intelectual de pitágQ 

raso Haver-se recusado e le, depois , a acolher o irrac i onal no reino 

dos números - se ri a de admirar a quem conhece s ua filosofia" ? 

Como você deve te r notado, a operação de potenc iação e~ 

tá intimamente relacionada com a criação dos números racionais e d eve 

ra se r necessária à comp r ee ns ão das propriedade e das operações que 

se pOdem e fet ua r com esses novos numeroso As duas a tividades que se 

seguem, sobre uma propriedade i mportante e nvo Lvendo expoentes. t orna­

-se um desvio necessá r io em nosso cam inho . 

ATIVIDADE N'l 14 : Utilizando, se necessár io, uma 

cada potê ncia de potencia abaixo f aça o s egu i nte: 

calculadora, , para 

1) calcule a. po tên-

cia ind icada dentro do pa rên tese s e , em s eguida, eleve o resultado 

encon tr ado a o novo ex poente, fo ra do parên t e ses ; 2) Expresse o re sul ­

tado ante rior numa nova pot ênci a c uja base seja igua l à base da pote~ 

ciação indi cad a dentro de c ad a parênte se s _ 

a i ( 2') • i I ((+J']' 
bl ( 3') • j I (H-r]' 
c ' (2' ) , 11 (-2 r 
di ( 2' ) • ml ( 3<)' 

e I ( 10' ) • nl [(-2)'] 5 

fi ( 10' ) • 01 1(-;-rr • 
h l ( 104 ) 

p l [(- +r]' = 

ATIVIDADE NQ 15 : I ) Com base na ativ idade anterior enunci e uma regra 

prática para transformar uma potê ncia de pa t ên -

c i a de uma certa b ase numa ún ica potê nc ia desta 

me sma ba se . 

2) Apl icando a regra enunciada transforme cada potê~ 

cia a ba ixo numa úni ca potência da base dada: 

.j 

" .-.­.-
• -8 .. .. .. .. 
" .. 
" .fi 
.fi 
.fi 

• .-
", .­.. 
• .. 
• .. .. '. ~ 
~ 

~ 

3 .. .. .. 
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a) (52) 5 e ) [( _5 )7]" 

b) (37)2 = f) [(-7) 7] 3 = 

c) ( 510)10 
g) l(- -87f 

d) (103 )10 
h ) l(-~) 9r 

3)" Determine o valor de x em cac;ta potência d. potência seguinte: 

a) ( 32)' 316 
d) [(+lr (+(3 

( 5') 7 = 
I 

b) 514 . ) (2') 2 

( IOx )1O 2 
c) 10100 f) ( 2X) 2 

TEXTO Ni 10: Formas de Representação de um numero irraci o nal 

Você. certamente, deve ter esbarra do em uma dificuldade 

ao tentar f azer o item ( da atividade anterior. A razão ~e ssa dificul­

dade deve-se simplesmente ao hábito de que, numa potenciação, o expoe~ 

te deva, necessariamente. ser um n úmero natural. Entretanto, 

a penas um hábito, não uma necessidade . Na igualdade .( 2 X
)1 = 2 

isso é 
não exis-

te para x número natural algum que possa torná-i a verdadeira. Poderia­

mos, entretanto , s ubstituir O valor de x pelo número racional 1. Is 

2 

to porque t ornando, dessa forma. a igualdade verdadeira 

Logo . 

Oual a importância de ste fato? É que tendo c onsc Iência de le consegui­

mo s visualizar uma nova forma de representar o o.umero irracional 12 
Isto. porque, 2

1
/ 2 e um o utro simbolo que elevado ao quadrado produz O 

numero 2_ 

Is so nos abre uma nova perspec tiva: a de representar nu­

meras irracionais através de potênCias de ex poentes fracionários e a 

de buscar comp re e ndE'r as propriedades e operaçõps com os novos numeros 
21 
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tomando como base as propiedades e ope raço€'~ ja e stabelecidas para o s 

nume r os racionais. A igualdade seguinte no s p nssibili ta visual izar -'iS 

várias f ormas de se r e presentar um n umero 1ue ~l e vado ao quád r ado pro ­

r:l.uz 2 . 

2 

1 
- 2-

2 

3 

2--0 
4 

2
13 

5 0 . 5 
10 

2 = ... =? 1. 4 14235 . .. 

ATIVIDADE N~ 16: Utilizando o teorema de Pi~ ~ ~o ras rjetermine o Que gP 

pe d e em cada item seguinte . Se mpre que a resposta f o r 

um número irraciona l, expressp-o através de um radi ­

c al . de uma potência de expo pnte f r acionár i o e atr~ ­

vés da rep r ese n tação decim<'l. l infinita (uti l ize ' llT! .::l 

c alculadora) . 

ATIV I DADE N~ 1 7 : 

:'1 ) Quanto mede a h ipotenusa de um t riângu l o retângul ., 

cujos catetos medem 1 em P 2 e m ? 

b ) Quanto mede a diagonal rle um quadrado cujo la~0 7~ 

de 2 em ? J 

c) Quanto mede a hipote nusa rjp um ~riângulo ret~ngulo ~ 
cujos ca te t os medem 1 cm r> 3 em ? t 

d ) Quanto mede a diagonal de 'Jm r e tângulo cujos dados , 

perpendicu l ares medem 2 c m e 3 c m ? i 
e ) Quan t o mede a a I t u r a de 11m triângulo €Quilál"ero cu • 

jo lado me de 4 c m ? 

1) Escreva na forma je radical a s segui n tes po tências de expoe ntes 

c i onais: 

ca 

1 1 3 5,5 
a) 3-2- d i 1 

-, 
g I 8'- j) l+) 

1 
1 

00,5 (+f OI fi'- p ) h) li n 1 . 5 

5 
7 

c) 5° , 5 fi 10-2- i1(+r m ) k 4 ,S 
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2 ) Escreva na f or!l'l3 de potênc ia d. expoente rae íonal (fracionário irr~ 

dud ve 1 • decimal os seguintes radi ca i s: 

ai V7' = d)« g>{+' = j ) VZ' = 
b) "fi' = .) ..[;7' h,y~= I) W~ 

c) ViT n W i ) f2? m) 0= 

ATIVIDADE Nt18: 

I ) Di ga entre quais r.aJneros, naturais consecutivos e stá compree ndido c. 

da um dos numeroz irracionais seguintes: 

a) Vl7 d) {2.5' g)y7ã$' j ) V623 

b) 23 ' /2 
.) " 1000 h) ViSO 1) fl6SO 

c ) ..[87 f) V127 1l (0.9 )0 . 5 m) -{ã33 

2 ) Calcule o va l o r ap roximado de cada um dos nume raS irrac ionais se -

g uintes a té a casa dos décimos. Não utilize a cal cu ladora . 

a) fi 
1 

b) ; -Y-

ATIVIDADE NI' 19 : 

c) {6' 
1 

d) 7 

e) {Q.5 

n"13 ' 10 

1 ) Empregando a pro priedade da potência de uma potência determine o 

va l o r de: 

(ft I 2 
g) (I+r = a) .I) (71 : 

1 2 

h ) l v'Q.3( • b) (;!7 e)lv7') 2 

Ir c)t(+l n ( Vs')2 il l {b) 2 

23 
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2) Co l oque V o u F nas afirmações seguintes: 

a) 

b) 

c) 

) Toda vpz que uma base de expoe nte + for e levada ao 'luadr~ 
~o ob t êm-sp como potência a própria ba5e . 

Torla vez que uma base de ~xpoente ~ife re nte de 1 
~ 

vada ao quadr~do o btém-se como potê nci~ a própria base 

for f>le -

Toda vez q u P uma base de o=>xpoe n t p + for e levad a a um "X-

popnte di fl"re n te de 2 obtém- se como po t"pn c i.1 a própria base 

Toda vez que s e eleva ao quad rado a raiz quadrada de um nu­

mero obtém - se como potência o própri o radicando. 

ATIVIDADE N~ 20 : Utilizando o teo r e ma dp Pitágo ras responda: 

1 ) Quanto medp a hipotenusa de um trlân~u l o rP t ângulo c u jos cat~r os "'~ 
dem 1 em o Y2cm ? 

?l Quan t o me d e o hipotenusa de um triân,!:u l o r~t;;n~ulo cujos C .'lI-~':" 5 "e 
dem 1 em e Hem ? 

1 ) Quanto mede • d iagonal de um quadrado cujo lado mede fi çm , 

4 ) Quanto mede a rjiagonal de um c ubo cuja ::t r~sta mede 1 em ? 

S } Quanto mede a diagonal de um paral e lep1perlo c u jo comprim pnto e Sem . 

• c uj a l a r gu r a;' fi cm e c u ja aI tura é 2 e m ? 

6 ) Quan to mede a altura de uma pirâmide ret a de base quadr~da saben~o 

qua a a re sta rla base mede 2 em e que uma ~res t a não pert e ncen t e à 
hasp mede ') e m ., 

TEXTO N2 11: O CONJUNTO DOS Nu~IEROS REAIS E A OPERAÇÃO RADI CIAÇÃO 

Ao e xecu ta r as atividades anteri o r e s fi cou claro que rle 

tprm i nar a medidn d e um dos lados de um triângulO retângul o equivale a 

~ ncontra r a r aiz quadrada de um número posi t i vo , Para 1sso você procu ­

r a va um número positivo (po i s representa '1 medi-ia de um lado) que e l e­

vado ao quadrado produzisse o radicando. 

É po r es s a r azão que os matemâti cos d izem que a radi cia -

'-;:\0 pone ser pnC,"l!'ada como uma das opprações inv"' rsas da ppt e nciação 

A rad i c i~çno de sfaz ~qui l o que a potenc i~ção faz. 

Has npm t oda forma de se r"!lacl onar doi s numeros para p r ?, 

r:luz i r out ros nllm '-' ro s pm matrmatica e cons i rl pr:v j"" um a ope r ação , A cond.,!. 

~ necessaria ~ s uficiente para que uma re l ~ç ;o en t r e doi s núme r os ~e 

rl e t'erminada ps rp r 1p s e ja uma operação e quo ~ c()mb1naç~o de dois nu-
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meros quaisquer sempre produza apenas ~ único numero dessa mesma es-

pécle, isto e , esse mime ro deve existir e ser único. -----
A ad i ção de numeras naturais é uma operaçao pois 'a soma 

de dois nume r os naturais sempre produz um num e ro na tura l e esse nume-

["o é único . Por out r o l a do, a ~u btração nao e uma operaçao no conju~ 

to dos números naturais pois a difere nça en tre dois números naturais 

nem sempre produz um numero natura l ( 3 - 5 = -2 e -2 não é um numero 

natura l ) 

Seria a radic iação um a ope raçao dentro do conjunto dos 

numeras racionais? De aco rdo com a d i sc u ssão feita acima a ["adicia -

çao nao poderá ser uma operaçao dentro do conjunto dos números racio­

nais pois a raiz quadrada de um numero r acional nem semp r e ~~. num e 

ro r acional. 

Not e q ue a raiz quadrada de certos numeras naturais pode 

se r um número natural. Exemplos : ~= 2;V9 '" 3 , etc ... Núme r os na tu 

rais cujas ra í zes sao naturais são c ha mados de QUADRADOS PERFEITOS . 

ros 

Pode ai nda ac ontecer q ue a raiz quadrada de certos n~me-

r aci ona i s produza números 

Exemo l o :.í4 = ~ 
V9 3 

raci onais. 

4 
-9-

o caso mais comum, en t retanto. e que rai zes 

numeras racionai s 

Esse fato é o que 

prOduzam números irracionais. 

i mposs ibil ita a radiciação de 

Exemplo: 

quadradas de 

V7'" 2,645. 

ser uma ope raçao em Q . 

Os matemáticos costumam chamar de número rea l qualquer 

nu mero que seja racional ou irracional. O conjunto dos núme r os reais 

indica- se pela l etra R. Um outro modo de defini r um número real é' o 

segu inte: um numero é r ea l se e so se o seu quadrado for um número po 

s i tivo ou zero . 

Assim: 

2 é um numero real pOiS : 22 
'" 4 (positivo) 

- 2 E. R pois (-2 )1 4 (pos i t iv o) 

1 "R -y- poiS (+-y" + (positivo) 

_+ E R poiS (_+) Z =+ ( positivo) 

fi E. R pois (\fZ)1 '" 2 ( positivo) 

R não é um núme r o real po is (Ç2) z -2 (negati vo) 

25 



2. 

Poder íamos ainda col oca r a se gu inte quest ão: seria a ra­

d ic iação uma operaçao no C0njunto dos números reais? A resposta é ne 

l1,ativrt pois: 

50 pode mos ext r a ir rai zes quad r~das de numera s r eai s que 

sejam pos itivos. I sso porq ue, se o radicand o f o r umnúmero negativonão 

podemos e ncon t r ar númpro r ea l a l gum 1 up ~lov~do ~o quadrado 

um numero negativo . 

produza 

Exemolo· p não é um núme rn ro ·,l pois nao e xi s t e núme,f' 

rp~l ~ lgum qu e e lpv ado ao quadrado produz a _4. 

Poderíamos . ent retanto. considera , ."'1. radiciaç ã o como uma 

operaçao no conjun t o rjos nu meros r eai s po:=;itiv05 IR .. ) desdf' que fiz';;s 

semos a segu i n te restrição : 

.i! raiz quad rada de ~ ~ real positivo tem semo re <lue 

~ !:!!ll número poSit ivo. Isto porque p oder1 arn0s pensar q ue a r aiz qua­

drada de 4 pudes s p ser 2 ou -2. uma vez quP tanto 2 qua nto - 2 . plova-

dos a o quadrado . produzem 4. Como . entret an t o . o ro;-su ltéldo de uma :, r-<> .. 

r<'lção rleve sempr<> se r um ún i co número, convpnciona- se se r esse numf'r') 

sempre positivo , uma vez que . geome~ricampnt". , o rarj l cando 4 pOd'" 5<>:J1 

p re representar a á r ea dp um quadr ado cuj o larlo me de 2 ( não t"ri~ s~n 

ti d o aqui uma resp0st;;\"' negat iva). Logo . y;i' :o 2 . Feit os esses esc l a r o 

cimentos você estâ em condições de compreendp r <\ spgll i nte 

d e raiz quadrada : ~ hamamos de raiz quadrada 1e um número ~. real p 

~~~itivo. ao núm p r o re al ~ pos i tivo ~ que e l e vado ao quad r ado p r oduz 

o numero~ . i sto;' , Va = b c:::::::::!> b l = a. 

ATIVIDADE N9 21 

Ao t~ ntar e xtra ir as rai z es quadr~dns dos núme r os ~baixo. 

voe e no t a r á que ."lgumas são r ac ionais. outr ", s i rracionais e out r as ine 

xistentes. 

Quando e I as fo r·pm r a c iona i s. e se r eva <J seu va l a r. quando 

forem i rraci o nais cnlt:u l p-as a té a l t C<lsa dec imal ~ quando forem in!:, 

xis tentf?s , pscrevn ( ~ RJ. i s to é, não pertonce ao conjunto dos números 

rerti s . 

1 I VI . 71 Vl6 13 1 V32. 
21 P 81 l{25 14 1'1/36 • 

31 10 91'Vloõ' • 15 1-...FU' . 

4 \ '\}4 101 Vl2S . 16 1"! = 
51 1(9 1 1) VS4

1 \ '" 1 7 ' ~ _ 11 _ . -
"I'P 12\1 49 ' . 18 \ V22 . 

64 
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19 ) -{J8 20) -vr;:ol ; 2ll -{144 

22 ) 'I{T:69' 23)~ 24 )'\[5.4 

25) -J1,2! 26) 'f6,4 27)1[õ:36 = 

28) 'fO,l 29)"1[9.6 l 

30) H97 

TEXTO N~ 12: ~ NECESSIDADE DE UMA AMPLIAÇÃO 

Se c al c u lar a raiz quadrada de um numero posi ti vQ ~ sig­

n ifica encont r ar um numero positivo Ê q u e elevado ao quad r a d o produza 

o numero ~ , então. a operaç ã o de r ad i ciação pode ser ampliada , gener~ 

lizada. com o ob j etivo de r e solver problemas parecidos com O a nterior . 

A ativ idade q u e se segue t em po r ob je tivo Ilustra r a necessidade des 

sa amp l iação. 

ATIVIDADE ~~~ Utilizando cubinhos iguais feitos de madeira como 

unidade de volume responda: 

1 ) É possível const r uir um cubo utiliza ndo exatamente 8 desses cubi 

nhos ? Em caso afi rmar.ivo diga qual é o volume e qual é a medida 

da aresta desse cu bo . 

2) É possíve l const r ui r um cubo utiliz ando exatamente 27 desses cubi 

nhos ? Em caso afirmativo diga qual é o volume e qual e a medida 

da aresta desse cubo . 

3 ) Quantos cubinhos são necessários para se c onstruir um cubo cuja 

aresta meça 4 u n idades? 

4 ) Ou a n to mede a aresta de um cubo cuja const rução foi feita com 1000 

cubi nhos? 

S) É possivel cons t ruir um c u bo utiliz ando exatamen t e 2 desses c ubi 

nhos ? Em caso a f i r'mat ivo, diga quanto mede a aresta desse cubo . 

TEXTO N9 13: A Dupli cação do cubo: um prob l e ma i nso l úv~ ? 

Possivelmente, ao tent a r resolver o i tem 5 da at iv jdade 

ante r ior você tenha chegado à conclusão de que não é possivel cons-

truir um cubo c u .io volume se j a exatamente 2 unidades. Felizmente. você 
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2. 

nao e e nem foi o unico a pensar dessa fo rm~ . Um probl ema semelhante a 

esse permanecu insolúv~l por mui tos séculos na história da humanidade. 

Qual ~ra o problema ? 

"No templo de Apolo, na i lha gr"'~a de Delos , ex is tia um J 
alta r com a forma ~e um cubo. Qu ando a pest e ameaçou Atenas os 

habitantes da cidade dirigiram-se ao orác u lo de Delas . em busc a d e au 

dUo. E a divi ndade f alou: erguei -me um aHar igua l a o dobro do j~ 

existente, també m de f o rma cúbica . e o mal. podf!rá ser debelado " . ( P3ul 

Karlson. A r-1 agia dos Número s) . 

Porque um t al problema permanece u insolúvel po r tant o 

tempo? Pelo fato de, talve z como você, terem os gregos tentado assoe,!. 

ar ao problema uma resposta concreta, isto é. a visual~zação ou a po~ 

s ibilidade de construção de um tal cubo j quer utilizando um número i n­

teiro de unidades de volume. quer recorrpndo a ~entativa de subdivi~i~ 

a unidadp de volume em pa r tes i guais . 

En tretanto. com a utilização ~a nossa moderna l ingu~~~m 

a lgébrica esse problema pod e ser faci l mente e1uacionado e interpretado . 

Como queremos cons trui r um cubo com 2 cubinhos, o volume 

desse cu bo deverá ser 2 unidades d e volume. Chame mos de ~ a aresta ~~S • 

"" se cu bo. Logo. Xl = 2 . 

Em t ermos aritmét i cos. isso signifi c a encontrar um nume­

r o que e l evado ao cu b o produza 2. Esse numero x deve estar compreendi­

do ent re 1 e 2 p o i s 1] = I e 2 l = 8. Se c oloca rmos x =:: 1.5 obterl'õ! -

mos qu e 1,53 3 . 375 (valor grande demais). 

Para x 1,2 teremos Xl 1.728 

Para x 1.3 te remos Xl 2 .1 97 

Logo. x dever~ e star compreendido entre 1.2 e 1.3. 

Not e que o processo ac ima é semelhante aquele empregado 

na b usca da medida da hipo t enusa de um triângu l o retângulo de cate t os 

unit~ ri os . E. poi s . legit imo que se levante a segui nte suspeita : terá 

pssa busca um limite ou x deve r~ também ser um numero irracional? 

Caso x seja um número irracional deve rá e le s er s ubstl 

tuido por uma , potêr,cia de expoente frac1on~r io. Logo . a segu int e pe..!: 

gunta pode se r posta : qua l é o numero de e x poe nt e fracion~rio que ele 

vado ao cubo produz 2 ? A 

x = 
1 

2~ 

resposta é simples: 

-D
3 

pois (2 3 J 
1 

2~ 
3 

2 

Esse número po de também ser psc ri to sob a forma de radical 

assim: rz (lê - se : rai z cúbica de 2) . 



TEXTO N~ 14: A Af.1PLIACJW DA OPE RAÇAO DE RADICIAÇAO 

Como você ob~ervou, a solução do problema de Delos nos 

conduz iu a um numero irraciona l com índi ce diferente de 2, isto é, a 

uma raiz cub l ca e não quadrada . A imaginaç ão dos matemáticos e a anal~ 

gia feita com os problemas anteriores permitiu que se ampliasse a op~ 

ração de radiciação através da consideração de índices superi o res a 3 

~ ~ ~ de concreto ~ pudesse a ssoc iar ~ ~s símbolos . E ju~ 

to falarmos em raíze s quartas, raizes quintas .... , raí zes n- és lmas (í~ 

dice ~ qualquer ) . 

li exemp lo: Calcular a Vt6 é o mesmo que responder: qual é 

('O que e l evado a quarta potênCia produz 16 ? Logo. 

pois 24 16 

2~ exemp lo: Ca lcular a ~-3i é o 

que e l evado à qu in ta 

pois ( _2)5 = -32. 

mesmo que responder · aual é o número 

potência produz - 3 2 ? · L~gO. ~= - 2 

3 ~ exemplo: Calcu lar a n é o mesmo que responder: qual e o numero 

que elevado ao cubo produz 5 ? 

Ness~ caso, a raiz não é um número natural e s im irracio -

I 

nal . ist o e . ~ = 5-3-

AT! V! DADE N~ 23 

I ) 3 
pois ( 5- 3-

I 

5""""3"" 
.3 

5 

Transforme os radicais abaixo em potênCias de e xpoent e 
fra c ionaria e as potênCias de expoentes fracio~ários em r ad i cais: 

f) ~ = f) V~ 

b) 33 /7 = g) -if7 = g)j;3 

c) 21/ 10 h) i7' h ) ~ 
d) 55 / 6 1 ) F i) xm/n 

e) 3 2 / 3 
j) 'if7= j)V(-f{= 

ATI VIDADE N2 24 : 

Ao lentar extrai r as raíz es aba ixo, você no tará que alg~ 

mas sao racionais , outras irracionais e ou tras inexistentes. Quando 

e l as forem r acionai s escreva o seu valor . Se forem irracionais , diga 

: 
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entre quais números inteiros consecutivos elas se 'Õ!ncantram e se forem 

inexistentes , escreva ( ~ R) , is to ~. nao pertlõ'nce ao conjunt o dos nú·· 

mpros re a is. 

1 ) ra" 13 ) 3:r-; = 25) ~ = 

2) 10 = 1 d) Sor, = 25 ) V -32' = 

3 ) 'fO= 15 ) ~ 27) 5~ = 

4 ) IOra = 1 6 ) 3.Jo' = 28) 3.js;; = 

5 ) nJO = 17) 3~ 29 ) 
Vi = 

6) r,= 18 ) ~= 30)dy 16' _ 
81 -

8) ~ = 20) 3~ 3 1 ) V _ 16 ' _ 
8 1 -

10) '11 = 22 ) ~ 100 = 32) ~ O . OO I' " 

11 ) ~ 23) 4.G 33) V -0 , 0 0 8 

12 ) n~ 2 d ) 30 = 3 .<1 ) ~= 

25 i ATIVIDADE : 

a) Esc reva o conjunto A dos quadrados perfe i tos até 125 . 

b) Cite 3 nume r es irracionai s que sej am maiores que 5 e menores que 6. 

c) Cit e 3 numeras i r racionais que se jam maioresque 1 e meno r es que 2 

d) Ci te 3 numeras i rrac iona i s q ue sejam mai ores que O e menores que 1. 

e) C 1 te 3 numeras irracionais q u e sej am maiores que 80 e menores que 

81. 

f )Quan tos numer o::,; irré'lcionais e x is tem entre dois numeras naturai s con­

c ut"ivos ? 

gl Cite pelo menos 5 numeras i rracion ai s qu~ possam ser expressos na 

forma de rad U":1! <jf> índice 2 e '1ue estej<'lm f'o mpreendi dos e ntr'" e 

2 . 

h) çj te pelo menos 5 numeras irracionais q uI" pos sam ser expressos na 
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forma de radical de índice 3 e que estejam compree nd idos entre 1 e 2 

1 ) Cite pe l o meno s 5 números irracionais que possam ser expressos na 

forma de radical de 1nd ice 4 e que estejam compreend idos en~re 1 e 

2. 

TEXTO Ni 1 5: LOCALIZ!\ÇÃO DOS NÚf>1EROS IRRACI ON AIS NA RETA NU l>1ERADA 

Ao e xecutar a atividade anterior VQce percebeu que e n tre 

dois nume res naturais consecutivos sempre existem infinitos números ir 
racionais de indices 2, 3, 4, .. . Seria poss ível localizar exatamente 

numa reta numerada os pontos corresponden te s a cada um desses números? 

Embo ra exi~ ta ~ ú ni co ponto da reta correspondente a cada número irra 

clonal que possamos imaginar nem sempre é possível dete rminar esses po~ 

tos uni came nte com regua e compasso. Entretanto isso é possivel 

t odo s 0$ radicais de 1nd ice 2. Como fazer isso? 

Seja, por exemplo, localizar n a reta numerada o 

irracional {2' . 

p 

pa ra 

numero 

O~ ______ ~~A __ ~~~~~~ ____ ~C~ ________ ~D ________ ~E-+ 
O 2~ 3 4 5 

Vamo s construir sobre o segmento ÕÃ desta r eta um triân 

gula retângu l o OAP cUJos ca t etos meçam I unjdade. Como sabemos. pelo 

Teo rema de Pi tágoras. a hipotenusa AP ·jo triângu lo OAP mede fi. Com o 

auxil i o de um compasso transportamos o segmento AP. a partir do ponto 

O. sobre a reta numerada determinando o pon to Q. É claro que , m(AP)= m 

(001 = {2 
Para deLerminarmos o ponto da reta numerada corresponde~ 

te a {:3 devemos utilizar a go r a o t~ l ângulo OOP. 

rJote que esse triângul o é retângUlO e m O e seus catetos 

medem 1 e ~ unidade s . Logo . pelo Teore ma de Pitágoras . 

Temos: 

(POI2 

1 + 2 ~ 3 c:z::t. PQ 
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Basta. po rtanto . t r a nsportarmos o segmen to PO. a partir .. 

de O sob r e a reta nume rada determ inand o o p o nto R que cor responde ao 

núme ro VJ . 
Procedendo de forma aná l oga . podemos determinar os po~ 

tos correspondentes aos demais números irracionais da forma Vn 

ATIVI DA DE N ~ 26: 

Utilizando a mesma rpta numprad<'l ·10 t exto anteri o r . l oc a 

1 j z e fie 1 a o s núme r es : f5 . {6 , V7 ,Va {O e flà· 

ATIVIDADE NR 27: 

Conside re a r eta numerada da página segu in te . Utilizan10 

apenas um c ompass o faça o spgu intp' 

1 9 )Transporte para pss a nova re t a o s números V2 ,\f3 
{4 . {5 . {6 , {7 , ~ . {9 e {lõ' da r eta nu me r ada do tex to n 2 l S . 

22 l Dete rmin e o ponto co rresponnent Q a c ada ';ma Ij.qs o pp -

raçoes ind icadas abaixo: 

• ) -Vz · --f3. -Vi'. -rs. -iS. --.0. -va. -y9 • 
-{lO. 

b) (2+-Y3 c) Vi - v 
d \ {i - v e) v,.f2 
f) 2.V2 g) f3.V3 
h) 2.{3 i ) .fi 
j ) 1 • {3 1 ) -{2 
m) V2 - 1 n ) - fi 
0 \ {3 - 1 p ) O 'V2 

.­.­

.iiii 
ti 
.jI .. 
ti 
,ji ... .. .. .. .. .. .. .. .. .. 
• 
li 

• 
~ 

J/I' 

• 
ATIVIDADE Ng 28: Considerando a reta numerada da at ividade anteri or , c~ ~ 

l oque V ou F~ nas ::tfirmações segui n tes: 

1 ) \V2. 'fi=V5 
3\ ) (2+{2=2.{2 
SI O .V2=V2 

TEXTO NÇ 16: SQf-lA ALGEBR ICA DE RADICAIS 

2 ) 

4 ) 

6 \ 

N3 ~t ividade n Q 27 voc~ teve ~ 0 p o rtlJnidade d e verifi car 

goom~tri camen t~ o sign ificado da s oma alg~bri c a de radicais. Voc~ pode 

ass im constat:ar" q \.l ~ Vz'" iJ3' ~ ~ Este mesmo far () poderia ser constata 

.. .. 
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do o perando-se com esses numeros irracionais sob a forma de d ecima l in 

finit o . Com o au xili o ~e uma calculadora t ~mos: 2 + 3 ~ S 

+ 

1,4142 ... + 1,7320 

3,1462 . 

• Vs 
• 2, 2360. 

I 2,2360 

Não podemos colocar a soma V2 +..f3 sob a forma de um 

unico radi ca l. No e ntanto, {2 +12 '" 2.D c omo você pode consta ta r ge~ 
metricamente . Dessa forma podemos concluir que so é possível expressar 

a soma algébrica de dois ou mais radicais sob a forma de um unico ra ­

dical se e le s possuírem rad icandm iguais e indices iguais: 

Exemplos: 

4') {2 - {2 0:/2' ~ O 

5') 2 V7 + 3{7~{7+{7+ fi'+ fi'+17 = sv 
6' ) 13 + 3 -n ~ {3 • {3 + {3 • (3 ~ 4 fi 

Como v i mos nos exemplos a nt e r io r es ,para soma r alg~b ri ca- , 

mente dois ou mais radicais de indices iguai s e me smo radicando I r a di- _ 
\11 

ca is 3emelhantes) , basta somar algebricamen te seus ~oeficientes ~ c o n­

servar o radical. To.das as observações f e i tas para os r adicais de in ­

dice 2 permanecem válidas para radicais c om indices mai ores que 2 . 

ATIVIDADE Nº 29 : Efe tue as somas algébricas indicadas a baixo: 

l){2+{2 • .J2+n~ 2) R. d7+ 3V7 ~ 

3 ) S n-8{3+V3~ 4 ) 3Vs+2Y5 sfi ~ 

s ) 1 • .J5-3 - S{6~ 6 ) 2+V3 - Vs - (3 - V3+Vs)~ 

7 ) -{5+6n+ 2 (5~ 8 ) -4{3 + 8fi +.f2 ~ 

9 ) -2 G - 3W - 8VlJ 

ATIVIDADE NÇ! 30 : Utilizando uma calculado r a , para c ada par de 

sões de cada i te m a baixo f3.ça o segu int e : 

1 9 Ca l c ule o valor de cad a uma , 

2~ Compare o s resultados obtirio s . 

e xpre§. 

---- - - - - - - - - - --



I 
, Observação: O objetivo desta at i v i dade é o de testar a validade ou nao 

t 

da propriedade d i stribu tiva da potenciação e m re l ação às 

diversas ope raçoes. 

4) ( 10.2>4 = 

10
4 

. 2
4 = 

5)(-+- +f 
(~y '(+f 

1 

6 ) (4. 9)-Z-

1 1 
--z- 7 4 

1 
7) [ 2 3)--Z-

1 1 

2-' 3 
-2-

1 

8) [ 2 5 )""3 

1 1 

23 53 

ATIVIDADE N' 31 : 

responda: 

9)(+) 2 

4 2 

7 
lO{ 150)3 

10
3 

7 

12)(+: ~12 

13) 

1 2. 3 2 
- 5- . S-

I 
-Z-

(-i-) 
1 

7 
- -1-

7 

14)( 2
87) = 

1 1 

83 273 

15) (2+3)2 = 

22 + 32 = 

16) (6_3)3 

63 _ 33 

17) (5 + 2)4 

18 ) [ 1 

Com base nos resultados obtidos na atividade anterior, 

1) É valida a propriedade distributiva da potenciação em relação ~ mui 

ti plicação ? Por Quê ? 

2) É válida a ·propriedade distri butiva da po tenciaç ão em relação à d i 
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3. 

visão ? Po r quê ? 

31 t válida , pr0 pripdade distribu t iva da o('\ ' ''nc i aç ão em rel a ção a .qd i 

çao ? Por quê ? 

4 ) É válida a propriedade distributiva da p o t e n c iação em relação á sub 

t ração ? Por quê ? 

ATIVIDADE N º 32: 

1) Aplique as propriedades distributivas da potenciação em relação a 

multiplicação e divisão nas seguintes expre ssoes' 

a ) ( 2 05 )4 g) ( , ob l 2 

08)5 
2 

b ) ( 3 hl(+i , 
e ) (2 o 8)" i I ( 'l l . 

2 
3 o .<12' a 3 0 .. a

n
) 

, 
d ) (+)2 j 1 ( ~ ~3 

el(-fY = 
11 ( xl 

n 
' 2 x,o .Xn ) o 

2 , 
f)(+) ml ( a . b o c)2-

= ~ 

? ) Faç a a volta das propriedades distr:!:.Jutivas da potenciação em r e la 

ç a o à multipli c ação e divisão nas seg uin tes expre ssoes: 

ai 3 2 52 e I 8 bS , = 

b I 83 , 3 3 fi C3 -,-
z3 

e I ,3 23 gl 3
2 , 2 d 2 = b - e 

1 , 1 , , 1 

di 25 35 75 h I 2" ;;- ;;-
x y z 

ATIVIDADE N2 3 3 : 

Para e fet ua r as multiplicaç~ps p d ivis~es d e radicats se 

guinte s pro c pda da ~ e gu inte maneira: esc rpv ~ cad a radical na forma d e 



potência de expoente fracionário, Aplique a volta de uma das propried! 

des distribu tivas da potenciação à expressão obtida e coloque novamen­

te o resultado sob a forma de radical. 

• ) Vi VJ · f) 4,,[2' . 4j"7. 

b) {5 R.V3 g) .j12 
c) {Y {12 • .[3 

d)~ {~V+ 
h ) {15 

.J5' 
e) 3.[2 . V". 1)3../27 . 

3.[8' 

ATIVIDADE NR 34: 

1) Com base na atividade anterior escreva duas regras práticas:uma que 

nos permita determinar diretamente o produto de radicais com mesmo 

índice e outra que nos permita fazer o mesmo para a divisão de radi 

cais com mesmo lndice. 

2) \pl icando as regras práticas do i tem 

b) 3"f2. VIS 

c) {24 F 

TEXTO NR 17: SIMPL I FICAÇÃO DE RADICAIS 

resolva: 

g) .Jü.2. y!§- . rs . 
h) V8 

3..; 2 ' 

1) .fl6 
{4 

j) .J+j;' 

você ja sab~ que existem várias maneiras de se represen-

t ar um numero irracional. 

Exemplo: 2°,333 . .. 

c 1,25992 ... 31 
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ou 3/2 

Analisando o exemplo acima v e mos que existem infinitas ~~ 

neiras de se representar um mesmo numero irracional sob a forma de ra':ii 

cal, sendo que ,~ é um r adical que est;í na forma irradut1vel. 

Dizemos que 3r, '" 21/3 está na f o rma irradut1vel pois a 

base desta potência e um numero primo e o spu expo ente é uma fração pr~ 

pria e irredutive l. 

5j mpl i ficar um num e ro i rrac i on al qualque r, sob a forma de 

radical, significa encontrar um outro número que lhe seja equivalE"nte 

que possua o menor indice possível ou en t ão, encontrar um produto de 

um único radical, com menor Indice possivel. por um número irracional . 

Exemplo: Simplificar os radicais s eguintes : 

3 1 

p ) V; r{? = 26 = 22 
= 2 

2 ~ ) ~= 17 = 3
1 

= 1 

3 1 1 

{8 ~p 22 '+ ~ 
3 º ) = 2 = 2

1 
2
2 

2 H 
2 

4 º ) ~ V 22. 3 
2 ' V7 fi 

2 

2" 3" 

1 1 

2
2 

3
2 62 R 

ATIVIDADE H2 35: 5impl ifique os seguint e s radicais: 

1 ) ~ 2 ) 3j-;;; 
4 ) {lã' 5 ) 3[32' 

7) J a 2 .b2 8 ) .Q 

10) w= 11) 3.[24= 

ATIVIDADE N 2 36: Re solva os seguintes pro bl e mas : 

1 ) 

3) f12 
6 ) 3) 24 
9).f216 = 
g 12) --2 

4a 

= 

53 

;'1 ) Co nsidere um triângulo eqUilátero de lado I Determine uma equaçao 

que lh e permi t a calcular a medida cl .1. a 1 t u rÇ'l h desse triângulo em fun 

çao do lado . 

?) Com o auxili o da equaçao encontrada no iterr a, determine a medida da 

~ltura de um tirânr~lJlo equilátero cuj o lad0 ~e de R em. 



J 

-t 
• • 
t 

• 
• • 
• , 
• 
t 

• • • • • • 
• • • • • • 
• • 
• 
• • , 
• • ; 
J 

J 

• 
11 
~ 

c) Determine a acea e o perímetro do triângulo do item b . 

2) As diagonais de um losango medem 10 em e 24 em . Dete rmine o perIm~ 

tro do l osango. 

3 ) Calcu l e a altura de um triângulo lsôsceles sabe ndo que os lados 

congruentes medem 25 em cada um e a base do triân gul o tem 14 em . 

4) O lado de um losango mede 17 em e uma das diagonais tem 30 em . De~ 

termi ne a medida da o u t r a diagonal. 

5) Um trapézio retângulo de 15 e m de altura tem as bases medindo I Ocm 

e 18 em. Determine a medida do lado Oblíquo às bases . 

6) a) Considere um tr iângu l o eqUilá tero de lado 1. Determine uma 

equaçao que lhe permita calcular a área desse triângulo em fun 

ção do lado apenas. 

b) Com o auxi l io da equaçao e ncontrada no item a determine a area 

de um triângulo eqUilátero cu j o l ado mede ~-cm . 

7 ) Chamamos de geratriz de um cone reto a qualquer segme n to de reta 

que tem uma extremi dade no vértice do cone e a outra num ponto 

qualquer da Circunferência da base. 

a) Determine uma equação que lhe permita calcular a medida da ger~ 

triz de um cone reto em função da altura h do cone e do raio r 

da circunferência da base. 

b) Com o a ux i li o da equação encon t rada no item a determine a medi ­

da da gera t riz de um cone r eto cujo raio da base é 2 em e cuja 

a ltura é 5 em . 

8) Determine uma equaçao que lhe permita calcular a aresta a nao pe~ 

tencente a base, de uma pirâmide reta de base quadrada err, .. :unção da 

aresta 1 na hase e da a l tura h da pirâmide. 

TEXTO N'l 18: PENSANENTO IRRAC IONAL 

Sempre sobra a pergunta: para '1ue servem os numeras ir­

racionais " Por que estudá-los? J ama i s nos depararemos na nossa vida 

di~ria com uma situação onde precisaremo~ expressa r os resultados das 

medições com números possuindo infinitas casas dec i mais . Bastarão aI 

gumas casas apenas . É c l a ro que em probl emas de caráte r geométriCO 

eles deverão aparecer, como vimos. para expressar as medidas de diag~ 

nais de quadrados , de alturas de pirâmides, o quoc i ente entre o com 

pri;uenr.o de uma circunferênc ia e o seu diâmetro, etc . Has, na prát.!,. 

3' 
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ca , sempre que precisanrosefetuar esses cál c utos precisaremos ap!:. 

nas de respostas aproximadas. 

É sempre possível . entretanto. tentar uma res posl·a ... 

Quando perguntaram a Faraday - físico i n~lês do se c u 

lo passado que ~es cob riu, e n tre outras co i sas . 8S leis da indução 

e l e tromagnéti c a que estão na base dos ge rado r~s rif' energ i a el';td c<3 -

para que servia a ciênc i a que e le fazia . F~r~day r e spondeu . lnteIi 

g e nt e me n tp . com outra p e r g unta . Para que s prv" uma t:: ri a n ç a acab ao1a 

(jp nasce r ? 

o matemátic o ing l ês Hardy e stava convencido de que ~ 

t eor i a dos numera s em que t rabalhava , para gran de satisfação s ua, 

não s ervia para nada. En tretan t o, hoje, a inútil t e oria dos núme ro ~ 

es t á na base da atual teoria dos códigos, spcre t os e não secre tos . 

O purtssimo Hardy encontra- se ass im - co isa que o teria ch oc ad o 

imensamente - envolvido na muito pouc o limp;t r:: i';;ncia militar , <:"l m 

o s s eus segrp.dos e suas espi o nagens . 

O fi s i c o Ruthe rford troçava dos que s onhavam, ll s·, n d") 

~ t e or i a da rela~ividade . extrair a poderosa en~ rgia aramzenada nos 

núcleos atômicos , Ent retan to a engenhosa te o ria dos átomos está n;t 

base da descoberta d? mais espetacular fonte dp pnergi a ate ho je so 

nhecid~ : a energ ia nuclear, com as centrais nucleares, o li xo a~ômi 
co e as bombas ... o s acidentes ( ?) . .. Hiroxi ma nunc a mais? 

Nã o há ciência verdadei r amente inutil. 14uitas v e z '? s • 

descobertas apare ntemente inúteis prepa ram, intel ec tualmente , o <: a 

minh a de o nde as aplicações irão s urgir ~ e f o rma in e vitáve l. 

Ass im acontec e u c om mu i t o s <: :~mp "" s ;l.P~r.pn tem~ ntp i nu­

t e i s da matemáti c a. 

E os números irracionais? Há ~ara e les a l guma ppr spp~ 

tiva de aplicação? 

Existe uma velha questão, Que ~té o s nossos dias a Ci 

ência busca resolvpr, a de sabe r se o tempo flui de modo cont inuo 

( s e m inter rupções) ou se o faz descontinuadamente . isto é . por ins­

tantes separados. Os relógios digitais d a atua li dade apoi am a segu!:! 

da hipótese , mas a verdade é Qu e estamos tão perto de resol ver a 

Questão como O estavam os velhos gregos, quando a grande moda em 

matéria de reló~i o s era a cleps i dra, um r e l óg io de água que apoIava 

<1 prime ira hi pó t ese , isto é . a idéia do flux o c ontinuo do tempo. 

Po de ria a matemática auxiliar os c ientistas nesta 

questão? A principal razão que obriga os c i e nti stas a saber o que 

05 matemátic o s têm a dizer sobre lsso é 'lue o model o '1uantitativo da 

con·tinuidade é umalinha r e ta numerada. 

- -



É uma linha vulgar ao l ongo dá qua l os matemáticos dis 

pem os numeros , seus conh ec ido s do estudo da Aritmética . Deste modo, 

todo e qualquer pon to é r otu lado cem u m número, de modo 51ue nao há 

q ualquer inte rval o não ro t ulado. 

A .tlais primitiva linha numerada nao e conti nua. Ne la 

figuram 50 OS números int e iros 1, 2, 3, 4, etc., que, colocados a in 

terva l os regulares, de ix am obviamente falhas não rotuladas . A primei 

ra linha numerada continua fol a dos Gre gos Anti gos , na qua l os in ­

te r val os e ntre os números inteiros eram interminavelmente subd ivi di­

dos e postos em co rrespondência com os números fracionários, apare~ 

temente sem deixar nenhum !X>f1to por rotular. Essa linha f o l chamada 

" linha numerada raci onal" porque ao conjunto dos numeros inteiros e 

fracionários chamavam os g regos " números raci onai s ", po r serem nume 

ros que podiam ser exp ressos pela razão ( o u quociente) de números in 

te i r os. 

Para P itágo ras, a linha nume rada raciona l r e pre se nt ava 

o mode l o ideal da cont inuidade até que no século VI A.C . o s propri o s 

pitagó r icos acabaram por descobr ir buracos no seu model o e i sso vo­

ce já sabe porque. 

A desc oberta do ~ numeros ir racionai s , que os prorpi os 

pitagó ri cos acabaram po r oc ultar, implicava que a linha numerada ra 

c ional não era, afinal d e c ont a s, o modelo da c ont inuidade . 

Nos sé c ulos qu e se segui ram, os núme ros i r racionais fo 

ram aceitos pelos matemá t icos como um mal necessá r ia; neces~ário po~ 

q ue a s ua aplicação nas descontinuidades da linha numéri ca ,acionaI 

permi tiu criar outra reta numerada limais continua"; e L.,I> mal porque 

e ra a inda pouco c laro como aplicar os números irraciona i s à linha nu 

me rada rac ional. 

Hav i a muitos exemplos de numeros irraci o na is, mas nao 

s e dispunha, para esses números, de uma definição matemáticamente a.cei 

táv e l. Pareciam não se relacionar logicamente com o s numeras racio 

na is , i s t o é . nao se conhecia nenhuma receita pa r a se obter numeros 

irrac i onais a pa rt i r dos racionai s. 

Em 18 72 , o mat e mático a lemão Ri c hard Dedekind encon­

trou umprocesso ace i tável para relacionar o s i rrac iona is com os ra­

c iona is, dando o nome de "linha numerada real" ao novo mode lo de con 

tinuidade, por al usão ao hábito que os matemáticos traz i am desde o 

século XVI de chamar "núme ros reais" ao conjunto de r ac i onais e irra 

c iona is. 

Al g umas déc adas depo is , o u tro matemático alemão. Georg 

Canto r, fez uma de s coberta que iria acabar de vez com os preconce.!. 

4! 
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tos em r elação à aceitação da l inha numerada r eal . Com ess a descober 

ta conf irmou-se que, embora haja uma in f inidade de números racionais. 

como os gregos s uspeitavam, há a i nda mais número s reais . Confirmou­

- se ser a linha numerada real, de algum modo, " mais continua" do 

que a raci. onal . Vej a só o que isto s ign ifi ca I 

Na li nha nume r ada r acfonal, os numeras viz inhos encon ­

tram- se infinitame nt e juntos , mas na linha r eal os número s vizinhos 

encontram-se mais do que infin1 tamente junto s . 1·1,osmo com espelhos . i~ 

so se ra para nos uma ilusão impossivel de ~riar . Cons i dere dois esp~ 

lhos um em fren te do outro . Ao o l har para um deles vemos uma imagem 

refletida da outra . Imagine que cada imagpm ; um ponto na r e ta nume i 

rada. 

Aproxime ago r a um pouco os dois espelhos . As image ns 

repetidas se rão comp rimidas e o espaço entre ~l~s d i minuirá. A dis-

t ânc ia dos pontos numa linha numerada raci onal co rrespo ndera à dis 

tânci~ entre as imav,ens quandO os dois espelhas est iverem infini t';'l 

mente pró ximos, o u , em out ras palavras. qu~n~o o s espel hos se ~ ocam . 

r-las a distânci a ent re os po n tos nu ma r p ta numerad a r eal deverá c o r 

responder à distância entre as imagens quando os ~ois espelhos ~st i­

verem mais próximos do que quando ~ tocam . o que só pode acontecpr 

se os dois espell1 0 s se 1nterpe netrarem , como Ali c e , que entrou no '!s 

pelho. 

Voltando à questão do tempo. ja nao basta saber se o 

tempo é continuo mas, se o for, temos de apurar se é "racionalmente 

~ontinuo" o u "realme n te con tinuo" . 

Caso seja o tempo algo descont ínuo . isto deve~á signi- • 

ficar que o Que Quer Que seja no universo se des~nrola ::: cmo nas fitas 

de cinema . imagem por imagem. E significe também que a existência tem 

parai é uma sucessão de tique taques momentãn~os , c uja aparência de 

c ontinuidad e é mera i l usão . como a criada pelo cinema. '. 

Se o tempo é continuo, então, co l oca- se a questão de a i 
sua continuidade se r a de uma linha. nu merada ra ci onal ou real. Oual 

Que r dessas h i pót e ses é i mpossivel de ser ve r ificada po r medição di 

reta . Has já é possível apurar algu mas coisas oor "'xneriênc i as indi­

retas . Uma ma neira bem si mples é o de verific~r sp números rac i onais 

sozinhos bastam para desc reve r quantativame nt e ~s vários 

naturais . 

fe nômenos 

Há muitos fenômenos temporais conhec idos que podem ser 

descritos exc lusivamen te em termos de números racionais . 

Exe mplo disso é o movimento das c argas e l étricas num 

f i o condutor. Pelas experiências do físico ame r icano Robert Milikan , 

sabemos hojp quP ~s cargas elét r icas são se mpre mú lt ip l os i n teiros 



de uma carga indivi s1vel. Nos nossos dias há alguma especulação em 

torno das cargas elementares , admitindo-se a existência de nart1cu -

las subnuc leares chamadas "quarks". dotadas de carga elétrica que 

valem ~ ou -%- da carga elementar, mas não há qualque ~ indicio da 

existência de cargas elétricas relacionadas com a carga e lementar 

através de um numero irracional. Também em Biologia e em Quimlca 

muitos fenômenos são descr itos em termos de números racionais. Cada 

espéCie de planta ou an imal , por exemolo. p ode se r caracterizado por 

um numero ú n ico de cromossomas na sua célula individual e este nume 
ro, assi m como o número atômico de um elemento químiCO, é sempre in 

te i ro. 

Apesar disso. a ciência necessita dos numeras irracio 

nai s. Dura nte ma is d e um século, os cientistas têm tomado nota , numa 

lis ta ca~a vez mais crescen te, de grandezas que dentro de teo ri as 

cientí fi cas comprovam a s ua importanc ia na desc rição do espaço-tempo· 

Essas grandezas passam a se r encaradas como se fossem números irra 

cionais . Por exemp l o, uma dessas grandezas, a velocidade da luz, já 

foi medida até a nona casa decimal e ainda está por aparece r qualquer 

estrutura no a rranjo dos algar i s mos . Quando expressa em milhões de 

metros por segundo, a melhor determinação da ve locidade da luz é 
0,299792458. Só na Fisica há mais de uma dúzia de tais cons t antes 

medidas com certo numero de casas decimais, no máximo lI, e nem uma 

tiel a s revelou t er qualquer es tru tura na s ucessão dos díg itos . 

Esses fatos, que sugerem a existência de numeras irra 

cionais em fen ômenos naturais relacionados pelO tempo, deparam - se no 

entanto com uma dificu l dade , porque em qualquer t entativa para me­

dir um número irracional acon tece que ele não pode ser medido. Ao d~ 

terminar um tal nume r o . nunca poderemos ter a certeza de que na su­

cessão dos seus dígi tos não exista uma est ru turi., um qualquer segme!! 

to de algarismos que se repita indefinidamente . 

De tudo o que ficou dito concl ui ~se que ao desc obrir 

os numeros irracionais, os matemáticos criaram Jffia possibilidade que 

não pode ser comprovada p.~ qualquer i maginável medição ou série de 

medições . No entant o , eles existem ... 

Convém estudá-los? Ou isto seria uma atitude irracio-

nal ? 

(Esse texto foi montado através da compOSição, para fins didáticos 

de t rechos dos seguin te s livros: "Ciência: Curiosidade e Maldição " 

de Jorge Dias de Deus e "Pontes Para o Infinito" d e rUchel Guillen) 
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