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Resumo

O objetivo principal desta dissertacdo € desenvolver teoremas de compara¢ao para espacos-
tempo globalmente hiperbdlicos com tensor de curvatura de Ricci limitado inferiormente em
direcdes temporais.

Primeiramente, consideramos a funcdo distancia Lorentziana a uma hipersuperficie espacial
P, causalmente completa e acausal. Para essa funcdo, apresentamos certas condicdes de
regularidade, destacando-se o fato de ser uma funcdo distancia. Em seguida, fixamos um
produto torcido (Robertson-Walker) como variedade modelo, e o utilizamos para provar um
teorema de comparacgdo para o Laplaciano da distancia Lorentziana a P; ou equivalentemente,
para a fun¢do curvatura média das hipersuperficies de nivel com distancia t a P. Usamos esse
resultado, juntamente com as formulas de variacdo de drea e codrea, para provar um teorema de
comparacao da drea de regides compactas dentro das hiperficies de nivel. Consequentemente,
estabelecemos um resultado comparando o volume de certas regides entre superficies de nivel
com seus correspondentes na variedade modelo.

Para a obtencdo desses resultados, utilizamos aspectos geométricos globais e aspectos
analiticos locais das variedades de Lorentz. Quanto aos geométricos, destacamos a propriedade
de hiperbolicidade global, enquanto que os analiticos sao fundamentados principalmente pela

teoria de comparagdo da equacgdo de Riccati associada a uma funcdo distancia.

Palavras chave: geometria Lorentziana, distancia Lorentziana, teoria de comparagao.



Abstract

The main goal of this dissertation is developing comparison theorems for globally hyperbolic
spacetimes with Ricci curvature tensor bounded from below along temporal directions.

We first consider the Lorentzian distance function to an acausal, causally complete, spacelike
hypersurface P. For this function, we present some regularity conditions stemming from the fact
that it is a distance function. Then we fix a warped product (Robertson-Walker) as a model space,
and use it to prove a comparison theorem for the Laplacian of the Lorentzian distance to P, or
equivalently, for the mean curvature function of the level hypersurfaces with distance t to P. We
use this result together with the coarea and variation of area formulas, to prove a comparison
theorem for the area of compact regions of the level hypersurfaces. As a consequence, we
establish a result comparing the volume of certain regions between these level hypersurfaces
with their counterparts in the model space.

In order to obtain these results, we have used global, geometric aspects, as well as local,
analytic tools. As a key geometric aspect we highlight the globally hyperbolic property, while
the analytic tools are mainly based on comparison theory for the Riccati equation associated with

a distance function.

Keywords: Lorentzian geometry, Lorentzian distance, comparison theory.
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Introducao

O objetivo deste trabalho consiste em abordar aspectos relacionados a assim chamada feoria
de comparagdo. A ideia geral por trds desses resultados € obter informagdo geométrica sobre
alguma classe de variedades semi-Riemannianas admitindo certas desigualdades especificas,
que se reduzem a igualdades em uma subclasse, os chamados espacos de comparacdo ou
variedades modelo. Sendo assim, neste trabalho, revisamos todo o material necessdrio para
que, no ultimo capitulo, estejamos em condi¢des de enunciar teoremas de comparacao de drea e
volume para espagos-tempos globalmente hiperbdlicos com tensor de curvatura de Ricci limitado
inferiormente em dire¢des temporais.

Naturalmente, a teoria de comparagdo é muito ampla, estendendo-se para outros contextos. O

seguinte resultado € um exemplo de teorema de comparagao aplicado a Geometria Riemanniana.

Teorema(Toponogov, 1959). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional K > « para algum k € R. Entdo, dados quaisquer triangulos geodésicos A C M e

Ax C M} com lados iguais, os angulos interiores de A sdo maiores do que os em Ay.

A curvatura seccional K, que aparece nesse teorema, € um importante elemento de curvatura,
a ser definido no Capitulo 1, e € ela quem faz a conexdo entre as variedades Riemannianas
M e M}. Para cada « € IR, existe (a menos de isometrias) uma tnica variedade Riemanniana
completa, simplesmente conexa e n-dimensional (M}, g,) com curvatura seccional constante «.
Esta € a variedade mencionada no teorema acima e que consiste na esfera de raio 1/+v/k se k > 0,
no espaco Euclidiano se k = 0, e no espaco hiperbdlico para « < 0. Por tridngulo geodésico,
entende-se um triangulo cujos lados sejam geodésicas minimizantes.

Assim como no Teorema de Toponogov, em muitos casos, uma das duas variedades possui
curvatura constante, enquanto que a outra possui alguma limitacao na curvatura. Nao a toa, é
exatamente esse cendrio no qual iremos trabalhar. Por um lado, fixaremos um produto torcido
de Robertson-Walker como variedade modelo, e folheada por uma familia de hipersuperficies
cuja curvatura seccional € constante. Por outro, a condi¢do imposta as variedades que iremos
comparar com esse produto torcido é a de satisfazer a condicdao de comparacdo cosmologica,
que limita inferiormente o tensor de curvatura de Ricci em dire¢des temporais.

Para desenvolver esses teoremas de comparacdo, sao necessdrios varios pré-requisitos que,
cuidadosamente e dentro do possivel, selecionamos e apresentamos de modo que o leitor ndao
precise se dirigir a outra bibliografia para que compreenda o texto completo, bem como para
ndo tornar o trabalho excessivamente extenso. No entanto, o contetido dos capitulos iniciais sdo
vistos muito rapidamente e sem demonstragdes, e portanto um leitor inicialmente deve remeter-se
as referéncias citadas antes de prosseguir.

No capitulo 1, fazemos uma breve revisdo de geometria semi-Riemanniana, com enfoque

nos resultados necessdrios para o desenvolvimento do tema principal. No capitulo 2, também
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introdutorio, introduzimos os chamados campos de Jacobi, que nos permitem estabelecer uma
ideia de “convergéncia” e “divergéncia” de familias de geodésicas, por meio de pontos conjugados
e focais. Sendo assim, omitimos as demonstracdes nesses capitulos, uma vez que seus contetdos
podem ser encontrados em O’Neill (1983), capitulos 3-5, 8 e 10, e os resultados apresentados
nao sao o foco deste trabalho.

No capitulo 3, introduzimos os chamados tensores de Jacobi. Estaremos particularmente
interessados nos tensores de Riccati, isto é, aqueles que satisfazem uma equacdo de Riccati,
que € uma equacao diferencial de primeiro grau com um termo quadritico. No capitulo 4,
utilizamos esses tensores de Riccati para provar teoremas de comparagdo preliminares, que serdo
fundamentais nas provas dos principais resultados deste trabalho.

No capitulo 5, estudamos a feoria de causalidade, que é um dos principais conteidos da
Geometria Lorentziana. A partir dai, focamos em encontrar condi¢Oes para a existéncia de
geodésicas maximizantes, ou seja, que maximizam a distancia Lorentziana entre dois pontos (ou
de um ponto a um conjunto).

Por fim, tratamos no capitulo 6 de enunciar os principais resultados deste trabalho: teoremas
de comparacgdo de drea e volume para espagos-tempos globalmente hiperbdlicos. Para isso,
definimos primeiramente o cut locus, € mostramos que a distancia Lorentziana é uma funcao
distancia (conforme Defini¢do 3.5.1) quando restrita a um certo dominio que evita esse conjunto.
Em seguida, tratamos de definir nossa variedade modelo, e apresentamos suas principais
propriedades. Por fim, provamos o Teorema de comparac¢iao d’Alembertiano, que, juntamente
com as férmulas de codrea e de variacao de drea, serdo fundamentais nas provas dos teoremas
principais.

Para a leitura desta dissertacao, um dominio da teoria bésica de variedades suaves e uma
pequena familiaridade com geometria Riemanniana serdo assumidos. No que diz respeito a
campos e tensores de Jacobi, nos baseamos essencialmente em O’Neill (1983) e Costa e Silva
(s.d), respectivamente. A teoria de causalidade € comum as bibliografias referentes a Geometria
Lorentziana, e indicamos Beem (1999). Quantos aos resultados de comparacao, nos baseamos

principalmente em Treude e Grant (2013).
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1 Nocoes Basicas

Neste capitulo, trazemos uma série de definicoes e resultados introdutdrios a respeito de
Geometria semi-Riemanniana que servem como base para o restante do trabalho, bem como para
fixar notacdes e convengdes (de sinal).

Assumimos que o leitor esteja familiarizado com a teoria de variedades suaves (de dimensao
finita), sendo Lee (2012) nossa principal referéncia. Se nao houver risco de confusao, faremos
uso da notacdo de Einstein para somatérios. Além disso, campos vetoriais e tensoriais, curvas,
etc., serdo assumidos suaves (isto €, C*) a menos de meng¢ao contréria.

As demonstragdes neste capitulo serdo omitidas, mas as provas e mais detalhes podem ser
encontrados em O’Neill (1983), capitulos 2 a 5, e Costa e Silva (s.d.), capitulos 2 a 5. Detalhes

mais voltados a Geometria Riemanniana podem ser encontrados em Carmo (2015).

1.1 Meétrica

Lembremos que em uma variedade diferencidvel M, um campo tensorial (tensor) g do tipo
(0,2) simétrico associa, para cada p € M, uma forma bilinear simétrica g, : T,M X T,M — R.
Dizemos que o tensor g € ndo degenerado se cada g, 0 €, ou seja, dadov € T, M, se g,(v,w) =0
paratodow € T,M, entdo v = 0.

Mais detalhes sobre formas bilineares em espacos vetoriais (reais) podem ser encontrados no
Apéndice A.1.

Definicao 1.1.1. Seja M uma variedade suave de dimensdo n. Uma métrica (ou tensor métrico)

em M é um campo tensorial (0,2) simétrico ndo degenerado g de indice constante 0 < u < n.

Uma variedade semi-Riemanniana de indice y é um par (M, g), onde M € uma variedade
suave e g uma métrica em M com indice correspondente. Dois casos particulares serdo estudados
com mais detalhes nesse trabalho: o caso u = 0, em que cada g, € positiva-definida, isto €,
um produto interno em 7, M, e M €' dita ser uma variedade Riemanniana; € o caso u = 1,
em que M"(n > 2) serd chamada de variedade de Lorentz (ou Lorentziana). Frequentemente,
denotaremos g por ( , ), g, por {, ), ou simplesmente g, por {, ) quando ndo houver risco de
confusdo. Também €é comum fazer referéncia ao indice u de g como sendo o indice de M.

Dado um sistema de coordenadas (U, ¢ = (x',...,x") em M, as respectivas componentes

do tensor g sdo as fungdes suaves g;; : U — R dadas por

8ij = g(ai, aj), 1< l,] <n.

1A partir de agora, frequentemente omitiremos mengao explicita & métrica g se ndo houver risco de confusao, e
abusaremos a notacao referindo-nos a variedade M como ao respectivo par.
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Sendo g ndo degenerado, para cada p € U, as componentes de g, formam uma matriz inversivel

simétrica [g,] = (gi;(p));,;. Denotamos por gp as componentes da matriz inversa de [g,] na

base coordenada de (U, ). Como g € simétrico, temos que g;; = g;; € portanto g =g/l
Dados campos vetoriais X,Y € X(M), com X = X'9;,Y =Y/9; em U, temos

g(X,Y) = g;; X'V = (g;;dx' ® dx/)(X,Y),

e portanto g = g;;dx' ® dx/ em U.

E comum fazer uso da notagio cldssica
— 42 — i dyJ
g =ds” = g;jdx'dx’,

em que o simbolo ds? é chamado elemento de linha (com respeito ao sistema de coordenadas
(U, ¢)).

Exemplo 1.1.2. Em R" com coordenadas Cartesianas (x1 ,...,x"), considere a métrica dada

Z(dx e Y @iy

J=p+l

pelo elemento de linha

Tal métrica é chamada de métrica semi-Euclidiana de indice u. Denotamos R” munido com tal

métrica de IR};. Para o caso u = 1, nos referimos a IR} como espago-tempo de Minkowski. <

Para (M, g) variedade semi-Riemanniana, o fato de g, ser uma forma de sinal indefinido

classifica vetores tangentes em classes mutuamente exclusivas. Dizemos que v € T, M €
1. tipo-tempo (ou temporal) se g,(v,v) < 0,
2. tipo-luz (ou luminoso) se g,(v,v) =0ev # 0,
3. tipo-espago (ou espacial) se g,(v,v) > 0ouv =0.

Dizemos ainda que um vetor v € T, M € causal se for tipo-luz ou tipo-tempo.

Denotamos por 7~ o conjunto de vetores tipo-tempo em um espaco vetorial semi-Euclidiano,
S o conjunto de todos vetores tipo-espaco excluindo a origem, e A o conjunto de todos os vetores
tipo-luz, chamado de cone de luz. No caso de R”, estes conjuntos formam uma figura em forma
de cone duplo, conforme ilustra a Figura 1.1.

Em uma variedade Lorentziana M, cada espago tangente 7pM € isométrico ao espaco-tempo
de Minkowski IR}, assim A tem formato de cone duplo,

Tais noc¢des se transmitem para outros objetos. Um campo vetorial X sobre M € temporal
(resp. luminoso, espacial ou causal) se em cada p € M tivermos X, temporal (resp. luminoso,
espacial ou causal). Similarmente, uma curva suave y : I — M é temporal (resp. luminoso,
espacial ou causal) se y'(t) for temporal (resp. luminoso, espacial ou causal) em todo ¢ € 1.

Eventualmente, serd interessante ampliar o conjunto das curvas com as quais trabalharemos.
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Figura 1.1: Cones em Minkowski

tipo-tempo )
- = —>tipo-luz
tipo-espago tipo-espagco

tipo-tempo

Fonte: Adaptada de Espinoza (2020).

Definicao 1.1.3. Uma curva « : I — M ¢é suave por partes se, para todo subintervalo fechado

la,b] C I, existe particdo a =ty < t| < -+ < txy1 = b de [a,b] tal que, para cada
i=0,1,---,k, arestricdo de a a [t;,t; + 1] seja suave.
~ o ’ =+ 7 —
Os pontos t1, - - - , t; sdo ditos pontos de quebra e, nesse caso, podemos ter « (tl. ) #a (tl. ).

Em geral, trabalharemos com curvas definidas em intervalos fechados [a, b], entdo fixaremos

a =tog e b = ty41 nesse caso. Usaremos também a seguinte nota¢ao
Ad'(1;) = /(1) = ' (t7) € Tpqy)M, i=1,--- Kk,

para representar a diferenca entre as derivadas laterais.

1.2 Conexoes

Um dos aspectos mais importantes numa variedade semi-Riemanniana € a existéncia de uma
certa conexdo natural. Através desta estrutura, podemos definir varios outros elementos que nos
dao informacao a respeito da geometria da variedade, tais como curvatura, transporte paralelo ao
longo de curvas, aplicacdes exponenciais e geodésicas. Nesta e nas proximas segdes, iremos

explorar esses elementos.

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade suave. Uma conexao (afim) em M é uma aplica¢do

V: X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) > VyY

satisfazendo
(i) VX1+fX2Y = VX1Y+fVX2Y,pam X1, Xp,Y € %(M) e f S COO(M)

(ii) Vx (Y1 +cYs) = VxY1 +cVxYs, para X,Y1,Y, € X(M) e c € R.



14

(iii) Vx(fY)= (X )Y + fVxY,para X,Y € X(M) e f € C*(M).

Chamamos o par (M, V) de variedade afim.

Exemplo 1.2.2. Tome M = R" e defina vilat 4, seguinte forma. Dados X,Y € X(IR"), escreva
X = X'0,,Y = Y9;, onde {Oi}lflzl sao os campos coordenados associados a carta identidade
(R", Idgn). Entdo, ponha

viaty .- x(v')a,.

viat ¢ de fato uma conexdo em R”, chamada de conexdo flat (padrdo). <

E fAcil ver que

Observe que a conexdo ndo € tensorial, pois V ndo € C*(M)-linear na segunda varidvel.
Porém, em virtude das propriedades (i) - (iii) na defini¢cdo acima, é possivel mostrar que V
depende apenas localmente dos campos vetoriais, no sentido da préxima proposi¢ao, conforme

Costa e Silva (s.d.), Proposicao 2.1.3.
Proposicao 1.2.3. Sejam V conexdo em M e U C M um aberto. Entdo,

(i) se Y,Y € X(M) sdo tais que Y|y = Y|y, entdo (VxY), = (VX?)q, para todo g € U e
X e X(M).

(i) Se X, X € X(M) sdo tais que X, = fp para algum p € U, entdo (VxY), = (V5Y),, para
todoY € X(M).

(iii) Se X, = X, e Y|y = Y|y, entdo (VxY), = (VY),.

Em vista da Proposi¢do 1.2.3, utilizaremos a nota¢do VyxY mesmo quando X ou Y ndo forem
campos suaves globalmente definidos. Em particular, dadov € T,M e Y € X(M), fica bem
definida a notagdo V,Y = (VxY),, onde X € X(M) é qualquer campo vetorial satisfazendo
X, =v.

Além disso, o resultado também nos permite realizar cdlculos em coordenadas. Seja
(U, (x',...,x")) um sistema de coordenadas em M, escrevemos V5,0 = rfjak, 1<i,j,k <n,
onde as n® funcdes Ff‘j € C*(U) sao chamadas de coeficientes de conexdo ou simbolos de
Christoffel. Dados X,Y € X(M),com X = X'0;eY =Y/0; em U, temos

VyY = (Xfa,-yk + F{FjX"Yf) .

1.2.1 Torcao e curvatura

Dada uma conexdo numa variedade, podemos construimos dois tensores de importante

relevancia geométrica.
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Definicao 1.2.4. Seja V conexdo em M. A tor¢ao de V é um (1, 2)-tensor
T:X(M)xX(M) - X(M)
dado por
T(X,Y) = Vy¥ — VyX - [X,Y],
para todo X,Y € X(M). Se T = 0, dizemos que a conexdo V é simétrica.

Como o colchete de Lie é zero quando calculado em campos coordenados, vemos que as
componentes da tor¢do em um sistema de coordenadas sdo dadas, em termos dos simbolos de

Christoffel Fl’.‘j da conexao correspondente, por
k _ 1k k
T; = I i rji'
Assim, concluimos que uma conexao € simétrica se, e somente se, seus simbolos de Christoffel

szj sdo simétricos na troca dos indices i com j.

Definicao 1.2.5. Seja V conexdo em M. A curvaturade V é o (1, 3)-tensor
R:X(M)XX(M)xX(M) - X(M)

dado por?
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - Vx.v|Z,

para todo X,Y,Z € X(M). Se R = 0, dizemos que a conexdo V é plana.

Em coordenadas,

R;‘kl = 6/(1“;, - alrz'k + F,}llrfnk - F?krfnl’
onde R;.klé)l- =R (0k, ) 0.

Sendo R tensor C*(M)-trilinear, podemos computar em R em vetores tangentes, isto €, dado
pE€Mex,y,z €T,M ficabem definido R, (x, y)z € T, M. Novamente, omitiremos o indice p

quando ndo houver risco de confusao.

1.2.2 Conexao sobre funcoes

Em muitas aplicacdes queremos restringir conexdes a imagens de certas funcdes sobre
variedades, por exemplo curvas. Para isto generalizamos a no¢do de campos vetoriais e

consequentemente de conexoes.

Definicao 1.2.6. Sejam N e M variedades suaves e F : N — M uma fun¢do. Um campo vetorial

sobre F' é uma funcdoV : N — TM tal que mp; oV = F, ou seja, se o seguinte diagrama comuta:

20 sinal da curvatura pode variar na literatura. Em O’Neill (1983), a curvatura é o negativo da definida aqui.
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Vv

N

M

N ™

ondeyr : TM — M é a projecdo canonica do fibrado tangente. Denotamos os campos vetoriais

suaves sobre F por X(F).
Observe que X(F) é um C*(N)-mbdulo com respeito as operagdes

X(F) x X(F) — X(F)
(V,W) >V + W

C”(N) x X(F) — X(F)
(f,V) > fV.

Note também que, se N = M e F = Idy;, obtemos a definicdo usual de campo vetorial.

Exemplo 1.2.7. Sejam F : N — M fungdo qualquere V : M — T M campo vetorial. Entdo, a

aplicagdo Vo FF': N — TM € um campo vetorial sobre F, pois
ayoVoF=IdyoF=F.

Se F é suave e dF : TN — TM denota sua funcao derivada, entdo, para um campo vetorial

X : N — TN, temos que

ayodFoX=FonyoX=Foldy=F.
Portanto dF o X € também um campo vetorial sobre F. <
Definicao 1.2.8. Uma conexao sobre F : N — M é uma aplica¢do

D : X(N) x X(F) — X(F)
(X, V) — DxV

satisfazendo
(i) Dx,+rx,V = Dx,V+ fDx,V, para X1,X, € X(N),V € X(F) e f € C(N).
(ii) Dx(Vi+cVa) = DxVi+cDxV,, para X € X(N),V|,V, € X(F)ec € R.

(iii) Dx(fV)=(Xf)V+ fDxV,para X € X(N),V € X(F) e f € C*(N).
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Note que, se N = M e F =1dyy, entdo a conexdo D sobre F é também uma conexdo afim em
M.

O interesse principal dessa defini¢do é o fato de uma conexao afim definida sobre uma
variedade M sempre induzir uma conexao sobre aplicagdes, chamada de conexdo induzida,
conforme o proximo resultado, cuja prova pode ser encontrada em Costa e Silva (s.d.), Teorema
24.4.

Teorema 1.2.9. Sejam V conexdo afimem M e F : N — M funcdo suave. Entdo, existe uma

iinica conexdo DV sobre F, chamada de conexdo induzida por V, que satisfaz:

DY (Vo F)(p) = (Var,x,)VIF(p)s

para quaisquer p € N, X € X(N) eV € X(M).

1.2.3 Derivada covariante e transporte paralelo

No caso de curvas, a conexao sobre mapa estd intimamente ligada a um outro objeto bastante

familiar da geometria, a derivada covariante.

Definicao 1.2.10. Seja a : I € R — M curva suave. Uma funcdo D/dt : X(a) — X(«) é dita
ser derivada covariante da curva « se é R-linear e satisfaz
D(hV) DV

=hV+h—.
dt dt

para qualquerV € X(a) e h € C*(I).

A relacdo entre derivada covariante e conexao sobre a curva se da pelo préximo teorema (ver
Costa e Silva (s.d.), Teorema 3.3.3).

Teorema 1.2.11. Seja « : I — M curva suave e D conexdo sobre a. Entdo,

(i) denotando por d/dt o campo vetorial candnico em 1, a funcdo

D
— : X(a) - X(a
— X(0) > X(@)
Vi>Da4V,
dt
define uma derivada covariante sobre a. Mais ainda, toda derivada covariante sobre a é

desta forma para uma tinica conexdo sobre a.

(ii) Se V é uma conexdo afimem M e D = DY é sua conexdo induzida em a, entéo

DY (W o a)

dt (s) = (Va’(s)W)a(s),

paratodos €l eW € X(M).



18

Uma vez que DV /dt € X(«a) para todo V € X(«), podemos aplicar a derivada covariante
n vezes. Utilizaremos também a notagao V', V", V" .. | y para as subsequentes derivadas
covariantes de V.

Sobre uma curva suave « : I — M, um campo vetorial V € X(«a) satisfazendo

DV
-0
dt

€ dito ser um campo vetorial paralelamente transportado (ou paralelo). Para um sistema de

coordenadas (U, (x',...,x")), a equacdo acima se torna

dvi i j ’ k .
W(z‘) +I7, 0 a(t)y(x! o) )V () =0, i=1,...,n, (1.1)
chamadas de equacoes de transporte paralelo. Sendo tais equacdes diferenciais lineares, €

possivel mostrar existéncia e unicidade a partir de uma condicao inicial, conforme estabelece o

préximo resultado (ver O’Neill (1983), Proposicao 3.19).

Teorema 1.2.12. Sejam « : I — M uma curva suave, to € I e v € Ty M. Entdo, existe um
unico'V € X(«a) tal que
DV
— =0 e V(ty) =v.
T e V() =v
A noc¢ao de transporte paralelo é dada pelo seguinte resultado (ver Costa e Silva (s.d.),

Teorema 3.3.7).

Teorema 1.2.13 (Transporte Paralelo). Seja @ : I — M curva suave, D conexdo sobre a e

D /dt derivada covariante associada a D. Para cada par t, s € 1, definimos
PP TyyM — Ty M,

da seguinte maneira: para cada v € Tyy)M, seja V o tinico campo vetorial V € X(«)
paralelamente transportado com V(t) = v. Fica entdo bem definida PZ;D (v) =V (s). A familia

~ D . . .
de fungoes {P; " };.se1 possui as seguintes propriedades:
. D . . ..
(i) Cada P;” é um isomorfismo entre espagos vetoriais.

(ii) Dados t,s,r € I, temos Pﬁ;D o P;’;D = Pl“;D, chamadas de condi¢bes de cociclo. Em

. a,D _ a,D\-1 _ pa,D
particular P, ;" = dr, ,m e (P ;7)™ = Py} .

(iii) Dado X € X(a) e tg € I, temos

DX\ i Pl (X (to+1) = X(to)
dr T 150 t '

~ . D . . N
A colegdo de isomorfismos P}~ é chamada de transporte paralelo ao longo de a com respeito a

conexdo D.
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1.2.4 Aplicacoes a dois parametros

Um exemplo muito importante decorrente das conexdes sobre funcdes € dado a seguir. Sejam
60>0eo:[a,b] X (-6,0) > M uma fungido suave. Tal fun¢ao serd chamada de aplicacdo a
dois pardmetros. Fixe também uma conexdo V em M, e denote a conexdo induzida em o por
D=D".

Denote pontos de [a, b] X (=8, 0) por (t,s), e sejam d/dt e d/ds os campos coordenados

candnicos. Dado Z € X(o), denotamos
Z;=DsZ, Z;=D s Z.
ot ds
Iterando derivadas, escrevemos
Zy=D%Z,Zis=DoZ =DasDoZ, etc.
or ads Os or

Escrevemos também oy = do o d/dt e o5y = do o 3/ds. Aplicacdes a dois parAmetros gozam de
boas propriedades, como estabelece o proximo resultado (ver Costa e Silva (s.d.), Proposi¢ao
2.4.7).

Proposicao 1.2.14. Seja o : [a, b] X (=6 X 6) — M aplicagdo a dois parametros e V conexdo

afim em M com D = DV conexdo induzida em o. Entdo,
(i) Dado Z € X(0), temos Z;; — Zs; = R(05,07)Z.

(i) o5 — 05 = T (05, 0¢), € em particular o5 = 075 se V for conexdo simétrica.

1.2.5 Conexao de Levi-Civita

O principal resultado a respeito de conexdes vem a seguir, € uma prova pode ser encontrada
em O’Neill (1983), Teorema 3.11. Ele nos diz que toda métrica semi-Riemanniana sempre induz

uma (Unica) conexao satisfazendo certas propriedades.

Teorema 1.2.15. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Entdo, existe uma unica

conexdo afim V simétrica que é compativel com sua métrica, isto é,
Z(g(X,Y))=g(VzX,Y)+g(X,VzY), VX,Y,Z € X(M).

Tal conexao é chamada de conexado de Levi-Civita e pode ser caracterizada pela férmula de

Koszul:

2¢(VxY,Z) = X(g(Y,2)) +Y(g(X, 2)) - Z(g(X.Y))
_g(X’ [Y’Z]) +g(Y’ [Z’X]) +g(Z’ [X,Y]),

para todo X,Y,Z € X(M).
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Notacdo. A partir de agora, a menos de mencao contrdria, sempre que nos referirmos a uma
conexao sobre uma variedade semi-Riemanniana, estaremos tratando exclusivamente da conexao

de Levi-Civita, e nao usaremos nenhuma notacao especial para especifica-la.
Em um sistema de coordenadas locais, a compatibilidade com a métrica nos da
ag ij

Ik gilri-k + gl

e pela formula de Koszul, obtemos

-1 . (0g  Ogij 08k
L= —g =+ - . 1.2
i*= 28 \axi T axk T oxd (1.2)

Isso nos d4 uma maneira de obter os simbolos de Christoffel a partir dos coeficientes da métrica
g. Por exemplo, em qualquer IR}, os coeficientes g;; da métrica semi-Euclidiana (Exemplo 1.1.2)
sdo constantes, entdo segue-se de 1.2 que todos os Fj. , com respeito as coordenadas Cartesianas
usuais sao nulos. Da Defini¢do 1.2.5, vemos que o tensor de curvatura em R, € identicamente

nulo, isto ¢, a variedade semi-Riemanniana R7 é plana com respeito a conexdo de Levi-Civita.

Para a : I — M curva suave e D/dt derivada covariante sobre M associada a conexao de
Levi-Civita, dados V, W € X(«a), temos
DV DW
V.WY =g|[—, W] +g|V,—],
gV, W) =g ( I ) g ( T )

onde, no lado esquerdo daigualdade, denotamos a derivadada fungdor € I +— g, (V (1), W(t)) €
R.

1.3 Curvatura

Agora que ja definimos a conexao de Levi-Civita, veremos quais propriedades sdo ganhas
pelo tensor de curvatura (Defini¢cdo 1.2.5) associado a essa conexao. Além disso, introduziremos

alguns objetos derivados desse tensor.

1.3.1 Simetrias da curvatura

Para quaisquer campos vetoriais X, Y € X(M), definimos o operador de curvatura associado

ao par (X, Y) como sendo a aplicacdo C*™(M)-linear dada por

R(X,Y): Z € X(M) — R(X,Y)Z € X(M).
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Devido a sua natureza tensorial, ela naturalmente induz um operador linear em cada espago

tangente 7, M, a saber, parax,y € T, M,
Ry(x,y) :z2€T,M — R,(x,y)z € T,M.

Outro importante operador linear associado a curvatura é o chamado operador for¢ca de maré?

associado a um vetor v € T, M, definido por
R, :x€T,M — R,(x) =R(x,v)v € T,M.

As préximas identidades sdo as chamadas simetrias de curvatura, cujas provas podem ser vistas
O’Neill (1983), Proposi¢ao 3.36.

Teorema 1.3.1 (Simetrias do Tensor de Curvatura). Para quaisquer X,Y,Z,W € X(M), te-

mos
(i) R(X,Y) = —-R(Y, X).
(ii) g(R(X,Y)Z, W) = —g(Z,R(X,Y)W).
(iii) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (Primeira identidade de Bianchi.)
(iv) g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z,W)X.Y). (Troca por Pares.)

) (VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y) = 0. (Segunda Identidade de Bianchi.)
Tais simetrias induzem as seguintes propriedades no operador forca de maré.

Corolario 1.3.2. Dado p € M ev € T,M, o operador forca de maré R, possui as seguintes
propriedades:

(i) R,(v) =0eR,(T,M) C v*. Em particular, o operador for¢a de maré pode ser visto como

um operador em v*.

(ii) gp(Ry(x),y) = gp(x,R\(y)), paratodo x,y € T,M, isto é, R, é auto-adjunto com respeito

ao produto escalar g, .

Quando se trata de geodésicas tipo-luz, que serdo exploradas no Capitulo 3, é conveniente

utilizar a seguinte variacdo do operador forca de maré (ver Costa e Silva (s.d.), p. 100).

Proposicao 1.3.3 (Operador forca de maré luminoso). Seja (M, g) uma variedade Lorentzi-
ana de dimensdo n > 3, e fixe p € M. No espago vetorial Lorentziano (T,M, g,), sejav € T,M
vetor luminoso, e considere o quociente v* tal como construido no Apéndice A (ver Proposicao
A.3.6). Entdo, o operador

R, :wevt > R, (w) € vi

3Do inglés tidal force operator.
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estd bem definido e é auto-adjunto com respeito ao produto interno induzido por g, tal como
definido na Proposicdo A.3.6-(ii).

1.3.2 Curvatura seccional e tensor de Ricci

Apesar do do tensor de curvatura ser um objeto elaborado no sentido algébrico, ele pode ser
completamente determinado por uma aplica¢do mais simples, a curvatura seccional, que visa
apenas os planos bidimensionais sobre a variedade.

Exibiremos apenas os resultados mais relevantes no que diz respeito a essa nova curvatura,
mais detalhes podem ser encontrados em O’Neill (1983), capitulo 3.

Em cada p € M, chamaremos de plano qualquer conjunto IT C 7, M que seja um subespago

vetorial bidimensional.

Defini¢ao 1.3.4. Se Il C T,M é um plano ndo degenerado (isto é, restrito ao qual g, é ndo

degenerada), a curvatura seccional de Il é o numero

gp(Ry(w,v)v,w)

KD = W), (v.v) = gy (7 w)?

(1.3)

onde {v,w} é uma base qualquer de I1.

Nas referéncias dadas acima, demonstra-se que a curvatura seccional estd bem definida, isto €,
que o denominador em (1.3) nunca se anula para planos nio degenerados, e que o valor de K (IT)

independe da escolha de base.

Proposicao 1.3.5 (Schur). Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana com a propriedade
de que, para todo p € M, existe f(p) € R tal que K(I1) = f(p) para qualquer plano I1 € T,M
ndo degenerado. Entdo, a funcdo f : p € M — f(p) € R é suave e temos, para qualquer
X,Y,Z € X(M),

RX,Y)Z=f|g(Y,Z2)X - g(X,Z)Y].

Uma prova desse resultado pode ser encontrada em Costa e Silva (s.d.), Proposicdo 3.7.14.

As condicdes da proposicdo acima sdo trivialmente satisfeitas em variedades bidimensionais.

Corolario 1.3.6. Se (M, g) é uma variedade semi-Riemanniana bidimensional (também chamada
de superficie semi-Riemanniana), entdo existe uma tinica funcao K € C*(M) tal que, para
qualquer X,Y,Z € X(M),

R(X,Y)Z=K[g(Y,Z)X - g(X,Z)Y].

Tal funcdo K é chamada de curvatura Gaussiana da superficie.
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Definicao 1.3.7 (Curvatura Constante). Dado Cy € R, uma variedade semi-Riemanniana é

dita ser de curvatura constante Cy se
K(IT) = Co,

para qualquer plano 11 ndo degenerado em qualquer espaco tangente de M. Se existe um tal

niimero real, dizemos que (M, g) é uma variedade de curvatura constante.

A respeito de curvatura constante, a Proposi¢ao 1.3.5 tem uma importante consequéncia.

Corolario 1.3.8. Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) tem curvatura constante Cy se e
somente se
R(X.Y)Z =Colg(Y,2)X - g(X, 2)Y],

para todo X,Y,Z € X(M). Em particular, (M, g) é plana se e somente se tem curvatura

constante Cy = 0.

Outro variante do tensor de curvatura, e que serd muito importante neste trabalho, é dado a

seguir.

Definicao 1.3.9. Seja (M, g) variedade semi-Riemanniana n-dimensional e {E1, . .., E,} refe-
rencial ortonormal local, com g(E;, E;) = &; = £1. O tensor de Ricci (ou curvatura de Ricci) de
(M, g) € dado por

n
Ric(X,Y) = > &g(R(E,Y)X, Ej), VX,Y € X(M).
i=1
Se S denota o traco do tensor de Ricci, entdo dizemos que S é a curvatura escalar de (M, g).

Explicitamente,
n

S = Z E; RiC(Ei, Ei).
i=1

Naturalmente, tais definicdes independem da escolha do referencial ortonormal. Além disso,
pelas simetrias do tensor de curvatura, vemos que o tensor de Ricci é simétrico.
O tensor de Ricci também se associa ao operador for¢a de maré em dire¢des ndo luminosas

da seguinte maneira, conforme Costa e Silva (s.d.), p. 110.

Proposicao 1.3.10. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensdon > 2, p € M

ev € T,M ndo nulo e temporal caso g seja indefinida. Temos entdo que
Ric(v,v) =trR,.

E temos uma adaptagdo via quociente para o caso luminoso.
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Proposicao 1.3.11. Seja (M, g) uma variedade Lorentziana de dimensdon > 3, p € M e

v € T,M Iuminoso. Com as notagoes e propriedades do quociente feitas no apéndice A
(proposicio A.3.6), e para o operador forca de maré luminoso R, introduzido na proposicéo
1.3.3, temos

Ric(v,v) = trR,.

1.4 Exemplos de variedades semi-Riemannianas

O primeiro exemplo de variedade semi-Riemanniana que introduzimos foi o caso dos espagos

semi-Euclidianos ]RZ no Exemplo 1.1.2. Consideramos agora outros exemplos.

Antes, € conveniente relembrar a no¢do de pullback da teoria de variedades. Dado um
(0, s)-tensor T sobre uma variedade M e uma fungo suave F' : N — M, o pullback de T por F é
o (0, s)-tensor F*T em N definido por

F*Tp(vl’ R VS) = TF(p)(de(vl)’ cet de(vS))9

paratodo p € N,vi,...,vs € T,N. Agora, se (M, g) € uma variedade semi-Riemanniana, e
F : N — M é uma aplicag@o suave, entdo o pullback F*g define um (0, 2)-tensor simétrico em

N, que ndo € necessariamente uma métrica semi-Riemanniana em N.

1.4.1 A Esfera S"

O primeiro exemplo onde o pullback é de fato uma métrica € o caso da n-esfera. No espaco
Euclidiano R"*! usual, denotamos sua métrica por 8, e a aplicagdo inclusdo pori : §"” — R"*!.
A métrica redonda na esfera é a métrica Riemanniana w,, := i*6.

Como um exemplo concreto, considere o caso n = 2, com coordenadas esféricas usuais em
R? dadas por

(r,0, ) € (0,+00) X (0,7) x (0,27) > (rsin6 cos ¢, r sin 6 sin ¢, r cos 0) € R>.
Fixando r = 1, obtemos as coordenadas adaptadas
(6, ¢) — (sin @ cos ¢, sin @ sin @, cos 6)

sobre (0, ) x (0, 27) até o aberto U ¢ S?, dado por U = S? \ P, onde P é o semi-plano fechado
y=0,x > 0.

As componentes (w,);; sdo facilmente computadas, resultando no elemento de linha

ds;, = d6* + sin® 0dg”. (1.4)
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1.4.2 O espaco hiperbdlico H"

O espago hiperbdlico possui diversas representacdes equivalentes. Para uma primeira

ilustracdo, exibimos o modelo de semi-espaco superior. Considere
H" = {(x1,...,x,) € R"|x, > 0},

chamado de semi-espaco superior em R". A métrica hiperbolica gy é dada da seguinte maneira.

Seja 6 a métrica Euclidiana de R” restrita a H". Considere a funcao positiva
Q:(x1,...,x,) € H" > 1/x, € (0, +c0).

Definimos entao
8H = 92(5 .

Em coordenadas Cartesianas (x',...,x"), o elemento de linha é

1 v,
ds?, = e Z;(dx )2

1.4.3 Produtos Torcidos

A partir de variedades semi-Riemannianas conhecidas, podemos obter novas variedades

“combinando-as” de certa forma, o que nos dd uma vasta classe de variedades.

Sejam (B, gp) e (F, gr) variedades semi-Riemannianas, e f : B — (0, +c0) funcdo suave.
Denote por g : (p,q) € BXF +— p e Benp : (p,q) € BXF +— g € F as projecdes
candnicas. O produto torcido de base (B, gp), fibra (F, gr), e fungdo de torcdo* f é a variedade

semi-Riemanniana dada por
Bxs F = (BXF,my(gp) + (f o m5) 1} (gr))-

Note que se f = 1, entdo um produto torcido € simplesmente um produto.

Dados (p,q) € B x F, temos a decomposi¢do 7(, (B X F) = T,B ® T,F. Entdo, se
(v,w), (v',w') € T,B& T, F, temos que

gax, (v, w), (V, W) = (g8)py (v, V) + F(P)* (gF)g(w, w).

Dadas bases ortonormais {vi, ..., Vaim)} € {W1, ..., Waim(r)} de (T, B, (gB)p) € (T4 F, (gr)q),

4Do inglés, warping function.
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respectivamente, vemos que

wi Wdim(F)
70"'-’ im 90707—7"-’ 07
0100 01 0. 755 . 02752 |

€ uma base ortonormal de (7(, ) (B X F), (gBx, F)(p.q))- Utilizando tais bases, € fdcil ver que

ind(B Xy F) = ind(B) +ind(F).
Em particular,
i) se (B, gp) € Lorentziana e (F, gr) € Riemanniana, entdo B Xy F € Lorentziana;

ii) se (B, gp) e (F, gr) sdo ambas Riemannianas, entdo B X F' também é&.

Figura 1.2: Folhas e fibras no produto torcido B X ¢ F'.

TE

|

Fonte: Adaptada de O’Neill (1983).

Conjuntos da forma {p} X F = Jr; (p) sao chamados de fibras, enquanto que os da forma
B x{q} = ﬂ}l(q) sdo as folhas, conforme Figura 1.2. Como esperado, folhas e fibras se
interceptam sempre ortogonalmente. Vetores (respectivamente, campos vetoriais) tangentes as
fibras sao ditos verticais, enquanto que tangentes as folhas sao ditos horizontais.

Vejamos alguns exemplos clédssicos de produtos torcidos.

1) Sejam (B, gg) = (R, dt*) com a métrica positiva padrio em R, e (F, gr) = (S",w,) a

n-esfera. O produto (R x S”, dt* + w,) é o cilindro (Riemanniano) padréo.

2) A versdo Lorentziana do exemplo anterior é a seguinte. Sejam (B, gg) = (R, —dt*) e
(F,gr) = (S",w,). Entdo, o produto (R x S", —dt* + w,) é chamado de cilindro de

Einstein.
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3) Sejam (B, gg) = ((a, b), —dt?) com a métrica negativa no intervalo aberto (a,b) C R,
f i (a,b) — (0,+c0) funcdo suave, e (F, gr) uma variedade Riemanniana qualquer.
O produto torcido Lorentziano (a, b) Xy F é chamado de espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado (€ chamado simplesmente de espaco-tempo de Robertson-Walker se
(F’ gF) = (Rn, 5)7 (F’ gF) = (Sna (L)n), ou (F’ gF) = (Hn’ gH))

4) Fixe M > 0. Considere o conjunto aberto
B={(t,r) eR® : r>2M},

com a métrica Lorentziana

oM oM\
. :_(1 ——)dt@dt+(l __) dr ® dr.

r r

Seja também (F, gr) = (S2, w), e considere a funcio de tor¢io como sendo a projecdo
f:(t,r) € B> re (2M,+).

Esse produto torcido Lorentziano B X F' € chamado de espago-tempo de Schwarzschild

de massa M.

1.5 Geodésicas

Um dos conceitos mais importantes na geometria semi-Riemanniana € o de geodésica, que

serd definido em termos das conexoes.

Definicao 1.5.1 (Aceleracao e geodésicas). Seja (M, V) uma variedade afim. A aceleragao de

uma curva « - I C IR — M é o campo vetorial a” € X(a) dado por

B DY’
Cdt

” .

A curva a é uma geodésica em (M, V) se possuir aceleragdo identicamente nula, isto é, a” = 0.

Em outras palavras, uma geodésica é uma curva cujo campo vetorial o’ é paralelo.

Novamente, a menos de men¢ao contrdria, uma geodésica numa variedade semi-Riemanniana
(M, g) estard sempre associada a conexao de Levi-Civita.
A questao de uma curva ser geodésica depende da parametrizagdo. Se @ : [ — M € uma

geodésicae H : J — I € um difeomorfismo, temos

(a o h)// — h//(a/ o h) + (h/)Z(a ° l’l”)
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que ndo € zero se h” # 0. Vemos assim que apenas reparametrizacdes afins preservam o carater
geodésico. Por outro lado, se § : I — M € uma curva tal que existe uma reparametrizacao
h :J — I de forma que 8 o h seja uma geodésica, dizemos que S € uma pré-geodésica.

Observe também que o cardter causal de uma geodésica a : I — M ndo se altera, pois

dg(a/,a’)

= =2g(a”,a’) =0,

logo g(a’, a’) € constante. A menos de mencao contrdria, sempre se considerara geodésicas nao
constantes, isto €, com @’ # 0. Diremos que a geodésica é espacial, temporal ou luminosa se
essa constante for positiva, negativa ou zero, respectivamente. Se g(a’,a’) < 0, @ é chamada de
geodésica causal.

Como vimos na Secdo 1.2.3, um campo vetorial ao longo de uma curva « € paralelo se, e
somente se, satisfaz as equacgdes de transporte paralelo (1.1). Em particular, @ € geodésica se, e

somente se, satisfaz as equacoes

d(x' o @)
ar

d(x’ o @) d(x¥ o @) _

=1,...
dt dt 0, i=L....n

(F;'k o)

chamadas de equacoes geodésicas. Diferente do transporte paralelo, essas equagdes diferenciais
sdo nao lineares, logo existéncia e unicidade s6 podem ser garantidas localmente, como diz o

préximo resultado (ver Costa e Silva (s.d.), Teorema 3.4.2).

Teorema 1.5.2. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Dado v € TM, existe € > 0 e
uma tinica geodésica a : (—g,&) — M com @’ (0) =v. Ainda, sea : 1 - M e :J — M sdo

geodésicas tais que, para algum ty € I N J, temos &' (ty) = (o), entdo a|jny = Blins-

Corolario 1.5.3. Para cada v € TM, existe uma uinica geodésica vy, : I, — M tal que

(i) I, € R é um intervalo aberto contendo 0 e vy, (0) = v.
(ii) sea : I —» M,0 € I, é uma geodésica com @’ (0) = v, entao I C I, e y,|; = a.

vy é chamada de geodésica maximal com velocidade inicial v.

A respeito de geodésicas maximais y, : I, » M, se I, = R, dizemos que a geodésica vy, é
completa, do contrério dizemos que € incompleta. Uma variedade semi-Riemanniana ¢ dita ser
completa (ou geodesicamente completa) se todas as suas geodésicas maximais sdo completas, e,
contrariamente, serd dita incompleta se possui a0 menos uma geodésica incompleta.

De acordo com o cardter causal de geodésicas, podemos ainda separar completude por
tais carateres. Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) € dita ser temporalmente completa,
espacialmente completa ou luminosamente completa se todas geodésicas com o0s respectivos
cardteres causais sdo completas. Se ambas as geodésicas temporais e luminosas sao completas,
dizemos que (M, g) é causalmente completa. Surpreendentemente, esses tipos de (in)completude

geodésica sdo independentes entre si. Kundt (1963) deu um exemplo de variedade Lorentziana
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que € temporal e luminosamente completo mas ndo espacialmente completo. Ja Geroch (1968)
deu um exemplo em que se tem completude geodésica luminosa e espacial, mas incompletude
temporal.

Uma outra propriedade relevante de geodésicas diz respeito ao seu comprimento. O

comprimento de uma curva suave por partes « : I — M entre valores a < b é dada por

b
Lg(“|[a,b]):/ \/lga(s)(a’(S),a’(s))lds.

O indice g na defini¢do de comprimento de curva serd geralmente omitido se ndo houver risco de
confusao.

Numa variedade Riemanniana, o comprimento de arco se comporta similarmente ao caso
do espacgo Euclidiano. O caso geral € mais delicado, por exemplo, uma curva luminosa possui
comprimento zero.

Dada uma curva suave por partes « : [a,b] — M, uma reparametrizacdo de a é uma
funcdo suave por partes & : [c,d] — [a, b], com h(c) = a e h(d) = b (ou vice-versa). Se sua
derivada ndo muda de sinal, dizemos que /& € monotona. Assim, uma prova andloga ao do cdlculo

elementar mostra o seguinte resultado.
Proposicao 1.5.4. Seja « : [a,b] — M curva suave por partes, entdo
(i) o comprimento de arco de a é invariante por reparametriza¢do monotona.

(ii) Se’|a’| > 0, entdo existe uma reparametrizagcdo estritamente crescente h de modo que a

curva 3 := a o h seja unitéria, isto é, || = 1.

Na proposi¢ao anterior, dizemos também que S esta parametrizada por comprimento de arco.
No caso de a ser geodésica, g(a’, @) é constante, em particular igual a |o’(a)|?,. Nesse caso, o

comprimento de « fica
Lg(@liap)) = (b - a)la’(a)l.

Vemos portanto que funcio reparametrizacdo por comprimento de arco h de @ é uma repa-

rametrizag@o afim (isto €, da forma h(z) = at + a; para aj,a; € R). Nesse caso, a curva
parametrizada por comprimento de arco 8 := @ o h € também uma geodésica, conforme O’Neill
(1983), Lema 3.26. Em particular, quando trabalhando com geodésicas ndo luminosas, podemos

sempre assumir serem unitdrias.

1.5.1 Aplicacao exponencial

Uma aplicagd@o de extrema relevancia na geometria semi-Riemanniana € a chamada aplicagdo

exponencial. Uma discussdo completa deste topico requer discutir uma série de outros resultados

5A norma de um vetor v é dada por |v| := |g(v,v)|'/%.
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auxiliares que nao serdo relevantes no resto desta dissertacdo (para uma discussdao em detalhes
do assunto, ver O’Neill (1983), capitulo 3 ou Costa e Silva (s.d.), capitulo 5), portanto daremos
sua definicdo e os resultados mais relevantes a serem utilizados.

Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e considere 2 C TM o conjunto de vetores
v € TM tais que a geodésica maximal y, : I, — M estd definida para ¢ = 1. Usando fluxo
de campos vetoriais, é possivel mostrar que D € aberto em 7'M contendo a secdo nula Z. A

aplicacao exponencial é a fungao

exp: D - M
v i exp(v) = (1)

E € possivel mostrar que exp é uma fungdo suave com exp(tv) =y, (t) se t € [0, 1].

A restri¢do de exp para um espago tangente 7, M € denotada porexp,, : D, = DNT,M — M.
O dominio D, contém o vetor nulo 0, e € estrelado, isto €, se v € D,, entdo tv € D, para
te[0,1].

Uma célculo simples mostra que a derivada de exp, em 0, € o isomorfismo candnico entre
espacos vetoriais (cf. Lee (2012), proposi¢ao 3.13). Aplicando o teorema da funcdo inversa, existe
um aberto N C D, contindo 0, tal que exp,, | : N — exp,, (/V ) =: N € um difeomorfismo.
Ainda, podemos reduzir N de modo que seja um dominio estrelado.

A discussdo acima mostra que todo ponto p € M possui uma vizinhanga aberta N = exp,, (K/ )
com N estrelado e exp, |y difeomorfismo. Um tal vizinhanga ¢ dita ser vizinhanga normal
de p. Tais vizinhancas formam uma base para a topologia de M. A necessidade de considerar

vizinhancas normais se d4 pelo seguinte resultado (ver O’Neill (1983), Proposicao 3.31).

Proposicao 1.5.5 (Geodésicas Radiais). Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana, e N
vizinhanga normal de p € M. Entdo, para cada q € N, existe uma tinica geodésica p, : [0, 1] —

M comecando em p e terminando em q com imagem inteiramente contida em N . Ainda,
P,(0) = (exp, I5) ™" (9)-

Podemos melhorar a no¢ao de vizinhangas normais. Uma vizinhanca convexa ou aberto

convexo C é uma aberto de M que € vizinhanga normal de todos os seus pontos.

Teorema 1.5.6. Dado p € M e U C M aberto contendo p, existe um aberto convexo C com
peCcU.

Portanto temos também uma base de M por abertos convexos. Dados dois pontos de uma
vizinhanga convexa p,q € C, seja p, : [0,1] — C a geodésica radial de p até g, o vetor

deslocamento é definido por pqg = p(0) € T, M. Um fato importante sobre vetores deslocamento
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€ que a funcdo

A:CXC—->TM

(p.q) = pq

é suave (ver Costa e Silva (s.d.), Corolario 5.5.5).

1.5.2 Minimizacao e maximizac¢ao Local

Um resultado extremamente importante que utiliza a aplicagdo exponencial diz respeito
ao problema de minimizar ou maximizar o comprimento de curvas entre dois pontos. O caso

Riemanniano diz respeito a minimizacao, e o caso Lorentziano a maximizacao.

Teorema 1.5.7. Seja (M, g) é uma variedade Riemanniana e N uma vizinhanca normal de
um ponto p € M. Entdo, para todo g € N, a geodésica radial p, é a geodésica de menor

comprimento entre todas as curvas ligando p a q dentro de N .

Uma prova desse teorema pode ser encontrada em O’Neil (1983), Lema 5.14. Para o caso

Lorentziano abaixo, ver Proposi¢do 5.34 da mesma referéncia.

Teorema 1.5.8. Seja (M, g) é uma variedade Lorentziana e N é vizinhanca normal de um ponto
p € M. Se para q € N existe uma curva causal (suave por partes) ligando p a q inteiramente
contida em N, entdo a geodésica radial p, é a geodésica de maior comprimento entre todas as

curvas causais ligando p a q dentro de N .

Podemos nos perguntar sobre o problema de minimizar ou maximizar globalmente entre dois
pontos. O caso Lorentziano serd explorado no capitulo 5, e o caso Riemanniano esta relacionado

ao teorema de Hopf-Rinow.

Definicao 1.5.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. A distancia Riemanniana

ds : M X M — R entre dois pontos p e q é dada por
dy(p,q) =inf{Lg(y) |y : [0,1] — M é curva suave por partes com y(0) = p,y(1) = gq}.

Pode-se checar que a distancia Riemanniana € na verdade uma métrica cuja topologia induzida
coincide com a topologia de M. Além disso, se existe curva suave por partes y : [0,1] —» M
de p até g com dy(p,q) = L,(y), é possivel mostrar que y € na verdade uma pré-geodésica.
Novamente, se nao houver risco de confusdo, omitiremos o indice g na definicao acima.

Um outro aspecto importante na Geometria Riemanniana € no que diz respeito a nocao de

bola geodésica; que nos serd bastante ttil no Capitulo 5.

Definicao 1.5.10. Sejam h uma métrica Riemanniana em M, U C M uma vizinhan¢a normal de

pE€MeV CT,M odominio estrelado contendo 0, difeomorfo a U via exp. Para todo r > 0 tal
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que B(0,, r)t c V, onde essa bola estd definida com respeito ao produto escalar g p» definimos

a bola geodésica de raio r em p como sendo o conjunto
By(p,r) :=exp,(B(0y,r)) cU (1.5)

Como exp € um difeomorfismo e B(0,,r) € estrelado, a bola geodésica estar contida na
vizinhanga normal U implica que B, (p,r) € também uma vizinhan¢a normal de p. Um dos

motivos pelos quais bolas geodésicas sao importantes consiste no seguinte resultado.

Proposicao 1.5.11. Seja U C M uma vizinhanga normal de p e Bg(p,r) C U uma bola
geodésica. Entdo, para cada q € U, a geodésica radial de p a q em U é a (uinica) menor curva
de p a g em U, a menos de reparametrizacdo monotona. Além disso, se uma curva partindo
de p deixa Bg(p,r), entdo seu comprimento é maior ou igual a r. Em particular, para todo

q € By(p,r), a geodésica radial de p a q é minimizante.

Para uma prova, ver O’Neil (1983), Lema 5.14 e Proposi¢do 5.16. Como consequéncia direta

dessa proposicao, obtemos que

Be(p,r) ={qg e M | dg(p,q) <r}. (1.6)

Portanto, ndo ocorre risco de confusdo se definirmos a bola centrada em p de raio r como em
(1.6), e para isso ndo precisamos considerar a restricao do raio feita na Defini¢do 1.5.10.

Para curvas inextensiveis numa variedade Riemanniana, temos o seguinte resultado.

Lema 1.5.12. Seja (N, g) uma variedade Riemanniana completa. Dada uma curva « :

[a, b) — N inextensivel em b, temos que

tim [ e(@ (). 5))ds = +o0

1.6 Subvariedades semi-Riemannianas

Para (1\7 , &) variedade semi-Riemanniana e M uma subvariedade imersa ou mergulhada de M,
(i.e. M possui estrutura suave cuja inclusdo: : M — M éimersdo ou mergulho, respectivamente),
dizemos que M € subvariedade semi-Riemanniana de M seo pullback® g = 1*g da métrica em
M define uma métrica semi-Riemanniana’ em M. Isso nem sempre ocorre, por exemplo, na
circunferéncia unitdria contida no espaco-tempo de Minkowski R?, o indice é ora 0 ora 1, e
portanto o pullback da métrica de Minkowski ndo define uma métrica sobre a circunferéncia.

Se a métrica definida pelo pullback for Riemanniana ou Lorentziana, trocamos “subvariedade

semi-Riemanniana” por estes termos. No caso de M ser variedade Lorentziana e M ser

6Mais detalhes sobre pullback de tensores podem ser vistos em (O’Neill (1983), Capitulo 2).
7No caso de M ser Riemanniana, :*g é sempre métrica Riemanniana na subvariedade M.
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subvariedade Riemanniana, dizemos que M € subvariedade tipo-espaco ou espacial, e no caso

de M ser Lorentziana, € dita ser subvariedade tipo-tempo ou temporal.

Para M C M subvariedade, um vetor tangente v € T, M pode ser identificado como um
vetor de TI,M de maneira can0Onica pelo mapa di), : T,M — TPM V=di p(v) € TpM . Faremos
tal identificacdo sempre que nao houver risco de confusdo. Em particular, por meio desta

identificagdo, tratamos 7, M como subespago vetorial de TPM .

Se X : M — TM éum campo vetorial sobre a aplicacado inclusao: : M — M, vemos
que, em cada p € M, X, € um vetor em TPM . No contexto de subvariedades, utilizaremos a
notacao i(M ) para denotar o conjunto X(z) dos campos vetoriais suaves sobre a inclusdo. Em
particular, dado Y € X(M), a restricdo Y |3 é campo em i(M ). Como estamos identificando
vetores tangentes em M com sua inclusdo em M, temos também que X(M) é C*(M)-submédulo
de X(M).

Como M é subvariedade semi-Riemanniana de M, cada T, M € subespaco ndo degenerado
de T[,Z\7I , € utilizando as decomposi¢Oes de espagos vetoriais semi-Riemannianos obtidas no
apéndice A, temos

T,M =T,M &T,M",

com T, M+ também ndo degenerado, com dimensao igual a codimensdo de M em M.

Em vista de tal decomposi¢do em T,,M , definimos as projecdes tangente e normal, dadas

respectivamente por

T»M —T,M e T,M— T,M*

Vi vl Vi oyt

Temos uma decomposicdo andloga para campos vetoriais. Se X € X(M) C i(M ), dizemos
que X é campo vetorial tangente a M, e se Z € E(M) é tal que Z,, € T,M~* paratodo p € M,
dizemos que Z é campo vetorial normal a M. Denotamos por X+ (M) o conjunto dos campos

vetoriais normais a M, que também é C* (M )-submddulo de E(M ).

Aplicando as projecdes tangente e normal em cada ponto p € M de um campo X € i(M ),
obtemos dois campos vetoriais suaves X ' e X+ que sdo pontualmente tangentes e normais a M,

respectivamente. Portanto ficam bem definidas as projecdes

X(M) > X(M) e X(M)—> X (M)
X X7 X - Xt

e temos a decomposicao i(M) =X(M) ® X+ (M).
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1.6.1 Segunda forma fundamental

Fixamos aqui as seguintes notagoes: V a conexdo de Levi-Civita em (1\7 ,&), V aconexio de
Levi-Civita em M para a métrica g =1*g, e D a conexao sobre a inclusdo: : M — M induzida
por V.

Uma vez que todo campo vetorial V € i(M ) pode ser visto localmente como a restri¢cao de
um campo vetorial Ve %(ﬂ ) a um aberto de M (Costa e Silva (s.d.), Lema 4.1.5), destacamos o

seguinte resultado.

Lema 1.6.1. Sejam X € X(M) eV, W € E(M) ParaU C M aberto e X,V,W € X(M) campos

que em U sdo iguais®a X,V e W, respectivamente. Entdo,
(i) (DxV)ly = (VgV)lu.

(i) X(g(V,W)) =g(DxV,W)+g(V,DxW).

Para uma prova, ver Costa e Silva (s.d.), Lema 4.1.7. Analisamos agora a relacdo entre as
conexdes em M e M. Dados campos vetoriais X,Y € X(M), ndo € necessario que DxY seja
também um campo vetorial tangente a M, entdo fazemos uma andlise das partes tangente e

normal.

Lema 1.6.2. Se X,Y € X(M), entdo
VyW = (DyW)",
onde V é a conexdo de Levi-Civita da métrica induzida em M.

Esta lema nos diz que sua parte tangente ndo nos traz nenhuma informacao nova, diferente da

parte normal.
Lema 1.6.3. A fungdo I : X(M) X X(M) — X+ (M) dada por
I1(V,W) = (DyW)*

¢ C*(M)-linear e simétrica, chamada de tensor da segunda forma fundamental (ou shape tensor)
de M C M.

Observacao 1.6.4. Pela C*(M)-bilinearidade da segunda forma fundamental, pontualmente
em p € M, Il nos dd um mapa I1, : T,M X T,M — T,M* R-bilinear simétrico, e 11 possui

essencialmente carater de (0,2)-tensor, apesar de sua imagem ser 7, M L.

8Para manter a consisténcia com a notacdo utilizada na se¢do de conexdes sobre mapas, deveriamos escrever
X|y = dir o X|y, mas como decidimos identificar 7, M com di, (T, M), mantemos tal identificagdo também em
campos vetoriais, que no contexto de inclusdo nio trard confusao.
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Em vista da observacao acima, podemos fazer a contracdo métrica de /7, o que nos dd um
campo vetorial normal a M. Dividindo tal vetor por n = dim M da origem ao vetor de curvatura

média H em M. Explicitamente, para cada p € M,
n

1
H, = p Z gill(e;, e;),

i=1

onde {ey,...,e,} é uma base ortonormal para 7, M.
Por estes dois lemas ¢ imediata a decomposi¢ao de DyW, V, W € X(M) em parte tangente e
normal:
DyW =VyW +1I(V,W).

Para uma primeira aplicacao desta decomposi¢do, relacionamos a aceleracdo de uma curva

em M com sua acelerag@o ao ser observada como curva em M.

Proposic¢io 1.6.5. Para @ : I — M curva suave, dado V € X(a) tal que V() € To(yM para
todot € 1, e denotando por V' a derivada covariante de V em M com relacdo aV e V a derivada
covariante em M para V, temos

V=V +II,V),

e em particular & = " + 11(a’, ).

Como corolério imediato desta proposicao, temos uma maneira de verificar quando curvas

sdo geodésicas em M.

Corolario 1.6.6. Uma curva « em M C M é geodésica em sua geometria intrinseca se, e

somente se, sua aceleracdo & em M é sempre normal a M.

Definicao 1.6.7. Sejam M subvariedade semi-Riemanniana de M, e U um campo unitdrio e

normal® a M. Definimos os seguintes objetos:

(i) A segunda forma fundamental (associada a U) é o (0, 2)-tensor K = Ky em M dado por
Ku(X,Y) =-g(1I(X,Y),U), (1.7)

para todo X,Y € X(M), onde 11 é o shape tensor de M.

(ii) O operador de Weingarten (ou shape operator) (associado a U) é o (1, 1)-tensor S = Sy

em M metricamente associado a Ky, isto é, S : X(M) — X(M) é dado por
g(Su(X),Y) =Ky(X,Y) (1.8)

para todo X,Y € X(M).

9Pode ndo existir tal campo vetorial definido em todo M (por exemplo, a faixa de Mobious), mas tal campo existe
em uma vizinhanca aberta de cada ponto, que € o suficiente para nossas aplicagdes.
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Explicitamente, temos que
Sy(X) =tanDxU. (1.9)

para todo X € X(M). A simetria de /1 nos mostra que pontualmente o operador de Weingarten
Sy : T,M — T,M € um operador linear auto-adjunto em relagdo ao produto escalar g,.

Introduzimos também a curvatura média (associada a U) de M como sendo a funcao
hy = '[I‘SUECDO(M), (1.10)

que terd importancia significativa nos principais resultados deste trabalho.

Observacao 1.6.8. O sinal negativo na Equagao 1.7, e que é consequentemente herdado pelo
operador de Weingarten e pela funcdo curvatura média (associada a U) nao € universal. Por
exemplo, esse sinal € positivo em O’Neill (1983), mas negativo em Treude (2011). No Capitulo

6, ficard claro o porqué dessa escolha.

1.6.2 Hipersuperficies semi-Riemannianas

Uma hipersuperficie semi-Riemanniana M C M € uma subvariedade semi-Riemanniana de
codimensdo 1. Neste caso, temos que o co-indice (i.e. o indice comum de todos os T, M Hde M

€ 0 ou 1. Classificamos M por um sinal £ = +1, da seguinte maneira:
* +1 se o co-indice de M € 0, ou seja, g2(z,z) > 0 para todo vetor z # O normal a M.
* -1 se oco-indice de M € 1, ou seja, g(z,z) < 0 para todo vetor z # O normal a M.

Para f € C* (M), sabemos que a imagem inversa de seus valores regulares sdo subvariedades

mergulhadas de codimensao 1. Isso nos permite enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 1.6.9. Seja c valor regular de f € C®(M). Entdo, M = f~'(c) é hipersuperficie
semi-Riemanniana se, e somente se, g(Vf,Vf) > 0 emtodo M ou < 0 em todo M. Em caso
afirmativo, o sinal de M é o sinal de g(Vf,V f) e o campo vetorial U :=V f[|V f| é unitario e

normal a M.

No caso de codimensao 1, os operadores de Weingarten podem ser simplificados da seguinte

forma.

Proposicao 1.6.10. Sejam U campo unitdrio e normal a M e S o operador de Weingarten
associado a U. Entdo, para todo X € X(M), o campo DyU é tangente a M e, de (1.9), segue-se
que

Su(X) =DxU. (1.11)

Observacio 1.6.11. Como a conexdo induzida D = DV e a conexio de Levi-Civita esto tio

intimamente ligadas via o Teorema 1.2.9, € comum na literatura utilizar a mesma notagdo V para
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ambas as conexdes. Faremos uso dessa notacao principalmente no Capitulo 3. Desse modo,
escrevemos a Equagdo 1.11 como
Su(X) = VxU. (1.12)

1.7 Alguns operadores diferenciais

Definiremos agora alguns operadores que irdo surgir naturalmente no decorrer do trabalho.
Eles sdo simplesmente generalizacdes de operadores diferenciais usuais do cdlculo vetorial em
R3
Definicao 1.7.1. O gradiente V f de uma fungdo suave f € C*(M) é o campo vetorial metrica-

mente equivalente a diferencial df € X*(M)'°. Assim,
g(Vf,X) =df(X) =X(f), VX eX(M).

Em coordenadas, temos que

..Gf
V = ’J—.8~.
f=s Axi 7

Em particular, para as coordenadas naturais no espago semi-Euclidiano R}, temos que

vi=Yalls

i=1
que se reduz a formula usual em R.

Definicao 1.7.2. A Hessiana Hess ¢ de uma fungdo suave f € C* (M) é o (0, 2)-tensor simétrico
dado por
Hess/(X.Y) = g(VxV/.Y)

para todo X,Y € X(M).

Em coordenadas, a Hessiana de f € dada por

0> f af
(Hessyhi = ey ~igar

Definicao 1.7.3. O Laplaciano Af de uma funcdo suave f € C*(M) é o traco da Hessiana de

f, isto é,
n

Af =trHess; = Z giHessy(E;, E;),
i=1

onde E1, . .., E, é um referencial ortonormal local em M e &; = g(E;, E;).

10C*-médulo constituido das 1-formas em M (cf. O’Neill (1983), Defini¢do 1.23)
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Se (M, g) é uma variedade Lorentziana, ¢ comum chamar o Laplaciano de f de d’Alembertiano,

mas manteremos a notagdo A f em todos os casos!!.

1 Alguns autores utilizam a notacdio O f para referir-se ao d’Alembertiano.
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2 Calculo Variacional

Como vimos no capitulo anterior, geodésicas sdo curvas de acelerag¢do nula, e intuitivamente
sdo as curvas mais “retas” na variedade semi-Riemanniana. Nesse sentido, a curvatura age sobre
familias de geodésicas proximas resultado em “convergéncia” ou “divergéncia” das mesmas.
Neste capitulo, formalizaremos essas nog¢des utilizando-se da chamada Teoria variacional. Mais
precisamente, estudaremos os chamados campos de Jacobi, bem como pontos conjugados e
Jocais relacionados a estes campos vetoriais.

A menos de menc¢ao contrdria, fixaremos a seguinte notacdo no decorrer deste capitulo:
(M, g) é uma variedade semi-Riemanniana de dimensao n; o dominio de uma curva serd o
intervalo fechado [a, b], e, se a for uma geodésica ndao luminosa, entdo ¢ > 0 representa sua
velocidade, e € o sinal de «, isto €, € = sgn(a’, a’) = +1.

Novamente, estamos interessados apenas no enunciado dos resultados. As provas destes
podem ser obtidas em O’Neill (1983), Capitulos 8 e 10.

2.1 Campos de Jacobi

Neste capitulo, resgataremos 0s conceitos e notagdes introduzidos na Se¢do 1.2.4 no que diz

respeito as aplicacdes a dois parametros.

Definicao 2.1.1. Uma variagio de um segmento de curva suave « : [a,b] — M é uma aplicacdo

a dois parametros
o:la,b]l x(-6,0) —m M

satisfazendo o := o (-,0) = a, isto é, 0(t,0) = a(t) para todo t € [a, b].

De modo geral, variagdes capturam a ideia de perturbar uma curva numa pequena vizinhanca,
conforme mostra a Figura 2.1. Neste capitulo, exploraremos algumas informagdes que podem

ser obtidas a partir desse objeto.

Figura 2.1: Variacdo da curva a.

(_656)

Fonte: Adaptada de Espinoza (2020).
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Paracada s € (-8,0),ascurvasa® = o (-, s) : [a,b] — M sao ditas longitudinais, enquanto
que, para cadat € [a, b], as curvas B’ = o (t, -) : (=6,0) — M sio ditas rransversais. A curva

a € dita ser a curva base (ou fiducial) de o .

Lema 2.1.2. Seja o : [a,b] X (-=0,0) — M variacdo da curva suave « : [a,b] — M. A

aplicacdo dada por

V7 :la,b] —TM
t =(8"(0)

¢ um campo vetorial suave sobre a, e V" = o( -,0). V7 é chamado de campo vetorial variacional
de 0. Além disso, para cada s € (-6, 0), a curva a® tem derivada dada por (a*)’'(t) = oy(t, 5)

para todo t € [a, b].

Em resumo, para cada r € [a, b], V7 (¢) é precisamente a velocidade inicial da curva j’
(Figura 2.2). Se cada curva longitudinal de o é geodésica, entdo o € dita ser uma variagdo

geodésica.

Figura 2.2: Campo variacional de o.

ﬁt

V()' (r)

Fonte: Adaptada de Espinoza (2020).

Corolario 2.1.3. Seja o : [a,b] X (=8,0) — M variacdo da curva suave « : [a,b] — M, e

tome um ponto qualquer (g, so) € [a, b] X (=6, 0). Entdo,

Ty (to, s0) = ()" (19).

Em particular, o é variagdo geodésica se, e somente se, oy = 0.

Definicao 2.1.4. Se a : [a,b] — M é uma geodésica, entdo um campo J € X(a) é um campo
de Jacobi se satisfaz a equacdo
J"+R(J,a")a’ =0, 2.1

conhecida como equagio diferencial de Jacobi.
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Em (2.1), utilizamos a notacio simplificada J” para representar a derivada covariante D2J /dt,
conforme definido na Secdo 1.2.3. Evidentemente, a equacao de Jacobi € uma equagao diferencial
de segunda ordem linear. Assim, o conjunto dos campos de Jacobi sobre uma geodésica a

formam um espaco vetorial real, ao qual denotaremos por J .

Definicao 2.1.5. Seja a : I — M uma curva suave. Um campo vetorial V € X(«a) é dito ser
tangente d curva a se existe uma funcdo h € C*(I) tal que V = h - a’, e V é normal (ou

perpendicular) a a se (V,a’) = 0.

Se a : [a,b] — M é curva com |@’| > 0, entdo podemos fazer a seguinte decomposi¢ao:
TonM =R -’ + ()", Vi€ [a,b].

Assim, dado Y € X(a), escrevemos Y = YT + Y+ para denotar as componentes tangente e normal
de Y a a, respectivamente. Mais ainda, se « é geodésica nao luminosa, temos que (Y7)" = (Y’)7
e (Y1) =(Y)*

Lema 2.1.6. Seja a : [a,b] — M uma geodésica e Y € X(a). Entdo,

(i) SeY é tangente a curva a, entdo Y é campo de Jacobi & Y" = 0 & existem constantes

a,b € |a,b] tais que

Y(s)=(as+b)-a'(s), Vsce€]la,b].
(ii) SeY é de Jacobi, entdo Y é normal a curva @ < existema # b € [a, b] tais que Y (a) L «
eY(b) L a o existea € [a,b] talqueY(a) LaeY (a) L a.

(iii) Se « é geodésica ndo luminosa, entdo Y é campo de Jacobi & Y*+,YT € X(a) sdo campos
de Jacobi.

A linearidade da equacdo de Jacobi, bem como o lema anterior, nos ddo o seguinte resultado

de existéncia e unicidade.

Proposicao 2.1.7. Seja a : [a,b] — M"™ uma geodésica. Entdo, para todo ty € [a,b] e

v,w € Ty0)M, existe um tinico campo de Jacobi J € J“ tal que
J(tg) =v el (tg) =w.

Em particular, % C X(«) é um subespaco R-linear de dimensdo 2n.

Segue-se da proposi¢do 2.1.7 que o conjunto J € J“ dos campos de Jacobi em a que se
anulam em 7y é um subespaco R-linear de dimensao n.
O préximo resultado nos mostra que todos os campos de Jacobi sobre uma geodésica surgem

como o campo variacional de uma variagdo geodésica.
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Proposicao 2.1.8. Seja a : [a,b] — M uma geodésica. Entdo, um campo J € X(a) é um

campo de Jacobi se, e somente se, J é o campo variacional de alguma variag¢do geodésica de a.

2.1.1 Campos de Jacobi em variedades de curvatura constante

Um caso interessante a ser analisado ocorre quando (M, g) é uma variedade semi-Riemanniana
com curvatura constante co € R. Nesse caso, podemos exibir explicitamente quem sao seus

campos de Jacobi. Como M tem curvatura constante, temos que
R(X,Y)Z =co-[(Z,Y)X —(Z,X)Y], (2.2)
para todo X,Y,Z € X(M). Seja @ : [ — M uma geodésica parametrizada de modo que
(,a’) =: &,

onde € =0, 1 ou —1 se a é luminosa, espacial ou temporal, respectivamente. Entdo, de (2.1) e

(2.2), vemos que a equacao de Jacobi em a se resume a
J"+co-[eJ —(d,T)a'] =0.

Se olharmos apenas para campos de Jacobi normais a @, a equacao acima € simplificada, o que

nos leva a procurar solu¢gdes da equacao
J"+Kk-J=0, (2.3)

onde k := &cp. Assuma que O € /. Por contagem dimensional e inspecao direta, um célculo

direto mostra que o conjunto de solucdes de (2.3) é da forma

cosh(\/WI) -V+ sinh(\/mn -W, sek <0,
J()=3 V+t-W, sek=0, (2.4)
cos(+/kt) - V +sin(+/kt) - W se k > 0,

para todo ¢t € I, onde V, W sdo campos vetoriais transportados paralelamente e perpendiculares a

.

2.2 Primeira e segunda variacao

Inicialmente, consideremos apenas curvas nio luminosas. Nesse caso, |@’| > 0 e, portanto, &

€ curva temporal se & = —1 e espacial se & = +1. O caso luz serd visto no final deste capitulo.

Seja @ : [a,b] — M curva ndo luminosa e o : [a,b] X (-0,0) — M variagdo de «.



43

Definimos o funcional L7 : (-=6,8) — R como

b
L7(s) = L(a®) = / o (1, 5)\d,

em que L € a fungdo comprimento de arco. Dessa forma, L” mede o comprimento das curvas
longitudinais de o, sendo L (0) = L(«@). Além disso, denotaremos L, simplesmente por L se

nao houver risco de confusio.

Lema 2.2.1. Sejam « : [a,b] — M curva suave nao luminosa e o : |a,b] X (=6,0) > M
b ’
= 8/ < al, ,Vl>dt,
s=0 a |a |

A nocao de suavidade por partes introduzida na Definicdo 1.1.3 pode ser naturalmente

variacdo de a. Entdo,

dL
L7 (0) = —
(0) 15

em que V é o campo variacional de o .

estendida para variacdes e campos vetoriais da seguinte forma. Uma variacdo o : [a, b] X
(—6,0) — M é dita ser suave por partes se é continua e se existe uma particdio a =9 < --- <
tr+1 = b tal que, paracadai =0, 1,--- , k, arestricdo de o a [#;, t;+1] X (=0, 0) seja suave. Dessa
forma, todo ponto de quebra da curva base @ € também de o. Assim, se a € suave por partes,
qualquer variacao de @ também o €. Iremos sempre supor que @ € o possuem 0s mesmos pontos
de quebra, adicionando pontos de quebra triviais se necessdrio, isto €, pontos em que @ ou o seja
suave. Analogamente, podemos definir o que € um campo vetorial suave por partes sobre uma
curva @ : I — M, conjunto que denotaremos por X’'(«) e que admite uma estrutura natural de
modulo sobre o anel das func¢des I — IR suaves por partes, denotado por C*’(I). Por exemplo,

se V é o campo variacional de uma variacdo suave por partes de @, entdo V € X'(«).

Teorema 2.2.2 (Primeira variacdo). Seja a : [a,b] — M curva suave por partes com veloci-

dade constante ¢ > 0. Se o : [a,b] X (=8,0) — M é variacdo de «, entdo

b k
L7(0) === / (@ Vydi == 3 (Ad/ (1), V(1)) + =(. V) ' 2.5)
a i=1 ¢

emqueti,...,t; sdo as quebras de a e o.

Definicao 2.2.3. Uma variacdo o : [a,b] X (=0,0) — M de uma curva suave por partes « é

uma variacio de extremos fixos se as curvas transversais 8% e 8° sdo constantes.

Nesse caso, 8%(s) = B*(0) = a(a) e B°(s) = BP(0) = a(b) para todo s € (=6,6). Além

disso, todas as curvas longitudinais vao de a(a) a @(b). A Figura 2.3 ilustra esse tipo de variacao.

Proposicao 2.2.4. Uma curva suave por partes « : [a,b] — M de velocidade constante ¢ > 0

é geodésica suave se, e somente se, L°'(0) = 0 para toda variacdo de extremos fixos o de «.
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Figura 2.3: Variacao de extremos fixos.

—_— — —

Fonte: Produc¢do do autor.

Sabemos que o campo variacional V de uma variacdo o calcula a velocidade nos pontos em
que cada curva transversal cruza a curva base 0. Sendo assim, € natural definirmos o campo
A = 04(-,0) € X(0p), chamado de aceleragao transversal de o, que calcula a aceleracdo das

curvas transversais em oy.

Teorema 2.2.5 (Segunda variaco). Seja « : [a, b] — M geodésica com velocidade constante

c>0. Seo:[a,b]x(=6,6) = M évariacdo de a, entdo

b b
L77(0) :g / [((vL)', (VLYY + (R(V,a")V, @) dt+§(a’,A> , (2.6)

a

em que V é o campo variacional de o e A sua aceleragdo transversal.

Pelas simetrias de R (Teorema 1.3.1), o segundo termo no integrando em (2.6) pode ser
reescrito como (R(V+a/)V+, a’). Além disso, se o € uma variagdo de extremos fixos, entdo

A(a) =0 € TyyM e A(b) =0 € T,y M. Nesse caso, a formula da segunda variagdo reduz-se a

b
L7"(0) = ¢ / [((VL)’, (V5Yy +(R(V*+, o)V, ') |dt,
¢ a
mostrando que L?”(0) depende apenas da parte normal do campo variacional V e ndo de o
necessariamente, o que serd importante quando definirmos a forma indice de uma geodésica nao

luminosa na préxima se¢ao.

Naturalmente, L7’(0) e L7”(0) nos dio informacdo sobre a varia¢do de comprimento das
curvas longitudinais préximas da geodésica base a. De fato, se L7'(0) = 0e L7”(0) # 0, entdo
seu sinal determina se @ tem comprimento mdximo (sinal positivo) ou minimo (sinal negativo)

em relacdo as curvas longitudinais de o numa pequena vizinhanga de s = 0.
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2.3 Forma Indice

Fixe p,q € M e um intervalo [a, b]. Considere o seguinte conjunto de curvas:

Q(p,q) = {a € C*([a,b]);a(a) = p e a(b) = q}.

Considerar Q(p, g) como uma variedade! nos permite fazer analogias que serdo extremamente
importantes no desenvolvimento de resultados variacionais.

Seja o : [a,b] X (-0,6) — M uma variacio de extremos fixos de uma curva @ € Q(p, q).
Para cada s € (-6, 9), temos que @® € Q(p, g), assim podemos pensar em o como uma “curva”
em Q(p, g) comecando em a, cuja velocidade inicial € o campo variacional V que se anula em a
eb.

Lembrando que cada T, M pode ser definido como o conjunto das velocidades iniciais das

curvas em M que comecam em p, isso sugere a seguinte definicao.

Definicao 2.3.1. Se a € Q(p, q), entdo o espaco tangente de Q(p, q) em a é
T,(Q(p,q)) := {V € X' (a);V(a)=0eV(b) = O}.

Todo campo V € T,(Q(p, q)) é o campo variacional de alguma variacio de extremos fixos
o : |a,b] X (-8,8) —» M de a. Explicitamente,

O-(t’ S) = €XPy(r) (SV(I))

€ a variacdo desejada, em que ¢ foi tomado suficientemente pequeno de modo que o esteja bem
definida.

E natural pensar na fungiio comprimento de arco L como um funcional em Q(p, g). Isso nos
permite dar um sentido a V(L) de modo andlogo ao que ¢ feito em variedades. Assim, tomamos
V(L) = L7'(0) em que o € uma variacao de extremos fixos qualquer cujo campo variacional é V.

De modo geral, se p € M é ponto de critico de f € C*(M), entdo v(f) = 0 para todo
v € T,M. Assim, a Proposicdo 2.2.4 nos diz que as geodésicas ndo luminosas em Q(p, g) sdo
justamente os pontos criticos do funcional L em Q(p, q).

Num ponto critico p de f € C*(M), as primeiras derivadas coordenadas se anulam e,
portanto, estudamos f ao redor de p a partir de suas segundas derivadas, expressas pela Hessiana

de f em p. A préxima defini¢ao tenta capturar essa ideia para o funcional L.

Definicao 2.3.2. A forma indice I, de uma geodésica ndo luminosa a € Q(p, q) é a unica forma

bilinear simétrica
Iy : To(Q(p, q)) X To((p,q)) » R

1A construgdo de Q(p, g) como variedade (de dimensio infinita) pode ser tomada precisa (cf. Beem, Ehrlich e
Easley (1999), Capitulo 3), mas ndo a faremos aqui.
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tal que, se V € T, (Q(p, q)), entdo
1,(V,V) = L7"(0),
em que o é qualquer variacdo de extremos fixos de a com campo variacional V.

Lembre que para variacdes de extremos fixos, a segunda variagdo depende apenas do campo

variacional V e nao do o em particular. Mais geralmente, para quaisquer V, W € T,(Q(p, q)),

&

I,(V,W) = - /Ob [((VL)’, (W5 +(R(V,a" )W, ) |dt. (2.7)
A parte tangente de V nlo tem contribuicdo na segunda variagdo, assim
L,(V,W) =1,(V:,Wh), VYV, W e T,(Qp,q)).
Portanto, ndo ha perda de informag¢do em restringir /, para

Ty (Q(p,q) = {V € To(Qp, q)) : (V, @) = 0},
restri¢do que denotaremos por I

Proposicao 2.3.3. Seja @ € Q(p, q) geodésica ndo luminosa de velocidade ¢ > 0. Set) < ... <

ty sao os pontos de quebra de a e dos campos V,W € T,(Q(p, q)), entdo

E b & k
(VW) == [ RO @0 W= 2 ) AW W ).
=1

2.4 Pontos conjugados

Definicao 2.4.1. Seja a : [a,b] — M geodésica ndo constante. Dois pontos a(a) e a(b) sdo

ditos conjugados sobre « se existir um campo J € ¢ ndo nulo tal que J(a) =0e J(b) =0.

O conjunto
I ={JeT":J(a)=0eJ(b) =0}

¢ um subespaco de J“ e sua dimensdo € dita ordem de conjugacdo de a(a) e a(b) ao longo de
@, denotada por Conj(a(a), @(b)). Mais especificamente, 7/ (fb ¢ subespago de 7%, formado
pelos campos de Jacobi que se anulam em a, que tem dimensdo n pela Proposi¢do 2.1.7. Vé-se
facilmente que o campo ¢ — (¢ — a) - @’(¢) € de Jacobi sobre @ e que se anula em a mas nido em

b, logo a dimensao de ja“b € no maximo n — 1.

Teorema 2.4.2. Seja « : [a,b] — M é geodésica com a(a) = p. Sao equivalentes:
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(i) a(b) e a(b) sdo pontos conjugados sobre .

(ii) Existe uma variacdo geodésica ndo trivial (i.e., seu campo variacional é ndo nulo) o de «

de modo que todas as curvas longitudinais comecam em p e o5(b,0) = 0.

(iii) (b — a)a’(a) é ponto critico de exp, : Dp CT,M — M, isto ¢, d(eXpy(a))(b-a)a’(a)
T(b—a)a’(a) (Ta(a)M) — Ta(b)M é singular.

Exemplo 2.4.3 (Pontos conjugados em curvatura constante). Considere uma geodésica « :
I 50 - M em uma variedade semi-Riemanniana (M, g) com curvatura constante co € R.

Aplicando as expressdes de (2.4), concluimos o seguinte:

1) Suponha que x < 0 ou k = 0. Se um campo de Jacobi se anulaem ¢t =0eemt =1y # 0,
entdo é o campo nulo. Portanto, nesse caso, geodésicas ndo possuem pares de pontos

conjugados;
2) Se k > 0, entdo os pontos conjugados a a(0) sdo os a/(#;) tais que

tg:f/—; t e 2\ {0},

caso t; € I. Nesse caso, utilizando (2.4), vemos que os campos vetoriais em J“

Osﬂ/\/;
(supondo ¢ = 1) s@o todos da forma

J(t) =sen(vkt) - W, Vt e [0,m/Vk],

com W transportado paralelamente e perpendicular a «.

Em particular, nenhuma geodésica tipo-luz numa variedade semi-Riemanniana com curvatura
constante possui pares de pontos conjugados. O mesmo ocorre para quaisquer geodésicas nos
espagos semi-Euclidianos IR); ou em qualquer outra variedade com curvatura nula. Em todos

esses casos, temos que k = 0. <

Definicfio 2.4.4. Uma geodésica a : [a,b] — M é dita coespacial quando o subespaco o' (t)*

de T, (1M é tipo-espago para algum t (consequentemente, para todo t € [a, b]).

Assim, toda geodésica a coespacial € necessariamente ndo luminosa, e M € Riemanniana ou

de Lorentz dependendo do sinal de a.
Teorema 2.4.5. Seja « : [a,b] — M geodésica coespacial em Q(p, q). Entdo,
(i) Se ndo existem pontos conjugados a a(a) sobre a, entdo el é positiva definida.

(ii) Se a(b) é o unico ponto conjugado de a(a) sobre a, entdo €l é positiva semi-definida,

mas ndo definida.
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(iii) Se existe um ponto a(r) conjugado a a(a) sobre @ com a < r < b, entdo I ¢ indefinida.

Naturalmente, a curvatura da variedade influencia no comportamento de suas geodésicas.
A saber, é esperado que uma curvatura positiva proporcione “convergéncia’, enquanto que

curvatura negativa implique o efeito contrdrio. O préximo resultado formaliza essa nocao.
Proposicao 2.4.6. Seja a : [a,b] — M geodésica coespacial. Suponha que

(i) ou M ¢é riemanniana e todas as curvaturas seccionais sdo ndo positivas, isto é, K (IT) < 0

para todo plano, ou

(ii) M é de Lorentz, a é temporal e as curvaturas seccionais K(I1) > 0 para todos os planos

temporais I1 C TM.

Entdo, a ndo possui pontos conjugados.

2.5 Pontos focais

Fixe a seguinte nota¢do: P uma subvariedade mergulhada semi-Riemanniana de M, g € M e
[a, b] um intervalo fechado. Denotaremos por Q(P, g) o conjunto das curvas suaves por partes
a: [a,b] — M tais que a(a) € Pe a(b) =q.

Para uma curva @ € Q(P, g), estamos interessados nas variacdes o de a cujas curvas
longitudinais estdo em Q(P, g). Assim, a curva transversal inicial 8¢ estd em P, enquanto
que a curva transversal final 8 é constante e igual a ¢. Uma tal variacdo serd chamada de
(P, q)-variagdo de a. Assim como antes, hd uma forma natural de descrever o espago tangente
de Q(P, q) em a.

Definicao 2.5.1. Seja a : [a,b] — M curva em Q(P, q). 0 espago tangente de Q(P, q) em a é
To(Q(P, q)) = {V € X'(@) : V(0) € Ty)P e V(b) = 0}.

O préximo resultado nos diz que os pontos criticos do funcional comprimento de arco L em
Q(P, q) sdo as geodésicas ndo luminosas a € Q(P, ¢g) normais a P (ou P-normais), isto &, tais
que &’(a) € (Tya)P)* .

Proposicao 2.5.2. Seja a € Q(P, q) curva com velocidade constante ¢ > 0. Entdo, @ é uma

geodésica normal a P se, e somente se, L7’ (0) = 0 para toda (P, q)-variacdo o de a.

A fim de estudar a segunda variacdo para geodésicas nao luminosas normais a P, o tensor de
Weingarten /1 de P surge naturalmente. De fato, se @ : [a, b] — M € geodésica ndo luminosa
normal a P em Q(P, g) e o é (P, gq)-variagdo de a, entdo vé-se facilmente a partir da férmula da
segunda variacdo 2.6 que

& b &
L77(0) = ;/ [<(VL)', (V1)) +(Rva'V,a') dt = —(a’(a), 11(V(a), V(a)), (2.8)
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em que V € o campo variacional de o.

Assim como definida anteriormente, a forma indice de uma geodésica ndo luminosa « €
Q(P, q) é atnica forma bilinear simétrica em T, (Q(P, ¢)) tal que I,(V,V) = L7”(0) para todo
V e T,(Q(P, q)) e para qualquer (P, g)-variagao o de @. Como I/ € simétrico, temos

£ b &
Io(V,W) = ;/ [((Vl)', (W) +(Ryo )W, ') |dt — E(a'(a),II(V(a),W(a» (2.9)

para quaisquer V, W € T, (Q(P, g)). Assim como antes, podemos restringir a forma indice para
TH(Q(P. q)).

A nocao de ponto conjugado pode ser generalizada para uma subvariedade P C M. A ideia é
entender quando geodésicas emanando de P - antes saindo de p - “reconvergem em primeira
ordem” para um determinado ponto num sentido que tornar-se-4 preciso adiante. Essa nocao
pode ser formalizada novamente a partir de certos campos de Jacobi, os chamados campos
P-Jacobi.

Definicao 2.5.3. Seja « : [a,b] — M geodésica normal a P. Entdo a(b) é dito ponto focal de

P sobre a se existe um campo de Jacobi ndo nulo J € J° tal que J(b) =0,
J(a) € TQ(Q)P e tanp(J'(a)) = Sa/(a)(J(a)) (2.10)

em que Sy (q) : Ta(a)P — Tu(a)P € 0 operador de Weingarten de P em a(a) associado ao vetor
normal o’ (a) (Defini¢do 1.6.7). Um campo de Jacobi satisfazendo as duas condi¢oes em (2.10)

é dito campo P-Jacobi.

Proposicao 2.5.4. Sejam « : [a,b] — M geodésica P-normal e J € J°. Sdo equivalentes:
(i) J é P-Jacobi.

(ii) Existe uma variacdo geodésica de a com campo variacional J e cujas curvas longitudinais

sdo geodésicas P-normais.

Ainda mais, se «a é tipo-luz e J é um campo P-Jacobi perpendicular a «, entdo a varia¢cdo em

(if) pode ser tomada de modo que as curvas longitudinais sejam geodésicas tipo-luz.

Esse resultado nos da a seguinte caracterizacdo para pontos focais.

Corolario 2.5.5. Seja « : [a,b] — M geodésica P-normal. Entdo, a(b) é um ponto focal de P
sobre « se, e somente se, existe uma variagdo geodésica de a por geodésicas P-normais e cujo

campo variacional se anula em b mas ndo é identicamente nulo.

O conjunto P J“ dos campos P-Jacobi sobre @ € um espaco vetorial real de dimensao n.

Com efeito, para cada v € Ty ()P e w € (Ty(a)P)*, segue-se da Proposi¢do 2.1.7 que existe um
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tinico campo de Jacobi J € J* tal que J(a) =v e J'(a) = Sy/(q)(v) + w. Assim, J € P-Jacobi e
a aplicagdo v + w — J define um isomorfismo linear entre Ty ()P @ (To(a)P)*" = To(ayM e PT .

Generalizando a nog¢do de ordem de conjugacdo, se a(r) € um ponto focal de P sobre «, entao
o conjunto P 7%, constituido dos campos P-Jacobi sobre @ que se anulam em r, € subespaco de
PJ?, e adimensdo de PJ.“ é dita ordem focal de a(r), denotada por Foc(P, a(r)). Convém
observar que a ordem focal de @(r) é no maximo n — 1, ja que o campo t — (t —a)a’(t) em a é
P-Jacobi e se anula apenas em ¢ = a.

O préximo resultado € uma generalizacao do Teorema 2.4.2.
Teorema 2.5.6. Seja a : [a,b] — M geodésica normal a P. Entdo, sdo equivalentes:
(i) a(b) é um ponto focal de P sobre a.
(i) Existe uma variacdo ndo trivial o de a por geodésicas P-normais tal que o5(b,0) = 0.
(iii) A exponencial normal? exp” : DN ¢ NP — M é singular em (b — a)c’(a).

Exemplo 2.5.7. Seja P = {(x,y,z) € R® : x? + y? — z2 = 1} o hiperboloide imerso em R>
com a métrica Riemanniana. Sejam ay,as : [0,1] — R? dadas por «;(r) = (1 +1,0,0) e
a>(t) = (1-t,0,0). Obviamente, sdo geodésicas em R? normais a P em e (0) = a»(0) = (1,0, 0),
e verificaremos que os pontos ¢ = a1(1) = (2,0,0) e a2(1) = (0,0, 0) sdo pontos focais de P
sobre | e ay, respectivamente. Para tal, basta exibir variacdes de a; e @, conforme o Teorema

2.5.6. Explicitamente,
o1(t,s) = ((1 +1)cosh(s),0, (1 —1)senh(s)),z € [0,1],s € (—1,1),

o(t,s) = (1 —t)(cos(s),sen(s),0),t € [0,1],s € (—n, ),

sdo variacoes de a e ay, respectivamente, por geodésicas normais a P. Assim, seus campos
variacionais (o1)s(z,0) = (0,0,1 —¢) e (02)s(¢,0) = (0,1 —¢,0) satisfazem (o7);(1,0) =0e
(072)s(1,0) =0, o que conclui a verificagdo.

Note que as geodésicas longitudinais de @ partem da hipérbole {(x,0,y) € R® : x2 — 72 =
1} C P e passam arbitrariamente proximas (mas nio sobre) ao ponto focal g, exceto pela propria
a1, conforme ilustra a Figura 2.4. Por outro lado, as geodésicas longitudinais de a; partem da

circunferéncia {(x, y,0) € R* : x2 + y? = 1} c P e tém ponto final o préprio ponto focal a,(1).

Proposicao 2.5.8. Seja a geodésica ndo luminosa normal a P. Entdo, o niicleo da forma indice

Iy é o espago PJ,".

Lema 2.5.9. Seja a : [a,b] — M" geodésica normal a P (com qualquer causalidade). Entdo,

2Restricdo da aplicacdo exponencial exp : © € TM — M para DV := D N NP, onde NP é o fibrado normal de P.
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Figura 2.4: Pontos focais sobre o hiperboloide.

[ JF 4

Fonte: Adaptada de O’Neill (1983).

(i) O conjunto PJ %+, formado pelos campos P-Jacobi sobre a que sdo perpendiculares a a,

é um espago R-linear de dimensdo n — 1.

(ii) Se ndo existem pontos focais de P ao longo de «, entdo Ty (Q(P, q)), visto como um

C*'([a, b])—mddulo, é gerado por n — 1 campos P-Jacobi linearmente independentes.

Para geodésicas coespaciais, a forma indice caracteriza pontos focais assim como no caso de

pontos conjugados.
Teorema 2.5.10. Seja a : [a, b] — M geodésica coespacial normal a P. Entdo,
(i) Se ndo existem pontos focais a P sobre a, entdo el é positiva definida.

(ii) Se a(b) é o inico ponto focal de P sobre «, entdo €l é semi-definida positiva, mas ndo
definida.

(iii) Se existe um ponto focal a(r) de P sobre @ com a < r < b, entdo I é indefinida.

O aparecimento de pontos focais di-se sob determinadas condicdes esperadas para P e
M. A saber, a “forma” de P - caracterizada pelo seu tensor de Weingarten - proporciona uma
“convergéncia” inicial das geodésicas partindo de P, bem como a curvatura de M tem papel
fundamental nesse sentido. O Teorema 2.5.10 nos d4 um critério muito util para determinar a

existéncia ou ndo de pontos conjugados. Os préximos resultados sdo uma aplicagdo dessas ideias.

Proposicao 2.5.11. Sejam P C M subvariedade espacial e a : [0,1] — M uma geodésica

coespacial ndo luminosa normal a P. Suponha que

(1) {a’(0),11(y,y)) = k > 0 para algum vetor y € T,(0)P;
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(2) (R(v,a’)a’,v) > 0 para todo vetor tangente v L '

Entdo, existe um ponto focal a(r) de P sobre a com 0 < r < 1]k, caso « esteja definida nesse

intervalo.

Definicao 2.5.12. Seja P subvariedade semi-Riemanniana de M com vetor curvatura média H.

A convergéncia de P é a fungdo k, definida sobre o fibrado normal NP de P, dada por
k(z) =z, (Hom)(z)), Yz € NP,

em que 1 é a projecdo de NP sobre P.

O proximo resultado nos mostra que a convergéncia k de P tem um sentido geométrico bem
definido quando P € uma hipersuperficie espacial. A saber, ela promove uma “convergéncia
inicial"de geodésicas emanando de P de forma normal, possibilitando o surgimento de pontos

focais.

Proposicao 2.5.13. Sejam P C M hipersuperficie espacial e « : [0,1] — M geodésica ndo

luminosa normal a P. Suponha que
(1) k(a’(0)) = (a’(0), Ho(0)) > 0;
(2) Ric(a’,a’) > 0.

Entao, existe um ponto focal a(r) de P sobre a, com 0 < r caso « esteja definida

S
~ k(a’(0))

nesse intervalo.

2.6 O caso tipo-luz

Até entdo, restringimos nossa andlise para geodésicas ndo luminosas devido a suavidade do
funcional de comprimento L, que € perdida caso « seja uma geodésica tipo-luz por exemplo.
Dessa forma, nosso intuito € definir um funcional similar que permaneca suave independentemente
do carater causal da curva. Para tal, dada uma curva « : [a, b] — M suave por partes, considere

o funcional de energia
1 b
E(a) = —/ (o, a)dt.
2 Ja
Assim, se o : [a, b] X (=6,8) — M é variagdo de «, definimos o funcional E? : (-§,0) —» R

como sendo o funcional E aplicado a cada curva longitudinal. Explicitamente,

b
E7(s) = %‘/ (o4(t,5), 04(1, 8))dt.
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Naturalmente, obtemos uma primeira e segunda variacio para esse funcional. Explicitamente,
se V e A sdo os campos variacional e aceleracao transversal de o respectivamente e a = 7y <

1] <...<ty <ty = b sdo as quebras de a e de o, entdo

b b k b
E’'(0) = / (V',a'ydt = —/ (V,a")dt — Z(V, Ad'Y(t;) +(V,a")| . (2.11)
“ “ i=1 a
Ainda mais, se @ € geodésica, temos também
b b
E7"(0) = / [(V’, VY +(R(V,a")V,a')|dt + (A,a")] . (2.12)

Segue-se da Equagdo 2.11 que os pontos criticos do funcional E em Q(P, g) sdo as geodésicas
normais a P. Se a € uma tal geodésica, definimos o andlogo a forma indice para o funcional
de energia, a qual chamaremos de Hessiana de E. Explicitamente, H, € a Gnica forma bilinear

simétrica em T, (Q2(P, q)) tal que
H,(V,V)=E?"(0), YV € T,(Q(P, q)),

em que o € qualquer (P, g)-variagdo com campo variacional V. Se V, W e T, (Q(P, q)), segue-se

da Equacgdo 2.12 que
b
Hy(V,W) = / [(V’, W'y +(R(V,aYW,a')y|dt — (' (a), [1(V(a), W(a))),

em que /1 é o operador de Weingarten de P. Assim como antes, estamos interessados na restri¢ao
H ao espago T;- (Q(P, q)).

O préximo resultado € um andlogo do Teorema 2.5.10 para o caso das geodésicas tipo-luz.

Proposicao 2.6.1. Seja P subvariedade espacial de uma variedade de Lorentz. Se ndo hd pontos
focais de P ao longo de uma geodésica a € Q(P, q) luminosa P-normal, entdo H,, é positiva
semi-definida. Ainda mais, se Hy (V,V) =0, entdo V € T;-(Q(P, q)) é tangente a a.

Exemplo 2.6.2. Seja M = R?, com métrica ds? = —x% + y2 + 72, e tome P como sendo a

circunferéncia {(x,y,z) : x = 0e y> + 2°

= a,a > 0} de raio a > 0. Para cada ponto de P,
passam exatamente duas curvas (geodésicas) P-normais luminosas, conforme a Figura 2.5. Na
direcdo futura3, todas essas geodésicas se encontram no ponto g = (a, 0, 0), que é um ponto focal
de P ao longo de cada uma dessas curvas. Simetricamente, —qg = (—a, 0, 0) é ponto focal de P

com respeito as geodésicas apontando na dire¢do passada.

A Proposicao 2.5.13 tem o seguinte resultado andlogo para geodésicas tipo-luz.

3Convencionamos que a dire¢@o futura se refere ao cone superior, enquanto que direcdo passada remete ao cone
inferior, ver Figura 1.1.
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Figura 2.5: Pontos focais sobre a circunferéncia em IR%? .

q = (a,0.0)

=

ﬁi -0=(-a,0.0)

Fonte: Adaptada de O’Neill (1983).

Proposicao 2.6.3. Seja P uma subvariedade espacial (n — 2)-dimensional numa variedade de

Lorentz M". Seja a : [0, 1] — M geodésica tipo-luz normal a P satisfazendo
(1) (&’(0), Hy)) = k > 0;
(2) Ric(a’,a’) > 0.

Entdo, existe um ponto focal a(r) de P sobre a, com 0 < r < 1]k, caso «a esteja definida nesse

intervalo.

Um problema fundamental na teoria de variedades de Causalidade, a ser discutida no Capitulo
5, é determinar quais pontos de uma variedade Lorentziana podem ser ligados por uma curva
temporal @. Uma segunda condi¢do, mais fraca, € pedir que « seja apenas causal. Obviamente,
a primeira implica na segunda mas a reciproca € falsa. Por exemplo, seja M = ]R%, 0S pontos
p =(0,0) e g = (1,1) podem ser conectados pela curva causal a(z) = (t,1),t € [0, 1], mas
nenhuma curva temporal pode ligar esses pontos. Note que, nesse exemplo, a € uma geodésica
luminosa sem pontos conjugados. O Teorema a seguir nos diz que a reciproca € valida se

excluirmos esse tipo de situacao.

Teorema 2.6.4. Seja « : [a,b] — M curva causal em Q(p, q) numa variedade de Lorentz.
Se a ndo admite reparametrizacdo como geodésica tipo-luz, entdo existe uma variacdo de
extremos fixos o : [a, b] X (=8,0) — M de «a cujas curvas longitudinais t — o (t,s), s # 0, sd@o

temporais.

Mais geralmente, o aparecimento de pontos focais sobre uma subvariedade P ao longo de
uma curva causal nos permite perturba-la (através de uma variagdo) por curvas temporais, como

estabelece o proximo resultado.



55

Teorema 2.6.5. Seja P uma subvariedade espacial numa variedade de Lorentz e « : [a, b] —
M curva causal em Q(P,q). Suponha que a ndo seja uma geodésica luminosa P-normal
que ndo contenha pontos focais de P antes de a(b). Entdo, existe uma (P, q)-variacdo
o : la,b] X (-6,0) > M de «a tal que as curvas longitudinais t — o (t,s),s # 0, sejam

temporais.
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3 Tensores de Jacobi

No capitulo anterior, vimos como campos de Jacobi e variagdes geodésicas descrevem o
comportamento de geodésicas por meio da curvatura, através da nog¢ao de pontos conjugados e

focais.

A fim de obter resultados geométricos mais profundos, precisamos de novas técnicas para
analisar solugdes da equacgdo de Jacobi. Com esse objetivo, introduziremos neste capitulo a
nocdo de tensores de Jacobi e sua equagdo de Riccati associada.

Neste capitulo, a menos de mencao contrdria, uma curva « : I — M serd uma geodésica
(ndo constante) em (M, g). Além disso, a fim de evitar certas tecnicalidades, quando estudarmos

geodésicas tipo-luz, a variedade semi-Riemanniana (M", g) sera sempre Lorentziana com n > 3.

3.1 Geodésicas tipo-luz e modulos quociente

Na parte inicial deste capitulo, faremos considera¢des especificamente a respeito de geodésicas
tipo-luz, com ideias similares as apresentadas no Apéndice A. Posteriormente, unificaremos

esses resultados para geodésicas com qualquer causalidade.

Sabemos que se @ é geodésica tipo-luz e dimM > 3, entdo o’ € X*(a). Nesse caso,

definiremos as seguintes rela¢des de equivaléncia em X*(«), e, paracadar € I, em (o’ (7))*:

V~W & W=V+h-a paraalguma h € C*(I), V,W € X' (a),

V~w & w=v+c-ad(t)paraalgumc €R, v,we (a' ()" (3.1)

Denotaremos por X+ (a) e (a’())* seus respectivos conjuntos de classes de equivaléncia, e
chamaremos seus elementos de secdes. O conjunto X+(a) [resp. (a’(z))+] herda uma estrutura

natural de C*°(1)-médulo [resp. espaco vetorial real], via a seguinte operagdo

V+f-W:=V+f-W, VV,WeX(a),VfeC(I).

[resp.

V+c-wi=v+c-w, Vv,we (@) HVeceR].

Para todo V € ¥*(a), podemos pensar em V como uma aplicacio

Vitel- V(@) e () .

Assim, podemos estender o operador derivada covariante D /dt sobre a para X+ () naturalmente.



57

A saber, dado V € X*(a), temos que D?V /dt € X (a), pois a € geodésica. Dai, definimos

— DV D%V
vV = = .
dt dt

Essa operacdo estd bem definida, pois se W =V + h - @/, entdo

W =V’ + (dh/dt) - o,

e, portanto, V' =W. E ficil ver que o operador D%/dt : X+ (a) — X+ (a) é R-linear e que
satisfaz
(h-VY =(dh/dt)-V+h-V, VheC ().

Diremos que V € ¥L () é uma se¢do transportada paralelamente (ou simplesmente paralela)

—/
se V' = 0. O préximo resultado é uma extensio andloga para o caso em X(«).

Proposicao 3.1.1. Seja a : I — M geodésica tipo-luz numa variedade de Lorentz (M, g).
Dados ty € I eV € (a’'(tg))*, existe uma tinica secio paralela V € ¥+ () tal que V(ty) = v.

Demonstracdo. (Existéncia)

Sejam v € (a’(ty))* representante arbitrdrio de v e V € X*(a) o tinico campo transportado
paralelamente ao longo de @ (no sentido usual) tal que V(z9) = v. Entao, V=0e V(o) = V.
(Unicidade)

Sejam V, W € X (a) secOes paralelas tais que V(o) = W(to), e

U:=V-W.
Como U é paralelo, existe f € C®(I) e um representante U da classe U tal que
U=f-da.

Temos também que
U(to) = ¢ - /(o)

para algum ¢ € IR. Defina g € C*([) como

t
g(t) = c+/ f(s)ds, Vtel,
fo
e seja
Z=U-g-a.

Assim,
Z'=U-f-a =0,
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Z(l()) = U(lo) —C- a’/(lo) =0.

Portanto, Z = 0 e, assim,
U=g-o/ =U=0,

ou seja, V =W. [ |

Observacao 3.1.2. Como estamos assumindo (M, g) Lorentziana, para cada ¢ € I, as aplica¢des

(v,w) € (a’(1)* x (2’ (1)* = (V. W)a(r) = ga(n) (v, W) € R, (3.2)

com v,w € (a’(t))* representantes quaisquer em (a’(z))+, sdo formas bilineares positivo
definidas (isto &, produtos internos) nos espacos quociente (Proposi¢ao A.3.6).

Analogamente, a aplicacdo

(V,W) € Xt (a) x X+ (a) — (V,W) :=g(V,W) € C=(]) (3.3)
esta bem definida, e satisfaz
dV,Wy/dt =V WY+ (V,W), VYV.W e XL(a). (3.4)

Denotaremos a aplicacdo definida em (3.3) [resp. em (3.2)] como produto interno induzido

em X+ («) [resp. produto interno induzido em (a’(1))*].

Corolario 3.1.3. Seja a : | — M geodésica tipo-luz na variedade de Lorentz (M",g) com

n > 3. Fixetg € I eseja{a’(ty),w,eq,..., e, 2} base pseudo-ortonormal de Ty ;,) M (Definigdo
A.3.4). Entdo,

i) {e1,...,en—2} ébase ortonormal de (a’(tp))> .

it) Sejam E; as dnicas secoes paralelas tais que Ei(to) =e;(i=1,...,n-2). Entdo,

(ELEjy=6;, Vi,je{l,...,n-2},

e, para todo V € X+ (a), existem tinicas fi, . .., fus € C®(I) tais que

n—-2
‘_/ = Z fl . E,’.
i=1

Demonstragdo. i) Como g(a’(tp),w) = —1, e cada e; € ortogonal a a’(zy), temos que
{a'(t9),e1,...,e,—2} € base de (a’(t9))*. O conjunto {ey,...,e,—5} é ortonormal por cons-

trucdo de base pseudo-ortonormal e pela defini¢do do produto interno em (a’(#p))+. Dados
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v € (a’(tg))* arbitrdrio e v um representante na classe, podemos escrevé-lo unicamente como

n-2

% :c-a/’(to)+Zc,--e,-, c,ci € R,
i=1

e, como a’(ty) = 0, segue-se que

n-2

n-2
V:c'a’(to)+20i-e_i:Zci‘e_i.
i=1

i=1

Logo, {e7,...,e,—2} € base ortonormal de (a’(#p))*.

ii) Segue-se da Equacdo (3.4) que
d(E Ep)/dt = (E{ ,Ej) + (E, E} ) = 0.
Assim, (E;, E_j) ¢ constante e igual a d;;, pois

(Ei(t0), Ej(10))1, = (€i, €))1y = 81y(eir€)) = 035

Além disso, {E| (), ..., E,—2(t)} é base de (a’(r))* paratodo r € I. Assim, dado V € ¥ (a),

para cada t € I, existem unicos fij(r) e R(i=1,...,n—2) tais que
V(r) = Y fi0) - D).
i=1

Assim, obtemos as aplicacdes f; € C*(I) desejadas. [

No contexto atual, podemos estender a nocao de campos de Jacobi da seguinte forma.

Definicao 3.1.4 (Classes de Jacobi). Seja a : [ — M geodésica tipo-luz numa variedade de
Lorentz (M",g) comn > 3. Uma secdo V € m ¢ dita uma classe de Jacobi (em, ou sobre )
se

V' + Ry (V) =0, (3.5)

em que R, é o operador forca de maré luminoso.

Proposicao 3.1.5. Seja a : I — M geodésica tipo-luz numa variedade Lorentziana (M", g) com

n > 3. Dadosty € I ev,w € (a'(ty))*, existe uma tinica classe de Jacobi V € X+ («) tal que
V(g =v e (V’(t()) =Ww.

Em particular, o conjunto das classes de Jacobi é um subespaco de X+(a) de dimensdo 2(n —2).

Denotaremos esse subespago por JC.
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Demonstragdo. Seja{ey,...,e,—,} base ortonormal de a’(ty)* e Ey,...,E,_> as tnicas secoes
paralelas em X+ («) tais que E;(t9) =e; (i=1,...,n—2), conforme Corolario (3.1.3). Assim,

pOdeOS escrever

=2
R (Ej) = Z(Ra,)l-j ‘E, Vj=1,...,n-2,
i=1

com elementos matriciais (R ); € C(I).

Escreva também

[\8}

n= n=2
V= v,--e_,- e w= E w,-'e_,-.
i=1

i=

—

Sejam fi, ..., fu—2 € C*(I) as tnicas solugdes do problema de valor inicial
dzfi n—2 .
o ZI(RQ’)ijfj = 0,
j:
filto) = v
df:
d_];l(IO) = Wi l: 1’---9n_2- (3.6)

Assim, vé-se facilmente que

i=1
¢ de fato uma secdo de Jacobi em « satisfazendo V(zg) = v e V'(ty) = w. Mais ainda, seja Z

uma sec¢do de Jacobi em a tal que Z(f9) =v e Z’(ty) = w. Escreva

[\S]

n- —_—
Z: hi'Eia

i

Il
—_

com h; € C*(I). Dessa forma, as componentes de Z sdo solu¢ao do problema de valor inicial
3.6, e, pela unicidade da solugdo, temos que f; = h; paratodoi = 1,...,n — 2, donde concluimos
que Z =V. [

O préximo resultado relaciona campos de Jacobi com classes de Jacobi em @. Aqui, J %+

denota o conjunto dos campos de Jacobi perpendiculares a «.

Proposicao 3.1.6. Seja a : I — M geodésica tipo-luz numa variedade Lorentziana (M", g)

comn > 3. A projecdo induzida
g :JeJ¥ > JegCe

estd bem definida, é linear e sobrejetiva. Mais ainda, para quaisquer Ji,J, € J %+, temos que
o (J1) = mo(J2) se, e somente se, existem a, b € R tais que Ji(t) = Jo(t) + (at + b)a’(t) para
todot € l.
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Demonstragdo. SejaJ € J%+. Temos que

7 =7 =7"=-R(J,a")a =Ry (J) = J € JC".

Isso mostra que 7, estd bem definida. Linearidade é imediata da estrutura de C*(/)-mddulo em
X (a).
Quanto a sobrejetividade, sejaV € JC? arbitrdrio. Entdo, V = V para algum representante
Ve g%+, tal que
V'"+R(V,d)a' = f -

para alguma f € C*(I). Seja h € C®([) tal que d*>h/dt* = f, e defina J € ¥+ () como
J=V-h-a.
Assim, 7, (J) = 1o (V), isto &, J define a mesma classe de Jacobi V de V. Mas,
J'"=V"-f-a'=-R(V,a)a’ =-R(J,a"),

ou seja, J € J**, o que garante sobrejetividade.

Agora, se J1, Jo € %+ definem a mesma classe em JC?, entédo existe f € C*(I) tal que
Ji=D+ f -al.

Assim, f - a’ € um campo de Jacobi tangente a a, entdo segue-se do Lema (2.1.6) que existem
a, b € R tais que
f(t)=at+b,Vt € l.

A reciproca € imediata. u

3.2 Tensores transversais

Para unificar a discussdo com geodésicas ndo luminosas, introduzimos a seguinte notagao

que serd adotada até o fim deste capitulo.

X+ (@), se a é ndo luminosa
(@) =9 —— . (3.7)
X+t (@), se a étipo-luzen > 3,
e, paracadat € 1,
/ t J_’ £ nio 1 :
N (1) = (a’(t))~, se a é ndo luminosa (3.8)
(a’(1))*, se a étipo-luzen > 3.
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Eventualmente, omitiremos as barras sobre X+ () e (a’(¢))* se ndo houver risco de confusio.

Desse modo, podemos introduzir algumas defini¢des unificadas.

Definicao 3.2.1. Seja @ : I — M uma geodésica qualquer em (M,g). Um tensor (1,1)

transversal sobre « é uma aplicacdo C*(I)-linear A : R(a) — N(a).

Observacao 3.2.2. Seja A é um tensor (1, 1) transversal sobre uma geodésica . A C*(1)-

linearidade de ‘A induz aplicacdes R-lineares
A : N(@t) - N(t), Vrel,

de modo que
AWV)(t) = A()(V (1)), Vtel VYV e N(a).

Reciprocamente, dada uma familia {A(z) : N(t) — N(t)};e; de aplicagdes R-lineares suaves

no sentido de que, para qualquer V € (), a aplicagio
AWV):tel > A)(V(r) € N(¢)

estd em N (), temos que
A:VeRa) —» AWV) € N(a)

define um tensor (1, 1) transversal sobre @. Equivalentemente, podemos descrever a suavidade

de um tensor (1, 1) transversal A matricialmente da seguinte forma.

Primeiramente, suponha a geodésica ndo luminosa. Seja {Ey, ..., E,_;} conjunto de campos

vetoriais em a, gerando a’(7)* para cada t € 1. Escreva

n—1

A(E;) :ZAij'Ei, Vjie{l,...,n—1},
=1

1

em que A;; € C* (/) sdo unicamente determinadas, e defina a aplica¢do (suave) com valores
matriciais
A:telw [Aj()] e M(n-1,R).

Note que A(r) é precisamente a matriz associada ao operador A(t) com respeito a base
{Ei(2),....Exc1(0)} de N(2).
Agora, suponha que a & tipo-luz e n > 3. Seja {E|, ..., E,_»} conjunto de se¢des paralelas

ortonormais conforme Corolario 3.1.3. Essas se¢Oes geram a’()+ para cada t € I, assim

n-2
ﬂ(Ej):ZAij'Eia VjE{l,...,n—Z},
i=1
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com A;; € C*([) unicamente determinadas, e defina a aplicacdo (suave)
A:telm [Aij(t)] e M(n-2,R).

O conjunto dos tensores (1, 1) transversais sobre uma geodésica @ admite uma estrutura
natural de C*(I)-mddulo, o qual denotaremos por I (). Dados A, B € T(«), vé-se facilmente

que a composicdo A o B também estd em T (), e que a aplicagdo
(A,B) e T(a) X ZT(a) —» Ao B e I(a)
€ C*(I)-bilinear.

Exemplo 3.2.3. O exemplo trivial de tensor (1, 1) transversal sobre uma geodésica a € o fensor
identidade 1 dado por I(V) = V para todo V € Jt(«a), e que induz a aplicacdo identidade em cada
N(1). <

Exemplo 3.2.4. Um tensor (1, 1) transversal que nos sera muito importante é o endomorfismo
curvatura R, definido da seguinte forma. Se @ € geodésica ndo luminosa, considere a familia

{Ro(1) }rer de aplicagdes lineares dada pelos operadores forca de maré associados a o’ (t)
Ry i v e (d ()" — R(v, (1) (1) € (' (1), Viel,

e aplique as consideracgdes feitas na Observagao (3.2.2) para definir R,. Se a é tipo-luze n > 3,
obtemos R, a partir da familia de operadores for¢ca de maré luminosos {Ear(t) }ter definidos em
(1.3.3). <

Introduziremos agora uma série de operagdes em I (a) que nos serdo uteis nas proximas
secoes.

A primeira operacao € a derivada (covariante):
AecT(a) > A € I(a)

dada por

A(V) =

DUAWV) (D“V), (3.9)

dt dt
para todo A € T(a) e V € N(a). Como estamos restringindo a defini¢do em (3.9) a geodésicas,

temos que
DV /dt € N(a) paratodo V € N(a).

Assim, A’ estda bem definido como um tensor (1, 1) transversal®.

Usamos implicitamente o fato de que, quando a é geodésica tipo-luz, a derivada covariante de campos vetoriais
sobre @ permanece bem definida em X+ ().
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Diremos que A € T(a) é paralelo se A’ = 0. Por exemplo, o tensor identidade I € T(a) €

paralelo, pois

(V) = 0, VVeR(a).

D*(I(V)) _,(D°V\_D(V) D*(V) _
dt _(dt)_ d dr

As seguintes propriedades sdo facilmente verificaveis:
Pl) (h-A) =(dh/dt) - A+h- A ,YVhe C*(),VA € T(a).
P2) (AoB) =A"0B+Aoc B VA,B € I(a).

Vejamos que vale P2). Para todo V € %(«), temos que

(Ao By (W) mm;sxv» Aes) (%)
_ D*(A(B(V))) DV
= di ‘f‘(ﬂ(w))
_ DUABY)) . (DHB(YV)) D (B(V)) DV
B el e Rl e BRIl

= A(B(V)) +AB(V))
= (A oB+AoB)V).

Abstraindo V, obtemos a igualdade desejada.

A segunda operacdo associa cada A € T(«) a sua adjunta A* € IT(«) dada por
A () = (A@)", Vrel,

em que a adjunta no lado direito € a usual para operadores lineares. Se a € geodésica tipo-luz e
(M, g) é Lorentziana, a adjunta em N (¢) é tomada com respeito ao produto interno induzido em
(a’(t))*+. Segue-se da caracterizagdo matricial de suavidade para tensores (1, 1) transversais

feita na Observacdo 3.2.2 que A* estd bem definida, e, por construgao,
(A*(V),W) =(V,AW)), VV,WeR(a).

A aplicacdo
AeT(a) » A* € T(a)

possui as seguintes propriedades facilmente verificaveis:
T1) (h-A)* =h-A*Yhe C*(),VA € T(a).
T2) (Ao B)"=8B"o A", VA, B € IT(a).

T3) (A*)* = A, VA € IT(a).
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T4) (A*) = (A")",VA € T(a).
Diremos que A € T () é auto-adjunto se
A=A".

Segue-se das simetrias de R que o endomorfismo curvatura R, € sempre auto-adjunto?.

A tltima operacgdo a ser definida em T () € a de inversdo. Dado A € T(«), definimos
Ig :={t el : A(t) éinvertivel}.

Usando representacdes matriciais conforme Observagdo 3.2.2, vé-se facilmente que
I1) I4 € aberto em 1.

12) Para qualquer intervalo I’ C 14,
trel’ = (AMD)) ' N@) - N(1)

define um tensor (1, 1) transversal sobre a restri¢do «|;, que denotaremos simplesmente

por A~! se ndo houver risco de confusio.

13) 14 = 14+, e para todo intervalo I’ C 14,
(A = (@A)
Lema 3.2.5. Dado A € I(«a), para todo intervalo I’ C Iz, temos que
(A =-AoA oA
Demonstragao. Utilizando a propriedade P2) da operacao derivada, temos que
0=T=(AcA Y =A o A+ Ao (A7Y.

Aplicando A~ no primeiro e ultimo termos, e rearranjando os termos, obtemos a igualdade

desejada. [

3.3 Tensores de Jacobi

Nesta sec¢ao, fixamos uma geodésica @ : I — M em (M", g). Se « € tipo-luz, entdo M sera

Lorentziana e n > 3.

2isso permanece valido quando a € geodésica tipo-luz. Nesse caso, consideramos o operador for¢a de maré luminoso.
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Dizemos uma « é codefinida se o produto escalar induzido em cada N (¢)(t € I) é positivo

definido. Essa situacdo restringe-se aos seguintes dois casos:
1) ou a € coespacial, isto €, a é temporal e (M, g) é Lorentziana, ou (M, g) é Riemanniana,
2) ou a é tipo-luz, e (M, g) é Lorentziana.

Alguns dos resultados abaixo restringem-se a geodésicas codefinidas. Assim como antes,

para lidar simultaneamente com geodésicas independentemente de seu cardter causal, definimos

n—1, se a € nao luminosa,

= { (3.10)

n—2, se a é tipo-luz.

Pelo restante do capitulo, u ird sempre serd dado por essa convencao.

Definicao 3.3.1 (Tensores de Jacobi). Um tensor (1, 1) transversal ‘A sobre a geodésica a é

um tensor de Jacobi (ou endomorfismo de Jacobi) se
A"+ Ry 0 A =0, (3.11)

em que R, é o endomorfismo curvatura.
Proposicao 3.3.2. Sejamtyg € e B,C : N(tg) — N(ty) operadores lineares. Entdo, existe um
inico tensor de Jacobi ‘A em « tal que

A(tg) = Be A'(ty) = C. (3.12)

Em particular, o conjunto dos tensores de Jacobi em « é um espago vetorial de dimensdo de 2u>.

Demonstragdo. Sejam {eq,...,e,} uma base ortonormal de N (1)), € {Ey,...,E,} um re-
ferencial sobre @ de campos vetoriais transportados paralelamente (ou secdes paralelas,
se a é tipo-luz e (M,g) é Lorentziana) tal que E;(typ) = e¢; parai = 1,...,u. Sejam
B = [Bij],f? = [C;;] € M(u,R) as matrizes de B e C, respectivamente, com respeito a

base escolhida:
H Hu
B(ej):ZBl-j-e,-eC(ej):ZCl-j-e,-, VjE{l,...,,u}.
i=1 i=1
Analogamente, podemos escrever o endomorfismo curvatura como

7
R (E;) = ZR,-]- E, Vje{l,... u}
i=1

em que R;; € C*([), e defina a seguinte aplicacdo (suave) com valores matriciais

R:telm— [Rij(t)] € M(IU,R)



67

Agora, seja A = [A;;] : I — M(u,R) tnica solucdo global do problema de valor inicial

CALR.A=0,
dr S R (3.13)
A(t()) =Be E(IO) =C.
Assim,
u
A(E;) = ZAij-E,-, Viefl,...,u}, (3.14)
i=1

define um tensor de Jacobi com condicdes iniciais (3.12). A fim de mostrar unicidade, considere
um outro tensor de Jacobi D satisfazendo as condi¢des em (3.12). Decompondo D como em
(3.14), obtemos componentes D;; € C*(I) que formam uma aplicacdo com valores matriciais
D : I — M(u,R) que também € solucdo de (3.13). Assim,

D=A=D=A",
como desejado. [

Denote por P (a) C N(a) o subespaco vetorial formado pelos campos vetoriais perpendicu-

lares e transportados paralelamente sobre a (ou de se¢Oes paralelas, se « € tipo-luz).

Proposicao 3.3.3. Seja A um tensor de Jacobi sobre a geodésica ndao luminosa [resp. tipo-luz]
a na variedade semi-Riemanniana [resp. Lorentziana] (M, g). Entdo, para qualquer V € B(a),
o campo [resp. a secd@o] A(V) é um campo de Jacobi [resp. classe de Jacobi]. Mais ainda, as

seguintes afirmagoes sdo equivalentes.
i) A aplicacdo linear
Ja:VePB(a)— AWV) e ¥ [resp. TC]
é injetiva.
ii) ker A(t) Nker A’ (t) = {0}, Vr € L.
iii) ker A(ty) Nker A’ (ty) = {0}, para algum ty € I.

Se uma (e consequentemente todas) afirmacdo de (i) — (iii) vale, entdo A é dito ser nao

degenerado.

Demonstragdo. Dado V € P(a),
(AV)"=A"(V) = -Ro 0 A(V) = =R(A(V), )’

[em que utilizamos o operador forca de maré luminoso na ultima igualdade se « € tipo-luz], o

que mostra a primeira afirmacdo. (i) = (ii)
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Fixeumt € I, e v € ker A(t) Nker A’(¢). SejaV € P(a) o tnico campo perpendicular e

paralelo [resp. secdo paralela] tal que V(¢) = v. Entdo,
(AVN (@) =A@ (v) =0e (AV))' (1) = A (1)(v) =0,

donde concluimos que A (V) = 0, pois A (V) € um campo de Jacobi, conforme Proposi¢ao 2.1.7
[resp. classe de Jacobi, conforme Proposi¢do 3.1.5], e como J# € injetiva, temos que V = 0. Em
particular, v = 0 como desejado.

(if) = (iii) Trivial.

(iii) = (i)

Seja V € P () tal que A(V) = 0. Temos que A’ (V) = (A(V))" =0, assim

A(10) (V(10)) = (A(V))(t0) = 0e A'(t0) (V(10)) = (A(V))(t9) =0 = V(1) =0
por (iii). Mas, como V é paralelo, concluimos que V = 0. Isso mostra que J # € injetiva. [ |

Em particular, se um tensor de Jacobi A € invertivel em algum 79 € [ (nesse caso,
ker A(ty) = {0}), entdo A é ndo degenerado.

Obviamente, o espaco P (a) é u-dimensional. Assim, em vista da Proposicdo 3.3.3, dado um
tensor de Jacobi ndo degenerado (A, a injetividade de J# nos da a existéncia de um subespago

vetorial u-dimensional de J** [resp. J C® se a € tipo-luz]. A saber, o subespago

Ja(a@) = Ja(PB(a)). (3.15)

Em geral, estaremos mais interessados em tensores de Jacobi ndo degenerados. Eventualmente,
iremos restringir ainda mais a classe dos tensores de Jacobi e trabalhar com os chamados tensores
de Lagrange (ou Lagrangianos), que introduziremos a seguir.

Uma forma simplética o em um espaco vetorial V € uma forma bilinear antissimétrica nao-
degenerada. O par (V, o) é dito espaco vetorial simplético, e V tem dimensao necessariamente
par. Dado um subespaco W C V, definimos o que seria um andlogo do complemento ortogonal

num espacgo semi-euclidiano:
WHT={veV:o(,w) =0,Vwe W},

assim
dimV = dim W + dim W7,

W € dito ser Lagrangiano se W = W+, Nesse caso,
dimW = dimV/2.

Para qualquer geodésica ndo luminosa [resp. tipo-luz], o espago vetorial J** [resp. JC“]
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admite uma forma bilinear antissimétrica natural o, dada por
o(J1,h) =) = Ji. 05, Vi, e J*(a) [resp. JC“], (3.16)

em que a expressao do lado direito em (3.16) é constante para cada ¢ € I em decorréncia da

equacdo de Jacobi e das simetrias de R. Com efeito,

d{J}, o) /dt — d{J1,J5)/dt

0Dy = (I

= —(R(J1,a" ), )+ {J1,R(J2, " )a’)
= —(R(Jp, "), 1) + {(J1,R(Jp,a’)a’)
= O’

e, portanto, a expressao em (3.16) é constante em /.

Proposicao 3.3.4 (Tensores de Lagrange). A forma bilinear o definida em (3.16) é simplética,
e as seguintes afirmagoes a respeito de um tensor de Jacobi ndo degenerado A sobre uma

geodésica a sdo equivalentes.
i) (A oA=AcA.
ii) O subespaco vetorial Ja(a) é um subespaco Lagrangiano de (J %+, o) [resp. (JC%, o)].
iii) (A")*(ty) o A(tg) = A*(ty) o A'(ty) para algum ty € 1.

Se alguma (e consequentemente todas) afirmagdo vale, entdo A é dito ser um tensor de Lagrange

(sobre ).

Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que o é ndo-degenerada. Sejam

{ J %L, se @ é ndo luminosa

JC?, se a étipo-luz,

eJ € Vtal que o(J, .) = 0. Fixe rg € I, e escolha qualquer w € N (tg). Defina J; € V (i = 1,2)

com condig¢des iniciais
Ji(to) = 0,71 (t0) = w e Ja(to) = w, J5(t9) = 0.
Como o independe de t € I e o(J, J;) = 0, vemos que

a(J,J1) = (J'(t0), J1(t0)) — (J(t0), J1(t0)) = —(J(t0),w) = 0,

o (J,J2) = (J'(t0), J2(t0)) = (J (t0), J5(10)) = {J'(t0), w) = 0,
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isto &,
(J(t0),w) = (J'(19), w) = 0.

Como w € arbitrério, e o produto escalar em N (#p) € ndao degenerado, concluimos que
J(tp) = ]’(l‘o) =0=J=0.

Isso mostra que o € uma forma simplética.

(i) = (ii)

Como dimJ#(a) = u = dImV /2, basta mostrar que (i) é satisfeita se, e somente se,

Ja(@) € (Ja(a) ™. (3.17)

Assim, para quaisquer V, W € B(a),

((AV)), AW)) = (AV), (AW)))
(A'(V), AW)) = (AV), A (W))
(V.[(A) o A - A" 0 A(W)),

o(Ja(V),Ja(W))

o que torna imediata a equivaléncia entre (i) e (3.17).
(i) & (iii)

Obviamente, (i) = (iii). A fim de mostrar a reciproca, note que

(A o A-A"A) = (A) o A-A" A"
= —(RypyoA) c A+ A oRy 0o A
= —A" o (R, —Ry) 0 A
= 0, (3.18)

visto que o endomorfismo curvatura R, € auto-adjunto. Ou seja, o tensor de Jacobi
X=(A) o A-A" A
€ paralelo. Agora, seja {E1, ..., E,} um referencial ortonormal paralelo sobre a, e escreva
u
X(Ej) = ZXij - Ej,
i=1

com X;; € c>*(I) (G, j=1,...,u). Se mostrarmos que cada Xi; = 0, a prova estara concluida.
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Temos que
M
(X(Ej)) (1) = X'(Ej) (1) = ngj(;) Eit)=0, VielLVj=1,...,u
i=1

Isso mostra que cada X;; € constante. Mas, X (t9) = 0 por (iii), ou seja,

M
X(Ej)(t0) = ) Xij(t0) - Ei(t0) =0, Vj=1,....p.
i=1

Portanto, paracadai,j =1,...,u, ttmos X,-j(to) = 0, e consequentemente X;; = 0. [ ]

O corolério a seguir € consequéncia direta do item iii) da Proposi¢do 3.3.4, e nos d4 uma

condicdo suficiente para obtencao de um tensor de Lagrange.

Corolario 3.3.5. Se um tensor de Jacobi ndo degenerado ‘A sobre a geodésica a : I — M se

anula em algum to € I, entdo A é um tensor de Lagrange.

Seja A € um tensor de Jacobi ndo degenerado sobre a e fy € I. Introduziremos a seguinte
notagao:
Jq 1 = € Jala) : J(ty) = 0}. (3.19)

O préximo resultado serd bastante ttil futuramente.

Proposicao 3.3.6. Seja A tensor de Jacobi ndo degenerado sobre a, e seja ty € 1. Defina
a aplicagdo @ : ker A(ty) — J4 o da seguinte forma. Dado v € Ker A(ty), tome o iinico
V € B(a) tal que V(tg) = v, e ponha

CI)(v) = Jy{(V)

Entao, ® é um isomorfismo linear.

Demonstragdo. Dado v € ker A(tp), tome o tnico V € P(a) tal que V(¢y) = v.

(@(v))(t0) = A(V)(t0) = A(t0)(v) = 0,

ou seja, A(V) € Jgq 0" Portanto, ® estd bem definida e sua linearidade € evidente.
Se ©(v) = A(V) =0, entdo A(V)" =0, e, em particular, A(ty) = A’ (t9)(v) = 0. Assim,
como A € ndo degenerado, temos que v = 0. Isso prova que @ € injetiva. Agora, dado J € Jg 0’

tome o unico V € P () tal que J#(V) = J. Entio,
A(t0)(V(t0)) = J(t0) =0 = V(10) € ker A(19) e ®(V(20)) = J,

mostrando que ® € sobrejetiva. [
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Dado um tensor de Jacobi ndo degenerado A sobre a, diremos que um ponto a(ty) €
A-conjugado se dimJ 3 o> 0, isto €, se existe J € J# (@) ndo nulo tal que J(#p) = 0. Segue-se

da proposi¢do 3.3.6 o seguinte resultado.

Corolario 3.3.7. Seja A um tensor de Jacobi ndo degenerado sobre a, entdo
I\Igzg=A{tel : a(t) é A-conjugate}.

Em particular, esse conjunto é fechado em I.

Podemos fortalecer esse resultado caso A seja um tensor Lagrangiano sobre uma geodésica

codefinida. Mas antes, enunciaremos um lema auxiliar.

Lema 3.3.8. Seja A um tensor de Jacobi ndo degenerado e um referencial ortonormal paralelo

{E1,...,E,} ema. Associada a esse referencial, defina uma base {J1, . ..,J,} de Ja(a) como
Ji = ﬂ(Ei), Vi € {1,...,/,{}.

Entdo, {J1(ty), . ..,Ju(to)} € base de N (ty) se, e somente se, a(ty) ndo é A-conjugado, isto é,

se A(ty) é invertivel.

Demonstragdo. Como {E1(t9), ..., E,(to)} é base de N (9), se A(to) & invertivel, entdo A(to)
leva bases em bases, logo {J(to), ..., J,(f0)} € também base de N ().
Reciprocamente, se {J1(to), ..., J,(f0)} € base de N (#), entdo as equagdes

M
Jj(to) = )" Mij - Ei(to),  je{l,....pu},
i=1

para a matriz mudanca de base [M;;] (que € sempre invertivel) mostram que essa matriz coincide

com a matriz de A(#p) com respeito a base {E1(z), ..., E,(to)}. Portanto, A(ty) € invertivel.m

Teorema 3.3.9. Seja A um tensor de Lagrange sobre a geodésica codefinida o : I — M. Se

a(ty) é um ponto A-conjugado, entdo existe € > 0 tal que
teln(tg—e,tog+e)\{to} = A(t) é invertivel.
Em outras palavras, 1 \ 14 é discreto em R.

Demonstragdo. Seja {ei,...,ex} (0 < k < u) base ortonormal de ker A(zy), e complete-a
para uma base ortonormal {ej, ..., e,} de N(tp). Para o tinico referencial ortonormal paralelo

{E1, ..., E,} € PB(a) tal que E;(tp) = e;, tome a base associada

Ji = AE), Yie{l,...,u), (3.20)
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de Ja(a). Pelo Lema 3.3.8, sabemos que {Ji (%), ..., Ju(t)} ndo é base de N(g). Porém, a
fim de provar este teorema, basta mostrar que existe £ > 0 tal que {Ji(¢), ..., J,(¢)} é base de
N(t) paratodor e IN(tg —&,tg+€) \ {to}.

Parai € {1,...,k}, temos que J;(t9) = A(ty)(e;) = 0, entdo (cf. O’Neill (1983), Exercicio
1.17), existem Yy, ..., Y € X(«) tais que

Ji(t)=(t—1ty)-Yi(t), Vel Vie{l,... k}. (3.21)

Afirmagdo: paraalgum e > 0, B; == {Y (1), ..., Yi(t), Jr+1(2), ..., J,(t)} é base de N () para
todot e IN(tg—&,tp+¢€).

Por continuidade, basta mostrar que {Y1(to),...,Yi (%), Jx+1(0),...,Ju(t0)} € linearmente
independente em N (¢).

Note que Y;(t9) = J/(t9) # 0, paracadai € {1,...,k}. Sejam ay,...,a, € R tais que

k M
Za,--J;(to)+ Z aj - J;(t) = 0. (3.22)
i=1 j=k+1

Sejam

k H
v::Zai-eiew:: Z aj-ej,

i=1 j=k+1

entdo (3.22) pode ser reescrita como
A'(to) (v) + A(to) (w) = 0.
Assim,

0 = (A1) (v), Alto) (w)) + {(A(10) (W), A(t0) (W))
= ((A(10))" A (t0) (v), w) + (A(t0) (W), A(to) (W)
= ((A(10))" A(t0) (v), w) + (A(t0) (W), A(to) (w))
= (Alto) (w), A(to) (W)),

em que utilizamos o fato de que ‘A é de Lagrange na terceira igualdade e de que A(zy)(v) =0 -

pois v € ker A(tp) - na dltima.

Como « € codefinida, temos que
At))(w)=0=w=0= a4 =---=a, =0.

Assim, A’(tp)(v) = 0. Agora, como A(ty)(v) = 0 e A é nao degenerado, concluimos que v = 0,

isto é, a; = --- = ay = 0. Isso prova a afirmacao.
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Para concluir a prova, basta notar que, para £ > 0 conforme a Afirmacao,

B, = {N1(t), ..., Ju(0)}

¢ de fato uma base de N'(¢) paratodor € I N (tg — &,t9 + €) \ {to}, em que os k primeiros J;’s

sao descritos em (3.21). [ |

3.4 Equacao de Riccati

Sejau : I ¢ R — R uma solugdo ndo trivial da EDO linear
u’' +F-u=0, (3.23)
emque F : I ¢ R — R é uma funcdo continua fixada. Fazendo a mudanca de varidveis
v:i=u'/u, (3.24)
obtemos a equacdo de Riccati associada a (3.23):
vV + v+ F =0, (3.25)

Ao contrario de (3.23), a equagao (3.25) estd definida apenas num intervalo I’ C [ em que u é
ndo nulo, pois s6 assim (3.24) faz sentido. Reciprocamente, se uma solu¢dov : I’ c I — R da

equacao de Riccati (3.25) estd dada, entdo uma solucdo positiva u de (3.23) pode ser dada como
u :=exp(h), emque ' =v.

A funcdo u, sendo solucdo de uma equacao linear, pode ser estendida para todo o /, porém pode
ndo ser mais positiva fora de I’

A principio, pode parecer ndo fazer sentido e até mais complicado trabalhar com a equacao
ndo-linear (3.25) invés de (3.23), porém ela proporciona a visualizacdo de aspectos globais
interessantes das solugdes de (3.23), a saber, sobre seus zeros. Esse fato serd ilustrado nesta
secdo num contexto bem mais geral, e tem consequéncias geométricas importantes.

Assim como antes, fixaremos uma variedade semi-Riemanniana (M", g) comn > 2 ¢ uma
geodésica @ : I ¢ R — M, mas se a é tipo-luz, assumiremos sempre que (M, g) é Lorentziana
n > 3.

Definicao 3.4.1 (Equacio de Riccati de tensores). Seja I’ C I um intervalo ndo vazio. Dize-
mos que um tensor (1, 1) transversal S sobre a|p satisfaz a equagio de Riccati (ou é um tensor
de Riccati) em a se

S +8%+ Ry =0, (3.26)
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em que S? := 8 08 e Ry é a restricdo para | do endomorfismo curvatura. Um tensor de

Riccati é dito ser maximalmente estendido se dado qualquer outro intervalo I’ C I” C I, e um

tensor (1,1) transversal 8 sobre a|;» satisfazendo a equagdo de Riccati em « tal que S|p = S,
entdol” =1' e S = S.

O préximo resultado faz uma conexao entre tensores de Jacobi e tensores de Riccati.

Teorema 3.4.2. Seja a : I — M geodésica em (M, g). Entdo,

1)

2)

3)

seja A um tensor de Jacobi em a, e seja I’ C I um intervalo ndo vazio de modo que A\

seja invertivel em todo I'. O tensor (1, 1) transversal S# sobre a|; definido por
Sa(t) =A (1) o (A@)!, Vrelr, (3.27)

satisfaz a equagdo de Riccati (3.26). Mais ainda, ‘A é tensor Lagrangiano se, e somente

se, S# ¢ auto-adjunto.

Dado um intervalo ndo vazio I’ C I e um tensor de Riccati S em a|p, existe um tensor de
Jacobi néo degenerado A em « que é (i) invertivel em I', e (ii) tal que S = S#. Se A é
qualquer outro tensor de Jacobi ndao degenerado satisfazendo as propriedades (i) e (ii),

entdo existe um tinico tensor (1, 1) transversal paralelo invertivel C tal que

Se um tensor de Riccati S em «a|; é maximalmente estendido, e um tensor de Jacobi ‘A em
a é tal que S = Sx como em (3.27), entdo, para to € dI' N I, temos que a(ty) é ponto

A-conjugado. Um tal ty sera dito uma singularidade da equagdo de Riccati.

Demonstragao. (1)

Primeiramente, note que A € ndo degenerado pois € invertivel em /’. Para cada t € I’, temos que

A" (1) o (A1) = A (1) o (AM) ™ 0 A'(1) o (A1)
= —Ry (1) 0 A1) o (A1)~ = SH(1)
—Rar (1) = S5 (),

Sa (1)

em que utilizamos o Lema 3.2.5 na primeira igualdade. Isso mostra que S# € tensor de Riccati.

Mais ainda, paracadat € I’,

assim

Si(t) = Sa(t) = (A (1)) o (A'(1))" = A'(1) o (A1),

Sa(1) =Sa(t) &= A (1) e A'(1) = (A'(1))" 0 A1),
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o que conclui a prova de (1).

(2)
Dado um tensor de Riccati S em a|y, fixe 1y € I’, e considere as tinicas solu¢des A e B dos

PVIs3 lineares
A =SoAeml/!,

‘ﬂ(to) = ]IN(Z())a

B =-BoSeml/!,
B(to) = In()-

Assim, A e B sdo tensores (1, 1) transversais em «|;-. Mais ainda,

A" = SSoA+So A’
= -S20A-R,y 0 A+S20A
= _Ra/o\ﬂa

em que utilizamos a equagao de Riccati para o primeiro termo e a definicao de A (via EDO)
para o segundo termo na segunda igualdade. Isso mostra que A é um tensor de Jacobi em |,
que pode ser unicamente estendido como tensor de Jacobi em « pela Proposicao 3.3.2. Mais

ainda, em /', temos que

B oA+BoA
- BoSoA+BoSoA
O’

(BoA)

ou seja, B o A & paralelo, e, em decorréncia das condi¢des iniciais dos PVIs, segue-se que
B(t)o A(t) =Inw Vtel.
Portanto, (A ¢ invertivel em /’, e, em particular, ¢ um tensor de Jacobi com
S=84

por construgao.

Finalmente, se A é outro tensor de Jacobi ndo degenerado em « satisfazendo (i) e (ii), entao

3Esses PVIs podem ser interpretados de forma matricial a fim de aplicarmos os teoremas de existéncia e unicidade.
Para isso, basta tomar um referencial paralelo {Ey, ..., E ;1} em «a|;/, assim como fizemos na Proposicao 3.3.2.
Daqui em diante, assumiremos que esse procedimento estd sendo aplicado implicitamente.
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A é a tinica solucdo em I’ do PVI linear

A =SoAemr,
{ estem (3.28)

= A(to) em N (tp).

Seja C é o unico tensor (1, 1) transversal paralelo em « tal que C(19) = A(ty). Entdo, se

definirmos o tensor (1, 1) transversal
Z:=A0oC,

um cdlculo direto mostra que Z é um tensor de Jacobi em «, e que satisfaz o mesmo PVI (3.28)
que A em I'. Assim, Z|;» = Ay e, em particular, Z’(19) = le,(to). Segue-se da Proposicao
3.3.2 que

A

Z:ﬂ’

concluindo a prova de (2).

(3)

Se a(tp) ndo fosse um ponto A-conjugado, entdo, por continuidade, I’ poderia ser estendido
para um intervalo maior I’ ¢ I” C I contendo ty de modo que A ainda seja invertivel em 1”.
Assim, S4 = S seria extensivel para I”, contradizendo a hipétese de que S é maximalmente
estendido. [

Para o restante da secdo, fixaremos um tensor de Jacobi ndo degenerado A sobre a geodésica
a : I — M, e tomaremos S = Sz como o tensor de Riccati associado definido em (3.27),

maximalmente estendido no intervalo I’ c I.

Sendo A ndo degenerado, paracada J € J# (), existe um tinico V € P (a) tal que J = A(V).

Em I’, temos que
J=AV)=AA)=8), VJe Jalalp). (3.29)

A Equacio (3.29) pode ser interpretada no sentido de que S mede o quanto campos/classes de

Jacobi em J#(a|;-) falham em ser paralelos.

3.4.1 Equacao de Raychaudhuri

O objetivo agora € introduzir a famosa equagdo de Raychaudhuri. Antes, faremos uma
decomposicdo conveniente de S, que nos permitird uma melhor visualizagdo geométrica dos

efeitos de S. Para isso, no restante do capitulo, assumiremos que a é geodésica codefinida.

Nesse contexto, definiremos trés novas aplica¢des associadas a S.
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a) A expansdo (ou expansdo escalar) 6 = s € C*(I’), dada por

u
0:=trS = Z(S(Ei), E;), (3.30)
i=1
em que {E1,. .., E,} é qualquer referencial paralelo ortonormal em a|;-.

b) O cisalhamento é o tensor (1, 1) transversal & = &g sobre «a|;-, dado por
1 0
G ==[S+S8"1-—-1, (3.31)
2 H

em que I € o tensor identidade.

¢) A vorticidade é o tensor (1, 1) transversal & = &g sobre a|;/, dado por

& = % [S-S]. (3.32)

Note que cisalhamento e vorticidade sdo simplesmente a decomposicdo de S em suas
partes auto-adjunta e anti-auto-adjunta, respectivamente. Um célculo direto também mostra que

tr(4) = tr(®) = 0.

Com essas defini¢des, temos a seguinte decomposicao:

S=—-T+6+0. (3.33)

Tl

Uma das razdes pela qual estamos restringindo nossa andlise para geodésicas codefinidas é

para controlar o sinal do cisalhamento escalar o > 0, dado por
2 2
o=t = ) (B 62 (E)) = y (5(E).6(E)) 2 0, (3.34)
i=1 i=1
e da vorticidade escalar «w > 0, dada por

1 p
W= —trd? = - Z(Ei,c?)z(Ei» = Z(a)(Ei),@(Ei)) > 0. (3.35)
i=1 i=1

Teorema 3.4.3 (A equacao de Raychaudhuri). Se a geodésica a : I — M é codefinida, entdo

a expansdo escalar 0 satisfaz a equacao de Raychaudhuri em I’:

.62
0+ m +Ric(a/, @) +0? —w? =0. (3.36)
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Em particular, se S é auto-adjunto, essa equacdo reduz-se a
. 2
0+ — +Ric(a/, @) + 02 = 0.
u
Demonstragao. Aplicando o traco na equacdo de Riccati (3.26), obtemos

trS +trS>+trR, =0. (3.37)

Agora, pelas Proposi¢des 1.3.10 e 1.3.11, temos, tanto para o caso temporal quanto para o
luminoso, que
tr R, = Ric(a/, @). (3.38)

Diferenciando a decomposicao (3.33), temo que
S'=—-1+6+0&, (3.39)
7

cujos dois ultimos termos possuem traco nulo, logo

9/
r8 =—- -trl=6". (3.40)
J7

Elevando ao quadrado (3.33), obtemos

92 20 20

A A

SZ:—2‘}I+<A72+d)2+—-U+—-w+&od)+d)o&.
7 i

Somente os trés primeiros termos dessa igualdade possuem traco nio nulo. Assim, usando (3.34)

e (3.35), temos que

02
r8? = —+0° - W’ (3.41)
u
Substituindo (3.38), (3.40) e (3.41) em (3.37), obtemos o resultado desejado. [ |

3.5 Funcoes distancia

Uma importante aplicacdo das equagdes de Riccati € no que diz respeito aos conjuntos de

nivel de funcées distdncia.

Definicao 3.5.1 (Funcio distancia). Uma funcio distancia numa variedade semi-Riemanniana

(M, g) é uma submersdo suave f : U — R, com U C M aberto conexo, tal que
(VF,Vf)y=¢ (3.42)

para algum & € {—1,1} fixado. f é dita ser coespacial se, para todo p € U, g, restrita a
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(Vf(p)* c T,M é positiva-definida
Vejamos alguns exemplos de fungdes distancia.

Exemplo 3.5.2. No Espaco Euclidiano R”, a fun¢ao

fi(x,...,x,) €R"\ {0} >

¢ uma funcdo distancia. Note que f mede a distancia Euclidiana & origem. Mais ainda, apesar de
f poder ser estendida continuamente para 0, essa extensdo nao € diferencidvel. Obviamente, os

conjuntos de nivel de f sdo esferas centradas na origem. <

Exemplo 3.5.3. No espago-tempo de Minkowski R} (n > 2), a fungdo

fi(xg,.eo,xp) €T4

em que 7; € o cone temporal

¢ uma fungdo distancia. Um cdlculo direto mostra que seu gradiente € sempre temporal. Além

disso, seus conjuntos de nivel sio componentes conexas de hiperboloides. <

Esses exemplos mostram que uma fungdo distancia pode nao estar bem definida em todo o
M. Porém, quando se tratando de aspectos e propriedades gerais dessas fungdes, € conveniente
defini-las em todo o espago se ndo houver risco de confusdo, e restringi-las nos exemplos e casos

particulares.

Proposicao 3.5.4. Seja f € C*(M) uma funcdo distdncia na variedade semi-Riemanniana
(M, g). Entdo,

i) cada conjunto de nivel N, = f~'(r), com r € Im f, é uma hipersuperficie semi-

Riemanniana, todos com o mesmo indice
ind(N,) =ind(M) + (¢ = 1)/2,

em que € =(Vf,Vf).
ii) A restricao de V f é normal-unitdaria a cada conjunto de nivel.

iti) Dado r € Im f, o operador de Weingarten de N, com respeito a V f é

S, =8vr: X € X(N,) = VxVf e X(N,).
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Demonstragao. Como f € submersao suave, todo r € Im f € valor regular, entdo os itens i) e ii)
sdo simplesmente um caso particular da Proposicao 1.6.9. Ja o item iii) decorre imediatamente

da Proposicao 1.6.10. [ |

O préximo resultado exibe propriedades importantes de uma fungdo distancia, responsaveis

por sua grande utilidade em geometria.

Teorema 3.5.5. Seja f € C*(M) uma funcdo distancia numa variedade semi-Riemanniana
(M, g). Entdo,

i) as curvas integrais de V f sdo geodésicas normais a cada hipersuperficie de nivel e

intersectando cada nivel no mdximo uma vez.

ii) Dada qualquer curva integral « : I — M de V£,
fla() - f(a(t))=e(t-1), Vi,i' el (3.43)

iti) Sejam N,, N hipersuperficies de nivel, comr,s € Im f e r < s dados, e sejaa : | > M
uma curva integral de V f intersectando ambos os conjuntos, em pontos a(a) € N, e
a(b) € N, a,b € 1. Entdo,

a<belLg(algp)=s—r, seVféespacial

b<aelLy(alpq)=s—r, seVfétemporal.

iv) Suponha f coespacial. Sejam N,,Ns, com r # s € Im f, hipersuperficies de nivel, e
a : [a,b] = M uma curva integral de V f indo de N, até N;. Se V f é espacial [resp.
temporal], entdo a tem o menor [resp. maior] comprimento dentre todos segmentos de

curva [resp. segmentos de curvas causais] indo de N, até Nj.

Demonstragdo. Escreva (Vf,Vf) = g, e, fixe uma curva integral @ : I — M de Vf pelo

restante da prova.
()
Como V f € normal a cada hipersuperficie de nivel, a curva integral @ também o é. Para checar
que a € geodésica, isso serd imediato se verificarmos que:
VyVf=0. (3.44)

Para mostrar isso, seja Z € X(M) arbitrério, entdo

(Vo V. 2) = Hess (V] Z) = Hess (Z,V ) = (V91 Vf) = 34V, V) =0
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o que prova (3.44). Que « intersecta cada conjunto de nivel no maximo uma vez, ficard claro no
préximo item.

(it)

Temos que

(foa) (1) =(Vfoa(),a (1)) =(Vfoa(),Vfeal()) =e¢. (3.45)

Integrando (3.45), obtemos a Equacdo 3.43, como desejado.
Em particular, (3.43) mostra que a ndo pode intersectar o mesmo conjunto de nivel para dois
valores distintos, isto €, @ cruza um dado nivel no maximo uma vez.
(#ii)
De (3.43), temos que
s—r=f(a(b)) - f(a(a)) =&(b-a). (3.46)

Isso mostraque a < b and b < a se V f € espacial e temporal, respectivamente. Em todo caso,

se o comprimento de @ entre a(a) e a(b) é £, entdo

131
5:/ o’ (t)|dt =t —tg=s—r.

to

onde ¢y := min{a, b} e t| := max{a, b}.

(iv)

Suponha f coespacial. As demonstracdes para quando V f € temporal ou espacial sdo similares,
entdo faremos o caso temporal. Seja S um segmento de curva causal conectando N, a Ny,
e suponha r < s. Reparametrize B : [a,b] — M de modo que continue indo de N, a N;

(comprimento permanece inalterado). Como g’ € causal e V f temporal, podemos escrever

B =—(VfoB BIVfoB+N

com N espacial e ortogonal a V f o 5. Assim,

b — b
L(B) = / V(1 0 B0), (1)) - N (1)2dr < / (foB) (dt = F(B(b)) - f(B(a)) = s—r,

sendo o ultimo nimero o comprimento de qualquer curva integral de V f conectando N, a N;

pelo item (iii). [ |

Obviamente, as hipersuperficies de nivel N,, com r € Im f, cobrem todo o M. Assim,
combinamos todos os operadores de Weingarten S, para definir uma aplicagdo global C*(M)-

linear dada por
S: XeX(M)— VxVfeX(M). (3.47)

Quando restrito a uma hipersuperficie de nivel N,, e se considerarmos apenas campos tangentes,
vemos que S coincide com o operador de Weingarten de N,, conforme Proposi¢ado 3.5.4-iii), isto
é, S|y, = S
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Proposicao 3.5.6. Sejam f € C*(M") uma funcdo distancia, r € Im(f) e h, =tr S, € C*(N,)

a fungdo curvatura média de N, com respeito ao campo V f (ver 1.10). Entdo, para cada q € N,,

temos que )
he(q) = Af(g) = trHessfl, = > (Ve,Vf, er), (3.48)
i=2
onde ey, ...,e, € TyN, é uma base ortonormal arbitraria.
Demonstragdo. Seja e, ..., e, € T,N, base ortonormal, e complete-a com V f|, de modo que

seja uma base ortonormal de 7, M. Temos que

n n
he(q) = Sy =D (Si(enen) = Y (Ve Vg ei)

i=2 i=2

n

= D (Ve Vflgen) + (VysV g V)
i=2
U=V wHessfl, = Af(9).
onde utilizamos a igualdade Hess¢(X,Y) = (VxVf,Y). [

Teorema 3.5.7. O operador S definido em (3.47) satisfaz

VysS+S8%*+Rys =0, (3.49)
em que Ryy = R(- ,Vf)Vf.
Demonstragdo. Paratodo X € X(M), temos que

RIX,VAOVE = VxVy Vf = VyVxVf=-VixvnVf
=7 =Vyp(S(X) - S(UX,VfD
= =(VyrS$)(X) = S(VysX) = S([X, VS])
= =(VyrS)(X) = S(VyrX) +S(VyrX) — S(S(X))
= —(Vyr9)(X) - S(S(X)),

em que foi utilizada a regra de Leibniz para derivadas covariantes e a identidade [X,Vf] =
VxVf — Vy;X nas terceira e quarta igualdades, respectivamente. Rearranjando os termos e
abstraindo X, obtemos a Equacdo 3.49. [

Observacao 3.5.8. Uma pergunta que surge naturalmente € a seguinte: o que acontece quando
restringirmos o operador S para uma curva integral @ : / € R — M de V f? Nesse caso, sabemos
do Teorema 3.5.5 que a € geodésica, e suponha que seja coespacial. Como « € curva integral,

temos que Ty (;) (N f(a(r))) = @' (¢)* para todo ¢ € I. Assim, restringindo S para ao longo de a
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pontualmente, fica bem definido um tensor (1, 1) transversal sobre @ dado por
Sty =V, Vf(a(t), Vved )t Vvtel. (3.50)
Assim, uma andlise pontual da Equacao (3.49) resulta que
S +8*+ Ry =0, (3.51)

em que R, € o endomorfismo curvatura. Isso mostra que S € um tensor de Riccati.

3.5.1 Primeira variacao de area e formula de coarea

Notacao. Os resultados desta se¢do serdo extremamente importantes para provarmos teoremas
de comparagdo de drea e volume“. Entdo, como serd o caso futuramente, iremos assumir nesta
secdo que (M, g) € uma variedade Lorentziana.

Seja f € C* (M) uma funcdo distincia e R € IR, definimos o conjunto
B(R) :={p e M| f(p) < R} C M.

Posteriormente, estaremos interessados em estudar como o volume dessas “bolas” se comporta

quando variamos o “raio” R. Para esse fim, convém observar que

B(R) =] | N,

r<R

onde N, = f~'(r). Isso indica que o volume da bola é a soma da drea de esferas. Essa
nog¢ao intuitiva serd importante quando lidarmos com comparagao de volume na Se¢do 6.3 e €
formalizada pela chamada formula de codrea. Para esse fim, introduzimos a seguinte notacao:
para uma funcdo ¢ : M — Rer € Im f, definimos ¢, := ¢|y,. Além disso, definimos a fungdo

@ :Im f — R por
@(r) 3:/ erduy,
N,

onde y, denota a forma volume em (N, g|n, ).

Proposicao 3.5.9 (Férmula de coarea). Seja f € C*(M) uma funcdo distancia coespacial.

Entdo, para cada ¢ € L' (M, duy), temos que ¢, € L' (N,, du,) para quase todo r € Im f, p €

LY(Im f,dt), e
/godug:/ g’adt:/ dt/ erdu,. (3.52)
M Im f Im f N,

4Aqui e doravante, usamos o termo “drea” para nos referirmos ao volume de regides dentro de hipersuperficies de
M (com a medida dada pela métrica induzida), e “volume” para conjuntos com interior ndo vazio em M.
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Demonstragao. Esse resultado € simplesmente um caso especial do Teorema de Fubini (cf.

Treude (2011), p. 149) para submersoes semi-Riemannianas, aplicado a funcdo f. [

Entao, se
vol B(R) ::/ dug < o,
B(R)

segue-se da formula de codrea que

R R
vol B(R) :/ dr/ du, ::/ area N,dr. (3.53)
— N, -

(o] - 00

Também precisaremos da chamada primeira variacdo de drea, mas antes convém provar o

seguinte resultado.

Lema 3.5.10. Seja f € C*(M) uma fungao distancia coespaciale ® : U C RXM — M o
fluxo de V f. Entdo, para cada p € N,,t € R com (t, p) € U, temos que ®,(p) € N,_;.

Demonstragdo. Lembre que %(Dt( p) = Vf(D;(p)). Assim, pela regra da cadeia, temos que

%f@r(!ﬂ)) = dfe,(p) (Vflo,p) = (Vflo,p)» Vo)) = =1,

ou seja, f(®;(p)) = —t+b,b € R. Mas, f o®y = f implica que b = r, donde segue o

resultado. [ ]

Futuramente, estaremos mais interessados no fluxo de —V f. Nesse caso, temos que ®,(p) €
Ny4s. O proximo resultado trata da variagdo de drea ao transladar compactos contidos numa
hipersuperficie de nivel de uma funcao distancia f via o fluxo de Vf. Uma prova pode ser

encontrada em Treude (2011), Proposicao 1.3.11.

Proposicao 3.5.11 (Primeira variaciao de area). Seja f € C* (M) uma funcdo distdncia coes-
pacial, R € Im f, e denote por Sg o operador de Weingarten de Ng com respeito a -V f. Seja
K C Ng um subconjunto compacto de modo que o fluxo ® de V f esteja definido em [—¢, ] X K
para algum € > 0. Para cada t € [-¢, €], ponha K, := ®;(K) C Ny Entdo,

area K, :/trSdeR, (3.54)
dt|i— K

onde [ denota a forma volume em (Ng, g|ny,)-

Mais geralmente, para ty € (—¢, €), temos

dt

area K; = / 0 SR+t AR +1, -
t=to @y (K)
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3.6 Tensores de Lagrange canonicos

Até entdo, obtemos uma série de propriedades analiticas associadas a tensores de Jacobi e
suas respectivas equagdes de Riccati. Porém, aspectos geométricos ainda ndo foram devidamente
explorados.

Em particular, quais relagdes podemos inferir a respeito de pontos A-conjugados e de pontos
conjugados/focais ao longo de geodésicas? O proximo exemplo ilustra que essa relacdo pode ser

mais indireta do que o esperado.

Exemplo 3.6.1. Seja « : [0, 1] — M3 geodésica coespacial ao longo do qual o endomorfismo
curvatura € identicamente nulo: R, = 0. Seja {E|, E»} referencial ortonormal ao longo de «

gerando (a’)*. Defina um tensor (1, 1) transversal A em @ pondo
A@)(Ei (1)) =t-Ei(1) e A(t)(Ex(1)) = (t — 1) - Ex(r), Ve [0,1].

Um cadlculo direto mostra que A’ =Te A* = A. Logo, A” =0e (A")* o A=A o A, 0u
seja, A é Lagrangiano. Mais ainda, A(0)(E((0)) =0e A(1)(E(1)) =0, e portanto a(0) e
a(1) sdo pontos A-conjugados. Mas, se tomarmos (M, g) como sendo o espaco Euclidiano R*
ou Minkowski R?, entdo ndo ha pontos conjugados ao longo do segmento de reta @, conforme

Exemplo 2.4.3. <

O exemplo anterior nos mostra que nem todos os tensores de Jacobi t€ém grande relevancia

geométrica. Os mais importantes definiremos a seguir.

Definicao 3.6.2 (Tensores de Lagrange canonicos). Assuma que 0 € 1. Os tensores de La-

grange candnicos sobre uma geodésica a : I — M sdo definidos da seguinte forma:

a) Ay é o unico tensor de Jacobi sobre « tal que

Ap(0) = 0 ¢ AY(0) = Ly o). (3.55)

b) Seja P C M uma subvariedade semi-Riemanniana tal que a(0) € P e a’(0) € (T, P)™,

isto é, de se a é normal a P, entdo Ap é o unico tensor de Jacobi tal que
Ap(0) =tanp e Ap(0) = S,yr(0) © tanp +norp (3.56)

se a é geodésica ndo luminosa, e seus correspondentes induzidos em (a’(0))+ se a é

tipo-luz e (M, g) Lorentziana.

A importincia geométrica dos tensores candnicos € expressa no proximo resultado. Até o restante
do capitulo, P C M denotard uma subvariedade semi-Riemanniana de modo que a geodésica o

seja P-normal.
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Teorema 3.6.3. Seja a : [ — M geodésica ndao luminosa [resp. tipo-luz] e 0 € 1. Entdo,
i) Ay e Ap sdo tensores de Lagrange sobre «.
i) ImJ g, = {J € () [resp. J € JC¥] : J(0) =0}.
iii) ImJa, = {J € T*(a) [resp. J € FC] : J é P-Jacobi}.

iv) Paraty # 0 em I, temos que a(ty) é Ay-conjugado se, e somente se, a(ty) é conjugado a

a(0) sobre a.

v) Paraty £ 0 em I, temos que a(ty) é Ap-conjugado se, e somente se, a(ty) é ponto focal

de P sobre «.

Demonstragdo. (i)

Como ker A[(0) = {0}, Ap € ndo degenerado, e assim Lagrangiano pelo Coroldrio 3.3.5.
Agora, por um lado, temos que ker Ap(0) = (T4(0)P)*, enquanto que ker A% (0) C Ty (o) P; logo
ker Ap(0) N ker A, (0) = {0}, e, portanto, Ap € também ndo degenerado. Mais ainda, para
quaisquer v, w € N(0),

(Ap(0)(v), Ap(0)(W)) = (tanp(v), Se(o) (tanp(w)))
(tanp(w), Sq(0) (tanp(v)))

(Ap(0)(w), Ap(0)(v))

visto que o operador de Weingarten S, () € auto-adjunto. Logo,
((Ap)*(0) o Ap(0) (v), w) = (Ap(0) o AR(0)(v), w),

€, portanto,
(Ap)*(0) o Ap(0) = Ap(0) 0 AR(0).

Segue-se da Proposicdo 3.3.4 que Ap € de Lagrange.
(ii)
Seja J € Im J#,. Assim, J é um campo de Jacobi perpendicular [resp. classe], e seja V € P ()

(dnico pela Proposicao 3.3.3-i)) tal que J = Ap(V). Assim,
J(0) = A (0)(V(0)) = 0.

Reciprocamente, dado um campo de Jacobi [resp. classe] J com J(0) = 0, entdo seja v := J'(0),
e V € P(a) o tnico campo paralelo [resp. classe] estendendo v. Seja J := Ag(V) € Im J, Ay-
Entao,

J(0) = A(0)(v) = 0= J(0) e T (0) = ALO) (v) = v = J'(0),
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donde concluimos que J = J. Isso conclui a prova de (ii).

(iii)

Examinaremos os casso ndo nulo e tipo-luz separadamente.

Caso 1: «a geodésica ndo luminosa.

Seja J € ImJ4,,. Entdo, J € J+(a), e tome o tnico V € P () tal que J = Ap(V). Assim,

J(0) = Ap(0)(V(0)) = tanp(V(0)) € To(0)P-
Mais ainda,
J(0) = Ap(0)(V(0)) = Sar(oy o tanp(V(0)) + norp(V(0)) = tanp(J'(0)) = Syr(0)(J(0)).

assim J é um campo P-Jacobi perpendicular.

Reciprocamente, dado um campo P-Jacobi J (em particular, J é perpendicular). Seja

v :=J(0) +norp(J’(0)) € (’(0))*, eV € PB(a) be o tinico campo paralelo estendendo v. Tome
J:=Ap(V) e ImJ7,. Assim,

J(0) = Ap(0)(v) = tanp(v) = J(0),
e

T (0) = AR(0)(v) = Sar(0)(J(0)) +norp(J'(0)) = tanp(J’(0)) +norp(J'(0)) = J(0).

Portanto, J = J. Isso conclui o Caso 1.

Caso 2: « é tipo-luz.

Seja J € ImJ4,. Entdo, J € uma classe de Jacobi, e considere o tinico V € P(a) tal que
J = Ap(V). Tome v € (a’(0))* tal que v = V(0) em W. Considere o tinico campo
P-Jacobi em « dado por

J(0) = tanp(v) e J'(0) = Sy (o) (tanp(v)) +norp(v).

Assim, pela definicao de Ap para esse caso tipo-luz,

J(0) = Ap(0)(v) := tanp(v) = J(0)

J'(0) = Ap(0)(V) := Ser() (tanp(v)) + norp(v) = J'(0).

Unicidade das classes de Jacobi implica J = J.

Reciprocamente, dado J € JC? tal que J = J para algum campo P-Jacobi J. Sejam
v := J(0) + norp(J'(0)) € (’(0))*, e V € P(a) a unica classe paralela tal que V(0) = v.
Entdo, Ap(V) € ImJ 4,.
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Agora,

Ap(V)(0) = Ap(0)(v) = tanp(v) = J(0) = T (0),

Ap(V)'(0) = Ap(0) (V) = Sar(0)(J(0)) +norp(J7(0)) = J'(0) = T7(0).

Portanto, J = Ap(V) como desejado.

(iv)e (v)

Todas as provas aqui s@o bem familiares, entdo demonstraremos o caso que requer um cuidado
maior, que € o caso tipo-luz para o item(v).

Suponha que « seja geodésica tipo-luz, e seja 7y # 0 tal que () seja um ponto focal de P
sobre @. Tome um campo P-Jacobi J em « tal que J(#y) = 0. Pelo item (iii), existe uma classe
paralela V € PB(a) tal que

J=Ap(V).

Em particular, V (¢9) # Op(s,), mas

On (1) = I (10) = Ap(10) (V (t0)).

Portanto, ker Ap () € ndo trivial e, assim, a(ty) € ponto A p-conjugado.
Reciprocamente, suponha que @ (7g) € ponto Ap-conjugado para algum 79 # 0 em I, e seja

V € P () uma classe paralela nao nula tal que

Ap(t0)(V(20)) = Opn(1y)-

Novamente, Ap (V) é uma classe de Jacobi, e, por (iii), existe um campo P-Jacobi J em « tal
que
7 = ﬂp((V) = 7(l()) = ON(to)-

Assim, existe um nimero ¢ € R tal que
J(to) = c - ' (1p).
Agora, considere o campo P-Jacobi sobre @ dado por
J(t) :=J(t) - (c/to)ta’ (1), Vtel.

Por construcdo, J(t9) = J(to) —c-a’(tp) = 0. Mais ainda, se J fosse identicamente nulo, terfamos
pela Proposi¢do 3.1.6
0=J=J=Ap(V) =V =0,

uma contradicio. Portanto, J é ndo nulo com J(#y) = 0, ou seja, a(to) é ponto focal de P. =

Corolario 3.6.4. Seja a : [ — M geodésica codefinida em (M, g) com 0 € I.
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i) O conjunto dos pontos conjugados a a(0) ao longo de a é um conjunto discreto. Mais

ainda, se a(ty) é conjugado a to # 0, a corresponde ordem de conjugacdo é

) n—1, se a é ndo luminosa,
Conj(a(0), a(t)) <
n—2, seaétipo-luz.

ii) Se a é normal a (necessariamente espacial) subvariedade P C M, entdo o conjunto dos
pontos focais a P ao longo de a é um conjunto discreto. Ainda, dado um ponto focal a(tg)

com to # 0, sua ordem focal é

n—1, se a é ndo luminosa,
Foc(P, a(tg)) < ..
n—2, sea é tipo-luz.

Demonstragdo. Quanto as afirmagdes a respeito de conjuntos discretos, o item (i) do teorema
anterior nos garante que Ay e Ap sdo nao degenerados, entdo segue-se do Teorema 3.3.9 que
I\ 1z,e1\ 7, sdo discretos em R. Mas, /4, € I \ 14, coincidem com os conjuntos de pontos
conjugados a @(0) e de pontos focais a P pelos itens (iv) e (v), respectivamente.

No que diz respeito as ordens de conjugacdo e focal, pelo item (ii) do teorema anterior, temos

que ‘76(30 C Im J #,, e portanto
Conj(a(0), a(to)) = dim gy, < dim Jz, = u
Por outro lado, o item (iii) nos garante que P.J" C Im J#,. Logo,

Foc(P, a(ty)) = dim P J; (@) < dim Jz, = p -
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4 Resultados preliminares de comparacao

As técnicas desenvolvidas neste capitulo sao melhor aplicadas nos casos cujo indice da
variedade € 0 ou 1. Sendo assim, daqui até o final do capitulo, assumiremos que (M", g) é uma

variedade Riemanniana ou Lorentziana.

Nesta secdo, provaremos uma série de resultados que dizem respeito a um espaco vetorial
arbitrario £ munido de um produto interno. O que nos serd importante € associd-los aos tensores
definidos no capitulo anterior. Faremos isso da seguinte forma: para uma geodésica coespacial
a : I ¢ R — M numa variedade Riemanniana ou Lorentziana (M", g), sabemos que um tensor

(1, 1) transversal (A sobre « € da forma
A:tel— A(t) € End((a/ (1)),

onde End((a’(¢))*) denota o conjunto das aplica¢Ges lineares (a’(7))* — (a’(¢))*. Fixe um
to € I e considere uma base ortonormal {eq, ..., e,_1} de ((a/(z))*). Estenda-a, por transporte
paralelo, para um referencial ortonormal {E1, ..., E,_1} em a. Assim, lembrando que transporte
paralelo € isometria linear, identificamos todos os espacos (a’(7))* como E := ((a’(tp))*), de

modo que possamos reescrever o tensor A como uma aplicagao I — End(E).

Assim, dada uma aplicagdo suave! B : J ¢ R — End(E), em que E é um espago vetorial
com produto interno arbitrdrio, concluimos que B herda todas as propriedades? vistas no capitulo
anterior que diziam respeito a um tensor (1, 1) transversal sobre uma geodésica (em particular,

dos tensores de Jacobi).

Feita essa observacdo, se nao houver risco de confusdo, podemos chamar uma dada aplicacdo
B : J — End(E) como acima de tensor transversal, atribuindo propriedades como de ser nao
degenerado, auto-adjunto ou Lagrangiano conforme for o caso. Além disso, se para alguma

aplicagdo suave R : J' — End(E), tivermos
B”+RoB=0,
entdo diremos B € tensor de Jacobi. Se, por outro lado, valer
B +B*+R=0,

diremos que B €é um tensor de Riccati. Nesse caso, ficam bem definidos os operadores associados

a B que compdem a equagdo de Raychaudhuri (Teorema 3.4.3), e que faremos uso adiante.

1Suavidade no sentido da Observacdo 3.2.2
2Propriedades inerentes a tensores sobre geodésicas codefinidas.



92

4.1 Teoremas de comparacao

Seja E um espaco vetorial n-dimensional munido de um produto interno (- , -). Denote por
S(E) c End(E) o subespaco das aplicacdes lineares E — E que sdo auto-adjuntas com respeito

a esse produto interno.

Proposicao 4.1.1. Seja R : R — S(E) suave e S : (0,b) — S(E) solucdo da equacdo de
Riccati
S'+S*+R=0. (4.1)

Entdo, existe uma projecdo’ P € S(E) de modo que a aplicacdo C : (0,b) — S(E), dada por
C(t) :=8(t)-PJt, 4.2)

tenha extensdo continua para t = 0. Mais ainda, im P C ker C(0).

Demonstragdo. Tome ty € (0,b) e seja A : R — End(E) o dnico tensor de Jacobi tal que
A(ty) =idp e S = A’ 0 A, Agora, defina V : R — End(E) por

1 _
v ::{ LA(t) — A(0)), set #0 ws)
A’(0), set =0.
Assim, para todo ¢ € IR, temos que
A(t) = A(0) +tV (1). 4.4)

Como A(ty) = idg, A é ndo degenerado, isto &, ker A(¢) Nker A’(¢) = {0} paratodor € R. Em

particular, isso vale para ¢ = 0 e, portanto, V(0) = A’(0) € injetiva em ker A(0). Ainda, como
E =ker A(0) ® ker A(0)™*,
a restri¢do de A(0) a ker A(0)* também ¢é injetiva. Logo,
dim [A(0)(ker A(0)*)] + dim [V(0)(ker A(0))]

= dim (ker A(0)*) + dim (ker A(0)) = dim E. 4.5)

Como S é auto-adjunto, A é Lagrangiano em (0, b) (ver Teorema 3.4.2), e, consequentemente, € de

Lagrange em todo o R conforme Proposicdo 3.3.4. Assim, para quaisquer vetores v € ker A(0)~*

3Uma aplicagdo P : E — E num espago vetorial com produto interno é dita ser uma projegdo se for auto-adjunta e
satisfizer P = P2.
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e w € ker A(0), temos que

(A0, V(O)w) = (A(O)v, A" (0)w)
(v, A(0)" 0 A"(0)w)
(v, A"(0)" 0 A(O)w)
= 0.

Isso mostra que A(0)(ker A(0)*) L V(0)(ker A(0)) e, juntamente com (4.5), obtemos
E = A(0)(ker A(0)*1) @ V(0)(ker A(0)).

Assim, existe uma base {ej,...,e,} de E tal que os k primeiros vetores formam uma
base ker A(0) e os ultimos n — k uma base de ker A(0)*, e ,mais ainda, de modo que
{V(Q)er,...,V(0)ek, A(0)e+1,...,A(0)e,} é também base de E. De (4.4), temos que

5 det[A(De; ... A(1)e,]

7% det[(A(0) + 1V ())er ... (A(0) + V(1)) ex A(t)erst - . . A(f)en]
= det[V(t)ey...V(t)exrA(t)ersr ... A(t)e,]

28 det[V(0)ey ... V(0)erA(O)erss . .. A(0)e,] # O.

1% det A(7)

Concluimos que a funcdo r % det A é suave em todo o R e nio se anula em ¢ = 0. Usando a
representacdo da inversa da matriz em termos da matriz adjunta, obtemos
A =541 =

A1) = A(r)*.

det A(t) t~% det A(t)

Portanto, t ¥ A~! pode ser estendida suavemente de (0, b) para [0, b). Assim, o mesmo vale para
tkS =1*A’ 0 A=! = A’ o (t*A~1). Fazendo expansio de Taylor de ordem k — 1 para XS, obtemos
aplicagdes S, ..., Sk-1 € S(E), C : [0,b) — S(E) tais que

*S(t) =So+1S1+...+51S 1+ C(0), (4.6)

onde C satisfaz lim,_,o = *~VC(¢) = 0 e lim,_,0 1% C () existe. Assim, a aplica¢do C : [0, b) —
S(E) dada por C(t) := t%C(¢) é suave em (0, b) e continua em [0, b). Dividindo a Equagio
(4.6) por t*, obtemos

S(H) =t *So+...+17'Sk_1 + C(1) 4.7)

para todo ¢t € (0, b). Assim, podemos escrever

S'(t) = =kt %718 — ... = 172841 + C(1),
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€
k—1 k-1
S2(1) = Z 2SS+ Z 17K [S:C (1) + C(1)S;] + C(1),
i,j=0 i=0

para todo ¢ € (0, b). Substituindo essas expressdes na equacao de Riccati (4.1), multiplicando a

equacio resultante por 1>* e aplicando o lim,_,, vemos que
2 _ i 12k —
So =~ lim " R(#) = Ona(E)-

onde a suavidade de R em R foi utilizada na segunda igualdade. Agora, sendo Sy auto-adjunto
e S(Z) = 0, segue-se que Sy = 0. Fazendo o mesmo para a poténcia >*-1, vemos que S; = 0.

Repetindo esse processo até 1+, obtemos
So=...=8S¢2=0.
Para t2, temos que
=Skt + Sk1 Skt =~ lim PR(t) =0= S;_1 = 52_|.
Por fim, multiplicando por ¢, resulta que
Sk-1C(0) + C(0)Sy-1 = 0.
Assim, P := S;_1 € uma projecdo, e segue-se de (4.7) que
C(t) =S(t) - PJt,

sendo C suave em (0, b) com extensdo continua para ¢t = 0. Por fim, para ver que imP C ker C(0),
note que
PC(0)v = —C(0)P*v = —-C(0)Pv, Vv € E,

em que utilizamos PC(0) = —C(0) P na dltima igualdade. Assim,
PC(0)y = =C(0)Pv = PC(0)Pv = —P>C(0)v = —PC(0)v,

e, portanto, C(0)Pv = PC(0)v = 0, o que conclui a prova. [

Obviamente, a andlise feita parat = 0 foi por conveniéncia. De modo geral, se S estiver definido
num intervalo (a, b), entdo existe uma projecdo P e uma aplicacdo suave C : (a,b) — S(E)

continuamente extensivel para ¢ = a satisfazendo

C(t)=S8() - %, vVt € (a,b).
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Exemplo 4.1.2. Considere o circulo S' = {(x,y,0) € R* : x2+y2 = 1} c R?, e a funcdo
f:R3\ (S'U{x =y=0}) — R, dada por

1/2

Essa fungdo descreve a distdncia Euclidiana a S! ¢ R3, e um célculo direto mostra que
(VF£,Vf) =1, isto é, f é uma funcdo distincia. Os conjuntos de nivel de f sdo os toros ao
redor de S! ¢ R?. Considere a geodésica @ : [0, 0) — R?, dada por a(¢) = (1 +1)ey, onde
ex = (1,0,0). Para cada ¢ € (0, c0), temos que a(7) € f~1(1), e a/(t) = V fla().- Em outras
palavras, a € curva integral de V f.

Seja SVf'f’l(t) o operador de Weingarten de f~!(¢), > 0, com respeito ao campo V10
No ponto a(t), temos S, ;) = S(t), que € simplesmente o operador global S definido em (3.47)
restrito a curva integral .

Identifique todos os espagos normais ’(f)* como E = {(0, vy, v,)|vy, v, € R} de maneira
6bvia. Nesse caso, concluimos a partir da Observacdo 3.5.8 que o operador S : (0, 00) — S(E) é

um tensor de Riccati em «.

Agora, se v = (0,vy,v;) € E, um cdlculo direto mostra que

A1 1
SO0 = (V.9 Dlaty = (0,725, %) = g 00+ 7o)

Com a notagdo da Proposi¢do anterior, concluimos que P = pr_ e C(0) = pr,. Geometricamente,
esses resultados podem ser interpretados da seguinte forma: o termo pr, € a proje¢do ao
complemento ortogonal de TQ(O)SI em a’(0)*. J4 pr, € precisamente o operador de Weingarten

de S' c R? com respeito a @’ (0). De fato, se v = (0, vy,0) € E € tangente a S!, entdo
. . 1 1
Sor(0)(v) = lim S(#)(v) = lim I—Hpry(V) + lim —pr, (v) = pr, (v).

Lembrando que uma aplicacdo A € S(E) é dita positiva semi-definida com respeito ao
produto interno (- ,-) se (Av,v) > 0 para todo v € E. Nesse caso, escrevemos A > (. Ainda,

para A, B € S(E), escrevemos A < Bse B— A > 0. Explicitamente, A < B se, e somente se,
(Bv,v) > (Av,v), Vv eE.

Teorema 4.1.3. Sejam R, R, : R — S(E) aplicacoes suaves com R, > R, (isto é, Ri(t) >
Ry (1) paratodot € R). Parai = 1,2, sejam S; : [to,t;) — S(E) solucdes de

S/ +S8?+R; =0 (4.8)

ndo extensiveis além de t;. Suponha que S1(ty) < S>(ty). Entdo,
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i)t <theS| <Syem [ty 1)

ii) Se S1(s) = Sa2(s) para algum s € [ty, 1), entdo, em [tg, 5], temos S; = S2 e R| = R,.
Demonstragdo. (i)
Escreva U := S — S1, assim U(ty) > 0 e
U=8,-S=5-5+R| - Ra. (4.9)

Defina .
AR=R;—R,>0¢e X := 5(51+Sz).

Substituindo em (4.9), obtemos
U=XoU+UoX+AR. (4.10)

Sejam ' := min{¢|, 5} e B : [to, ") — S(E) uma solugao invertivel* da equacdo homogénea

B’ =XoB. 4.11)
Uma solugdo de (4.10) é
U=BoVoB" (4.12)
em que V satisfaz
V=B ' oARo (B7)". (4.13)

Com efeito,

U = BoVoB*+BoV oB*+BoVo (B
= (XoB)oVoB*+Bo(B'oARo (B ))*)oB*+BoVo (B)*
= XoU+AR+BoVo(XoB)*
= XoU+AR+BoVoB oX"
= XoU+AR+UoX,

em que utilizamos o fato de que X € auto-adjunto na dltima igualdade. Como AR > 0, temos>

(V'(w),w) = (B 1o AR o (B™")*(w),w) = (AR o (B™)*(w), (B™1)*(w)) 20, Vw €E,

4Um argumento andlogo ao utilizado na prova do Teorema 3.4.2-2) mostra que podemos tomar B como sendo
invertivel.

5As expressdes abaixo valem para todo t € [fg,t’), entdo omitiremos o pardmetro ¢ por conveniéncia. Essa
simplificac@o serd usada frequentemente daqui em diante se nao houver risco de confusao.
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ou seja, V' > 0. Agora, para todo w € E, temos que

(U(t0)(w), w) = (B(19) o V(t0) o B(to)" (w), w) = (V(10) o B(10)"(w), B(19)"(w)) = 0. (4.14)

Mas, sendo B(t() invertivel, B(fp)* também o é. Em particular, B(#y)*(E) = E. Assim, segue-se
de (4.14) que V(1y) > 0.
Afirmagdo: V > 0.

Com efeito, fixe um w € E e considere a aplicacao
hy it € [to, ') = (V(t)(w),w) € R.
Como V(1) = 0, temos que h,,(f9) = 0. Além disso, como V' > 0,
hy, (1) = (V' () (w), w) 2 0,

ou seja, h,, é ndo-decrescente em [tg,t"). Portanto, V(z) > para todo ¢ € [fy,t’). Isso prova a
afirmacao.

Agora, como B(t)* € invertivel e V(¢) > 0 em [tg,1’), repetindo os célculos de (4.14)
substituindo #y por um t € [fg,t") arbitrario, concluimos que U > 0 nesse intervalo, isto &,
S| < Sy em [, ).

Falta mostrar que #; < f,. Suponha que ndo. Seja (fx)rer C [f0,f2) uma sequéncia
convergindo para t;. Pela Proposi¢do 4.1.1, existe uma projecdo P, e uma aplicagdo suave

C, : [to,12) — S(E) continuamente extensivel para ¢ = f, satisfazendo
P
Ca(t) = Sao(t) - 5 Vt € [to,12).

Assim, paratodov € E,

(Sa(t)v,v) = (Calti)v,v) + < . vat)zv> = (Catvv) +

k
1P, (n)? "5 —co.
ty —1p

Mas, como S < S5, também temos que
(S1(tk)v,v) — —o0.
Por outro lado, como estamos supondo 7, < f1, terfamos continuidade de S| em 75, isto é,
(S1(t)v,v) = (S1(12)v, v},
que € um ndmero finito, uma contradicao. Portanto, | < ;.

(if)
Suponha U(s) = S1(s) — S2(s) = 0 para algum s € [fg,71). Assim, de (4.12), paratodow € E,
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temos
U(s)(w) = B(s) oV(s) o B(s)"(w) =0. (4.15)

Como B, B* sdo invertiveis em [t¢, 11), segue-se de (4.15) que V(s) = 0. Paracadaw € E, vimos

na prova do item (i) que a aplicagao h,, € ndo-decrescente com valor inicial A,,(79) > 0, ou seja,
V(t)(w),w)=0, VweE,Vt e |[ty,s]. (4.16)
Mas, V € auto-adjunto, pois
BoVoB*=U=U"=BoV'oB" "= V=V".

Assim, segue-se de (4.16) que V(¢) = 0 para todo t € [f9, s]. Consequentemente, U = 0 em
[t0, 5] e, por defini¢do, S| = S, nesse intervalo. Finalmente, de (4.8), vemos que R| = R, em

[t0, 5], concluindo a prova. [

Teorema 4.1.4 (Comparacao escalar de Riccati). Seja R : R — S(E) uma aplicacdo suave
talquetr R > (n—1)k para algum k € R, onden—1 = dim E. Sejam também S : [0,b) — S(E)
solucdo de

S’ +8*+R =0, (4.17)

inextensivel em b, e sy : [0, by) — R solucdo de
sk +st+k=0, (4.18)

inextensivel em by. Se

5k(0) —trS(0)/(n—1) >0,

entdob < by e
trS(t) < (n—1) - s¢(2) (4.19)

para todo t € [0,b). Mais ainda, se vale igualdade em (4.19) para algum to € (0, b), entdo a
igualdade se mantém para todo t < t(o. Nesse caso, temos que S(t) = s (t) -idg e R(t) = k - idg
para todo t € [0, tp].

Demonstragao. Como § € tensor de Riccati auto-adjunto, sua vorticidade escalar w € nula (ver
Equacao 3.35), e a equacdo de Raychaudhuri (3.36) de S reduz-se a

2

0
+trR+0%=0, (4.20)
n-—1

0 +

em que 6 := tr S e o cisalhamento escalar o foi definido em (3.34). Dividindo essa equagdo por
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n — 1, vemos que 8/(n — 1) satisfaz a equagdo escalar de Riccati

’ 2
0 60
(n—l) +(n_1) +r=0,

onde
tr R + o2
yi= —
n-—1
Note que
trR+02 trR
po ¥ TR S (4.21)
n-1 n-—1

Assim, como s satisfaz a equagao de Riccati (4.18) e 55 (0) —trS(0)/(n — 1) > 0, estamos nas
hipéteses do Teorema 4.1.3, donde concluimos que b < by e 8/(n— 1) < s¢ em [0, b). Isso
conclui a primeira parte da prova.

Suponha igualdade em (4.19) para ty € (0, b). Pelo Teorema 4.1.3-ii), vale igualdade para
todor < tyer(t) = kparatodot € [0, 1y]. Assim, temos igualdade em (4.21), donde concluimos
que o2 =0em [0, 7p]. Ora, sendo o2 =0, obtemos de (3.34) que & =0, e, de (3.33), vemos que
S é puro traco, isto é, S = /(n—1) -idg em [0, #p]. Como estamos supondo igualdade em (4.19),
concluimos que S(¢) = s (t) - idg para todo ¢ € [0, ty]. Substituindo em (4.17), obtemos que

sp(t) -idg +s7(¢) -idg + R(t) =0 = R(t) = k - idg
para todo ¢ € [0, 9]. [

Usando os resultados da Secao 3.5, segue-se imediatamente desse teorema o seguinte

corolério, que traduz o que temos visto em termos geométricos.

Corolario 4.1.5. Seja f € C*(M) uma funcdo distdncia coespacial e S o operador definido em
(3.47) dado por S(X) = VxVf. Sejaa : [0,b) — M uma curva integral de V f inextensivel em b
tal que Ric(a’, ') > (n— 1)k para algum k € R, onde n = dim M. Ainda, seja si : (0,by) — R
uma solucdo de

Sk +st+k =0,

ndo extensivel em by. Se s (0) — (tr S(@(0)))/(n — 1) é ndo-negativo, entdo b < by e
trS(a(t) < (n—1) - s¢(2) (4.22)

para todo t € [0, b). Mais ainda, igualdade em (4.22) para algum ty € (0, b) implica igualdade
paratodot < ty. Nesse caso, S(a(t)) = si(t) -idy () e R(- ,a'(1))a/(t) = k - idy(1)+ para todo
t € [0, 10].
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5 Causalidade

De modo geral, a teoria de causalidade trata do problema de descobrir em quais condi¢des
dois pontos numa variedade Lorentziana podem ser conectados por uma curva causal.

Um dos principais resultados obtidos a partir deste estudo serd o de definir condi¢cdes
suficientes para ligar pontos na variedade Lorentziana através de uma geodésica com comprimento
Lorentziano maximal entre todas as outras curvas causais. Esse resultado possui uma versao

andloga no caso Riemanniano pelo Teorema de Hopf-Rinow (O’Neill (1983), Teorema 5.21).

5.1 Cones Temporais

Numa variedade Lorentziana, a cada ponto, associa-se seu espaco tangente que ¢ um espago
vetorial de Lorentz. As propriedades mais gerais com respeito a esses espacos podem ser
vistas no Apéndice A. Porém, para estudar causalidade, é necessario analisar um pouco mais

detalhadamente a estrutura de cada espago tangente.

Definicao 5.1.1. Seja V um espaco vetorial Lorentziano, e fixe u € V vetor temporal. O cone

temporal contendo u é o conjunto
C(u) = {v € V temporal | (u,v) < 0},
e o cone temporal oposto a u é o conjunto

C(—u) =—-C(u) = {v € v € V temporal | (u,v) > 0}.

Figura 5.1: Cones temporais

A

N 4

\\\ /MC(M)

N\

Fonte: Adaptada de Espinoza (2020).

Como u™* é espacial em um espago vetorial Lorentziano e V = Ru & u*, dado um vetor

temporal v, temos que v = au + z, em que a € R € ndo nulo e z € um vetor espacial tal que
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(u,z) = 0. Logo (u,v) = a{u,u), donde vemos que v estd exclusivamente em algum cone
temporal associado a u, determinado pelo sinal de a. Isso mostra que o conjunto dos vetores

temporais 7 € a unido disjunta dos dois cones temporais.

Lema 5.1.2. Vetores temporais v e w de um espaco vetorial Lorentziano pertencem ao mesmo

cone temporal se, e somente se, (v,w) < 0.

Demonstragdo. Sejam v,w € V vetores temporais e C(«) cone temporal. Note que podemos
assumir |u| = 1, pois C(u) = C(u/|ul|). Escrevendo v = au + x,w = bu + y com x, y espaciais
e ortogonais a u, e computando (v,v) e (w,w), vemos que |a| > |x| e |b| > |y|. Como
(v,w) = —ab + {x,y), e (., .) restrito a u- é um produto interno, segue-se da desigualdade de
Cauchy-Schwarz que [(x, y)| < |x||y| < |ab|. Sem perda de generalidade, assuma v € C(u),
logo

(v,uy=—a<0=a>0.

Assim,

sgn{v,w) = sgn(—ab) = —sgn(b).

Como b > 0 significa dizer que w € C(u), concluimos dai que (v,w) < O se, e somente se,

w € C(u), o que conclui a prova. [ ]

Também vale observar que cones temporais sao convexos. Com efeito, dados v,w € C(u) e

A, 1 = 0com pelo menos um ndo nulo, (u, Av+uw) = Au, v)+uu,w) < 0,logo lv+uw € C(u).

5.1.1 Cone Causal

Para tratar causalidade em vetores luminosos, fazemos uma pequena modificacdo nos cones

temporais.

Definicao 5.1.3. Fixado u € V vetor temporal, o cone causal contendo u é o conjunto
C(u) = {v € V causal | (u,v) <0}
e o cone causal oposto a u é
—C(u) = C(~u) = {v € V causal | (u,v) > 0}

Vetores temporais sio em particular causais, logo C (1) € C(u). Desse modo, é natural que
resultados para cones temporais se transfiram para cones causais com pequenas modifica¢des. Por
exemplo, mostra-se com 0 mesmo argumento que cones causais sao convexos € que o conjunto
de todos os vetores causais € a unido disjunta de um cone causal com seu cone oposto. Temos

também o andlogo do Lema 5.1.2.
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Lema 5.1.4. Vetores causais v e w de um espaco vetorial Lorentziano pertencem ao mesmo

cone causal se, e somente se, (v,w) < 0 ouv e w sdo luminosos comv = aw para a > 0.

Demonstragdo. Sev e w sdo colineares, a equivaléncia € imediata.Se v € temporal e w € luminoso
(ou vice-versa), a prova € tal e qual como no Lema 5.1.2. Por fim, se v e w s@o vetores luminosos
nao colineares, a andlise € similar a realizada no caso temporal (neste caso, tem-se |a| > |x| e

|b| > |yl|), e o resultado segue facilmente. [

Com esta caracterizacio de cone causal, vemos que C(u) = C(u) \ {0}, (lembre que consideramos
o vetor nulo como espacial). Além disso, assim como no caso temporal, hd exatamente dois
cones causais em cada espaco vetorial Lorentziano, a saber, um cone causal qualquer e seu cone

oposto.

5.2 Orientacao Temporal

Seja (M, g) uma variedade Lorentziana. A orientabilidade de variedades em geral é similar a
orientagdo temporal que estabeleceremos a seguir, a ideia € fazer uma escolha continua de cones
temporais ao redor de cada ponto de M. Faremos isso da seguinte forma: seja v uma funcdo que
a cada ponto p € M, associa-se um cone temporal 7(p) em T, M. Naturalmente, ao escolher um
cone temporal, estamos automaticamente escolhendo também um cone causal que, juntamente

com o vetor nulo, resulta no fecho do cone temporal correspondente.

Definicao 5.2.1. Dizemos que T é suave se para cada p € M existir um campo vetorial suave
X em uma vizinhanga U de p tal que X, € 7(q) para todo q € U. Tal fung¢do t é chamada
de orientacdo temporal. Se M admite uma orientagdo temporal, dizemos que M é orientavel
temporalmente. O ato de escolher uma orientacdo temporal especifica em M é orientar

temporalmente M.

Exibiremos vdrias propriedades e resultados relacionados a orientabilidade temporal, bem
como as relacdes de causalidade dai provenientes. Sendo assim, omitiremos algumas dessas
provas, visto que sao resultados mais gerais no que diz respeito a teoria causal, e suas provas
podem ser encontradas detalhadamente em Espinoza (2020), capitulo 3, e O’Neill (1983), capitulo
14.

Proposicao 5.2.2. Se M é uma variedade Lorentziana conexa e orientdvel temporalmente, entdo

existem exatamente duas orientagoes temporais em M.

Lema 5.2.3. Uma variedade Lorentziana M é temporalmente orientavel se, e somente se, existe

um campo vetorial suave, temporal e globalmente definido em M.

Se existe campo vetorial X como no Lema 5.2.3, a orientacdo definida por X é chamada de

orientagdo temporal induzida.
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Exemplo 5.2.4. No espago-tempo de Minkowski R, o campo vetorial globalmente definido
0/0t é temporal e suave, e portanto induz uma orienta¢ao temporal em R/, conforme Figura
5.2. Sempre que mencionarmos espacos-tempos de Minkowski, estaremos assumindo essa

orientacao. <

Figura 5.2: Orienta¢do temporal em Minkowski induzida por d/0z.

At O
A Of

Fonte: Adaptada de Espinoza (2020).

Naturalmente, existem variedades Lorentzianas ndo orientdveis temporalmente. Em Treude
(2011), p. 92-93, sdo fornecidos exemplos, utilizando-se da faixa de Mobius e do cilindro, em
que ambas as orientacdes ocorrem simultaneamente (bem como quando nenhuma delas ocorre),

e em que se tem orientacao temporal, mas ndo a orientagdo usual (e vice-versa).

Observacao 5.2.5. Seja a : I — M uma curva suave por partes. Para que a seja temporal ou
causal, ndo s6 devemos ter @’ (¢) temporal ou causal em todo /, mas também exigimos a condigdo
extra de que, nos pontos de quebra t; < t, < --- < f;, 0s vetores tangentes nao trocam de
cone. Mais precisamente, denotando por a’(#;) e a’(#;") os vetores tangentes em #; de a@|[,_, 1] €
|y, 1,,,]> Tespectivamente, no caso temporal temos (a’(t; ), a’(t])) < 0 conforme Lema 5.1.2, ¢

a condi¢do andloga para o caso causal.

5.3 Relacoes de Causalidade

Seja M variedade temporalmente orientdvel, e induza uma orientacdo a partir de X € X(M)

temporal.
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Definicao 5.3.1. Um vetor causal v € T,M é dito ser futuro-dirigido (resp. passado-dirigido)
se (v,X,) <0 (resp. (v,X,) > 0). Similarmente, dizemos que uma curva causal suave por
partes! a : I — M ¢ futuro-dirigida (resp. passado-dirigida) se a’(t) é futuro-dirigido (resp.
passado-dirigido) em todo 1.

Note que, por continuidade da derivada fora dos pontos de quebra, juntamente com a
consisténcia dos cones nas quebras de acordo com a Observacao 5.2.5, se a curva causal a possui
pelo menos um vetor tangente futuro-dirigido (resp. passado-dirigido), entdo a curva inteira serd
futuro-dirigida (resp. passado-dirigida).

Utilizaremos uma nomenclatura especial para extensibilidade de curvas neste contexto de

causalidade.

Definicao 5.3.2. Seja a : (a,b) — M curva causal futuro-dirigida, com —o0 < a < b < +00.
Um ponto limite futuro de a é um ponto p € M tal que toda sequéncia {t,} em (a,b) com
t, — b é tal que a(t,) — p. A curva a é dita ser futuro-inextensivel se ndo existe ponto limite
futuro. Definimos analogamente ponto limite passado e passado-inextensivel em a. No caso de
uma curva 3 : (a, b) — M passado-dirigida, invertemos os papéis das definicoes em a e b. Se

ha inextensibilidade em ambos os extremos, dizemos que a curva é inextensivel.

Por uma questao de simplificacdo, dada uma curva causal « : (a,b) — M, ao dizermos que
a € futuro ou passado-inextensivel, ficard implicito, a menos de menc¢do contréria, que ela é
futuro ou passado-dirigida, respectivamente. Note também que como M é Hausdorff, um ponto
limite futuro ou passado € tinico, se existir.

A existéncia de orientacdo temporal € fundamental para estabelecer relagdes causais entre
pontos na variedade Lorentziana. Sendo assim, focaremos no estudo de variedades Lorentzianas

conexas que admitem orientagdo temporal.

Definicao 5.3.3. Um espago-tempo é uma variedade Lorentziana conexa e temporalmente

orientada.

Ao contrario do que possa parecer, essa condi¢do ndo € tao restritiva, pois, para qualquer
variedade Lorentziana conexa M, € possivel construir um recobrimento duplo 7 : M—>M
que € uma variedade Lorentziana conexa e temporalmente orientdvel, logo um espago-tempo
localmente isométrico a M (O’Neill (1983), Lema 7.17).

Com os pré-requisitos estabelecidos, passamos agora para o estudo da causalidade.
Definicao 5.3.4. Dados p,q € M, definimos as seguintes relacdes de causalidade entre p e g:

(i) dizemos que p precede cronologicamente g, e escrevemos p < q, se existe uma curva

temporal suave por partes e futuro-dirigida de p até g,

1Aqui e doravante, a menos de menc¢do contraria, toda curva causal serd assumida suave por partes.
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(ii) dizemos que p precede causalmente g, e escrevemos p < q, se existe uma curva causal

suave por partes e futuro dirigida de p até g,

Escrevemos também p < g, se p < g ou p = g. Tais relagdes sdo chamadas de relacoes de
causalidade em M.

Evidentemente, p <« g implica p < g. Para um subconjunto qualquer A C M, o conjunto
I"(A) = {q € M |existe p € Acom p < g},
€ chamado futuro cronologico de A. Similarmente, definimos
J*(A) = {q € M |existe p € A com p < g},

chamado futuro causal de A. Claramente, A U I"(A) C J*(A). No caso de um conjunto
unitario {p}, denotaremos I*({p}) por I*(p), e similarmente para J*. Neste caso vemos que
I"(A) = Upea I"(p), € 0 mesmo para J*.

Dualmente, trocando a ordem das relagdes de causalidade, define-se o passado cronologico
I7(A) e passado causal J=(A).

Exemplo 5.3.5 (Causalidade em Minkowski). Considere um ponto p = (p!,...,p") em RY.

Vamos mostrar que o futuro cronolégico de p € o conjunto
I'(p) ={x e R"[(x— p.x—p)1 <Oex' —p' >0},

ilustrado na Figura 5.3.
Figura 5.3: Futuro cronolégico do ponto p em Minkowski.

Al

<Y

Fonte: Adaptada de Espinoza (2020).

Primeiramente, seja x € IR satisfazendo as condi¢des do lado direito da igualdade acima, e
considere o segmento geodésico temporal a(¢) =t(x — p),t € [0, 1], indo de p a x. Assim, a é
futuro-dirigida, pois {(a/ (), 8/0t); = —(x' — p!) < 0, o que estabelece a inclusio “D”. Agora,

sejay : [0,1] — R curva temporal e futuro-dirigida com y(0) = p, y(1) = x. Considere as
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fungdes f(r) = (y(1) = p,x = p)r e h(t) = {y(1) = p, (1,0,...,00)1 = =(y' (1) - p'), 7 € [0,1].
Diferenciando, temos f’(t) = (y'(t),x — p)1 < 0 (pois y é temporal) e 1'(t) = —(y')' () < 0
(pois y é futuro-dirigida). Sendo 4 e f decrescentes, temos que h(1) — 2(0) = p! —x! < 0,
e f(1) — f(0) = (x — p,x — p)1 <0, estabelecendo a outra inclusdo, e consequentemente a
igualdade desejada.

Analogamente, vemos que o futuro causal do ponto p em R} é
JHp)={x eR"[(x = p,x—ph <0ex' —p' 20} =I*(p),

A relagdo entre I*(p) e J*(p) pode ser mais complicada em outros espagos-tempos. Por
exemplo, se removermos um ponto de R?, entdo existird um ponto p de modo que J*(p) # I*(p)

(Figura 5.4). Esse exemplo também mostra que J*(p) nao é necessariamente fechado. <

Figura 5.4: Futuro causal em Minkowski sem um ponto.

s

J*(p) y

p

=Y

Fonte: Adaptada de Espinoza (2020).

As relagdes de causalidade sdo transitivas. Tal fato segue concatenando curvas temporais (ou
causais) e observando que, em um possivel ponto de quebra da concatenacio, os vetores tangentes
ndo trocam de cone pois as curvas sao futuro-dirigidas. Vale também uma transitividade mais

geral, consequéncia do Teorema 2.6.4.

Corolario 5.3.6. Sep < geq <r,ousep<qeq <r,entdop <r.

Uma vez que um aberto U de um espaco-tempo M €& por si sé uma variedade Lorentziana
temporalmente orientada (com a restricdo da orientacdo em M), podemos definir relacdes de
causalidade intrinsecas em U exigindo que as curvas como na defini¢ao 5.3.4 tenham imagem
em U. Denotamos tais relagdes por <y, <y € <y . Com isto, para A C U definimos o futuro

cronolégico de A intrinseco a U por

I"(A,U) ={q € U|existe p € A com p <y q},
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e o analogo para J* (A, U) e passados.

No caso do aberto em questdo ser convexo, destacamos as seguintes propriedades.
Lema 5.3.7. Se C é um aberto convexo de M, temos

(i) Parap # q € C, q € I*(p, C) se, e somente se, pq é temporal e futuro dirigido (0 andlogo

vale para J*).
(ii) I (p,C) é aberto em C (logo em M) para todo p € C.
(iii) J*(p,C) =I*(p,C) : (o fecho em C).

(iv) A relagdo <c ¢ fechada em C, isto é, dados p,q € C e {pr};- - {qk}., sequéncias em C
com pr — peqr — q,entdo qr € J*(px,C) para todo k € N implica q € J*(p,C).

(v) Uma curva causal a com imagem em um compacto K contido em C é extensivel.

Observacao 5.3.8. Como estamos assumindo M conexa, pela Proposi¢ao 5.2.2 existem apenas
duas orientacdes temporais em M. Sendo assim, trocando a orientacdo fixada em M, as nog¢des
de futuro se tornam as de passado e vice-versa. Logo todos os resultados acima e os proximos a
serem discutidos continuam validos para os conjuntos relacionados ao passado. Com isso em
mente, nossos resultados serdo enunciados e demonstrados apenas para uma dire¢do temporal

em geral, com o resultado temporalmente dual implicito na discussao.

Proposicao 5.3.9. Para p,q € M com p < q, existem vizinhancas abertas U e V de p e q,

respectivamente,tais que para todo p’ € U e q' € V, temos p’ < q’.

Essa proposicao nos mostra que a relagao de cronologia “<” € aberta em qualquer espaco-
tempo. Em particular, I*(p) é aberto, e sendo I*(A) unido de tais abertos, também € aberto.
Além disso, se U é aberto, I (p, U) também o é. Utilizando esse resultado, temos as seguintes

propriedades para os futuros I* e J*.
Proposicao 5.3.10. Para um subconjunto qualquer A C M, temos
(i) I*(A) = I*(A).

(ii) intJ*(A) = I*(A).

(iii) J*(A) = I*(A).
(iv) 8J*(A) = AI*(A).

Assim como definimos relagcdes de causalidade para pontos em M, podemos caracterizar um

subconjunto A C M de acordo as relagdes causais entre seus pontos.

Definicao 5.3.11. Seja A € M um subconjunto qualquer.
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(i) A é dito ser cronolégico se p <« p para todo p € A.
(ii) A é dito ser causal se p £ p para todo p € A.

(iii) A é dito ser fortemente causal se, para cada p € A, e para cada vizinhanca U C M de p,
existe uma outra vizinhanga V C U de p tal que toda curva causal que comega e termina

em V permanece em U.

(iv) A é dito ser globalmente hiperbdlico se é fortemente causal e, para cada p,q € A, o

diamante causal J(p, q) := J*(p) N J~(q) C M é compacto e estd contido em A.

Veja que essas condicdes estdo listadas em ordem de forca crescente. Para ver que causalidade
forte implica causalidade por exemplo, note que causalidade forte implica que cada ponto possui
uma vizinhancga arbitrariamente pequena tal que qualquer causal que entra e sai dessa vizinhanga
jamais retorna. Assim, nenhuma curva causal pode retornar para o seu ponto inicial em particular,

donde segue causalidade.

Definicao 5.3.12. Um subconjunto A C M é dito ser acronal se ndo existe curva temporal
ligando pontos de A, isto é, se p <& q para todo p,q € A. Se ndo existir se quer curva causal

entre pontos de A, dizemos entdo que A é acausal, isto é, p £ q para todo p, q € A.

Para o desenvolvimento do restante da teoria, ndo necessitamos de propriedades adicionais
a respeito de conjuntos acronais e acausais. Portanto, ilustramos esses conceitos com alguns

exemplos. Detalhes sobre essa teoria pode ser encontrada em O’Neill (1983), Capitulo 14.

Exemplo 5.3.13. Considere o espaco-tempo de Minkowski IRi’f”, n > 1, com coordenadas usuais

(£, X1, ... Xpn).

(i) Cadaplano %, = {r} x R" é acausal.
(ii) Cada esfera {r} x S" C X, é acausal.
(iii) O cone de luz futuro J*(p) \ I*(p) de cada ponto p € IR'I’” ¢ acronal, mas ndo acausal.

(iv) Para cada m € IR, o hiperboloide futuro {(¢,xy,...,x;) | 2 - Z?:lxl.z =m?t > 0} €

acausal. <

Definicao 5.3.14. Seja A C M um subconjunto acronal, definimos o dominio de dependéncia
futuro de A, as vezes chamado também de desenvolvimento de Cauchy futuro de A, como o

conjunto

+ toda curva causal e passado-inextensivel
D" (A)=<peM .

v :la,b) - M comy(a) = p intersecta A

O dominio de dependéncia passado ou desenvolvimento de Cauchy passado de A, denotado por
D~ (A), se define de maneira temporalmente dual (claramente A C D*(A)). Por fim, o dominio
de dependéncia ou desenvolvimento de Cauchy de A é a unido D(A) = D*(A) U D™ (A).
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. ) . 2
Figura 5.5: Desenvolvimento de Cauchy de {0} x [-a,a] C R}

(a,0)

(0,-a) (0,a)

{-3,0}

Fonte: Producdo do autor.

Exemplo 5.3.15. No plano de Minkowski IR%%, considere o segmento de reta A = {0} X
[-a,a]l,a > 0. Temos que D*(A) é o conjunto J~((a,0)) limitado pelo segmento de reta
A (Figura 5.5). Similarmente, D~ (A) é J*((—a,0)) limitado por A. Assim, D(A) é o diamante
causal J~((a,0)) N J*((-a,0)). <

Por fim, introduzimos um objeto que utilizaremos no final do préximo capitulo quando

estivermos em busca de uma variedade modelo para os teoremas de comparagao.

Definicao 5.3.16. Um conjunto S ¢ M é uma hipersuperficie de Cauchy se toda curva temporal

e inextensivel intersecta S exatamente uma unica vez.

Uma propriedade importante das hipersuperficies de Cauchy S € M consiste na seguinte
decomposicao:
M=1(S)uSuUIt(S).

Essa decomposicao € imediata da defini¢do, visto que paraum ponto p ¢ S, uma curva inextensivel
passando por p intersecta S uma tnica vez, seja para o passado ou para o futuro de p. Ainda, se

a hipersuperficie de Cauchy € acronal, entao essa decomposicao € disjunta.

De modo geral, hipersuperficies de Cauchy gozam de boas propriedades topoldgicas e de
causalidade. Destacamos os seguintes aspectos: hipersuperficies de Cauchy existem se, € somente
se, M € globalmente hiperbdlico. Além disso, todo espago-tempo globalmente hiperbdlico
admite uma funcao suave f : M — R com gradiente temporal e de modo que cada conjunto de

nivel seja uma hipersuperficie de Cauchy (Bernal e Sanchez (2005)).
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5.4 Distancia Lorentziana

No Teorema 1.5.8, vimos que geodésicas temporais maximizam o comprimento de arco dentro
de vizinhancas normais. Nesta se¢do, nosso objetivo agora € analisar propriedades maximizantes

globais de geodésicas temporais e também causais.

Definicao 5.4.1 (Distancia Lorentziana). Seja (M, g) um espago-tempo. A distancia Lorentzi-
anad : M x M — [0, o] é dada por

d(p,q) :=sup {Lg(y) |y é curva causal suave por partes futuro dirigida de p a g}  (5.1)
se p < q e 0 caso contrario.

Se o supremo € atingido por alguma curva na defini¢do acima, entdo dizemos que € uma curva
maximizante entre p e g. A proxima proposicao traz as principais propriedades da distancia

Lorentziana, em que falha a continuidade em geral.
Proposicao 5.4.2. Seja M um espago-tempo e p,q,r € M.
i) d(p,q) > 0 se, e somente se, p < q.

ii) d(p, p) = oo se, e somente se, existe uma curva temporal fechada passando por p. Caso

contrdrio, d(p, p) = 0.

iii) Se p < q < r, entdo vale a desigualdade triangular reversa:
d(p.q) +d(q,r) <d(p,r). (5.2)

iv) Se0 < d(p,q) < o, entdo d(q, p) =0.

v) A fungdo distancia Lorentziana é semicontinua inferiormente, isto é,

liminf d(p,q) > d(x,y)
(p.q)—(x.y)

para todo x,y € M.

Demonstragdo. i) Esse resultado é consequéncia do Teorema de deformagao 2.6.5 juntamente
com o fato de que uma curva causal com comprimento de arco maior do que zero deve ser
temporal em algum momento.

i) Se existir uma curva temporal fechada em p, entdo d(p, p) = oo € obtido percorrendo a curva
repetidamente. Se ndo existir curva temporal fechada em p, entdo d(p, p) = 0 segue de i).

iii) Vamos separar a prova deste item em diferentes casos. Primeiramente, se d(p,q) = o

ou d(q,z) = oo, entdo também temos d(p,z) = oo, e (5.2) € satisfeita. Entdo, suponha que
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d(p,q),d(q,z) < 0. Se p =g ouq = z, entdo por ii) temos que d(p,q) = 0ou d(g,z) =0
respectivamente, e a condi¢do € trivialmente satisfeita. Por fim, suponha que os trés pontos sejam
distintos, e seja € > 0. Entdo, existem curvas causais futuro-dirigidas yi,y, : [0,1] — M de p
a g e de g a z, respectivamente, com L(yy) > d(p,q) —&€/2e L(y2) > d(q,z) — /2. Como a

concatenacgdo y| * y, € uma curva causal futuro-dirigida de p a z, obtemos que

d(p,z) 2 L(y1 *y2) = L(y1) + L(y2) 2 d(p,q) +d(q,2) — &.

Como ¢ > 0 foi arbitrario, isso conclui o item.

iv) Por i), d(p,q) > 0 implica que p < ¢g. Suponha que d(q, p) > 0, entdo também temos
q < p,eii) implica que d(p, p) = oo. Assim, a desigualdade triangular reversa aplicada a
p < p < g gera uma contradi¢do com o fato de que d(p, g) < oo.

v) Sejam pg,qo € M e € > 0. Temos que encontrar vizinhangas U,V Cc M de pg e qo,
respectivamente, de modo que, paratodo p € Ue g € V, temos d(p,q) = d(po,qo) — €. Se
d(po, qo) = 0, basta tomar U = V = M. Entdo, suponha que d(pg, qo) > 0. Entdo, existe uma

curva causal futuro-dirigida y : [0,1] — M de py a go com

d(PO’ ‘]0) - 8/2’ se d(PO, qo) <o
L(y) >
k, se d(po,qo) = oo,

onde o k € IR pode ser escolhido arbitrariamente grande. Tome ¢, 1, € (0, 1) tais que

0 < L(¥ljo.11)> LY lpp1]) < €/4,

e ponha p; = y(t;) e p» = y(t). Como o comprimento de ambas as curvas acima é maior do
que zero, elas ndo podem ser tipo-luz. Entao, pelo Teorema 2.6.5 elas podem ser deformadas
em curvas temporais, logo pg € I"(p1),q0 € I"(p2). Assim, U := I"(p1) e V := I'(p2)
sdo vizinhangas abertas de pg e qo, respectivamente. Para todo p € U e g € V, temos que

p < p1 < p2 < g, e pela desigualdade triangular reversa duas vezes, obtemos

d(p,q) 2 d(p,p1)+d(p1,p2)+d(p2q)

> L(¥lin1) = L(y) = L(¥ljo.n1) + LY |1117)
. d(p,q) —€/2-¢&/4-¢€/4, se d(po,qo) <
k—¢&/4—¢€/4, se d(po,qo) =
_ d(pa Q) — &, 8¢ d(pO,CIO) <0
k — 8/2, SE d(po, qO) = 0.
Como k pode ser tomado arbitrariamente grande no segundo caso, isso conclui a prova. [

Em geral, a distancia Lorentziana é apenas semicontinua inferiormente. Por exemplo,
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considere M = R?\ ([-1,1] x {1}) com a métrica induzida de Minkowski. Se p = (0,0) e
q = (2,1), entdo d(p, q) = 0 conforme a Figura 5.6. Por outro lado, para p, = (0, &), temos
d(pe,q) — 1 quando € — 0, assim nao temos semicontinuidade superior. Veremos adiante que

a distancia Lorentziana € continua para espacos-tempos globalmente hiperbdlicos.

Figura 5.6: Espaco-tempo cuja distancia Lorentziana ndo € semicontinua superiormente.

llt

v

Pl pe z

Fonte: Adaptada de Treude (2011).

Observacao 5.4.3 (Distancia Lorentziana a um conjunto convexo). Seja U ¢ M um subcon-
junto convexo, e V € TM tal que m X exp : D — M X M seja um difeomorfismo entre V e
U x U, onde 7 denota a projecdo candnica de TM|p em M. Pelo Teorema 1.5.8, para cada
p <y ¢, aunica geodésica radial de p a ¢ em U € a maior curva entre todas as curvas causais de
paqgemU. Logo,

dy(p,q) = |(m x exp)l;' (p, 91,

onde dy : UXU — [0, o] € a distdncia Lorentziana de (U, g|y). Isso mostra que dy € continua
e finito-valorada. Além disso, se V C M é outro convexo com V C U, entdo dy = dy|yxy. Em
particular, se U é compacto e estd contido num convexo maior, entio dy; é limitado superiormente

por continuidade.

Definicao 5.4.4 (Distancia Lorentziana a um subconjunto). Seja M um espaco-tempo. Para

um subconjunto A C M, definimos a distancia Lorentziana futura d : M — [0, o] por

sup,c4 d(p. q), se q € J*(A),
di(q) =y '°
0, caso contrario .

Analogamente, definimos a distancia Lorentziana passada d, : M — [0, o] por

_ sup,c4 d(q,p), seq € J (A),
dA(CI) = pe

0, caso contrario .

Uma curvay : [a, b] — M entre A e g € dita ser maximizante entre A e q se L(y) = d5(q),

caso ¢ esteja no futuro ou no passado de A.
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No que se segue, trabalharemos apenas com a distancia Lorentziana futura explicitamente,
mas afirmac¢des andlogas valem para a distancia Lorentziana passada. Isso pode ser realizado
simplesmente invertendo a orientacdo temporal de M, visto que essa operacao troca as distancias

Lorentzianas futura e passada.
Proposicao 5.4.5. Seja M um espago-tempo e A C M um subconjunto qualquer.

i) Temos que d;(q) > 0 se, e somente se, q € I"(A).

ii) Para qy,q2 € J*(A) com q| < q2, vale a desigualdade triangular reversa generalizada:
dy(q1) +d(q1,q2) < d}(q2).

iii) A distancia Lorentziana futura d, é semicontinua inferiormente, isto é, para qualquer
q € M, temos que
P + +
liminf d (p) > d(q).
pP—q

Demonstragcdo. A primeira parte também decorre do Teorema de deformacdo 2.6.5. Para a
segunda parte, note que, paracada p € ANJ (q1), temos p < g1 < g. Assim, pela desigualdade

triangular reversa 5.2, temos

di(q2) =2 d(p,q2) = d(p,q1) +d(q1, q2).

Tomando o supremo sobre todos os p € A NJ~(q1) no lado direito da inequacdo acima conclui

o item (7i). semicontinuidade superior de &, pode ser provada de forma similar a de d. [

Se A ¢ M é acausal, entdo I"(A) NI~ (A)=0eJ"(A)NJ (A) = A. Assim, podemos fazer

a seguinte definicdo, que serd importante no préximo capitulo.

Definicao 5.4.6 (Distancia Lorentziana com sinal). Seja M um espaco-tempo e A C M um
subconjunto acausal arbitrario. A distancia Lorentziana com sinal a A, d4 : M — R é dada
por
d;(q), seq € I"(A),
da(q) = ~d,(q), se q € I"(A),
0, seqeg " (A)UI*(A).
Novamente, uma curva de A a g € J*(A) é dita ser maximizante entre A e q se seu comprimento

¢igual a |ds(q)|.

5.5 Mais sobre curvas causais

Nosso objetivo agora € provar existéncia de geodésicas maximizantes em espagcos-tempos

globalmente hiperbdlicos, isto €, queremos mostrar que o supremo na Equacdo 5.1 € atingido por
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alguma curva. Para isso, usaremos o chamado método direto do calculo variacional do funcional
comprimento de arco Lorentziano. Precisaremos de duas condigdes para que possamos provar o

resultado desejado:

(1) O funcional comprimento de arco Lorentziano deve ser semicontinuo superiormente com

respeito a uma certa no¢cdo de convergéncia em curvas causais.

(2) E necessario um resultado de compacidade para uma topologia em um conjunto adequado

de curvas causais, que também dé a mesma nog¢do de convergéncia do item anterior.

Essas duas condi¢des se combinam da seguinte maneira: suponha que ja tenhamos introduzido
uma nog¢do de convergéncia e seja uma sequéncia de curvas 7y, entre pontos p, g € M satisfazendo
L(y,) — d(p, q). Entdo, por (2), obtemos uma subsequéncia convergente, ¢ por (1) concluimos
que esse limite € maximizante entre p e g.
Fixando notacao. Até o final deste trabalho, a menos de meng¢do contrdria, 4 sempre denotara
uma métrica Riemanniana completa em M, o que € sempre possivel conforme Nomizu e Ozeki
(1961). As quantidades referentes a essa métrica serdo indexadas por um h, por exemplo, |v|, ou
Lj(y). Porém, quando se tratando de geodésicas, estaremos sempre nos referindo com respeito a
métrica Lorentziana subjacente g.

Para o estudo de convergéncia que vamos necessitar aqui, 0 conjunto das curvas causais
suaves por partes ndo € grande o suficiente, tendo em vista que o limite de uma sequéncia de
curvas causais suaves por partes ndo precisa ser uma curva causal suave por partes. Sendo assim,

introduzimos uma nova classe de curvas.

Definicao 5.5.1. Uma curva continuay : I — M é dita ser causal futuro-dirigida se, para cada
to € 1, existir um aberto convexo U > y(ty) e um niimero € > 0 tal que y(IN (ty—¢&,to+¢€)) C U,
e v(s) <y y(t) para quaisquer s,t € [ N (tg — &,tg + &) com s < t. Analogamente, define-se

curva causal passado-dirigida.

Daqui em diante, uma curva causal sempre denotard uma curva causal continua, futuro
ou passado-dirigida. Explicitaremos propriedades adicionais de regularidade para uma curva
quando for o caso, tais como suavidade ou suavidade por partes. Uma propriedade interessante
das curvas causais € a seguinte: se dois pontos podem ser conectados por uma curva causal
continua, entdo também podem ser ligados por uma curva causal suave por partes. De fato, basta
cobrir a imagem (compacta) de y por finitos conjuntos convexos, € tomar uma sequéncia finita
de segmentos geodésicos futuro-dirigidos. Sendo assim, a relacao causal < ndo € alterada se
considerarmos apenas uma curva causal continua no lugar de uma curva causal suave por partes.

Antes de definir a nocdo de convergéncia entre curvas causais, introduziremos a seguinte

notacdo. Dadas duas curvas causais y; : [} — M ey, : [, — M, pomos

d™ (y1,y2) = sup{dp(y1(t),y2(1)) | t € [} N o}, (5.3)
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onde dj, € a distancia Riemanniana (ver Defini¢do 1.5.9).
Na defini¢ao a seguir, dada uma sequéncia de intervalos /,, C R, escrevemos I,, — [ para

dizer que os pontos do bordo de 7, convergente para os pontos do bordo do intervalo I C R.
Definicao 5.5.2. Seja vy, : I, C R — M uma sequéncia de curvas.

i) Dizemos que as curvas y, convergem h-uniformemente para uma curvay : I — M se

I, = I elim,_d" (v,,y) =0.

ii) Dizemos que as curvas vy, convergem h-compactamente para uma curva’y : I — M se,
para cada intervalo compacto J C 1, existem intervalos J, C I, tais que as curvas yy|;,

convergem h-uniformemente para y|;.

Se uma sequéncia vy, : I, — M converge h-uniformemente para uma curvay : [ — M,
entdo para cada intervalo préprio J ¢ I, temos que J C [, para n suficientemente grande. Para
esses n, podemos considerar as restricdes y,|;, que convergem A-uniformemente para y;. Isso
mostra que convergéncia h-uniforme € bastante similar a convergéncia uniforme.

A primeira propriedade que mostraremos nos diz que essa convergéncia preserva a classe de
curvas causais se estiverem parametrizadas por h-comprimento de arco. Essa condi¢do nao é
uma restricdo muito significativa tendo em vista que toda curva causal admite tal parametriza¢io
(cf. Treude (2011), Proposicao B.1.3).

Proposicao 5.5.3. Seja vy, : I, — M uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas para-
metrizadas por h-comprimento de arco. Suponha que essa sequéncia converge h-uniformemente

para uma curva’y : I — M. Entdo,
i) vy é uma curva causal futuro-dirigida.
ii) Sety el et, — t €1, entdo y,(t,) — y(t).

O mesmo ¢é valido para convergéncia h-compacta.

Para uma prova, ver Treude (2011), Proposi¢cao 3.2.8. Nosso proximo objetivo agora &

mostrar que limites de curvas causais existem em diversas situacdes.

Teorema 5.5.4. Sejay, : R — M uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas parametri-
zadas por h-comprimento de arco. Suponha que essa sequéncia possua um ponto de acumulagdo
p € M. Entdo, y, possui uma subsequéncia que convergente h-compactamente para uma curva

causal futuro-dirigida y : R — M com p € Im(vy).

Uma prova desse resultado pode ser encontrada em Treude (2011), Teorema 3.2.10. O
resultado acima s6 € vdlido para curvas definidas em todo o R, e utilizaremos esse resultado
para provar a existéncia de limite de segmentos de curvas causais em espacgos globalmente

hiperbdlicos.
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Teorema 5.5.5. Sejam (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbdlico e p, — p,qn, — q
sequéncias convergentes. Suponha que para cada n € N, tenhamos uma curva causal futuro-
dirigida v, : [0,b,] — M de p, a q, parametrizada por h-comprimento de arco. Entdo,
ou p = q e as curvas vy, colapsam em p ou vy, admite uma subsequéncia que converge h-
uniformemente para uma curva causal futuro-dirigida y : [0,b] — M de p a q. O resultado é

analogo para curvas causais passado-dirigidas.

Demonstragdo. Para cadan € N, tome duas curvas causais futuro-dirigidas «,, : (-c0,0] — M
e By : [by,0) — M coma,(0) = p,eB,(b,) = gq,. ambas parametrizadas por ~A-comprimento
de arco. Isso € possivel, basta por exemplo tomar a geodésica maximal passado-dirigida partindo
de p,, e a geodésica maximal futuro-dirigida partindo de ¢,, € depois reparametriza-las por
h-comprimento de arco. Assim, a curva ¥, : R — M obtida concatenando as curvas a;, ¥,
e B, é causal futuro-dirigida parametrizada por h-comprimento de arco. Além disso, como
¥,(0) = ¥,(0) = p, — p, o ponto p é um ponto de acumulagio da sequéncia ¥,, entdo podemos
aplicar o Teorema 5.5.4 e supor que ¥, convergente A-compactamente para uma curva causal
futuro-dirigida ¥ : R — M. Extrairemos nossa curva desejada y de .

Tome p’,q’ € M com p € I"(p’) e g € I (q’). Assim, o diamante causal J(p’,q’) C M é
uma vizinhanca de p e de ¢g. Entdo, a menos de passagem pra subsequéncia, podemos assumir
que esse diamante contém todos os p, € g,, consequentemente todas as y,. Por causalidade
forte, para cada ponto de J(p’, q’), existe uma vizinhanca convexa arbitrariamente pequena
de modo que toda curva causal que entre e saia dessa vizinhanca jamais retorne. Fixe C > 0,
podemos escolher essa vizinhanga convexa pequena o suficiente de modo que o A-comprimento
de arco de qualquer curva causal ai contida seja limitado superiormente por C. Mais ainda, como
M ¢ globalmente hiperbdlico, J(p’, ¢’) € M é compacto, entdo podemos cobri-lo por finitos
subconjuntos convexos U1, . .., Uy C M satisfazendo as duas condigdes anteriores. Isso implica
que cada curva causal contida em J(p’, ¢”) possui h-comprimento de arco menor ou igual do que
kC. Em particular, b,, = Ly (y,) € [0, kC] para todo n. Logo, podemos assumir que a sequéncia
b, converge para algum b € [0, kC]. Se b = 0, entdo as curvas y, colapsamem p = g. Se b > 0,
entdo as y, convergem h-uniformemente para a restricdo de ¥ a [0, b], sendo essa restri¢do a

curva causal futuro-dirigida y : [0, 5] — M de p a g que buscdvamos. [

Como consequéncia desse resultado, concluimos que a relagdo causal num espago-tempo

globalmente hiperbdlico € fechada.

Corolario 5.5.6. Seja M globalmente hiperbdlico. Entdo, a relagdo < é fechada, isto é, se
Pn — peqn— qcomp, < q,paracadan €N, entdo p < q. Como consequéncia, para todo
p € M, os passado e futuro causais J*(p) C M sdo fechados e J*(p) = I* (p)Cl.

Demonstragcao. Que a relagdo < é fechada, segue-se diretamente do Teorema anterior. Também
¢ imediato que os subconjuntos J*(p) C M sdo fechados para todo p € M. A identidade

JE(p) =TI (p)Cl segue da Proposigdo 5.3.10).
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Se A ¢ M é um compacto € g, € J*(A) com g, — ¢, entdo existe uma sequéncia p, € A
com p, < g, (ou >). Por compacidade, podemos assumir que p, — p. Pelo pardgrafo anterior,
concluimos que p < ¢g (ou >), logo g € J*(A). A identidade J*(A) = I* (A)Cl também segue
da Proposicao 5.3.10). [

Tendo estabelecido as condicdes de pré-compacidade, nosso objetivo agora € lidar com a
semicontinuidade superior do comprimento de arco Lorentziano com respeito a convergéncia
h-uniforme. Tendo em vista que ampliamos nossa classe de curvas ao incluir curvas causais,

precisamos ampliar a nossa no¢do de comprimento de arco.

Definicao 5.5.7. Seja y : [a,b] — M uma curva causal futuro-dirigida. Definimos o

comprimento de arco Lorentziano de 'y como

k
L(’y) = inf{ZdUi(’y(l‘i_l),’y(ti)) | keNa=ty<...<tpy=b:3U;,...,. Uy CM
i=1

convexos : y([ti-1,t;]) c U; ,Vi=1,... ,k}.

E natural questionar se, para uma curva causal suave por partes, o comprimento dado pela
definicdo coincide com a usual dada pela integral. Felizmente, temos igualdade nesse caso, e
uma prova detalhada pode ser encontrada em Treude (2011), p. 155-158.

Finalmente, mostraremos a semicontinuidade superior do comprimento de arco Lorentziano

com respeito a convergéncia h-uniforme.

Proposicao 5.5.8. Seja vy, : [ay, b,] — M uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas
parametrizadas por h-comprimento de arco. Se as curvas 'y, convergem h-uniformemente para

uma curva causal futuro-dirigida vy : [a,b] — M, entdo

L(y) = limsup L(y,). (5.4)

n—oo

Demonstragcdo. Primeiramente, suponha que todas as curvas estejam parametrizadas no mesmo
dominio [a, b]. Dado & > 0, queremos mostrar que L(y,) < L(y) + € para n suficientemente
grande. Pela Defini¢do 5.5.7, podemos tomar uma particdo a = fg < ... < fx = b e conjuntos
convexos Uy, ..., U C M tais que y([t;-1,t;]) € U; paratodoi = 1,..., k, e de modo que o
poligono geodésico a - que conecta y(#y) a y(t1) em Uy, depois y(¢1) a y(t2) em U, e assim por
diante - satisfaz L(a) < L(y) + €/2. Paracadai =1,...,k — 1, tome pontos p;,q; € U; N U;4;
tais que

P1 <y, ’y(ti) <y, 4i- (55)

Ver Figura 5.7 para uma ilustracdo. Além disso, escolha pg, go € U; com py <y, v(t0) <u, qo,
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Figura 5.7: Tlustragdo para a prova da semicontinuidade superior do comprimento de arco
Lorentziano.

p2 <u, Y(t2) <u, 42

Fonte: Adaptada de Treude (2011).

e pr.qk € Uy com py <y, y(tx) <y, qk. Como a distancia Lorentziana num conjunto
convexo € continua (Observagdo 5.4.3), podemos escolher todos esses pontos de modo que, para

i=1,...,k, tenhamos

dy,(pi-1,q:i) < dy,(y(ti1),y(t)) +&/2k. (5.6)

Por convergéncia uniforme, existe N € N tal que v,([t;-1,t;]) € U; paratodon > N e
i =1,..., k. Mais ainda, como y,(t;) — y(¢;), por (5.5), podemos tomar N suficientemente

grande de modo que para todo n > N, tenhamos

yult) € I, (p) 0I5 (q0), Yi=1,... k-1,

bem como vy,(fy) € I;}l (po) € vul(ty) € I&k(CIk)- Assim, para cada i = 1,...,k, pode-
mos visualizar y,|;,_, ;1 como parte de curva causal maior indo de p; a g;+1 em U;. Logo,

L(Ynlitiy ) < du.(pi-1, i), e paratodo n > N, temos
k k
L()/ﬂ) = ZL(an[zi_l,ti]) S ZdU[(pi—l’ Clz)
i=1 i=1
(5.6) &
<Y (du (1), y (1)) + 8/2K)
i=1

= L(a)+e/2 < L(y) +&/2. (5.7)

o que conclui a prova com a hipétese feita sobre o intervalo de defini¢ao das curvas.

Consideraremos agora o caso geral. Seja ¢ > 0. Como destacamos na Observacdo

5.4.3, podemos tomar vizinhangas U,V c M de y(a) e y(b) respectivamente, cujas distancias
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Lorentzianas dy, dy fiquem limitadas superiormente por /4. Consequentemente, o comprimento
de arco Lorentziano de cada curva causal contida em U ou V é também menor ou igual a /4.
Tome ¢, d € (a, b) tais que y([a,c]) c Uey(|d,b]) c V. Como a,, — ae b, — b, temos que,
para n suficientemente grande, a, < ce b, > d. Assim, podemos considerar as restricoes ¥, |4,
que convergem h-uniformemente para y|[. 4. Pela primeira parte da prova, existe N € N tal
que L(¥ul[e,a)) < L(¥l[c,a)) + €/2 paratodo n > N. Além disso, por convergéncia h-uniforme,
podemos assumir que y,([a,, c]) € U e que y,([d, b,]) C V paratodon > N. Assim,

L(yx) = L(yalia,.e1) + Lnlie.a) + L¥alan,)
e/4+ (L(Yl[c.a) +€/2) +&/4 < L(y) +&,

IA

0 que conclui a prova. [

5.5.1 Ecxisténcia de curvas maximizantes

Com os resultados da secdo anterior, estamos em condi¢des de mostrar existéncia de curvas
maximizantes em espagos-tempos globalmente hiperbodlicos.
Primeiramente, provaremos a existéncia de curvas maximizantes entre dois pontos causalmente

relacionados.

Teorema 5.5.9. Seja (M, g) um espaco-tempo globalmente hiperbolico e p,q € M. Se p < q,
entdo existe uma curva causal maximizante futuro-dirigida vy : [a,b] — M entre p e q. Mais
ainda, se p < q, entdo 'y pode ser reparametrizada como uma geodésica temporal. Caso
contrdrio, y pode ser reparametrizada como geodésica tipo-luz. Em ambos os casos, a geodésica

obtida ndo possui pontos conjugados antes do ponto q.

Demonstragdo. Pela defini¢do da distancia Lorentziana, existem curvas causais futuro-dirigidas
Yn : [0,b,] — M de p a g com L(y,) — d(p,q). Assuma que todas as 7y, estejam
parametrizadas por h-comprimento de arco. Como p # g, segue-se do Teorema 5.5.5 que vy,
possui uma subsequéncia que converge /-uniformemente para uma curva causal futuro-dirigida

v :[0,b] — M de p a g. Assim, pela Proposicao 5.5.8, temos que

L(y) =z limsup L(y,) = d(p,q).

n—0o00

Pela definicdo de d, isso implica que L(y) = d(p, q).

Agora, seja p < ¢, e suponha que y ndo possa ser reparametrizada como uma geodésica
temporal. Entdo, existem um convexo U C M e um subintervalo J C [0, b], com y(J) Cc U, de
modo que y|; também ndo possa ser reparametrizada como geodésica temporal. Assim, podemos

tomar 7y < 1] < tp em J tais que y(#;) ndo seja um ponto da geodésica radial de y(ty) a y(t2) em
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U. Logo,

L(Yl[t.01) < du(y(t0),y(11)) +dy(y(t1), y(t2)) < du(y(t0), y(t2)),

o que contradiz o fato de y ser maximizante. Portanto, podemos reparametrizar y como uma
geodésica temporal, e segue-se do Teorema 2.4.5 que essa reparametrizacdo nao possui pontos
conjuntos antes de g.

Se p <« g, entdo pelo Teorema 2.6.5, a tnica curva causal de p a g € uma pré-geodésica

tipo-luz sem pontos conjugados antes de g. [

Corolario 5.5.10. Se (M, g) é um espaco-tempo globalmente hiperbdlico, entdo a distancia

Lorentziana d : M X M — IR é continua e finito-valorada.

Demonstragdo. Pela existéncia de geodésicas maximizantes, a distdncia Lorentziana deve ser
finita. Também sabemos da Proposicdo 5.4.2—v) que d € semicontinua inferiormente. Suponha
que d ndo seja semicontinua superiormente num ponto (p, qg) € M X M. Entdo, existem & > 0 e

sequéncias p, — p,q, — ¢ tais que
d(pn,qn) 2 d(p,q) +&. (5.8)

Em particular, temos que d(py, g,) > 0. Assim, p, < g,, e segue-se do Teorema anterior que
existem curvas causais futuro-dirigidas maximizantes vy, : [0, b,] — M de p, a g,,. Suponha
que essas curvas estejam parametrizadas por ~-comprimento de arco. Entdo, pelo Teorema 5.5.5,
ou as 7y, colapsam em p = g ou 7y, possui uma subsequéncia convergindo s-uniformemente
para uma curva causal futuro-dirigida y : [0, ] — M de p a g. Se essas curvas colapsam,
entdo L(y,) — 0, contradizendo (5.8). No segundo caso, pela semicontinuidade superior do
comprimento de arco Lorentziano, obtemos que
(5.8)
L(y) 2 limsup L(y,) = d(p.q) +e,

n—oo

contradizendo a defini¢do de d. [

O caso mais importante de curvas maximizantes para nossos estudos serd o de curvas entre
um subconjunto e um ponto. Porém, para garantir a existéncia destas, devemos impor certas
condi¢des adicionais ao subconjunto em questdo. A proxima definicdo serd conveniente nesse

sentido.

Definicao 5.5.11. Seja (M, g) um espaco-tempo. Um subconjunto A C M é dito ser futuro
causalmente completo (FCC) se, para cada q € J*(A), a intersec¢cdo J (q) N A C A possui
fecho compacto em A. Analogamente, definimos um subconjunto passado causalmente completo

(PCC). Um subconjunto PCC e FCC é dito ser causalmente completo.
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Obviamente, todo subconjunto PCC ou FCC ¢ fechado e todo compacto é causalmente
completo. Um exemplo de subconjunto causalmente completo que ndo seja necessariamente
compacto € dado pelas hipersuperficies de Cauchy definidas em 5.3.16. Mais especificamente,
seja A C M um subconjunto acronal e D*(A) seus desenvolvimentos de Cauchy futuro e
passado. Em (O’Neill (1983), Lema 14.40), prova-se que para cada p € int D*(A), a intersec¢do
J¥(A) N D*(A) é compacta. Assim, se A C M é também fechado, entdao J¥(A) N A também é
compacto visto que A € D*(A). Isso mostra que um conjunto fechado acronal é causalmente
completo se considerado como subconjunto do interior do seu desenvolvimento de Cauchy
D(A) := D™ (A) UD*(A). Porém, sendo A C M uma hipersuperficie de Cauchy, temos que
D(A) = M, donde segue-se que A C M é causalmente completo.

Proposicao 5.5.12. Seja A ¢ M um subconjunto FCC de um espago-tempo globalmente
hiperbdlico, e seja vy, : [0,b,] — M uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas
partindo de A parametrizadas por h-comprimento de arco. Suponha que q,, := y,(b,) — q € M.
Entdo, ou a sequéncia vy, colapsa em q e g € A ou 7y, admite uma subsequéncia convergindo

h-uniformemente para uma curva causal futuro-dirigiday : [0,b] — M de A a q.

Demonstragdo. Como J*(A) ¢ M é fechado, nés temos que g € J*(A). Tome um ponto
q' € I"(q) c I'"(A), entdo podemos assumir que todos os g, e todas as y, estdo contidas em
J~(q). Em particular, os pontos p, := y,(0) estdo em J (g) N A. Como A é FCC, a menos
de passagem pra subsequéncia, podemos assumir que p, — p € J (g) N A. Assim, pelo
Teorema 5.5.5, temos duas possibilidades: ou p = g € A e as curvas 7y,, colapsam nesse ponto ou
p # g e existe uma subsequéncia de y,, convergindo s-uniformemente para uma curva causal

futuro-dirigiday : [0,b] — M dep € Aag. [

Teorema 5.5.13. Seja A C M um subconjunto FCC de um espago-tempo globalmente hiperbolico
M.

i) Para cada q € J*(A), existe p € A com d(q) = d(p,q). A geodésica maximizante
v :la,b] — M de p a q é temporal se g € I*(A) e tipo-luz se g & I'*(A). Em ambos os

casos, ndo hd pontos conjugados antes de q.

ii) Se A C M é uma subvariedade espacial, entdo vy é normal a A e ndo ha pontos focais
antes de q. Consequentemente, se A é hipersuperficie espacial, entdo vy é necessariamente

temporal.

Demonstragdo. i) Seja g € J*(A). Pelo Coroléario 5.5.10, a funcdo d(-,q) : M — R ¢
—A
continua. Assim, atinge um maximo no subconjunto compacto J=(g) N A C A em algum ponto

—A
peJ (ghNA . Além disso, d(-, g) tem suporte em J~ (g), logo

d(p,q) =sup d(p’,q).
p’EA
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Portanto, a geodésica maximizante entre p e g € também maximizante entre A e g. O restante
das propriedades segue do Teorema 5.5.9.

ii) Se g ¢ I*(A), entdo pelo Teorema 2.6.5, y deve ser uma geodésica tipo-luz normal a A
sem pontos focais antes de g. Se g € I*(A), entdo vy é temporal e normal a A pela Proposicdo
2.5.2. Mais ainda, pelo Teorema 2.5.10 sobre a forma indice, ¥ ndo pode ter pontos focais
antes de ¢g. Por fim, se A ¢ M ¢ hipersuperficie espacial, entdo toda geodésica normal a A é

necessariamente temporal. |

Corolario 5.5.14. Seja A ¢ M subconjunto FCC de um espago-tempo globalmente hiperbolico
M. Entdo, a distdncia Lorentziana futura d’; é continua e finito-valorada. O mesmo vale para
PCCed,.
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6 Comparacao de area e volume em hiper-

superficies Lorentzianas

Neste capitulo, exibiremos os principais resultados deste trabalho: teoremas de comparacao
de drea e de volume para certas hipersuperficies em variedades Lorentzianas. Porém, precisamos
introduzir novos conceitos e provar alguns resultados preliminares que servirdo de base para

nossos propositos.

6.1 Cutlocus

Nesta secao, estudaremos os dois motivos pelos quais uma geodésica causal pode deixar de
maximizar a distancia Lorentziana seja de um ponto ou de um conjunto. Para isso, introduziremos
a noc¢do fundamental de cut locus (causal) de certas subvariedades espaciais. Faremos as contas
apenas para geodésicas futuro-dirigidas. O caso passado-dirigido pode ser tratado de forma

andloga como mencionado anteriormente.

Lema 6.1.1. Seja M um espaco-tempo fortemente causal e y : [0,b) — M uma geodésica

causal futuro-dirigida. Entdo, existe um 6 > 0 tal que |0 5| é maximizante.

Demonstragdo. Sejam p :=y(0) e U C M uma vizinhanca normal de p. Por causalidade forte,
existe uma vizinhanca V C U de p tal que todas as curvas causais iniciando e terminando em V
nunca saem de U. Por continuidade, existe 6 > 0 tal que y([0, 6]) c V. Se y é temporal, entao
sabemos pelo Teorema 1.5.8 que y|[o,s5] € a Ginica maximizante entre p e y(J) dentre todas as
curvas causais que permanecem em U. Pela escolha de V, y|[o ) serd também a maior entre
todas as curvas causais de p a y(d). Se y € tipo-luz, segue-se do Lema 5.3.7-(i) e do Teorema
1.5.8 que ndo existe curva temporal entre p e y(6) em U. Pela escolha de V, ndo existe curva

temporal entre p e y(6) em todo M. Logo, d(p,y(6)) =0 = L(y|0,s]), 0 que conclui a prova.m

No que se refere a geodésicas maximizando a distancia Lorentziana a um subconjunto, além
de propriedades causais a respeito do espaco-tempo em questao, € esperado que seja necessario
requerer que o subconjunto também tenha certas propriedades. O préximo lema nos diz que,
para um espaco-tempo globalmente hiperbdlico M, se qualquer geodésica causal futuro-dirigida
normal a uma subvariedade espacial FCC P C M nunca maximiza a distancia a P, entdo P ndo

pode ser acausal.

Lema 6.1.2. Seja P ¢ M uma subvariedade espacial FCC no espaco-tempo globalmente
hiperbolico M, e seja y : [0,b) — M uma geodésica futuro-dirigida normal a P, com
v:=v'(0) € N,P e p=1y(0). Seynunca maximiza a distdncia Lorentziana a P, entdo existe

uma curva causal futuro-dirigida indo de P a p € P.
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Demonstragdo. Suponha que y|[o,s) ndo maximize a distdncia Lorentziana a P para qualquer
0 > 0. Pelo Teorema 5.5.13, para cadan € N com 1/n < b, existe uma geodésica maximizante
Yn : [0,a,] — M de P a g, := y(1/n) com velocidade inicial v, := y,,(0) € NP diferente
de v. Reparametrizando essas curvas por comprimento de h-arco, pela Proposicao 5.5.12, ou
elas colapsam em p ou encontramos uma curva causal futuro-dirigida de P a p € P. Para
o segundo caso, ji temos a curva desejada, entdo vejamos o que acontece no primeiro caso.
Nesse caso, também temos que a,v, — 0,. Também sabemos que v/n — 0,,v/n # a,v, e
exp” (a,v,) = exp" (v/n). Mas isso contradiz o fato de que exp” € injetiva ao redor da se¢io
nula de NP (ver O’Neill (1983), Proposicao 7.26). [ |

Corolario 6.1.3. Seja P C M uma subvariedade espacial FCC acausal de um espaco-tempo
globalmente hiperbdlico. Entdo, toda geodésica futuro-dirigida normal a P maximiza a distancia

Lorentziana a P para pequenos parametros.

Hipoteses causais. Daqui em diante, sempre vamos assumir que o espago-tempo de referéncia
(M, g) é globalmente hiperbdlico.

A fim de definir o cut locus, precisamos estabelecer uma certa condi¢ao de normalizacdo para
vetores causais. A métrica Lorentziana g por si s6 ndo € suficiente para esse fim, pois vetores
tipo-luz tem norma zero em (M, g). Sendo assim, normalizaremos esses vetores com respeito a

uma métrica Riemanniana completa 7 em M. Assim, ponha
SMM = {v e TM | h(v,v) = 1,v é futuro-dirigido} c TM,

e denominemos esse conjunto fibrado tangente futuro h-unitario de M. Similarmente, para uma

subvariedade P C M, ponha
S"NP :={v e NP|h(v,v) = 1,v é futuro-dirigido} c NP,

e denominemos esse conjunto fibrado normal futuro h-unitario de P. Analogamente, definimos
o fibrado tangente passado h-unitdrio de M S"~M e o fibrado normal passado h-unitdrio de P
S=NP.

Ao lidarmos com convergéncia h-uniforme, € geralmente necessario reparametrizar as curvas
por h-comprimento de arco. Seja y : [0,b] — M uma geodésica com velocidade inicial
¥’ (0) € S"*NP. Apesar de |y’'(0)|, = 1, y pode nio estar parametrizada por h-comprimento
de arco. Ao reparametrizd-la por A-comprimento de arco, a curva reparametrizada pode nao
ser mais uma geodésica, apenas uma pré-geodésica. Porém, sua velocidade inicial permanece
inalterada.

Um aspecto importante que decorre da normalizacio tomada acima é que as fibras de S"*NP

sdo difeomorfas ao conjunto compacto

snk=l.= g7k g (0), 6.1)
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onde k = dim P e J*(0) c R" ¥ é o cone causal futuro no espaco-tempo (n — k)-dimensional de
Minkowski. O mesmo vale para S"* M se pusermos k = 0. Isso nos permite extrair subsequéncias

convergentes de velocidades iniciais como ilustrado na prova do seguinte resultado.

Proposicao 6.1.4. Seja P ¢ M uma subvariedade espacial FCC no espaco-tempo (M, g), e seja
Yn [0, b,] — M uma sequéncia de geodésicas causais futuro-dirigidas com v, =y, (0) €
S" NP. Suponha que cada vy, seja maximizante entre P e q,, := yn(by,) com g, — q € M. Entdo,
ou 'y, colapsa em q e q € P ou existe uma subsequéncia y,, tal que v,, — v € S"NP, bp, —
b € (0, 0), e a geodésica maximal y, : I, — M de velocidade inicial y,(0) = v passa por q

emt = b e é maximizante entre P e q.

Demonstragdo. Paracadan € N,sejay, := y,0¢, : [0,c,] — M areparametrizacdo de y,, por
h—comprimento de arco. Pela Proposicdo 5.5.12, ou 7, colapsa em g ou, a menos de passagem a
alguma subsequéncia, essa sequéncia converge h-uniformemente para uma curva causal futuro-
dirigida ¥ : [0,c] — M de P a g. No primeiro caso, a sequéncia vy, também colapsa em ¢,
entdo vejamos o que acontece no segundo caso. Pela semicontinuidade superior do comprimento
de arco Lorentziano (Proposi¢do 5.5.8) e pela continuidade de d}, temos que ¥ é maximizante
entre P e g. Assim, podemos reparametrizar ¥ como uma geodésicay : yo ¢ : [0,c] — M
com velocidade inicial w := 9’ (0) € S"*NP. Falta mostrar que, depois de eventualmente passar
pra uma subsequéncia, b, — c e v, — w. Como v, (0) = v,(0) — ¥%(0) = y(0) =: p, e como as
fibras de S”* NP sdo compactas, podemos assumir que v, — v € Sﬁ*N P a menos de passagem
pra subsequéncia. Tome uma vizinhanca exp”-normal U ¢ M de p € P (ver O’Neill (1983),
Proposi¢ao 7.26 para mais detalhes), e seja V C NP a vizinhanca aberta de 0, € NP que é
difeomorfa a U via exp". Para & > 0 suficientemente pequeno, temos que &v, ew € V, assim
também temos [0, €] -v, [0,&]-w c V. Como v, — veV C NP é aberto, para n suficientemente

grande, temos que [0, €] - v, C V. Logo, paracadat € [0, £], obtemos

y(0) = (1)
1im 7,(6(1)) = lim 3,((¢ 0 ¢)(1))

exp” (tw)

Tim exp® ((¢n © ¢) ()v2).

Como estamos numa vizinhanca exp”-normal, isso implica que (¢, o ¢)(#)v, — tw. Como
Vp,w € S NP, tomando a h-norma em ambos os lados, obtemos (¢, o ¢)(f) — . Portanto,
(¢n © p)(t)v, — tv e, consequentemente, v = w. Assim, basta provar que b, — ¢ apés
eventualmente passar pra uma subsequéncia. Como b, € [0, o0], podemos assumir que

b, — b € [0, 0] a menos de passagem pra subsequéncia. Consideraremos dois casos:

(1) Suponha b < c. Nesse caso, bv € DN e, comov, —» ve DY c NP é aberto, podemos

assumir que bv,, € DV para todo n. Assim,

g = lim y,(b,) = lim exp” (b,v,) = lim exp” (bv) =, (D),
n—oo n—oo n—>oo
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entdo devemos ter b = ¢, caso contrario y, |[5 ] seria uma curva causal fechada.

(2) Suponha b > ¢. Assim, podemos supor que b, > b para todo n. Logo, cv, € DV, e
lim y,(c) = lim exp" (¢ev,) = exp” (cv) = v, (c) = q.

Por outro lado, também temos vy, (b,) — g por hipdtese. Logo, segue-se do Teorema
5.5.5 que as restri¢des ¥, |[c,p,] colapsam, caso contrdrio obteriamos uma curva causal
fechada. Denote por (s,,1,) C IR o dominio maximal da geodésica vy,, e por I, = (s,1)
o dominio maximal de y,. Como v,, — v, temos que (s,,?,) — (s,t), pois dominios
maximais de curvas integrais dependem continuamente de seus valores iniciais. Agora,
como b, € (¢, t,) e b, —» b > ¢, temos que b € (c,t]. Se fixarmos ty € (c, b), entdo
to € (c, 1) e, para n suficientemente grande, também temos 7 € (c, t,). Suponha que esse

€ o caso para todo n, entdo

Yu(to) = eXpN(tOVn) B eXpN(tOV) =y (to) # q.

Assim, y, ndo pode colapsar e, portanto, (2) nunca ocorre. [ |

Agora, estamos em condi¢des de investigar o cut locus de um espaco-tempo globalmente
hiperbdlico. Primeiramente, note que, como decorréncia do Teorema 5.5.13, uma geodésica
causal normal a uma subvariedade espacial FCC P ¢ M de um espaco-tempo globalmente
hiperbdlico deixa de ser maximizar a distancia Lorentziana a P se encontrar um ponto focal a P.
A uma outra razdo pela qual essas geodésicas deixam de ser maximizantes como, a saber, quando
intersectam outra geodésica maximizante. Nosso objetivo agora € provar que esses sdo os dois

tinicos motivos que fazem uma geodésica causal deixar de ser maximizante.

Definiciio 6.1.5. A funcdo s : S"*M — (0, c0), dada por

s™ (v) = sup{t > 01d(7,(0), 7, (1)) = L(yuli0.1)}-

é dita fungao de corte futura com respeito a h. Aqui, y, : I, — M é a geodésica maximal
com y.(0) = v. Se s"*(v) € I,, entdo esse niimero é chamado de parametro de h-corte de v e

Yy (s (v)) é dito ser ponto de corte de ,.

Segue-se do Lema 6.1.1 que s™*(v) > 0 para todo v € §"*M, visto que cada y, é geodésica

causal futuro-dirigida. Portanto, s"* estd bem definida.

Definicdo 6.1.6. Seja P ¢ M uma subvariedade espacial FCC acausal. A fungcdo sﬁ’ﬁ :
S NP — (0, 0], dada por

SET(v) = sup{t > 0| d}(y,(1)) = Ly}
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é chamada de fungdo de corte P-futura com respeito a h. Se sf‘f(v) € I,, entdo esse niimero é

dito ser parametro de h — P—corte de v e 7v(sﬁ’,+(v)) ¢ o ponto de P-corte de y,.

Pelo Coroldrio 6.1.3, temos que s™*(v) > 0 para todo v € S"* NP, e, portanto, s/i" realmente
toma valores em (0, oo].

Ha um dltimo detalhe que devemos resolver a fim de definir o cut locus. Como a priori nao
temos a propriedade de completude geodésica em (M, g), podemos ter sff’(v) < oo nao pelo fato
de vy, deixar de ser maximizante em algum ponto, mas simplesmente por nao estar definida para

grandes pardmetros. Isso motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 6.1.7. Seja P ¢ M uma subvariedade espacial FCC acausal. O conjunto
Cuth(P) = {s"*(v)v € DV |v € S"*"NP} c NP,
é chamado de cut locus tangente futuro de P.

Aqui, DV ¢ NP denota o dominio maximal da exponencial normal exp” . Finalmente, o conjunto
Cut*(P) := exp" (Cuth(P)) c M

¢ dito ser o cut locus futuro de P.

Proposicao 6.1.8. Seja P ¢ M uma subvariedade espacial FCC acausal e g € M. Entdo,
q € Cut®(P) se, e somente se, ou existe mais de uma geodésica maximizante entre P e g, ou q é

o primeiro ponto focal a P ao longo de uma geodésica maximizante.

Demonstragdo. Ja sabemos que essas condi¢des sao suficientes. Com efeito, suponha que
existam duas geodésicas yy,y> : [0, 1] — M maximizantes entre P ¢ g, com y;(1) = y2(1) = g¢.
Seja yp : [0, 1 + €] uma extensdo geodésica qualquer de ;. Se essa extensdo fosse maximizante,
0 mesmo aconteceria com a curva

t€[0,l+8]l—>{72(t)’ set€10.1) 6.2)

vi(t), set e [1,1+¢].
Mas como v e y, sdo distintas, pela unicidade de geodésicas para uma dada velocidade inicial,
devemos ter ¥| (1) # ¥,(1), e consequentemente a curva acima néo € suave. Assim, também
ndo pode ser maximizante, pois curvas maximizantes sempre podem ser reparametrizadas por
geodésicas suaves (Proposicdo 2.5.2). Segue-se dai que ¢ € Cut*(P). Agora, no caso da
existéncia de ponto focal, o resultado € imediato do Teorema 5.5.13. Para a reciproca, seja
g € Cut*(P). Entdo, existe v € S"* NP com s?f'(v) < 0o, si’,*(v)v eDVeg= expN(s;’f(v)v). A
geodésica y, com velocidade inicial v pode ser estendida além de ¢, entdo, para n suficientemente
grande, temos que
qn = exp™ ((s"F(v) + 1/n)v) € I*(P).
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A menos de passagem pra subsequéncia, suponha que isso vale para todo n. Pelo Teorema
5.5.13, existem geodésicas maximizantes vy, : [0, b,] — M de P a g, com velocidades iniciais
w, = ,(0) € S"*NP. Como y, deixa de maximizar em ¢ = sféf“(v), temos que w, # v para
todo n. Como g, — ¢ ¢ P, da Proposicio 6.1.4, podemos supor que w, — w € S"*NP, b, —
b € (0,), e a geodésica maximal y,, : I,, = M com 7;,(0) = w passa por g quando ¢t = b,
maximizando a distincia entre P e g. Se v # w, entdo o resultado estd provado visto que
encontramos uma geodésica maximal diferente. Entdo, suponha que v = w. Nesse caso, temos
que b = sﬁ*(v). Além disso, pela construgao de w,,, temos que b,w, # (sf‘;’(v) + 1/n)v, mas
exp” (b,w,) = expN((s?,J’(v) + 1/n)v). Como b,w, — bw = s?j’(v)(v) e (si’,*(v) +1/n) -
sflf(v)v, concluimos que exp" ndo é injetiva em torno de si’,*(v)v. Assim, si’,*(v)v deve ser um

ponto critico de exp”. Portanto, ¢ é ponto focal de P ao longo de 7, [

A fim de obter resultados mais interessantes a respeito do cut locus, precisamos primeiramente

de uma certa regularidade da funcdo de corte, conforme ilustra o seguinte resultado.

Proposiciio 6.1.9. A funcdo de corte futura s"* : S"*M — (0, oo é semicontinua inferiormente,

e é continua em cada ponto v € S M em que ou s"*(v) = co ou s"*(v)v e D. Se P c M é

uma subvariedade espacial FCC acausal, entdo o mesmo vale para a fungdo de P-corte futura
h+ . ¢h

spr STTNP — (0, 00].

Demonstragdo. Provaremos a proposicao para a funcdo de P-corte futura. A prova para a fungao
de corte futura em M € similar.
Primeiramente, provaremos semicontinuidade inferior. Seja v,, — v uma sequéncia conver-

gente em S"* NP. Devemos mostrar que
h+ RS T h+
sp (v) < 50 :=liminf sz (vy).
n—oo

Passando pra subsequéncia se necessirio, podemos assumir que s = lim,— s;‘,*(vn). Se
so = oo, ndo hd nada a ser feito, entdo suponha que sy < co. Suponha que o resultado € falso,
isto é, que s}}’)"(v) > 59. Seja 0 > 0 suficientemente pequeno de modo que ainda tenhamos
so+0 < s;’f(v). Seja y, a geodésica maximal com velocidade inicial v, entdo pela ultima
desigualdade, podemos por g := 7y, (so + 0). Para cada n, defina b,, := sﬁ‘;r(vn) + 6. Assim, como
b, — so+0 < sﬁ*(v), passando para outra subsequéncia, podemos assumir que b, < sﬁ*(v)
para todo n. Além disso, para cada n, seja y, a geodésica maximal com velocidade inicial v,
e ponha p,, = ¥,(0) € P. Como b,v, — (so +6)v € DV, e DY c NP é um aberto, temos
que b,v, € DV para n suficiente grande. Novamente, suponha que isso é valido para todo n,
e ponha g, := y,(b,v,) € J*(P). Como b, > sﬁ?’(v,,),yn ndo é maximizante entre P e gj.
Entretanto, pelo Teorema 5.5.13, existe uma geodésica maximizante distinta a,, : [0, c,] = M
de Pag,,coma,(0) = w, € S N P diferente de v,,. Como qn — q ¢ P, pela Proposicao 6.1.4,
podemos supor que w, — w € S"*NP,c, — c € (0, ), e a geodésica maximal « : I,, — M

com a’(0) = w passa por ¢ quando ¢t = ¢, e ¢ maximizante entre P ¢ g. Como 7y, permanece
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maximizante depois de g, ela deve coincidir com @. Em particular, w = v e ¢ = sg + 6. Logo,
ambos b, v, e c,w, convergem para (so + §)v, e, pela constru¢ao de w,,, temos que b, v, # c,wy.
Mas exp™ (b,v,) = gn = exp’¥ (c,w,). Isso mostra que exp” ndo é injetiva em torno de (so+0)v,
sendo assim, este é um ponto critico de exp”. Assim, ¢ é ponto focal de P ao longo de 7.,
contradizendo sfé,*(v) > 5o + 0. Portanto, sf},’“ ¢ de fato semicontinua inferiormente.

Agora, assuma que sﬁ*(v) = co ou que si’,*(v)v € DN, Seja v, — v uma sequéncia

convergente em S"* NP. Como sﬁ’;“ ¢ semicontinua inferiormente, basta mostrar que

s (v) > limsup s (v,,) =: s0.
n—oo
Se sf’j(v) = oo, o resultado € trivial. Entdo, suponha que a afirmacgdo € falsa, isto é, que
sﬁJ’(v) < s9. Como DV c NP é aberto, podemos escolher um ¢ > 0 suficientemente pequeno
de modo que (si’,*(v) +0)v € DV e que sﬁ‘;’(v) +6 < s9. Além disso, como si’,*(vn) — 50,
podemos assumir que si‘,*(vn) > sf’,*(v) + 6 para todo n. Assim, a restri¢ao de vy, a [0, sﬁ’,*(v) +4]

¢ maximizante entre P e g, := yn(sf‘;’(v) + ). Assim,

LOliosirines) = (S50 +0)v] = lim (s5(v) + ) vl
= nll_)ﬂ.}o L(7n|[o,s’;,+(v)+5]) = nh_{{}o dp(qn)
= dp(q), (6.3)
contradizendo a defini¢ao de sﬁ’f(v). [

O fato das funcdes de corte serem continuas nos pontos que pertencem ao cut locus nos

permitem enunciar o seguinte resultado a respeito do cut locus.

Proposicao 6.1.10. Seja P C M uma subvariedade espacial FCC acausal. O conjunto dos

pontos q € Cut”™(P) dos quais existe mais de uma geodésica maximizante entre P e q é denso em
Cut*(P).

Demonstragdo. Seja g € Cut™(P) de modo que exista uma tnica geodésica maximizante
¥y 1 [0, 5% (v)] = M de Pagcomy’(0) =v € S"*NP. Temos que mostrar que cada vizinhanca
de g contém algum ponto de Cut™(P) que estd conectado a P por mais de uma geodésica
maximizante.

Primeiramente, temos que trabalhar com a continuidade de si’f. Pela Proposicdo 6.1.9, sﬁ’f
€ continua em v. Assim, para cada vizinhanga I C (0, o) de sﬁ’,*(v), existe uma vizinhanca
W c S" NP de v tal que s?;’(W) c I. Além disso, como sff’(v)v € DN e DN c NP é aberto,
podemos tomar uma vizinhanga V ¢ NP de v e uma vizinhanca I c (0, o) de s';f(v) tal que
I-V c DV. Combinando essas duas informagcdes, encontramos uma vizinhanca W ¢ S"*NP de
v tal que s;‘f’(w)w € OV paratodo w € W. A Proposi¢do 6.1.9 implica que s’;)’“ ¢ continua em

W. Ponha U := nmyp(W), onde myp denota a projecao sobre NP. Eventualmente, diminuindo
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W se necessdrio, podemos assumir que Sh+NP|U ~ U X Sﬁ‘k‘l, onde k =dim P e Sﬁ‘k‘l foi
definido em (6.1).

Agora, para d1, 02 > 0 suficientemente pequenos, ponha
K(61,82) := {w € W | yp(w) € B, (np(v)L, pry(w) € By, (pry(v) 1},

onde Bs, (myp(v)) C P é uma bola com respeito a métrica h|p, Bs,(pr,(v)) C §m=*=1 ¢ uma bola
com respeito 2 métrica usual da esfera, e pr, denota a projecio sobre " %=1, K (81, 8,) é uma
vizinhanca de v € S"* NP, que pode ficar arbitrariamente pequena diminuindo §; e &,. Mais

1
)C

ainda, para 0, suficiente pequeno, Bs, (myp(v))~ C P é compacto. Entdo, pela compacidade de

§m=k=1concluimos que K (81, §>) também é compacto. Agora, considere os conjuntos
C(01,062) :={tw | w € K(61,02),1 € [0, 1]}

e C(61,67) = {s;’f(w/lwl)w | we C(61,02),w #0}U{w € C(61,02) | w =0}.

Para 61, 0, > 0 suficientemente pequenos, ambos 0s conjuntos anteriores sio homeomorfos a
produtos cartesianos de bolas fechadas em R". Para o primeiro conjunto, isso € imediato. Para o
segundo, segue-se do fato de que sﬁ’f € continua em K (01, 62). Em particular, eles sdo compactos.

Agora, vamos iniciar o argumento da prova de fato. Suponha que a proposicao seja falsa.
Entdo, podemos tomar &1, > > 0 suficientemente pequenos de modo que exp” seja injetiva em
C(61,62). Como este conjunto é compacto, exp” |@( 51.6,) deverd ser um homeomorfismo em sua
imagem, que, por sua vez, € uma variedade topoldgica com fronteira, pois C (91, 62) 0 é. Como
q = expV (sﬁ*(v)v) estd nessa fronteira, cada vizinhanca de ¢ em M contém pontos que nao estao
em exp” (C(61,8,)). Assim, podemos tomar uma sequéncia g, — ¢, com g, ¢ exp” (C(61,52))
para todo n. Agora, para cada n, considere a geodésica maximizante y, : [0,b,] — M de P a
gn com w, := ¥’ (0) € S"* NP. Pela Proposicio 6.1.4, podemos assumir que w, — w € S"*NP,
e que a geodésica maximal y,, : I,, — M com velocidade inicial w passa por g € € maximizante
entre P e g. Logo, v = w. Mas, pela construgdo dos w,,, temos que w, ¢ K(81, d7) para todo n,

e como este conjunto € uma vizinhanca de v, isso contradiz w, — w = v. [
Teorema 6.1.11. Seja P ¢ M uma subvariedade espacial FCC acausal. Ponha
J7F(P) = {tv|veS""NPete[0,sh(v)} c NP,
e I7 (P) :=int I (P). Entdo,
i) IT*(P) = exp" (L7 (P)) C M é aberto e difeomorfo a I} (P) via exp”.
ii) I7*(P) =I*(P) \ Cut*(P).

iii) Cut™(P) C M é fechado.
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iv) I*(P) é o maior subconjunto aberto de I*(P) com a propriedade de que todos os seus

pontos podem ser ligados a P por uma uinica geodésica temporal maximizante.

Demonstragdo. i) Sabemos que uma geodésica deixa de maximizar quando intercepta outra
geodésica maximizante. Assim, exp” é injetiva em I (P). Além disso, do fato de que uma
geodésica deixa de maximar quando encontra um ponto focal, segue-se que exp” nio possui
pontos criticos em Z*(P). Concluimos assim que 7*(P) C M é aberto e que exp" é um
difeomorfismo entre 77 (P) e 77(P).

ii) Se g € I'(P) \ Cut™(P), entdo existe uma dnica geodésica maximizante y, de P a g
com velocidade inicial v € S"*NP. Como ¢ ¢ Cut*(P), temos que g = exp" (¢v) para algum
t < sfl;“(v). Isso mostra que tv € J; (P), e nos fica restando provar que tv € I (P). Fixe
0>0talquer+d < si’,*(v). Pela semicontinuidade inferior de si’,*, existe uma vizinhanca
W c S NP dev tal que sf‘ﬁ(w) > s?,*(v) — 6 > t para todo w € W. Logo, podemos tomar uma
vizinhanga I C (0, o0) de t de modo que I C [0, sﬁ’;“(w)) paratodow € W. Assim, [ - W Cc NP
¢ uma vizinhanga de tv que estd contida em ;" (P). Isso mostra que tv € int J"(P) = I7(P).
Portanto, g € 7*(P), e I*(P) \ Cut*(P) c I*(P). A outra inclusio é imediata.

iii) Seja g, — g € M uma sequéncia convergente com g, € Cut*(P) para todo n. Para
cada n, considere a geodésica maximizante vy, : [0, b,] — M de P a g,, com velocidade inicial
v, = v/ (0) € S"*NP. Como g, € Cut™(P), temos que b, = sﬁ’f(vn). Pela Proposi¢édo 6.1.4,
ou 7y, colapsa e ¢ € P ou podemos assumir que v, — v € S"*NP,b, — b € (0,0), e a
geodésica maximal y, : I, — M de velocidade inicial v passa por ¢ quando ¢ = b, sendo também
maximizante entre P e g. Para o primeiro caso, temos que g € P N Cut*(P), contradizendo
o Corolério 6.1.3. Assim, ficamos apenas com o segundo caso. Por um lado, como v, é
maximizante entre P e g, devemos ter sféf'(v) > b. Por outro lado, pela semicontinuidade
inferior de s’;f, temos que si’f'(v) < liminf, sﬁ'f(vn) = b. Logo, s?j’(v) = b, e, portanto,
q = yv(b) € Cut*(P).

iv) Que I *(P) possui essa propriedade, segue-se de ii). Que esse é 0 maior conjunto aberto

com tal propriedade, segue-se da Proposicao 6.1.10. [

Para fazermos comparacio de volume posteriormente, serd importante saber que o cut locus

futuro tem medida nula.

Proposicao 6.1.12. Seja P C M uma subvariedade espacial FCC acausal. Entdo, Cut*(P) ¢ M
tem medida nula com respeito @ medida Lorentziana® pg. Em particular, Cut™(P) ndo possui

pontos interiores.

Demonstracdo. Para cada N € N, ponha Uy := {v € S"*NP | sf’;“ < N}, e considere a fun¢do

SN sﬁl,+|UN — (0, ). Defina

T5(P) = U J*(0,) N N,P,
qgeP

Medida proveniente da métrica Lorentziana g em M.
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onde J*(0,) € o futuro causal dentro do espago vetorial de Lorentz (T,M, g,). Assim
S"NP x (0,00) = Tt (P) \ {0,}
via a aplicag¢do (v, 1) — Av. Com essa identificacdo, temos que

Cutr(P) < | T(sn).

NeN

onde I'(sy) € S NP x (0, ) é o grifico de sy. Pelo teorema de Fubini, segue-se que graficos
de fun¢des limitadas e semicontinuas em espacos de medida o —finitos possuem medida nula com
respeito 2 medida produto. Aqui, usamos uma medida em S*N P induzida por alguma métrica
Riemanniana auxiliar ai, enquanto que usamos a medida de Lebesgue em (0, +00). Como ambas
sdo o-finitas, Fubini se aplica (mais detalhes em Bartle (1995), Capitulo 10). Logo, I'(sy) tem
medida nula para cada N € N, e, consequentemente, 0 mesmo ocorre com Cut*(P). [

Observacao 6.1.13 (O cut locus passado.). Fazendo as devidas alteragdes, podemos definir a
funcao de corte passada sﬁ’; e o cut locus passado Cut™ (P). Todos os resultados anteriores valem
analogamente para esses objetos. Em particular, a aplicagdo exponencial normal de P € um
difeomorfismo entre 77 (P) := int 7 (P) e I~ (P).

6.1.1 Regularidade da distancia Lorentziana

Nesta se¢ao, mostraremos que a distancia Lorentziana a uma subvariedade espacial FCC
acausal e causalmente completa P C M € uma funcéo distancia em 7 *(P) U 7~ (P) conforme a

Defini¢do 3.5.1. Mas antes, vamos analisar os casos das distancias Lorentziana passada e futura.

Proposicao 6.1.14. Seja P C M uma subvariedade espacial acausal e causalmente completa.

Entdo, a distancia Lorentziana futura/passada d, : M — R satisfaz as seguintes propriedades:
i) dy é suave em I*(P).

ii) Para cada q € 1*(P), temos que V,dy = —y'(d5(q)), onde y : [0,d3(q)] — M é a

inica geodésica maximizante unitdaria de P a q.

iii) Em I*(P), Vdy, é temporal e satisfaz |Vdy| = 1. Mais ainda, Vd}, é passado-dirigido e
Vd, é futuro-dirigido.

Demonstragdo. i) Como exp” é um difeomorfismo entre 77 (P) e I*(P), temos que
d3(q) = |(exp™ |z2p) ' (q) ;o 1€ I*(P),

Além disso, como d3(g) > 0 para todo g € 7*(P), segue o resultado.
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ii) Seja q € I*(P). Para cadav € T,M, como I*(P) C M & aberto, podemos escolher
um ¢ > 0 suficientemente pequeno e uma curva « : (—¢,&) — M de modo que «(0) = ¢,

@’ (0) = v, e Im(a) € 7*(P). Por um lado, temos que

d

Z| di(a(s) = (Vdilv). (6.4)

s=0

Por outro lado, ponha b := d3(g),esejay : [0, ] — M atnica geodésica unitdria maximizante
de P a g. Assim, podemos definir uma variagcdo (Definicdo 2.1.1) o : (—¢&,€&) X [0,b] — M de
v pondo

o (1) 1= exp" (£ (exp™ [r2(p) " (@(s)

Para cada s € (—¢,¢€), a curva oy é uma geodésica maximizante entre P e a(s). Logo,

L(oy) = dy(a(s)). Aplicando a formula da primeira variagdo (2.5) a o7, obtemos

d

7 _Odi(a(S)) ==Y (b),V(D)) = =(¥'(b),a'(0)) = =(¥'(b), v), (6.5)

=

onde V € X(M) é o campo variacdo de o. Note que o(b) = a(s), assim V(b) = a’(0).
Comparando (6.4) e (6.5), concluimos que Vd5y|, = =y’ (b), jd que v € T, M foi arbitrdrio.

iii) Segue-se imediatamente das partes i) e ii), e do fato que as geodésicas maximizantes
partindo de P e indo até 7" (P) sdo futuro-dirigidas, enquanto que as indo até 7~ (P) sdo

passado-dirigidas. [

Agora, combinamos as distancias Lorentzianas futura e passada para obtermos importantes

resultados a respeito da distancia Lorentziana dp.

Proposicao 6.1.15. Seja P € M uma subvariedade espacial acausal e causalmente completa.

Entado, a distancia Lorentziana dp : M — IR satisfaz as seguintes propriedades:
i) dp é suave em I*(P) U I~ (P).

it) Para cada q € I*(P), temos que V,dp = ¥y'(dp(q)), onde y : [0,dp(q)] — M éa

unica geodésica maximizante unitdaria de P a q.

iii) dp é uma fungdo distancia coespacial em I*(P) U I~ (P) (ver Defini¢do 3.5.1), e seu

gradiente é passado-dirigido.

iv) Se P é uma hipersuperficie, entdo dp também é suave em I (P) :=I1*(P)UPUI~(P), e

a restricao de Vdp a P é passado-dirigido, temporal, unitario e normal a P.

Demonstragcdo. As primeiras trés afirmacdes sdo consequéncia direta da Proposicdo 6.1.14.
Convém notar que dp = —d, em 1~ (P), o que justifica a diferenga de sinal em i) para o caso

passado, bem como o porqué de Vdp ser passado-dirigido em todo o lugar.
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iv) Seja P ¢ M uma hipersuperficie. Para cada p € P, tome uma vizinhanca exp”-normal
U C M de p, e sejaV C NP a vizinhanga aberta de 0, € NP difeomorfa a U via exp?.
Diminuindo U e V se necessario, podemos tomar coordenadas adaptadas (y?, ..., y") para P
em P N U, e um campo temporal unitario futuro-dirigido (n) normal a P definidoem PN U. A

partir destes, construimos coordenadas (el, ...,e") para NP em NP|pny, pondo

el (v) = —(V, iy p(v))> € ew) =0 onyp)(v), i=2,...,n.

Essas coordenadas induzem coordenadas (xl, ..., x") para M em U via expN , isto é, pondo
¥
coordenadas de Fermi (cf. Gray (2004), Capitulo 2). Agora, seja g € I7=(P) N U. Entio,

q= expN(dp(q)npr), para um tnico p’ € P, e assim

:= ¢’ o (exp" |y)~!. Essas coordenadas sio chamadas de coordenadas exp"-normais ou

x'(q) = ' (dp(q)ny) = —dp(q){np,ny) = dp(q).

Logo, dp = x! em 7*(P) N U. Como ambos dp e x! sdo zero em P N U, eles permanecem iguais
em 7 (P) N U. Isso mostra que dp é suave em J (P) N U. Como Vdp é temporal, unitario e
passado-dirigido em 7 *(P), por continuidade isso néo € alterado em 7 (P) N U. Como p € P
foi arbitrério, o resultado estd provado. []

6.2 Comparacao para a curvatura de Ricci

Notacao. Até o final deste capitulo, (M, g) sempre denotard um espago-tempo globalmente
hiperbdlico (n + 1)-dimensional e P C M serd uma hipersuperficie espacial FCC acausal com

distancia Lorentziana com sinal dp : M — R.

Definicao 6.2.1. As esferas e bolas futuras de raio t > 0 em P sdo, respectivamente, o0s

subconjuntos de M dados por

5(0) = (dp) (1) C I (P) e Bp(0):= | ] Sp(r) c I*(P).
re(0,r)

A Figura 6.1 ilustra os subconjuntos definidos acima. Por conveniéncia, deixamos que S},(0) = P.
A fim de evitar o cut locus de P, fazemos as restricdes S} (1) := S;(t) N I7(P) e B(1) :=
B}, (t) N I*(P). Pela Proposi¢do 6.1.15, dp € uma fung@o distincia em 7 *(P), cujos conjuntos
de nivel sdo precisamente as esferas futuras restritas Sj(¢). Juntamente com a Proposi¢do 3.5.4,
em I *(P), temos que o campo vetorial n := —Vdp é temporal futuro-dirigido unitario e normal
aos subconjuntos S; (). Além disso, vimos na Proposi¢do 3.5.6 que a curvatura média de cada

hipersuperficie S;(¢) € dada por

hi(q) = trSilg = tr S|y = —Adp(q), q € Sp(t), (6.6)



135

Figura 6.1: Esfera e bola futura de P.

: § + 7
IR N A Bp(t) 7
\ B N ¢ _wdple)=t 757
N ¢ NN e A
\ 3 s S e
el =t R —

P P

Fonte: Producdo do autor.

onde S; € o operador de Weingarten de S} (¢) e S € o operador definido em (3.47).
Em geral, bolas e esferas futuras ndo possuem volume e drea finita respectivamente. Sendo
assim, € conveniente introduzir a no¢ao de bolas e esferas truncadas. Dado um subconjunto

A C P, pomos
S4(t) :={q € S(t) | Ip € A : dp(q) = d(p,q)},

ou seja, S‘Z(t) C §3(t) consiste dos pontos que podem ser atingidos a partir de A através de uma

geodésica maximizante de comprimento ¢. Analogamente, definimos

BL(t) = U (1) C BL(1).

re(0,r)

Novamente, para evitar o cut locus de P, fazemos as restri¢cdes SZ(t) = S;(r) NI*(P)e
=+ =+
B4(t) .= B,(r) N ITH(P).

As seguintes condi¢des de curvatura serdo assumidas nos principais resultados de comparagao

daqui em diante.

Definicdo 6.2.2. Para constantes k, 8 € R, dizemos que o par (M"™*!, P) satisfaz a condigio de

comparacdo cosmologica (CCC(k, B)) se as seguintes condicoes sdo satisfeitas?>.

(1) M possui Ricci temporal limitado inferiormente por «, isto é, Ric(v,v) > nk para todo

veTM com{(v,v)=-1.

(2) A curvatura média h, = tr S,, € C*(P) de P C M com respeito ao campo vetorial

n = —Vdp é limitada superiormente por f5.

Note que a condi¢ao (1) na definicdo acima € equivalente a dizer que Ric(v,v) > —nk(v, v) para
todo vetor temporal v € TM.

2Lembrando que estamos assumindo M = (M, (., .)) espaco-tempo globalmente hiperbdlico e P C M uma
hipersuperficie espacial, acausal e FCC.
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6.2.1 Construcao de espacos de comparacao

O objetivo agora é construir, para cada par («,8) € R?, uma certa variedade Lorentziana
globalmente hiperbdlica, juntamente com certas subvariedades distinguidas, de tal modo que as
desigualdades existentes na CCC(k, 8) se tornem igualdades. Isso vai nos gerar uma familia de
espagos de comparagdo.

Nossos espagos de comparacgao serdo produtos torcidos (ver Secao 1.4) definidos da seguinte
forma. Seja (a,b) C R um intervalo, (N, #) uma variedade Riemanniana n-dimensional, e
f € C*((a, b)) uma fungdo suave positiva. Assim, podemos introduzir o produto torcido

Lorentziano (M"*!, ¢) onde
M = (a,b) x N, g=—di*+ f(1)*h. (6.7)

Escolhemos a orientagdo em (M, g) de modo que o campo vetorial d; seja futuro-dirigido. Vamos
assumir que (N, &) seja completo de modo que (M, g) seja globalmente hiperbdlico (cf. Beem,
Ehrlich e Easley (1999), Teorema 3.66). Espagos-tempos desse tipo sao conhecidos como de
Robertson-Walker generalizados e sao de fundamental importancia em modelos cosmoldgicos na
fisica, donde se deriva o nome das CCC. A aplicagdo pr, : M — (a, b) goza de propriedades

que nos serao muito tuteis adiante.

Proposicdo 6.2.3. Seja (M™!, g) o produto torcido definido em (6.7) e suponha que (N, h) seja
completo. Entdo, a projecdo t :=pr; : M — (a, b) é uma fungdo distancia. Além disso, para
cadat € (a, b), a hipersuperficie N; := {t} X N C M é uma hipersuperficie de Cauchy espacial.

Em particular, N, é acausal e causalmente completo.

Demonstragdo. Seja (U, (x!,...,x")) sistema de coordenadas em N, e seja X € X(M) um
campo vetorial arbitrdrio. Assim, podemos escrever
00 N\ yi 0
X = X%, + Z; X'
Por um lado,
(Vpry. X) = X(pry) = X5~ (pry) = X,

por outro,
(0r, X) = X" = =X (pr,) = —(Vpry, X).

Logo, Vpr, = =0, e, portanto, (Vpr,, Vpr;) = —1. Isso mostra que pr; € funcio distancia.
Agora, sejam Ny, = {to} X N e y : (ap,bg) — M, y(2) = (¢(1),@(1)), uma curva

causal futuro-dirigida inextensivel com #’(1) > 0 para todo A € (ag, by). Vamos provar que

N;, "Im+y # (0. Suponha que essa intersec¢do seja vazia. Sem perda de generalidade, suponha

que #(1) < to para todo A € (ag, bg). Fixe 19 € (aop, by), dai t(1y) < t(1) < ty para todo
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A € (g, bo). Entdo, pelo Lema 1.5.12, existe um A; tal que 49 < 4] < bg e

to —t(4
Lp(a@l[ag.a,]) > Of(o), (6.8)
onde
c:= min H}>0.
te[l(/lo),lo]{f( )
Por outro lado, por defini¢do, temos que
gy (0),¥ (1) = = (1) + f(1(1)* - h(a’(2),a’()), YA € (ao. bo),
0 que implica
V@D, @) < 2 vie [a0.41]
’ EAUC)N ’
Mas ¢(1) € (¢(Ao), to) paratodo A > Ay, logo
Vi@ @ @) < " vae [l
c
Integrando em A, obtemos
() —t(1 to—t(A
Lyp(a@|a9.,]) < () ~ 1(do) <2 (o) (6.9)

C c

Ora, (6.8) e (6.9) nos ddo uma contradi¢do. Portanto, N;yNImy # 0, ou seja, N, € hipersuperficie
de Cauchy. Como ¢, foi arbitrario, concluimos que todos os conjuntos de nivel de pr; sdo
hipersuperficies de Cauchy.

Fixe t € (a,b), vamos mostrar que N, é acausal. Suponha que ndo. Entdo, existem
pontos p,g € N; com p < g. Sejay : [0,1] — M uma curva causal futuro-dirigida com
v(0) = p,y(1) = q. Como p <« ¢, segue-se do Teorema 2.6.5 que « precisa ser pré-geodésica
tipo-luz normal a N; em p. Absurdo, pois T,N; C T, M € espacial, e, consequentemente, « seria
temporal.

Por fim, para ver que N; é causalmente completo. Segue-se de (O’Neill (1983), Lema
14.40) que para todo p € int D*(N;), temos que J* (p) N D*(N;) é compacto em M. Sendo N;
hipersuperficie de Cauchy, é também um conjunto fechado, assim J*(p) N N, é compacto em
N; visto que N; € D*(N;). Isso mostra que N; é causalmente completo se considerado como
subconjunto do int D(N;). Ora, sendo N; de Cauchy, temos que D(S) = M, donde segue o

resultado. [ ]

A fim de satisfazer a condi¢do (1) da Defini¢do 6.2.2, construiremos espacos de comparagao

que sao de Einstein3. Mais especificamente, que satisfacam Ric = —n«kg.

3Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) € dita ser de Einstein se Ric = cg para algum ¢ € R.
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Proposicdo 6.2.4. Seja (M, g) o produto torcido definido em (6.7). Entdo, Ric = —nkg se, e
somente se, (N, h) é de Einstein com Ricy = (n — 1)kyh, para algum ky € R, e f satisfaz as
equacoes

ff==k-f e (f)V+kn=f-f" (6.10)

Demonstragdo. Sejam X,Y € X(M) horizontais. Assim, eles sdo miltiplos de d;, e assumiremos
que X =Y = 0, sem perda de generalidade. Para campos horizontais (ver Secao 1.4.3), segue-se
de (O’Neill (1983), Corolario 7.43) temos que

Ric = Ricy = Ric(q ) — ; - Hess;. 6.11)

Como sabemos, os espagos IR/ tem curvatura nula para todom > 1 e 1 < u < m. Em particular,

Ric(4,5) = 0. Além disso, podemos explicitar Hess :
Hess¢(0r,0r) = (Vo,Vf,0r) = (Vo,(=f" - 00),0r) = (= f"- 0,0y = [
Agora, de (6.11), temos
. n n 77
RlC(a[, 8;) = ——" HeSSf(at, 6;) = ——" f . (612)
f f
Por outro lado, segue-se da hipdtese de Ric = —nkg que
Ric(d;, 0;) = —nkg(0;, 0;) = n«. (6.13)

De (6.12) e (6.13), vemos que f” = —k - f.

Quanto ao outro sentido da proposicao, supondo que f” = —« - f, temos que
n no .,
Ric(6;,0;) = _? -Hess¢(dy, 0r) = _? - f7 = nk = —nkg (0, by),

ou seja, Ric = —nkg para campos horizontais.

Para campos V, W verticais, segue-se também de (O’Neill (1983), Corolério 7.43) que
Ric = Ricy (V, W) = (V, W) - f, (6.14)

onde
G AL =D LY AL =D ()
- 2 - 2 :
f f f f

Podemos explicitar A f da seguinte forma: seja {d;, E1, . . ., E, } um referencial ortonormal em
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(M, g), entdo

n
Af =tr Hessy = —Hessf(9;, 6;) + Z Hess((E;, E;).
i=1

Mas, por ((O’Neill (1983), Proposi¢ao 7.35)), se X € horizontal e V € vertical, entdo VxV = Vy X,

assim, tomando V unitério, temos que
1
Hess (V.V) = (WY, V) = (Vy,V.V) = SVA(V.V) =0,

onde usamos o fato de que V f € horizontal na segunda igualdade, e (V,V) = 1 na dltima. Ora,

cada E; € vertical e unitdrio, o que nos deixa com

Af = —Hess¢(0;, ;) = —f",

[ U (R
f f?
Supondo que Ric = —n«kg, segue-se de (6.14) que

Ricy(V, W) = [-nkf> = f - 7 = (n = D)(f)*1h(V, W).

Ora, nem Ricy nem £ varia em ¢, entio o mesmo acontece com A := —nk f2— f- " —(n—1)(f")>.
Assim, defina ky € R por A = (n — 1)ky. Note que —nkf> = nf - f” visto que f” =« - f

conforme mostramos na primeira parte, logo
=Dy =nf-f"=f-f"=(=1)-(f)P=0=-D( 1" =),

donde concluimos que ky = f - f” — (f)?. Isso conclui a prova da ida da proposicio.

Quanto a volta da proposicao, sejam V, W campos verticais em M, entdo

Ric(V,W) = Ricy(V,W)—-g(V,W)-f

(n = Dinh(V. W) + f2h(V, W) - (7 .\ %20‘)2)

[(n—l)KN+f-f”+(n—1)-(f')2] -h(V, W)

= [—nkfz—f-f”— (n=1)-(f)V+f-f"+(n-1)- <f’>2] -h(V, W)
—nk fPh(V,W) = —nkg(V, W),

ou seja, também temos Ric = —nkg para campos verticais, o que conclui a prova. [ |

Dadas condigdes iniciais, para cada k € IR, existe uma tnica solu¢do maximal da equacdo da

esquerda em (6.10). Por outro lado, dadas condi¢Oes iniciais, para cada ky, existe uma tnica
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Tabela 6.1: Solugdes do sistema (6.10). i, = nf’(t)/ f(t) é a curvatura média de N; C M.

k<0 Ky >0 f(t) = /e /|k] cosh(\/[k]t + b) he = ny/|k[tanh(y/]k[t + b)
k<0 Kn=0 f(t) = e=VInlt hy = £ny/|k|

k<0 Ky <0 f(t) = /s /] sinh(\/]&]t + D) he = ny/|k| coth(y/[K]t + b)
k=0 ry=0 f(t) = e® = const. hy =0

k=0 Ky <0 f(t)==£/|en|t+b he =n/(t £b/\/|6n])
k>0 Ky <0 f(t) = /|kn|/ksin(y/kt + b) hy = ny/k cot(\/kt + b)

Fonte: Adaptada de Treude e Grant (2013).

solucdo para a equacao da direita. Para certos valores «, ky € R, essas solucdes coincidem se
as condicoes iniciais sdo escolhidas apropriadamente (ver Tabela 6.1). Os dois casos omissos
k=0,ky >0e« > 0,ky > 0ndo admitem uma tal solu¢do compativel. Note que, reescalando

f se necessdrio, podemos considerar apenas os casos ky = 0, +1 sem perda de generalidade.

No que se refere a condi¢do (2) na defini¢do 6.7, note que para cada t € (a, b) e para cada

hipersuperficie N; € M, seu operador de Weingarten com respeito a d; € dado por

S, = J} ((Z)) idry, (6.15)

Com efeito, segue-se de ((O’Neill (1983), Proposicdo 7.35)) que, para campos V, W € X(M)

verticais em (M"*!, g),

_8v, W)Vf _ 8. W)
f f

Além disso, mostramos na Proposicdo 6.2.3 que a projecdo t = pr; (consequentemente —¢) € uma

1V, W) = 16,

funcdo distancia. Note também que cada S; € o operador de Weingarten da hipersuperficie de

nivel N; com respeito ao campo 0; = V(—t). Assim, o operador S definido em (3.5.6) por
S(X) =VxV(-1), X e X(M),

coincide com cada S; quando restrito a respectiva hipersuperficie, logo

4 /

f f
g(S(V), W) = _g(II(V’ W)’ al‘) = _?g(v’ W)g(ah al) = Tg(va W)’
donde concluimos que S(V) = (f’(¢)/f(t)) - V. Restringindo para cada N;, obtemos a igualdade
desejada. Consequentemente, a curvatura média correspondente € constante em cada N, e dada

por
J'(@)
f@

h,=tl‘S;=n- (616)
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De (6.10), € f4cil ver que o operador de Weingarten satisfaz a equagao de Riccati
S!+ 8+« -idry, = 0. (6.17)
De fato,

S; +St2 + K- idTN,

(f-f” 2+, )d
TN;

fz
(6.10 (f-f” f”)ldm
f? f t
= 0.

Em particular, tirando o traco em (6.17), obtemos a seguinte igualdade que serd importante na
proxima secao:
h, h?
— + 2+k:0. (6.18)
n o n
Agora, iremos definir concretamente nossos espacos de comparagdo. Sejam «, € R. Da
Tabela 6.1, vemos que existe uma tnica maneira de tomar xy = 0,+1 e uma solugdo fi s :

(axp, bip) — R de (6.10) de modo que

5(0)
fK ,8(0)

(6.19)

Aqui, (a, g, bp) denota o maior intervalo contendo # = 0 no qual f, g permaneca estritamente
positiva. Note que (6.19) estabelece igualdade na segunda condicdo da CCC(k, 8) para o
par (M, Ny). Além disso, tomamos (N,’(” L h«p) como sendo a tnica variedade Riemanniana
simplesmente conexa n-dimensional de curvatura seccional constante xy = 0, £1 determinada
pelas constantes k, . Um célculo direto usando as defini¢des de curvatura seccional e de Ricci

mostra que a condi¢do de curvatura seccional constante ky em N, g implica que
Ricy, ; = (n = Dkyhyp. (6.20)
Defini¢ao 6.2.5. Dados «, B € R, denotamos por (M ”+1, g«p) 0 produto torcido
MY = (ap, bip) X Ny g, Gop = —di* + fip()*hep, (6.21)
onde (NZ,,B’ hep) e fup: (acp, bepg) — R foram definidos acima.

Por conveniéncia, colocamos Py g := {0} X N}’ ;. Assim, P g C M, g ¢ uma hipersuperficie
espacial acausal causalmente completa com curvatura média constante iy = 8. Pela Proposi¢cao
6.2.4, segue-se de (6.20) que (M, g, g«,p) possui Ric = —nkg, 3. Assim, o par (M, g, P« p)
satisfaz as CCC(k, B) com igualdades nas condi¢des (1) e (2).
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Lema 6.2.6. A distancia Loreniziana com sinal dy g = dp, , : My — R coincide com a

projecdo t :=pry : Mg — (axp, byp).

Demonstragdo. Pela Proposicao 6.2.3, temos que ¢ € funcado distancia e a hipersuperficie de

nivel P, g € uma hipersuperficie de Cauchy espacial, logo
Mk,,B = I+(PK”3) U Pk,ﬁ U I_(Pk,ﬁ)-

Assim, para qualquer ponto g = {fo} X Ng € M, g, segue-se do Teorema 5.5.13 que existe
um ponto pg € P, g que realiza a distancia d(po, q) = d.p(q), € a geodésica maximizante de
po a q € temporal e normal a P, g. Por outro lado, vimos no Teorema 3.5.5(i) que as curvas
integrais do campo 0, sdo geodésicas normais as hipersuperficies de nivel (em particular, a P, g).
Por unicidade, concluimos que essas curvas integrais sdo geodésicas temporais maximizantes
passando por P, z. Decorre também do Teorema 3.5.5—(ii7) que o comprimento de uma tal

geodésica partindo de P, g até o ponto g € {to} X N, g € to = d, g(q) = pr;(q). [

Como vimos na demonstracdo do resultado acima, as geodésicas maximizantes futuro-
dirigidas emanando de P, g sdo curvas integrais do campo ¢, = —Vt. Porém, curvas integrais
ndo se cruzam, entdo cada ponto de I*(P, ) é conectado a P, p por uma Unica geodésica
maximizante. Assim, concluimos que Cut™ (P, g) = 0. Além disso, de d, g = t, concluimos que

as esferas futuras de P, g coincidem com as esferas futuras restringidas, isto €,

:,ﬁ(t) = :,ﬁ(t) = {t} X Nyp.

Como vimos em (6.6) e (6.16), essas hipersuperficies possuem curvatura média constante com

respeito a d; e dadas por
hiep(t) = he = =D pdicplsr -
Além disso, segue-se da férmula de variacdo de 4rea (3.54) o seguinte resultado.
Proposicao 6.2.7. Se B C P, g é um conjunto compacto, e ® : U C RX Mg — Mg é o

fluxo de 6; = —Vd, g. Entdo, ®,(B) = S';(t) para todot > 0 e

— area, gB "
areaK,ﬁSB(t) = W . fk’ﬁ(t) . (622)

Demonstragdo. Primeiramente, vamos provar que ®,(B) = S‘;(t) para todo ¢t > 0. Seja
p =(0,x) € B, entdo ®,(p) =y, (t) = (£, p). Assim,

®(B) = {(1.x) | x € B} € St 4(1).

Porém, vimos no Teorema 3.5.5 que as geodésicas temporais (curvas integrais de 9;) partindo

normalmente de P, g € indo até esse conjunto tem comprimento ¢. Em particular, ®;(B) C S”; (1).
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Por outro lado, dado um ponto (¢,x) € S‘;(t), denote por y a unica geodésica temporal
maximizante futuro-dirigida partindo normalmente de B até o ponto (¢, x), conforme a Proposi¢ao

6.1.15. Em particular, y é curva integral de 9; e seu ponto de partida € (0, x) € B. Logo,
@,(0,x) = (t,x) € ,(B) = S3(1)  ®:(B).
O que conclui a primeira parte da prova.
Pela primeira variacao de area (3.54), temos que

area, g®;,;(B) — area, gP;(B)
m

s—0 S

/ hyduy
@, (B)

616 f(1)
[

Defina A(t) := area, g®;(B). De (6.23), temos que

d
= 5D, (B
R area, gD (B)

s=t

- area, g®; (B). (6.23)

oy
0

A _ S
Aty f(n)°

A'(t)=n At) =

donde concluimos que
A(t) =cf" (1), ceR.
Pondo # = 0, vemos que

_ A(0) _ area,z®Po(B) area,gB
T T 0 0

Logo,

area, gB P

areaK,BCDI(B) = areak,ﬂsg(t) = £7(0) n

Agora, iremos provar um teorema de comparagdo que serd crucial posteriormente. Para isso,
faremos uso do Teorema de comparagao escalar de Riccati 4.1.4. Convencionamos que 0s termos
acompanhados dos indices «, § estardo sempre associados ao espaco de comparacdo (M, g, g«,3)
introduzido em (6.21).

Teorema 6.2.8 (Teorema de comparacao d’Alembertiano). Sejam «, 8 € R e suponha que o
par (P, M"Y satisfaz as CCC (k, 8). Entdo, para cada q € I*(P), temos que dp(q) < bepe

hap(g)(q) = =Adp(q) < =Awpdipls: jap(q)) = hep(dp(q)). (6.24)
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Demonstragdo. Vimos em (6.6) que

hap(q)(q) = tr S|y = =Adp(q),
e, conforme o Teorema 3.5.7, temos que
V,S+S>+R, =0, (6.25)

onde n =-Vdpe R, = R(- ,n)n.

Fixe g € I*(P),esejay : [0,dp(q)] — M atinica geodésica temporal unitdria maximizante
futuro-dirigida de P a ¢. Seja {ey, ..., e,} base ortonormal de y'(0)* =T )P e {E1, ..., Ey}
referencial ortonormal transportado paralelamente ao longo de y. Restringindo a Equacao 6.25

para ao longo de 7y, ficamos com

DY

E(SH) +S[>+ Ry, =0.
Pela Proposi¢do 6.1.15, temos que ¥’ = —Vdp, entdo a equagio acima pode ser reescrita como

DY

—(Sly) + Sl + Ry = 0. (6.26)
Por conveniéncia, reescreva a equacao (6.26) como

S'+S?+R=0. (6.27)

Aplicando esses operador no referencial {E,..., E,}, obtemos funcdes suaves Sij» Rij -
[0,dp(g)] — IR dadas por

S(Ej) = ZSU - Ej,
i=1

n
R(E;) = ZR,-,- . E,.
i=1

Assim, ficam bem definidas as aplicacdes com valores matriciais S, R : [0, dp(g)] — M(n,R)

definidas como
S(t) = [S;j(0] e R(1) := [Ri; (1)].

Como tomamos um referencial ortonormal, temos que essas matrizes sao auto-adjuntas visto que

os operadores S e R o sdo. Assim, a Equagdo 6.26 pode ser reescrita matricialmente como

—/

S+S +R=0. (6.28)
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Utilizando a hipétese da CCC(k, 3), temos que

tr(R(1)) = tr[R(-, ()Y ()]
= Ric (¥ (1,7 (1))
CCC(x,p)
> nK, (6.29)

onde a segunda igualdade segue do fato que y € unitaria, daf y’(¢) pode ser completada numa

base ortonormal, e entdo basta aplicar a defini¢do do Ricci. Também segue da CCC(k, 8) que

_ CCC(k.,p)
rS(0) = trSlyo) = h=o(y(0)) < B (6.30)

A fim de usar o Teorema de comparacgdo escalar de Riccati 4.1.4 adiante, € conveniente estender
a geodésica unitaria maximal y até um pardmetro L < +oo de modo que y : [0, L) — M seja
inextensivel em L e inteiramente contida em 7 *(P), o que é possivel, pois 7 *(P) é aberto como
mostramos no Teorema 6.1.11. Dessa forma, as extensdes S, R : [0, L) — M (n,R) possuem

todas as propriedades acima.

No que se refere ao nosso espaco de comparagdo, defina a funcao

1
Sk = ;hk,ﬂl[o,bk,ﬁ) : [0,bcp) — R

Essa fun¢do estd bem definida tendo em vista que £, g € constante nas hipersuperficies {t} X N, g.
Assim, S, 3 € inextensivel a direita pela construgdo de b, g € S, 3(0) = B/n. Além disso, segue-se

de (6.18) que S, g satisfaz a equacdo de Riccati
S p+Sez+k=0. (6.31)

Pelo Teorema de comparacao de Riccati, segue-se de (6.28) e (6.31) que

L>dp(q)
L < bKﬂ - dp((]) < bK"g,

'[I‘E(l‘) = trS|y(,) < HSK,,B(f) = hk,ﬁ(t)'

Ponha t = dp(q), entdo

hap(q)(q) =t Sly(ap(q) < hep(dp(q)).

O que conclui a prova. [

Note que estivemos aptos a aplicar o teorema de comparacao escalar de Riccati na prova
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anterior. Uma das hipdteses necessdrias que precisou ser satisfeita € a de que

tr S(0)

SK,,B(O) - 2 09

mas isso € verificado, pois S, 3(0) = B/n e tr S(0) < B.

6.3 Comparacao de area e volume

Utilizando-se do Teorema de comparagao d’Alembertiano 6.2.8, juntamente com a primeira
variacdo de drea (3.54) e a formula de codrea (3.5.9), estamos em condicoes de provar os

principais resultados desse trabalho: teoremas de comparagdo de drea e volume.

Teorema 6.3.1 (Teorema de comparacao de area). Sejam «,3 € R e suponha que o par
(P, M"Y satisfaz as CCC(k, B). Entdo, para quaisquer compactos Ay C P e Ay C Pyp,
a fungao
&+
areaS 4 (1)
t o 1€ [0,bep),

areay gS 5, (1)

é ndo crescente. Em particular,

arealA

areaszl(t) < -areakvﬁszz(t), Vt € [0, b p).

area, gA

Demonstragdo. Sejam 0 < 1y < t; < b, g. Sabemos que cada ponto de SZI (t2) pode ser atingido
por uma tnica geodésica temporal unitdria maximizante futuro-dirigida. Como essas geodésicas

sdo curvas integrais de n = —Vdp (Proposi¢do 6.1.15), temos que
K(1) = @, (S}, (12) € 8}, (), (6.32)

onde ® é o fluxo de n. Além disso, K(¢) é compacto visto que A} o é, e ® estd bem definida em

(—t,ty —t) X K(t). Assim, podemos usar a férmula de variagao de area (3.54) e o teorema de
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comparacdo d’Alembertiano, obtendo

d 1 d
—1 K(t = @ — — K(t
dt og(area K (7)) areaK (1) et @)
(3.54) 1
= — trS(7)d
areak () Jo, (k) rS(Ddu
1
= ——= hi(q)dp

areaK (1) Jk()

(6.24)
= (g < hep(d)

1
- [ g0,
areak,ﬁSAz(t) 54, (0
(3.54) 1

d —+
——————— - —area 35,4, (?)
area K,[,»Szz(t) dt o4

d .
= - log(area s, (1)) (6.33)
Isso mostra que a fungdo ¢ — area K (¢)/area K’BSX2 (t) é ndo crescente em [0, #2]. Logo,

areaszl(tz) _area K(np) - area K (1) < areaS‘Zl(tl)

<t - ot = =+ = <t ’
area pS,,(12) area,pS,, (12)  area,pSy,(11)  area, Sy, (11)

onde a ultima desigualdade segue simplesmente do fato que K(z;) C S’; (t1). Como 0 < 11 <

1) < b, g foram tomados arbitrariamente, segue o resultado. [ |

Para o teorema de comparacdo de volume, precisaremos do seguinte resultado.

Lema 6.3.2. Sejam f,g : [a,b) — [0, o) fungbes continuas, ndo nulas em (a, b), e suponha

que f|g é ndo crescente em (a, b). Entdo, as funcées F,G : (a,b) — (0, o), dadas por

Fx) = / FO)dy e Gx) = / ¢(y)dy.

sdo continuas, e F /G é ndo crescente em (a, b).

Demonstragdo. A continuidade de F e G decorre da continuidade de f e g. Sejam r, R € (a, b)
comr < R. Como f/g é ndo crescente, temos que
" f(r) K g(r)

r R
/af(x)dx-/r gx)dx > j Mg(x)dx- i mf(x)dx

/arg(x)dx-/er(x)dx.
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Usando esta desigualdade, obtemos

r R
F0-6R) = [ e [ goas

r r r R

= /f(x)dx-/ g(x)dx+/ f(x)dx~/ g(x)dx
r r r R

> /f(x)dx-/ g(x)dx+/ g(x)dx-/ f(x)dx
ClR ar a r

= / f(x)dx-/ g(x)dx

= F(R)-G(r),

como desejado. [

Teorema 6.3.3. Sejam «, 8 € R e suponha que o par (P, M™") satisfaz as CCC(k, ). Entdo,

para quaisquer compactos Ay C P e Ay C Py g, a fungdo

volB™, (1
= —NA_:_()’ re [05 bk,ﬂ)9
volk,ﬁBAz(t)

¢é ndo crescente.

Demonstragdo. Primeiramente, como A, A> sdo compactos, o volume dessas bolas € finito.

Pela férmula de codrea (3.5.9), temos que
. t t .
vol B, (1) = / dr - /+ du, = / area Sy, (r)dr. (6.34)
0 S, (1) 0

Sejat, € (0, b, p). Pela férmula de variagdo de drea, as aplicagdes
&+
1 €[0,12] — area Sy, (1) €R,

te[0,] — areak,ﬁgz2 (r)eR

sdo continuas. Assim, podemos aplicar o Lema 6.3.2, juntamente com o teorema de comparac¢ao

de 4rea e a Equacdo (6.34), para concluirmos que a funcio

volB; (1)
t— - ~F re [07t2]’
vol, B 4, (1)
€ ndo crescente. Como 0 < 1, < b, g foi tomado arbitrariamente, segue o resultado. [ ]

Como uma aplicagdo bastante interessante desses teoremas de comparacdo, podemos provar

o seguinte teorema de singularidade de Hawking (Hawking (1973), p. 272).
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Teorema 6.3.4. Seja (M, g) globalmente hiperbolico e P C M uma hipersuperficie espacial
FCC acausal. Suponha que (P, M) satisfaca a CCC(k, 8), com k =0 e B < 0. Entdo, nenhuma
curva causal futuro-dirigida partindo de P pode ter comprimento maior do que 1/|8|. Em

particular, M é geodesicamente incompleto temporalmente.

Demonstragdo. Iremos exibir duas provas alternativas desse resultado.
Prova via comparagdo d’Alembertiana Sejay : [0, b] — M uma geodésica temporal, unitéria,
P-normal, futuro-dirigida e maximizante. Entdo, y(¢) € 7*(P) paratodo ¢ € (0, b). Para k =0

e B < 0, segue-se do teorema de comparagao d’Alembertiano 6.2.8 que

1 1

= (Adp) (1) < Hoplh) = 7 = 7

Vt € (0,b). (6.35)

Como o lado direito em (6.35) diverge para —oo quando ¢ " 1/||, e o lado esquerdo é finito para
todo 7 € (0, o), concluimos que b < 1/|B|. Assim, como cada ponto de I*(P) é conectado a P
por uma geodésica maximizante, temos que dp(g) < 1/|B| para todo g € I'*(P). Pela defini¢do
da distancia Lorentziana, isto nos d4 uma limitacdo superior para o comprimento de arco das
curvas futuro-dirigidas emanando de P.
Prova via comparagdo de drea. Mostraremos que S5 (1/]8]) € Cut*(P), o que implica S5 (¢) = 0
para todo ¢t > |B|. Dai, concluiremos que dp(q) < 1/|B| para todo g € I'* (P), recaindo na prova
anterior.

Suponha por contradi¢do que existe g € S5,(1/]|B8]) \ Cut*(P) = S;(1/]B[). Como o cut
locus é fechado, existe uma vizinhan¢a compacta K C S5(1/|8]) de g com a propriedade de que
area K > 0. Ponha A := ®_y5(K) C P, onde ® € o fluxo de n = —Vdp, e seja B C Pyp um

subconjunto compacto qualquer. Pelo teorema de comparacdo de drea 6.3.1, obtemos

areaA

——— rareagp8(1) ~ (1= |Blr). Vr € (0.1/|B)).

areal’, (1) <
areag g

cuja aproximacgdo acima foi obtida tomando « = 0, e 8 < 0 na Tabela 6.1, e aplicando os
resultados obtidos na Proposi¢do 6.2.7. Segue-se que areaSZ(ro) = (0 para algum ¢ty < 1/|8], e
portanto area K < areaS‘Z (1/1B8]) = 0. Isso contradiz a escolha de K. [ |
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A Espacos Vetoriais Semi-Euclidianos e

Lorentzianos

Neste apéndice fazemos uma breve revisdo sobre questdes de dlgebra linear necessarias
para o estudo da geometria semi-Riemanniana, com especial énfase no caso Lorentziano. As
demonstragdes dos fatos citados aqui serdo omitidas e podem ser vistas em grande detalhe em
Costa e Silva (s.d.), Capitulo 1, ou O’Neill (1983), Capitulo 2.

A.1 Formas Bilineares

Uma forma bilinear sobre um espaco vetorial (real) V de dimensao finita n € uma fungao
b : VxV — R satisfazendo,

b(u,cv+w)=cb(u,v)+b(u,w)

b(cu+v,w) =cb(u,w)+b(v,w),

paratodo u,v,w € Vec € R.

Uma forma bilinear b € dita ser simétrica (resp. antissimétrica) se b(v,w) = b(w,v) (resp.
b(v,w) = —b(w,v)), e uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica € dita ser ndo degenerada
se, paratodow € V, b(v,w) = 0 implica v = 0.

Em relacdo ao sinal de uma forma bilinear b simétrica, dizemos que
* b € positivo-definida se b(v,v) > 0 para todo v € V nio nulo.

* b é negativo-definida se b(v,v) < 0 para todo v € V ndo nulo.

* b € indefinida se nao for positiva nem negativa-definida.

Observe que formas bilineares positivo ou negativo-definidas sdo sempre ndo degeneradas.
Formas positivo-semidefinidas sao tais que b(v,v) > 0 para todo v € V, podendo se anular em
algum v # 0. Formas negativo-semidefinidas sao definidas analogamente.

Fixado uma base {vy,...,v,} de V, associamos qualquer bilinear » a uma matriz n X n dada
por B = [b(v;,v;)], que € simétrica no caso de b ser simétrica. Com isto, definimos a nulidade,
denotado por N(b), e o posto de b denotado por R(b), como sendo, respectivamente, a dimensao
do nicleo e da imagem de uma representacao matricial de ». Tais nimeros sdo invariantes por
escolha de base, visto que uma troca de base leva nao altera dimensdo de nticleo e imagem. Pelo
teorema do nicleo e imagem, R(b) = dimV — N(b).

Se W € V € um subespaco vetorial, denotaremos por b|yw a restricdo b|wxw. Tais restricdes

nos dao outra quantidade invariante para formas bilineares simétricas. O indice de b € o nimero
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natural
ind(b) = max{dim W | W C V € subespaco vetorial e b|yw € negativa-definida}.

Vemos facilmente que ind(b) < R(b). O nosso resultado principal para formas bilineares

simétricas € o seguinte.

Teorema A.1.1 (Lei da Inércia de Sylvester). Seja b : VXV — R. Para u = ind(b) e r =
R(b), temos

(i) Existe uma base ordenada {ey,...,e,} de N tal que, para todo vetor v € V, escrevendo
V= 2?21 Xi€i,
u r
_ 2
b(v,v) = —in + Z X;
i=1 i=u+1

Tal base é chamada de base de Sylvester.

(ii) Se uma base {¢', ..., ey} étal que existem y’',r" € {0,...,n} com
’ r/
glv,v) = _inz + Z xl-z,
i=1 i=p+1

para qualquer vetor v = 3| x;e’, entdo u’ = int(b) e r’ = R(b), e tal base é de Sylvester.

A.2 [Espacos Vetoriais Semi-Euclidianos

Seja V um espago vetorial real de dimensao finita munido de uma forma bilinear g simétrica
e ndo degenerada de indice u. O par (V, g) é dito ser um espaco vetorial semi-Euclidiano de
indice u. Uma tal forma bilinear g é chamada de produto escalar.

Espacos semi-Euclidianos sdo generalizacdes naturais de espacos com produto interno.
Vemos que u = 0 se e somente se g € positivo-definida, logo um produto interno usual. Neste
contexto chamamos tais espagos de Euclidianos. Quando dimV > 2e u =1, (V, g) € dito ser
um espaco vetorial Lorentziano.

De maneira andloga ao caso Euclidiano, definimos a norma de um vetor v em um espago

semi-Euclidiano (V, g) como sendo

vl =vIg(v,v)[ =20,

que pode ser nula mesmo se v # 0, logo ndo € uma norma no sentido Euclidiano. Um vetor v
com |v| = 1 é dito ser unitdrio. Novamente, por analogia aos espacos Euclidianos, vetores v, w
sdo ortogonais se g(v,w) = 0, e ortonormais se sdo ortogonais e unitarios. No caso de g ndo

degenerada o seguinte resultado € imediato do teorema A.1.1.
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Proposicao A.2.1. Todo espaco semi-Euclidiano (V, g) possui uma base ortonormal{ey, ..., e,}.

Observacao A.2.2. E comum ordenar bases ortonormais {eq, .. ., e, } de forma que os primeiros
ou udltimos u vetores sejam tais que g(e;, e;) = —1. Aqui sempre que bases ortogonais forem
mencionadas ficard sempre implicita que escolhemos os primeiros u de tal maneira. Neste

contexto, o simbolo &; para um espaco vetorial semi-Euclidiano (V, g) sempre significara

glej,e)=—1,sei=1,...,u

glej,e))=+1,sei=u+1,...,n,

que claramente nao depende da escolha de base ortonormal.

O perp de um subconjunto A C V é
At ={weV]|gv,w)=0paratodov € A}.

Um subespaco vetorial W C V € dito ser ndo degenerado se a restri¢do glw € uma forma bilinear

nao degenerada.

Proposicao A.2.3. Seja (V, g) um espaco vetorial semi-Euclidiano n-dimensional e W C 'V
subespaco. Entdo

(i) dimW +dim W+ = n.

(i) (WH)* =Ww.

(iii) V=W & W+ © W é ndo degenerado & W+ é ndo degenerado.

Com mais uma analogia ao caso Euclidiano, definimos, em um espago vetorial semi-Euclidiano

com uma base ordenada ortonormal {ey,...,n}

* O adjunto de um operador linear 7 : V — V como sendo o tnico operador linear 7 tal
que
g(T(v),w) =g, T"(w)),

para todo u,v € V. Em particular, T € autoadjunto se T* =T .

* O trago de uma forma bilinear b : VXV — IR como

n

trb = Z gib(e;, e;).

i=1

E facil ver que tal definicio ndo depende da escolha de base ortonormal. (H4 uma relagio

utilizando bases ndo ortonormais, mas nao faremos uso dela aqui.)
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* O traco de um operador linear S : V — V € definido como sendo o traco (no sentido do

ultimo item) da forma bilinear g(S(v), w). Isto &,

n

trS = Z £ig(S(ei), e).

i=1

Em um espaco vetorial semi-Euclidiano (V,g), g(v,v) pode ser tanto positivo quando
negativo ou nulo. Seu sinal diz respeito ao cardter causal de v. Mais precisamente, dizemos que

vé
(i) temporal (ou tipo-tempo) se g(v,v) <0,
(ii) luminoso (ou tipo-luz) se g(v,v) =0ev #0,
(iii) espacial (ou tipo-espago) se g(v,v) > 0ouv =0.

Dizemos ainda que um vetor v € causal se for temporal ou luminoso!.

A.3 [Espacos Vetoriais Lorentzianos

Para espacos vetoriais Lorentizanos (V, g), temos dimV > 2 e u = 1, assim, subespacos
vetoriais possuem classificacoes bem caracteristicas para este caso. Se W é um subespaco
com glw ndo degenerada, tal forma sé pode ter indice 0 ou 1. Dizemos que W € temporal se
ind(g|w) = 1, e que € espacial se ind(g|w) = 0. No caso de g|w ser degenerada, dizemos que W

€ luminoso.

Temos os seguintes resultados para subespagos no caso Lorentziano.
Proposicao A.3.1. Dado W C V subespaco vetorial de (V, g) Lorentziano, temos
1. W é temporal se e somente se W+ é espacial.

2. W ¢é luminoso se e somente se glw é positivo-semidefinido mas ndo positivo-definido.

Proposicao A.3.2. Para um espaco vetorial Lorentziano (V,g) e W C 'V subespaco vetorial

com dim'W > 2, sdo equivalentes

(i) W é temporal;
(ii)) W contém dois vetores temporais linearmente independentes;

(iii) W contém um vetor luminoso.

1E comum encontrar, na literatura em inglés, vetores luminosos serem chamados de nulos (null vectors). Isto pode
se tornar muito ambiguo, portanto nunca utilizaremos esta nomenclatura
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A.3.1 O Caso Luminoso

Finalizamos este apéndice comentando brevemente alguns resultados associados a vetores
luminosos e espacos vetoriais quocientes sobre vetores luminosos que sao necessdrios para

construgdes no texto principal.

Proposicao A.3.3. Para um espaco vetorial Lorentziano (V, g) e W C V um subespago qualquer,

sdo equivalentes
(i) W é luminoso;
(i) W contem um vetor luminoso mas nenhum vetor temporal;
(iii) dim(WNW+) = 1.

Definicao A.3.4. Para (V,g) um espaco vetorial Lorentziano de dimensdo n > 3, uma base
ordenada {v,w,ey,...,e,—2} é dita ser base pseudo-ortonormal se v e w sdo vetores luminosos
tais que g(v,w) = —1, e o conjunto {ey, ..., e,—2} é composto de vetores espaciais ortonormais,

com cada um normal av e w.

Proposicao A.3.5. Todo espaco vetorial Lorentziano de dimensdo n > 3 admite uma base

pseudo-ortonormal. Mais ainda, qualquer vetor luminoso v pode ser escolhido como o primeiro

elemento de tal base.

A partir deste resultado, para (V, g) um espago vetorial Lorentziano de dimensio n > 3,
considere W C V subespaco luminoso. Pela proposi¢do A.3.3, existe w € W luminoso tal que

W N W+ = Rw. Agora, introduza em W a seguinte relagdo de equivaléncia:

Wi ~ wy & wi = wp + cw, para algum ¢ € R,
que é claramente de equivaléncia. Defina W = W/(Rw) o quociente por tal relacio, e denote
por # uma classe de equivaléncia em W. Acerca de tal quociente, temos os seguintes fatos.

Proposicio A.3.6. Para W como definido acima, temos

(i) W nao depende da escolha de w, e com as operacoes no quociente wi + wr = Wi + wa
e cwy = cwy, é um espago vetorial de dimensdo dim(W) — 1. Em particular, se W = v+

para algum vetor luminoso v € V, entdo dim(v+) = n — 2.

(ii) Dados wi,wy € W, a operacdo (-, - ) : W x W — R, dada por

(Wi, w2) = g(wi, wa).

estd bem-definida e define um produto interno (positivo-definido) em W.

(iii) Se{v,w,ei, ..., e, 2} éumabase pseudo-ortonormaldeV e W = v*, entdo{ey, ..., e, 2}

é base de W ortonormal em relacéo ao produto interno induzido no item (ii).
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Conclusao

Ao longo desta dissertacdo, estudamos diversos aspectos de geometria semi-Riemanniana
e Lorentziana, em uma ordem de constru¢do e sequéncia légica com o objetivo de enunciar
e demonstrar claramente os teoremas de comparagdo de drea e volume para hipersuperficies
Lorentzianas como consequéncia da teoria de Jacobi e da causalidade.

Um ponto que merece atencao especial neste trabalho é o método utilizado para obtengao
dos resultados referentes a existéncia de geodésicas maximizantes. Optamos por uma abordem
utilizando-se da convergéncia h-uniforme, porém € comum na bibliografia fazer-se uso da
chamada topologia C° para obtencio de tais resultados, como pode ser visto em Espinoza (2020).

Naturalmente, hd mais resultados de comparac@o na geometria. Uma abordagem Riemanniana
similar a desenvolvida neste trabalho pode ser encontrada em Treude (2011), bem como uma
versao diferenciada para o caso Lorentziano.

Para obtenc¢ado dos resultados de comparacao neste trabalho, assumimos uma série de hipdteses
sobre os espacos de comparagdo, donde destacam-se a condicdo de comparacao cosmoldgica e
as propriedades causais para as hipersuperficies Lorentzianas. Nesse sentido, as possibilidades
para estudos futuros nessa drea sdo imensurdveis. Sugerimos a abordagem deste tema sob
diferentes hipoteses causais, considerar outros espacos de comparagdo, e quais novos resultados

de comparacgdo poderiam ser obtidos.
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