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RESUMO

Neste trabalho definimos os conceitos e ferramentas necessarias para demonstrar a
semicontinuidade superior de atratores para equagdes dindmicas em escalas tempo-
rais. Dentre eles, a teoria basica de escalas temporais, as equac¢des dindmicas em
escalas temporais (tanto de fungdes a valores reais como funcgdes a valores em R"),
além dos processos de evolucao em escalas temporais seus atratores pullback.

Palavras-chave: Escalas temporais. Semicontinuidade superior. Atratores pullback.
Equacges dindmicas. Fungao exponencial.






ABSTRACT

In this work we define the concepts and tools needed to prove the upper semicontinuity
of attractors for dynamic equations on time scales. Among them, the basic theory of
time scales, the dynamic equations on time scales (as real and R" functions), and also
the evolution processes in times scales and their pullback attractors.

Keywords: Time scales. Upper semicontinuity. Pullback attractors. Dynamic equations.
Exponential function.
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1 INTRODUGAO

Como se transportam as perturbacdes sofridas por modelo matematico para
as suas solugdes? Dito de outra maneira, ao modelarmos um problema real (seja ele
fisico, quimico, econémico, etc.) como garantir que pequenos erros na modelagem
nao causem grandes estragos nas solucdes? Esta pergunta ndo possui uma resposta
simples, tampouco, Unica. A primeira coisa que precisamos estar atentos é: o que
queremos dizer com erros e estragos?

Neste trabalho, investigamos com a semicontinuidade superior de atratores, isto
€, determinando o quao longe atratores de uma equagdes dinamica perturbada estao
do atrator de uma equacgao dinamica limite, quando a perturbacéo é feita na escala
temporal considerada.

Para isto, esclarecemos melhor alguns conceitos, sendo o primeiro o de escalas
temporais. “O estudo envolvendo escalas temporais foi introduzido por Stefan Hilger em
1988 na sua tese de doutorado com o intuito de elaborar uma teoria que relacionasse a
analise discreta e continua” (BOHNER; PETERSON, 2001). Com esta citacdo, vemos
que uma escala temporal T, que € nada mais do que um subconjunto ndo vazio e
fechado dos numeros reais na topologia usual, serve como uma generalizagao tanto
para o calculo infinitesimal quanto para o discreto.

Para o nosso problema em questdo, dadas duas escalas temporais T’ e T sufi-
cientemente proximas (no conceito de distancia de Hausdorff), processos de evolugéo
U em T' e U em T com atratores A’ e A, respectivamente, queremos controlar a
proximidade (no sentido da semidistancia de Hausdorff) entre A’ e A, desde que seja
possivel controlar a distancia entre U’ e U. Em resumo, dadas duas escalas temporais
TeT,D=TuT e f: DxR"—R" uma fungdo, considere os seguintes problemas:

XA =f(t,x(t) e xN(t)=f(t,x(t),

onde A denota a derivada na escala temporal T e A’ a derivada na escala T'. Queremos
descobrir quais sdo as condigdes sob as quais estes processos possuem atratores
(chamados de atratores pullback), e ainda mais, quando tais atratores existem, quere-
mos poder medir a proximidade entre eles.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos além desta introducao. No Capi-
tulo 2 apresentamos os conceitos basicos da teoria de escalas temporais, as definicoes
de derivadas, integrais definidas, indefinidas e improprias. Também demonstramos
alguns resultados classicos tais como a regra da cadeia, teorema do valor médio,
principio de indugéo, entre outros. Os resultados deste capitulo foram retirados de
(BOHNER; PETERSON, 2001).

No Capitulo 3 introduzimos as equagdes dinamicas de primeira ordem e o
problema de valor inicial em escalas temporais. Para a resolu¢do das mesmas séo
necessarios alguns conceitos, tais como o do plano complexo de Hilger, as operacoes
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no conjunto dos numeros complexos de Hilger e a fungdao exponencial em escalas
temporais (a primeira parte deste capitulo é dedicada ao estudo de propriedades dessa
fungcéo). Ainda, demonstramos a formula da variagdo das constantes para os casos
em que a equacgoes lineares ndo-homogéneas em R e fazemos o estudo anélogo
para as equagOes dinamicas em R, com o uso da exponencial de matrizes para
escalas temporais. Apresentamos também a série generalizada de Peano-Baker como
uma expressao alternativa para a funcdao exponential matricial, além de exemplos
sobre o caso especifico de matrizes com coeficientes constantes e resultados sobre
comutatividade apresentados em (HAMZA; AL-QUBATY, 2012). A teoria deste capitulo
foi feita com os resultados de (BOHNER; PETERSON, 2001; CUNHA, 2006; HAMZA;
AL-QUBATY, 2012).

O Capitulo 4 contém os objetivos principais deste trabalho e é voltado para
o estudo de processos de evolugdo em escalas temporais e seus atratores pullback.
Apresentamos as definicées de invariancia, atracao e absorcao pullback, semidistancia
e distancia de Hausdorff, e introduzimos o conceito de atrator pullback. Esta parte do
trabalho foi baseada em (CARABALLO; LtUKASZEWICZ; REAL, 2006) e adaptada do
caso continuo para o caso de escalas temporais gerais. Além disso, apresentamos
nesta parte um resultado sobre a existéncia de atratores pullback para processos
de evolugdo em escalas temporais. Na ultima parte deste trabalho, baseados em
(KLOEDEN, 2006), apresentamos o resultado sobre a semicontinuidade superior de
atratores pullback quando perturbamos a escala temporal, além de dois exemplos.
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2 ESCALAS TEMPORAIS

Neste capitulo, damos a definicdo e descrevemos os resultados basicos envol-
vendo as escalas temporais. Para isso, no que segue, denotaremos por N={1,2,3,...}
o conjunto dos numeros naturais maiores que zero, Ng ={0,1,2,3,...} 0 dos naturais, Z
o dos inteiros, Q o dos racionais € R 0 dos reais.

Definicao 2.1. Uma escala temporal € um subconjunto ndo-vazio e fechado de R na
topologia usual.

Os conjuntos dos numeros naturais, inteiros e reais sdo exemplos de escalas
temporais, bem como intervalos fechados de nimeros reais e o Conjunto de Cantor.
J& 0s conjuntos dos numeros racionais, irracionais e intervalos abertos de numeros
reais ndo sao escalas temporais, pois ndo sao fechados em R.

Definicao 2.2. Considere uma escala temporal T. Definimos o operador passo a
frenteo: T — T por

o(t)=inf{seT: s>t} paracadateT,

com a convencado o(t) =info=supT se {se T: s>t} = @. Definimos também o operador
passo atras p: T — T por

p(t)=sup{seT:s<t} paracadateT,
com a covengao p(t)=sup@=infT se {seT: s<t}=0.

A grosso modo, o operador passo a frente ¢(t) nos da o primeiro elemento de
T depois de t, e 0 passo atras p(t) nos da o primeiro elemento de T antes de t. Uma
medida importante na teoria de escalas temporais € a distancia entre o(t) e t, chamada
de fungdo granulacéo, definida a seguir.

Definicao 2.3. A funcao granulacao u: T — [0,00) é dada por u(t) =o(t)—t.

Observacao 2.4. As teorias de derivacao e integracao em escalas temporais fazem
uso da funcado passo a frente e da funcéo granulacao. Elas tém suas versdes analogas
utilizando a funcao passo atras e com a funcao granulacdo dada por u(t) = t—p(t),
porém nao apresentaremos a teoria para este segundo caso neste trabalho.

Outras definicbes importantes sao referentes a densidade dos pontos em uma
escala temporal.

Definicao 2.5. Sejam T uma escala temporal e te T.

(a) Se o(t)>tdizemos que t é isolado a direita;
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(b) se p(t) <t dizemos que t é isolado a esquerda;

(c) set é isolado a direita e isolado a esquerda dizemos que t € isolado;
(d) se t<supT e o(t) =t dizemos que t é denso a direita;

(e) se t>infT e p(t) =t dizemos que t é denso a esquerda;

(f) se t é denso a direita e denso a esquerda dizemos que t é denso.

Na escala temporal T dada pelo conjunto abaixo, o ponto t; é denso a direita
e denso a esquerda, ou seja, t; € denso. O ponto &, € denso a esquerda e isolado a
direita, o ponto t3 é denso a direita e isolado & esquerda e, por fim, o ponto {4 € isolado
a esquerda e isolado a direita, ou seja, t4 € isolado.

Exemplo 2.6. Vamos considerar agora alguns exemplos de escalas temporais T, clas-
sificando seus pontos.

(a) Se T=R, entdo o(t) =inf(t,c0) =t e p(t) = sup(—oo,t) = t. Assim, t &€ denso, para
todo t € R. Note ainda que u(t) =0, para todo teR.

(b) Se T=27,entdo o(t)=inf{t+1,t+2,t+3,---} = t+1 e p(t) = sup{t-1,t-2,t-3,---} = t-1.
Como para todo te Z temos p(t)=t—1<t<t+1=0(t), entdo t é isolado. Note
ainda que u(t)=1, para todo te Z

(c) Considere T ={2": ne z}u{0}. Se te T entdo t =2" para algum ne Z. Entdo
o(t)=2M1=2.2"=2¢, p(t) =21 =271.2"= L e p(t) = t. Como o(f) > ¢, t é isolado
a direita, e como p(t) <t, t é isolado a esquerda, e portanto t € isolado.

(d) Considere T = {15: neN}u{0}. Seja te T, assim t = ,1—7 para algum neN. Entao,
o(t)= 1L, p(t) = 15 € u(t) = 5. Assim, t & isolado a direita e isolado & esquerda,
portanto t é isolado.

(e) Considere T=hzZ, com h>0. Seja te T, assim t = hz, para algum z € Z. Entao,
o(t)y=t+h, p(t)=t—he u(t)=h. Assim, t é isolado a direita e isolado a esquerda,
portanto t é isolado.

(f) Considere T ={v/n,neNp}. Seja te T, assim t=+/n, para algum n e Ny. Entéo,
a(t) = VI2+1, p(f) = Vi2—1 e u(t) = Vi2+1—t. Assim, t é isolado a direita e

isolado a esquerda, portanto t é isolado.
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() Considere T ={¥/n,neNp}. Seja te T, assim t= {/n, para algum ne Ng. Entao,
o(t) = V13+1, p(t) = VB=1 e p(t) = ¥V 3+1—t. Assim, t é isolado a direita e

isolado a esquerda, portanto t é isolado.

Exemplo 2.7. Para todos a,b> 0 reais, o conjunto P, =z glk(a+b),k(a+b)+a] é
uma escala temporal, com

(1) = t, setelUg_olk(a+b),k(a+b)+a)
o\l)= t+b, se teU?{iO{k(a+b)+a},

u(t)={ 0, seteUglolk(a+b).k(a+b)+a)

b, se telJg olk(a+b)+a}.

Definicao 2.8. Um subconjunto U de T é uma vizinhanga do ponto te T se existe § >0
talque U=(t-0,t+0)NT # .

Um principio bastante Gtil na mateméatica discreta € o Principio da Indug&o.
Antes de continuarmos, provaremos aqui a sua versao para escalas temporais, que
sera utilizada mais a frente.

Teorema 2.9 (Principio da Indugéo). Sejam T uma escala temporal, tye T e {S(t): te
[{y,00) N T} uma familia de condigbes que satisfaz:

1. a condicdo S(fy) ocorre;

2. sete(ty,00)NnT € denso a esquerda e S(s) ocorre para todo se€ [ty,t)nT, entgdo
S(t) ocorre.

3. sete[ly,00)NT € isolado a direita e S(t) ocorre, entdo S(o(t)) também ocorre;

4. se te[ty,00)nT é denso a direita e S(t) ocorre, entdo existe uma vizinhanga U
de t em T tal que S(s) ocorre para todo se€ Un (t,00);

Entéao S(t) ocorre para todo t € [ty,00) N T.

Demonstrag&o. Considere o conjunto S* ={t € [fp,00)nT: S(t) ndo ocorre}. Queremos
mostrar que S* = @, para isso, vamos supor por contradicdo que S* # . Deste modo,
seja t* =infS* €[fy,00) N T (lembremos que [fy,00) N T é fechado). Agora

* se t* =1y, entdo S(t*)= S(fy) ocorre, por (1), e t* ¢ S*;

* set*>1yep(t*)=t* (isto é, t* é denso a esquerda) entéo, por (2), S(t*) ocorre
e t* ¢ S*. Se p(t*) < t*, entdo p(t*) € isolado & direita, o(p(t*)) =t* e S(p(t*))
ocorre. Assim, por (3), S(t*) ocorre e t* ¢ S*.
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Em qualquer um dos casos obtemos t* ¢ S*, isto é, S(t*) ocorre. Se t* for isolado a
direita, temos t* < o(t*) e como S(t*) ocorre por (3), S(o(t*)) ocorre, logo infS* > o (t*),
0 que € uma contradigdo. Se t* for denso a direita, o item (4) também contradiz a
definicao de t*. Desta maneira chegamos a uma contradicdo com o fato de S* #o e
concluimos a demonstracgao. O

2.1 DERIVACAO

Agora queremos interpolar os conceitos de derivagdes discreta a direita e deriva-
céao real, para obter derivadas numa escala temporal arbitraria T (como mencionamos
na Observacao 2.4, ndo trabalharemos com a derivada a esquerda). Para tanto, deve-
mos evitar o ultimo elemento da escala temporal se ele for um maximo isolado, pois
podemos ter problemas na definigdo. Formalizamos esta ideia da seguinte maneira:

Definicdo 2.10. Para uma escala temporal T definimos o conjunto TX da seguinte
maneira: se T tem um ponto de maximo m que é isolado a esquerda, definimos Tk =
T—{m}. Caso contrario, definimos TX = T. Resumidamente, temos

Tk = T—(p(supT),supT], se supT<oo
- T, se supT =oo.

Com este conjunto, somos capazes de definir a derivada a direita (chamada de
delta derivada ou A-derivada) de uma fungado f: T — R, definida numa escala temporal
T, mas somente para pontos em T,

Definicao 2.11. Sejam T uma escala temporal, f: T— R uma fungdo e te TK. A delta
derivada (ou A-derivada, ou derivada de Hilger) de f em t, denotada por f2(t), é
definida como sendo o numero real (se existir) que satisfaz a seguinte propriedade:
para cada e >0, existe § >0 tal que para todo se (t—9,t+6)NT tem-se

|H(a(8)=1(s) = FA()(o(t)=8)| < elo(t)-s|. (2.1)

Dizemos que f é delta diferenciavel (ou simplesmente diferenciavel) em TX
se fA(t) existe para todo te TX. A fungdo f2: T — R é chamada de delta derivada (ou
somente derivada) de f em TX.

Quando a delta derivada de f em t € TX existe, ela é Unica. Isto é, se te TK e
a, B € R satisfazem (2.1) no lugar de 2(t), entdo a = B. De fato, se t é denso & direita
temos o(t) =t e dado € >0, existe § >0 tal que (2.1) € valida com a e . Além disso,
existe se (t—9,t+8)nT com S#t e para este s temos
|f(t)—f(s)—p(t—s)—f(t)+f(S)+a(t—S3)|
|t—s]

< 2e.

ja—pl =

Como e >0 é arbitrario, segue que a = g.
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Agora, se t é isolado a direita, entdo o (f) > t e, dado € > 0, existe § >0 de maneira
que (2.1) se verifica para a e . Tomando entdo s =t obtemos

|f(o (1)) = £(t) = Blo(t) = 1) = F(o (1)) + F(1) + a(o(t) - 1)]
|lo(t)-1|

< 2e,

la—p|=
e concluimos também que a = B.

Observacao 2.12. Esta demonstracao, apesar de simples, revela um detalhe impor-
tante: na maioria das demonstragdes de resultados envolvendo a delta derivada, preci-
saremos separar 0s casos quando t é denso a direita e quando t é isolado a direita.

Note que, quando T =R, a delta derivada corresponde a derivada usual, e
quando T =Z, a delta derivada corresponde a derivada discreta a direita (ou derivada
para frente). Neste sentido é que dizemos que a delta derivada interpola as derivadas
continua e discreta a direita.

Agora, veja que se m € um maximo isolado numa escala temporal T, em parti-
cular o(m) = m, definindo a delta derivada de uma fungao f em m usando a Definigao
2.11, vemos que qualquer nimero real a pode ser usado para f2(m), ja que sendo m
um maximo isolado, para ¢ > 0 suficientemente pequeno temos (m—6,m+6)nT ={m}
e assim (2.1) esta trivialmente satisfeita, qualquer que seja o numero escolhido para
fA(m).

Exemplo 2.13. Vejamos alguns exemplos simples de delta derivadas.

(a) Fixado a € R, definindo f(t) = a para todo te T, temos f2(t)=0 para todo te Tk, ja
que para todo se T temos

|(a(8)~1(s) = FA()(o(t)-85)| = 0.

(b) Seja f(t)=t, para todo te T. Entdo, f2(t) =1, pois para todo se T temos

(o (1)~ 1(8) = FA()(o(t)=8)| = |o(t)~s~(0(t)- )| = 0.

(c) Definindo f(t) = 2 para todo t e T temos f2(f) = o(t) + t. De fato, para t,s € T temos
(o (1)~ 1(s)— A (1) (o (1) )| = [o2(t) = 5* = (o (1) + D) (o (1) - 5)| = |[o(1) — S](s—1)].
Assim, dado ¢ >0, tomando § =e e se (t—6,t+6)n T obtemos

|H(a(1)) ()= F2(t)(0(t) = 8)| < 8la(t)—s| =€|o(t)—s].

A definicdo de continuidade para uma funcéo f: T — R, onde T é uma escala
temporal, é a usual. Isto é, f € continua em t e T se dado ¢ >0, existe § >0 tal que se
Se (t—6,t+6)NT entao |f(t)—f(s)| <e. E também, como usual, diremos que f é continua
quando ela for continua em todos os pontos de T.

Comecemos com alguns resultados basicos sobre diferenciabilidade.



24 Capitulo 2. Escalas Temporais

Teorema 2.14. Sejam f: T — R uma fungdo e te TX. Entao
(i) se f é diferenciavel emt, entdo f é continua em t;

(ii) se f é continuaemt et € isolado a direita, entdo f é diferenciavel emt e

o Ho)=FD)  Ho(t)—F(t)
=" o=t

(iii) set é denso a direita, entéo f é diferenciavel emt se, e somente se, o limite dado

por Iimt% existe. Neste caso temos
S—
. f(t)—1(s)
FA(t) = lim ———=7;
0 st t-s

(iv) se f é diferencidvel em t, entdo f(o(t)) = f(t) + u(t) F2(1).
Demonstragéo. (i) Lembrando que u(t) =o(t)—t, note que

|f()—1(s)| = (o (1))~ F(5)— FA (1) (o (1) — 8)—{ (o (1) — F(t) — () FA (1)} + (1= 8)FA(D)]
< (o ()= (s)= A (t)(a ()= 8)| +|f(a (1) = F(t) — () 2 (D) + [t = )| F (1))
Por hipotese, f é diferenciavel, assim pela Definicdo 2.11, dado € > 0, existe § > 0 tal
que para todo se (t—5,t+8)nT vale (2.1). Dado 0<n <1 defina

B 17
S 2u(t)+ 1+ AW

AssimO<e<1eparase(t—9,t+5)nT, temos

(1) (8)] < elo ()= sl +eu(t) +|t=slI (1)l
< e[u(t) + p() + |t= s+ (D] < e[2pu(t) + 1+ (B) 1=,

0 que mostra que f € continua em t.
(i) Como f é continua em t e t é isolado a direita, temos u(t) >0 e assim

im f(a(t)—1f(s) f(o(t)—f(t) fla(t)—1(t)
s—t o(t) )

t
s a(t)—t (1)

Nos resta mostrar que f2(t) = W Dado € > 0, existe § > 0 suficientemente pe-

queno tal que se se (t—6,t+d)nT tem-se t+d<o(t) e

0 que implica em
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e conclui a prova deste item.
(iii) Suponha t denso a direita (ou seja, o(t) =t). Se f é diferenciavel em t, entao
dado e >0, existe 6 > 0 tal que |f(t)—f(s)—f2(t)(t—s)| < e|t—s]|, para todo s€ (t—5,t+5)NT.
Assim, para s (t—-6,t+0)NnT e s#t obtemos
f(t)—£(s)
t—s

—#uﬂ<a

o0 que mostra que f2(f) = Iimt%.
S—

Reciprocamente, assuma que f2(t) = Iimt%. Entdo dado € >0, existe 6 >0
S—
tal que para todo se (t—-6,t+6)NT temos

M0=18) _pa

s <e seesodse |[f(t)—Ff(s)]-A(t)(t—s) <e|t—s|,

e como o(t) =t, concluimos que f é diferenciavel em t.

(iv) Se t é isolado a direita, sendo f € diferenciavel, o resultado segue direta-
mente do item (ii). Se t denso a direita, entdo o(f) =0 e u(t) =0, e a expressao é
trivialmente satisfeita quando f é diferenciavel em t. O

Com este resultado, podemos mostrar que, como mencionamos anteriormente,
se T =R, a derivada delta coincide com a derivada usual. De fato, pelo item (a) do
Exemplo 2.6, todo t € R € denso, e usando item (iii) do Teorema 2.14, uma funcéo
f: R— R é delta diferenciavel se, e somente se, f2(t) = IlmlrM f'(t).

No caso onde T = Z, a derivada delta coincide com a derivada discreta, pois
pelo item (b) do Exemplo 2.6, todo t € Z € isolado, e usando o item (ii) do Teorema 2.14
(como Z é discreto, toda funcéo f: Z — R é continua) entdo toda fungéo f: Z — R € delta
diferenciavel e fA(t) = w = f(t+1)=£(t).

Agora apresentamos alguns exemplos de célculo de algumas delta derivadas
em diferentes escalas temporais.

Exemplo 2.15. (a) Considere T = {— neN}u{0}, na qual, peIo Exemplo 2.6 (d), todo

ponto te T € isolado a direita, com o(t) = 1tt e u(t) = 1 —- Considere a fungao

f: T — R dada por f(t) = o(t). Esta funcao é continua, e pelo Teorema 2.14, temos

(1) = f(o(t)—f(t) 0(1—2)_1_2 R

& 12t
p(t) & t

‘

Assim fA(t) = ' para cada t e TX.

ZI\)

(b) SejaT= { o0}, onde pelo Exemplo 2.6 (e), todo t€ T é isolado a direita, com
o(t)= t+ e ,u( )= % Considere f(t) = t2, que é continua. Do Teorema 2.14, temos
Ha(t)—=f(t) _o?(t)—t?
p(t) o(t)-t
e assim fA(f)=2t+} paratodo te T.

fA(t) =
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(c) Para T={vn:ne l\lo}, sabemos do Exemplo 2.6 (f) que todo te T é isolado a
direita, com o(t)= V12 +1 e u(t)= vV 12+ 1—t. Tomando f(t) = t2, o item acima nos
da fA(t)=o(t)+t, e portanto fA( )=+ t2+1+tparacada teT.

(d) Considere T = {\/_ ne NO} Do Exemplo 2.6 (g), todo te T é isolado & direita,
com o(t) = Vid+1e u(t = V13 +1—t. Tomando f(t) = t3, que é continua, segue
do Teorema 2.14 que

- 3(H— 13
fA(t)= f(U(t)) f(t) _ o (t) t =0'2(t)+t0'(t)+t2,

u(t) o(t)—t

e assim f2(t) = 3/(B+1)2+tY/ 13 +1+12 para cada te T.

Vejamos agora como ficam as regras de diferenciagao usuais para a delta deri-
vada.

Teorema 2.16. Sejam T uma escala temporal e f,g: T — R funcées diferenciaveis em
te TK, entdo:

(i) asomaf+g: T —R é diferenciavel em t e (f+g)2(t) = FA(t) + g2 (1);
(i) para qualquer a € R, a funcdo af: T — R é diferencidvel em t e (af)®(t) = af>(t);

(i) o produto fg: T — R é diferencidvel em t e (fg)2(t) = F2(t)g(t) + f(o(t))g(t) =
f(t)g™(t)+ fA(t)g(o (1)),

(iv) se f(t)f(a(t))#0, a fungao : T— R é diferenciavel em t e

1\2 U
(7) O =ffa0)

(v) se g(t)g(a(t)) #0, a fungéo é : T— R é diferenciavelem t e

" Ag)-f(tg )
(g) 0=""gbglo(t)

Demonstragéo. (i) Dado € >0, existem §1,0» >0 tais que para se (t—61,t+61)nT temos

|(a(1) = ()= FA (D)o (t) -] < gla(f)—SI,

e para se (t—0o,t+0o)NT temos

19(a (1) ~g(s)-g* (Do (t)—s]l < %IG(T)—SI-

Tomando § =min{d1,d2} >0, para se(t—5,t+6)n T obtemos

|(F+9)(a(t)~(F+)(8)~[(f+ > (Do (t)=(s)]
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<|f(o(t)—f(s)— A (Do (t)—s]l +Ig(a(t) —g(s)—g* (Do (t) -S|
< (5+5)lo(t)—s|=¢la(t)-s],
e portanto f+g é diferenciavel em t e (f+9)2(t) = F2(t) + g2 (b).

(ii) Se a =0 o resultado segue do Exemplo 2.13 (a). Agora, para a #0, como f é
diferenciavel em t, existe 6 >0 tal que para se (t—6,t+5)n T temos

Zlo(t)-s|

Ho () =(s) = (Blo()=sll < 1

Assim, para se (t—-6,t+06)nT obtemos

|(af)(o () —(af)(s)—af (D)o (t)=s] = |l (a(t) ~f(s) = (D) (o(t)-5)| < elo(t)-s],

e portanto af é diferenciavel em t e (af)®(t) = af>(t).
(iii) Da diferenciabilidade de f e g em t, e da continuidade de f em t (pelo
Teorema 2.14), dado 1 >0, existe 6 >0 tal que para se (t—6,t+56)n T temos

(o (1)~ ()~ FA (D)o (t) =]l < nlo(t)-s|,

9(a(1))—9g(s)—g* (D)o (t)—s]| < nlo(t)—sl,
e também |f(t)—f(s)| <n. Assim, dado ¢ >0, tomando 0 <n <1 de maneira que

€
T= ¥ lg(e @)+ B+ g5 (D)’

e 6 >0 como acima, para se (t—4,t+5)n T obtemos

|(fg) (o (1))~ (fg)(s)~[F*(t)g(o (1)) + F() g™ ())(a(t) )]
)

)=l
= (o (1)g(o(t) ~F(s)g(s)~[F*(t)g(a(t) + F(t)g* (D) (a(t) )]
)

<IHa(t)—~1(s)=FA (D) (o(t)=9)llglo ()] +g(o (1)~ g(s) - g* () (o () - 9)If(2)]

+19(a(1)~g(s) =g () (a(t)=8)If(s)~F(t)| +|a(t) = sllg™ (D)If(s)~F(1)]
<nlo(t)=sllgla(t)|+nlo ()= sl (D] +n?lo(t)=s| +nlo(t)-sllg* ()]
<elo(t)-sl.

Portanto fg é diferencidvel em t e (fg)2(t) = f2(t)g(t) + f(o(t)) g (t). Como fg = gf, segue
diretamente que (f9)2(t) = f(£)g> () + FA () g(o (1))

(iv) Por hlpotese s esta bem definida para s=t e s=0(t), ja que f(t)f(a(t)) #0.
Como f é continua em £, segue que existe §1 >0 tal que f(s) #0 para se (t-61,t+51)NT
Note que

P PO ms e o) =K -t (-9
o) fs) T FOfo®) 7S]

O -(3)]

RO
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e assim, dado € >0, escolhendo 0<d <d4 tal que

€

|[H(a(8)~F(s) = (D)o (t)=5)| < 5lo(t) -S|

o) >
e
PO -KS), e
f9f(0R(n) <270
para se (t—-6,t+6)nT, segue que
1 1 A1)
oty 10 o) 09 <0

e portanto 1f é diferenciavelem t e

1\A A
(7) ==t

(v) Dos itens (ii) e (iv) segue que é: f-é é diferenciavel em t e

(g)A(t) =(f.1§)A(t) = (1) (é)A(t)#A(t) (é) (o(2))

a9, 1 PAOa) (g (1)
= OGGm T glglo)

[]

Para simplificar a notagéo, dada uma fungao 7: T — R, consideramos a fungao
f9: T — R dada por f?(t) = f(o(t)) para cada t € T. Desta maneira, as regras de deriva-
¢ao de produtos e quocientes, nesta notagéo, se escrevem como (fg)2 = fg® + 7 g”,

1\a A f\A  fAg—fgh
()t o ()T
f ffo g 99°
Exemplo 2.17. Vejamos alguns exemplos de calculos de derivadas em algumas esca-
las temporais.

(a) (Produto de trés funcodes) Se f, g, h sdo funcdes delta diferenciaveis em t, numa
escala temporal T, obtemos

(fgh)™ =(fg)*h+(fg)” h* = (f*g+17g*)h+ 7 g7 h*
=fAgh+f° g h+f°g° h*.

. - 1 -
(b) Considere uma escala temporal T com 0¢ T e a funcédo dada por f(t) = T Entao

() =~

f(t+h)—f(t)

(c) Sejam h>0, T=hzZ e f: T — R, a sua delta derivada é dada por f2(t) = —

para todo te T.
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(d) (Escala quantica) Para g > 1, considere a escala temporal T = {qk: k e 7z} u{0}.
Para todo t e T, temos o(t) = gt (em particular, o(0) =0), p(t) =Ci7 e u(t)y=t(g-1).
Como ¢(0) =0, t=0 denso a direita. Também, como p(t) = Lt<qtparat#0,

—q
todo t#0 é ponto isolado.

Para f: T — R continua, pelo Teorema 2.16 obtemos

A %, se te T—{0},
(0= Iimoksf(o), se t=0, desde que o limite exista.
S—

Em geral, nas teorias de derivacao, seria apresentada agora a regra da cadeia.
Porém, para demonstrarmos esta regra para escalas temporais em geral, precisamos
de alguns outros resultados, e deixaremos tanto o enunciado quanto a demonstracao
desta regra para a Segao 2.3.

2.2 INTEGRACAO

Nessa secao introduziremos os conceitos de integrais indefinidas, de Cauchy, e
impréprias, além de estudar algumas propriedades basicas dessas integrais e exem-
plos em diferentes escalas temporais. Para isso, sd0 necessarios alguns conceitos
inciais. No que segue, seja T € uma escala temporal.

Definicao 2.18. Uma funcao f: T — R € chamada regrada se o limite lateral a direita
existe em todos os pontos densos a direita em T e também se o limite lateral a esquerda
existe em todos os pontos densos a esquerda em T.

Diremos que f: T — R € rd-continua se for continua nos pontos densos a direita
em T e se o limite a esquerda existe nos pontos densos a esquerda em T.

O conjunto das fun¢des que séo rd-continuas é denotado por C,y, ou C,4(T), ou
ainda C,4(T,R). Ja o conjunto das fungdes que sdo diferenciaveis e possuem derivada
rd-continua ¢ denotado por C};=Cl (T)=C} (T, R).

Claramente toda funcéo rd-continua € regrada, e toda funcao continua é rd-
continua. Vejamos mais algumas propriedades destas funcdes, que serao utilizadas
em alguns resultados futuros.

Teorema 2.19. Considere uma fungéo f: T — R. Entdo
(i) o operador passo a frente o é rd-continuo;

(i) se g: R— R é continua e f é regrada ou rd-continua, entdo gof é regrada ou ra-
continua;

(iii) se f é regrada ou rd-continua, entao f° é regrada ou rd-continua.
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Demonstragéo. (i) Seja te T denso a direita, isto €, o(t) = t. Assim, dado € >0 existe
O<d<etalque se se(t,t+5)nT temos o(s) <t+e. Como para se (t—5,t]n T temos
s < o(s)<t, obtemos |o(s)—a(t)| < <e para todo se (t—5,t+5)nT. Portanto o é
continua nos pontos densos a direita.

Agora seja t € T denso a esquerda (assim p(t) =t). Dado € >0 tome 0<d <
e tal que para se (t—4,t) temos s < o(s) < t. Assim para sy,S» € (t—9,t) obtemos
lo(s1)—0o(s2)| < <€, e portanto o limite lateral a esquerda existe. Concluimos entéo
que o operador passo a frente o é rd-continuo.

(i) Este item segue diretamente da continuidade de g em R.

(iii) Suponha f regrada. Se te T é denso a direita entdo o(f) =t e o é continua
em t, assim o limite

lim f7(s) = lim f(o(s)) = lim f(u)

s—t s—t u—t
existe, ja que f é regrada (se f for rd-continua, tal limite é igual a f(t) = f7(t) e f? é
continua em t).

Agora, se te T é denso a esquerda, o limite Iiml_o(s) existe e, denotando a =
S—
lim o(s), o limite

s—t
lim f7(s)= lim f(o(s)) = lim f(u),
Jim f9(s)= lim f(o(s))= lim £(u)
existe, ja que f é regrada e @ € T € um ponto denso a esquerda. Portanto 7 é regrada
se f é regrada, e f? é rd-continua se f for rd-continua. O

Teorema 2.20. Sejam T uma escala temporal, a< b reais e f: [a,b]nT — R uma fungao
regrada. Entéo f € limitada.

Demonstracdo. Suponha, por contradicao, que f:[a,b]n T — R nao é limitada. Assim,
para todo ne N, existe uma sequéncia {tn} < [a,b]nT tal que |f(tn)|>n. Como [a,b]nT é
compacto (pois € um fechado dentro do compacto [a, b)), {tn} possui uma subsequéncia
{tn,} convergente, digamos para fy € [a,b]. Como T é uma escala temporal, {y € T, pois
T é fechado e {tp,} < T.

Por definigéo, fy n&o é ponto isolado de T e existe uma subsequéncia de {tn,}
que tende a fy ou pela direita ou pela esquerda, logo o limite de f(t;) quando f; é finito,
ja que f é regrada. Isto nos d4 uma contradicao e prova que f é limitada. O

Definicao 2.21. Dizemos que uma fungéo continua f: T — R é pré-diferenciavel com
regido de diferenciacdo D, ou simplesmente pré-diferenciavel em D, se D c T,
TK—D é no maximo enumeravel e ndo tem nenhum ponto isolado & direitade T, e f é
diferenciavel em todos os pontos de D.

Exemplo 2.22. Considere a escala temporal P, 1 =32 o[3k, 3k +2] (veja Exemplo 2.7)
e afuncado f: T — R dada por

f(t) = 0, se tel g ol3k,3k +1]
| t-3k—1, sete[3k+1,3k+2],keNj.
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Entdo f é pré-diferenciavel em D =T\{Jz ({3k +2}.

O célculo em escalas temporais possui sua versdo do Teorema do Valor Médio,
dada a seguir.

Teorema 2.23 (Teorema do Valor Médio). Sejam T uma escala temporal e f,g: T — R
funcées pré-diferencidveis em D, com |f2(t)| < g2 (t) para todo t € D. Entdo para todos
r,seT er<stemos

|f(s)—F(r)] < g(s)—g(r).

Demonstracdo. Sejam r,se T com r<se[r,s)\D={ty: neN}. Dado ¢>0, usando o
Principio da Inducao (Teorema 2.9) mostraremos que para t € [r, s] temos

o0
(0= < 9(t)=g(r)+e(t=r+3 2" 22)
th<t
Defina S(t) como a condigao de t satisfazer a desigualdade (2.2).
Para t=r temos |f(r)—f(r)| =0 e (2.2) esta trivialmente satisfeita, ou seja S(r)
ocorre.
Se te|[r,s] é isolado a direita (neste caso t e D) e S(t) ocorre, queremos mostrar
que S(o(t)) ocorre. Usando o Teorema 2.16, a limitacdo para |f2(t)|, a hipdtese de
inducéo para t, e o fato que de o(t) > t, temos

|[H(a ()= ()] = [F(£) + ()2 (1) = ()] < (O FA ()] + | F(£) = £(r)]

<u(t)gA(t>+g(t>—g(f)+€<f‘”zz_n)

th<t

(o.¢] (0.0
=g(o(t))—g(r)+e (t—r+ 22—”) <g(o(t)—g(r) +e(a(t)—r+22_”> :
th<t th<t
0 que mostra que S(o(t)) ocorre.
Suponha agora que f< s é denso a direita e que S(t) ocorre, analizaremos dois
casos:teDet¢D.
Se te D, entdo f e g séo diferenciaveisem t e existe 6 >0 talque r< -6 <t+6 < s
e paratodo € (t—6,t+6)nT temos

()= (@)= A (t-7) < Slt-1] e IQ(T)—Q(T)—QA(T)(f—T)K%IZ‘—TI

N o

e assim
- < (1015 )it e latt-gloli < 90+ )it

Para € (t,t+5)nT temos

|[f(7) = (NI < [F(z) = F(D)] + [F(t) = F(r)] < (IfA(f)|+g>IT—T|+|f(1‘)—f(f)I
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e portanto S(r) ocorre. Agora, se t¢ D, entdo t =ty para algum meN. Como f e g sdo
continuas, existe 6 >0talque r<t-d<t+d<separate(t—5,t+5)nT temos

f@)-f(t)<e2™ e |g(r)-g(t) <e2 ™.

Para 7€ (t,t+8)n T obtemos

[F(z)—=1(r)| < |f(z)=F(D)|+|F(t)—=F(r)| <e2 M1 +g(t)—g(r)+e(t—r+§:2‘”)

th<t

<e2™M +g(r)+62_m_1 —g(r)+e<r—r+22‘”)
th<t

=e¢-27M4g(r)—g +e(r r+22 ) +e(r r+z2 )

th<t th<t

e neste caso mostramos também que S(r) ocorre.
Por fim, suponha que t € denso a esquerda e que S(r) ocorre parate[r,t)nT

Entao

|f(r)—1(r)| < g(r)—g(r)+e(1_r+§:2—n)

tn<T

< g(r)—g(r)+e(t—r+§:2‘”),

th<t

e como f e g sdo continuas, tomando o limite quando 7 — t~, vemos que S(t) ocorre.
Assim todas as hipéteses do Principio da Inducéo (Teorema 2.9) estao verifica-

das, e (2.2) esta verifcada para todo te[r,s]nT. Como ¢ >0 é arbitrario, fazendo ¢ — 0

e t=s, obtemos o resultado. O

Do Teorema do Valor Médio, tiramos algumas consequéncias interessantes.

Corolario 2.24. Sejam r,seT com r < s, U um intervalo qualquer de extremos em r e
s, ef,g: UnT — R fungbes pré-diferenciaveis em D. S4o validas:
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(i) paratodos t,te UnT temos

[f(t)—f(r)| < sup [FA(D)]-[t-7];
teUnD

(ii) se fA(t)=0 para todo te D, entdo f é uma funcdo constante em UnT;

(i) Se fA(t) = g(t) para todo t € D, entdo existe uma constante c € R tal que g(t) =
f(H)+c, paratodote UNT.

Demonstracgo. (i) Defina

M= sup |fA(1)].
teUnD

Se M = oo, a desigualdade é trivial. Suponha entdo M < oo e defina a fungéo h: UnT — R
por h(t) = M(t—r). Assim h é diferenciavel em UnTK e h2(t) = M > |f2(t)|, para todo
te UnD. Pelo Teorema do Valor Médio obtemos |f(t)—f(z)| < h(t)—h(z), para todos
t,te UnT com 7 < t, 0 que conclui a demonstracao deste item.
(i) Como f2(t) =0 para todo te Un D, temos M =0 em (i), e o resultado segue.
(iii) Segue diretamente do item (ii) aplicado a funcédo k=f—g. O

Definicao 2.25. Uma fungéo F: T — R € chamada de pré-antiderivada de uma fungéao
f: T—Rse F é pré-diferenciavel numa regido D e F2(t)=f(t) para todo te D.

Enunciamos agora um resultado que garante que toda funcéo regrada possui
uma pré-antiderivada, mas sem demonstragdo, uma vez que sua prova para escalas
temporais em geral requer a introdugcédo de outros conceitos que fogem do objetivo
deste trabalho. Para a demonstracdo completa deste teorema, sugerimos a consulta
de (BOHNER; PETERSON, 2001, Teorema 8.13).

Teorema 2.26. Toda funcéo regrada f: T — R possui uma pré-antiderivada.

O item (iii) do Coroléario 2.24 nos mostra que, dada uma funcao regrada definida
num intervalo de uma escala temporal, todas as suas pré-antiderivadas diferem entre
si por uma constante.

Definicao 2.27. Dada uma fungéo regrada f: T — R, sua integral indefinida é definida
por

/HDM=FM+Q

onde F é uma pré-antiderivada de f e ¢ € uma constante arbitraria.
Dados r,se T, a integral de Cauchy ¢ definida por

/Sf(t)At= F(s)—F(r),

onde F é uma pré-antiderivada de f.
Uma funcdo F: T — R é chamada de antiderivada de f: T — R se F2(t) = (1)
para todo te Tk isto é, se F é uma pré-antiderivada de f em D= Tk,
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Exemplo 2.28. Vejamos alguns exemplos simples envolvendo integracdo em T = Z.

(a) Calculemos fatAt, com a#1. Note que para te Z temos
a \* 1 (ael-al\ 1 rat+'-4 _
a-1) “a-1\ ot)-t ) a-1\ t+1-t )
Assim f(t) = a' é regrada e uma antiderivada de f é F(t) = @ Portanto

a1
t
a
[atat= 2 o
a-1

(b) Para k#1 e a R, vamos calcular [(t+ a)kAt. Note que

[(t+a)k+1

A
o ] =k+1[(t+a+1)k+1—(t+a)k+1]

e fazendo t+ a =m, temos

A k+1 k+1
(l'+0,’)k+1 _ 1 i k+1 mk+1_p_mk+1 _ 1 * k+1 mk+1_p
k+1 k+1 p k+1 —~\ P

p=0
Kk
)3

= (g) mk=(t+a)k.
p=0

K+1
/(t+a)kAt= %+C.

Portanto
k+1
(c) Para a R, calculemos [ (!)At. Como
( t >A=(f;j1)—(aj1) =<t+1>t+1—a_(t)(t—a)
a+1 t+1-a a a+1 a)\a+1

(e tt-a) [
(a+)(t—a)! (a+1)!(t—a)!_<a>’

[(2)ar=(asa)+o

O préximo resultado nos da a existéncia de antiderivadas para funcdes rd-
continuas.

segue que

Teorema 2.29. Toda fungcdo rd-continua possui uma antiderivada. Em particular, se
ty € T, entdo a fungdo F(t) = | tf) f(r)At, para todo te T é uma antiderivada de f.
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Demonstracdo. Como f rd-continua, f € regrada e portanto possui uma pré-antideri-
vada pelo Teorema 2.26. Queremos mostrar que F é uma antiderivada de f, isto €&,
queremos mostrar que F2(t) = f(t) paratodo te Tk,

Para isto, seja te TK—D. Como TX-D nao possui pontos isolados a direita de T,
t é denso a direita. Como f é rd-continua (portanto continua em t), dado ¢ >0, existe
6 >0 tal que |f(s)—f(t)| <€, para todo se (t—5,t+6)NT.

Defina h(r) = F(r)—f(f)(r—1y) para T € T, onde fp € T esta fixado. Entdo h € preé-
diferenciavel em D e h2(t) = F2(v)—f(t) = f(r)—f(t). Assim, |h2(s)| = |f(s)—f(t)| <€, para
todo se (t—9,t+6)n D. Pelo Corolario 2.24, para re (t—5,t+6)nT temos

|F()=F(r)=f()(t=r)| =[h(t) + {()(t = 1o) = (h(r) + F(t) (r— o)) — F(t) (£ 1)]

=|h(t)—h(NI<  sup  [AA(8)|-[t—r| <elt-r1],
se(t=5,t+6)nD

o0 que mostra que F é diferenciavel em t e FA(t) = f(t).
A ultima afirmagéao é entdo imediata da definigcdo da integral de Cauchy. N

Apresentaremos agora algumas propriedades basicas da integracdo em escalas
temporais, e sao Uteis para o calculo de integrais de forma mais pratica e simples.
Muitos desses resultados sdo semelhantes aos ja conhecidos para as integrais de
Riemann.

Teorema 2.30. Se fe Cry e te TX, entdo [71 f(r) At = u(t)f(1).

Demonstracdo. Como f é rd-continua, temos ft”(t) f(r)At = F(o(t))—F(t), ainda, como
F é diferenciavel, sabemos que F(o(t))—F(t) = u(t) F2(t). Portanto

o(t) A
/t f(r) At = p(t) F2(1) = p()£(2).

Teorema 2.31. Se f2(t) > 0 entdo f é ndo-decrescente.

Demonstracdo. Sejam f2(t) >0 em [a,b]nT e s,te T com a< s< t < b, entdo, pelo
Teorema do Valor Médio, temos f(t)—f(s) > 0. Assim, f(t) > f(s) e f € ndo-decrescente.
O

Teorema 2.32. Sejam a,b,ce T, acR e f,ge C,y, entdo valem as seguintes proprie-
dades

b b b
(1) /a [f(t)+g(t)]At=/a f(t)At+/a g(t) At;

b b
2) /a (af)(t)At:a/a f(t)At;
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(3) / f)At=— / At
b
(4)/a f(t)At:/a f(t)At+/C f(t) At
b b
(5) / (o()g™ (1) At = (fg)(b)—(fg) (@) / A (t)g(t) At
b b
(6) / F(1)g> (1) At = (fg)(b)— (fg) (@)~ / (g () At
(7) /:f(t)At=0;

b
(8) Sef(t)y>0paraa<t<b, entéo/ f(HAt>0;
a

b b
(9) Se |f(t)| < g(t) em[a,b), enta”o(/ f(t)At‘g/ gl At
a a
Demonstragéo. (1) Note que
b
f = f(t
/a[(t)+g(t)]At (F+GQ)(b)—(F+G)(a / At+/ a(t)
(2) Temos
b b
a/ f(t)At:a(F(b)—F(a)):aF(b)—ocF(a)=/ (af)(t) A(t).
a a
(3) Veja que
b
/f(t)At:F(b)—F(a):—(F(a)—F(b)):— af(t)At.
a

(4) Note que

c b b
/f(t)At+/ f(t)At:F(c)—F(a)+F(b)—F(c)=/ f(f) At.
a c a

(5) Sabemos que (fg)2(t) = FA(1)g(t) + f(a (1)) g2(t), assim

/abfA( At+/ f(o /b(fg) () At

b b
/a ()9 (1) A(t) = (fg)(b)— (fa) (@) - / A (gt

a

isto é

(6) Analogo ao item (5), usando a igualdade (fg)2(t) = f() g™ (t) + fFA(t)g(a(1)).
(7) Segue direto da definigao.
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(8) Como f(t) >0 para a< t<b, entdo F2(t) = f(t) > 0. Pelo Teorema 2.31, F é

b
nao-descrescente, assim F(b)—F(a) > 0. Logo, f(H)At>0.
a
b

(9) Temos g(t)—|f(t)| > 0, pelo item (8),/ (g(t)—|f(t)|) At > 0. Assim
a
b b b
| atat= [Cirtolae= | [Crear|

Teorema 2.33. Segjam a,be T e fe C,y. Entéo,
(i) Se T=R, entdo [2f(t)at=[PKt)at;
(i) Se [a,b] consiste apenas de pontos isolados, entao

Sou(hf(t), sea<b

b te[a,b)
/ f(t)At= 0, sea=b
. — 3 u(tf(t), seb<a
te[b,a)
(iii) Se T=hz com h>0, entdo
( 9_1
h
> f(kh)h, sea<b
b k=5
/ f(t)At= 0, sea=>b
a %_1
- > f(kh)h, seb<a
=

Demonstragédo. (i) Como T =R, temos F2(t) = F'(t), para todo t € R e segue o resultado.

(ii) Por hipdtese, o intervalo [a, b] possui apenas pontos isolados, assim podemos
escrever [a,b]={ly,t1,---,th} com a=ly< t; <---<tp=b. Entdo, usando o Teorema 2.30,
obtemos

b ty t ty 1 g
/ f(tyAt= [ f(t)At= f(t)At+---+ f(t)At:Z/ f(t) At
a to tO tn_1 I=0 t
n—1 o(t) n—1
=S [ foat=Y i) = 3 wor
i=0 /1 i=0 tela,b)
b
Portanto / f(t)At = Z w(Hf(t), quando a< b. O resultado € mostrado de forma
a te[a,b)

analoga para b< a e € imediato quando a=b.
O item (iii) € imediato de (ii), e a demonstracao esta completa. O
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t
Exemplo 2.34. Vamos calcular a integral / SAs usando o Teorema 2.33.
0

t t 2
/sAs=/ sds=—.
0 0 2

Lt

/0" f(hs)as=3" Pk = o (t-h)t.

k=0

* Quando T =R temos

* Quando T = hZ temos

N >

Por fim, de maneira analoga ao Calculo Diferencial, definimos a integral impro-
pria para uma fungao rd-continua.

Definicao 2.35. Para ae T, sup T =oo € f rd-coninua em [a,00)NT, definimos a integral
improépria de f em [a,00)N T por

0 b
/a f(t)At:lJme/a f(t) At,

(o]
desde que este limite exista. Quando o limite existe, dizemos que a integral / f(f)At
a
converge. Caso contrario, diremos que a integral diverge.

Exemplo 2.36. Sejam g>1e T={q": ne z} u{0} a escala quantica dada no item (d)
do Exemplo 2.17. Temos
-9
t t2’

00 { b 1 q b
— At= lim —At= lim ——| =q.
/1 12 b—oo Jq 12 b—oo t’1 q9

logo

2.3 REGRA DA CADEIA

Nesta secédo apresentaremos duas versdes da regra da cadeia (uma diferencial
e uma integral), além de um resultado que nos permite mudar as escalas temporais
no calculo de algumas integrais. Mas antes de comegarmos, vejamos que a regra da
cadeia da maneira usual ndo € valida em geral para escalas temporais.

Exemplo 2.37. Sejam f,g: Z — Z dadas por f(t) = t2 e g(t) = 2t. Temos (fog)(t) =42 e
(fog)2(t) =8t+4. Por outro lado, se utilizarmos a regra da cadeia conhecida no conjunto
dos numeros reais, temos 2(g(t))g>(t) =8t +2.

A seguinte versao da regra da cadeia para escalas temporais é bastante Gtil em
aplicagdes.
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Teorema 2.38 (Regra da Cadeia). Assuma que g: R—R é continuae g: T — R é delta
diferencidvel em TX, e f: R — R uma fungdo continuamente diferencidvel. Entdo existe
ce[t,o(t)] tal que

(fog)™(t)=f(g(c)g™ (1) (2.3)

Demonstragdo. Fixe t € TX. Primeiro, suponha que t é isolado & direita. Assim

(fog)™(t) =

Note que se g(a(t)) = g(t), entdo (fog)2(t)=0 e g”(t)=0. Logo (2.3) é trivial para todo
ce[t,o(t)]. Agora, se g(a(t)) # g(t), do Teorema do Valor Médio usual para funcoes
reais de uma variavel real, existe d e R entre g(t) e g(o(t)) de forma que

f(g(o(t)))—F(g(t)) glo(t))—g(t)
g(a(t))—g(1) ()
Como g: R — R é continua, existe c € [t,a(t)] tal que g(c) = d, o que implica que (fo

9)2(t) = '(g(c))g™()-
Suponha agora que t é denso a direita (o(tf) = t). Assim

(fog)(t) = =f'(d)g™().

(fog) (1) - lim f(g(f)z:i(g(s)) =£th/(ds) {Q(T;:SSJ(S)] ,

onde ds € R é um valor entre g(s) e g(t). Como g é continua, ds — g(t) quando s —t, e
como f’ é cont’'inua, f'(ds) — f(g(t)) quando s —t, e (2.3) segue. O

Exemplo 2.39. (a) Sejam T =27, f(t) = t2 e g(t) = 2t. Vamos encontrar c € [t,o(t)]
tal que (fog)2(3) = f'(g(c))g?(3). Temos ce[3,4], (fog)*(3) =28, f'(g(c)) =4c e
g*(3)=2. Logo, c= 5.

(b) Sejam T=7 e f(t)=g(t) = t2. Vamos encontrar c € [t,o(t)] tal que (fog)2(2) =
f'(g(c))g”(2). Temos c € [2,3], (fog)2(2) = 65, f/(g(c)) =2¢® e g*(2) = 5. Logo,

c=+/6,5.

Vejamos agora uma versao integral da regra da cadeia para escalas temporais,
que nao exige que a fungao g esteja definida em todo R.

Teorema 2.40 (Regra da Cadeia). Sejam f: R — R uma fungdo continuamente diferen-
ciavel e g: T — R uma fungdo delta diferenciavel. Entdo fog: T — R € delta diferenciavel
e

]
(fog)®(t) = Uo f'(g(t) +hu(t)g® (t) dh| g*(t) (2.4)
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Demonstragéo. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

glo(t))
(g (1))~ F(g(s)) = /g L

Usando a regra da substituicdo na integral de Riemann, fazendo 7 = hg(o (t))+(1-h)g(s),
obtemos drt =[g(c(t))—g(s)]dh e ainda, se T =g(s), entdo h=0 e se t=g(o(t)), entdo
h=1. Assim

fg / [f'(hg(o —hg(s)llg(a(t))-g(s)1dh
=[9(a(1))-9g(s)] Uo f'(hg(o () +(1-h)g(s)) dh (2.9)

Sejam te TX e ¢> 0. Por hipdtese, g é delta diferenciavel, assim existe 61 > 0 tal
que para se (t—964,t+61)NnT temos

19( () ~9(s)-g" () (o ()= s)| <eqlo(t)-s|, (2.6)

onde
>0.

= 1
1+2/O |f'(hg(o(t))+(1-h)g(1))| dh

Como f’ é continua em R, e portanto uniformemente continua em subconjuntos com-
pactos de R, existe d» >0 tal que para se (t—6o,t+62)N T temos

€

|f'(hg(a (1)) + (1=h)g(s))—f'(hg(o () + (1 -h)g(t))| < 2(er +195(0))

uma vez que
|hg(a(t)) +(1—h)g(s))—(hg(o(t)) + (1-h)g(t))| = (1-h)g(s)—-9g(t)| < |g(s)—g(?)]-

Defina 6 =min{64,d5}, a = hg(a(t))+(1—h)g(s) e B=hg(a(t))+(1—-h)g(t). Temos
assim

(fog)(a(t))=(fog)(s)—(o f)—S)gA(f)/ f’(ﬁ)dh'

(2£5)‘[ga (9)] / ' (a) dh— / F(p dh‘
=’[g(0( / f' (o) dh— / f'(B
+(o(t)—8)g> (1) { /O f'(a) dh— /O f’(a)th

1 1
='[Q(O(f))—g(s)—[U(f)—S]gA(t)]/0 f’(a)dh+(0(f)—s)gA(f)/0 [f'(a)—f'(ﬁ)]dh‘
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1 1
‘g —g(S)—(U(t)—S)QA(t)I/ |f'(a) dh +|0(T)—S||9A(l‘)|/0 |f'(a)—f'(B) dh
(2.6)
< eqla(t) sl/ |f'(@)| dh+|o(t)—s||g>( |/ If'(« B)| dh
<eqlo(t s|/ IF(B) dh+[eq +1g> (Olo(D) s|/ 7(@)~7'(B) o
€
<Slo(t)=sl+3lo(t)=s=elo(t)-sl,
logo fog é delta diferenciavel e (fog)® [/ f'(g(t)) + hu(t)g Adt) dh} g2(t), como
gueriamos demonstrar. N

Exemplo 2.41. Sejam f:R— R e g: Z — R fungdes dadas por f(x)=eX e g(t) = t2,
assim f'(x) = eX e g2 (t) =2t+1. Pelo Teorema 2.40, temos

1
(fog)® U f'(g(t)) + hu(t)g (t)dh]g%):[/o et2+h(2t+1)dh}(2t+1)

2t+1 o)
2t 1)h 2 e 2
0

_ £
ori1P=¢

—-e,

e portanto (fo g)2(t) = ef*+2t+1 _f®,

Sejam T uma escala temporal e v: T — R uma funcéo estritamente crescente
tal que T = v(T) também seja uma escala temporal. Vamos denotar a funcdo passo a
frente em T por & e a delta derivada em T por A. Note que voo =g ov. Vejamos agora
uma versao da regra da cadeia quando misturamos estas escalas temporais.

Teorema 2.42 (Regra da Cadeia). Sejam T uma escala temporal, v: T — R uma fungcao
estritamente crescente tal que T é também uma escala temporal, e w: T — R. Se v2(t)
e w™(v(t)) existem para todo te T, entdo

(wov)? = (P ov)V? (2.7)

Demonstragdo. Dado O<e <1, defina

€
€1 = = >0.
T+ VA0 + | (v(1)]

Por hipétese, v2(t) e a)z(v(t)) existem, e existem §4,9» >0 tais que
V(o (t)=v(s)=v () (o (t)=s)| <eqlo(t)—s], (2.8)

para se (t—01,t+do)NT, e

(@ V(1)) = (N =0 (V)G (v(t)~rl < eq]F(v(1) ~r], (2.9)
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para re (v(t)=8o,v(t) +82) N T.

Como v é estritamente crescente, existe 0 < <64 tal que (t—06,t+0)nT c
v ((v(t)=0d2,v(t)+62) NT). Para se (t—6,t+8)NT temos s¢ (t—=61,t+01)NT e v(s) e
v(t)=62,v(t)+62) N T. Usando (2.8) e (2.9) obtemos

w(v(a (1))~ (v(s) = (a(t)=s)w™ (v(t)) vA(D)

= lo(v(a(1) ~0((8)) ~[F (V1) ~v(s)]lo™ (V(t) + [ (v(t) —(s)

—(o ()= VA (O] (v(D))
<eqla(v(t) —v(s)|+e1lo(t)—sllw (v(1)]
<es[IF (1) ~v(8) = (o ()= )VA (D) + o (D)= sIVAD] +1a (1) = sl | (VD]
<esleslo(t)=sl+]a(t) = slvAD)] +lo(t)—sllw™ V()]
= eqlo(t)=slleq + VA (1) + 0 V(D))

<eqlo(t)=s|[1+ V(1) +|o® (V1) < elo(t)-s],
0 que prova (2.7). O
Exemplo 2.43. Sejam T=Ny e v: T — R dada por v() =4t+1, assim T =v(T) = {4n+

1,neNg} ={1,5,9,13,...}. Defina w: T — R por w(t) = 2, entdo (wov)(t) = (4t+1)° e

(wov)2(t) =32t+24. Pelo Teorema 2.42, temos ((w® o v)v2)(t) = 32t + 24.
Tomando w=v~' no Teorema 2.42, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.44. Sejam T uma escala temporal e v: T — R estritamente crescente tal
que T =v(T) seja uma escala temporal. Entdo

lA = (v_1 )Zov.
v

Para terminar este capitulo, mostramos como fica a regra da substituicdo de
variaveis para escalas temporais.

Teorema 2.45. Sejam v: T — R uma fungéo estritamente crescente tal que T = v(T)
seja uma escala temporal. Se f: T — R é rd-continua e v é diferenciavel com derivada
rd-continua, entao, para a,be T temos

b v(b) _
/ f(t)vA(t)At=/ (fov™1)(s)As.
a v(a)
Demonstragdo. Como fv2 é rd-continua, segue do Teorema 2.29 que fv2 possui uma
antiderivada F, isto é, F2 = fv2 em Tk, Usando o Teorema 2.42, obtemos

b
/ f(HVRE(t) At =F(b)—F(a) = (F ov ) (v(b))=(F ov™)(v(a))
a
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e o resultado segue. O

Exemplo 2.46. Considere a escala temporal T = N1/2 {/n: neNp}. Vamos usar este
ultimo resultado para calcular a integral

t
/ (V1241 +7)37 A
0

Veja que se v(t) = t2, entdo v é estritamente crescenteem T e T = v(T)=Np € uma
escala temporal. Do item (c) do Exemplo 2.15, sabemos que v2(t) =V t2+1+1t para
todo te T, e se f(t) =32, obtemos

t2 _
/( +1+71) 37 A7 = / f(r)v>(1)AT = f(\/E)AS

S
= BSA 3

£ 31’2 1
0 2 '

0o 2

NOTAS

A teoria de escalas temporais foi introduzida por S. Hilger em sua tese de douto-
rado em 1988 (HILGER, 1988) na tentativa de unificar o calculo discreto e o diferencial.
Neste capitulo, apresentamos os conceitos basicos desta teoria, bem como alguns
resultados envolvendo derivacéo e integracéo es escalas temporais. Todo o trabalho
aqui desenvolvido é baseado em (BOHNER; PETERSON, 2001) e suas referéncias.
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3 EQUACOES DINAMICAS DE PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo faremos o estudo de equacgdes dindmicas de primeira ordem, que
séo o analogo das equacdes diferenciais de primeira ordem para o caso de escalas
temporais.

Definicdo 3.1. Sejam T uma escala temporal e f: T x R2 — R uma funcdo. A equacio

yR=1f(t,y,y°) (3.1)

é chamada equacao dinamica de primeira ordem.

Se existem fungdes fy,fo: T — R tais que f(t,y,y?) = f1(t)y + f>(t) ou f(t,y,y?) =
f1(t)y? + f>(t), dizemos que a equacao dindmica de primeira ordem (3.1) é linear.

Uma fungao diferenciavel y: T — R é chamada de solucao de (3.1) quando
satisfaz y2(t) = f(t,y(t), y(o(t))) para todo t € TX. A solucdo geral é definida como
sendo o conjunto de todas as solucdes de (3.1).

Dados th e T e yp € R, 0 problema

{ yA=1(t,y,y) 32)
y(to) = Yo

é chamado um problema de valor inicial. Uma solu¢édo y de (3.1) que satisfaz y(fp) =
Yo € chamada de solucéo do PVI (3.2).

Iniciamos o estudo com um modelo simples de equacao dindmica de primeira
ordem dada por:

y(to) =1
que dard origem a definicdo da funcdo exponencial em escalas temporais. Para isso,
apresentamos o plano complexo de Hilger.

{ y2=p(t)y 3.3

3.1 PLANO COMPLEXO DE HILGER
Defini¢ao 3.2. Seja h>0. O conjunto dos humeros complexos de Hilger é dado por
1
Ch= {zed:. z;é—ﬁ}.
Os eixos reais e alternados de Hilger sdo definidos, respectivamente, por
1 1
Rh={Z€Ch.Z€ReZ>—E} e Ah={Z€Ch.Z€|ReZ<—E}.

Ja o circulo imaginario de Hilger é dado por

I]h={zetth: ’z+%‘=%}
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e a faixa de Hilger por
Zp= {zet]:: —% <Im(z) < %}
Para completar a defini¢céo para h=0, fazemos as seguintes convengdes: Cy =C, Rg =R,
|]0=iR, Ag=9 e Zg=C.
Para h>0 e ze Cy, a parte real de Hilger de z é dada por
|lzh+1]—1
==
e a parte imaginaria de Hilger de z € dada por

Rep(2)

/mh(z) = M,
h
onde arg(¢) denota o argumento principal do numero complexo ¢ (isto €, o angulo da
representacao polar de ¢ em (-, 7]).
Por fim, se —% <w < 7, definimos o numero de Hilger puramente imaginario

iw por
eiwh_1

h
Note que para todo z € Cj, temos —}—7 < Rep(z) <o € —F < Imp(2) < %, ja que
—m<arg(zh+1) < 7. Além disso, se —F <w << %, entéo [iw[? = 75 sin?(4?), pois

iwh_ —iwh _
o = o)) = (S0 ) (5 ) = Bt1—cosun= S sin? (27),

Em Cj queremos definir operagdes que serdo uteis a seguir.

iw

Teorema 3.3. Para todos z,w € Cy, defina a seguinte operagdo, chamada de soma de
Hilger,

ZeW=2Z+Ww+2zwh.
Entdo (Cp,®) € um grupo abeliano.
Demonstragéo. Para h>0 e z,w e Cp temos
1+h(zew)=1+h(z+w+2zwh)=(1+hz)(1+hw),

e como z#—] e w#—}, obtemos zew #—1. Logo, ze w € Cp, e a soma de Hilger é
fechada.

E claro que 0 é o elemento neutro da soma de Hilger, e o elemento oposto de z,
denotado por ez, € dado por w = ﬁzh? uma vez que

-z

1+hz

A associatividade e comutatividade seguem diretamente da definicdo da ope-
racéo e de propriedades de numeros complexos, e portanto (Cp, @) € um grupo abeli-
ano. ]

zeoez=0oz+0z+hzez=0e (1+hz2)=—zv oz=
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Note que para ze C, e w e C, temos

_ w zwh  (z+w)(hz+1)
Tehz T 1enz 14hz ™ 1+hz

Além disso, veja que se z € Cy, entdo z= Rep(2) @ilmy(z). De fato

Ze =Z+W.

_ iarg(zh+1) _
Rep(2) e ilmp(z) = 241171 o @ L

h h
_lzhet=1 O f|zhe 1|1 (/@O 1
~h h h h
=E(|Zh+1|eiarg(zh+1)_1)=z,

pois zh+1 = |zh+1|e@9(zh+1)
Com o elemento oposto da soma de Hilger, definimos a subtracao de Hilger
em Cy, por
zew=ze(ew) paraz,weCp,

e o0 quadrado generalizado de z € Cj, por
72

2@ =(-2)(ez2)= T

E simples verificar as seguintes propriedades: para h>0 e z, w € Cj, temos

(i) e(ez)=z; (vi) (e2)®=29;

(i) zez=0; (vii) 1+zh=Z5;

(iii) ze W=%; (viii) z+(ez2)=2z%h;

(iv) o(iz)=iz; (ix) zoz® =z+22;

(v) Se h=0, entdo zew=2z-w. (X) zZ2eRo zeRH,UALUIR;

Por exemplo, para o item (x) seja z=a+ bi, com a,b e R. Deste modo

z2 cRo (a+bi)? ‘Ro a®—b?+2abi 1 +ah—ibh _
1+zh 1+(a+bi)h 1+ah+ibh 1+ah-ibh
@(a?—b? +2abi)(1+ ah—bhi)
(1+ah)2 + (bh)2
o2ab+a2bh+b3h=0 b(2a+a?h+bh) =0

R

€R < (8°—b?+2abi)(1+ah—bhi) e R

1 s 1
<b=0ou a+ﬁ +b =ﬁ©zeRhuAhouzel]hc»zethuAhuﬂh.

Além disso, temos o seguinte:

Teorema 3.4. Seja ze Cy. Entdo Z=oz se, e somente se, Z€ .
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Demonstragdo. Suponha Z =ez. Queremos mostrar que |z + }—7| = 715 Note que

Z+12_(z+1)<2+1>_ 1+hz 1
B h h) m2(1+hz) h2

h

Logo, |z+}|=1 e zel,. Agora, seja z € 1, assim

2 q 1A /1 z _ -z
=ﬁ©zz+zﬁ+zﬁ=0©z Z+E =—E©z=hz+1©z=ez.

24t
h

3.2 FUNGAO EXPONENCIAL

Para definirmos a funcédo exponencial, € essencial a transformacéao cilindrica
definida a seguir.

Defini¢ao 3.5. Para h> 0, definimos a transformacao cilindrica ¢4,: Cp, — Zj, por

¢p(2)= %Log(1 +zh) = %(In |1+ zh|+iarg(1+zh)),

onde Log é o valor principal do logaritmo complexo. Para h=0, definimos ¢y(z) = z para

todo z€eC.

Note que, para h>0 a inversa da transformacao cilindrica ¢4, € dada por

&(2) = %(eZh—1) para zeZp.

Além de ser inversivel, ¢p: Cp — Z, também é um homeomorfismo de grupos,

quando definimos uma soma conveniente em Zy,.

Teorema 3.6. A transformacgéo cilindrica é um homomorfismo de grupos (Cp,®) em
(Zp,+), onde a soma em 7, é dada por

Z+W=Z+W <mod27ni>.

Demonstragdo. Para h=0, o resultado é trivial, para h>0, temos

—h

Ep(zew) =1Log(1 +(zew)h)=—-Log(1+(z+w+ hzw)h)

h h
=;—7Log((1 +hw)(1+hz)) = ;—7[Log(1 +hw) +Log(1+hz)]=E¢p(2) +ER(W),
e portanto ¢, € um homomorfismo de grupos. ]

As funcdes regressivas tém um papel fundamental para a construgéo da fungéo
exponencial em escalas temporais.
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Definigdo 3.7. Seja T uma escala temporal. Uma fungdo p: TK — R é dita regressiva
se satisfaz
1+u(t)p(t)#0 paratodo te Tk,

O conjunto de todas as funcdes rd-continuas e regressivas é denotado por Z = Z(T) =
Z(T,R).
Em £ definimos a soma de Hilger por

(Peq)(t)=p(t)+q(t) + u(t)p(t)q(t)  para te T,

Se T tem um maximo m entao u(m) =0, e assim 1+ u(m)p(m) =1 para qualquer
funcédo p: T — R. Também se, por exemplo, T =R, entdo toda funcao é regressiva, ja
que u(t)=0 para todo teR.

Teorema 3.8. (%,) é um grupo abeliano, chamado de grupo regressivo.

Demonstragdo. Note que se p,q e % temos

1+ p(f)(pe q)(f) =1+ pu(f)p(f) + q(t) + u(t)p(£)q(f)] = (1 + u()p(1))(1 +u(t)q(t)) #0,

e a soma de Hilger é fechada em %. E claro que o elemento neutro da operagéo é 0 e
que o elemento simétrico de p é dado por ep(t) =—%, uma vez que pa (ep)=0.
A associatividade e comutativadade seguem direto da definicdo da operacao @, e
portanto (%, ®) € um grupo abeliano. O

Da demonstracdo deste resultado obtemos uma expressado para o elemento
simétrico de pe %, dado por
—P
1+up’
Com ele, podemos definir a subtracao de Hilger em 2 por

ep=

(peq)(t)=(pe(eq))(t) paratodos p,qe % e teTK,

e para p,q e %, as seguintes propriedades sao facilmente verificadas:

(i) e(ep)=p; (iii) PGQ=%; (V) e(peq)=(op)e(eq);
(i) peqe%; (iv) e(peq)=qep; (Vi) p&15=p+q.

Finalmente, podemos definir a fungdo exponencial com expoente p € &.

Definicao 3.9. Sejam T uma escala temporal e p: T — R uma funcéo regressiva. A
funcao exponencial com expoente p é dada por

t
e,;(t,s):exp(/s éu(r)(p(r))Ar> para t,seT.
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Precisaremos verificar algumas condi¢cdes antes de obtermos propriedades que
motivem o nome de fungdo exponencial, porém, uma propriedade é imediata:

Teorema 3.10. Sejam T uma escala temporal e p € Z. Entdo a funcdo exponencial
com expoente p satisfaz a propriedade de processo de evolucao, isto é,

ep(t,r)ep(r,s)=ep(t,s) paratodoss,r,teT.

Demonstragdo. Se pe Z e r,s,te T, temos

r

t
ep(t! r)ep(r! S) =exp éu(‘[) (p(T)) AT |- exp ‘f'u(‘[)(p(r))AT
r S

t r t
~oxp ([ upears [ e (pl)ar) =oxp ([ cupir)ar) =ept.s)
O]

Definicao 3.11. Se T é uma escala temporal e pe %, a equacao dinamica linear de
primeira ordem y® = p(t)y é dita regressiva.

Queremos encontrar uma caracterizagao da fungao exponencial em termos de
uma equagao dinamica. Para isso, comecemos com o seguinte resultado.

Teorema 3.12. Sejam T uma escala temporal e pe #. Dado ty € T, a funggo y(-) =
ep(-,ty) € uma solugdo do problema de valor inicial

{yﬁ(t) = pOy(t) (3.4)

y(to) 1

Demonstragdo. Considere ty € TX. Temos

fo
Ylto) = epltosto) =exp ( |~ yn)(p(r))ar) =exp(0) =1,

0

e sO nos resta mostrar que y satisfaz a equacao dinamica. Suponha t< o (t), assim

ed(t 1 )=ep(a(t),t0)—ep(t, to) ) exp(ftg(t) fu(r)(p(r))AT)—exp(ftg & () (P(7)) AT)
e (D) (D)

_eXp(fi €un (PIAT + [ &) (pLr)) A7) —exP( [ £ (P(r) A7)

_exp(fi ¢ (PN AT)exp(ff ¢ ) (p(r)) A7) - 1)
B u(t)
_exp(J{ " ¢ (p(1) A7) -1
B u(t)

ep(t, t())
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o(h)
Pelo Teorema 2.30 temos / $u(r)(P(7)) AT = pu(t)¢ ;1) (P(1)), @assim
t

U7 e PO expluy o (P -1
w0 e

=Ealy Cutny (Pt to) = p(t)epl(t, ),

ep(t, to) ep(t, to)

e y(t) = ep(t, fp) satisfaz a equagao dindmica em todo t e TX tal que t<oa(t).
Suponha agora que t=o(t). Note que:

ly(a(t)=y(s)—p(t)y(t)(a(t)=8)| = |y(a(t))—y(s)—p(t)y(t)(t—s)|
=|ep(t, lo)—ep(s, fp) —p(t)ep(t, i) (t—s)| = |ep(t, i) (1 —p(t)(t—s))—ep(s, fp)]
=|ep(t, fp)(1—p(t))(t—8)—ep(t, ty)ep(s, )| = |ep(t, i) (1 —ep(s, t) —p(t)(t—s))|

=|ep(t, fp)||1- /5# ) At—ep(s, )+ /'fu (1)) At —p(t)(t—S)

)=
)

+let. ol / £ o) (BT AT—p(D)(t-3)

<lep(t, to)||1- /5;1 ) AT—ep(s, 1)

lep(t, o) / £u (PO S—p(5,8 | +ep(t, ) / £ o) (P —Eolp(1) A7

Como pe C,y € o(t)=t, temos

1 ' (Np(r) +p(np'(r)
antf” n(p(r)) = ant—u(t)LOQU +p(r)p(r)) = “mt (N +p(Np(n)
),

p(r) pinp'(y (f) = o (p(1)

=M e u(npn * WA +a(npn) -

e dado ¢ > 0 existe uma vizinhanga Uy de t tal que [¢ ;) (P(7))—So(p(t))]| < m, para
todo 7 € Uy. Assim para se Uy temos

€
< 5|t—s|.
it-sl

t
et l‘o)l‘ [ cupton-colpopar

Note que IimO# =0, e tomando z = fstéu(r)(p(r))m existe uma vizinhanga
Z—
Us> de ttal que se se Us e s< t entédo

‘ 1 [Le ) (p(r) AT—ep(t, s)
JEe i (p(r) At

,Wepttl} Pal‘a Se U U1 N U2 Ob’[emOS

/fﬂ p(r) At

+|p<t)||t—s|}

S €1,

onde ¢4 =min {1

lep(t, o) ‘ / fu ))AT—ep(s, l‘)‘ <lep(t, fp)leq

<lep(t,f)le1 {‘/g [¢ u(x) (P(7)) = S0(p(2))] AT
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<leplt, fo)l‘ / t[éu(r)(P(T))—fo(P(T))]AT +eqlep(t, to)llp(t)]t—s]
<Sit=sl+lept, ler pDlIt=s] < > |t-s].
Juntando estas desigualdades, obtemos
ly(a(t)=y(s)—p(t)y(t)(o(t)-s)| <e|t—s| paratodo se U,
0 que conclui a demonstracéo. O

O Teorema 3.12 conclui, em particular, que equacgdes do tipo (3.4) possuem
solucdo. Vejamos que tal solugao é unica.

Teorema 3.13. Sejam T uma escala temporal e pe #. Dado ty € T, a tnica solugédo do
problema de valor inicial (3.4) € dada por y(t)=ep(t,ly) parateT.

Demonstragdo. Seja y uma solucao de (3.4) e consideremos o quociente ﬁ, no-
tando que ep(t,s) #0 paratoda peR e t,se T. Do Teorema 2.16 temos

( y(t) )A=yA(t)ep(t,to)—y(t)e,%(t,to)

=0,
ep(t, fp) ep(t, fp)ep(o(t), fp)
ja que y2(t) = p(t)y(t) e €(t,ty) = p(t)ep(t, y). Segue do Corolario 2.24 que ﬁ é
constante, e como e}f’(gogo) =1 temos y(t) = ep(t, ty) paratodo teT. ]

Tendo a caracterizacdo da fungdo exponencial com expoente p como sendo
a Unica solucao do problema de valor inicial (3.4), somos capazes de obter outras
propriedades interessantes.

Teorema 3.14. Sejam T uma escala temporal e p,q e %. Entdo

(i) eg(t,s)=1eep(t,t)=1; (v) ep(t,s)eq(t,s)=epaql(t,s),
(i) eplo(t),s)=(1+u(Dp(D)ep(t,s); (V) epeqlt,s)= z’;g 2,
(iii) eep(t,s)= ep&, S (vii) (ep(LS))A: ep(%(tf))s)
) eplt,9)= o = oopls. 1) (Vi) €oql-t0) = (P—0) z’si 2,

Demonstragdo. A demonstragao de (i) é trivial.
(i) Como ep € diferenciavel em t, temos

ep(a(t),8) = ep(t,s) + u(t)ep(t,s) = (1+u(t)p(t) ep(t, s).



3.2. Fungdo Exponencial 53

(iif) Considere o problema de valor inicial

{ yA(t) = (ep)(t)y (1)

y(s)=1
que é regressivo ja que ep e Z. Temos
(L)A . -ep(ts)  —p(hep(t,s)  —p(t)
en(t,5)) ~ ep(t,s)ep(a(D),s)  eplt,s)ep(a(t),s)  ep(a(d),s)
—p(1)

~(1+u(tp()ep(t,s) (ep)(t)y (1),

e a unicidade de solugéo conclui a prova.

Os itens (iv), (v) e (vi) sdo provados analogamente. O item (vii) € um calculo
direto.

(viij) Sabemos que e,%eq(- f) =(pe q)epeq(- lp). Assim, do item (vi), epeq(t,s) =

ep(t,s) Pq
eq(1.9) €, Como pe q= 3=, 0 resultado esta completo. ]

Outra propriedade bastante util das fungdes exponencias € a seguinte:

Teorema 3.15. SepeZ e a,b,ceT, entgo [ep(c, NE =—plep(c,-)]’ e

b
| plheste.o(t)at=en(c.a-eple.b)
Demonstragcao. Note que

p(t)ep(c,o(t)) =p(t)esp(o(t),c) = p(t)(1 +u(t)(ep)(t))eep(t,c)

_ _ p)u() > __ p()
~200(1=3 Futoptn ) 29 T+
t,c

=—(ep)(t)eep(t, c) =—e5p(t,c) =—ep(c, 1),

esp(t,C)

e portanto el%(c, t)=—p(t)ep(c,o(t)). Ainda, temos

b b
/a p(t)ep(CU(t))At=—/a [ep(c, t)]AAt=—(ep(c,b)—ep(c,a))=(ep(c, a)—ep(c,b),
0 que conclui o resultado. O
Vejamos algora alguns exemplos de calculo de fungdes exponenciais.

Exemplo 3.16. (a) Seja T=hzZ com h>0. Considere a € Z constante, isto é a € Cy,
entao eq(t,0) = (1 +ha)%, para todo t € T. De fato, considere y(t) = (1 +ha) Assim
y(0)=1 e como todo ponto € isolado em T temos

agp L Y+ =y(t) _ (1+ha)iha
y=(t) = h =
e segue do Teorema 3.12 que y(t) = eq(t,0) = (1 + ha)h.

=a(1 +ha:)7t7 =ay(t),

Note que, neste caso, para s,te€ T temos ey (t+5,0) = (1 +ha)[+Ts =eq(t,0)eq(s,0),
isto €, ep(t,0) satisfaz a chamada propriedade de semigrupo.
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(b) Para T =N3, sabemos que o(t) = (vi+1)? para todo t € T. Note que se y(f) =
2‘/?(\/?)! temos y(o(t)) = y(t) + u(t)y(t), e assim y2(t) = y(t). Segue do Teorema
3.12 que y(t) = e4(t,0) = 2V(v/1)!, para todo te T.

3.3 PROBLEMAS NAO-HOMOGENEOS E EQUACOES ADJUNTAS

Nosso objetivo nesta secao € encontrar uma versao para a Formula da Variagao
das Constantes para o problema

{yNﬂ=pMym+ﬂﬂ, 35

y(to) = Yo

sob certas condi¢des sobre p e f. Claramente, com os resultados que ja conhecemos
da sec¢ao anterior, podemos enunciar o seguinte:

Teorema 3.17. Sejam T uma escala temporal e pe #. Dados [y T e yp €R, a fungéo
y(t)=ep(t,tp)yp € a tnica solugédo do problema de valor inicial (3.5) com f =0.

Definicao 3.18. Para pe 2, definimos o operador L : C;d — Cyq por
(L1y)(D) =y (t)-p()y(1) paratodo te T,
e operador adjunto L} : C}, — Cyq por
(L3 x)(t) = x2(t) +p(t)x(a(t)) paratodo te TX.
Desta forma, a equagéao

yA(t) =p(t)y (1) +1(t) (3.6)

se lé Lyy =f. Dizemos que y € uma solucao de (3.6) se y e C;d e (Lyy)(t) = f(t) para
todo te TK.
A equacao
XA (t) ==p(t)x(o () + (1) (3.7)

é chamada de equacao adjunta de (3.6), e pode ser escrita como Lix = f. Uma
solugdo de (3.7) é uma fungéo x € C!, com (L;x)t=f(t) para todo te TX.

Exemplo 3.19 (Veja item (a) do Exemplo 3.16). Para h>0 e T = hz, a fungéo x(t)=(1+
ha)‘% é solucéo da equagao adjunta x2(t) + ax(o(t)) =0, onde a € C, é uma constante
(por vezes chamada de constante regressiva). De fato, como em T = hZ todo ponto é
isolado, temos

x(o (1)) - x(1) a
)

Teorema 3.20 (Identidade de Lagrange). Se x,y € C)d, entéo x? L1y +yLix = (xy)2.
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Demonstragdo. Basta notar que

(x0)2 =x7yP 4+ xBy = x7y 2= px7y + px7y + x2y = X7 (y 2 = py) + y(x* + px?)

=x7Lyy+yLix

Com este resultado, obtemos o seguinte:

Corolario 3.21. Se x e y séo solugbes de L1y =0 e L{x =0, respectivamente, entao
existe uma constante c e R tal que xy = c.

Note que se y € uma solug&o nao-trivial de L1y =0 entdo x = }—, € uma solucéao
nao trivial de Lix =0, pois

Temos entédo o teorema de existéncia e unicidade de solugédo para o problema
de valor inicial adjunto.

Teorema 3.22. Sejam T uma escala temporal, pe 2, t{p € T e xg € R. Entdo a unica
solugdo do problema de valor inicial adjunto

3.8
x(fp) = Xo 88

{ xA(t)==p(t)x(o (1)
€ dada por x(t) = esp(t, tg)Xg-
Demonstragéo. Se t=1ty, entdo x(fp) = esp(lp, tg)Xo = Xo- Agora

—p(t) 1T =p(®)
1+u(t)p(t) ep(t,t)  ep(a(t), to)’

esplt: to) = op(t)eep(t, s) =

assim

—p(t)

A(f) = xn @2 =X0 5 () 1)
X (t)—Xoeep(t’tO)‘Xoep(a(f),fo)

=Xo(=p(t)eep(a(t), fo) ==p(t)x(a (1)).

e portanto x(f) = esp(t, fy) xg € uma solugdo de (3.8). A unicidade segue como na prova
do Teorema 3.13. O

Vejamos agora como resolver o problema adjunto ndo-homogéneo.
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Teorema 3.23. Sejam T uma escala temporal, r e Z, f uma fungdo rd-continua, ty € T
e xg € R. Ent&o a unica solugdo para o problema de valor inicial

{ xA(t) ==p(t)x(a (1) + (1) 39)
X(to) = Xo
€ dada por
t
x(t) = espl(t, to)x0+/ ecp(t,7)f(T)Ar parateT. (3.10)
fo

Demonstragéo. A verficagao de que a fungao definida por (3.10) é uma solugao para
(3.9) pode ser feita diretamente. Agora suponha que x € uma solugéo de (3.9). Temos

(ep(t, 1g)x)™(t) =6p(t, to) X" () + 65 (t, 1o)X (o (1)) = ep(t, o) x* ) + p(t)ep(t, o) x(o (1))
=ep(t, to)[x* (1) + p(t)x (o (1))] = ep(t, ) (1),

e, sendo f rd-continua, podemos integrar a igualdade acima de fy a t para obter

t
ep(t, to)X(f)—ep(to, to)Xo = /t ep(r, to)f(‘[) AT,

e o resultado segue, pois ep(t,7)ep(r,ly) = ep(t, ly)- O

Com isso, terminamos esta secao apresentando a Formula da Variacdo das
Constantes para a equacgao dinamica linear de primeira ordem nao-homogénea (3.5).

Teorema 3.24 (Férmula da Variacado das Constantes). Sejam T uma escala temporal,
pe %, f uma funcéo rd-continua, ty € T e yp € R. Entdo a unica solugdo de (3.5) é dada

por
t

y(t)=eplt.lolyo+ | epltoteinar.
0
Demonstracdo. Como p € %, podemos reescrever y2(t) = p(t)y(t) + f(t) como
LT
T+u(t)p(t)

e usando o Teorema 3.23 juntamente com o fato de que e(ep) = p obtemos

yA(t) =—(ep)()y(o(1)

t f
y(t)=ep(t, fh)yo +/t ep(t,T)%AT.

Do Teorema 3.14 e da propriedade de processo de evolugdo sabemos que

ep(t,T) _ ep(t,T) _
T+ (P ~ eplo(m),n ~ P

e a demonstracao esta completa. O
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3.4 EQUACOES DINAMICAS EM R”

Nas duas secbes anteriores, estudamos equagdes dindmicas a valores reais.
Nosso objetivo aqui € generalizar o estudo de equacdes dindmicas para espacos
euclidianos e apresentar a exponencial de matrizes para escalas temporais. Estaremos
interessados assim em estudar a equacao dinamica de primeira ordem

{ yA(t) = At)y(t)

, 3.11
y(s)=1 S

onde y: T — R" é uma fungao vetorial, A: T — Mp(R) é uma fungéo matricial e / € o
operador identidade em R”. Aqui, My(R) denota o conjunto das matrizes quadradas
de ordem n com entradas reais, e para simplificar a nomenclatura, ao identificarmos
Mn(R) com R”z, podemos ver A também como uma fungao vetorial.

Claramente, se y: T — R é uma funcio vetorial, podemos escrever

y(t)=(y1(t),....,ym(t)) paratodoteT,

onde y;: T — R € uma fungéo real definida na escala temporal T paracada i=1,...,m,
e denotamos y = (¥1,..-,¥Ym)-

Definicao 3.25. Dizemos que uma fungao vetorial y = (y1,...,¥m): T — R™ é rd-conti-
nhua se y; é rd-continua para cada i=1,...,m. O conjunto dessas fungbes € denotado
por Crg = Crg(T) = Crg(T,R™).

Dizemos que y = (y4,...,¥m) € diferenciavel se y; é diferenciavel para cada
i=1,...,m. Escrevemos y2(t) = (y{(1),....ym(t)). No caso de matrizes, para A= (a)
escrevemos A = (aﬁ).

Uma funcéo Y: T — R é uma antiderivada de y se Y é diferenciavel e Y2(t) =
y(t) para todo te TX. Quando Y é uma antiderivada de y, a integral indefinida de y é

definida por
/y(t)At= Y(t)+C,

onde C é uma constante arbitraria. A integral de Cauchy de y é definida por

t
/ y(r)At=Y(t)-Y(s) paratodos s,teT.
S

Aplicando as propriedades ja vistas em cada coordenada da fung&o vetorial,
obtemos o seguinte resultado.
Teorema 3.26. Se y,w sdo diferenciaveis e a € R, entao
(i) (y+w)r=y2+wh;

(i) (ay)®=ay®;
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(iii) y(o(t)) =y (t)+u(t)y>(t) para todo te TX.
Especificamente para fungdes matriciais, temos as seguintes propriedades.

Teorema 3.27. Sejam T uma escala temporal e A, B: T — Mp(R) fungbes diferenciaveis.
Entao

(i) (AB)A=ABA + ABB=AABY + AB2;
(i) (AN =—(A TACA T =—A1 AL (A%)1 se A é inversivel:
(i) (AB~1A = (AA—-AB~1B2)(B)~1 = (AA—(AB1)?B2)B~! se BBY & inversivel.

Demonstragéo. O item (i) € analogo ao resultado para fungdes reais.
(i) Suponha A inversivel, utilizando o item (iii)) em AA~1 =, temos

(iif)

AANA S AT AN L AA T =00 (A2 =—(A%)TARATT,

para a segunda igualdade, basta usar (AA~1)2 =—A-1 A% (A7)~ 1,
Para o item (iii), basta utilizar os itens (i) e (ii). O
Agora estendemos o conceito de regressividade para fungdées matriciais.

Definicao 3.28. Uma funcao matricial A: T — Mp(R) é dita regressiva se /+ u(t)A(t)
é inversivel para todo t € TX. O conjunto de tais funces é denotado por % = %(T) =
R(T,Mp(R)). Para A, Be 2 definimos a soma de Hilger por

(Ao B)(t) = A(t) + B(t) + u(t)A(t)B(t) para todo t e TK.
Teorema 3.29. (%,®) € um grupo.

Demonstracdo. Sejam A,Be %, entdo I+u(t)A(t) e I+u(t)B(t) sdo inversiveis para todo
t e TK e assim a operacdo & é fechada em %, pois [/+u(A® B)(t)] = [1+u() A(D][1u(t) B(t)]
€ produto de matrizes inversiveis.

Claramente a matriz nula é o elemento neutro desta soma e o elemento oposto
€ dado por

(0A)(t) ==+ (AN A(H).

Além disso, a associatividade segue diretamente da definicdo da soma, o que conclui
o resultado. O

Note que se Ae %, entao podemos escrever (e A)(t) = —A(z‘)[l+,u(z‘)A(z‘)]‘1 , jaque

A(t) (A1) =A(t) - AW+ (O ADT = (AR [+ (B AE)]
~{AWM+ (DA~ A — () A2+ (HADT =0,

As seguintes propriedades sao facilmente verificadas para matrizes regressivas.
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Teorema 3.30. Suponha A,Be % e seja A* a matriz transposta conjugada de A. Entao,
(i) A* é regressiva;
(i) oA* =(0A)*;

(i) A* & B* = (Ba A)*.

3.4.1 Existéncia e unicidade em R"

Nesta subsecao, mostraremos que e seguinte equacao dinamica linear de pri-
meira ordem em Mp(R)

{ XA(t) = At)X(t) (3.12)

X(to) =1

onde ty e T e A é regressiva, possui uma Unica solugao, que sera chamada de funcao
exponencial com expoente A. Tais resultados podem ser encontrados de maneira
geral para equacdes dinamicas semilineares em (BOHNER; PETERSON, 2001). A-
presentamos aqui, porém, uma demonstracao simples para este caso, mas que da a
representacao da solucao de tal problema na chamada série generalizada de Peano-
Baker, como em (CUNHA, 2006).

Existéncia. Para {j € T e K > 0 fixado, defina X(t) =/ para todo t e[ty tg+ K]nT
e indutivamente
t
Xiz1(t) = I+/ A(s)Xj(s)As parate[ty,fp+K]INT e ieNp.
t

0

Note que para todo / € Ny podemos escrever

i

Xie1(t)=Xo(0)+ Y (Xt (= Xj(1)), (3.13)
j=0
t0+K
edenotandoa= sup [A(t)llep= IA(S)||As, temos
tely,lo+K]NnT )

t t
||X1(t)—X0(t)||=H/t A(s)xo(s)Ang/t IA(S)I As < B,
para todo t € [ty, fg+ K]nT. Também
t
X=X (1= | [ Als)X(s)=Xo(si)as]

t
< /t LAS)IIX; (8)—Xo(S)IAS < ap(t—ty),
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para todo t € [fy, Iy + K]. De forma geral, obtemos

! o (t-to)’
X1 O-X(011< [ 1A (8)= Xt ()15 < pEE0
3 .

Portanto, pelo Teste M de Weierstrass, podemos passar o limite absolutamente e
uniformemente em (3.13), e portanto existe uma fungéo X: [fy, {y + K] — Mn(R) tal que
X(t) = tlim Xj(t) uniformemente em [{y, lo+K]NT.

—00
Além disso, como todas as fungdes X; sdo rd-continuas, X também é. Passando o
limite quando t — oo obtemos entéao

X(t)=1+ tA(s)X(s)As,
lo

para todo t € [f, fp+K]NT, e portanto X € uma solugdo de (3.12) em [fy, {H+K]nT. Como
K é arbitrario, construimos a solugéo em [ty,c0) n T. Para a solu¢do em (—oo, [y]N T, 0
procedimento € anélogo.

Série Generalizada de Peano-Baker. Note que podemos reescrever X> da
forma

t
Xo(t)= I+ /t A(s1)X4 (s1)As4

t S
=+ / A(s1)(/+ A(SZ)A32> AS;
fo fo
t t S1
=I+ A(s1)As1+/ A(sy) A(S2)AS> ASy,
lo fo fo

e mais geralmente

t Sq Sq
Xi(t)= 1+ / A(s1)Asq + / As1) | Alsp)ASoAsy
fo

fo fo

t Sq Si-1
-'+/ A(S1)/ A(SQ)/ A(s1)AS;j--- ASq.
fo to to

Fazendo o limite quando { — oo, como a convergéncia é uniforme em compactos
de T, obtemos a representacao de X na série generalizada de Peano-Baker, dada por

51

t t
X(f) = I+ /t A(s1)Asq + /t As1) | Alsp)AsoAsy

fo
t Sq Si-1
+---+/ A(s1)/ A(s1)---/ A(S))ASjASj_1 -+ ASq +---
to to to
Utilizando esta expansao em série, também somos capazes de mostrar que X
é solucao de (3.12). De fato, derivando a expressao termo-a-termo, obtemos

t t i1
XA(t)=A(t)+A(t)/ A(So)XgASo+---+A(t) | A(So): ’ A(S1)ASj--- AS1 +---
fo

fo lo



3.4. Equacées dindmicas em R" 61

= A(H)X(t).

Unicidade. Para provar a unicidade de solugdes de (3.12), precisaremos de
uma versao da desigualdade de Gronwall para escalas temporais. Apresentaremos
aqui a desigualdade sem demonstracao, pois ela requer conceitos que fogem do es-
copo deste trabalho. Para mais detalhes, sugerimos a consulta de (BOHNER; PETER-
SON, 2001)[Capitulo 6].

Definicao 3.31. Dizemos que uma funcéo regressiva p: T — R é positivamente re-
gressiva se p é regressiva e 1+ u(t)p(t) >0 para todo te Tk,

Apresentamos entdo a desigualdade de Gronwall (vide (BOHNER; PETERSON,
2001)[Teorema 6.4]).

Teorema 3.32 (Desigualdade de Gronwall). Sejam y,fe C,y € p >0 uma fungéo posi-
tivamente regressiva. Se

t
y(<f(t)+ | y(r)p(r)At paratodoteT,
fo

entao

y(hH < f(t)+/tep(t,G(T))f(T)p(T)AT para todo teT.
lo

Com este resultado, a unicidade de solugdes de (3.12) é simples, ja que se X, Y
sdo solugdes de (3.12), definindo Z = X—Y temos Z2(t) = A() Z(t) e Z(ty) = 0. Mas
assim, integrando Z2(t) = A(t)Z(t) temos

e portanto

1ZN< | IIAS)IIZ(s)IAs paratodo teT.
lo

Pela degigualdade de Gronwall obtemos Z(t) =0 para todo t € T, e a prova da unicidade
esta completa.
Concluimos assim o seguinte resultado:

Teorema 3.33. Sejam T uma escala temporal, tye T e A: T — Mn(R) regressiva. Entdo:

(i) dada B e Mn(R), o problema de valor inicial

XA(t) = A1) X(1)
X(t)=B

possui uma unica solugdo X: T — Mp(R);
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(i) dado xg € R", o problema de valor inicial

possui uma tnica solugdo x: T — R".

Observacao 3.34 (Sobre continuidade com relacao as dados iniciais). Notamos aqui
que a demonstracao sobre a continuidade com respeito aos dados iniciais € feita de
forma analoga ao caso continuo, e utiliza a ideia da demonstracdo da unicidade. Isto
é, se X; e X> sdo ambas solucdes da equacéo dinamica X2(t) = A(t)X(t) satisfazendo
X1(lg) = x4 e Xo(ty) = xo, entdo Z = X1 —Xo € também solu¢do desta equagéo dinamica
e satisfaz uma limitagcdo da forma

t
IZ(E)1 < 11X _X2”+/t IA(S)IIZ(s)lIAs,

e o resultado segue da desigualdade de Gronwall.

3.5 EXPONENCIAL DE MATRIZES

Usando a solucao unica de (3.12) podemos definir a fungdo exponencial de
expoente matricial, e obter propriedades interessantes a respeito destas fungdes.

Definicao 3.35. Sejam T uma escala temporal, fp € T e Ae Z. A Unica solucdo de (3.12)
é chamada de funcao exponencial matricial em f; de expoente A, e é denotada por

ea(t,to).
Teorema 3.36. Se A,Be %, entao
(i) ep(t,s)=1eex(t,t)=1;
(ii) ealo(t),s)=[I1+p)A(t)]ea(t,s);
(iii) €31(t,5)= €% 4.(1,5);
(iv) ealt,s) =€y (s,1) = €% 4. (5, 1);
(v) ea(t,s)ea(s,r)=ea(t,r);
(Vi) ea(t,s)egl(t,s)=eass(t,S), se ea(t,s)B(s) = B(t)ea(t,s).

Demonstragéo. (i) Pelo Teorema 3.26, temos A(a (1)) = A(t) + u(t)A2(t) e assim

ea(0(1),s) = ea(t,s) + u(t)eA(t,s) = ea(t, ) + () A(t)ea(t, s) = [1+ p(t) A(D)]eal(t, s).



3.5. Exponencial de matrizes 63

(iii) Seja Y (1) = (€ (t,5))*, entdo Y(s)=(e;'(s,s))* = (I"1)* = . Derivando Y(1),
temos
ea(t,s)ez (t,5))* =—(e3 (o(1), 5)A(t)ea(t, s)ey (t, )"
f), Amr=—wﬂuSW+m>(m1Am)
=(€3' (t,5)(A)(1)* = (0A™)(1)(€} (t,5))* = (6 A") (D) Y (1),
assim Y é solugéo de (3.12), com {y = s. Entdo, Y(f) = (e 1(1‘ S))* = ega-(t,S), isto &
(€7 (1,9)) =€ 4.(1,5).

(v) Seja Y(t)=ex(t,s)ea(s,r), entdo

Y2(t) = €A(t, s)ea(s,r) = A(t)ea(t, s)ea(s,r) = A(t) Y(t)

e Y(r)=ea(r,s)ea(s,r) (ig) I. Logo, Y € solugéo de (3.12) com fp =r e portanto ex4(t,r) =
ex(t,s)ea(s,r).

Os itens (iv) e (vi) sdo demonstrados de maneira analoga. ]

A comutatividade entre A e e4 ndo é verdadeira em geral, como mostraremos
na Subsecado 3.5.2. Mas em alguns casos, isso pode ocorrer.

Teorema 3.37. Suponha Ae % e C diferenciavel. Se C é solugcdo de C2(t) = A(t)C(t)—
C(a(t))A(t), entdo C(t)ea(t,s)=ea(t,s)C(S).

Demonstragao. Fixe se€ T e denote F(f) = C(t)ea(t,s)—ex(t,s)C(s), assim F(s) = 0.
Veja que
FA(t) = C(o(1))ea(t, s) + CR(t)ea(t, s)—eal(t, s)C(s)
=C(a(t)A(t)ea(t,s)+ C (t)ea(t,s)—A(t)ea(t, s)C(s)
=[C(a(1)A(t) + C*(t)]ea(t,s) - A(t)ea(t, s) C(s)[-A(t) C(t)ea(t, s) + A(t) C(t)ea(t, s)]
=[C™(1) + C(o (1) A1) - A(t) C(t)]ea(t, s) + A(IC(t)ea(t, s) - ea(t, s) C(s)]
=[A()C(t) - C(a (1) A(t) + C(a (1)) At) - A(t) C(D)]ea(t, s) + A(t) F (t) = A() F(t).
Portanto F é solucdo de F2(t) = A(t)F(t) com F(s) =0 e, pelo Teorema 3.33 temos
F=0. O

Corolario 3.38. Suponha Ae % e C matriz constante de mesma ordem. Se as matrizes
C e A sdo comutativas, entdo C e ex(t, s) também sdo. Em particular, se A é uma matriz
constante, entdo A e ex(t,s) comutam.

Apresentamos agora a versdo ndo homogénea de equagdes dindmicas em R".

Teorema 3.39. Seja Ac % e suponha f: T — R" rd-continua. Considere ainda tye T e
Yo € R". Entdo o problema de valor inicial

{yND=AmyM+ﬂU
y(to) =¥o
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possui uma tnica solugdo y: T — R", que & dada por:

t
y(t) = ealt, o)yo+ /t ea(t,o(0) (1) AT (3.14)

Demonstracdo. Sabemos que ex(t,a(1)) = ea(t, ty)ea(ty,o(r)), € podemos reescrever
y(t) dada por (3.14) como

t
y(t) = ealt. o) <y0+ /t eA(to,a(r»f(r)m).

Derivando y(t), temos
t
yA(t) =ex(t, tO)(yO+/t eA(tO=U(T))f(T)AT> +eala(t), fo)eallp, o (t))f(t)

t
_Atea(t. o) (yo+ | eatto.otro Ar) +ealo(t), o ()1

=A(t)y (f)+ (1),

entdo, y(t) € uma solucdo do problema de valor inicial, uma vez que y(fy) = yo-

Suponha agora que y seja outra solucao para o problema de valor inicial e
denote v(t) = ea(ly, t)y(t). Novamente, como ex(t, fy)ea(ly,t) =1, temos y = ex(t, tp) v(1).
Entao

A(t)ea(t, to)v(t)+1(t) =At)F(t) + (1) = 72 (1) = A(t, to)v(D) + eala(t), bo) vA(t)
=A(t)ea(t, lp)v(t) + ea(o(t), to)v (1),

assim, e (a(t), t+0)vA(t) = f(t) e VA(t) = ex(ty, o (1)) f(f). Como v(ty) = yo, temos

t
=Y+ | ealto.o(0)f(r)ar.

e portanto y=y. Il

3.5.1 Coeficientes Constantes

Nesta subsegédo veremos brevemente o caso onde A € Mp(R) € uma matriz
constante regressiva, isto é 1+ u(t)A é inversivel para todo t € TX. Mas antes de come-
garmos, vejamos que podemos transporta a regressividade de uma matriz para o seus
autovalores.

Teorema 3.40. Se Ae Mn(R) € uma matriz regressiva entao todos os autovalores de A
S80 regressivos.

Demonstragdo. Suponha A autovalor de A com autovetor v associado. Note que
(I+pu(HA)V=v+u(t)Av=v+u(t)Av=_1+u(tH)A)v.

Se A for regressiva, temos (/+ u(t)A)v #0 para todo t e TK entdo, pela igualdade acima,
(1+u(HA)v#0e 1+u(t)2#0. Logo A é regressivo. O
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Com isto podemos encontrar solugdes para a equacao

{ yA(t) = Ay(t)

3.15
y(t) =Yo 8.19)

quando yy = Vv € um autovetor associado a algum autovalor de A e A é regressiva.

Teorema 3.41. Seja A um autovalor de A com autovetor associado v. Entao y(t) =
e, (t,to)v € uma solugcéo de (3.15) com yp=v.

Demonstragdo. Como A é regressiva, entédo A € regressivo e y(t) = e,(t, fy) esta bem
definido em te T. Assim

yA(t) =[ex(t, i) vI® = Aex(t, to)v = ex(t, o) A() v = A(t)ex(t, o) v = At y ().

Exemplo 3.42. Sejam T uma escala temporal e assuma que

(5 %)

é regressiva. Vamos resolver a equacdo y2(t) = Ay(t). Note que v4 =(1,-3)7 e vp =
(2,1 )T s&o autovetores associados, respectivamente, aos autovalores 11 =3 e 1o =—2
da matriz A.

Da unicidade de solugbes para os problemas de valor inicial em R (como na
teoria de equacoes diferenciais ordinarias) sabemos que a solugao geral da equacao
€ dada por

y(t)=cqez(t, o)v1 +Ccoea(t, fo) Vo,

com ¢q,Co €R.

3.5.2 Exemplos sobre comutatividade

Nesta subsecao veremos trés exemplos a respeito da comutatividade (ou nao)
das fungbes exponenciais.

Exemplo 3.43 (Comutatividade). Sejam

cw-(4 ) © D0=(75 %)

com te T =R. Neste caso, temos

2 i

eC(t,O)=( 302 ?) e eD(t,O)=< 902 (_)ﬁ )
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Entéo, e(t,0) e ep(t,0) comutam ja que ambas s&o matrizes diagonais. Ainda, temos

t2
—tez 0

D(t)ec(t,0) = < > =ec(t,0)D(t) e C(t)ep(t,0) = ( tez 0 ) =ep(t,0)C(1).
0o -t 0O o
00 1 0
Como C(t)e D(T) = ( 0 —t ) temos eggp(t,0) = ( 0 eé ) e portanto eggp(t,0) =

ec(t,0)ep(t,0).

t 1
Exemplo 3.44 (A e e4 ndo comutam). Considere A(f) = < 00 > Da série generali-

zada de Peano-Baker, temos
t t Sq
eA(t,r)=l+/ A(s1)As1+/ A(s1)/ A(So)ASo ASy +:--
T T T

o[ asn [ Ao [T sy asi

onde a integracdo de matrizes € feita entrada a entrada. Portanto se 7 =0 temos

eA(l‘,O)=( 1+foS1 AS1+fOS1 fo‘s1 ASoASy +--- fO A31+f031 f01 A52A31+---)

0 1
e
0 0 Sq 0 0 St
ea(0.1) ( T+ [ S1AS1+ [; 81 [y S1ASpAS +--- [ AS1+ [ 81 [3! ASpASy+-- )
A\Ys L) = .
0 1

Se T =R obtemos

51
/OS1dS1 /81/ 82d82d81 2 40 o

3 t5

1+2,.0, .. t+t + +-
eA(t,0)=< 2 08 1135 ) (3.16)

assim

Assim, em (3.16), obtemos

2 oo (=1)" f2n-1

ez Zoo t2n—1 e_g

0 1 1
e portanto
2 o f2n-1 2 o f2n
A(t)eA(t,0)=( t )( e n=1T11L,(2i-1) ):( tez 1+ n 17 (2i-1) )
00/ 0 1 0 0
e

eg tzn_1 t 1 teg et?
ea(t,0)A(t) = ( e [17(2i-1) ) ( ) = ( )
0 1 00 0 0

Logo, A(t)ex(t,0) # ea(t,0)A(t), para todo te R*.
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Exemplo 3.45. Vamos mostrar que para ex(t,0)B(t) = B(t)ea(t,0) é necessario que
easB(t,0)=exs(t,0)eg(t,0). Em T =R, sejam

A(t)=((t) :)) e B(t)=<_1t 8).

Repetindo os calculo do exemplo acima, obtemos

eg 2 e‘g 0
exa(t,0)= ( =t [T (2i-1) ) e epg(t,0)= ( o (~1)3 et ] )
0 1 =1 15 @i)(2n-1)
Entao )
t 2n-1
tez L 0
ea(t,0)B(t) = < €2+t [T (2i-1) )
1 0
e, por outro lado
te's o __
- ~2n=11]". 2i—1)
B(t)eA(t,O)=( 2 H/t12n2/ 1) )
ez n= 117, (2i-1)

Logo ex(t,0)B(t) # B(t)ea(t,0) para todo t € R—{0}. Veja que

1 Z t2n—1 0o (- 1)3n—1 21 0o t2n—1
+2.n=1 (2i—1) 2<n=1 T[] n=1 i)
(t O)QB(t 0) Hoo : (- 1)3n—1t2n]:[1 (2(@n=1) H :

n=1T171(2i)(2n-1) 1

Por definicao, temos A(t) @ B(t) = A(t) + B(t) + u(t)A(t) B(t) = ( 0 (1) ) e assim

10 0 ftds1) /o 1\ [S/0 1
en.plt,0) = 0 / ( )/ ( )ds ds
Ae B )<o1>+<f(§ds1 o J "\t 0)Jo L1 0)5R"T
2 8 *
0 1 t 0 0o & Lo 0 hg
0o t2n—2 00 t2n—1
_( n=1 @A)l 2=n=1 —(2n—1)!)
- 0o t2n—1 00 t2n—2

n=1(2n-1)! n=1(2n-2)!

e easp(t,0) #ea(t,0)ep(t,0), para todo t € R—{0}.
NOTAS

Estudamos aqui as equagdes dinamicas em R e R, e para isto, a ferramenta
fundamental é a fungdo exponencial. Para estudos mais aprofundados sobre estes

topicos, sugerimos (BOHNER; PETERSON, 2001), (CUNHA, 2006) e (HAMZA; AL-
QUBATY, 2012).
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Utilizamos neste capitulo os nomes soma de Hilger e subtracdo de Hilger. Estes
nomes foram dados por nés exclusivamente para este trabalho, j& que ndo foram
encontradas traducdes para os nomes em inglés: circle plus addition e circle minus
subtraction.

Uma observacao importante a ser mencionada é que na literatura, o que chama-
mos de propriedade de processo de evolugcdo é comumente chamada de propriedade
de semigrupo. Porém vale ressaltar que exponenciais em escalas temporais sao ine-
rentemente ndo-autbnomas (isto é, tempo dependentes), uma vez que a definicdo da
funcao exponencial envolve a fungéo granulagéo u(t), que somente em casos bastante
especificos ndo depende de t (tais casos sdo chamados de escalas temporais ho-
mogéneas). Sendo assim, a fungao exponencial ndo define um semigrupo, mas sim
um processo de evolugao.

Por ultimo, gostariamos de comentar sobre o sinal da funcdo exponencial, que
nem sempre € positivo. Na desigualdade de Gronwall que apresentamos, aparece o
conceito de funcdo positivamente regressiva, que garante a positividade da funcao
exponencial e é fundamental para a demonstragcdo. Mais resultados sobre o sinal da
funcao exponencial podem ser encontrados em (BOHNER; PETERSON, 2001).



69

4 ATRATORES PARA PROCESSOS DE EVOLUCAO EM ESCALAS TEMPORAIS

Neste capitulo estudaremos os processos de evolugcdo em escalas temporais e
seus atratores. Mais precisamente, nosso objetivo final € encontrar resultados sobre a
semicontinuidade superior para tais atratores, quando a escala temporal T dada é su-
jeita a pequenas perturbacgdes. Para isso, comecaremos com o estudo dos processos
de evolugdo em escalas temporais.

4.1 PROCESSOS DE EVOLUGAO EM ESCALAS TEMPORAIS

A teoria de atratores para processos de evolugao nos casos continuo (T =R) e
discreto (T = Z) nao é recente, e conta com uma vasta literatura, como por exemplo
(CARABALLO; LtUKASZEWICZ; REAL, 2006) e (CARVALHO; LANGA; ROBINSON,
2013). Aqui, vamos estender os conceitos e resultados encontrados em (CARABALLO;
LUKASZEWICZ; REAL, 2006) para o caso de escalas temporais em geral.

No que segue, X € um espago meétrico com métrica d: X x X — [0,00) e C(X)
denota o conjunto das funcdes continuas de X em X. Seja T uma escala temporal e
defina o conjunto T por

T T-infT se T é limitada inferiormente,
0 T caso contrario.

Defina também
s infT se T é limitada inferiormente,

0 —oco  €aso contrario.

Por fim considere Py={(t,s) e T5: t > s}.

Definicao 4.1. Um processo de evolugcao em X na escala temporal T € uma familia
de fungdes U={U(t,s): (t,s) € Py} < C(X) que satisfaz:

(1) U(t,t)x=x, paratodo xe X e te Tp;
(2) U(t,s)=U(t,t)U(r,s), para todos (t,1),(7,S) € Py;

Os processos de evolucao surgem naturalmente quando resolvemos equacoes
dindmicas, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 4.2. Sejam A: T — Mp(R) uma fungdo matricial regressiva e f: T — R rd-
continua. Sabemos, do Teorema 3.39, que para cada se T e yp € R”, o problema de
valor inicial

4.1
y(s)=Yo @1

possui uma Unica solugdo y(-, s, ¥g): T — R". Se denotarmos U(t, s)yp = ¥(t, S, ¥p), entdo
a familia U = {U(t,s): (t,s) € Py} define um processo de evolugdo em R". De fato,

{ yA(t) = At)y(t) + (1)
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claramente U(t,t)yg = yo para todo te Ty e yg € R". Agora, para yg € X, considere a
fungéo z(t)= U(t,7)U(r,8)yp parat >t > s. Para t =7 = s obtemos z(s) = yp. Derivando
em t obtemos

ZA(t) = UA(t,7)U(1,8)yo = A()U(t, T)U(z, 8) yo + F(2),

e portanto z(t) € solugéo de (4.1). Da unicidade de solugdes segue que z(t) = U(t, s)yp,
e conclui a prova de que U € um processo de evolugao.

4.2 ATRATORES PARA PROCESSOS DE EVOLUCAO

Os processos de evolugcao sao também conhecidos como sistemas nao-auté-
nomos, isto €, sistemas nos quais a lei de evolugcéo varia com o tempo e a solucéo
depende explicitamente dos instantes inicial s e final t. Para alguns sistemas em
particular, esta solucado ndo depende explicitamente de s e t, mas sim de sua diferenca
t—s, isto é, U(t,s) = U(t—s,0) para todos t,s e T. Nestes casos especiais, 0S processos
de evolugédo sdo chamados de semigrupos e surgem de equagdes nas quais o termo
forcante ndo depende explicitamente do tempo. Porém, em escalas temporais, esses
casos sao muito raros, pois mesmo que o termo forcante (o que esta do lado direito da
equacéao dinamica) ndo dependa explicitamente do tempo, a delta derivada em geral
depende (a menos que a escala temporal seja homogénea).

Sendo assim, a teoria a ser trabalhada em escalas temporais € a de processos
de evolucao. Para estes processos vamos trabalhar do ponto de vista pullback, isto é,
trabalharemos com familias de conjuntos, como veremos a seguir.

Definicdo 4.3. Um conjunto ndo-auténomo é uma familia C = {C(t)}teT, de subcon-
juntos de X. Para cada t € Ty, o conjunto C(t) é chamado fibra de C.

Um conjunto C ndo-auténomo é chamado de aberto (ou fechado ou compacto
ou limitado) se cada C(t) € um subconjunto aberto (fechado ou compacto ou limitado)
de X.

Diremos que Cq = C» se Cq(t) = Co(t) para todo t e Ty.

Para todo (t,s) € Py, a imagem de um subconjunto B de X por U é denotada
por U(t,s)B={U(t,s)x, x € B}. Os principais conceitos para se definir de maneira con-
sistente um atrator sdo os conceitos de invaridncia e atragdo, como veremos a seguir.

Definicao 4.4 (Invariancia). Sejam U um processo de evolugao e C um conjunto nao-
auténomo. Dizemos que C é U-invariante se U(t,s)C(s) = C(t), para todo (t,s) € P,.
Quando U(t,s)C(s) c C(t) para todo (t,s) € Py dizemos que C é positivamente U-
invariante, e negativamente U-invariante se U(t,s)C(s) > C(t) para todo (t,s) € Py.

Claramente C é U-invariante se e somente se é positivamente e negativamente
U-invariante.
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Para definir o conceito de atracdo, neste caso, o de atracdo pullback, € necessa-
rio definir corretamente uma métrica para a qual analisaremos essa atragdo. Em geral,
a métrica utilizada é a da semidistancia de Hausdorff, definida por

H%(A,B) =sup inf d(a, b),
§(A.B)=sup Inf d(a.b)
onde A, B sdo subconjuntos ndo-vazios de X. Também é utilizada a distancia de
Hausdorff entre A, B definida por

Hg(A, B) =max{H(A, B), H,(B, A)}.

Neste ponto, sugerimos cautela ao leitor. Esta ndo é a distancia usual entre conjuntos,
e H;(A, B) mede, em termos simples, o quao longe A esta de estar dentro de B, no
sentido de que Hy(A, B)=0 se, e somente se, Ac B. Além disso, a distancia de Haurs-
dorff ndo é uma distancia, a ndo ser que nos restrinjamos aos subconjuntos fechados
de X. Com respeito a semidistancia de Hausdorff, valem as seguintes propriedades.

Proposicao 4.5. Para A, B, C subconjuntos ndo-vazios de X temos
() Hy(A,B) < H3(A,C)+H}(C,B);
(i) Hy(A,B) = HZ;(Z, B).

Demonstracdo. (i) Sejam a€ A, be B e ce C, temos d(a,b) < d(a,c)+d(c,b), assim
infpegd(a, b) < d(a, c) +infpegd(c, b) < d(a, c) + Hy(C, B). Portanto, d(a,C) < d(a,c) +
Hy(C, B). Ainda, d(a,C) < d(a,C)+ Hy(C, B) e Hy(A, B) < Hy(A, C)+ Hy(C, B).

(ii) Dados x € A e € >0 existe a=(a,¢) € A tal que d(x,a) <e. Se existe b e B,
temos d(x,b) < d(x,a)+d(a,b) <e+d(a,b). Logo, d(x,B) <e+d(a,B) <e+Hy(AB) e
H3(A,B) < e+ Hy(A, B). Portanto, H3(A, B) < Hy(A, B). Ainda, é claro que Hy(A, B) <
Hy(A, B) e, assim, segue o resultado. ]

Com a semidistancia de Hausdorff, podemos definir o que queremos dizer com
atracao pullback:

Definicao 4.6 (Atracdo Pullback). Considere T uma escala temporal e assuma que
Sp € um ponto de acumulagdo de T ou sy =—oo. Seja U um processo de evolugao.
Dizemos que A pullback U-atrai B se para cada t € Ty temos

lim H5(U(t,s)B(s),A(t)) =0,

S—9p

A grosso modo a atracao pullback nos diz que para cada tempo final fixado t, o
processo U(t, s) leva um conjunto de estados B(s) cada vez mais no passado (instante
inicial s — sp) dentro de A(t). Entéo a atragédo aqui é vista retrocedendo o tempo inicial
s, mas mantendo fixo o tempo final t.
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A menos de uma meng¢ao contraria, no que segue sy € um ponto de acumulagao
da escala temporal T.

Um conceito util, que esta intimamente relacionado ao conceito de atragéo
pullback é o de absorcao pullback, definido a seguir.

Definicdo 4.7 (Absorcédo Pullback). Seja U um processo de evolucdo. Dizemos que A
pullback U-absorve B se dado te T existe s;=51(B,1) < t, s1 € T tal que

U(t,s)B(s)cA(t) paras<sieseTy.

Claramente, se A pullback U-absorve B entdo A pullback U-atrai B. Reciproca-
mente, se A pullback U-atrai B, entdo dado ¢ >0, o conjunto ndo-autébnomo A. dado
por

Ac(t)={xe X: inf d(x,a)<e}=:0.(A(t)) paracada te Ty,
acA(t)

pullback U-absorve B. De fato, para este ¢ > 0 existe s < t, sy € Ty tal que
H3(U(t,8)B(s),A(t)) <e para s< sy e se Ty,
e portanto
U(t,s)B(s) cO:(A(t)) para s< s1 e Se Ty.

Por fim, antes de definir o atrator pullback, precisamos do conceito de universo,
isto €, queremos restringir a colecao de conjuntos ndo-autbnomos que serao atraidos
pelo atrator. Um universo © é uma colecao nao-vazia qualquer de conjuntos nao-
auténomos que é fechada por inclus&o, isto é, se Dy € ® e D, c Dy entéo Dy e ®.

Defini¢ao 4.8. Sejam U um processo de evolugao, © um universo. Um conjunto ndo-
auténomo A é chamado de um D-atrator pullback para U se

1. A é compacto;
2. Aé U-invariante;

3. Apullback U-atrai cada Be ®;

4.3 EXISTENCIA DE ATRATORES PULLBACK

Nesta secdo, buscaremos condi¢des para U sobre as quais conseguimos garan-
tir a existéncia de um atrator pullback, dado um universo ©. Nesta busca, analogamente
ao caso de processos de evolugdes continuos, o conjunto w-limite tem um papel funda-
mental. Para um processo de evolugdo U e um conjunto nao-auténomo B, definimos o
conjunto w-limite de B em te T por

w(B.)= ) | Ut.9)B(s).
TTE%]!()SSEﬁFO

A seguinte caracterizacao para o conjunto w-limite € crucial.
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Proposicao 4.9. Sete Ty entdo x e w(B,t) se, e somente se, existem uma sequéncia
{sn} =T com sy<sn<t, paratodo neN e sh— sy quando n— co € uma sequéncia
Xn € B(sp) para cada neN tal que x = nlim U(t, sn)xn.

—00

Demonstragdo. Sejam ty e T e x € w(B,t). Como sy é ponto de acumulacgéo de T,
existe uma sequéncia pp € T tal que sy <pn <t tal que pn—5p < 2—7 Entdo existem
sn € T tal que sy < sn < pn e xne B(sp) tal que d(U(t,sn)xn, X) < 15 e, assim, x =

nlim U(t,sn)xn. A reciproca é direta. O
— 00

Vejamos agora dois conceitos que, juntos, nos dardo a existéncia de atratores.
Definicao 4.10. Dado um universo ©, dizemos que um processo de evolugao U é

(i) pullback D-dissipativo se existe By tal que B, pullback U-absorve cada Be D.
Um conjunto ndo-autbnomo Bo satisfazendo esta condicdo é chamado conjunto
D-dissipativo para U,

(i) pullback D-assintoticamente compacto se dados Be ®, te Ty, sp— 5y €
Xn € B(sp), a sequéncia {U(t, sn)xn} tem uma subsequéncia convergente.

Provemos alguns resultados auxiliares, para obter propriedades importantes
sobre conjuntos w-limites.

Lema 4.11. Sejam © um universo e U um processo de evolugcdo. Se U é pullback
D-assintoticamente compacto e Be® entdo o conjunto w-limite

PN

w(B) ={w(B, )},
é ndo-vazio, compacto, U-invariante e pullback U-atrai B.

Demonstracdo. Seja Be ® e fixe t € Tg. Como U é pullback D-assinstoticamente
compacto, fixe também {sp} c T tal que sp — sy € xn € B(sp), entdo {U(t, sn)xn} possuli
uma subsequéncia convergente (que vamos utilizar a mesma notac¢ao) para um ponto
x € X. Pela proposicéo anterior, x € w(B, t). Portanto, w(B) é ndo vazio.

Para obtermos o a compacidade, vamos mostrar que toda sequéncia possui
uma subsequéncia convergente. Para isso, fixe t € Tg e tome {yn} c w(B, 1), existem
sequéncias sp— Sy € Xxn € B(sp) tais que d(yn, U(t, Sn)xn) < }—7

De fato, como {yn} < w(B, t), temos yi€ w(B,1). Pela proposicdo anterior, exis-
tem x) € B(sl) e s} — sy tais que yy = lim ut, s})x}. Entao, existe ny € N tal que
d(y, U(t,sh)xk) <1 e [sh, —spl < 1. Como y, € w(B, 1), existem s2 — sy € X3 € B(s2)
tais que yo = lim U(t, s2)x3. Entdo, existe np € N tal que d(yo, U(t, 3,)x3,) < 5. Logo

para neN temos d(yn, U(t, sn)xn) < }, A sequéncia {U(t, sn)xn} possui uma subsequén-
cia convergente (que denotaremos da mesma forma) para x € X e, pela proposi¢ao,
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x € w(B). Assim, utilizando a desigualdade triangular obtemos

d(yn,x) < d(yn, U(t, sn)(xn) +d(U(t,sn)Xn, X) < % +d(U(t, sn)Xn, X)

e quando n— oo, d(yn,x) — 0. Logo, yn — x ao longo de uma subsequéncia. Portanto,
w(B) é compacto.
Mostremos que w(B) é U-invariante. Fixe (t,s) € Py. Se x € w(B, s), entdo x =

nlim U(s, Sn)Xn, Sn — Sp € Xn € B(spn). Assim,
—00
U(t,s)x=U(t,s) lim U(s,sn)xn= lim U(t,s)U(s,sn)xn= lim U(t,sn)xn,
n—oo n—oo n—oo

entdo, U(t,s)x € w(B,t). Se ze w(B,t), entdo z = lim U(t,sn)Xn, sn— so € xn € B(sn)
(podemos assumir sp < S, POis Sp < S € sp— Sp). Considere a sequéncia {U(s, Sn)Xn}
que possui subsequéncia convergente para x € X (e x € w(B,s)). Logo, U(t,s)x =
U(t,s) nli_)moO U(s,sn) = r7ILmOO U(t,sn)xn =z e U(t,s)x = z, com z € U(t,s)w(B,s), o que
conclui a U-invariancia.

Finalmente, mostremos que w(B) pullback U-atrai B. Suponha, por contradicéo,
que w(B) nado pullback U-atrai B, assim existem te Ty, eg >0, Sp — Sy € Xn € B(Sp)
tais que Hy(U(t, Sn)Xxn,w(B, 1)) > ey. Como U é pullback D-assintoticamente compacto,
entdo ao longo de uma subsequéncia temos U(t, sp)xn — x € w(B, t). Logo

0= H(U(t, sn)Xn,w(B, 1)) > €9 >0,
0 que nos da uma contradigéo e conclui a demonstracao. O

Lema 4.12. Se U é pullback D -dissipativo com conjunto ® -dissipativo By e B e ® entéo
w(B, 1) c By(t) parate Ty.

Demonstracdo. Se x € w(B,t), entdo x = lim_U(t,sn)xn, sn— So € xn € B(sn). Como B,
€ um conjunto ®-dissipativo, existe ny € N tal que se n> ng, temos U(t, sn)B(sn) < By(t),
logo {U(t, sn)xn} < By(t) e, assim, x € By(t). O

Com estes dois resultados somos capazes de mostrar a existéncia de ®-atrato-
res pullback para um processo de evolucao pullback ©-dissipativo e pullback ©-assin-

toticamente compacto.

Teorema 4.13. Sejam © um universo e U um processo de evoluggo. Se U é pullback
D -assintoticamente compacto e pullback ©-dissipativo com conjunto ©-dissipativo Bo
tal que B_o €D, entdo U tem um D-atrator pullback A€ ® dado por A(t) = w(By,1),
para teTy. Além disso, este atrator € minimal no sentido de que se C éum conjunto
nédo-auténomo fechado que pullback U-atrai todo D e ® entdo A< C.

Demonstracdo. Defina A(t) = w(Bo, t) para todo te Ty. Como U é pullback ©-assintoti-
camente compacto, pelo Lema 4.3, temos A ndo-vazio, compacto, invariante e pullback
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U-atrai By. Do Lema 4.12, Z\cB_Oe D, e sendo ® um universo, De®. Agora, se Be D,
temos

H(U(t, 8)B(s), A1) <HZ(U(t, 8)B(s), w(B, 1)) + Hjj(w(B, 1), A(t))
=H(U(t,8)B(s), (B, 1)) + H(U(t, s)w(B, 5), A(t))
<H(U(t,5)B(s),w(B, ) + Hy(U(t,5)By(s), A(t))
=H};(U(t,s)B(s),w(B, 1))+ H;(U(t, 5)By(s), A(t)
=H;(U(t, 5)B(s),w(B, 1) + H3(U(t, 5)By(s), A(1)),

onde usamos a U-invariancia de w(B), que w(B, s) c By(s) pelo Lema 4.12, também
que U(t, s)By(s) c U(t, s)By(s) pela continuidade de U(t,s) e a Proposi¢édo 4.5. Usando
que w(B, t) pullback U-atrai B, que A pullback U-atrai By obtemos

SIergo Hy(U(t,s)B(s),A(t)) =0 para cada t € Ty,
e portanto A pullback U-atrai cada Be ©, e A é um D-atrator pullback para U.

Para mostrar a propriedade de minimalidade, seja C um conjunto ndo-auténomo
fechado que pullback U-atrai todo Be®. Se x € A(t) = w(BO, t) entdo podemos escrever
X= nlim U(t, sn)xn, onde sp— Sp € Xn € By(sn) para todo neN, e assim

— 00

Hg(x, C(1)) = lim Hg(U(t, sn)xn, C(1)) < lim Hy(U(t,sn)Bo(sn), C(t)) = 0.

Logo, H;(x,C()) =0 e x € C(t) = C(t). Portanto, A(f) = C(t) para todo t € T, isto &,
Ac C e completa a demonstracio. O

Observacao 4.14. Nas aplicacoes praticas, para mostrar a existéncia de atratores
pullback para um processo de evolugao precisamos entao, fixado um universo 9,
encontrar um conjunto ®-dissipativo (que de preferéncia seja fechado e estejaem D) e
mostrar que o processo U é pullback D-assintoticamente compacto. A primeira tarefa
costuma ser a mais simples das duas, e envolve calculos de estimativa de energia
para as equacgdes. Ja a segunda € mais complicada, e requer um estudo caso a caso,
para encontrar a melhor técnica a ser utilizada. Porém, se estamos trabalhando em
espacos de dimenséo finita, uma boa maneira de obter a compacidade assintética é
encontrar um conjunto dissipativo B fixo (isto é, By(t) = By para todo t € T) que seja
fechado e limitado (e portanto, compacto). A compacidade assintética nesse caso €
uma consequéncia imediata da existéncia de tal conjunto.

4.4 SEMICONTINUIDADE SUPERIOR DE ATRATORES

Em modelos matematicos que descrevem problemas reais, perturbagdes estdo
fadadas a acontecer, seja por simplificagdes, uso de dados escassos ou leis empiricas.
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Assim, modelos matematicos sdo, em geral, aproximagdes do real fenbmeno e, por-
tanto, devemos ser capazes de prever e tratar possiveis perturbacoes deste modelo, e
entender como elas se comportam. Neste contexto, a pergunta que surge aqui é: como
se comportam os atratores para processos de evolugdo quando perturbamos a escala
temporal utilizada?

Dito de outra maneira, se considerarmos uma escala temporal T’ proximaa T,
processos de evolugdo U' em T’ e U em T, com atratores A e A respectivamente,
somos capazes de controlar a proximidade de A’ e A, sabendo controlar a proximidade
entre U' e U?

Esta pergunta claramente precisa de uma fundamentacao teérica para ser com-
pletamente compreendida e estudada. A saber, o que queremos dizer com a proximi-
dade entre T' e T, entre U' e U e entre A' e A? S&do muitas as possiveis definicdes
para esta proximidade. Mas neste trabalho, focaremos na distancia de Hausdorff para
medir a proximidade entre T’ e T (chamada usualmente na literatura de continuidade)
e a semidistancia de Hausdorff entre A’ e A (chamada de semicontinuidade superior
em A). Em outras palavras, queremos medir o quéo longe A'(t') est4 de estar dentro
de A(t) quando |t'—t| é pequeno, com t' € T' e t e T, desde que sejamos capazes de
controlar a distancia entre os processos U’ e U.

Vamos agora colocar matematicamente o problema em questdo. Sejam duas
escalas temporais Te T/, D=TuT’ e f: DxR" — R" uma funcao, e consideremos os
problemas

x2(t) = £(t, x(1)), (4.2)

X' (t) = (1, x (1)), (4.3)

onde A denota a delta derivada na escala temporal T e A’ a delta derivada na escala
T'. Vamos supor que (4.2) e (4.3) gerem processos de evolugao U={U(t,s): (t,s) € Py}
e U'={U'(t,9): (t,s) € Py}, respectivamente.

Gostariamos de responder as seguintes perguntas:

(1) sob quais condicdes (e para qual universo) estes processos possuem atratores
pullback?

(2) Quando estes atratores pullback existem, como podemos medir a proximidade
entre eles?

Para responder estas perguntas, seguiremos o trabalho feito em (KLOEDEN,
2006), e vamos assumir algumas condi¢des sobre a escala temporal T e 0 processo
de evolugéo U gerado por (4.2).
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Definicao 4.15. Diremos que uma escala temporal T nao possui buracos rapida-
mente crescentes, se para cada T >0, existe N7 >0 tal que

[t—T—-N7,t—-TInT#2 paratodoteT.

Veja que esta condicao implica, em particular, que infT =—oco € sup T = co. Por-
tanto, sp=—occ e Tg=T (veja Secao 4.1).

O universo que consideraremos € a colecdo ® formada por conjuntos nao-
autdbnomos da forma D = {D(t)}sct com s D(t) limitado em R", chamado de uni-
verso das unioes limitadas. Nao é dificil ver que com este universo, basta provar a
pullback U-atracdo para conjuntos limitados fixos, ja que se A pullback U-atrai todos
0s conjuntos limitados fixos e De® e B=J;t D(t) entéo

Hy(U(t,s)D(s), A(t)) < Hy(U(t,s)B,A(t)) = 0 quando s — —co.
No que segue, para um conjunto ndo-vazio A de R e x e R”, denotamos
d(x,A) = inf | x—all,
acA
e notamos que d(x, A) = Hy({x}, A). Além disso, para r >0 denotamos
B[A,r]={xeR": d(x,A) < r}.

Vamos assumir que U satisfaz a condigédo de pullback dissipatividade: existe um
conjunto compacto e conexo By =R e uma fungdo y: T x T — [0, 00) tal que para todos
t,1eT e xeR" temos

d(U(t,7)x,By) < y(t,7)d(x, Bp), (4.4)

com y(t, t)=1 para todo te T, v — y(t,7) é decrescente para zero quando 7 — —oco €
para cada te T, para cada ¢ >0 e R>0, existe Tg. >0 para o qual para todo te T
temos

y(t,1)R<e paratodor<t-Th.eTeT. (4.5)

Teorema 4.16. Se T ndo possui buracos rapidamente crescentes e o processo de
evolugdo U ={U(t,s): (t,s) € Py} satisfaz (4.4), entao U tem um D-atrator pullback A,
onde ® é o universo das unibes limitadas e Ac B[By,1].

Demonstragcdo. Para garantir a existéncia de um ®-atrator pullback, usaremos o Teo-
rema 4.13. Mostraremos primeiro que By =1(Bp) € um conjunto ©-dissipativo para U.
De fato, seja B < R" limitado e R =max,.gd(x, By). De (4.4)-(4.5), seja Tg1/2>0 tal
que

paratodor<t-TgpqpeTeT.

N =

YL T)R<
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Assim para t <t-Tg1/» € T€ T obtemos

H(U(L,7)B, Bo) < v{t IR < 5 <1,

o que implica que U(t,7)B < B[By, 1]. Portanto By € um conjunto ©-dissipativo para By.

O fato de que U é pullback ©-assintoticamente compacto segue diretamente da
Observacao 4.14, e assim, o Teorema 4.13 nos garante a existéncia de um ©-atrator
pullback A para U. O

Queremos agora estudar o que acontece quando mudamos da escala T para
uma escala T’ com a distancia de Hausdorff Hy(T,T’) entre T e T’ pequena. Para isso,
precisaremos da seguinte hipétese de continuidade com relagdo aos dados iniciais dos
processos U e U’ gerados por (4.2) e (4.3), respectivamente. Para todo ¢ >0, R >0,
T1 < To emR, existe 6 =6, g 7,1, >0 tal que

U (t', ") x=U(t, 7)x| <€, (4.6)

para todos (t',ty) € Py n [Ty, To12, (t,tg) € Pon[Ty, To]?, x € B[By, R], com |t' 1], |85, fol <
Hy(T',T) <6.

Esta condicdo implica, em particular, que solugdes de U’ ndo explodem em
intervalos finitos, desde que as escalas temporais T e T’ estejam préximas.

Observacao 4.17. Esta condicao €, na verdade, um resultado demonstrado em (GA-
RAY; HILGER; KLOEDEN, 2003) (ou (KLOEDEN, 2004)). Decidimos aqui coloca-la
como uma hipétese para nao perdemos o foco principal do trabalho, que é obter a
semicontinuidade superior dos atratores pullback. Em ambos os trabalhos, pode-se
notar das demonstracdes destes resultados que, como mencionado, § depende de
e, R e da diferenca To—T4 >0, e é nesta parte da demonstragdo que a condi¢ao de
T nao possuir buracos rapidamente crescentes é fundamental, bem como a hip6tese
de que o campo f esteja definido na primeira variadvel, para toda a reta real e seja
uniformemente continuo nesta variavel. Também é necessario que f seja continua nas
duas variaveis e que satisfaca uma condicao de Lipschitz local na segunda variavel
(como no caso continuo).

Teorema 4.18. Assuma que T que ndo possui buracos rapidamente crescentes, que
0 processo de evolugdo U satisfaz (4.4)-(4.5) e que os processos U e U’ satisfazem
(4.6). Entdo By = B[By,1] € um conjunto D-dissipativo para U', desde que Hy(T,T’)
seja pequena.

Demonstragdo. Para mostrar que By pullback U'-absorve limitados de R”, devemos
mostrar que para cada D cR" limitado e t' € T' existe T; p>0 tal que Up/(t',7')D c By,
paratodo 7' e T e 7/ < t'—T; p.
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Para isso, mostraremos que dado R>1 existem T >0 e § >0 tais que para todo
x € B[By, R] temos

dU'(t',7)x,By) <1 parat' <t'-T-26.

Como cada limitado D = R" esta contido em algum conjunto da forma B[By, R] para
algum R > 1 suficientemente grande, o resultado segue.

Fixados te T e R>1, usando (4.4)-(4.5) com e=1/2, existe T = Tog >0 tal que
parat,teT,t<t-T e xe B[By,2R] temos

d(U(t,7)x,By) <y(t,7)d(x,By) <y(t,7)2R< % (4.7)

Para este T >0, como T n&o possui buracos rapidamente crescentes, existe
N =Nt >0 tal que
[t—T-N,t-TInT#2 paratodoteT.

Defina K=2T+N+2 > 0. Para este K, de (4.6), existe 6* = 6}“/2 ork >0 tal
que para todos x € B[By,2R], T{ < To com K=T>—T4, (t,7) € Py N[Ty, To%, (7)) €
PyN[Ty, Tol% e

[t=t|, |[T—7'| < Hy(T,T') <67,

entao

Iu(t, ) x=U'(t',7")x| < % (4.8)

Fixe 6 = min{1,6*, TEN} e considere uma escala temporal T’ com Hy(T,T') <§6.
Fixado t' € T/, existe t € T com |[t—t'| < 6 e a desigualdade (4.7) é vélida para todo
1<t-T e xe B[By,2R].

Como um primeiro caso, vamos supor que

t'—2T-N+6<ty<t'-T-26. (4.9)

Como Hy(T,T') <4, existe 7o € T tal que |7 —T7q| < 4.
Afirmagéo 1. 1o e[t =2T =N, t'—=T=6] < [t-2T=N—1,t-T].

Como |ry—70| <&, temos =6 < 7 —7( < 8, entéo -6 -7, <—7¢ <57, OU Seja,
—6+75 <70 < 0+7(. Assim, de (4.9) segue que 79 > 7,—8 > '=2T—-N e como 7o < §+1y,
temos 19 <6+t —T—-26=t'—T—-6. Portanto g e [t —2T =N, = T-4].

Para concluir esta afirmagao, devemos mostrar que t—2T-N—-1<t'-2T-N <
t'—T—6 <t-T. De fato, sabemos que |t—t'| < &, assim -6 < t—t' <6 e entdo:

t—-2T-N-1<t'+6-2T-N-1<t'-2T-N<1o<t'-T-6<t+6-T-6=t-T,

pois § < 1. A afirmagéo esta entdo demonstrada.
Usando (4.7) e (4.8) obtemos

d(U'(t',th)x, By) < IIU'(t',t5)x—U(t, 7o) xIl + d(U(t,79)x, By) < 1,
0 0 0 0 0
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para x € B[By,2R].
Para o segundo caso, vamos supor que 74, € T' e

t'—3T-N+26 <7} <t'-T-25. (4.10)

Novamente, existe 74 € T tal que [t—74| < 6.

Afirmacdo 2. 14 €[ =3T=N,t'=T=8] c[t-3T-N—1,t-T].
Temos =6 +74 <71 <7} +8, por (4.10) e entéo

—6+t'-3T-N+26 <t{-6 <11 <t +6<t/-T-6

Portanto ' =3T-N+6 <7¢ <t'—T—-46. Nos resta mostrar que [ =3T—-N,t'-=T—-6]c
[t-83T—-N-1,t-T],isto é, t-3T—-N-1<t/-3T-N<t'-=T—-6 <t-T. Novamente, como
|t—t'| <&, obtemos

o<1
t—3T—N—-1<t+6-3T-N=1< ' —3T-N<1{<t'-T-8<t+6-T—6=1-T,

e a afirmacao estd demonstrada.
Utilizando (4.8) no intervalo [t—3T—-N-1,t—T] temos

1

Il U/(TE),T{I )IX=U(tg,71)XIl < >

aonde 7(, € 79 S&0 COMO NO primeiro caso.
Segue ainda de (4.4) que quando 74 < 7 temos

d(U(rg,71)X,Bp) < d(x,By) <R paratodo x € B[B, A].
Combinando as duas ultimas desigualdades, obtemos
d(U'(r5,74)X, By) < % +R<2R.

Assim y = U'(r;,74)x € B[Bp,2R]. Usando a propriedade de procesos de evolugéo
temos
Ut y)x=U'(t,15)U (g, T5)x = U(t', 75)y,

e do que fizemos no primeiro caso, como y € B[By,2R], obtemos
d(U'(t',7})x,By) =d(U'(t',7()y, Bp) < 1.

Este argumento pode ser repetido indutivamente para intervalos de compri-
mento 2T + N+2 indo para —oo, € podemos concluir que

d(U(t', ") x,By) <1,

para qualquer x € B[By,R] e 7/ € T' com 1’ < t'— T—26, o que conclui a demonstragéo.
O]
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Corolario 4.19. Nas hipdteses do Teorema 4.18, o processo de evolugdo U’ na escala
T’ possui um ®-atrator pullback A', desde que Hy(T,T') seja pequena, e Ac B;.

Agora podemos enunciar e demonstrar o resultado final deste trabalho, que
mostra a semicontinuidade superior dos atratores A’ em A, quando T’ se aproxima de
T.

Teorema 4.20. Nas hipéteses do Teorema 4.18, o D -atrator pullback A' do processo
de evolugdo U' na escala temporal T' converge semicontinuo-superiormente para o
D -atrator pullback A do processo de evolugdo U na escala temporal T quando Hy(T,T)
converge a zero, isto é, paracadate T

H(A(), A(t) 0
quando |t'—t| < Hy(T', T) — 0.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢cao, que o resultado ndo seja verdadeiro. Entao
existem te T, e¢g >0, uma sequéncia de escalas temporais {Tx} com Hy(T,,T) — 0
quando k — oo, pontos fy € Ty para k e N com f, — t tais que para os ®-atratores
pullback Ak dos processos associados UK nas escalas temporais T, temos

H (A (t),A(t) > e para todo k eN.
Da compacidade dos Ak(tk), existe ay € Ak(tk) tal que
d(ak, A(t) = H3 (A (t), A(t) > eg (4.11)

Da atracéo pullback de A(t) e do fato de T ndo possuir buracos rapidamente crescentes,
existem T>0, N>0Oerte[t—T—-N,t—T]nT tal que

d(U(t,7)x, A(1)) < %0 para todo x € B[Bo, A]. (4.12)

Seja § >0 tal que (4.6) é validacom ¢, Re To—Ty = T+N+1, e escolha fy s € Ty
tal que (tk, tp x) € PE N[t—T=N,t+1]% e |tp x—t— T| < Hy (T, T) < 6 para cada neN.

Como cada AK ¢ UK-invariante, existe by € AX(ty ) tal que ax = UX(tx, to x) bk-
Assim, por (4.6), obtemos

lak=U(t,T)bxll = 1UK (8, to i) b= UL, T) byl < -2,

uma vez que by € AX(ty x) < B[Bg, Al.
Usando (4.12) temos

d(ay, A(t)) < d(ak, U(t, 7)bk) + d(U(t, 7) bk, A(t)) < %0,

0 que contradiz (4.11) e conclui a demonstracéo do resultado. O
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Exemplo 4.21. Consideraremos a equacao
X° =—x

nas escalas temporais T=R e Ty = hzZ, para 0<h< 1. Ambas as escalas temporais
sdo homogéneas, pois u(t) =0 ou u(t)=h paratodo te T, T=R ou T = hZ, respectiva-
mente. Ainda mais, o termo forgante f(x) =—x3 é independente do tempo, e assim o
processo de evolucao resultante desta equacéao , em ambas as escalas, é na verdade
um semigrupo, € os atratores pullback sdo conjuntos fixos (A(t) = A para todo te T),
também conhecidos como atratores globais.

Para T =R, temos a equacéo diferencial ordinaria

X ==X

que tem o atrator global A={0}. Esta escala ndo possui buracos rapidamente crescen-
tes, e esta equacao satisfaz a condicao (4.6). Podemos calcular a férmula explitica das
solugdes para xg >1 e obter

1
|x(t)2—1 | < Tlxz(to)—ﬂ para todo t > fy,

(t—1)

e podemos tomar By =[-1,1] em (4.4).
Para T = hZ, a equacao € um esquema de Euler com passo h dada por

Xne1=Xn—hx2 paranez,

que tem Ap ={0} como um atrator, porém nesse caso, somente /local, isto €, A, atrai
conjuntos limitados que estao dentro da sua base de atracdo (—1/v'h,1/Vh).

Exemplo 4.22. Considere as equacdes
x% =—x +sin(nt),
onde As € a derivada na escala temporal

Ts=J[2n,2n+1-4],
nezZ

com0<o< 1? Esta equacao nesta escala consiste da equacao diferencial ordinaria
x'=—x+sin(nt) parate(2n,2n+1-5),

e saltos de t=2n+1-4 até t=2n+2 dados por

x(2n+2)—x(2n+1-9)
1+6

=—X(2x +1=58) +sin(n6), (4.13)
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0 que nos da
X(2n+2)=—6x(2n+1-06)+ (1 +9) sin(nd).

A solugéo da equacéo diferencial pode ser calculada explicitamente, e € dada

por x(t) = ¢y et + SNIUTCOS(TY) 546 ¢, e R e supondo o instante inicial como fy = 2n,

1+n?
temos
x(2n) = 2"+ sin(z2n) +mcos(n2n) oc =ezn<x(2n)+ m )
1+72 1 1+72 )’
e assim
—t sin(rt)— JICOS(JTt) 2n—t . on—t
x(ty=c1e + x(2n) + (sin(rt)—mcos(nt)—me"").

1+ 72 1+ 72

Note que se 71 €[0,1-6] e ne Z, entédo

x(2n+1)=€""x(2n) + (sin(zt)—mcos(nt)—me™"). (4.14)

1 +72

Escolhendo 7 =1-6 temos x(2n+1-5) = €710 x(2n) + -5 (sin(x6) + m cos(n5) —ne1*9).

Para 6 =0, a dindmica é relativamente S|mples, pois x(2n+2) =0, independente
do valor de x(2n+1). Isto nos diz que depois de apenas um periodo, toda a dinamica
do problema é ditada pela solucéo periédica

X(2n+1)= (sin(nt)—ncos(nt)+me™ "),

1472

para todo 7 €[0,1] e ne N. Assim, o atrator pullback Ao é o conjunto unitario construido
a partir desta solucao periddica, isto é

Alo

2n+1

— {x(2n+71)}.

Para 6 >0 porém, a dindmica deixa de ser simples. Se 7> 0, por (4.13) e (4.14),
temos

X(2n+2)=—6x(2n+1-5)+(1+06)sin(xd)
=—6<e‘1 *Ox(2n) +
=A5x(2n) + B5

" 2(sin(na)+ncos(n5)+ne—1+5)> +(1+8)sin(zd)
T

com Ay =—56" %0 ¢ Bs = (1+6)sin(nd)— -2 (sin(n6) + 7 cos(nd) +ne~+?). Considerando
o instante inicial como x(2k) = xg temos x(2n) = AT kx0+7(1 —A”‘k 1). Note que
com n e xq fixos, fazendo k — —oco, temos

_ Bs 1
2 = =
X5(2n) 1-As 1+6e—1+5[

(1+0)sin(md)— (sin(n6)+ncos(n5)+ne‘1+5)].

1+72

Na igualdade (4.14), considerando o valor inicial como o descrito acima, temos

Xs(2n+1)=Cs€ " + (sin(nt)—mcos(nt)+me™ "),

1 +72
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onde
1

Teoe il
parate[0,1-56]e neZ.
Ent&o, o atrator pullback ATs consiste em conjuntos UGnicos formados pela solu-
cao periddicas, ou seja, Agfm ={Xs(2n+7)}, paratodo r€[0,1] e ne Z.
Neste caso podemos ver diretamente das expressdes de X € X5 que a conver-

géncia dada pelo Teorema 4.20 vale.

Cs= 1+0)sin(nd)— (sin(mS)+ncos(7r5)+7re_1+5)],

1472

NOTAS

O trabalho desenvoldido neste capitulo segue (CARABALLO; LtUKASZEWICZ;
REAL, 2006) para os resultados envolvendo atratores pullback para processos de
evolucao e (KLOEDEN, 2006) para a parte de semicontinuidade superior de atratores
pullback. Na primeira parte, os resultados foram adapatos do caso continuo para o
caso de escalas temporais em geral. Na segunda parte, a definicao de atrator pullback
foi levemente modificada, pois em (KLOEDEN, 2006) o autor considera um atrator
pullback um conjunto ndo-auténomo A = {A()};er que é compacto, U-invariante e
pullback atrai pontos, isto €

Hy(U(t,8)x,A(t)) =0 quando s ——oco

para cada te T. Além disso, em alguns de seus resultados, o autor considera que os

atratores possam ter somente propriedades locais de atragdo, como mencionado no
Exemplo 4.21.
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constante regressiva, 54 convergéncia, 38

divergéncia, 38
integral indefinida, 33, 57
invariancia, 70

negativa, 70

positiva, 70

A-derivada, 22

delta derivada, 22
derivada, 22

derivada de Hilger, 22

eixo alternado de Hilger, 45

. . numero de Hilger puramente imaginario,
eixo real de Hilger, 45

46

equagao . nameros complexos de Hilger, 45
regressiva, 50

equagéao dinamica operador
de primeira ordem, 45 passo a frente, 19
linear, 45 passo atras, 19

escala quantica, 29
escala temporal, 19
homogénea, 68

parte imaginaria de Hilger, 46
parte real de Hilger, 46

ponto
Formula da Variacdo das Constantes, denso, 20
56 denso a direita, 20
faixa de Hilger, 46 denso a esquerda, 20
fibra, 70 isolado, 20
funcao isolado a direita, 19
continua, 23 isolado a esquerda, 20

delta diferenciavel, 22 positivamente regressiva, 61
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pré-antiderivada, 33

problema de valor inicial, 45

problema de valor inicial adjunto, 55

propriedade de processo de evolucao,
50

propriedade de semigrupo, 53

pullback dissipatividade, 73

quadrado generalizado, 47
regidao de diferenciagéo, 30

semicontinuidade superior, 81
semidistancia de Hausdorff, 71
solucéo, 45, 54

do PVI, 45

geral, 45
soma de Hilger, 46, 49
subtragcao de Hilger, 47

transformacao cilindrica, 48

universo, 72
das unides limitadas, 77
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