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Resumo

O objetivo desta dissertacdo € revisar as principais técnicas geométricas e topoldgicas
subjacentes as demonstracdes dos teoremas de singularidade cldssicos de Hawking e Penrose
no contexto da geometria Lorentziana, e que t€m aplicagdes cruciais na Relatividade Geral.
Matematicamente, esses teoremas descrevem a relagcdo entre a completude de certas geodésicas
com outros aspectos da geometria global da variedade, em especial sua curvatura. Essas técnicas
nao apenas se aplicam aos teoremas de singularidade, mas também sdo amplamente utilizadas na
geometria Riemanniana.

Os enunciados e provas dos teoremas de singularidade se apoiam em trés classes de
estruturas geométricas distintas: a estrutura causal em espagos-tempos, a existéncia de linhas
e raios geodésicos causais em espacos-tempos, e o estudo de pontos conjugados e focais em

geodésicas causais, que desenvolvemos em detalhes ao longo deste trabalho.

Palavras chave: geometria Lorentziana, linhas e raios geodésicos, teoremas de singularidade.



Abstract

The goal of this dissertation is reviewing the main geometrical and topological techniques
underlying the proofs of the classic Hawking and Penrose singularity theorems in the context of
Lorentzian geometry, which have crucial applications in General Relativity. In mathematical
terms, these theorems describe the relationship between the geodesic completeness of certain
geodesics with other aspects pertaining to the manifold’s global geometry, especially its curvature.
These techniques are not just applicable to the singularity theorems, but are also amply used in
Riemannian geometry.

The statements and proofs of the singularity theorems revolve around three distinct
geometrical structures: the causal structure of spacetimes, the existence of causal geodesic lines
and rays on spacetimes, and the study of conjugate and focal points along causal geodesics, which

are developed in detail in this work.

Keywords: Lorentzian geometry, geodesic lines and rays, singularity theorems.
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Introducao

A motivagdo para o desenvolvimento desta dissertacdo estd no chamado problema de
completude geodésica para variedades Lorentzianas. O problema andlogo para geometria
Riemanniana ja € classificado pelo teorema de Hopf-Rinow, dizendo que completude geodésica
€ equivalente a completude da variedade vista como espago métrico para a distancia induzida
pelo tensor métrico, que ainda € equivalente a dizer que a variedade satisfaz a chamada condicdo
de Heine-Borel, onde todo conjunto fechado e limitado é compacto. Por exemplo, todas as
superficies suaves e compactas de R? (como a esfera e o toro) sdo geodesicamente completas
em relacdo a métrica Riemanniana induzida. Na verdade, muitos espacos de interesse para
aplicagdes da geometria Riemanniana sao completos, portanto ¢ comum em muitos casos estudar
geometria Riemanniana assumindo completude.

Na geometria Lorentziana a questao € diferente. Nao hd uma generalizacao satisfatéria
do teorema de Hopf-Rinow, e também nao h4 muita relacdo entre completude de geodésicas em
direcOes causais distintas (espacial, temporal ou luminosa) e completude geodésica geral. Mais
ainda, muitas das variedades concretas aplicadas, como modelos na teoria de relatividade geral,
realmente apresentam geodésicas causais inextensiveis e incompletas, portanto ndo podemos
assumir completude mesmo em situacOes praticas.

Em termos fisicos, a questdo de incompletude geodésica estd intrinsecamente relacionada
a existéncia de singularidades nos modelos relativisticos. A grosso modo, tais singularidades
dizem respeito a “defeitos’ no espago-tempo (mais precisamente, singularidades descrevem uma
condicao fisica no campo gravitacional) que fazem observadores em queda livre ou raios de luz
acabarem suas existéncias prematuramente, traduzidas matematicamente como o espaco tempo
M ser causalmente incompleto, isto €, possuir geodésicas causais inextensiveis e incompletas.
Essas singularidades fisicas sdo por exemplo buracos negros ou singularidades cosmoldgicas
(conhecidas popularmente como big-bang e big-crunch), e tais objetos foram motivacdes
para Stephen Hawking (no caso cosmoldgico) e Roger Penrose (no caso de buracos negros)
desenvolverem seus teoremas de singularidade, cujas demonstragdes serdo nosso objetivo final.

Com tal objetivo, esta dissertacdo desenvolve os aspectos matematicos necessarios para
podermos demonstrar trés resultados acerca de singularidades: os teoremas de Hawking, o
teorema de Penrose, e o teorema de Hawking-Penrose.

No capitulo 1, fazemos uma breve revisao de geometria semi-Riemanniana, com enfoque
nos resultados necessarios para o desenvolvimento do tema principal.

No capitulo 2, introduzimos campos e tensores de Jacobi, que fornecem técnicas analiticas
para auxiliar compreensdo de no¢des geométricas de “divergéncia” e “convergéncia” de familias
de geodésicas, por meio de pontos conjugados e focais, também introduzidos neste capitulo.

A partir do capitulo 3 comecamos a estudar de teoria de causalidade, que € um assunto

fundamental, tanto para as teorias fisicas de gravitacio ou cosmologia, quanto para o estudo
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matematico da geometria Lorentziana. Construiremos algumas condi¢des de causalidades e
outras estruturas associadas, e veremos suas relacdes com a geometria e topologia de variedades
Lorentzianas.

Para um melhor estudo de alguns aspectos da teoria causal, o capitulo 4 é dedicado a
construcdo de uma topologia no espago de curvas causais, a chamada topologia C°, que se
mostrard muito util em diversos casos de interesse para analisar a geometria de espagos-tempos.
Por exemplo, com algumas restricdes na causalidade do espaco-tempo, serd possivel utilizar esta
topologia para mostrar a existéncia de geodésicas globalmente maximizantes.

Com uma boa compreensao da teoria de causalidade, no capitulo 5 analisamos a constru¢ao
de linhas e raios geodésicos em espacos-tempos, que sao essencialmente geodésicas causais
maximizantes e inextensiveis. A existéncia de tais geodésicas em uma série de condi¢des
associadas a causalidade dos espacos-tempos € por si sO bastante interessante, e para os propositos
de demonstrar os teoremas de singularidade, garantir a sua existéncia e conhecer a respeito de
sua completude (ou auséncia dela) € um componente crucial.

Por fim, passamos para os teoremas de singularidade e suas demonstragdes no capitulo 6.
Da maneira em que esta dissertacdo foi estruturada, suas demonstragdes sairdo facilmente como
consequéncias dos resultados organizados nos capitulos anteriores.

A organizacdo desta dissertacdo exibe a geral dependéncia l6gica dos teoremas de
singularidade com outros temas abordados, com cada um dos temas pouco dependentes um do
outro, o que nos permite abordar “em blocos” tais topicos, o que também facilita futuras reandlises
de tais teoremas com o objetivo de simplificar suas hipéteses, uma vez que a interdependéncia
logica entre todos as hipdteses associadas a pontos conjugados/focais, hipoteses sobre causalidade
no espago-tempo e questdes de curvatura ficam claras em suas demonstragdes.

Para a leitura desta dissertacdao, um dominio da teoria basica de variedades suaves e uma
pequena familiaridade com geometria Riemanniana serdo assumidos. Também, para manter este
trabalho o mais auto-contido possivel, mas evitando deixa-lo muito extenso, optamos por omitir
as demonstracdes do capitulo 1, omitir no capitulo 2 as demonstragdes dos resultados bésicos de
campos de Jacobi, para entdo trabalhar detalhadamente na teoria de tensores de Jacobi, e também
omitir a demonstragdo alguns resultados na teoria de causalidade do capitulo 3, remetendo o
trabalho técnico para algumas referéncias escolhidas, e apresentando em detalhes os aspectos da

teoria causal que ndo se encontram em tais referéncias.
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1 Variedades Semi-Riemannianas

Neste capitulo fazemos uma breve revisdo dos principais conceitos e resultados de
geometria semi-Riemanniana, especialmente para fixar a notacao e referenciar resultados gerais
que serdo necessarios ao longo desta dissertacao.

Um conhecimento elementar da teoria de variedades suaves (de dimensdo finita) serd
assumido, sendo nossa referéncia para teoria geral de variedades Lee (2012). A menos de mengao
contrdria, variedades terdo sempre dimensao finita, e a notacao de Einstein para somatdrios sera
sempre adotada quando ndo houver possibilidade de confusao.

Neste capitulo faremos comentdrios sobre os principais resultados, omitindo suas demons-
tragdes, que podem ser vistas em grandes detalhes, no caso semi-Riemanniano, nas referéncias
O’Neill (1983), capitulos 2 a 5 e Costa e Silva (s.d.), capitulos 2 a 5, € com um foco mais

Riemanniano em Carmo (2015), capitulos 1 a 7, ou Lee (2018), capitulos 1,2,4 a 7.

1.1 Métrica

Como € conhecido da teoria de variedades, a cada ponto p de uma variedade suave
M se associa naturalmente um espago vetorial T, M (o espago tangente a p), e a tal espaco
(e seu dual) associamos formas multilineares que variam suavemente com sua dependéncia
em p € M, chamadas tensores. Por exemplo, um produto interno define uma forma bilinear
simétrica positiva-definida em cada T, M. Se € possivel associar a cada T;, M um produto interno
(,) p  TpyM XT,M — R que € suave em M, chamamos tal tensor de métrica Riemanniana.
Podemos flexibilizar a positividade do produto interno e exigir apenas que ele seja nao degenerado,

o que nos leva a seguinte definicao.

Definicao 1.1.1. Seja M uma variedade suave de dimensdo n. Uma métrica (ou tensor métrico)
semi-Riemanniana em M é um (0, 2)-tensor simétrico ndo degenerado g de indice constante
0<v<n.

Uma variedade semi-Riemanniana de indice v é um par (M, g), onde M é uma variedade
suave e g uma métrica semi-Riemanniana de indice v definida em M. Dois casos particulares
de métricas semi-Riemannianas serao de interesse: o caso Riemannianov =0,eocasov =1
com dimM > 2 chamado de métrica Lorentziana. Nestes casos dizemos que a variedade é
Riemanniana e Lorentziana, respectivamente. Frequentemente, quando niao houver risco de
confusdo, denotaremos a métrica g por ( , ). Uma revisdo geral de produtos escalares e espacos
vetoriais semi-Euclidianos e Lorentzianos € realizada no apéndice A.

Em coordenadas, para (U, ¢ = (x',...,x")) cartalocal de M, as componentes do tensor
g sdo

g,-j:g(al-,aj), 1 Si,j <n.
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Como g € ndo degenerado, para cada p € U as componentes de g, formam uma matriz inversivel
[g»]. Denotamos por g;j as componentes da matriz inversa de [g, ] na base coordenada de (U, ).
A férmula de inversdo de matrizes pela regra de Cramer mostra que as fungdes g/ : U — R sdo
suaves. Sendo g simétrico, g;; = g;; € portanto g"/ = g/".

Para campos vetoriais X,Y € X(M), com X = X0,Y = Yjﬁj em U, temos

g(X,Y) = gi;X'Y/ = (gijdx' ® dx/)(X,Y),

e portanto g = g; jdxi ® dx/ em U. Muitas vezes utilizaremos a notacdo simplificada g = ds? =

gi J-dxidxj . O simbolo ds? é chamado elemento de linha.

Exemplo 1.1.2. Em R” com coordenadas canonicas (xl, ..., x™), considere a métrica n, dada
pelo elemento de linha
v n
ds? = — Z(a'xl')2 + Z (dx))2.
i=1 j=v+1

Tal métrica é chamada de métrica semi-euclidiana de indice v. Denotamos IR” munido com tal

métrica de IR}. Para o caso v = 1, nos referimos a R} como espago-tempo de Minkowski'. <

Para (M, g) variedade semi-Riemanniana, se 0 < v < n, i.e. ,se g p € indefinida, hd uma

particdo dos vetores tangentes em classes mutuamente exclusivas. Dizemos que v € T, M €
(i) temporal (ou tipo-tempo) se g,(v,v) <0,
(ii) luminoso (ou tipo-luz) se g,(v,v) =0ev # 0,
(iii) espacial (ou tipo-espago) se g,(v,v) > 0ouv =0.

Dizemos ainda que um vetor v € T, M € causal se for luminoso ou temporal.

Denotamos por 7 o conjunto de vetores tipo-tempo em um espago vetorial semi-
Euclidiano, S o conjunto de todos vetores tipo-espacgo excluindo a origem, e A o conjunto de
todos os vetores luminosos, chamado de cone de luz. No caso de R} estes conjuntos sdo descritos
por um cone duplo (figura 1.1).

Tais nocdes se transmitem para outros objetos. Um campo vetorial X sobre M é temporal
(resp. luminoso, espacial ou causal) se em cada p € M tivermos X, temporal (resp. luminoso,
espacial ou causal). Similarmente, uma curva suave y : I — M & temporal (resp. luminoso,

espacial ou causal) se y’(t) for temporal (resp. luminoso, espacial ou causal) em todo ¢ € 1.

1.2 Conexoes

A nocao da velocidade de uma curva surge naturalmente em variedades suaves, mas

definir aceleracdo sobre curvas que generalize de maneira natural a aceleracdo de curvas em

'H4 um pequeno e in6cuo abuso de linguagem, porque ainda ndo se definiu orientagdo temporal ou espago-tempo,
nocdes a serem introduzidas no capitulo 3.
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Figura 1.1: Cones em Minkowski.

tipo-tempo
- — —rtipo-luz
A~

tipo-espago tipo-espago
tipo-tempo

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

R" € uma questdo mais elaborada. Em linhas gerais, precisamos que nossa variedade tenha
uma estrutura extra, chamada conexdo, para definir uma aceleracio sobre curvas que carregue o

mesmo tipo de informagdo que a acelerag¢ao usual em R” traz.

Definicao 1.2.1. Seja M variedade suave. Uma conexdo afim em M é uma aplicagdo

V:X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) > VxY

satisfazendo
() Vx+rxY =V Y + fVx,Y, para X1, X2, Y € X(M) e f € C*(M).
(i) Vx (Y1 +cYs) = VxY1 +cVxYs, para X,Y1,Y, € X(M) e c € R.
(iii) Vx(fY) = (XY + fVxY,para X,Y € X(M) e f € C*(M).
Observe que a conexao nao € tensorial, pois V ndao é C*(M)-linear na segunda variavel,
mas ainda assim, apesar das conexdes afim serem a principio definidas em campos vetoriais

globais, € possivel mostrar, devido as propriedades (i) - (iii), que V depende apenas localmente

dos campos vetoriais, no sentido da préxima proposicao.

Proposicao 1.2.2. Seja V conexdo em M, U C M aberto. Temos

() se Y,Y € X(M) sdo tais que Y|y = Y|y, entdo (VxY), = (VXY)q, para todo g € U e
X eX(M).

(i) se X, X € X(M) sdo tais que X, = va para algum p € U, entdo (VxY), = (VgY),, para
todoY € X(M).

(iii) se X, = )?p eY|y = Y|y, entdo (VxY), = (Vy?)p.
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Em vista da proposicao 1.2.2, utilizaremos a nota¢do VyY mesmo quando X ou Y ndo
forem campos suaves globalmente definidos. Em particular, dadov € T,M e Y € X(M), fica
bem definida a notagdo V,Y = (VxY),, onde X € X(M) é tal que X, = v.

A propriedade de localizagdo também nos permite realizar cdlculos em coordenadas.
Para (U,xl, ...,x") cartaem M, escrevemos V,0; = Fl].‘j[‘)k, 1 <i,j,k <n,onde as n3 fungdes
Ffj € C*(U) sao chamadas de coeficientes de conexdo ou simbolos de Christoffel. Dados
X,Y € X(M),com X =X'9;eY =Y/d; em U, temos

VyY = (X‘&Yk + rfijin) .

1.2.1 Torc¢ao e Curvatura
Associados a cada conexd@o construimos dois tensores de grande relevancia geométrica.

Definicao 1.2.3. Seja V conexdo em M. A tor¢ao de V é um (1,2)-tensor T : X(M) X X(M) —
X(M) dado por
T(X,Y) = VxY - VyX — [X, Y],

para todo X,Y € X(M). Se T =0, dizemos que a conexdo V é simétrica.

Como o colchete de Lie € zero em campos coordenados, vemos que as componentes da

tor¢cdo em um sistema de coordenadas sdo dadas por

k _ 1k k
Ty =T =T

logo uma conexao € simétrica se e somente se seus simbolos de Christoffel Fl’.‘j sdo simétricos na

troca dos indices i com j.

Definicao 1.2.4. Seja V conexdo em M. A curvaturade V é o (1,3)-tensor R : X(M) X X(M) %
X(M) — X(M) dado por?

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - Vix.y|Z,

para todo X,Y,Z € X(M). Se R = 0, dizemos que conexdo V ¢ plana.

Em coordenadas3,

Ry =0T - o, + T — T

ml’

onde R;’.k,ai =R (0k, 0) 0;.

20 sinal da curvatura pode aparecer de maneiras diferentes na literatura. Em O’Neill (1983), a curvatura € o negativo
da definida aqui, e a nossa convencdo coincide com a de Beem, Ehrlich e Easley (1999).

3Também ndo hd uma convencdo universal para a posicao e ordem dos indices do tensor de curvatura. A convengao
aqui € adotada conforme Beem, Ehrlich e Easley (1999).
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Sendo R tensor C*™(M)-trilinear, podemos computar em R em vetores tangentes, isto €,
dado p € M e x,y,z € T,M fica bem definido R, (x,y)z € T,M.

1.2.2 Conexao sobre Funcoes

Em muitas aplicacOes queremos restringir conexdes a imagens de certas fungdes sobre
variedades, por exemplo curvas. Para isto generalizamos a no¢do de campos vetoriais e conse-

quentemente de conexoes.

Definicao 1.2.5. Sejam N e M variedades suaves e F : N — M uma fun¢do. Um campo vetorial

sobre F' é uma fungaoV : N — TM tal que my; oV = F, ou seja, o seguinte diagrama comuta:

N 4 ™
R A
M

ondeny : TM — M é a projecdo canonica do fibrado tangente. Denotamos os campos vetoriais

sobre F que sdo funcoes suaves por X(F).

Observe que X(F) é um C*(N)-mbdulo. Também, se N = M e F = Idy;, ganhamos a

defini¢ao usual de campo vetorial.

Exemplo 1.2.6. Dado F : N — M fungao qualquere V : M — TM campo vetorial, a fung¢do

VoF :N — TM éum campo vetorial sobre F, pois
ayoVoF=IdyoF=F.

Também, se F € suave, considere sua fun¢do derivada dFF : TN — TM.Para X : N - TN,
temos
ayodFoX=FonyoX=Foldy=F,

e portanto dF o X é campo vetorial sobre F. <

Definicao 1.2.7. Uma conexao sobre a funcdo F : N — M é uma funcdo

D : X(N) x X(F) — X(F)
(X, V) — DxV

satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) DX1+fX2V = DX1V + fDsz, para X1, Xo € %(N), Ve %(F) e f S COO(N)

(i) Dx(Vi+cVp) = DxVy+cDxVy, para X € X(N),V,V, € X(F) ec € R.
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(iii) Dx(fV)=(Xf)V+ fDxV,para X € X(N),V € X(F) e f € C*(N).

Observe novamente que tal definicdo remete a de conexao afim usual quando N = M e
F =1dy,. Associado a no¢do de conexdo sobre a funcido F : N — M, definimos curvatura sobre
a fungdo F. Dados X,Y € X(N) eV € X(F) e D conexdo sobre F, definimos

RP(X,Y)V = Dx(DyV) = Dy(DxV) = Dx.yV,
E se F for suave, defini¢do a for¢do sobre F':
TP(X,Y) = Dx(dF oY) — Dy(dF o X) — dF o [X,Y].
O interesse principal para estd defini¢do € o fato de uma conexdo afim definida sobre uma

variedade M induz uma conexado sobre func¢des, no sentido do préximo teorema.

Teorema 1.2.8. Seja V conexdo afimem M e F : N — M fungdo suave. Existe uma tinica

conexdo DV sobre F, chamada de conexio induzida por V, que satisfaz:

DY (Vo F)(p) = (Var,x,)VIF(p)s
parap € N, X € X(N) eV € X(M).

No caso da conexdo induzida por uma conexao afim, temos a seguinte relacao entre

curvatura e torcdo associadas a conexao e suas respectivas versoes induzidas.

Proposiciio 1.2.9. Seja V conexdo afim em M e F : N — M funcdo suave. Para D = DV

conexdo induzidaem F,p € N,x,y € T,N ev € Tr(,)M, temos

Ry (x,3)v = Rr(p) (dFp (x), dF, (y))v,
T} (x.y) = Tr(p) (dFp (%), dF, (7))

1.2.3 Derivada Covariante e Transporte Paralelo

O caso de conexdes sobre curvas nada mais é que uma reformulagcdo de outro objeto

geométrico, como comentamos agora.

Definicao 1.2.10. Seja a : I € R — M curva suave. Uma funcdo D/dt : X(a) — X(«@) é
dita ser derivada covariante da curva a se é R-linear e satisfaz, para qualquer V € X(a) e
heC>(I),

A relacdo entre derivada covariante e conexao sobre a curva se d4 pelo préximo teorema.

Teorema 1.2.11. Seja a : I — M curva suave e D conexdo sobre «. Temos
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(i) Denotando por d|/dt o campo vetorial candnico em I, a fungcdo

D
— X(@) > X(a)

VHDdiV,

define uma derivada covariante sobre «. Mais ainda, toda derivada covariante sobre a é

desta forma para uma uinica conexdo sobre «a.

(ii) Dado V conexdo afim em M, se D = DV é a conexdo induzida em «, entdo

DY(Voa)

:ch’svas’
o 8= VarVa)

paratodos € leV € X(M).

Umavez que DV /dt € X(a), podemos aplicar a derivada covariante n vezes. Utilizaremos
também a notagao V', V", V" ..., y () para as subsequentes derivadas covariantes de V € X(«a).

Sobre uma curva suave a : I — M, um campo vetorial V € X(«a) satisfazendo

DV
—=0
dt

¢ dito ser um campo vetorial paralelamente transportado com respeito a conexao D sobre @. Em

coordenadas, a equacdo acima se torna

av’ : .
W(t) +I e a()(x/ o ) (V@) =0, i=1,...,n,
chamadas de equacoes de transporte paralelo. Sendo tais equacdes diferenciais lineares,

trabalhando um pouco sobre coordenadas, é possivel mostrar existéncia e unicidade a partir de

uma condig¢do inicial.

Teorema 1.2.12. Para a : I — M curva suave, dado ty € I e v € Ty M, existe um tinico
V e X(a) tal que

DV

—=0¢e V(tg) =v.

T e V(o) =v

A nocgdo de transporte paralelo é dada pelo seguinte resultado.
Teorema 1.2.13 (Transporte Paralelo). Seja @ : I — M curva suave, D conexdo sobre « e
D /dt derivada covariante associada a D. Para cada par t, s € 1, definimos

PP ToyM — ToyM,

1,8

da seguinte maneira: parada cada v € Ty M, seja V o uinico campo vetorial V € X(«)
paralelamente transportado com V (t) = v. Fica entdo bem definida Pg;D (v) = V(s). A familia

de fungoes {P;’;D }t.ser possui as seguintes propriedades:
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. D . . ..
(i) Cada P;” é um isomorfismo entre espagos vetoriais.

a,D

(il) Dados t,s,r € I, temos Pg, o P;f;D = p®P

tr
D~ — ,D
me (P =pP50.

chamadas de condi¢des de cociclo. Em

. a,D _
particular P}~ =1dr,

(iii) Dado X € X(a) e ty € I, temos

DX (i Pitan (X (0 +) = X (1o
dr " 150 t '

A colecdo de isomorfismos P;f;D sdo chamados de transporte paralelo ao longo de a em relagdo

a conexdo D.

1.2.4 Aplicacoes a Dois Parametros

Para outro exemplo da aplicacdo de conexdo sobre fungdes que serd relevante nesta
dissertacdo, seja 6 > 0 e considere o : [a, b] X (-=6,6) — M funcdo suave. Tal fungdes serd
chamado de aplicacdo a dois parametros*.

Denote pontos de [a, b] X (=8, d) por (¢, s), e sejam d/0t e 9 /ds os campos coordenados

canonicos. Dado Z € X(o), denotamos
Z;=DosZ, Z;,=D s Z.
ot Os
Iterando derivadas, escrevemos

Zu=D%Z, Z = DyZ=DyDyZ, et
ot s

os ot

Escrevemos também oy = do o d/0t e oy = do- 0 0/ds.

Proposicao 1.2.14. Dado o : [a,b] X (=6 X 6) — M aplicacdo a dois parametros e V conexdo

afim em M com D = DV conexdo induzida em o. Temos
(i) Dado Z € X(0), temos Z;; — Zs; = R(05,07)Z.

(ii) oy5 — o5 =T (0, 07), e em particular oy = 035 se V for conexdo simétrica.

1.2.5 Conexao de Levi-Civita

Muito mais pode ser dito sobre conexdes afins em variedades, mas nosso interesse neste
objeto vem do fato que uma métrica semi-Riemanniana induz uma conexao natural, que passamos

a discutir.

4Podemos definir aplica¢des a dois parAmetros para regides mais gerais em R?, mas tal generalizacdo nao serd
utilizada aqui.
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Antes de enunciar o teorema principal, temos o seguinte resultado, geralmente intro-

duzido para a demonstracdo existéncia de uma conexao de Levi-Civita, mas € por si s6 interessante.

Proposicao 1.2.15. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Dado X € X(M), seja X*
a 1-forma tal que
X*(Y)=g(X,Y), paratodoY € X(M).

Entao, a funcdo X € X(M) — X* € X*(M) é um isomorfismo entre C*(M)-modulos.

Dados 6 1-forma e X campo vetorial sobre uma variedade semi-Riemanniana (M, g) tais
que 8 = X*, dizemos que X e 0 estdo metricamente associados. Um exemplo concreto desta
situacdo € o seguinte: dado f € C*(M), o gradiente de f, é o campo vetorial grad f que é
metricamente equivalente a 1-forma df, isto é, df (X) = g(grad f, X), paratodo X € X(M). Em
coordenadas, grad f = g" 9, f9;.

Teorema 1.2.16 (Conexao Levi-Civita). Em uma variedade semi-Riemanniana (M, g), existe
uma tinica conexdo afim V simétrica que é compativel com sua métrica, isto é, dados X,Y,Z €
X(M), V satisfaz

Z(g(X.,Y)) =g(VzX.Y) +g(X,VzY).

Tal conexdo é chamada de conexao de Levi-Civita e pode ser caracterizada pela Férmula de

Koszul:

2¢(VxY,Z) = X(g(Y,2)) +Y(g(X, 2)) - Z(g(X.Y))
_g(X’ [Y,Z]) +g(Y’ [Z’X]) +g(Z’ [X’Y])’

para todo X,Y,Z € X(M).

Com tal conex@o vém os objetos associados discutidos anteriormente (curvatura, simbolos
de Christoffel, conexdes induzidas, derivada covariante, etc). Como nosso interesse € apenas em
geometria semi-Riemanniana, a partir de agora trabalharemos exclusivamente com a conexao
de Levi-Civita, e ndo faremos nenhuma notagdo especial para diferenciar tal conexao outras
conexdes que poderiam ser definidas sobre a variedade.

Em um sistema de coordenadas locais, compatibilidade com a métrica nos d4

ag ij _

Ak gilri-k + &

e pela formula de Koszul,

O = lgil gk + 081; _ 0k
L) ox/  oxk  ox!

Temos assim uma maneira sistematica de obter os simbolos de Christoftel a partir das

coordenadas de g. Por exemplo, em R, sua métrica tem coeficientes constantes em relagdo ao
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sistema de coordenadas candnicas, logo F;. . = 0 para qualquer combinag@o de indices. Com
isto, o tensor de curvatura associado a conexdo de Levi-Civita de R” ¢ identicamente nulo, a
variedade semi-Riemanniana IR}, € plana (em relagdo a Levi-Civita).

Para a : I — M curva suave e D/dt derivada covariante sobre M associada a conexao
de Levi-Civita, dados V, W € X(«), temos

DV DW
VWY =g|—, W] +g|V,—],
gV, W) =g ( o ) g ( 7 )
onde t € I = go()(V(1), W(t)) € R € a fungdo sendo derivada do lado esquerdo da igualdade

acima.

1.3 Alguns Exemplos de Variedades Semi-Riemanniana

i estu u u , Vi ue uma vari i-Ri i
J4 estudamos um pouco sobre R7, onde vimos que uma variedade semi-Riemanniana de

indice v e plana. Consideramos agora outros exemplos.

A Esfera S”

Da teoria usual de variedades, dado qualquer (0, s)-tensor T sobre uma variedade M e
qualquer fungdo suave F : N — M, o pullback de T por F € o (0, s)-tensor F*T em N definido
por

F'Ty(vi,...,vs) = Trp)(dFy(v1), ..., dF,(vy)),

paratodo p € N,vy,...,vs € T,N. Agora, seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Para
qualquer aplicacdo suave F : N — M, o pullback F*g define um (0, 2)-tensor simétrico em N,
que ndo € necessariamente uma métrica semi-Riemanniana em N.

Um exemplo familiar onde o pullback se torna métrica € a n-esfera. No espaco Euclidiano
R usual, denotando sua métrica por ¢, considere a inclusdoi : " — R™ . A métrica redonda
na esfera € a métrica Riemanniana w,, = i*6.

Considere o caso n = 2, com coordenadas esféricas usuais em R> dadas por
(r,0,¢) € (0,+00) X (0, 7) X (0,27) > (rsin @ cos ¢, r sin@sin ¢, r cos ) € R>.
que com r = 1 se restringem de acordo para coordenadas adaptadas
(8, ¢) — (sin @ cos ¢, sin @ sin @, cos 6)

sobre (0, ) x (0, 27) até aberto de S>. As componentes (w); ; sdo facilmente computadas, nos
dando o elemento de linha
ds;, = d6* + sin® 0d¢”. (L.1)
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O espaco hiperbélico H"

O espaco hiperbdlico possui diversas representacdes equivalentes. Para uma primeira

ilustragdo, exibimos o modelo de semi-espaco superior. Considere
H" = {(x1,...,x,) € R"|x, > 0}

chamado de semi-espaco superior em R". A métrica hiperbolica gy é dada da seguinte maneira.

Para ¢ a métrica Euclidiana de R" restringida em H", considere
Q:(x1,...,x,) €EH" > 1/x, € (0, +00),

e ponha gy = Q25. Em coordenadas Cartesianas (xl, ...,x"), o elemento de linha € entdo

1 v,
dslzq = (x")2 Z(a’x )2.
i=1

Produtos Torcidos

A partir de variedades semi-Riemannianas conhecidas, podemos obter novas variedades
“combinando” de certa forma, o que da vasta classe de variedades. Algumas variedades
Lorentzianas utilizadas na relatividade geral sdo obtidas desta forma.

Seja (B, gp) e (F, gr) variedades semi-Riemannianas, e f : B — (0, +o0) suave. Denote
porng:(p,gq) € BXFr— peBenp:(p,q) € BXF — g€ F as projecdes candnicas. O
produto torcido da base (B, gp), a fibra (F, gr) e funcdo de torcdo f é

Bx; F=(BXF,ny(gp)+(f ong)ni(gr)).

Se f = 1, um produto torcido € simplesmente um produto.
Explicitamente, para (p, g) € BXF,comoT(, 4)(BxF) ~ T,B&T,F,ese (v,w), (V',w’) €
T,B&®T,F, entdo

g8 Xy F((v,w), V', w") = (g8)p (v, V) + f(P)* (gF)g (w, w").
Dadas bases ortonormais {v1, ..., VaimB)} € {W1i, ..., Waim(r)} de (T, B, (gB)p) € (T4 F, (gF)q),
respectivamente, vemos que

wi

f(p)

Wdim(F)

" f(p)

{(vl’())’---’(Vdim(B)’O)9(O’ )s---5 (0 )}

€ uma base ortonormal (7, o) (B X F), (gBx,F)(p.q))- Utilizando tais bases, € fécil ver que

ind(B Xy F) = ind(B) +ind(F).
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Em particular,
i) se (B, gp) is Lorentziana e (F, gr) é Riemanniana, entdo B Xy F' é Lorentziana;
ii) se (B, gp) e (F, gr) sdo ambas Riemannianas, entdo B X F' também é&.
Consideramos agora alguns exemplos importantes de produtos torcidos.

1) Seja (B, gg) = (R, dt?) a métrica positiva padrio em R, e (F, gr) = (S", w,) a n-esfera
redonda. o produto (R X S, dt* + w,) é o cilindro (Riemanniano) padrdo.

2) A versdo Lorentziana do exemplo anterior é a seguinte: seja (B,gz) = (R, —dt?) e
(F,gr) = (S", w,), o produto (R x S", —dt* + w,) é chamado de cilindro de Einstein.

3) Seja (B,gz) = ((a,b),—dt*) a métrica negativa no intervalo aberto (a,b) C R, f :
(a,b) — (0,+c0) fungdo suave e (F, gy) uma variedade Riemanniana qualquer. O
produto torcido Lorentziano (a,b) Xy F é chamado de espago-tempo de Robertson-
Walker generalizado. (E chamado simplesmente de espago-tempo de Robertson-Walker se
(F,gr) = (R",0), (F,gr) = (8", wy), ou (F,gr) = (H", gn).)

4) Fixe M > 0. Para o conjunto aberto
B={(t,r) eR® : r >2M}
com a métrica Lorentziana
gp=—(1- ZTM)dt ®dr+(1- ZTM)_ldr ® dr.

Se (F,gr) = (S?, wy), e como funcdo de torcdo escolha a projecdo (t,7) € B — r €
(2M, +00). O produto torcido Lorentziano B X s F neste caso é chamado de espago-tempo

de Schwarzschild de massa M.

5) Fixe M > O, e considere a fun(;ﬁo suave
. r e , 00 r — e € .
f (0 + ) [ d ( 2M) (r/2M)-1 R

Um cdlculo simples mostra que f/ > 0 on (0, +0), logo f é um difeomorfismo com sua

imagem Im f = (—-2M /e, +00). Seja
Ky = {(u,v) e R*|uv > —2M/e}.

Definindo 7 : (u,v) € Ky — f~'(uv) € (0, +c0) como a fungio de tor¢do. Ky, com a

métrica Lorentziana

g8k, = F(u,v)(du ® dv+dv ® du), F(u,v) = (8M?/r(u,v))e'~(rwy)/2M)
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é conhecida como plano de Kruskal-Szekeres, e tomando novamente (F, gr) = (S2, w»),
o produto torcido Lorentziano Ky, X, F € chamado de espago-tempo de Schwarzschild-

Kruskal-Szekeres de massa M.

1.4 Curvatura na Geometria Semi-Riemanniana

Com a conexao de Levi-Civita em uma variedade semi-Riemanniana (M, g) propriamente
introduzida, podemos explorar o tensor de curvatura associado a tal conexdo, que, apesar de parecer
um objeto algébrico complicado a primeira vista, possui uma rica interpretacdo geométrica.

Sumarizamos nesta secdo suas diversas propriedades, como também a de alguns outros

objetos derivados do tensor de curvatura que também serdo importantes.

1.4.1 Simetrias da Curvatura

Dados X,Y € X(M), vemos que a aplicagdo
R(X,Y):Z e X(M) — R(X,Y)Z € X(M)

¢ claramente C*(M)-linear, e é chamada de operador de curvatura associado ao par de campos
vetoriais (X, Y). Devido a sua natureza tensorial, ela naturalmente induz um operador linear em

cada espago tangente T, M, a saber, parax,y € T,M,
R,(x,y) :2€T,M +— R,(x,y)z € T,M.

Outro importante operador linear associado a curvatura € o chamado operador forca de

maré> associado a um vetor v € T, M, definido por
R, :x €TyM — R,(x) =R(x,v)v e T,M.

Teorema 1.4.1 (Simetrias do Tensor de Curvatura). Para quaisquer X,Y,Z,W € X(M), te-

mos
(i) R(X.Y)=—-R(Y,X).
(i) g(R(X,Y)Z, W) = -g(Z,R(X,Y)W).
(ili) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = 0. (Primeira identidade de Bianchi.)
(iv) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y). (Troca por Pares.)
) (VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y) = 0. (Segunda Identidade de Bianchi.)

Tais simetrias induzem as seguintes propriedades no operador forca de maré.

5Do inglés tidal force operator.
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Corolario 1.4.2. Dado p € M ev € T,M, o operador forca de maré R, possui as seguintes

propriedades:

(i) R,(v) =0eR,(T,M) C v*. Em particular, o operador for¢a de maré pode ser visto como

um operador em v*.

(ii) gp(Ry(x),y) = gp(x,R\(y)), paratodo x,y € T,M, isto é, R, é autoadjunto com respeito

ao produto escalar g, .

Observacao 1.4.3. Devido as simetrias do tensor de curvatura como no teorema 1.4.1, é
conveniente introduzir o chamado tensor tensor de Riemann (ou de curvatura de Riemann) R,
que é um tensor (0, 4) definido, para todo X,Y,Z, W € X(M), por

R(X,Y,Z,W) =g(R(X,Y)Z,W).

Na verdade, R e R carregam exatamente a mesma informagdo geométrica pois sdo metricamente
equivalentes, ou seja, em qualquer sistema de coordenadas, € facil ver que suas componentes se

relacionam por
Runkij = gmlRiij-
Para R, as simetrias (i)-(iv) do teorema 1.4.1 se tornam
(i) R(W,Z,X,Y)=-R(W,Z,Y,X).
(i) R(W,Z,X,Y)=—-R(Z,W,X,Y).
(iii) R(W,Z,X,Y)+R(W,X,Y,Z)+R(W.,Y,Z, X) = 0. (Primeira identidade de Bianchi.)
(iv) R(X,Y,W,Z)=R(W,Z,X,Y). (Troca por Pares.)

Para tratar problemas envolvendo geodésicas luminosas, que serdo exploradas na teoria

principal, introduzimos a seguinte adaptacdo do operador for¢a de maré.

Proposicao 1.4.4 (Operador Forca de Maré Luminoso). Seja (M, g) uma variedade Lorent-
ziana de dimensdo n > 3, e fixe p € M. No espago vetorial Lorentziano (T,M, gp), sejav € T,M
vetor luminoso, e considere o quociente v* tal como construido no apéndice A (ver proposicdo

A.3.6). Entdo, o operador

R, :wevt s R, (w) e vt

esta bem definido e é autoadjunto com respeito ao produto interno induzido por g,, tal como

definido na proposicdo A.3.6-(ii).

1.4.2 Curvatura Seccional

Surpreendentemente, apesar do do tensor de curvatura ser um objeto elaborado no sentido

algébrico, em muitos casos de interesse uma andlise apenas em planos bidimensionais € suficiente
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para determinar completamente a curvatura. A andlise completa de tais técnicas passa por alguns
resultados técnicos e algébricos que omitiremos aqui, enunciando apenas os pontos principais
(ver Costa e Silva (s.d.), secoes 3.7.2 e 3.7.3, ou O’Neill (1983), capitulo 3, para uma discussao
mais aprofundada).

Em cada p € M, chamaremos de plano o conjunto IT C T, M que € subespago vetorial

bidimensional.

Defini¢ao 1.4.5. Se Il € T,M é um plano ndo degenerado, a curvatura seccional de Il é o valor

gp(Ry(w,v)v,w)

KD = W), (v.v) = gy (7 W)

onde {v,w} é uma base de Tl.

(Nas referéncias dadas acima é mostrado que o denominador nunca se anula para planos ndo

degenerados, e que tal valor independe da escolha de base.)

Proposicao 1.4.6 (Schur). Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana com a propriedade
de que, para todo p € M, existe f(p) € R tal que K(I1) = f(p), para qualquer plano I1 C T,M
ndo degenerado. Entdo, a funcdo f : p € M — f(p) € R é suave e temos, para qualquer
X, Y, ZeX(M),

R(X,Y)Z=flg(Y,Z2)X —g(X,2)Y].

As condic¢des da proposicao acima sdo trivialmente satisfeitas em variedades bidimensio-

nais.

Corolario 1.4.7. Se (M, g) é umavariedade semi-Riemanniana bidimensional (também chamada
de superficie semi-Riemanniana), entdo existe uma iinica funcdo K € C*(M) tal que, para
qualquer X,Y,Z € X(M),

R(X,Y)Z=K[g(Y,Z)X - g(X,2)Y].
Tal funcdo K é chamada de curvatura Gaussiana da superficie.

Definicao 1.4.8 (Curvatura Constante). Dado Cy € R, uma variedade semi-Riemanniana é

dita ser de curvatura constante Cy se
K(II) = Co,

para qualquer plano 11 plano ndo degenerado em qualquer espago tangente de M. Se existe um

tal niimero real, dizemos que (M, g) é uma variedade de curvatura constante.

A respeito de curvatura constante, a proposicao 1.4.6 tem uma importante consequéncia.
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Corolario 1.4.9. Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) tem curvatura constante Cy se e

somente se
R(X,Y)Z =Colg(Y,2)X - g(X,2)Y],

para todo X,Y,Z € X(M). Em particular, (M, g) é plana se e somente se tem curvatura

constante Cy = 0.

1.4.3 Tensor de Ricci

Definicao 1.4.10. Seja (M, g) variedade semi-Riemanniana n-dimensional e {Ei,...,E,}
referencial ortonormal local, com g(E;, E;) = €, = 1. O tensor de Ricci (ou curvatura de Ricci)

de M é dado, para quaisquer X,Y € X(M), por

Ric(X,Y) = Z e2(R(E,Y)X, E;).
i=1

Denotando por S o traco do tensor de Ricci, S é chamado de curvatura escalar. Explicitamente,

n
S = Z €; RiC(E,', El)
i=1

Naturalmente, ndo € dificil ver que tais definicdes independem da escolha de referencial
ortonormal. Também, pelas simetrias do tensor de curvatura, vemos que o tensor de Ricci é
simétrico.

Em coordenadas locais, temos
n
. k

Rij = (RIC)Z']' = ZRikj’

k=1
n
S = Z gl]Rl'j.
ij=1

O tensor de Ricci e a curvatura se relacionam da seguinte maneira.

Teorema 1.4.11 (Identidade de Bianchi Contraida). O fensor de Ricci e a curvatura escalar

de qualquer variedade semi-Riemanniana (M, g) satisfazem
2divRic =dS

E com estd identidade € possivel mostrar o seguinte.

Coroléario 1.4.12. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana conexa de dimensdo n > 3.

Entdo

(i) Se Ric = fg para alguma fungdo f € C®(M), entdo f é constante.
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(ii) Se (M, g) satisfaz as condicdes da proposicdo 1.4.6, entdo (M, g) tem curvatura constante.

O tensor de Ricci também se associa ao operador for¢a de maré em dire¢des nao luminosas

da seguinte maneira.

Proposicao 1.4.13. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensdon > 2, p € M

ev € T,M ndo nulo e temporal caso g seja indefinida. Temos entdo que
Ric(v,v) =trR,.

E temos uma adapta¢do via quociente para o caso luminoso.

Proposicao 1.4.14. Seja (M, g) uma variedade Lorentziana de dimensdo n > 3, p € M e
v € T,M luminoso. Na notagoes e propriedades do quociente feitas no apéndice A (proposicdo

A.3.6), e para o operador forca de maré luminoso R, introduzido na proposicdo 1.4.4, temos

Ric(v,v) = trR,.

1.5 Geodésicas

O transporte paralelo nos d4 uma maneira padrao de comparar vetores sobre curvas em
espagos tangentes diferentes por meio de uma conexao. Observe que, se @ : [ — M € uma curva
suave, pelo item (iii) do teorema 1.2.13 aplicado a conexao de Levi-Civita e conexdes induzidas,
podemos calcular um “limite” da derivada de a, que definimos® como a aceleragdo o” de «,

Do’ Pl (@' (1+5)) = a'(1)

(1) = dt (1) = ll—rf(l)

S

Assim, dizemos que uma curva suave « : I — M € geodésica se possui aceleracdo nula, i.e.,
a@” = 0. Em outras palavras, o campo vetorial @’ € paralelo.
A questdo de uma curva ser geodésica depende da parametriza¢do. Se @ : I — M é uma

geodésicae H : J — I € um difeomorfismo, temos
(@oh) =h"( oh)+ (W) (aoh”)

que nao é zero se h” # 0. Vemos que apenas reparametrizacdes afins preservam o carater
geodésico. Por outro lado, se § : I — I € uma curva tal que existe uma reparametrizacao
h:J — M de forma que 8 o h € uma geodésica, dizemos que 8 € uma pré-geodésica.

Observe também que o cardter causal de uma geodésica a : I — M € Gnico, pois
dg(a’,a’)
dt

6Tais nogdes fazem sentido em conexdes afins gerais, mas aqui estamos interessados no caso semi-Riemanniano
com conexdo de Levi-Civita.

— 2g(a//’ CY”) — O,
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logo g(a’, a’) é constante. Sendo positivo, negativo ou zero, diremos que « € geodésica espacial,
temporal ou luminosa, respectivamente. Se g(a’, @’,) < 0, @ é chamada de geodésica causal.

Em coordenadas, a equagdo @” = 0 se torna

d*(x' o @) ; d(x/ o @) d(x* o )
a (L 0 @) dt dr

0, i=1,...,n, (1.2)

chamadas de equacoes geodésicas. Com elas, ja podemos obter um exemplo bastante simples:
em IR} com coordenadas candnicas, os coeficientes de Christoffel se anulam, logo a equagdo 1.2
se torna simplesmente d?x’/dt*> = 0, mostrando que as geodésicas em R” sdo retas.

Diferente do transporte paralelo, estas equacdes diferenciais sdo nao lineares, e em geral,

existéncia e unicidade s6 podem ser garantidas localmente, como diz o préximo resultado.

Teorema 1.5.1. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Dado v € TM, existe € > 0
e uma geodésica a : (—g,&) > M com o’ (0) = v. Ainda, sea : I > M e B :J — M sdo

geodésicas tais que, para algum ty € 1 N J, temos &' (tg) = B’ (o), entdo a|jny = Blins-

Observacao 1.5.2. A definicdo de geodésica pode ser facilmente adaptada para o caso de curvas
definidas em intervalos fechados ou semi-abertos, considerando derivadas laterais. Assim, para
uma geodésica em intervalo semi-aberto (o caso fechado € analogo) « : [0,b) — M, de acordo
com o teorema anterior existe uma geodésica 3 : (—¢,&) — M tal que £'(0) = a’(0). Definindo

acurvay : (0—¢&,b) > M por

[) ﬂ(t)’t € (_8’ 8)
a(t),t ¢ (—¢,¢).

¥(

O teorema anterior também implica que y € uma curva bem definida, que na verdade é uma
geodésica. Esse argumento ilustra que qualquer geodésica a definida em um intervalo fechado

ou semi-aberto pode ser estendida para um intervalo aberto.

Corolario 1.5.3. Para cada v € TM, existe uma iinica geodésica vy, : I, — M tal que

(i) I, € R é um intervalo aberto contendo 0 e y,(0) = v.
(ii) sea : 1 — M,0 € I, é uma geodésica com a’(0) =v, entdo I C I, e y,|; = a.

vy € chamada de geodésica maximal com velocidade inicial v.

A respeito de geodésicas maximais y, : I, — M, se I, = R, dizemos que a geodésica
vy € completa. Se I, = [0,+00), tais geodésicas sdo as vezes chamadas de semi-completas.
Uma variedade semi-Riemanniana € dita ser completa se todas as suas geodésicas maximais sao
completas.

De acordo com o caréter causal de geodésicas, podemos ainda separar completude por

tais carateres. Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) € dita ser temporalmente completa,



30

espacialmente completa ou luminosamente completa se todas geodésicas com os respectivos
carateres causais sdo completas. Se ambas geodésicas temporais € luminosas sao completas,
dizemos que (M, g) é causalmente completa.

Uma outra propriedade relevante de geodésicas diz respeito ao seu comprimento. O

comprimento de uma curva suave « : I — M entre valores a < b é dada por

b
Lg(“|[a,b]):/ \/lga(s)(a’(S),cx’(s))lds.

No caso de a ser geodésica, g(a’, a’) € constante, em particular igual a |@’(a)|, assim,

Lg(@lap) = (b - a)la’(a)].

Vemos portanto que a reparametriza¢ao por comprimento de arco se torna reparametrizagio afim,
em particular, quando trabalhando com geodésicas ndo luminosas, se outras propriedades nao

forem relevantes, podemos sempre assumir serem de velocidade unitdria.

1.5.1 Aplicacao Exponencial

Uma aplicacdo de extrema relevincia para a geometria semi-Riemanniana € a chamada
aplicagdo exponencial. Uma discussdo completa deste topico requer discutir uma série de outros
resultados auxiliares que ndo serdo relevantes no resto desta dissertacao (para uma discussao em
detalhes do assunto, ver O’Neill (1983), capitulos 3 e 5, Costa e Silva (s.d.), capitulo 5 para o
caso semi-Riemanniano, ou Lee (2018), capitulo 5, para um foco mais Riemanniano), portanto
daremos sua defini¢do e os resultados mais relevantes a serem utilizados.

Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e considere 9 C TM o conjunto de
vetores v € T'M tais que a geodésica maximal y, : I, — M estéd definida para ¢ = 1. Usando fluxo
de campos, é possivel mostrar que D € aberto em 7'M contendo a se¢do nula Z. A aplicacdo

exponencial é a funcao

exp: D - M
v = exp(v) = (D).

E possivel mostrar que exp é uma fungio suave com exp(tv) = v, (f) se t € [0, 1].

A restri¢do de exp para um espago tangente 7, M € denotada porexp,, : D, = DNT,M —
M. O dominio D, contém o vetor nulo 0, € € estrelado, isto €, se v € D, entdo tv € D), para
t €[0,1].

Uma célculo simples mostra que a derivada de exp,, em 0, € o isomorfismo candnico
entre espagos vetoriais (cf. Lee (2012), proposi¢ao 3.13). Aplicando o teorema da fun¢do
inversa, existe um aberto N C D, contendo 0, tal que exp,, | : N — exp, (N) = N é um

difeomorfismo. Ainda, N pode ser escolhido a ser estrelado.
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A discussdo acima mostra que todo ponto p € M possui uma vizinhanga aberta N =
exp,, (/V ) com N estrelado e exp,, | difeomorfismo. Um tal vizinhanga € dita ser vizinhanga
normal de p. Tais vizinhangas formam uma base para a topologia de M. A necessidade de

considerar vizinhangas normais se da pelo seguinte resultado.

Proposicao 1.5.4 (Geodésicas Radiais). Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana, e N
vizinhanga normal de p € M. Entdo, para cada q € N, existe uma linica geodésica p, : [0, 1] —

M comegando em p e terminando em q com imagem inteiramente contida em N. Ainda,

py(0) = (exp,, |5) ™ (q)-

Podemos melhorar a nocao de vizinhancas normais. Uma vizinhanga convexa ou aberto

convexo C € uma aberto de M que € vizinhan¢a normal de todos os seus pontos.

Teorema 1.5.5. Dado p € M e U C M aberto contendo p, existe um aberto convexo C com
pecCccU.

Portanto temos também uma base de M por abertos convexos. Dados dois pontos de
uma vizinhanga convexa p, g € C, seja p, : [0,1] — C a geodésica radial de p até g, o vetor
deslocamento é definido por pg = p,(0) € T,M. Um fato importante sobre vetores deslocamento

¢ que a fungdo

A:CxC—->TM,

(p.q) = pq,

€ suave.

1.5.2 Minimizacao e Maximizacao Local

Um resultado extremamente importante que utiliza a aplicacdo exponencial diz respeito
ao problema de minimizar ou maximizar o comprimento de curvas entre dois pontos. O caso

Riemanniano diz respeito a minimizacao, e o caso Lorentziano a maximizacao.

Teorema 1.5.6. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana e N é vizinhanca normal de um ponto
p € M, entdo para todo q € N, a geodésica radial p, é a geodésica de menor comprimento

entre todas as curvas ligando p a q dentro de N.

Teorema 1.5.7. Seja (M, g) é uma variedade Lorentziana e N é vizinhangca normal de um ponto
p € M. Se para q € N existe uma curva causal (suave por partes) ligando p a q e inteiramente
contida em N, entdo a geodésica radial p, é a geodésica de maior comprimento entre todas as

curvas causais ligando p a q dentro de N .
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Podemos nos perguntar sobre o problema de minimizar ou maximizar globalmente entre
dois pontos. O caso Lorentziano serd explorado ao longo desta dissertacdo, e o caso Riemanniano

estd relacionado ao feorema de Hopf-Rinow.

Definicao 1.5.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. A distancia Riemanniana

ds : M X M — R entre dois pontos p e q é dada por
de(p,q) =inf{Ly(y) |y : [0,1] — M é curva suave por partes com y(0) = p,y(1) = q}.

E possivel verificar que tal fungio é de fato uma distincia cuja topologia induzida coincide
com a topologia de M. Também, se existe curva suave por partes y : [0, 1] — M de p até g com

dy(p,q) = Lg(y), é possivel mostrar que y € na verdade uma pré-geodésica.

Teorema 1.5.9 (Hopf-Rinow). Se (M, g) é uma variedade Riemanniana conexa, sdo equiva-

lentes
(i) M é um espago métrico completo em relagdo a distdncia d.
(ii) M é geodesicamente completo.
(iii) Existe um ponto p € M tal que exp,, estd definida em todo T, M .

(iv) Todo subconjunto fechado e limitado de M na distdncia dy é compacto (propriedade de
Heine-Borel).

Ainda, valendo uma (logo todas) das afirmagoes acima, quaisquer dois pontos de M podem ser

ligados por uma geodésica minimizante entre todas as curvas ligando tais pontos.

1.6 Subvariedades Semi-Riemannianas

Para (M, g) variedade Semi-Riemanniana e M uma subvariedade imersa ou mergulhada
de M, (i.e. M possui estrutura suave cuja inclusdo 1 : M < M & imersdo ou mergulho,
respectivamente), dizemos que M é subvariedade semi-Riemanniana de M se o pullback g = 1*g
da métrica em M define uma métrica semi-Riemanniana’ em M. Se tal métrica for Riemanniana
ou Lorentziana, trocamos “subvariedade semi-Riemanniana” por estes termos. No caso de M
ser variedade Lorentziana e M ser subvariedade Riemanniana, dizemos que M € subvariedade
tipo-espaco ou espacial, e no caso de M ser Lorentziana, € dita ser subvariedade tipo-tempo ou
temporal.

Para M C M subvariedade, um vetor tangente v € T, M pode ser identificado como
um vetor de Tpﬂ de maneira candnica pela aplicacdo di), : T,M — Tpﬂ U =dip(v) € Tpﬂ .
Faremos tal identificacdo sempre que ndo houver risco de confusdo. Em particular, por meio

desta identificacdo tratamos T, M como subespago vetorial de Tpﬂ .

7No caso de M ser Riemanniana, :*g é sempre métrica Riemanniana na subvariedade M.



33

Para X : M — T M campo vetorial sobre a aplicacdo inclusdo 1 : M < M, vemos que em
cadap € M, X, € um vetor em Tpl\z . No contexto de subvariedades utilizaremos a notacio X(M)
para denotar o conjunto X(z) dos campos vetoriais suaves sobre a inclusdao. Em particular, dado
Y € ¥(M), arestri¢do Y|y é campo em X(M). Como estamos identificando vetores tangentes
em M com sua inclusdo em M, temos também que X(M) é C*(M)-submédulo de X(M).

Com M subvariedade semi-Riemanniana de M, cada T, M € subespago nado degenerado
de TpA7I , € utilizando as decomposi¢des de espagos vetoriais semi-Riemannianos obtidas no
apéndice A, temos

T,M=T,M&T,M",

com T, M+ também ndo degenerado, com dimensdo igual 4 codimensdo de M em M.
Em vista de tal decomposi¢do em TpM , definimos as projecOes tangente e normal, dadas

respectivamente por

M —>T,M e T,M—T,M*

visv! Vi vt

Temos uma decomposicdo andloga para campos vetoriais. Se X € X(M) c ¥(M),
dizemos que X é campo vetorial tangente a M, e se Z € X(M) é tal que Z, € T,M*, para todo
p € M, dizemos que Z é campo vetorial normal a M. Denotamos por X (M) o conjunto dos
campos vetoriais normais a M, que também é C* (M )-submédulo de X(M).

Aplicando as projecdes tangente e normal em cada ponto p € M de um campo X € X(M),
obtemos dois campos vetoriais X' e X+ que sdo pontualmente tangentes € normais a M,
respectivamente. Com uma andlise local € possivel mostrar que ambos os campos acima sdo

suaves (Costa e Silva (s.d.), proposicao 4.1.6). Portanto ficam bem definidas as projecdes

X(M) - XM) e X(M)—- X (M)
X X' X - Xt

e temos a decomposicio X(M) = X(M) & X-(M).

1.6.1 Segunda Forma Fundamental

Fixamos aqui as seguintes notacoes: V a conexdo de Levi-Civita em M, V a conexdo de
Levi-Civita em M para a métrica g =1*g, e D a conexdo sobre a inclusdo 1 : M — M induzida
por V.

Uma vez que todo campo vetorial V € X(M) pode ser visto localmente como a restricio
de um campo vetorial V € X(M) a um aberto de M (Costa e Silva (s.d.), lema 4.1.5) destacamos

o seguinte resultado.

Lema 1.6.1. Sejam X € X(M) e V,W € X(M). ParaU C M aberto e X,V,W € X(M) campos
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que em U sdo iguais®a X,V e W, respectivamente. Entdo temos
@) (DxV)ly = (VgV)lu.
(i) X(g(V,W)) =g(DxV,W)+g(V,DxW).
(Em (ii), observe que g(V,W) € C®(M), logo fica bem definida tal expressdo.)

Analisamos agora a relacdo entre as conexdes em M e M. Mesmo para campos vetoriais
V,Wem X(M), ndo é necessdrio que DyW seja campo vetorial tangente a M, entdo fazemos

uma andlise das partes tangente e normal.

Lema 1.6.2. Dados V,W € X(M), e lembrando que V é conexdo de Levi-Civita em M para a
métrica g, temos
VyW = (DyW)".

Esta lema nos diz que sua parte tangente ndo nos traz nenhuma informacao nova, diferente

da parte normal.

Lema 1.6.3. A fungdo I : X(M) x X(M) — X+ (M) dada por
II(V,W) = (DyW)*

¢ C*(M)-linear e simétrica, chamada de tensor da segunda forma fundamental (ou shape tensor).

Observacao 1.6.4. Pela C*°(M)-bilinearidade da segunda forma fundamental, pontualmente em
p € M, II nos dd uma aplicagdo /1, : T,M x T,M — T, M+ R-bilinear simétrica, e /I possui

essencialmente cardter de (0,2)-tensor, apesar de sua imagem ser 7, M.

Em vista da observagdo acima, podemos fazer a contragao métrica de /1, o que nos dd um
campo vetorial normal a M. Dividindo tal vetor por n = dim M d4 origem ao vetor de curvatura

média H em M. Explicitamente, para cada p € M,

n
H, = l Z €ll(e;, e;),
g
onde {ej,...,e,} ¢ uma base ortonormal para T,M e € = g(e;, e;).
Por estes dois lemas ¢ imediata a decomposi¢do de DyW,V, W € X(M) em parte tangente
e normal:
DyW =VyW +1I1(V,W).

Para uma primeira aplicacdo desta decomposi¢do, relacionamos a aceleracdo de uma

curva em M com sua aceleracdo ao ser observada como curva em M.

8Para manter a consisténcia com a notac¢do utilizada na secdo de conexdes sobre fungdes, deveriamos escrever
X|y = di o X|y, mas como decidimos identificar 7, M com di, (T, M), mantemos tal identificagdo também em
campos vetoriais, que no contexto de inclusdo nio trard confusao.
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Proposic¢io 1.6.5. Para « : I — M curva suave, dado V € X(a) tal que V() € To(yM para
todot € 1, e denotando por V' a derivada covariante de V em M com relacdo aV e V a derivada
covariante em M para V, temos

V=V +II,V),

e em particular & = " + 11(a’, ).

Como coroldrio imediato desta proposicao, temos uma maneira de verificar quando curvas

sdo geodésicas em M.

Corolario 1.6.6. Uma curva @ em M é geodésica em sua geometria intrinseca se e somente se

sua aceleragao & em M é sempre normal a M.

Este ultimo coroldrio nos d4 uma maneira sistemética de obter, por exemplo, geodésicas
de subvariedades semi-Riemannianas em R”*!. Um caso simples é a da n-esfera, que conforme

foi definida anteriormente, € uma subvariedade Riemanniana n-dimensional de R"*!.

Corolario 1.6.7. As geodésicas da n-esfera S" sdo parametrizacées de velocidade constante de
curvas dadas pela intersec¢do de S" com hiperplanos n-dimensionais passando pela origem

(tais curvas sdo chamas de grandes circulos).

A segunda forma fundamental também dd origem a um operador sobre espagos tangentes

de bastante importancia.

Definicéo 1.6.8. Dada M subvariedade semi-Riemanniana M, seja p € M e i € T, M* unitdrio,

definimos

(i) A segunda forma fundamental (associada a 1) é a forma bilinear simétrica ¥ : T,M %
T,M — R dada por
Ka(v,w) =g,(I1,(v,w), 1),

para todo v,w € T,M, onde 11 é o shape tensor de M.

(ii) O operador de Weingarten (ou shape operator) (associado a n) é o operador linear

S; : TyM — T, M metricamente associado a K, ou seja, é definido por

g,(Si(v),w) =Kz (v, w).

1.6.2 Hipersuperficies Semi-Riemannianas

Uma hipersuperficie semi-Riemanniana M C M € uma subvariedade semi-Riemanniana
de codimensdo 1. Neste caso, temos que o co-indice (i.e. o indice comum de todos os T, M 1) de

M € 0 ou 1. Classificamos M por um sinal € = +1, da seguinte maneira:

* +1 se o co-indice de M é 0, ou seja, g(z,z) > 0 para todo vetor z # 0 normal a M.
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* -1 se o co-indice de M € 1, ou seja, g(z,z) < 0 para todo vetor z # 0 normal a M.

Observe que ind M = ind M se M tem sinal 1, mas ind M = ind M — 1. Também, no caso
de M Riemanniana ndo h4 hipersuperficies de sinal -1.

Para f € C*(M), sabemos que a imagem inversa de seus valores regulares sdo sub-
variedades mergulhadas de codimensdo 1. No caso semi-Riemanniano, temos o seguinte

resultado.

Proposicio 1.6.9. Seja ¢ valor regular de f € C®(M). Entdo M = f~'(c) é hipersuperficie
semi-Riemanniana se e somente se g(grad f, grad f) > 0 em todo M ou < 0 em todo M. Em caso
positivo, o sinal de M é o sinal de g(grad f, grad f) e o campo vetorial U = grad f/| grad f| é

unitario e normal a M.

No caso de codimensdo 1, temos uma versdo mais conveniente dos operadores de

Wiengarten.

Definicao 1.6.10. Fixe U campo vetorial suave, unitdrio e normal® a uma hipersuperficie

semi-Riemanniana M C M. Definimos:

(i) A segunda forma fundamental (associada a U) como o (0, 2)-tensor em M dada para cada
V,W e X(M) por
KWV, W) =Ky(V,W) =g(I1(X.Y),U)

(ii) O operador de Weingarten (ou shape operator) como o (1,1)-tensor S = Sy em M
metricamente equivalente a K, ou seja, S : X(M) — X(M) é tal que, para todo
V.We X(M),

g(SW), W) =KV, W).

Observacao 1.6.11. A segunda forma fundamental e o operador de Weingarten estao definidos
a menos de sinal, que também troca na mudanca de U para —U. Em certas situacdo € mais

conveniente definir tais tensores com sinal oposto.

Sendo K bilinear e simétrico vemos que pontualmente o operador de Weingarten
S, : T,M — T, M ¢ um operador linear autoadjunto em rela¢do ao produto escalar g,,. Por fim,

o operador de Weingarten possui as seguintes propriedades.

Proposicao 1.6.12. Fixado U campo unitdrio e normal a M e seja S operador de Weingarten
associado a U. Temos, para todo p € M onde U estd definido e para todo v € T,M, que (D,U),
é vetor tangente a M e

S,(v) =—=(D,U).

9Obviamente pode ndo existir tal campo vetorial definido em todo M (por exemplo a faixa de Mobius), mas tal
campo existe em uma vizinhanca aberta de cada ponto, que € o suficiente para nossas aplicagdes.
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1.6.3 Exemplo: Hiperquadricas

Em ]Rﬁ”, considere a forma quadrdtica g : ]R’;+1 — IR, dada por

n+1 % n+1
g(x) = ) &) == () + Y (),
i=1 i=1 J=r+l

que € uma func¢do suave, com gradiente

grad g (x) = 2x° i
ox!

X

Para o campo vetorial posicdo P em IR’;“ dado por P(x) = x'd;|,, vemos que g = (P, P), e
2P = grad q. Assim, (grad ¢, grad g), = 4(P, P), = 4q em todo ]Rﬁ“. Pela proposi¢do 1.6.9,
fixado > 0, as hipersuperficies de nivel Q = g~!(er?) sdo hipersuperficies semi-Riemannianas

de sinal €, com vetor normal unitario U = P/r.

Definicao 1.6.13. As hiperquédricas (centrais) de raio r > 0 sdo as pseudoesferas
$h(r) = {x e R g(x) = r?},
e, se v > 1, os pseudohiperboloides
Hy_ () = {x e R} | g(x) = =7},

Em IR“;’ , tais conjuntos sao os familiares hiperboloide de uma e duas folhas, respectivamente.

Figura 1.2: Pseudoesfera e pseudohiperboloide em IR{? .

HG (r)

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

E possivel mostrar que, como variedades,(O’Neill (1983), lema 4.25) que S’(r) é
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difeomorfa a R" X §"7", e H! _, (r) € difeomorfo a S 1 x R"™*!. Em particular, H{ (r) possui
duas componentes conexas.
De maneira andloga a n-esfera, estudando a intersec¢do com hiperplanos passando pela
origem, conseguimos exibir todas as geodésicas de S’ (r).
Proposicio 1.6.14. Seja y uma geodésica de S"(r) C R™!. Temos 10:
. ~ ~ ~ . ~ . . n+1
(i) Se vy é temporal, entdo vy é parametrizagdo de uma hipérbole em IR} .
(ii) Se y é luminosa, entdo ela é uma reta em Rﬁ“.
aes 2 . ~ 2 . ~ P . n+1
(iii) Se y é espacial, entdo é uma reparametrizagdo periodica de uma elipse em R .

Em particular, S} (r) é geodesicamente completo.

Figura 1.3: Geodésicas em S? (r).

luminosa
espacial

temporal

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

De maneira similar, € possivel mostrar que H'_, (r) € geodesicamente completo.
Obtemos também no caso de hiperquddricas que o operador de Weingarten associado a
U = P/r toma a simples forma Sy = I[/r (O’Neill (1983), lema 4.27), onde I € a identidade. Isto

nos permite calcular a curvatura seccional das hiperquadricas (O’Neill (1983), corolario 4.20).
Proposicao 1.6.15. Sejan >2e0<v < n.

1. A pseudoesfera S(r) é uma variedade semi-Riemanniana completa de curvatura constante

positiva K = 1/r?.

2. A O pseudohiperboloide H!,_, (r) é uma variedade semi-Riemanniana completa de curva-

tura constante positiva K = —1/ r2.

10Observe a diferenca do caso Lorentziano com o Riemanniano. Neste tltimo, hd geodésicas que formam espirais
ao longo do hiperboloide.
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O caso v = 1 € de especial interesse. A variedade semi-Riemanniana §(r) € chamada
de espago-tempo de de Sitter. Para Hfj(r), € possivel mostrar (Lee (2018), teorema 3.7) que a
componente conexa passando por (r,0) é isométria ao espaco hiperbdlico H”, logo é chamada

de mergulho superior do espaco hiperbdlico (0 mesmo vale para a outra componente conexa).
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2 Campos e Tensores de Jacobi

Como visto anteriormente, geodésicas sdo curvas de aceleragdo nula, portanto as curvas
mais “retas” possiveis na geometria em consideragdo. Neste sentido, a curvatura age sobre
familias de geodésicas “proximas” fazendo elas convergirem ou divergirem umas em relagdo
as outras. Nosso objetivo neste capitulo € tornar tais nocdes geométricas precisas, por meio
de campos vetoriais especiais sobre geodésicas, chamados de campos de Jacobi, e pontos
especiais sobre geodésicas que tais campos podem gerar, os chamados pontos conjugados e
focais associados a tais campos.

Com este fim, nossa referéncia principal O’Neill (1983) mostra tais resultados utilizando
teoria variacional. Faremos aqui abordagem diferentes de tais problemas, utilizando fensores de
Jacobi, baseados em Costa e Silva (s.d.), capitulo 8. Mesmo assim, a teoria variacional ainda é
interessante em alguns aspectos, portanto faremos breves comentérios sobre ela.

Neste capitulo fazemos uma breve introducio a campos de Jacobi, apresentando deficdes e
resultados principais, para entdo abordarmos a teoria de Tensores de Jacobi em maiores detalhes.
As demonstracdes dos fatos mencionados sobre a teoria geral de campos de Jacobi pode ser vista
em Costa e Silva (s.d.), capitulo 6, e a teoria variacional aplicada a campos de Jacobi pode ser
vista em O’Neill (1983), capitulo 10.

2.1 Campos de Jacobi

Definicao 2.1.1. Seja @ : I € R — M uma geodésica. Um campo vetorial J € X(«a) é dito ser
campo de Jacobi sobre « se J satisfaz a equacdo de Jacobi,

D?J
— +R(J,a")a’ =0,

dr?
onde R denota o tensor de curvatura e D /dt a derivada covariante sobre a. Denotamos por J“

o conjunto de todos os campos de Jacobi sobre a curva «.

A equacao de Jacobi é uma equagdo diferencial ordindria linear, logo J“ € um espago

vetorial. Esperamos entdo existéncia e unicidade para solucdes desta equacgdo.

Proposicao 2.1.2. Seja a : I € M geodésica. Dados to € I e v,w € Ty1,)M, existe um tinico
campo de Jacobi J € J tal que J(ty) =v e J'(tg) = w. Ainda, dim J* = 2n.

Observamos também que reparametrizacoes afins de geodésicas preservam campos de
Jacobi no seguinte sentido: Se i : J — I € fun¢do afim ndo constante, J € campo de Jacobi da
geodésicaa : I — M se e sé seJ o hécampo de Jacobi de a o h.

Damos agora a no¢ao precisa para nossos propdsitos de “geodésicas proximas” a uma

geodésica principal, que como veremos esta associada a campos de Jacobi.
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Definicao 2.1.3. Seja « : [a,b] — M uma curva suave. A aplicacdo a dois parametros suave
o :la,b] X (-6,8) — M é dita ser varia¢do da curva a se o (t,0) = a(t) para todo t € [a, b].

Fixado s € (-0,0), a curva @® : [a,b] — M dada por o = o(:,s) é chamada
curva longitudinal. Em particular, @’ = . Similarmente, fixado ¢ € [a, b], definimos
B (-6,6) > M, B = o(t,-),chamada curva transversal. Quando todas as curvas longitudinais

de o sao geodésicas, dizemos que o € variacdo geodésica. Tal caso serd o de maior interesse

para nos.
Figura 2.1: Variacdo de curvas.
t
~~
o
< 0
L s

[a, b]
Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Acerca de variagdes e curvas longitudinais e transversais, temos os seguintes fatos.

Lema 2.1.4. Seja o : [a,b] X (=06,6) — M variacdo da curva suave « : [a,b] — M. A funcdo

V7 :la,b] > TM
t (8)(0)

é campo vetorial suave sobre a curva a e V7 (t) = 05(t,0) para todo t € |a, b]. V7 é chamado
de campo vetorial variacional de a. Também, para cada s € (-0, ), a curva longitudinal a® tem

derivada dada por (a*) (t) = oy(t, s), para todo t € [a, b].

Corolario 2.1.5. Para o : [a,b] X (=6,0) — M variacdo da curva suave « : [a,b] — M,
dados (to, so) € [a, b] X (=6, 0), temos

ot (to, 50) = (™) (to).
Figura 2.2: Campo vetorial variacional.

ﬂt

V(r(,)

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Em particular, o é variagdo geodésica se e somente se oy = 0.

Relacionado variagdes a campos de Jacobi, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.6. Seja a : [a,b] — M geodésica e o : [a,b] X (=6,6) — M uma variagcdo

geodésica de a. Entdo o campo variacional V7 é campo de Jacobi sobre a.

Como cada campo de Jacobi estd em X(a), podemos separd-lo em componente tangente

e normal, e analisar cada uma separadamente.

Definicao 2.1.7. Seja a : I — M geodésica. Um campo vetorial V € X(«a) é dito ser tangente a

a se existe h € C(I) tal que V = ha’, e é normal se g(a’,V) = 0.

Proposicao 2.1.8. Seja « : I — M geodésica nao constante, e J € X(a) campo de Jacobi.

Temos

(i) J é tangente a a se e somente se existem c,d € R tais que J(t) = (ct + d)a’(t) para todo
tel.

(ii) existem a,b € R tais que go(;)(J(t),a'(t)) = at + b para todo t € 1. Em particular, se
g(J, ) se anula em dois pontos distintos ou ambos g(J,a’) e g(J',a’) se anulam em

algum ponto, entdo J é normal a «.

Obviamente, campos de Jacobi em geral ndo sdo nem normais nem tangentes, mas no
caso de uma geodésica y ndo luminosa, temos que cada espacgo tangente pode ser decomposto em
parte normal e tangente, isto &, T, ;)M = Ry’(¢) @ {y(r)}*, 0 que nos permite decompor campos

de Jacobi em parte tangente e normal, que denotamos por J ' e J*, respectivamente.

Proposicao 2.1.9. Dado y : I — M geodésica ndo luminosa e J € X(y), J é campo de Jacobi

se e somente se JT e J* sdo campos de Jacobi.

Denotando por I, € J7 o subespago dos campos de Jacobi normal e tangente, respecti-
vamente, da dltima proposi¢do temos a decomposicdo J¥ = J7 & J no caso de y ser geodésica
ndo luminosa. No caso luminoso, J; € J,” e em geral ndo hd uma decomposi¢do natural. Em

qualquer caso, observamos que dim J; = 2 pela proposi¢do 2.1.8.

Lema 2.1.10. Seja « : [0,1] — M geodésica, e fixe v,w € Ty)M. Para B : (=6,0) - M
curva suave com B(0) = a(0) e 8/(0) = v, edado Z € X(B) com Z(0) = a’(0) e DPZ/ds(0) = w,

temos

(i) Existe 0 < 69 < ¢ tal que a fungdo

o :[0,1] X (=8p,80) > M
(t’ S) = expﬁ(s) ([Z(S))

esta bem definida e é variagcdo geodésica de «.
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(i) O campo variacional VY da variagcdo geodésica definida acima é o uinico campo de Jacobi
sobre a tal que V7 (0) = v, (V7)"(0) = w.

Em particular, todo campo de Jacobi sobre a geodésica a é campo variacional de alguma

variagdo geodésica de a.

2.1.1 Pontos Conjugados e Pontos Focais

A noc¢do um tanto analitica de campos de Jacobi se associa a no¢do de geométrica
“convergéncia” ou “divergéncia” de familia de geodésicas por meio da no¢do de pontos conjugados

e focais, que passamos a comentar.

Definicao 2.1.11. Seja y : I — M uma geodésica ndo constante. Dois pontos y(a) e y(b),
a # b, sdo ditos conjugados sobre y se existir um campo de Jacobi J € X(y) ndo nulo tal que
J(a)=0eJ(b) =0.

O conjunto
chb ={JeJ"|J(a)=0eJ(b) =0}

¢ um subespaco vetorial de J7, e sua dimensao € dita ordem de conjugagdo de y(a) e y(b) ao
longo de y, denotada por Conj(y(a),y(b)).

Podemos estimar a dimensao de J, Tb em J7.Para g, C 7 o subespaco vetorial dos
campos de Jacobi que se anulam em a, por consideracdes de existéncia e unicidade da equacdo
de Jacobi, é f4cil ver que dim J,) = n. Mas o campo de Jacobi V(t) = (t —a)y’(t),t € I, estiem
J.’ e s6 se anula em ¢ = a, uma vez que y é geodésica ndo constante. Como J. ’:b € subespacgo

vetorial de J;”, segue que dim J, yb <n-1.
Teorema 2.1.12. Sejay : [a,b] — M uma geodésica ndo constante. Sdo equivalentes:
(i) y(a) e y(b) sdao pontos conjugados sobre .

(ii) Existe uma variacdo geodésica o : [a, b] X (=0,0) — M de 7y ndo trivial (i.e., seu campo
variacional V7 ndo é nulo) tal que todas as curvas longitudinais comecam em y(a)
(0 (a,s) =vy(a) para todo s € (=6,6)) e V7 (b) = 0.

(iii) (b — a)y’(a) é ponto critico de exp,, . Em outras palavras, d(expy(a))-a)y'(a) :
T(b—a)y’(a) (Ty(a)M) - Ty(b)M é singular.

Ainda, se vale algum (logo todos) item acima e 'y é geodésica luminosa, entdo a varia¢do
o no item (ii) pode ser escolhida de forma que todas as curvas longitudinais sdo geodésicas

luminosas.

Uma maneira de interpretar a anélise de pontos conjugados geometricamente € observar em
que condicdes geodésicas saindo de um ponto vao convergir novamente em outro ponto. Fazemos
agora uma certa generalizagcdo desta ideia, trocando o primeiro ponto por uma subvariedade

semi-Riemanniana mergulhada.
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Definicao 2.1.13. Seja P subvariedade semi-Riemanniana mergulhada de M ey : [a,b] — M
geodésica ndo constante tal que y(a) € P e y'(a) € Ty P+ (tal geodésica serd chamada de
normal a P ou simplesmente P-normal). Um campo J € X(y) é dito ser P-campo de Jacobi

sobre vy se satisfaz

J(a) € Ty(a)P e tanp (%(a)) = —S),/(a)(.](a)),

onde Sy () : Ty(a)P — Ty(a)P é 0 operador de Wiengarten de P em y(a) associado ao vetor
normal y'(a) (defini¢do 1.6.8) e tanp : T,M — T,P é aprojecdo! de um vetor na sua componente
tangente a P.

Dizemos que y(b) é ponto focal de P sobre y se existe um P-campo de Jacobi ndo nulo
J € X(y) tal que J(b) = 0.

Observacao 2.1.14. De maneira andloga aos campos de Jacobi usuais, mas também para
preservar a assimetria da definicdo e relacdo a subvariedade e o ponto final, dada 4 : [¢,d] —
[a, b] uma fungdo afim crescente, um campo J € X(y) € P-campo de Jacobi sobre y se e somente

se J o h é P-campo de Jacobi sobre y o A.

Vemos claramente que o conjunto P g dos P-campos Jacobi sobre y € um subespago
vetorial de J7. Ainda, dim j;y = n. Para ver isto, dado v € T, )P e w € Ty(a)PL, por
existéncia e unicidade da equacdo de Jacobi exite uma tnica solucdo J tal que J(a) = v e
J'(a) = =8,/(4)(v) +w, logo J é P-campo de Jacobi e € facilmente verificivel que a aplicagdo
(v,w) € Ty(a)P X Ty(q) P+ — J € PJ7 é isomorfismo linear.

Com um argumento andlogo ao caso conjugado, vemos que a dimensdo dos P-campos de
Jacobi que se anulam em y(b), denotado por ijy, € no maximo n — 1. Tal dimensao € chamada
de ordem focal do ponto y(b).

Proposicao 2.1.15. Sejay : [a,b] — M geodésica ndo constante normal a P,com (0 < dim P <

dim M, e J € X(7y). Sdo equivalentes:
(i) J é P-campo de Jacobi.

(ii) Existe uma variacdo de o de y com J sendo seu campo vetorial variacional tal que todas

as suas curvas longitudinais sdo geodésicas normais a P.

Ainda, se y é luminosa e J for P-campo de Jacobi normal a 'y, entdo a variacdo o em (ii) pode

ser escolha de tal forma que todas as suas geodésicas longitudinais sdo luminosas.

Imediatamente desta proposi¢ao segue a seguinte caracteriza¢ao de pontos focais.

Corolario 2.1.16. Seja y : [a,b] — M geodésica normal a P. Entdo, y(b) é um ponto focal

de P sobre 7y se e somente se existe uma varia¢do geodésica de vy por geodésicas longitudinais

1Aqui, mudamos a notacdo utilizada no capitulo 1 para projecdo no espaco tangente e normal a um subvariedade.
Mantemos L e T para projecdo de campos de Jacobi em suas partes normal e tangente.
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normais a P cujo campo variacional se anula em b mas ndo é identicamente nulo. Em caso
positivo e com vy luminosa, podemos escolher a variacdo com todas as geodésicas longitudinais

também luminosas.

2.1.2 Teoria Variacional

Fazemos aqui um breve comentdrio sobre a teoria variacional. Os resultados importantes
(com uma exceg¢ao, que serd comentada em breve) poderdo ser derivados de maneira alternativa
por meio da teoria de tensores de Jacobi, que € o foco da préxima secao.

Heuristicamente, a teoria variacional estd associada ao conceito de “perturbacdes pequenas”
em curvas e as consequéncias destas pertubagdes em um funcional definido sobre estas curvas.
Considerando (M, g) variedade semi-Riemanniana, o funcional de interesse é o comprimento de
arco L,, com o objetivo estudar seus pontos criticos.

Mais precisamente, para uma curvaa : [a,b] —» Meo : [a,b] X (=§,8) — M variagdo
desta curva, fixado s € (-6, ), ponha L7 (s) = Lg(a’) o comprimento da curva da longitudinal
correspondente a s. Isto define uma funcdo L7 : (—6,6) — R, tal que L (0) € o comprimento
de arco de a. A primeira e segunda varia¢cdo do comprimento de arco em relagdo a o sdo a
primeira e segunda derivada de LY em 0O (quando existirem), respectivamente, isto é

dL” d*L”
== (0), L“(0)=
ds ©) ©) ds?

L7'(0) = (0).

Se « € uma curva espacial ou temporal? podem-se obter féormulas gerais para primeira e
segunda variacdo, que dependem apenas da curva a e do campo variacional. O primeiro fato
notavel sobre este processo € que, se o € uma variacdo de extremos fixos (i.e. o(a, -) e o (b, -)
sdo constantes), L7’ (0) = 0 para toda variac¢do de extremos fixos se e somente se a é geodésica.

Conhecendo a condi¢ao para uma curva ser geodésica por meio da primeira variagao,
passamos a analisar se ela € ponto de madximo/minimo do funcional comprimento de arco, o que
estd associado a segunda variacdo. Uma discussao mais precisa sobre seu papel nesta teoria seria
um tanto longa, mas a ideia € que a férmula para segunda variacao (a chamada formula de Synge)

dd origem a uma forma bilinear (a forma indice 1) sobre o espago vetorial
{VeX(a)|g(V,a')=0,V(a) =0e V(b) =0}.

e o sinal desta forma (i.e, se € positiva, negativa-definida ou indefinida) estd associada ao
aparecimento de pontos conjugados, que € dado pelo seguinte resultado, enunciado apenas para

o caso Lorentziano, que serd nosso foco nos proximos capitulos.

Teorema 2.1.17. Seja (M, g) variedade Lorentziana e « : [a,b] — M geodésica temporal

(e = —1) ou espacial (e = 1).

20 caso luminoso precisa ser tratado separadamente, via o chamado funcional energia. Para ndo estender muito
mais esta apresentacdo da teoria variacional, omitiremos este caso.
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i) Se ndo existem pontos conjugados a a(a) sobre a, €I+ é positiva definida.
j4 LJUZ a €D

(ii) Se a(b) é o unico ponto conjugado de a(a) sobre a, €l é positiva semi-definida, mas

ndo definida.
(iii) Se existe um ponto a(r) conjugado a a(a) sobre @ com a < r < b, entdo I+ é indefinida.

Esta discussdao pode ser generalizada para o contexto de uma subvariedade semi-
Riemanniana P. No caso da primeira variacdo para o comprimento de arco, considerando
uma curva y que comega em P, especial ou temporal, e normal a P e uma variacdo o cuja curva
transversal inicial o (a, - ) € uma curva em P, e cuja curva transversal final o (b, -) € constante,
digamos igual a um ponto ¢ (tal variagéo é chamada de (P, g)-variacdo). Entao L7’ (0) = 0 para
toda (P, q)-variagdo se e somente se y é uma geodésica temporal ou espacial normal a P.

A interpretacdo da segunda variacdo para uma geodésica normal a P neste caso segue o

mesmo principio. Ela induz uma forma bilinear Lyl definida no espago vetorial
{VeX ) s(y.V)=0.V(0) € Ty P e V(b) =0},

que associa pontos focais ao sinal desta forma de maneira andloga ao caso conjugado.

Teorema 2.1.18. Seja (M, g) variedade Lorentziana, P subvariedade semi-Riemanniana de M

ey : la,b] > M geodésica temporal (¢ = —1) ou espacial (¢ = 1) e normal a P. Entdo,
(i) Se ndo existem pontos focais a P sobre v, elj é positiva definida.
(ii) Sey(b) é o uinico ponto focal de P sobre vy, EI;‘ é semi-definida positiva, mas ndo definida.

(iii) Se existe um ponto focal y(r) de P sobre y coma <r < b, I,j é indefinida.

2.1.3 Aplicacao a Geometria Lorentziana

Como seré discutido em detalhes nos préximos capitulos, um problema fundamental
na teoria de variedades Lorentzianas é determinar quais pontos podem ser ligados por uma
curva temporal. Exibimos aqui dois resultados sobre este assunto, que serdo essenciais para os
préximos capitulos, e que nos dao condicdes suficientes para a existéncia de tais curvas. Suas
demonstracdes utilizam profundamente a teoria variacional desenvolvida em O’Neill (1983),

capitulo 10, e portanto serdo omitidas.

Teorema 2.1.19 (O’Neill (1983), proposicao 10.46). Seja « : [a,b] — M curva causal entre
dois pontos p e q numa variedade Lorentziana. Se a ndo é pré-geodésica luminosa, entdo existe
uma variacdo de extremos fixos o : [a,b] X (=8,0) — M de « cujas curvas longitudinais

t— o(t,s), s #0, sdo temporais.

Mais geralmente, o aparecimento de pontos focais sobre uma subvariedade P ao longo de
uma curva causal nos permite perturba-la (através de uma variagdo) por curvas temporais, como

estabelece o proximo resultado.
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Teorema 2.1.20 (O’Neill (1983), teorema 10.51). Seja P uma subvariedade espacial numa
variedade Lorentziana e « : [a,b] — M curva causal comecando em P e terminando em um
ponto q.. Suponha que a ndo seja uma geodésica luminosa normal a P sem pontos focais de
P antes de a(b). Entdo, existe uma (P, q)-variagcdo o : [a,b] X (=6,8) — M de 7y tal que as

curvas longitudinais t +— o (t, s), s # 0, sdo temporais.

2.2 Tensores de Jacobi

Na primeira parte deste capitulo, comentamos como campos de Jacobi e suas variagdes
geodésicas associadas se relacionam com a (des)focalizacdo de geodésicas pela curvatura. Para
obter resultados geométricos mais profundos, nosso objetivo agora € estudar melhor a equacdo
de Jacobi e suas solugdes, introduzindo os chamados tensores de Jacobi e a associada equagdo
de Riccati. Em especial, introduziremos a equagdo de Raychaudhuri, essencial para estudar os

teoremas de singularidade.

2.2.1 Geodésicas Luminosas e Moédulos Quocientes

Para fazer um tratamento unificado com geodésicas de qualquer caréter causal no caso
da geometria Lorentziana, fazemos uma digressao do caso luminoso com técnicas similares as
introduzidas para espacgos vetoriais Lorentzianos como no apéndice A e proposicdo A.3.6. A
ideia € estender o quociente também para campos normais sobre a geodésica.

Se @ : I — M é uma geodésica luminosa em uma variedade Lorentziana com dim M > 3,
sabemos que @’ € X+ (). Relembrando, como no apéndice A, temos para cada ¢ € I, a relagdo

de equivaléncia em {a/()}* : dados v,w € a’(1)*,
Vv~w & w=v+cd(t), paraalgum ¢ € R,

com o espago quociente denotado por @’(¢)+. Para campos vetoriais em X* (), fazemos uma

coisa similar: definimos a relacdo de equivaléncia em X*(«), para V,W € X*(a), por
V~W&e W=V+hd, paraalgum h € C(I),

e denotaremos por X (@) o conjunto de classes de equivaléncia. Aqui, chamaremos seus
elementos de secdes, quando ndo houver risco de confusdo com as acep¢des mais comuns dessa

palavra. O conjunto X+ (@) herda uma estrutura natural de C*°(/)-médulo via a seguinte operagdo
V+ fW=V+fW,

para todos V,W € X*(a), f € C*(I).
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Para todo V € ¥*(a), podemos pensar em V como uma aplicagio
Vitel— V() e ()t

Assim, podemos estender o operador derivada covariante D /dt sobre « para X+ (a) naturalmente.
A saber, dado V € X*(a), temos que D?V /dt € X (a), pois a é geodésica. Dai, definimos

_ DV DV
Codr dt

7/

Essa operacdo estd bem definida, pois se W =V + ha’, entdo

dh
W/ — VI _ I’
+ i a

portanto V/ = W’. E facil ver que o operador D?/dt : ¥*+(a) — X*(a) é R-linear e que satisfaz

_ h _
(hV) = (%) V+hV’', paratodo h € C(I).

Dizemos que V € X*(a) é uma secdo transportada paralelamente (ou simplesmente
paralela) se V' = 0. O préximo resultado é uma extensdo andloga para o transporte paralelo em
X(a).

Proposicao 2.2.1. Seja a : I — M geodésica luminosa em uma variedade Lorentziana (M, g).

Dados tg € I e v € o/(ty)*, existe uma tinica secéo paralela V € X+ () tal que V(t9) = v.

Demonstragdo. Para a existéncia, seja v € {a’ ()} um representante de v e V € X* () o tinico

campo transportado paralelamente ao longo de @ (no sentido usual) tal que V(#p) = v. Entdo,

V' =0e V(tg) = v, como desejado.

Para a unicidade, sejam V, W € %l—m) secOes paralelas tais que V(t9) = W(to). Ponha
U =V —W. Como U é também secio paralela, existe f € C*(I) e um representante U da classe
U tal que U’ = fa’. Temos também que U(ty) = ca’(ty) para algum ¢ € R. Defina g € C®(1)

por

t
g(t) = c+/ f(s)ds, paratodot eI,
fo

esejaZ=U—-ga’.Entdio Z' = U’ — fa’ =0, e Z(ty) = U(ty) — ca’(ty) = 0. Portanto, Z =0 e,
assim U = ga’ = U =0, ou seja, V=W. []

Observacao 2.2.2. Como estamos assumindo (M, g) Lorentziana, para cada ¢ € I, de acordo

com a proposicao A.3.6-(ii), a fungao

(v,w) e /() X' (t)t = (V,W)ar) = a()(V, W) ENR,
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induz um produto interno (positivo-definido) em o’ (¢)+. Analogamente, a aplicagcdo

(V,W) € XL () x ¥ (@) — (V,W) :=g(V,W) € C=(]) 2.1

esta bem definida, e satisfaz

dV,Wy ——  ——
WW) _ @ W+ 0.7, 2
para todo V, W € ¥*(a). Designaremos a aplicacio definida em (2.1) como produto interno

induzido em X+ ().

A existéncia de bases pseudo-ortonormais e suas propriedades em relagdo ao quociente

(cf. apéndice A, proposi¢des A.3.5 e A.3.6-(iii)) nos permitem mostrar a seguinte propriedade

para o produto interno induzido em X+ ().

Corolario 2.2.3. Seja a : | — M geodésica luminosa na variedade Lorentziana (M, g) de

dimensdo n > 3. Fixe to € I e seja {a’(ty),w, ey, ..., e,2} base pseudo-ortonormal de T, ;M.
Entdo, para E; as tinicas secées paralelas tais que E;(tg) =¢; ,i = 1,...,n — 2, temos

(Ei,Eﬁ = 0ij,
paratodoi,j € {1,...,n=2}. Também, para qualquerV € X (), existem vinicas fi, . . ., fu- €

C* (1) tais que

Demonstragdo. Segue da equagdo (2.2) que

d{E;, E;)

Fraa (Ei.E;)+(E.E})=0.

Assim, (E;, E_j) ¢ constante e igual a d;;, pois

(Ei(t0), Ej(10))1, = (€i, €))1y = 81y (i €)) = 035

Além disso, {E|(1), ..., E,_»(r)} é base de o’ (¢)* paratodo t € I. Assim, dado V € ¥1(a),

para cada t € I, existem unicos fi(r) e R,i =1,...,n — 2, tais que
V(r)= > FOE),
i=1

e portanto as fungoes f; € C*(I) sao as desejadas. [
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Agora, de acordo com nosso contexto de quocientes, podemos estender a no¢ao de campos

de Jacobi da seguinte forma.

Definicao 2.2.4 (Classes de Jacobi). Seja a : I — M geodésica luminosa numa variedade
Lorentziana (M, g) de dimensdo n > 3. Uma secdo V € %J-—@z) é dita uma classe de Jacobi (em,
ou sobre ) se

V' + R, (V) =0, (2.3)

em que Ry é o0 operador for¢ca de maré luminoso introduzido na proposicéo 1.4.4.

Como a equagdo 2.3 € linear, temos existéncia e unicidade de maneira completamente

andloga ao caso cldssico 2.1.2, utilizando secoes paralelas.

Proposicao 2.2.5. Seja a : | — M geodésica luminosa numa variedade Lorentziana (M, g) de
dimensdon > 3. Dadosty € l ev,w € W, existe uma unica classe de Jacobi ‘V € m
tal que

V(tg)=v e V(1) =w.

Em particular, o conjunto das classes de Jacobi é um subespago de X+ («) de dimensdo 2(n — 2).

Denotaremos esse subespaco por J C*.

O préximo resultado relaciona campos de Jacobi com classes de Jacobi em a.
Proposicao 2.2.6. Seja a : I — M geodésica luminosa numa variedade Lorentziana (M, g) de
dimensdo n > 3. A projecdo induzida

me:J eI > T egCc®

esta bem definida, é linear e sobrejetiva. Mais ainda, para quaisquer Ji,J, € J°, temos
o (J1) = nq(J2) se e somente se existem a, b € R tais que J\(t) = Jo(t) + (at + b)a’(t), para
todot € l.

Demonstragdo. SejaJ € J*. Temos que

-/

7' =7 =7"=-R(J,a")a’ =Ry (J) = J € JC°,

mostrando que 7, estd bem definida, e a linearidade é imediata da estrutura de C*(/)-mddulo
em X‘(a). Paraa sobrejetividade, seja V € JC? arbitrrio. Entdo, V = V para algum
representante V € %, tal que

V"+R(V,a")a’ = fa’

para alguma f € C®(I). Seja h € C*¥(I) tal que d*h/dt*> = f, e defina J € X*(«) por
J =V —ha'. Assim, n,(J) = m,(V), isto €, J define a mesma classe de Jacobi V de V. Mas,

J'=V"-fad'=-R(V,d")a’ = -R(J,d" ),
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ou seja, J € J+(a), o que garante sobrejetividade.
Agora, se Ji, Jo € J* definem a mesma classe em J C¢, entdo existe f € C*([) tal que
J1 =Jr+ fa'. Assim, fa’ € um campo de Jacobi tangente a «, entdo, pelo lema 2.1.8, existem

a,b € Rtais que f(f) = at + b, paratodo t € I. A reciproca é imediata. [

Em outras palavras, a proposicao acima diz que para campo de Jacobi J perpendicular a
uma geodésica luminosa a, sua classe J € classe de Jacobi, e que toda classe de Jacobi € desta

forma.

2.2.2 Tensores Transversais

Para unificar a discussdo com geodésicas ndo luminosas, introduzimos a seguinte notacao,

que serd adotada até o fim deste capitulo.

X+ (), se a é ndo luminosa,
(@) =4 —— . (2.4)
Xt (@), se a é luminosaen > 3,
e, paracadat € I,
(1)), ¢ ndo luminosa,
N() = (a’(1)+, se a e, nao'umlnosa 2.5)
(a’(1))*, se @ é luminosae n > 3.

Eventualmente, também omitiremos as barras sobre X+ (@) e @’(f)+ se ndo houver risco

de confusdo. Desse modo, podemos introduzir algumas defini¢des unificadas.

Definicao 2.2.7. Seja a : I — M uma geodésica qualquer em (M,g). Um (1,1)-tensor

transversal sobre « é uma aplicacdo C*(I)-linear A : R(a) — N(a).

Observacao 2.2.8. Se A € (1, 1)-tensor transversal sobre uma geodésica «, temos que a C*(1)-

linearidade de A induz, para cada t € I, aplicacdes R-lineares
A(r) : N(1) = N(1),

de modo que
AWV) () = A1) (V(1)),
para qualquer V € i, ¢ € 1. Reciprocamente, dada uma familia {A(¢) : N(t) — N(t)}1er de
aplicagcdes R-lineares suaves no sentido de que, para qualquer V € %N («), a aplicagdo
AWV):tel— A()(V(t) e N(1)
estd em N (), temos que
AV eNR(a)— AWV) e N(a)

define um (1, 1)-tensor transversal sobre . Equivalentemente, podemos descrever a suavidade

de um (1, 1)-tensor transversal ‘A por meio de matrizes, da seguinte forma: primeiramente,
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suponha que @ é uma geodésica nao luminosa. Seja {Ey, ..., E,—1} conjunto de campos vetoriais

em « gerando ' (¢)* para cadar € I. Escreva, paracada j € {1,...,n— 1},
n—1
A(E)) = Z A E;,
i=1

em que A;; € C*(I), e portanto definem uma aplicacdo suave com valores matriciais

A:telm [Aij(t)] eM(n-1,R).

(Vemos que A(t) é a matriz associada ao operador (A(¢) com respeito a base {E(7), ..., E,—1(?)}
de N(1).)
Agora, suponha que @ é luminosa e a dimensdo de M é n > 3. Seja {E\, ..., En}

conjunto de secodes paralelas ortonormais conforme o coroldrio 2.2.3. Essas secOes geram

{a’(t)}+ paracadat € I, e assim, para j € {1,...,n—2},
A(E)) = Z A E;,
i=1
com A;; € C* (/) unicamente determinadas, e portanto definindo uma aplicacdo suave

A:telm- [Aij(t)] e M(n-2,R).

O conjunto dos (1, 1)-tensores transversais sobre uma geodésica @ admite estrutura
natural de C* (I)-médulo, a qual denotaremos por (). Dados A, B € T(«), vé-se facilmente

que a composicdo A o B também estd em I (), e que a aplicacdo
(A,B) e T(a) X T(a) —» Ao B e I(a)

¢ C*(I)-bilinear.

Exemplo 2.2.9. O exemplo mais simples de (1, 1)-tensor transversal sobre uma geodésica a é o
tensor identidade 1 dado por I[(V) = V para todo V € N(«a), e que induz a aplicagdo identidade
em cada N (1). <

Exemplo 2.2.10. Um (1, 1)-tensor transversal que serd muito importante € o endomorfismo
curvatura R, definido da seguinte forma: se @ € uma geodésica ndo luminosa, considere a
familia {R,(;)}:es de aplicagdes lineares em cada ¢t € I dada pelos operadores forca de maré

associados a a’(1),
Ruyry 1 v EQ (1)t R(v,a' (1)’ (1) € (1),

e aplique as consideracdes feitas na observacdo 2.2.8 para definir R,. Se « € luminosa e a



53

dimensao € n > 3, obtemos R, a partir da familia de operadores for¢ca de maré luminosos

{Ear(,) }te1 como na proposi¢ao 1.4.4. <

Introduziremos agora uma série de operagdes sobre o C*°-mddulo T () de interesse para
as proximas secoes.

A primeira operacao relevante € a derivada covariante:
AcT(a) > A € I(a)

dada por
A(V) =

DU(AW) (DC”V), 2.6)

dt dt
paratodo A € T(a) e V € N(a). Como a é geodésica, temos que D*V /dt € N(a) para todo
V e N(a). Assim, A’ estd bem definido como um (1, 1)-tensor transversal3.

Diremos que A € T(a) € paralelo se A’ = 0. Por exemplo, o tensor identidade I € T(«)

¢ paralelo, pois, dado V € ().

T'(V) = 0,

D*(I(V)) _H(D“V) _ D*(V) D*(V) _
dt dt dt dt
As seguintes propriedades sdo facilmente verificdveis pela definicao:
Pl) (h-A) =(dh/dt) - A+h- A" Vhe C(I),VA € T(a).
P2) (AoB) =A o0B+AoB' VA,B € IT(a).

Para exemplificar, verificamos vale P2). Para todo V € %t(«), temos que

(Ao B (V) = Da((ﬂ;tB)(V)) C(AeB) (D;v)
DY(A(B(V))) D%V
di ‘?‘(B (7))
DU(A(B(V)) _ (DU(B(V)) D*(B(V)) DoV
e e R e BT )
= A(B(V)) + AB(V))
= (A oB+AB)YV).

Abstraindo V, obtemos a igualdade desejada.
A segunda operacdo associa cada A € I («a) a sua adjunta A* € IT(a) dada, em cada
t €1, por
A1) = (A1))"

3Usamos implicitamente o fato de que, quando « é geodésica luminosa, a derivada covariante de campos vetoriais
sobre @ permanece bem definida em X+ ().
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em que a adjunta no lado direito € a definida para produtos escalares entre espacos vetoriais
semi-Riemannianos. Se « é geodésica luminosa e (M, g) € Lorentziana, a adjunta em N (7) é
tomada com respeito ao produto interno induzido em W. Segue da caracteriza¢do matricial
de suavidade para (1, 1)-tensores transversais feita na observagao 2.2.8 que A* estd bem definida,
e, por construgao,

(A (V), W) =(V,AW)), VV,WeR(a).

A aplicacdo
AcT(a) > A € T(a)

possui as seguintes propriedades de fécil verificacao:
T1) (hA)* = hA*, paratodo h € C*(I),YVA € T(a).
T2) (Ao B)" =B* o A", paratodo A, B € T(a).
T3) (A*)* = A, paratodo A € T(a).
T4) (A*) = (A’)*, paratodo A € T(a).

Diremos que A € T(«a) é autoadjunto se A = A*. Por exemplo, segue facilmente das simetrias
do tensor de curvatura R que o endomorfismo curvatura R, € sempre autoadjunto.
A dltima operagdo de interesse a ser definida em T () é a de inversdo. Dado A € T(a),
definimos
Iz ={t € I|A(t) é inversivel}.

Usando representacdes matriciais obtidas na observacao 2.2.8, as seguintes propriedades sdao

facilmente verificaveis:
I1) I4# é abertoem 1.

12) Para qualquer intervalo I’ C I 4,
tel — (AM)) ' N@) - N(1)

define um (1, 1)-tensor transversal sobre a restri¢ao a|;/, que denotaremos simplesmente

por A~! quando ndo houver risco de confusio.

13) 14 = I#-+, e para todo intervalo I’ C 14,
(A = (A"

Temos também uma regra de derivacdo para a inversa.

4isso permanece valido quando « é geodésica luminosa. Nesse caso, consideramos o operador for¢ca de maré
luminoso.
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Lema 2.2.11. Dado A € I(«), para todo intervalo I’ C 14, temos que

(A =-ATo A o AL

Demonstragdo. Utilizando a propriedade P2) da operagdo derivada, temos que
0=I=(AA Y =A c A+ Ao (AY.

Aplicando A~! i esquerda na igualdade acima e rearranjando os termos, obtemos a igualdade

desejada. [

2.2.3 Tensores de Jacobi

Nesta se¢do, fixamos uma geodésica @ : I — M em uma variedade semi-Riemanniana
(M, g). Se a é luminosa, entdo M sera subentendida ser Lorentziana de dimensio n > 3.
Dizemos uma « € codefinida se o produto escalar induzido em cada N (¢),t € I € positivo

definido. Claramente, isto s6 pode acontecer em dois casos:
1) ou a € coespacial, isto €, ou (M, g) € Riemanniana, ou a € temporal em (M, g) Lorentziana,

2) ou «a é luminosa, e (M, g) é Lorentziana (aqui o produto escalar em questdo é o induzido

pelo quociente).

Alguns dos resultados abaixo restringem-se a geodésicas codefinidas.
Como feito anteriormente para lidar simultaneamente com geodésicas independentemente

de seu cardter causal, introduzimos outra notagdo conveniente: defina

n—1, se @ é ndo luminosa,
U= . 2.7
n—2, se « é luminosa.

Pelo restante do capitulo, u sempre terd este significado.

Definicao 2.2.12 (Tensores de Jacobi). Um (1, 1)-tensor transversal A sobre a geodésica « é

um tensor de Jacobi (ou endomorfismo de Jacobi) se satisfaz
A"+ Ry 0 A =0, (2.8)

em que Ry € o endomorfismo curvatura.

A equacdo acima € claramente linear, e, como nos casos anteriores, esperamos existéncia

e unicidade para tal equacao, que € nosso proximo resultado.
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Proposicao 2.2.13. Sejamtyg € I e B,C : N(tg) — N (t9) operadores lineares. Entdo, existe

um unico tensor de Jacobi A em « tal que
Al(ty) = Be A'(tg) =C. (2.9)
Em particular, o conjunto dos tensores de Jacobi em « é um espaco vetorial de dimensdo de 2u°.

Demonstragdo. Sejam {ej, ..., e,} uma base ortonormal de N (#y), e {E, ..., E,} um referen-
cial sobre a de campos vetoriais transportados paralelamente (ou se¢des paralelas, se @ € luminosa
e M é Lorentziana) tal que E;(t9) = e; parai = 1, ..., u. Sejam B = [Bi;], C = [Cij] € M(u,R)

as matrizes de B e C, respectivamente, com respeito a tal base, isto é, para cada j € {1,..., u},

H H
B(ej) = ZBije,- € C(ej) = ZCijei,
i=1 i=1
Analogamente, podemos escrever o endomorfismo curvatura como
7
Rao(Ej) = Z R;;E;,
i=1
J€{l,...,u},emque R;; € C*([), definindo a seguinte aplicacdo suave com valores matriciais
R:telw [R;j(t)] € M(u,R).

Agora, seja A = [A;;] : I — M(u,R) atnica solugio global do problema de valor inicial

d*A
¥ + RA =0,
dt (2.10)

-~ dA A
A(tg) =B e E(IO) =C.

Assim, paracada j € {1,..., u}, temos que
J7i
AEj) = ) AijE; Q2.11)
i=1

define um tensor de Jacobi com condi¢des iniciais em (2.9).

Para mostrar unicidade, considere um outro tensor de Jacobi D satisfazendo as condicoes
(2.9). Decompondo D como em (2.11), obtemos componentes D;; € C* (/) que formam uma
aplicacdo com valores matriciais D : I — M (u,R) que também € solucao de (2.10). Assim,
D = A, implicando em D = A. [

Denote por P (@) € N(a) o subespago vetorial formado pelos campos vetoriais perpen-

diculares e transportados paralelamente sobre @ (ou de se¢des paralelas, se @ € luminosa). Uma
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das principais utilidades de tensores de Jacobi estd associada a tal subespago, como mostramos a

seguir.

Proposicao 2.2.14. Seja A um tensor de Jacobi sobre a geodésica ndo luminosa [resp. luminosa]
a na variedade semi-Riemanniana (resp. Lorentziana) (M, g). Entdo, para qualquer V € P (),
o campo (resp. a secdo) A(V) é um campo de Jacobi (resp. classe de Jacobi). Mais ainda, as

seguintes afirmagoes sdo equivalentes.

i) A aplicacao linear

Ja:VeP(a)—» AWV)e J" [resp. TCU]
é injetora.
ii) Paratodot € I temos ker A(t) Nker A’(t) = {0}.
iii) ker A(ty) Nker A’ (ty) = {0}, para algum tqy € I.
Se uma (logo todas) afirmacdo de (i) — (iii) vale, entdo ‘A é dito ser ndo degenerado.

Demonstragcdo. Dado V € P («), temos
(A(V))" = A" (V) = =Ry 0 A(V) = —R(A(V), ')/

(em que utilizamos o operador for¢a de maré luminoso na ultima igualdade se @ € luminosa), o
que mostra a primeira afirmacao.
(i) = (ii) Fixet € I ev € kerA(t) Nker A'(t). SejaV € P(a) o tinico campo

perpendicular e paralelo (resp. secdo paralela) tal que V(t) = v. Entéo,
AV (@) =AM (v) =0 e (AV)) (1) = A (1)(v) =0,

donde concluimos que A (V) = 0, pois A(V) € um campo de Jacobi (resp. classe de Jacobi,
conforme proposi¢ao 2.2.5), e como J 4 € injetora, temos que V = 0. Em particular, v = 0 como
desejado.

(if) = (iii) Trivial.

(iii) = (i) Seja V € P(«a) tal que A(V) = 0. Temos que A’ (V) = (A(V))’ =0, assim

A(to)(V(10)) = (A(V))(t0) =0 e A'(10)(V(t0)) = (A(V)) (1) =0 = V(19) =0

por (iii). Mas, como V é paralelo, concluimos que V = 0, mostrando que J # € injetora. [

Em particular, se um tensor de Jacobi A € inversivel em algum ponto ty € I (e nesse caso,
ker A(ty) = {0}), entdo A é ndo degenerado. (A reciproca em geral ndo é verdadeira, como

veremos mais adiante.)
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Claramente, o espago B («@) € u-dimensional. Assim, de acordo com a proposi¢ao 2.2.14,
vemos que um tensor de Jacobi ndo degenerado A induz a existéncia de um subespago vetorial
p-dimensional dos campos de Jacobi normais J* (resp. JC“ se a € luminoso). A saber, o
subespago

Ja =JIa(B(a)). (2.12)

Por questdes de conveniéncia mas também motivadas geometricamente, estaremos
interessados em tensores de Jacobi ndo degenerados>. Eventualmente, iremos restringir ainda
mais a classe dos tensores de Jacobi e trabalhar com os chamados tensores de Lagrange (ou
Lagrangianos), que introduzimos a seguir.

Lembre-se que uma forma simplética o- em um espaco vetorial V € uma forma bilinear
antissimétrica ndo degenerada. O par (V, o) é dito ser espaco vetorial simplético, e neste caso
V tem dimensdo necessariamente par. Dado um subespaco W C V, temos um andlogo do

complemento ortogonal num espago semi-euclidiano para a forma simplética, dado por
W7 ={veV]|o(v,w) =0, paratodow € W},

assim, dimV = dim'W + dim W7 . Ainda, W € dito ser Lagrangiano se W = W7, e neste
caso, dim'W = dim 'V /2.

Para qualquer geodésica ndo luminosa (resp. luminosa), o espago vetorial J* (resp.
J C%) admite uma forma bilinear antissimétrica natural o, dada, para cada J,J, € J* (resp.

JCY), por
o (J1,12) = (J1, J2) = (J1, J3) (2.13)

que estd bem definida, pois a expressdo do lado direito em (2.13) € constante para cada t € [
devido a equacgao de Jacobi.

Proposicao 2.2.15 (Tensores de Lagrange). A forma bilinear definida o (2.13) é simplética, e
sdo equivalentes as seguintes afirmagoes sobre um tensor de Jacobi ndo degenerado A sobre

uma geodésica « :
i) (A oA=A A
ii) O subespago vetorial J 4 é um subespago Lagrangiano de (J*, o) (resp. (JC%, 0)).
iii) (A")*(ty) o A(tg) = A*(ty) o A'(ty) para algum ty € 1.
Se alguma (logo todas) afirmagdo vale, entdo A é dito ser um tensor de Lagrange (sobre «).
Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que o € ndo degenerada. Ponha

JY, se @ é ndo luminosa

JC%, se a é luminosa,

SE até comum para muitos autores ja incluir a condi¢do de ndo degenerescéncia na definicdo de tensores de Jacobi.
Nao fazemos isto nesta dissertacéio para expor melhor as suas propriedades.
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e sejaJ € V tal que o(J, -) = 0. Fixe fg € I, e escolha qualquer w € N (#y). Defina J; € V

(i = 1,2) pelas condi¢des iniciais
Ji(to) =0,J1(t0) =w, J2(t9) = w,J5(to) = 0.
Como o € independente do parametro ¢t € I e o-(J, J;) = 0, temos

a(J,J1) = (J'(t0), J1(t0)) — (J(t0), J1(t0)) = —(J(t0),w) = 0,
a(J,J2) = (J'(t0), Ja(to)) — (J(t0), J5(t0)) = (J'(t0), w) =0

portanto (J(ty), w) = (J'(ty9), w) = 0. Como w € arbitrario e o produto escalar em N (#y) € ndo
degenerado, segue que J(#9) = J'(#p) = 0, logo J = 0, mostrando que o € uma forma simplética.

(i) & (ii) Como dimJ 4 = u = (dim V)/2, basta mostrar que (i) € satisfeita se e somente
se

T2 (I, (2.14)

Assim, dados V, W € PB(a), temos

((AWV)), AW)) = (AV), (AW)))
(A'(V), AW)) = (A(V), A'(W))
(V.[(A)" e A—-A" o A'|(W)),

o(Ja(V),Ja(W))

o que torna imediata a equivaléncia entre (i) e (2.14).

(i) & (iii) Claramente (i) = (iii). A fim de mostrar a reciproca, note que

(A o A-A"A) = (A") c A-A"0 A"
= —(RyoA) c A+ A oRy 0o A
= —A (R, —Ry) oA
=0, (2.15)

uma vez que o endomorfismo curvatura R, € autoadjunto. Ou seja, o tensor de Jacobi
X=(A)Y o A-A" oA
¢ paralelo. Agora, seja {E,...,E #} um referencial ortonormal paralelo sobre «, e escreva
U
X(Ej) = Z Xi;Ei,
i=1

com X;; € C*([) parai,j=1,...,u. Se cada X;; = 0, o resultado segue. Para ver isto, temos
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que
U
(X(Ej)) (1) = X'(Ej)(1) = Z X;;(E;(t) =0,
i=1
paratodot € I e j=1,...,u. Isso mostra que cada X;; € constante. Mas X (#9) = 0 por (iii), ou
seja,

U
X(Ej)(t0) = ) X (10)Ei(t0) =0,
i=1
para j = 1,...,u. Logo vemos que, paracadai,j =1,...,pu, X,-j(to) =0,eentio X;; =0. m

O seguinte critério para a obtencdo de um tensor de Lagrange serd util, e € consequéncia

direta do item (iii) da proposicao 2.2.15.

Corolario 2.2.16. Se um tensor de Jacobi ndo degenerado A sobre a geodésica a : I — M se

anula em algum tq € I, entdo A é um tensor de Lagrange.

Introduzimos agora a seguinte notagdo. Dado A tensor de Jacobi ndo degenerado sobre

a ety € I, denotamos
T, = 1 € I 1J(10) = 0}. (2.16)

Associado a tal espaco temos o seguinte resultado, que sera ttil no futuro.

Proposicao 2.2.17. Seja A um tensor de Jacobi ndao degenerado sobre a. Dado ty € I, defina
a aplicagdo ®@ : ker A(t)) — Jg4 o da seguinte forma: dado v € ker A(ty), tome o tinico
V e B(a) tal que V(tg) = v, e ponha ®(v) = Jz(V). Entdo ® é um isomorfismo linear.

Demonstragdo. Dado v € ker A(ty), tome o tnico V € P(a) tal que V(¢y) = v. Temos

(@(v))(t0) = A(V)(t0) = A(t0)(v) = 0,

ou seja, A(V) € 9. ﬁ’ 0" Portanto, ® estd bem definida e é claramente linear.

Se ®(v) = A(V) =0, entdo A(V)" =0, e, em particular, A(t9) = A’ (t9)(v) = 0. Assim,
sendo A ndo degenerado, temos v = 0, provando que P € injetora. Agora, dado J € 7. Jf{ o> tome
o unico V € P () tal que J#(V) = J. Entio,

A(to)(V(t0)) = J(t0) =0 = V(1) € ker A(19) e P(V(t0)) =J,
mostrando que @ é sobrejetora. [ |

Dado um tensor de Jacobi nao degenerado A sobre @, dizemos que um ponto (%)
¢ A-conjugado se dimJ 4 0 > 0, isto €, se existe J € J7 ndo nulo tal que J(7) = 0. Da

proposicao 2.2.17, segue imediatamente o seguinte resultado.
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Corolario 2.2.18. Para ‘A um tensor de Jacobi ndo degenerado sobre a, temos que
I\Ig={tel|a(t)éA-conjugado}.
Em particular, esse conjunto é fechado em I.

Podemos melhorar esse resultado no caso em que A € um tensor Lagrangiano sobre uma

geodésica codefinida. Para isto, precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 2.2.19. Seja A um tensor de Jacobi ndo degenerado e considere um referencial ortonormal
em « paralelamente transportado {Ey, .. ., E,}. Associada a esse referencial, defina uma base
{J1,...,Ju}t de T4 pondo, para cadai € {1,. .., u}, Ji = A(E;). Entao, {J1(10), ..., u(t0)} é

base de N (ty) se e somente se a(ty) ndo é A-conjugado, isto é, se A(ty) € inversivel.

Demonstragdo. Como {E1(tp), ..., E,(ty)} ébasede N(ty), se A(ty) € inversivel, em particular
preserva bases, logo {J1 (), ..., J,(to)} € também base de N (1o).
Reciprocamente, se {J1(to), ..., J,(t0)} é base de N'(1p), entdo, paracada j € {1,..., u},

as equagoes

u
Ji(to) = Z M;;E;(to),
P

onde [M;;] é a matriz mudanca de base (que € sempre inversivel) mostram que essa matriz
coincide com a matriz de A(fp) com respeito a base {E; (o), ..., E,(to)}. Portanto, A(t) é

inversivel. n

Teorema 2.2.20. Seja A um tensor de Lagrange sobre a geodésica codefinida a : I — M. Se

a(tyg) é um ponto A-conjugado, entdo existe € > 0 tal que
teln(tg—eg,to+e)\ {to} = A(t) é inversivel.
Em outras palavras, 1 \ 14 é discreto em R.

Demonstragdo. Seja {ei,...,ex} (0 < k < w) base ortonormal de ker A(7p). Complete tal
para uma base ortonormal {ey, ..., e,} de N (o). Para o tinico referencial ortonormal paralelo
{E1,....,E.} € PB() tal que Ei(tg) = ¢;,i € {1,...,n}, tome a base associada J; = A(E;),
de J. Pelo lema 2.2.19, sabemos que {Ji (%), . . . , J,(f0)} ndo € base de N(zp). Porém, para
estabelecer o resultado, basta mostrar que existe & > 0 tal que {J;(¢),...,J,(¢)} é base de N ()
paratodor € I N (tg—&,t0+¢) \ {to}.

Note que, parai € {1,...,k}, temos J;(t9) = A(tp)(e;) = 0, e entdo, usando o exercicio
1.17 de O’Neill (1983), existem Y1, ..., Yy € X(«) tais que

Ji(t) = (t —t9)Yi(t), paratodoteleie{l,..., k}. (2.17)
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Afirmagdo: para algum e > 0, B; = {Y1(t),...,Yi(t), Jis1(t), ..., Ju(t)} é base de N(t) para
todot € I N (ty — &, 1y + &).

Por continuidade, basta mostrar que {Y1(to),...,Yi(t0), Jx+1(0),...,Ju(t0)} € linearmente
independente em N (7).
Agora, note que Y;(tg) = J/(t9) # 0, paracadai € {1,...,k}. Sejam ay,...,a, € R tais
que
k H
Za,J;(zo) + Z a;J;(t9) = 0. (2.18)
i=1 j=k+1
Definindo
k H
V= Z(l,’é,‘ e w= Z ajej,
i=1 j=k+1

temos entio que a igualdade (2.18) pode ser reescrita como
A (t0) (v) + A(to) (w) = 0.
Mas entido, segue que

0 = (A1) (v), Alto) (w)) + {(A(10) (W), A(t0) (W))
(A(10))" A (10) (v), w) + (A(10) (w), A(t0) (W))
(A (10))" A(t0) (v), w) + (A(10) (w), A(t0) (W))

(A(to) (w), A(t0) (W)),

onde utilizamos o fato de que ‘A € de Lagrange na terceira igualdade e de que A(#p)(v) = 0 (pois
v € ker A(1p)) na dltima equagao.

Como «a € codefinida, concluimos que
A(to)(w)=0=>w=0= a1 =---=a,=0.

Mas entdao A’ (tp)(v) = 0, e como A(tp)(v) = 0 e A € ndo degenerado, concluimos que v = 0,
isto é, a; = --- = ay =0, provando a afirmacao.

Para finalizar a prova, basta notar que, para € > 0 conforme a afirmacdo acima,
By ={J1(1) = (t = to)Y1 (1), ..., Ji (1) = (1t = t0)Yi (1), Jes1 (1), . . . ,J, (1)} € de fato uma base de
N (t) semprequet € I N (g —&,to+¢) \ {t0}- [

2.2.4 Equacao de Riccati

Sejau : I € R — R uma solugdo nio trivial da equacao diferencial linear

u” + Fu =0, (2.19)
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emque F : I C IR — R ¢ uma funcdo continua fixada. Fazendo a mudanca de varidveis v = u’/u,

obtemos a equagdo de Riccati associada a equacgao (2.19):
VvV +vE 4+ F=0. (2.20)

Ao contrdrio de (2.19), a equagdo (2.20) estd definida apenas num intervalo I’ C I em que u é
ndo nulo, pois s6 assim a mudanga de varidvel faz sentido. Reciprocamente, se uma solugao
v : I’ C I — R daequacido de Riccati estd dada, entdo uma solugao positiva u de (2.19) pode ser
dada por u = exp(h), em que &’ = v. Observe que a funcio u, sendo solu¢do de uma equagdo
linear, pode ser estendida para todo o /, porém pode nao ser mais positiva fora de /’.

E interessante observar que, apesar da equacio de Riccati ser ndo linear e a principio mais
complicada que sua versao linear, ela pode carregar informacdes uteis sobre solu¢des globais da
equacao linear 2.19, mais especificamente sobre os zeros das solu¢des. Esse fato serd ilustrado
nesta secdo num contexto bem mais geral, e tem consequéncias geométricas importantes.

Assim como nas se¢des anteriores, fixaremos uma variedade semi-Riemanniana (M, g)
de dimensdo n > 2 e uma geodésica @ : I C R — M, mas se a é luminosa, assumiremos sempre

que (M, g) é Lorentziana de dimensao n > 3.

Definicao 2.2.21 (Equacao de Riccati para Tensores). Seja I’ C I um intervalo ndo vazio.
Dizemos que um (1, 1)-tensor transversal S sobre a|p é um tensor de Riccati em « se satisfaz a
equacao de Riccati

S +8*+Ry =0, (2.21)

em que S* = S 0 S e Ry é a restricdo para a|p do endomorfismo curvatura. Um tensor de
Riccati é dito ser maximalmente estendido se, dado qualquer outro intervalo I’ C I” C I, e um
(1, 1)-tensor transversal S sobre a|» satisfazendo a equacdo de Riccati em « tal que S| =S,

temos entdo I” =I' e S = S.
A conexao entre tensores de Jacobi e Riccati € estabelecida no seguinte resultado.
Teorema 2.2.22. Seja a : I — M geodésica em (M, g). Entdo,

1) seja A um tensor de Jacobi em «, e seja I’ C I um intervalo ndo vazio de modo que A|p
seja inversivel em todo I'. O (1, 1)-tensor transversal S# sobre «a|; definido em cada

t €I por
Sa(t) = A'(1) o (AMN) ™, (2.22)

satisfaz a equagdo de Riccati. Mais ainda, A é tensor Lagrangiano se e somente se S é

autoadjunto.

2) Dado um intervalo ndo vazio I’ C I e um tensor de Riccati S em |y, existe um tensor de
Jacobi ndo degenerado A em a que é (i) inversivel em I, e (ii) tal que S = S#. Se Aé
qualquer outro tensor de Jacobi ndao degenerado satisfazendo as propriedades (i) e (ii),

entdo existe um vinico (1, 1)-tensor transversal paralelo inversivel C tal que A = Ao C.
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3) Se um tensor de Riccati S em «a|; é maximalmente estendido, e um tensor de Jacobi ‘A em
a é tal que S = S¢ como em (2.22), entdo, para ty € dl' N I, temos que a(ty) é ponto

A-conjugado. Um tal valor ty sera dito uma singularidade da equagdo de Riccati.

Demonstragdo. (1) Primeiramente, note que A é ndo degenerado pois € inversivel em I’. Para

cadat € I, temos que

a() = Ao (A@M) ™ = A (1) o (A1) o A'(1) o (A1)
= Ry (1) 0 A1) o (A1)~ = SH(1)
= —Re () = SH(),

em que utilizamos o lema 2.2.11 na primeira igualdade. Isso mostra que S# € tensor de Riccati.

Mais ainda, paracadat € I’,
Si(t) = Sa(t) = (A* (1)) o (A'(1)* = A'(1) o (A1),
assim
S7(t) =8a(t) & A*(t) o A'(t) = (A'(1))" 0« A1),

o que conclui a prova do item (1).
Para (2), dado um tensor de Riccati S em «a|p, fixe tg € I’, e considere as tnicas solugdes

A e B dos problemas de valor inicial® lineares
A =SoAem/!,
A(to) = Iny)

B =-BoSem/l,
B(to) = Iny)-

Assim, A e B sido (1, 1)-tensores transversais em «|;-. Ainda,

A" = SSoA+So A
= -SP0A-Ry o A+S* 0 A
= Ry oA,

em que utilizamos a equagao de Riccati para o primeiro termo e a equacgdo diferencial que define
A no segundo termo da segunda igualdade.

Isto mostra que A € um tensor de Jacobi em |/, que pode ser unicamente estendido

6Podemos interpretar tais PVIs de forma matricial, a fim de aplicarmos os teoremas de existéncia e unicidade. Para
isso, basta tomar um referencial paralelo {E1, ..., E H} em «|;-, como feito na proposi¢do 2.2.13. Daqui em diante,
assumimos que esse procedimento estd sendo aplicado implicitamente.
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como tensor de Jacobi em « pela proposicdo 2.2.13. Mais ainda, em I’, temos que

B oA+BoA
- BoSoA+BoSoA
- 0,

(BoA)

ou seja, B oA € paralelo, e, em decorréncia das condi¢des iniciais, segue que B(1) o A(t) = In ),
para todo ¢t € I’. Concluimos assim que A € inversivel em /', e, em particular, € um tensor de
Jacobi com S = 84, por construcao.

Finalmente, se A é outro tensor de Jacobi ndo degenerado em « satisfazendo (i) e (ii),

entdo A é a tnica solucdo em I’ do PVI linear

A =SoAemr,
{ evtem (2.23)

= A(to) em N (to).

Seja C é o tnico (1, 1)-tensor transversal paralelo em « tal que C(t9) = A(ty). Entio, se
definirmos o (1, 1)-tensor transversal Z = A o C, um cdlculo direto mostra que Z é um tensor
de Jacobi em a, e que satisfaz o mesmo PVI (2.23) que Aem I'. Assim, Zlr = ﬁ(|p e, em
particular, Z’(tp) = A (19). Segue entdo da proposicdo 2.2.13 que Z = A, provando (2).

(3) Se a(tg) nao fosse ponto A-conjugado, entdo I’ poderia ser estendido para um
intervalo estritamente maior I’ ¢ I” C I contendo typ com A ainda inversivel em I”. Assim,
Sa = S seria extensivel para /”, uma contradicdo com a hipétese de S ser maximalmente

estendido. [ ]

Para o restante da secdo, fixamos um tensor de Jacobi ndo degenerado (A sobre a geodésica
a1 — M,etomamos S = S# como o tensor de Riccati associado definido pela equacio (2.22),

maximalmente estendido no intervalo I’ C I.

Observagao 2.2.23. Lembre-se que, sendo A ndo degenerado, para cada J € Jg, existe um
unico V € P(a) tal que J = A(V). Assim, em I’ temos a seguinte “lei de propagagao” para

campos/classes de Jacobi J € j;f s

J=AV)=AAT)=8U), (2.24)

A equacdo (2.24) pode ser interpretada como dizendo que S mede o quanto campos/classes de
Jacobi em j}f i falham em ser paralelos. Em outras palavras, o quanto campos/classes de Jacobi
“torcem e giram” com respeito a uma base {E1, ..., E,} C N(a) ortonormal e paralelamente

transportada ao longo da geodésica «|;.

Para o nosso préximo objetivo, faremos uma decomposi¢do conveniente de S, que nos

permitird uma melhor visualiza¢do geométrica dos efeitos de S. Para isso, no restante do capitulo,
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assumiremos que « € geodésica codefinida. Lembre-se que, neste caso, o produto escalar restrito
a N (t) é positivo-definido.

Neste contexto, definiremos trés novos objetos associados a S :

a) A expansdo (ou expansdo escalar) 6 = s € C*(I’), dada por

u
0=1rS = Z(S(E,-), E), (2.25)
i=1

b) O cisalhamento, que € o (1, 1)-tensor transversal, autoadjunto e de traco nulo & = G g

sobre a|;, dado por
1 0
G==[S+S8"] - -1, (2.26)
2 u

em que I € o tensor identidade.

c) A vorticidade, que € o (1, 1)-tensor transversal antiautoadjunto e de traco nulo & = &g

sobre a|;-, dado por
1
o= > [S -S7]. (2.27)

Com essas defini¢Oes, temos a decomposicao

S= Q]I +0+ 0. (2.28)
u

Observe que, de acordo com o teorema 2.2.22-(1), A € tensor de Langrange se e somente se

A

w=0.
Uma outra razdo pela qual estamos restringindo nossa andlise para geodésicas codefinidas

¢ para controlar o sinal do cisalhamento escalar o > 0, dado por
U u
o? =1r6? = ) (En03(E)) = ) (6(E).0(E)) 2 0, (2.29)
i=1 i=1
e da vorticidade escalar w > 0, dada por
u u
W = —tr & == Y (Ei, 07 (Ep) = Y (@(E), &(Ep) > 0. (2.30)
i=1 i=1

Com estas defini¢cdes, temos o seguinte teorema fundamental.

Teorema 2.2.24 (A Equacao de Raychaudhuri). Se a : I — M é uma geodésica codefinida,

entdo a expansdo escalar 0 satisfaz a equagdo de Raychaudhuri em I’:

92
0 + — + Ric(e/, @) + 0% — w? = 0. (2.31)
M
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Em particular, se S é autoadjunto, essa equacdo se reduz a
2
¢ + — + Ric(a/, @) + 5% = 0.
u
Demonstragdo. Aplicando o traco na equacao de Riccati (2.21), obtemos

tr S +tr S2+1tr Ry = 0. (2.32)

Agora, utilizando as proposi¢oes 1.4.13 e 1.4.14, temos, tanto para o caso temporal quanto para o
luminoso, temos
tr Ry = Ric(a’, ). (2.33)
Diferenciando a decomposicao em (2.28), temos que
/

0
S'=—1+6+0a, (2.34)
u

cyujos dois ultimos termos possuem tragco nulo, logo

0/
rS8'=—twl=9". (2.35)
J7i

Elevando ao quadrado (2.28), obtemos

6° 20, 26
8= —1+6°+0°+ =6+ =+ o0b+hod.
M H H
Somente os trés primeiros termos dessa igualdade possuem tragco nio nulo. Assim, usando (2.29)

e (2.30), temos que
2

0
r8*="—+0%-w’. (2.36)
u
Substituindo (2.33), (2.35) e (2.36) em (2.32), obtemos o resultado desejado. [ |
O préximo resultado € uma consequéncia fundamental da equacdo de Raychaudhuri.

Corolario 2.2.25. Seja a : [ — M geodésica codefinida e inextensivel. Suponha 0(ty) # 0 para
algumtyele
fa =Ric(a, @) +0? —w* >0 (2.37)

ao longo de a|p. Entdo,

i) Se 0(tg) > 0, existe um ponto A-conjugado a(t) para algumt € [ty — u/6(ty), ty), caso
to— u/0(to) € I;

ii) Se 6(tg) < 0, existe um ponto A-conjugado a(t) para algum t € (to,to + u/|0(to)|], caso
to + p/160(t0)| € 1.
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Demonstragdo. Provaremos (ii), e a demonstracdo € andloga para (i).

Assuma 6(tp) < 0 e, por contradi¢@o, suponha que 7o + u/|6(t9)| € I e que ndo existam
pontos A-conjugados para t € (tg, 1o + u/|60(t9)|].

Lembre-se que estamos assumindo, sem perda de generalidade, que S esta definido no
intervalo I’ C I maximalmente estendido e ¢ty € I’. Em particular, (o, to + /|0(t0)|), pela nossa
hipotese de contradi¢do. Porém, usando a condi¢do (2.37) na equacdo de Raychaudhuri (2.31),
obtemos

¢ <—-6*/ueml!’. (2.38)

Em particular, 6 é ndo crescente e, assim, permanece negativa em (tg, to + u/|6(to)|]. Dividindo

(2.38) por —62 e integrando de fy a qualquer ¢ € (to, to + 1/]6(t)|], temos

1/6(r) > % [t = (10 + ] 100)))] (239)

Mas, parat =t; = to + u/|0(to)|, temos 1/6(¢1) > 0, de forma que 6(z;) > 0, e assim teriamos
1/6(t") = 0 para algum ¢’ no intervalo, que em qualquer caso é um absurdo.
Portanto, 7o + u/|0(t9)| € I\ I’, e entdo existe 11 € I’ N (to, 1o + u/|0(t0)|) # @,

implicando em «/(#;) ser A-conjugado, pelo teorema 2.2.22-(3), concluindo a prova. [

Observacao 2.2.26. Um caso particular muito importante onde a condi¢ao 2.37 no corolario
2.2.25 é valida serd quando A € um tensor de Lagrange (e neste caso w = 0) e o tensor de
Ricci € ndo negativo, isto €, Ric(a’, @’) > 0 em /. No entanto, existem variedades Lorentzianas
relevantes para a cosmologia, nas quais Ric(a’, @’) se torna negativo mas ainda assim (2.37) vale,

0 que nos motiva a ter dado o resultado anterior com tais hipéteses.

Corolario 2.2.27. Seja ‘A um tensor de Lagrange sobre a geodésica codefinida inextensivel
a:l — M, tal que
Ric(d/,a’) > puc > 0 (2.40)

em I para alguma constante positiva c. Se I tem comprimento maior que 1t /\/c, entdo a possui

um par de pontos A-conjugados.

Demonstragdo. Sejam ty < t] em [ tais que [fg,#1] € I’. Como A é Lagrangiano, temos que S
¢ autoadjunto, de acordo com a proposicao 2.2.22-(1). Nesse caso, a equagao de Raychaudhuri

fica
2

0
0 + — + Ric(e/, @) + 0% = 0,
u
cuja condicdo em (2.40) pode ser aplicada de modo que

CRIER

b
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e integrando ambos os lados entre #( e ¢{, obtemos

1 —ty < i arctan (G(tO)) - L arctan (9(“)) < l.
Ve pNe ] e pNe ] e

Portanto, I’ tem comprimento estritamente menor do que 7/+/c, onde concluimos que ambos 7

e t1 podem ser escolhidos de forma a intersectar /. Novamente, o teorema 2.2.22-(3) nos permite

concluir o desejado. [

Os corolérios 2.2.25 e 2.2.27 sugerem que a ndo negatividade do tensor de Ricci,
juntamente com A ser Lagrangiano, tendem a formar pontos A-conjugados. O quao forte € essa

tendéncia pode ser vista através do seguinte resultado.

Proposicao 2.2.28. Seja a geodésica codefinida e completa (i.e., I = R), tal que
Ric(a’,a’) > 0. (2.41)

Se A é um tensor de Lagrange sobre a sem pontos A-conjugados, entdo, ao longo de «, temos
i) 8=0c¢

ii) Ry = 0. Em outras palavras, o operador forca de maré associado a o’ é identicamente

nulo ao longo de «.

Demonstragcdao. Sendo A de Lagrange, juntamente com (2.41), implicaem fz > 0e® =0. A
inexisténcia de pontos A-conjugados significa que I’ = R, isto €, o tensor de Riccati S = S#
estd definido em todo o R. Pelo coroldrio 2.2.25, temos que 6 = 0. A equacdo de Raychaudhuri
com estas condicdes nos dd que Ric(a’, @) + o2 =0, implicando o = 0, em virtude da nao
negatividade de Ric(a’, @’). Segue da equacdo (2.29) que & = 0, e a decomposicdo (2.28)

implica que § = 0. Assim, a equagdo de Riccati para S neste caso se reduz a R, = 0. [

O escopo da proposicao 2.2.28 pode ser expandido utilizando o seguinte lema técnico,

cuja demostracao pode ser vista em Guimaraes (1992), pag. 658.
Lema 2.2.29 (Guimaraes). Sejamu : [0,+00) — Re v : (—co,+00) — R funcées continuas, e
a > 0 um numero real. Entdo

N
(i) limsup (u(s) + a/ u(t)zdt) < 0, com igualdade se e somente se u = 0.
0

§—+00

(ii) limsup (v(s) —v(-s)+a / v(t)zdt) < 0, com igualdade se e somente se v = 0.
0

§—+00

E com isto podemos mostrar o seguinte resultado, cuja relevancia geométrica ficaré clara

na proxima sec¢ao.
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Proposicao 2.2.30. Suponha que a : I — M é uma geodésica codefinida e sem pontos A-

conjugados. Assuma também que vale
(a) I =10,+0), (a é semi-completa) ou
(b) I = (—00,+00) (a é completa).

Entdo, para f# como definida (2.37):

(i) sevale (a), temos

liminf/tfﬂ(s)ds < 6(0),
0

1—+00

com igualdade se e somente se 6 = 0;
(ii) se vale (b), temos
t
liminf/ fa(s)ds <0,
t—+c0 [,
com igualdade se e somente se 6 = (.

Demonstragdo. Assuma que vale (a). Entdo, integrando a equacao de Raychaudhuri entre O e
qualquer ¢ > 0, temos

9(t)+% /O 0(s)%ds = 6(0) — /0 fa(s)ds. (2.42)

Aplicando o lema 2.2.29-(i) para o lado esquerdo da igualdade (2.42) (tomando u = 6 para o
lema citado), obtemos

6(0) — liminf (/tfﬂ(s)ds) = 0(0) + lim sup (—/tfg;(s)ds) >0, (2.43)
=+ \Jo 0

t—+00

€ portanto

lim inf (/tfg{(s)ds) < 6(0), (2.44)
0

t—+00

com igualdade se e somente se 6§ = 0. A prova quando (b) vale € similar, integrando a equacio

de Raychaudhuri de — até ¢, e usando o lema 2.2.29-(ii). [ |

A primeira consequéncia da proposi¢do 2.2.30 € a seguinte versao mais forte da proposi¢ao
2.2.28.

Proposicao 2.2.31. Suponha que a : R — M é uma geodésica codefinida tal que

liminf/ Ric(d'(s),ad’(s))ds > 0. (2.45)

—+00

Assuma que A é um tensor de Lagrange sobre « para o qual ndo existe pontos ‘A-conjugados ao

longo de a. Entdo,

i) 0=0¢



71

ii) Ry = 0. Em outras palavras, o operador forca de maré associado a @’ é identicamente

nulo ao longo de «.

Demonstragdo. A condicdo de Lagrange junto com (2.45) implicam (cf. observagao 2.2.26) que
w=0e ,
I}m inf/ fa(s)ds = 0. (2.46)
—+oo J

A auséncia de pontos A-conjugados significa que I’ = R, i.e, o tensor de Riccati associado
S = S 4 estd definido em R. Agora, a proposi¢do 2.2.30-(ii) junto com a equagdo (2.46) implicam
em 6 = 0. Pela equacao de Raychaudhuri,

fa =Ric(a,a') +o?* =0.

Integrando, a condi¢do (2.45) implica em

t t
0> -lim sup/ o2 (s)ds = 1} Jrinf‘/ (—o%(s))ds > 0,
_ —+00 —t

t—+00 t

e assim .
lim sup / o2 (s)ds = 0. (2.47)
t—+00 —t
Por sua vez, (2.47) implica na existéncia de uma sequencia {#;} em [0, +o0) tal que ty — +oo e
com
Ik
lim o (s)ds = 0.
k—+0c0 —t
Afirmamos agora que
a
/ o?(s)ds =0, paratodo a € (0,+00) = o = 0. (2.48)
—a
De fato, caso contrario, teriamos
a
/ o (s)ds > 0
—a

para algum a > 0. Para k € N suficientemente grande, teremos #; > a e portanto

[: o2(s)ds < L—a O-Z(S)ds+/_: Jz(s)dH/atk o2 (s)ds = /_:k 2 (5)ds < [: 2(5)ds.

uma contradi¢do.
Como o = 0, por meio da definicdo de o em (2.29) ser tomada em um produto interno,
vemos que ¢ = 0, e a decomposi¢do (2.28) implica que S = 0. Mas entao, pela equacao de

Riccati para S segue que R, = 0. [
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2.2.5 Tensores de Lagrange Canonicos

Os resultados abstratos sobre tensores de Jacobi e sua equagao de Riccati associada que
obtemos até agora sdo de bastante interesse analitico, mas sua importancia geométrica permanece
em duvida.

Em particular, qual a relacdo entre a noc@o analitica de “A-conjugacdo” a de pontos
conjugados/focais ao longo de geodésicas? O préximo exemplo, extraido de Beem, Ehrlich e

Easley (1999), p. 428, ilustra que essa relacao pode ser mais indireta do que o esperado.

Exemplo 2.2.32. Sejac : [0,1] — IR? geodésica coespacial ao longo do qual o endomorfismo
curvatura é identicamente nulo: R, = 0. Seja {E, E»} referencial ortonormal ao longo de
/)J_

gerando (a’)". Defina um (1, 1)-tensor transversal A em «a, pondo, para todo ¢ € [0, 1],

A (EL(1)) =1E(1) e A(1)(Ex(1)) = (1 = 1) Ea(1).

E facilmente verificado que A’ =l e A* = A. Logo, A” =0e (A")* o A = A* o A’, ou seja,
A é Lagrangiano. Mais ainda, A(0)(E;(0)) =0e A(1)(E,(1)) =0, e portanto a(0) e a(1)

sdo pontos A-conjugados. Porém, nao ha pontos conjugados ao longo de geodésicas em ]Rf . <

O exemplo anterior nos mostra que nem todas as escolhas de tensores de Jacobi tem
relevancia geométrica. Definimos a seguir as os de importancia geométrica (relembre existéncia

e unicidade da proposicao 2.2.13.)

Definicao 2.2.33 (Tensores de Lagrange Canoénicos). Assuma que 0 € I7. Os tensores de

Lagrange canOnicos sobre uma geodésica a : I — M sdo definidos da seguinte forma:

a) Ay é o unico tensor de Jacobi sobre « tal que
Ap(0) =0 e AL(0) = Iy (). (2.49)

b) Seja P C M uma subvariedade semi-Riemanniana tal que a(0) € P e a’(0) € (T, P)™,

isto é, se « é normal a P, entdo Ap é o unico tensor de Jacobi tal que
Ap(0) = tanp e Ap(0) = =Sy (o) © tanp +norp, (2.50)

(onde S é o operador de Weingarten) se a é geodésica ndo luminosa, e adaptamos as
definicoes para seus correspondentes induzidos em o' (0)* se a é luminosa e (M, g)

Lorentziana.

A importincia geométrica dos tensores candnicos € esclarecida no proximo resultado.
Até o restante do capitulo, P C M denotard uma subvariedade semi-Riemanniana tal que a

geodésica a € normal a P.

7Centramos o intervalo em 0 por conveniéncia, uma vez que reparametrizacdes afim de uma geodésica nio alteram
pontos conjugados/focais.
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Teorema 2.2.34. Seja a : [ — M geodésica ndo luminosa (resp. luminosa) e 0 € 1. Entdo,
i) Ay e Ap sao tensores de Lagrange sobre a.
i) Im Jg, = {J € J¥|J(0) =0} (resp. {J € IC*|J(0) =0})
iii) Im Ja, = {J € I |J é P-Jacobi} (resp. {J € JC®|J é P-Jacobi})

iv) Paraty#0em I,
a(tyg) é Ap-conjugado < a(ty) é conjugado a a(0) sobre a.
v) Paraty # 0 em I,

a(ty) é Ap-conjugado < a(ty) é ponto focal de P sobre a.

Demonstragao. (i) Como ker A((0) = {0}, Ao € ndo degenerado, e assim Lagrangiano pelo
coroldrio 2.2.16. Agora, por um lado, temos que ker Ap(0) = (T,()P)*, enquanto que
ker A, (0) € Ty0)P, logo ker Ap(0) N ker A, (0) = {0}, e, portanto, Ap € também ndo

degenerado. Mais ainda, para quaisquer v, w € N (0),

(Ap(0)(v), Ap(0)(w)) —(tanp(v), Sy (0) (tanp(w)))
—(tanp(w), Sy (0) (tanp(v)))

(Ap(0)(w), Ap(0)(v))

uma vez que o operador de Weingarten S, (o) € autoadjunto. Logo,
(Ap)*(0) 0 Ap(0) (v), w) = (Ap(0) o AR(0)(v), w),

e, portanto,
(ﬂ},)*(O) o Ap(0) = ﬂ;(O) o ﬂ},(O).

Assim, pela proposigao 2.2.15, segue que Ap € de Lagrange.
(if) Seja J € Im Jz,. Assim, J é um campo de Jacobi (resp. classe) normal, e seja

V € B(a) (que € tinico pela proposicao 2.2.14-(i)) tal que J = Ay(V). Assim,
J(0) = Ap(0)(V(0)) = 0.

Reciprocamente, dado um campo (resp. classe) de Jacobi J com J(0) = 0, sejav = J'(0), e
V € PB(a) o tnico campo (resp. classe) paralelo estendendo v. Ponha J = Ay(V) € Im J g,
Entao,

J(0) = A(0)(v) =0 =J(0) e J'(0) = AY(0)(v) = v = J'(0),
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onde concluimos que J = J, mostrando (ii).
(iii) Examinaremos os casos ndo luminoso e luminoso separadamente.
Caso 1: « geodésica ndo luminosa.

SejaJ € Im J4,. Entdo, J € J%, e tome o tnico V € P(a) tal que J = Ap(V). Assim,
J(0) = Ap(0)(V(0)) = tanp(V(0)) € T(o)P.
Mais ainda,
J'(0) = AR(0)(V(0)) = =Sar(0) © tanp(V(0)) +norp(V(0)) = tanp(J'(0)) = =Sar(0) (/(0)),

assim J é um campo P-Jacobi perpendicular.
Reciprocamente, dado um campo P-Jacobi J, seja v = J(0) + norp(J'(0)) € o’ (0)*, e

V € B(a) o tinico campo paralelo estendendo v. Tomando J = Ap(V) € Im J 4,,, temos,

J(0) = Ap(0)(v) = tanp(v) = J(0),
T(0) = AR(0)(v) = =Su(0)(J(0)) +norp(J’(0)) = tanp(J’(0)) + norp(J'(0)) = J'(0).

Portanto, J = J. Isto conclui o caso 1.

Caso 2: « é luminoso.

Seja J € Im J4,. Entdo, J € uma classe de Jacobi, e considere o tnico V € P(a) tal que
J = Ap(V). Tome v € o’ (0)* tal que v = V(0) em o’ (0)+. Considere o Gnico campo

P-Jacobi em a dado por
J(0) =tanp(v) e J'(0) = =Sy (o) (tanp(v)) + norp(v).

Assim, pela definicao de Ap para o caso luminoso,

J(0) = Ap(0)(v) = tanp(v) = J(0)
J'(0) = Ap(0)(V) = =Sy (o) (tanp(v)) + norp(v) = J'(0),

e unicidade das classes de Jacobi implica J = J.

Reciprocamente, dado J € JC? tal que J = J para algum campo P-Jacobi J. Sejam
v =J(0)+norp(J’(0)) € (a’(0))*, eV € P () atinica classe paralela tal que V (0) = v. Entdo,
Ap(V) elm Jj[P.

Agora,

Ap(V)(0) = Ap(0)(v) = tanp(v) = J(0) = J(0),
Ap(V)'(0) = Ap(0) (V) = =Sar(0)(J(0)) + norp(J’(0)) = J’(0) = F7(0).
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Portanto, J = Ap (V) como desejado.

(iv) e (v) As demonstragdes sao similares, entdo faremos o caso que requer um cuidado
maior, que € o caso luminoso para o item (v).

Para a geodésica luminosa, dado #y # O tal que a/(#9) seja um ponto focal de P sobre .
Tome um campo P-Jacobi J em « tal que J(zy) = 0. Pelo item (ii7), existe uma classe paralela
V € P(a) tal que J = Ap(V). Em particular, V (to) # On(z9)» Mas

On(rg) = I (t0) = Ap(t0) (V(10)),

portanto, ker Ap(ty) € ndo trivial, e assim, a(zp) € ponto Ap-conjugado.
Reciprocamente, suponha que a(ty) é ponto Ap-conjugado para algum g # Oem I, e

seja V € P (@) uma classe paralela ndo nula tal que

Ap(10) (V(10)) = On(rp)-

Novamente, Ap (V) é uma classe de Jacobi, e, por (iii), existe um campo P-Jacobi J em « tal
que
J= Ap(V) = 7(2‘0) = ON(to)-

Assim, existe um nimero ¢ € R tal que J(ty) = ca’(ty). Agora, considere o campo P-Jacobi

sobre a dado, para todo ¢ € I, por

J(1) = J(1) = (c/to)td (1).

Por construcio, J(19) = J(to) — ca’(tp) = 0. Mais ainda, se J fosse identicamente nulo, teriamos,
pela proposicao 2.2.6, 3
0=J=J=Ap(V)=YV =0,

uma contradi¢do. Portanto, J é ndo nulo com J(#9) = 0, ou seja, a(ty) é ponto focal de P. =
Corolario 2.2.35. Seja a : I — M geodésica codefinida em (M, g) com 0 € I.

i) O conjunto dos pontos conjugados a a(0) ao longo de a é um conjunto discreto. Mais

ainda, se a(ty) é conjugado com ty # 0, a corresponde ordem de conjugacdo é

n—1, se a é ndo luminosa,

Conj(a(0), a(ty)) < {

n-—2, se« éluminosa.

ii) Se a é normal a (necessariamente espacial) subvariedade P C M, entdo o conjunto dos

pontos focais a P ao longo de a é um conjunto discreto. Ainda, dado um ponto focal a(tg)
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com ty # 0, sua ordem focal é

n—1, se a é ndo luminosa,

Foc(P, a(ty)) < {

n-—2, se« éluminosa.

Demonstragdo. Para as afirmacdes a respeito de conjuntos discretos, o item (i) do teorema 2.2.34
nos garante que Ay e Ap sdo ndo degenerados, entdo segue do teorema 2.2.20 que I \ 15, e
I'\ 17, sdo discretos em R. Mas, 14, € I \ 14, coincidem com os conjuntos de pontos conjugados
a (0) e de pontos focais a P pelos itens (iv) e (v) do teorema 2.2.34, respectivamente.

Para as ordens de conjugacao/focal, pelo item (ii) do teorema 2.2.34, temos que JE)"’ZO c

Im J4,, e, portanto,
Conj(a(0). a(t)) = dim g, < dim Jz, = u
Por outro lado, o item (iii) do teorema 2.2.34 nos garante que PJ;" C Im J#,, logo,

Foc(P,a(tp)) = dim PJ, < dim Jg, = u -

Observacao 2.2.36. Note que a escolha 7y # 0 no teorema 2.2.34-(iv),(v) € necessdria, pois
tecnicamente «(0) € sempre um ponto Ap-conjugado e um ponto Ap-conjugado quando
dim P < u, mas nao faz sentido caracterizar tal ponto como conjugado a @ (0), nem como ponto
focal. Porém, note que, quando dim P = u, entdo «(0) ndo é um ponto Ap-conjugado. De fato,
neste caso,

Ap(0) =Tn) e Ap(0) = =Su(0)s (2.51)

onde, novamente, S, (o) deve ser interpretado como o operador induzido se « € luminosa. A

equacdo (2.51) serd importante para os proximos resultados.

Teorema 2.2.37 (Condicao suficiente para existéncia de pontos focais). Seja o : [0,b) —
M (0 < b < +00) uma geodésica codefinida e inextensivel para b de uma variedade semi-
Riemanniana (necessariamente Riemanniana ou Lorentziana) (M, g). Seja P C M uma
subvariedade espacial u-dimensional (cf. convencdo 2.7), tal que a é normal, i.e., (0) € P e
@’ (0) € (Ty0)P)*. Assuma:

a) k =(a'(0), HQ(O)) > 0, onde I_-)I(I(O) é vetor de curvatura média,
b) Ric(a’,a’) = 0.

Entdo, ou b < 1/k (e em particular a é incompleta), ou entdo existe um ponto focal a P ao longo
de a no intervalo (0, 1/k].
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Demonstragdo. Podemos assumir b > 1/k, e extender « para uma geodésica maximal, que ainda
denotaremos por @ : I — M, [0,b) C I. Agora, podemos usar o tensor de Riccati maximalmente
extendido

S =84, =Apo (Ap)~",

definido em I’ C I. Como dim P = u implicaem 0 € I’ (cf. observagao 2.2.36), a expansao

escalar associada 6 estd definida em ¢ = 0. Mais ainda, (2.51) implica em
0(0)=trS = —tI'Sa,/(O) = —uk,

e assim 6(0) < 0 devido a hipédtese (a). Este fato, junto com o teorema 2.2.34 e a hipétese (b) (cf.
observacdo 2.2.26) significa que podemos usar o coroldrio 2.2.25 para concluir® que existe um

ponto focal a P sobre @ em (0, 1/k]. [

Podemos expandir o resultado anterior para geodésicas codefinidas e semi-completas

usando a proposi¢ao 2.2.30.

Teorema 2.2.38. Considere a : [0,+00) — M uma geodésica codefinida e semi-completa
normal a subvariedade espacial pu-dimensional P € M em a(0) e sem pontos focais. Assuma

que
t
a) l}m inf/ fap(s)ds = 0, para fa, como definida em (2.37), e
—+00 Jg
b) k =(’(0), Ha()) > 0.
Entdok =0e R, =0.

Demonstragcdo. Assim como na demonstragdo do teorema anterior, se estendemos @ para uma

geodésica maximal a : I — M, [0, +00) C I, entdo o tensor de Riccati maximalmente estendido
S = Sﬂp = ﬂ/P o (ﬂp)_l’

definido em /” C I mostra, uma vez que dim P = u, que temos 0 € I’ (cf. observacdo 2.2.36),
logo a expansao escalar associada 6 estd definida em ¢ = 0. Mais ainda, (2.51) novamente implica
em

0(0) =trS = —tI‘Sa/(o) = —uk.

Logo 6(0) < 0 pela hipétese (b). Aplicando a proposicao 2.2.30, temos, por (a), que

t
0< l%minf/ fap(s)ds < 6(0) <0,
-+ Jq

8Poderfamos ter um problema pois a desigualdade em (b) € valida, a principio, somente em [0, b). Mas, claramente,
a demonstrag¢do do coroldrio 2.2.25 depende somente no que acontece para valores maiores que 0, assim ndo hd
problemas em usé-la aqui.
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e assim 6 = 0. Em particular, k = 0, e pela equacdo de Raychaudhuri, concluimos que f#, = 0.
Mas entdo & = 0, e como @ = 0, sendo Ap de Lagrange, obtemos S = 0, e por fim a equacido de

Riccati implica em R, = 0, como desejado. [ |

Para finalizar, temos a seguinte consequéncia da proposi¢do 2.2.31, que serd outra parte

fundamental para os teoremas de singularidade.

Teorema 2.2.39. Suponha que a : R — M é uma geodésica codefinida e completa na variedade

Lorentziana (M, g) tal que
i) l}r_l)ljorlf [: Ric(a’(s),a’(s))ds > 0;
ii) Ry # 0 em algum ponto de a.
Entao, existe um par de pontos conjugados ao longo de a.

Demonstragdo. Os resultados discutidos em Beem, Ehrlich e Easley (1999) ( 12.12 a 12.18),
existe um tensor de Lagrange 9 em « tal que

a) D(t) = lims—100 Ds(1) € D'(2) = limy—400 D;(2) para todo r € R, onde, para cada s > 0,
D, € o tnico tensor de Lagrange sobre « tal que D;(0) =1 e D,(s) =0;

b) D € nao singular em [0, +c0).

Pela proposicdo 2.2.31, em vista das hipéteses (i) e (ii), existe um ponto D-conjugado a(zy) ao
longo de a, e o item (b) acima implica g < 0.

Agora, como o conjunto de pontos D-conjugados € discreto pelo teorema 2.2.20, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que I’ = (f¢, +c0) é um intervalo maximalmente estendido
para o tensor de Riccati Sy associado a D (cf. se¢do 2.2.4).

Pela proposi¢do 1.4.2 de Treude (2011) existem (1, 1)-tensores transversais C, P sobre

a|p com P paralelo tais que

P(1)
(t=19)’

e C, P podem ser continuamente estendidos para #y. De maneira similar, para cada s > 0,

Py (1)
(t-19)’

Sp(t) =C(1) + paratodot € I, (2.52)

Sp, (1) = Cs(1) + paratodot € I'. (2.53)

O item (a) implica em P(ty) guiie P(ty), e como Sy ndo pode ser estendido para 7o,
devemos ter P(fg) # 0, onde podemos escolher 5o > 0 tal que Py, (7o) # 0.Mas entdo SD;O nao
pode ser estendido para além de 1y, i.e., @(fp) € um ponto Dy,-conjugado pelo teorema 2.2.22-(3).

Sejav € N(tp) \ {0} para o qual D, (v) =0, eV € P(a) paralelo com V(ty) =v. O
campo/classe de Jacobi ndo trivial J sobre & dado por J = D, (V) se anula em ambos 7y < 0 e

so > 0, portanto a(ty) e a(sg) sdo pontos conjugados ao longo de a, como desejado. [
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3 Causalidade

Em linhas gerais, causalidade se traduz matematicamente no problema de descobrir
quando € possivel conectar pontos em uma variedade Lorentziana por curvas causais. Esse
problema se traduz fisicamente, na teoria de relatividade, em determinar quais eventos afetam
e/ou sdo causalmente afetados por quais outros eventos. Veremos que a causalidade estard muito
relacionada a propriedades geométricas da variedade Lorentziana subjacente.

Este estudo nos levard, por exemplo, a obter condi¢des suficientes na nossa variedade
para conectar pontos por geodésicas de comprimento Lorentziano maximal entre todas as outras
possibilidades de curvas causais, que possui um andlogo na geometria Riemanniana com o
teorema de Hopf-Rinow.

O contetudo apresentado neste capitulo estd quase todo presente em O’Neill (1983),
capitulo 14, ou em Lichtenfelz (2009), capitulos 3 e 5. Portanto, faremos neste capitulo
demonstracdes detalhadas de alguns resultados que ndo se encontram nessas obras, ou entdo de

alguns resultados adaptados destas referéncias que serdo necessarios para nossos fins.

3.1 Cones Temporais

Antes de definir matematicamente causalidade, precisamos analisar um pouco mais
detalhadamente a estrutura de cada espaco tangente a uma variedade Lorentziana. Cada espago
tangente em um dado ponto possui estrutura de um espaco vetorial Lorentziano; portanto,
necessitaremos de ao menos alguns aspectos da descri¢do abstrata desses espagos no contexto da
Algebra Linear. Propriedades mais gerais de espaco vetoriais Lorentzianos e semi-Riemannianos

sdo revisadas no apéndice A.

Definicao 3.1.1. Seja V um espaco vetorial Lorentziano, e fixe u € V vetor temporal. O cone

temporal contendo u é o conjunto
C(u) = {v € V temporal | (u,v) < 0},
e o cone temporal oposto a u é o conjunto
C(—u) = -C(u) ={v € Vtemporal | (u,v) > 0}.

Como ut é espacial em um espago vetorial Lorentziano e V = Ru @ u*, dado v € 7T,
podemos escrever v = au + z, onde a € IR € ndo nulo e z espacial é tal que (u, z) = 0. Logo
(u,v) = alu,u), e vemos que v estd exclusivamente em algum dos cones temporais acima
associados a u, o0 que mostra que o conjunto 7~ de todos os vetores temporais € a unido disjunta

de tais cones temporais.
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Figura 3.1: Cones temporais.

A
4

\\\ /X_/{C(u)

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Lema 3.1.2. Vetores temporais v e w de um espaco vetorial Lorentziano pertencem ao mesmo

cone temporal se e somente se (v,w) < 0.

Demonstragdo. Sejam v,w € V temporais e C(u) cone temporal, onde podemos assumir |u| = 1
pois C(u) = C(u/|u|). Escrevendo v = au + x,w = bu + y com x, y espaciais e ortogonais a
u, computando (v, v) e (w,w) temos |a| > |x| e |b| > |y|. Como (v,w) = —ab + (x, y), pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz, (v,w) < —ab + |a||b|. Sem perda de generalidade, assuma
v € C(u),logoa > 0,0quenos da (v,w) < a(|b|—b), donde segue que w € C(u) se e somente
se (v,w) <O0. [

Segue deste lema que C(u) = C(v) se e somente se v € C(u) se e somente se
u € C(v). Os cones temporais no espago de Minkowski sdo facilmente descritos: fixado
y=hyh .y eRY, C(y) = {x € R} |x é temporal e {x, y); < 0}

Também vale observar que cones temporais sao convexos: dados v,w € C(u) e A, u >0
com pelo menos um destes nimeros sendo ndo nulo, (u, Av + uw) = Au, v) + uu, w) < 0, logo
Av+uw € C(u).

3.1.1 Cone Causal

Para tratar causalidade em vetores luminosos, fazemos uma pequena modificacao nos

cones temporais.

Definicao 3.1.3. Fixado u € V vetor temporal, o cone causal contendo u é o conjunto
C(u) = {v € V causal | (u,v) < 0}

e o cone causal oposto a u é definido como no caso temporal.

Claramente, C(u) € C(u). Os resultados de cones temporais se transferem para cones

causais com pequenas modificacdes. Por exemplo, mostra-se com o0 mesmo argumento que cones
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causais sao convexos e que o conjunto de todos os vetores causais € a unido disjunta de um cone

causal com seu cone oposto. Temos também o andlogo do lema 3.1.2.

Lema 3.1.4. Vetores causais v e w de um espago vetorial Lorentziano pertencem ao mesmo

cone causal se e somente se (v,w) < 0 ouv ew sdo luminosos comv = aw para a > 0.

Demonstragdo. Se v e w sdo colineares a equivaléncia é imediata. Se ndo sdo colineares, a
andlise é a mesma realizada no caso temporal (a inica mudancga sendo |a| > |x| e |b]| = |y|),e 0

resultado segue facilmente. [

Com esta caracterizacio do cone causal, vemos que C(u) = C(u) \ {0}, que é facil de se
obter uma vez que o limite de uma sequéncia convergente de vetores temporais € causal se ndo

for nulo.

3.2 Orientacao Temporal

Seja (M, g) uma variedade Lorentziana. Em cada espago tangente escolhemos um cone
temporal. De forma andloga a no¢ao de orientabilidade em variedades suaves, a no¢cao de
orientabilidade temporal estd relacionada a uma escolha continua de tais cones temporais ao
longo de toda variedade. Mais precisamente, seja 7 uma fun¢do que a cada ponto p € M escolhe

um cone temporal 7(p) em T, M.

Definicao 3.2.1. Dizemos que T é suave se para cada p € M existir um campo vetorial suave
X em uma vizinhanga U de p tal que X, € 1(q) para todo q € U (figura 3.2). Tal fungdo t
é chamada de orientacdo temporal. Se M admite uma orientacdo temporal, dizemos que M
¢é temporalmente orientdvel. O ato de escolher uma orientacdo temporal especifica em M é

orientar temporalmente M.

Figura 3.2: Orientabilidade temporal.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Proposicao 3.2.2. Se M é uma variedade Lorentziana conexa e temporalmente orientavel,

existem exatamente duas orientagoes temporais em M.

Temos uma caracterizacdo de orientabilidade temporal muito mais util na prética.

Lema 3.2.3. Uma variedade Lorentziana M é temporalmente orientavel se e somente se existe

um campo vetorial suave, temporal e globalmente definido em M.

Se existe campo vetorial X como no lema 3.2.3, a orientagdo definida por X é chamada

de orientagdo temporal induzida.

Exemplo 3.2.4. No espaco de Minkowski RY, o campo vetorial d/9¢ € um campo temporal,
suave e globalmente definido, portanto induz uma orientacdo temporal em R|. A menos de
mencao contrdria, sempre que mencionarmos espacos de Minkowski, serd subentendido que ele

estd munido desta orientacao. <

Figura 3.3: Orientagcdo temporal usual no espaco de Minkowski.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Observacao 3.2.5. (i) Como, para cada cone temporal corresponde apenas um tnico cone causal,
a defini¢do de orientacdo pode ser feita de maneira completamente anédloga utilizando cones
temporais. Isto nos permite tratar de causalidade também para vetores luminosos.

(ii) Como curvas suaves por partes também sao utilizadas para estudar causalidade, vale
aqui observar que, no caso de uma curva y : I — M suave por partes, para ela ser temporal ou
causal, ndo s6 y’(t) € temporal ou causal em todo /, mas também exigimos a condi¢ao extra de
que, em pontos de quebra t; < t, < --- < fy, 0s vetores tangentes ndo trocam de cone temporal.
Mais precisamente, denotando por y’(¢;) e y'(t) os vetores tangentes em ¢; de y|[;,_,.,] €
¥4, 111> T€SPectivamente, no caso temporal temos g, (y’(¢7),y'(t])) < 0, e a condi¢do andloga

para o caso causal.
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3.3 Relacoes de Causalidade

Seja M variedade temporalmente orientdvel, e induza uma orienta¢do a partirde X € X(M)

temporal.

Defini¢ao 3.3.1. Para p € M, um vetor causal v € T,M é dito ser futuro-dirigido (respecti-
vamente passado-dirigido) se g, (v, X,,) < O (respectivamente g, (v, X,) > 0). Similarmente,
dizemos que uma curva causal y : I — M é futuro-dirigida (respectivamente passado-dirigida)

se y'(t) é futuro-dirigido (respectivamente passado-dirigido) em todo 1.

Observacao 3.3.2. Se y : I — M € causal com algum vetor tangente futuro-dirigido, a curva
v serd futuro-dirigida. De fato, assumindo primeiramente que y € suave, se fy € I € tal que
8y(10) (Xy(1)» 7' (t0)) < 0, se eventualmente o produto escalar trocar de sinal, existird #; € / com
8y()(Xy(1)» ¥’ (t1)) = 0. Sendo X temporal, y’(#1) serd espacial, contradizendo y ser causal.
Caso y seja suave por partes, tal fato segue pois os vetores tangentes a um ponto de quebra

permanecem no mesmo cone causal.

Utilizaremos uma nomenclatura especial para extensibilidade de curvas neste contexto de

causalidade.

Definicao 3.3.3. Seja a : (a,b) — M curva causal futuro-dirigida, com —0 < a < b < +oo.
Um ponto limite futuro de a é um ponto p € M tal que toda sequéncia {t;} em (a,b) com
ty — b étal que a(ty) — p. A curva a é dita ser futuro-inextensivel se ndo existe ponto limite
futuro. Definimos analogamente ponto limite passado e passado-inextensivel em a. No caso
de uma curva B : (a,b) — M passado-dirigida, invertemos os papeis das definicoes em a e
b. Em qualquer caso, se ha inextensibilidade em ambos os extremos, dizemos que a curva é

inextensivel.

Sendo a variedade M Hausdorff, sequéncias convergentes convergem para um Unico

ponto, logo pontos de extensao, se existirem, sdo Gnicos.

Observacao 3.3.4. Para simplificar o texto, dado y : [a, b) — M curva causal, ao dizermos que
v € futuro ou passado-inextensivel ficard implicito, a menos de mengdo contréria, que ela é futuro

ou passado-dirigida, respectivamente.

A existéncia de orienta¢do temporal é fundamental para estabelecer relagdes entre pontos
que modelam as relacdes causais na fisica. A partir de agora, a menos de meng¢ao contraria, nos

restringiremos ao estudo de variedades Lorentzianas conexas que admitem orientacao temporal.

Definicao 3.3.5. Um espaco-tempo é uma variedade Lorentziana (M, g) conexa e temporalmente

orientada.
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Tal condi¢ao geométrica ndo € tdo restritiva como aparenta ser a primeira vista, pois
para qualquer variedade Lorentziana conexa M € possivel construir um recobrimento duplo
m: M — M que é uma variedade Lorentziana conexa e temporalmente orientdvel, logo um
espaco-tempo localmente isométrico a M (ver discussd@o em Beem, Ehrlich e Easley (1999) ap6s
a definicdo 3.1).

Com os pré-requisitos todos postos, passamos agora para o estudo da causalidade.

Definicao 3.3.6. Dados p,q € M, definimos as seguintes relacoes entre p e q:

(1) se existe uma curva temporal suave por partes e futuro dirigida de p até q, escrevemos
p <q;

(2) se existe uma curva causal suave por partes e futuro dirigida de p até q, escrevemos p < q;

Também, utilizaremos p < q para denotar p < q ou p = q. Tais relacoes sdo chamadas de

relacdes de causalidade em M.

Evidentemente, p < ¢ implica p < g. Para um subconjunto qualquer A € M, o conjunto
I"(A) = {q € M |existe p € Acom p < g},
¢ chamado futuro cronologico de A. Similarmente, definimos
J*(A) = {q € M |existe p € A com p < g},

chamado futuro causal de A. Claramente A U I*(A) C J*(A). No caso de um conjunto
unitario {p}, denotaremos I*({p}) por I*(p), e similarmente para J*. Neste caso vemos que
I"(A) = Upea I"(p), € 0 mesmo para J*.

Dualmente, trocando a ordem das relagdes de causalidade, define-se o passado cronolégico
I7(A) e passado causal J=(A).

Exemplo 3.3.7 (Causalidade em Minkowski). Considere um ponto p em R}. Afirmamos que

o futuro cronolégico de p € o conjunto
I'(p) ={x e R"[{x = p,x —p)1 < Oex' = p' >0},

ou seja, € o cone temporal futuro em IR} transladado por p.

Para mostrar isso, por um lado, a curva p(¢) =t(x — p),t € [0, 1], é geodésica temporal
de p a x, e é futuro-dirigida pois (p’(1),d/dt); = —(x' — p!) < 0, 0 que estabelece a inclusio
“2”. Por outro lado, seja y : [0,1] — R} curva temporal e futuro-dirigida com y(0) = p,
v(1) = x. Considere as funcdes f(z) = (y(t) — p,x — p)1 e h(t) = (y(t) — p,(1,0,...,0)) =
—(y'(t) = p1), t € [0, 1]. Diferenciando, temos f’(f) = (y’(t),x — p)1 < 0 (pois y é temporal) e
I (1) = =(y")'(t) < 0 (pois y é futuro-dirigida). Pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (0, 1)
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com /'(c) = h(1) — h(0) = p! —x! < 0. Aplicando novamente o teorema do valor médio para
f, f(1) = f(0) <0,logo (x — p,x — p); > 0, estabelecendo a igualdade.

Figura 3.4: Futuro cronolégico de um ponto em Minkowski.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Com uma andlise andloga obtemos que o futuro causal de um ponto em R € o conjunto
JH(p)={x eR"[{x = p,x —p)i <0ex' —p' >0} = I*(p),

Ilustrado na figura 3.5-(a).
A relagdo entre J*(p) e I*(p) é um tanto delicada em espacos-tempos gerais. Se

removemos um ponto de IE{%, para algum p teremos J*(p) # I*(p) (figura 3.5-(b)). Este exemplo

também mostra que J*(p) ndo € necessariamente fechado. <

Figura 3.5: Removendo um ponto de R”, I*(p) # J*(p).

(b) Futuro causal em Minkowski

(a) Futuro causal em Minkowski sem um ponto.
AT At
e
4
J*(p) J*(p) -
y 4
p p
X X

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

As relacdes de causalidade sdo transitivas. Tal fato segue concatenando curvas temporais
(ou causais) e observando que em um possivel ponto de quebra da concatenacdo os vetores
tangentes ndo trocam de cone pois as curvas sao futuro-dirigidas. Utilizando técnicas variacionais

para geometria Lorentziana comentadas no capitulo 2, temos ainda a seguinte relacdo entre < e
<
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Corolario 3.38. Sep <geq<r,ousep<qeq <r,entdop <r.

Como ja observado, o plano de Minkowski com um ponto removido mostra que € possivel
J*(A) # I*(A). Mas como sempre vale A U I*(A) C J*(A), é natural se perguntar quais curvas
causais estdo faltando para “completar” J*(A) a partir de I*(A). Um outro coroldrio da teoria

variacional responde este questionamento.

Corolario 3.3.9. Seja A € M subconjunto qualquer e a curva causal futuro-dirigida entre
A e um ponto q € J*(A) \ I"(A). Entdo « é pré-geodésica luminosa que ndo possui pontos

conjugados antes de q e sua imagem até q estd contida em J*(A) \ IT(A).

Vemos portanto que J*(A) é a unido de I*(A) com A e um conjunto de pontos p que
podem ser ligados a A por geodésicas luminosas sem pontos conjugados antes de p.

Uma vez que um aberto U de M € por si s6 uma variedade Lorentziana temporalmente
orientada, podemos definir relacdes de causalidade intrinsecas em U exigindo que as curvas
como na defini¢do 3.3.6 tenham imagem em U. Denotamos tais relagdes por <y, <y € <y .

Com isto, para A C U definimos o futuro cronolégico de A intrinseco a U por
I'(A,U) ={q € U|existe p € A com p <y q},

e o andlogo para J*(A,U) e passados. Segue de imediato desta defini¢ao que I*(A,U) C

I"(A) N U, mas a outra inclusdo ndo € valida, como ilustrado na figura 3.6.

Figura 3.6: No plano de Minkowski R?, Um aberto U pode falhar em
conectar dois pontos por curva causal inteiramente contida em U.

causal

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

No caso do aberto em questio ser convexo, as relagdes de causalidade intrinsecas se

comportam essencialmente como em Minkowski.

Lema 3.3.10. Se C é um aberto convexo de M, temos

(i) Parap # q € C, q € I (p, C) se e somente se pq é temporal e futuro-dirigido (o andlogo

vale para J*).

(i) I (p, Q) é aberto em C (logo em M) para todo p € C.
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(iii) J*(p,C) = I*(p,C)C (o fecho em C).

(iv) A relagdo <c é fechada em C, isto é, dados p,q € C e {pi};_,> {9k}, sequéncias em C
com px — peqr — q,entdo q € J*(pk,C) para todo k € N implica g € J*(p,C).

(v) Uma curva causal @ com imagem em um compacto K contido em C é extensivel.

Observacao 3.3.11. Como estamos assumindo M conexa, pela proposicdo 3.2.2 existem apenas
duas orientagdes temporais em M, e observamos que, trocando a orientacdo fixada em M as
nog¢oes de futuro se tornam passado e vice-versa, logo todos os resultados acima e os proximos
a serem discutidos continuam vélidos, mutatis mutandis, para os conjuntos relacionados ao
passado. Portanto, muitas vezes nossos resultados serdo enunciados e demonstrados apenas para

uma direcdo temporal, com o resultado temporalmente dual implicito na discussao.

Com excecdo do item (ii), os outros itens do lema 3.3.10 sdo falsos em espacos-tempos
gerais. Por exemplo, o plano de Minkowski com um ponto removido nos da contraexemplos para

os itens (i), (iii) e (iv) No caso, o item (ii) se generaliza para a seguinte proposicao.
Proposicao 3.3.12. Para p,q € M com p < q, existem vizinhancas abertas U eV de p e q,

respectivamente,tais que para todo p’ € U e q' €V, temos p’ < ¢q’.

Esta proposi¢do nos mostra que a relacdo de cronologia “<” € aberta em qualquer
espago-tempo. Em particular, I7(p) € aberto, e sendo I*(A) unido de tais abertos, também &
aberto. Também, se U € aberto, I"(p, U) é aberto pelo mesmo argumento restrito para dentro de

U. Utilizando este resultado temos as seguintes propriedades entres os futuros I e J.
Proposicao 3.3.13. Para um subconjunto qualquer A C M, temos
(D) I*(A) =I"(A).

(i) intJ*(A) = I*(A).

(iii) J*(A) = I*(A).

(iv) 8J*(A) = 8I*(A).

3.4 Curvas C" Causais e 0 Lema da Curva Limite

O objetivo agora € estender a no¢do de causalidade para uma certa classe de curvas
continuas. Como veremos mais adiante, o espaco de tais curvas se mostrard muito util para

analisar propriedades do espaco-tempo original.

Definicdo 3.4.1 (Curvas C° Causais). Dizemos que uma funcéo continua o : I CR — M é
curva CY, causal e futuro-dirigida (respectivamente passado-dirigida) se para todo t € I existe C

vizinhanga convexa de a(t) e € > 0 tais que
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i) a(INn(t—e,t+¢&)) CC.

(ii) Paratodo ty,tp € IN(t — g, t+¢) comt| < tp, temos a(t)) <c¢ a(ty). (respectivamente

a(ty) >c a(t).)

Figura 3.7: Uma curva C° causal.

t+¢& AT~
1)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Apesar de nossa primeira definicao de causalidade ser feita sobre curvas suaves por partes,
ndo h4 perda de generalidade trabalhar com curvas C° causais (pelo menos no que diz respeito a

relagdes de causalidade) como mostra o préximo resultado.
Teorema 3.4.2. Para quaisquer p,q € M, sdo equivalentes,
@ p<gq.

(ii) Existe « : [a,b] — M curva C°, causal e futuro-dirigida com a(a) = p,a(b) = q.

A importancia de considerar curvas C® aqui é devido a uma no¢io de limite e convergéncia

entre curvas, que passamos a explorar.

Definicao 3.4.3. Seja {ay},., uma sequéncia de curvas em M. Um ponto p € M ¢é ponto de
acumulag@o da sequéncia {ay};> | se existe uma subsequéncia {ay,}:2, em que, para cada i € N,
existe py; € Imay, tal que a sequéncia {py,};°, converge para p. Neste caso dizemos que a
subsequéncia {ay,};°, distingue o ponto p. Uma curva « é curva limite da sequéncia {ay};, |

quando existe subsequéncia de {ay},. | que distingue todos os pontos de Im .

Como ilustrado na figura 3.8, uma sequéncia de curvas distinguir um ponto significa que
existe uma subsequéncia de curvas cujas imagens eventualmente intersectam qualquer vizinhanca
de tal ponto. No caso da curva limite, em todo ponto da curva, a imagem da subsequéncia
eventualmente intersecta qualquer vizinhanga do ponto.

Observamos também que a curva limite € independente de parametrizagcdo: sea : [ — M
¢ curva limite da sequéncia {ay };> , e f : J — I € uma fungdo continua, a curva @ o f também €

curva limite de {ax};7,, pois Ima o f C Ima.
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Figura 3.8: As imagens das curvas {ay, };7, eventualmente intersectam
qualquer vizinhanca de p.

a

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Teorema 3.4.4. Toda curva C°, causal e futuro-dirigida « : [a,b] — M é curva limite de uma

sequéncia {ay};, | com cada ay : [a,b] — M curva causal, suave por partes e futuro-dirigida.

Em contraste com o teorema 3.4.4, a curva limite para uma sequéncia de curvas causais
futuro-dirigidas ndo precisa ser necessariamente causal futuro-dirigida, como mostra o préximo

exemplo.

Exemplo 3.4.5. No plano de Minkowski IR%% com orientagdo temporal usual, considere oy : R —
R?, ay (1) = (1,1/k), k € N. Cada curva a; é temporal futuro-dirigida. Uma curva limite para
a sequéncia {ax},>, €a: R — R?, a(r) = (1,0), curva causal futuro-dirigida. Mas, em vista
da independéncia de reparametrizacdo, S(¢) = (—¢,0) também é curva limite, que por sua vez é
passado-dirigida. Mais ainda, para f(¢) = sin(¢), y = a o f € uma outra curva limite, esta sequer

possuindo causalidade definida (figura 3.9). <

3.4.1 O Lema da Curva Limite

Nosso objetivo agora € entdo investigar em quais condi¢des a curva limite de uma
sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas serd também causal futuro-dirigida. Tal problema
serd respondido no lema da curva limite. Sua demonstracdo € um tanto técnica e longa,
necessitando de outros resultados também trabalhosos, portanto enunciaremos os resultados
principais seguindo Lichtenfelz (2009), secdo 3.3. Antes de enunciar este lema, exibimos uma
série outros resultados que cujo objetivo inicial seriam auxiliar na demonstra¢do do teorema

principal, porém também serdo uteis em outros contextos nesta dissertacao.

Lema 3.4.6. Todo ponto p € M possui um sistema de coordenadas normais (U, (x', ..., x"))

ao redor de p tal que grad x' é temporall.
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Figura 3.9: Ilustracdo de @, 5 € vy no exemplo 3.4.5.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Lema 3.4.7. Dado qualquer Ky > 1 e p € M, existe vizinhanca U de p tal que a métrica plana
Lorentziana gy que possui elemento de linha, em relacdo a um sistema de coordenadas normais

ao redor de p (na métrica g) da forma
dsg, = —Ko(dx")* + ) (ax'")?,
i=2

é tal que todo vetor causal na métrica g é temporal na métrica g.

Uma estrutura Riemanniana auxiliar sobre espago-tempo serd indispensavel. Relembramos

alguns outros fatos de geometria Riemanniana além dos ja mencionados no capitulo 1.

Definicao 3.4.8. Seja (N, h) uma variedade Riemanniana com dj, métrica induzida por h. Para

v :la,b] > M curva continuae P ={a =ty < t] < ---tx = b} particdo de |a, b], defina

k
tr(y) = > dn(y(ti1), y(1)).
i=1
Dizemos que a curva y é h-retificavel se o h-comprimento da curva vy, definido por

Ly(y) = sup{fp(y) | P € parti¢do de [a, D]},

existir e for finito.

As seguintes propriedades sdo imediatas da defini¢ao:
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(i) Lj € independente de reparametrizagdo (homeomorfismos [c, d] — [a, b]).

(ii) Parax € [a,b], Ly(y) = Li(¥l[a,x]) + Ln(¥l[x,5])-

Naturalmente, tal no¢ao de comprimento para curvas continuas coincide com o compri-
mento de curvas suaves por partes em uma variedade Riemanniana, ou seja, se y : [a,b] — N é

suave por partes, entdo vy € retificavel e

b
L) = [ o0 o)

Sabemos por um argumento de particdo da unidade que sempre existem métricas
Riemannianas em variedades suaves (ver Lee (2012), proposicdo 13.3). Em particular podemos
analisar a existéncia de comprimento para curvas causais no espaco-tempo M em relacdo a
alguma métrica Riemanniana definida em M e suas consequéncias.

No caso de um espago-tempo, apesar de ndo haver a priori uma relacdo entre sua estrutura
Lorentziana e uma estrutura Riemanniana qualquer sobre a variedade, ocorre que as curvas

causais C© sdo retificdveis, como mostra o préximo resultado.

Lema 3.4.9. Seja h uma métrica Riemanniana em M, ey : I C R — M curva C°, causal e

futuro-dirigida. Entdo y é h-retificavel em cada intervalo compacto contido em 1.

Como o h-comprimento generaliza o comprimento de arco definido para uma curva suave
por partes, faz sentido buscar uma fun¢ao que desempenha o papel andlogo ao comprimento
de arco no caso diferencidvel. Paray : I — M curva continua e retificivel em cada intervalo

fechado de 1, fixado ¢ € I, definimos a fun¢do h-comprimento de arco S;, : I — IR por

Lh()/l[to,l])’ r 2 )
—Lup(Yli1,10)» t < 1o,

Si(t) =

O préximo resultado mostra que curvas C? causais também se comportam bem em relagio a este

comprimento.

Lema 3.4.10. Paray : I — M curva C°, causal, futuro-dirigida e retificavel em cada intervalo

fechado de 1, dado ty € I, 0 h-comprimento de arco Sy, é uma fungdo continua e crescente.

Esta lema garante, em particular, que podemos reparametrizar tais curvas por comprimento
de arco, o que dd L, (y|[;,5s1) = s — t. Estaremos especialmente interessados no caso de curvas
inextensiveis.

Para o préximo lema, precisaremos adicionar a hipdtese de completude para uma métrica
Riemanniana em M. Tal existéncia foi provada por Nomizu e Ozeki (1961), e portanto ndo ha

perda de generalidade ao se adotar tal métrica em um espago-tempo.



92

Teorema 3.4.11 (Nomizu-Ozeki). Toda variedade suave admite uma métrica Riemanniana

completa.

A partir deste ponto, € a menos de mencao contrdria, h sempre denotard uma métrica
Riemanniana completa em espacos-tempos. Para uma tal métrica, temos entdo o seguinte

resultado.

Lema 3.4.12. Sey : (a,b) — M (onde —o < a < b < +00) é uma curva C°, causal, futuro-
dirigida e futuro-inextensivel, entdo S;,([to, b)) = [0,+o0) para todo ty € 1. (Andlogo para

curva passado-dirigida e passado-inextensivel.)

Considerando 4 métrica Riemanniana completa em M, uma curva CY, causal e futuro-
inextensivel, tem reparametrizagio por h-comprimento de arco com dominio [0, +o0), e portanto
em uma sequéncia de curvas todas deste tipo podemos reparametriza-las por comprimento de
arco e tornar o dominio tinico em toda sequéncia de curvas.

Com estas defini¢des e resultados em mao, podemos enunciar o lema da curva limite, um

resultado de extrema importancia e que serd frequentemente referenciado nos préximos capitulos.

Teorema 3.4.13 (Lema da Curva Limite). Dado h métrica Riemanniana completa em M,
seja {yr},., sequéncia de curvas C°, causais e futuro-inextensiveis parametrizadas por h-
comprimento de arco, e tais que y;(0) — p. Entdo existe y : [0, +00) — M curva C°, causal
e futuro-inextensivel com y(0) = p, e uma subsequéncia {yy;}°, que, em cada compacto de
[0, +00), converge uniformemente para vy em relacdo a métrica dy. Em particular, y é curva

limite de {yr},,-

Observacao 3.4.14. (i) Naturalmente temos a versao dual do lema da curva limite trocando
futuro por passado.

(ii) Para y; : R — M sequéncia de curvas CY, causais, futuro-dirigidas e inextensiveis
parametrizadas por h-comprimento de arco, aplicamos o lema da curva limite na restri¢do
[0, +00) para obter y* : [0, +00) — M curva CY, causal e futuro-inextensivel onde, passando para
subsequéncia, podemos assumir que y; converge dj-uniforme para y* em compactos de [0, +c0).
Novamente aplicamos nesta sequéncia lema da curva limite em (—oo, 0] (reparametrizando
para torna-las futuro-dirigidas, e depois retornando a orientagdo original) para obtermos
¥y~ : (=00,0] — M curva C°, causal e futuro-dirigida passado-inextensivel, e uma subsequéncia
com convergéncia dj-uniforme em compactos de (—co, 0]. A concatenagdoy = y*xy~ : R —> M
é entdio uma curva C°, causal, futuro-dirigida e inextensivel tal que a subsequéncia extraida na
segunda etapa converge dj-uniformemente para y em compactos de R. Este argumento nos d4
uma versao do lema da curva limite para curvas inextensiveis definidas em IR.

(iii) A questdo de convergéncia uniforme e ser curva limite no lema da curva limite € a
menos de subsequéncia. Em muitas aplicacdes, as curvas da sequéncia em si nio serdo relevantes,

pois, por exemplo, buscamos uma sequéncia de curvas onde vale alguma afirmacao, entao serd
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comum abusarmos a notacao e nio carregarmos os indices de subsequéncia, ou mesmo dizer
que a propria sequéncia € a que converge uniformemente, sempre tendo-se em mente que tais

argumentos sao a menos de passagem para uma subsequéncia quando nada a mais for observado.

3.5 Condicoes de Causalidade

As condic¢des de causalidade, que passamos a discutir agora, terdo grande importancia
neste trabalho. Elas ddao algumas restricdes geométricas nos espagos-tempos, resultando em
algumas propriedades geométricas e topoldgicas extras na variedade a partir destas restrigoes, e

também tornando-os fisicamente mais razodveis do ponto de vista da relatividade geral.

3.5.1 Cronologia e Causalidade

Definicao 3.5.1. Se p € M é tal que p ¢ I*(p), dizemos que a condi¢ao de cronologia vale em
p. Um espago tempo é dito ser cronolédgico se a condicdo de cronologia vale em todos os seus
pontos. De maneira andloga definimos a condigio de causalidade em p se p ¢ J*(p) \ {p}, e

um espago-tempo é dito causal se vale a condicdo de causalidade em todos os pontos.

Em outras palavras, cronologia valer em um ponto significa que ndo existe curva temporal
fechada neste ponto, ou curva causal para a condi¢do de causalidade. Claramente, causalidade

implica cronologia, mas o proximo exemplo mostra que a reciproca € falsa.

Exemplo 3.5.2. Considere o plano de Minkowski IR%%. A ag@o de 7Z pela isometria (t,x) —
(t+1,x+ 1) é propriamente descontinua, logo o quociente de IR{% por esta acdo € uma variedade
Lorentziana C localmente isométrica a ]R%. Sendo areta @ : R — R2, a(s) = (fo + s, x0 + 5)
geodésica luminosa em IR% e C localmente isométrica ao plano de Minkowski, em todo ponto de
C existe uma geodésica fechada luminosa (figura 3.10), e portanto C nao é causal.

Para ver que C € cronoldgico, considere a funcdo u : IR% — R, u(t,x) =t —x.
A func¢do i1 induzida em C estd bem definida e é suave. Como gradu = —0/dt — 9/0x,
(gradu, grad u); = 0. Sendo C localmente isométrico a R?, (grad ii, grad it)c = 0, e grad ii é
luminoso. Dado y : [a,b] — C temporal suave por partes e futuro-dirigida em relacdo a
orientacdo em C induzida pela orientagdo usual do plano de Minkowski. Observamos que
(toy) (s)=(y'(s),gradii o y(s))c > O paratodo s € [a, b], pois vy’ e grad it estdo em cones
causais diferentes, logo ii o y € crescente, mostrando que y nao pode ser uma curva temporal

fechada em C, garantido a condicdo de cronologia. <

Teorema 3.5.3. O conjunto de pontos onde a condicdo de cronologia (resp. causalidade) falha
é a unido disjunta de conjuntos da forma I'* (p) N I~ (p) (resp. J*(p) N J~(p)). Em particular,

o conjunto de pontos onde vale cronologia é fechado.

Espacos-tempos compactos sdo em particular pouco interessantes para a relatividade

geral, pois sempre haverd algum lago temporal, como mostra o préximo teorema.
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Figura 3.10: Todo ponto de C pode ser conectado por geodésica luminosa fechada.

luminosa

identificar

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Teorema 3.5.4. Um espaco-tempo M compacto ndo é cronologico.

3.5.2 Causalidade Forte

Definicao 3.5.5. Um aberto U C M é dito ser causalmente convexo se J*(U) NJ~(U) C U.

E imediato que tal definicdio é equivalente 4 seguinte afirmacdo. Dados: dado p,q € U e
reM,sep <r <gq,entdor € U. Portanto, toda curva causal com extremos em U tem imagem

contida em U.

Exemplo 3.5.6. Sejam p,g € M com p < ¢ e considere o conjunto D = I*(p) N I (q) (tal
conjunto € chamado as vezes de diamante cronologico; tal nome € inspirado no desenho de tal
conjunto em Minkowski, ilustrado na figura 3.11). Para p’,q’ € D,er € M com p’ <r < ¢’,
temos p < p’'eq’ < ¢g,logo p < r <« g pelo coroldrio 3.3.8, e r € D, portanto D é causalmente

convexo.

Definicao 3.5.7. Dizemos que a condi¢do de causalidade forte vale em p € M se em toda
vizinhanga aberta U de p existir um aberto causalmente convexo V contendo p e contido em U.

Se vale causalidade forte em todo ponto de M, dizemos que M é fortemente causal.

Proposicao 3.5.8. Vale causalidade forte em um ponto p € M se e somente se, para toda
vizinhanga aberta de p existe V C U aberto contendo p tal que qualquer segmento de curva

causal com extremos em 'V fica inteiramente contido em U.

Vemos por esta proposicao que a condic¢ao de causalidade forte falhar em um ponto p é

equivalente a existir uma vizinhanca Uy de p e uma sequéncia de curvas causais oy : [ak, bg] —
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Figura 3.11: I*(p) N I~ (q) é causalmente convexo.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

M com ay(ay) e ay(by) convergindo para p mas a imagem de todas as curvas a; escapam
Uy (figura 3.12). Isto ilustra que, quando falha causalidade forte em um ponto, a causalidade
€ “quase violada”, no sentido de que conseguimos segmentos de curvas causais com extremos

arbitrariamente préximos.

Figura 3.12: Violacdo de causalidade forte.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Por outro lado, assuma que falha a condi¢do de causalidade em um ponto p € M. Assim,
existe um lago causal y : [0,1] — M baseado em p que ndo € curva constante. Escolhendo
t € (0,1) com y(t) # p, uma vez que M é Hausdorff, existe uma vizinhanga aberta U de p
que nao contém y (7). Com isto, vemos que a sequéncia de curvas constantes {y; = y} é uma
sequéncia como na violagdo de causalidade forte argumentada acima. A contra-positiva deste
argumento mostra que causalidade forte implica causalidade. A reciproca € falsa, como mostra

o proximo exemplo.

Exemplo 3.5.9. No plano de Minkowski R?, podemos interpretar seu quociente pela acdo
(t,x) — (¢t + 1,x), como sendo faixa [0, 1] X IR com os lados (0, x) e (1,x) identificados. Nesta
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faixa, removemos as semi-retas
1 2 1 2
Ri={3.x) eRi|x>1}, R ={(3,x) eRj|x< 3},

que sdo conjuntos fechados, logo o espaco resultante M € um espago-tempo. Devido a escolha
das semi-retas removidas, ndo podemos ligar pontos da faixa por curvas causais suave por partes,
e fica claro que tal espaco-tempo € causal. Mas ele nao € fortemente causal: considere a geodésica
luminosa y : [1/4,3/4] — M, y(s) = (s, s), que liga os extremos das semi-retas removidas.
Em cada ponto da imagem de y existe vizinhanca e uma sequéncia de curvas causais a; com
extremos convergindo para o ponto mas a imagem das curvas aj escapa da vizinhanga (figura
3.13). <

Figura 3.13: Faixa [0, 1] xR

-
P

-
-

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Proposicao 3.5.10. Seja C aberto convexo de M,V C C aberto e p € V. Entdo existem
pr,p” €Vitaisque p € I'(p~,C)NI (p*,C) C V.

Este resultado mostra que um aberto convexo possui intrinsecamente uma estrutura de
espaco-tempo fortemente causal, e em particular qualquer espaco-tempo possui localmente uma

estrutura fortemente causal.

Teorema 3.5.11. O conjunto de pontos de M onde vale causalidade forte é aberto.

Com causalidade forte, hd também uma restri¢co sobre curvas causais inextensiveis terem

imagem contidas em compactos, como diz o proximo resultado

Proposicao 3.5.12. Se causalidade forte vale em todos os pontos de um compacto K C M, entdo
dada qualquer curva C°, causal e futuro-inextensivel a : [0,b) — M com a(0) € K, existe

to € (0, D) tal que a(t) ¢ K para todo ty <t < b.



97

Definiciio 3.5.13. Sejay : [a,b) — M curva C°, causal e futuro-dirigida. Tal curva é dita ser
futuro-aprisionada em um compacto K C M se existe ty € [a, b) tal que y(t) € K para todo
to <t < b.y é parcialmente futuro-aprisionada se existe uma sequéncia ty — b com y(t;) € K

para todo k € N.

Por esta ultima defini¢do, vemos que a proposicado 3.5.12 significa que nenhuma curva
causal futuro-inextensivel pode estar futuro-aprisionada em um compacto onde pontos vale

causalidade forte em todos os seus pontos.

3.5.3 Topologia de Alexandrov

Uma outra maneira de analisar causalidade forte € por meio de uma nova topologia que

pode ser definida sobre espagos-tempos. Fazemos aqui uma breve anélise de tal topologia.

Proposicao 3.5.14. A colegio de conjuntos {I*(p) N 1~ (q) | p,q € M} formam base para uma

topologia em M, chamada topologia de Alexandrov.

Sendo cada I'*(p) NI~ (g) aberto na topologia de variedade em M, vemos que a topologia

de Alexandrov € em geral mais grosseira.

Lema 3.5.15. Causalidade forte vale em um ponto p € M se e somente se para toda vizinhanca

aberta U de p, existem pontos x,y € M tais que p € I*(x) NI~ (y) € U.

Tal topologia € util para a causalidade forte devido ao seguinte teorema.

Teorema 3.5.16. As seguintes afirmacoes sdao equivalentes em um espago-tempo M :

(i) M é fortemente causal;
(ii) A topologia de variedade em M e a de Alexandrov coincidem;

(iii) A topologia de Alexandrov é Hausdorff.

Demonstragdo. Vemos que (i) < (ii) segue imediatamente do lema 3.5.15, e (ii) = (iii) € trivial.

Para (iii) = (i), seja p € M e U vizinhanga aberta de p na topologia de variedade.
Considere V C V C U outro aberto contendo p pré-compacto também na topologia de varie-
dade. Como sua fronteira 9V € compacta nesta topologia, ¢ também compacta na topologia de
Alexandrov, sendo esta ultima mais grosseira. Sendo Hausdorfl por hipétese, para cada ponto
q € 9V encontramos abertos em Alexandrov disjuntos A, e B, contendo p e g, respectivamente.
Extraindo uma subcobertura finita de 9V, a interseccao das finitas vizinhangas de p correspon-
dentes € um aberto B na topologia de Alexandrov que ndo intersecta dV. Considerando a base de
tal topologia, existe um diamante cronoldgico p € I (x) N I~ (y) € B, que sendo conexo por
caminhos fica contido em V. Como tal diamante € um aberto causalmente convexo o resultado

segue. [ ]
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3.6 Distancia Lorentziana

Em uma variedade Riemanniana completa, uma consequéncia do teorema de Hopf-
Rinow ¢€ a existéncia de geodésicas minimizantes entre quaisquer dois pontos. Uma ferramenta
fundamental na prova desse resultado passa pela constru¢ao de uma distancia métrica na variedade
induzida pela métrica Riemanniana, associada a minimiza¢do do comprimento de curvas entre
dois pontos.

Nesta se¢cao vamos comecar a analisar o caso andlogo para a geometria Lorentziana. Ja
sabemos que geodésicas causais maximizam localmente o comprimento Lorentziano, e buscamos
condicoes de causalidade para uma maximizacao em toda variedade.

A ideia inicial é procede em analogia a geometria Riemanniana, definindo um andlogo
Lorentziano de uma distancia através da métrica Lorentziana g. Uma total imita¢do, com uma
distancia minimizante entre as curvas causais ligando dois pontos, se mostra de pouca utilidade,
pois € possivel aproximar qualquer curva temporal entre dois pontos por uma sequéncia de curvas
suave por partes “‘quase luminosas”, isto €, toda vizinhanca de uma curva temporal y entre pontos
p € g possui eventualmente curvas 7y causais de p a g com Lg(yx) — 0 (figura 3.14), de forma

que o infimo € zero.

Figura 3.14: Curva quase luminosa “arbitrariamente préxima” de .

! Yk /

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Falhando minimizagdo, e também motivados pela maximizacao local por geodésicas
causais, buscamos uma distancia que maximize o comprimento Lorentziano entre dois pontos.
Ocorre que esta distancia nao define uma métrica no sentido de espaco métrico, mas ainda assim
seremos capazes de estudar vdrias propriedades do espago-tempo.

Aqui denotamos por R = [—oo, +00] 0 conjunto dos reais estendidos e (M, g) é um espaco-

tempo qualquer. Seja p < g. Denotamos por Q¢ (p, g) o conjunto de curvas y : [a,b] - M
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causais, futuro-dirigidas e suave por partes com y(a) = p,y(b) = q.

Definicao 3.6.1. A distancia Lorentziana é a funcdo d : M X M — [0, +oo] dada por

sup{L,(y) |y € Q¢(p,q)}, se p < q,
d(p.q) =

0,sep£q.

Note que tal funcdo nao define uma distancia no sentido usual, pois ela pode nao ser
simétrica, e podemos ter d(p, g) = +o0, inclusive se p = gq.

Facilmente vemos que d(p,q) > 0 & g € I'*(p), pois se hd uma curva causal ndo
luminosa de p a g, os argumentos variacionais nos garantem existéncia de curva temporal de p a
q.

Observamos também que sempre vale d(p, p) = 0oud(p, p) = +o0, pois se d(p, p) > 0,
ha um lago temporal baseado em p. A curva definida por dar # voltas em tal lago nos d4 uma curva
de comprimento arbitrariamente grande, logo d(p, p) = +co. No caso de M causal, ndo ha lagos
causais, logo sempre d(p, p) = 0. Porém, a reciproca nao € verdadeira. Para o espago-tempo nao

causal construido no exemplo 3.5.2, d(p, p) = 0, mas ha lacos causais.

Proposicao 3.6.2 (Desigualdade Triangular Reversa). d(p,q) > d(p,r)+d(r, q), para todo
p,q,re Mcomp <r <gq.

Com tantas diferencas entre a distancia Lorentziana e as distancias métricas usuais,
naturalmente analisamos a questdo da continuidade de d em M X M. Ocorre que ela ndo é

continua, como ilustramos no préximo exemplo.

Exemplo 3.6.3. Consideramos um cilindro de Lorentz com um segmento de retaremovido. Ponha
M = {(t,x) € IR% |t €[0,2]}\ {(1,x)|x € [-1, 1]} com a identificacdo (0,x) ~ (2,x) e com
métrica de Minkowski usual. Para os pontos p = (0,0) e ¢ = (1/2,0) e uma sequéncia py — p
como na figura 3.15, entdo py € I (py), logo d(p, pr) = +oo. Para k grande, g € I (py), logo
também temos d(pg, q) = +oo. Por outro lado, d(p, q) = 1/2, logo d(p, q) < limsupd(pk,q),

violando semicontinuidade superior. )

No exemplo acima, o espago-tempo em questdo ndo € causa, mas encontramos espacos-

tempos fortemente causais onde d ndo € continua. Esbocamos um tal exemplo.

Exemplo 3.6.4. Considere IR%% com um segmento de reta espacial removido. Tal espago ainda é
fortemente causal. Agora, escolha pontos p e g como arranjados na figura 3.16-(a). A regido em
cinza nesta figura é o conjunto J~(g) N J*(p). Dentro deste conjunto, conseguimos ainda faixas
de largura ¢ arbitrariamente pequenas, de forma a encontrar uma sequéncia de pontos (px, )
com distincia d cada vez menor convergindo para (p, q).

Por outro lado, da forma que os pontos p e g foram configurados no plano, encontramos

uma sequéncia {g;} convergindo para ¢ com curvas causais de p a g tais como na figura
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Figura 3.15: Espago-tempo onde d ndo € continua.

[ ]
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

3.16-(a), de forma que a sequéncia {d(p, gx)} fica limitada inferiormente por um valor positivo.

Assim d ndo € continua neste espago-tempo. <

Figura 3.16: Espaco-tempo construido no exemplo 3.6.4.

(a) (b)

qk \qminoso

4

temporal

~_

/ &/luminoso

p P
Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Os exemplos anteriores mostram que d ndo € continua superiormente, mas mostraremos
que sempre vale semicontinuidade inferior. Relembramos sua definicao geral, e ao longo dessa

dissertacao outros resultados sobre semicontinuidade de interesse para nossa teoria.

Definicao 3.6.5. Seja X um espaco topoléogico e Ro conjunto dos reais estendidos. Uma fung¢do

f : X — R é dita ser semicontinua superiormente (semicontinua inferiormente) em um ponto
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X0 € X se, para todo € > 0 existe vizinhanca U de x tal que, para todo x € U, f(x) — f(xg) < &
(f(x0) = f(x) < &) no caso f(xg) > —oo (f(x9) < o0) € no caso f(xo) = =00 (f(x) = o0)

temos lim,_,y, f(x) = —oco (limy_,y, f(x) = c0).
Teorema 3.6.6. A distanciad : M x M — [0, +o0] é semicontinua inferiormente.

Associado a distincia, de maneira andloga ao caso Riemanniano, temos a nocao de

maximalidade.

Definicao 3.6.7. Sejam p,q € M com p < q. Uma curvay € Q¢ (p, q) € dita ser maximal se
Le(y) =d(p.q).

Proposicao 3.6.8. Sejay € Qu(p, q) curva maximal com p < q. Dados s,t € [a,b] coms < t,
temos Lg(y[5,1) = d(y(s),y(1)).

Teorema 3.6.9. Se y € Qu(p, q) é curva maximal, com p < q, entdo 'y é pré-geodésica causal.

3.6.1 Distancia Lorentziana a Conjuntos

Naturalmente, podemos transferir a nocao de distancia a um conjunto na teoria de espacos

métricos para nossa métrica Lorentziana, levando em conta suas peculiaridades.
Definicao 3.6.10. Seja A C M ndo vazio. A distancia Lorentziana futura de A é a fungdo

d} : M — [0, +co] dada por

sup{d(p,q) | p € A}, se g € J*(A),

0, caso contrario.

dy(q)=d(A,q) =

A distancia Lorentziana passada d; se define de maneira temporalmente dual.
(Uma vez que, caso q ¢ J*(A), entdo p £ q para todo g € A = d(p,q) = 0 para todo p € A,

vemos que d}; (q) é simplesmente o supremo de d(p, q) em A.)

De maneira similar a distancia entre pontos, a distancia de um conjunto nos dé informacdes
sobre causalidade. Por exemplo, d}(q) > 0 & g € I"(A), que segue imediatamente do fato

andlogo para distancia entre pontos. Ha também uma versao da desigualdade triangular reversa.

Proposicao 3.6.11. para p,q € J*(A) com p < q, temos

d(A,q) 2 d(A,p)+d(p,q).

Demonstragdo. Sejaa € A tal que a < p. Pela desigualdade triangular reversa,

d(A,q) 2 d(a,q) 2 d(a,p) +d(p,q).
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Tomando o supremo em A, tem-se d(a, p) = 0 paraa € A tal que a £ p, portanto neste caso o

supremo em A de d(a, p) € igual ao supremo em A N J~(p). [

Lema 3.6.12. Seja X um espago topolégico e {fi : X — R}iea uma colecdo de fungées
semicontinuas inferiormente. Entdo a fungdo g : X — R dada por g(x) = sup 1en Ja(x) para

todo x € X é semicontinua inferiormente.

Demonstragdo. Fixado xo € X, caso g(xg) < +co, seja € > 0. Existe A tal que g(xg) —
g/2 < fi(xp). Também, por semicontinuidade inferior existe aberto Uy contendo x( tal que
fa(xp) < fa(x) + &/2 para todo x € Uy. Assim

g(x0) = 5 < filwo) < i) +5 < g(x) + 3.

portanto g(xg) — g(x) < &, para todo x € Uj.

Caso g(xp) = +oo, para qualquer A > 0, existe 1 € A tal que fi(x9) > A. Sendo f)
semicontinua inferiormente, veja que, no caso finito ou infinito, existe vizinhanca aberta Uy de
xo tal que f(x) > A para todo x € Uy (o caso infinito € imediato da definicdo, e para o caso

finito ponha & = f)(xg) — A). Assim, para qualquer x € U,

g(x) = fa(x) > A,

como A > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue que lim,_,,, g(x) = +o0, e temos semicontiui-

dade inferior em qualquer caso. [ |
Teorema 3.6.13. d’, : M — [0, +o0] é semicontinua inferiormente.

Demonstragdo. Como d} (q) = sup,c4 d(p, q), com cada d(p, -) semicontinua inferiormente,

o resultado € imediato do lema anterior. [ ]

Observe que, para A C M,dado p € Ae a : [a,b] — M curva causal, futuro-dirigida e

suave por partes tal que a(a) = p, a(b) = g € J*(A), se temos

Ly(a) =d(A,p) =d,(p),

entao
d(p,q) =d(a(a),a(b)) <d(A,q) = Lg(a),

logo a € maximizante entre p e g, sendo entdo pré-geodésica causal. Uma tal curva serd dita ser

A-maximizante, ou simplesmente maximizante, quando ndo houver risco de confusao com A.
Porém, observe também que uma curva pode ser maximal entre ¢ € um ponto de A

sem ser maximal entre todas as curvas saindo de A e terminando em ¢, que € o que significa

a A-maximalidade. Por exemplo, considere no plano de Minkowski IR%% segmento de reta
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A ={0} x [-1,1] e o ponto p = (1,0). Entre o ponto p’ = (0,—1) e p, a curva maximizante é
uma reta luminosa, logo d(p’, p) = 0, mas a curva que maximiza a distancia € a reta temporal

entre a origem 0 e p, com distancia d(0, p) =1 = d(A, p) (figura 3.17)

Figura 3.17: Reta maximizante de A = {0} x [-1,1] C IR%.

(1,0)
L, :\l :g/= 1
(0,-1) (0,0) A

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

3.6.2 Hiperbolicidade Global

Passamos agora para a tltima condicao de causalidade que serd relevante nesta dissertacao,

e que serd melhor explorada nas proximas segoes.
Definicao 3.6.14. Um subconjunto U de um espaco-tempo (M,g) é dito ser globalmente
hiperbdlico se

(H.1) Causalidade forte vale em todo ponto de U.

(H.2) Dados p,q € U comp < q,J*(p) NJ (q) é compacto e estd contido em U.

Quando a propria variedade M é um conjunto globalmente hiperbdlico, dizemos que (M, g) é

um espaco-tempo globalmente hiperbdlico .

A necessidade de espagos-tempos globalmente hiperbdlicos se dé pois estes sdo o andlogo
Lorentziano das variedades Riemannianas completas e sua propriedade de que quaisquer dois
pontos podem ser ligados por uma geodésica minimizante. No caso globalmente hiperbdlico,
como serd visto mais adiante, qualquer par de pontos causalmente relacionados pode ser ligado

por uma geodésica causal maximal.

Proposicao 3.6.15. Em um espaco-tempo (M, g) qualquer, dado p € M,

(i) Existe U vizinhanga de p tal que (U, g|y) é fortemente causal.

(ii) Existe vizinhanca 'V de p tal que (V, gly) é globalmente hiperbdlico.

1A defini¢dao dada aqui € a exposta na literatura padrao. Bernal e Sanchez (2007) mostraram que podemos trocar
“fortemente causal” por “causal” na definicdo. Mais recentemente, Hounnonkpe e Minguzzi (2019) mostraram que
em espacos-tempos ndo compactos de dimensdo maior que dois, é possivel remover a condi¢do de causalidade por
completo.
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Esta proposicao mostra que localmente hd sempre hiperbolicidade global.
Para espagos-tempos globalmente hiperbdlicos, ganhamos também propriedades globais

sobre as relagdes de causalidade que s6 eram garantidas localmente até agora.

Teorema 3.6.16. Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbélico. Temos

(i) a relagdo < é fechada, ou seja, se {p};>, e {qi};., sdo sequéncias em M com py < qy

para todo k e Ne p, — p, qr — g, entdo p < q.
(ii) Se A € M é compacto, entdo J*(A) e J~(A) sdo fechados.

(iii) Se A, B C M sdo compactos entdo J*(A) N J~(B) é compacto.

Para finalizar estd discussao, mencionamos o resultado principal acerca de espacgos
globalmente hiperbdlicos sobre a existéncia de geodésicas maximizantes, que serd utilizado nas
proximas secoes. Provaremos tais resultados no capitulo 4, com auxilio de uma topologia no
espaco de curvas que nos permitird obter tais resultados como coroldrio de um problema de
fungdes reais semicontinuas superiormente em compactos (ver O’Neill (1983), proposicao 14.19

e lema 14.21 para uma demonstracdo que ndo envolve tais técnicas).

Teorema 3.6.17. Se M é um espaco-tempo globalmente hiperbélico e p < q, entdo existe uma
geodésica causal futuro-dirigida de p a q que é maximal. Também, a distancia Lorentziana é

finita e continua.

3.7 Conjuntos Acronais

Exploramos agora subconjuntos de espacos-tempos que possuem boas propriedades
associadas a causalidade, e veremos o que estes conjuntos podem nos dizer sobre o espaco-tempo

no seu todo. Aqui fixamos (M, g) espaco-tempo n-dimensional qualquer.

Definicao 3.7.1. Um subconjunto A C M é acronal se para quaisquer p,q € A, ndo existe curva

temporal futuro-dirigida de p a q. Equivalentemente, g ¢ I"(p).

Claramente, qualquer subconjunto de um conjunto acronal também € acronal, € o fecho de
um conjunto acronal é acronal, pois caso contrério, sejam p, g € A com p < q. Pela proposicio
3.3.12 existem vizinhangas U e V de p e ¢, respectivamente, com x < y paratodox € U,y € V.
Mas ambas as interseccdes A N U e A NV sdo ndo vazias, logo existem x’, ¥y’ € A com x’ < y’,
contradizendo A ser acronal.

Conjuntos abertos (ndo vazios) nunca sao acronais, pois considerando qualquer geodésica

temporal comegando em um ponto do aberto, ela fica inicialmente neste aberto.

Exemplo 3.7.2. Em Minkowski IR”, os hiperplanos I1, = {x' = ¢} sdo conjuntos acronais. De
fato, Para p € I, se g € I*(p), a anlise realizada no exemplo 3.3.7 mostra que ¢! > p! =,

portanto g & I1.. <
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Exemplo 3.7.3. O disco fechado D = {(0,x,y) € R*|x2+y% < 1} em IR{? ¢ acronal, sendo
subconjunto do plano ITy. A reta luminosa L = {(t,7) € R*|t € R} em IR% também é um
conjunto acronal, pois ndo ha pontos conjugados em retas, logo pelo teorema 2.1.20 ndo podemos

ligar pontos de L por curvas temporais. )

Figura 3.18: Exemplos de conjuntos acronais.

(a) Plano I1... (b) Reta luminosa L
\ 1 Nt
\ . / \ " 4
¢ Cﬁ) e
CO® g

N

o} \f
\ N
y

i

=Y

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Exemplo 3.7.4. A reta luminosa em R} se generaliza para um espaco-tempo M qualquer Seja
v : (a,b) — M uma geodésica luminosa sem nenhum par de pontos conjugados. De acordo
com as consideragdes variacionais (teorema 2.1.20) ndo podemos ligar nenhum par de pontos de

v por uma curva temporal, logo Imy € um conjunto acronal. <

Definicao 3.7.5. A borda acronal? de um conjunto acronal A C M é o conjunto de pontos
p € A com a propriedade que em toda vizinhanca aberta U de p existe uma curva temporal
futuro-dirigida de I” (p,U) a I (p,U) dentro de U sem intersectar A. Denotamos a borda
acronal de A por edge(A).

x?+y?>=1}eedge(L) = 2.

. _ 3
Nos exemplos anteriores, temos edge(D) = {(x, y,0) € R]
Relembramos rapidamente alguns fatos topoldgicos necessdrios para o estudo da acrona-

lidade.

Definicao 3.7.6. Um subconjunto S € M ¢é dito ser hipersuperficie topoldgica, ou simplesmente
hipersuperficie C, se em todo ponto p € S existe carta (topolégica) (U, ¢) tal que o(U N S) =
¢(U) N 11, onde 11 é um hiperplano em R" (figura 3.20).

2Nao confundir com borda topolégica ou bordo de uma variedade com bordo.
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Figura 3.19: Borda acronal.

nao estd
emedge(A) y estd
’ emedge(A)

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Figura 3.20: Hipersuperficie C°.

Yo(UNS) /T
(p /7 .: N\
—_— ) ) o(U)
| o /
/ ’
\ 7

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Teorema 3.7.7 (Invariancia de Dominio). Seja U C R" aberto e F : U — R" funcdo continua
e injetora. Entdo F(U) C R" é aberto e a restricio a imagem F : U — F(U) é um

homeomorfismo.

A demonstracao envolve técnicas de homologia e pode ser vista por exemplo em Hatcher
(2016), teorema 2B.3. Uma simples andlise em coordenadas locais mostra que a invariancia de

dominio se estende para variedades de mesma dimensao.

Corolario 3.7.8. Sejam M e N variedades topologicas de dimensdo n, e F : M — N fungdo

continua e injetora. Entdo F(M) é abertoem N e F : M — F(M) é homeomorfismo.

Exemplo 3.7.9. Mostramos que, para p € R, os cones de luz A*(p) = J*(p) \ I"(p) em
Minkowski sdo superficies topolégicas. Uma vez que o préprio R} é vizinhanca convexa de p,

temos I*(p) = J*(p), portanto
A(p) ={G' .. ) eRY (' = p)? = (= p?) P+ + (" = p")ex' 2 p'},

onde vemos que, para x € A*(p), a primeira coordenada depende continuamente das outras

n — 1 coordenadas na forma x! = h(x?,...,x") = p! + {3, (x' — p?)2. Com isto, a projegdo
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Tt @ AY(p) = RPN {x! = 0}, mi(x!,...,x") = (0,x%,...,x") tem inversa continua
o R'N{x! =0} = A*(p), p(x!, ..., x") = (h(x?,...,x"),x%, ..., x"). <

No caso de um conjunto acronal, ha uma relagio entre hipersuperficies C° e bordas

acronais, como mostra o proximo resultado.

Teorema 3.7.10. Um subconjunto acronal A C M é uma hipersuperficie C° se e somente se
AnNedge(A) =@.

Como coroldrio temos, no caso acronal, uma caracterizacio de hipersuperficies C°

fechadas.

Corolario 3.7.11. Um subconjunto acronal A C M é hipersuperficie C° fechada se e somente
se edge(A) = @.

Demonstragdo. Se A é hipersuperficie C? fechada, A = A e pelo teorema 3.7.10, A Nedge(A) =
@, logo edge(A) € M \ A. Mas também edge(A) C A = A, e assim edge(A) = @. Por outro
lado, sendo edge(A) = @, em particular A Nedge(A) = @ e A é hipersuperficie C°. Também,
dado p € A, como p ¢ edge(A), existe U vizinhanca aberta de p tal que toda curva temporal
a:[0,1] = Ude I (p,U) aI*(p,U) passando por p intersecta A. Pela acronalidade de A este

ponto deve ser o préprio p implicando em p € A e portanto A C A. [

Teorema 3.7.12. Para A C M, dI*(A) é hipersuperficie C° fechada e acronal. Ainda, se A é
acronal, A C 0T (A).

Demonstragdo. Para verificar acronalidade de 917 (A), suponha que existam p, g € dI*(A) com
p < ¢g. Como a relagdo < € aberta e p estd na fronteira, existe a € A com a < ¢, portanto
q € I"(A) N AI*(A), uma contradi¢do pois I*(A) é aberto.

Certamente 917 (A) é fechado e, sendo acronal, para a outra afirmagao basta mostrar
que dI*(A) Nedge(dI*(A)) = @. Dado p € dI*(A), sejam p* € I*(p) e a curva temporal €
futuro-dirigida de p~ a p*. Novamente, < aberta implica na existéncia de U aberto contendo
p tal que p~ < p’ < p* paratodo p’ € U. Com p na fronteira temos p; € U N I*(A)
e pp € UN (M )\ I'(A)). Mas entao p* € I"(A) pois p; < p*, e p~ < p, implicando
p- e " (M\I"(A)) € M\ I"(A), sendo M \ I*(A) conjunto passado (figura 3.21). Por
conexidade entdo « intersecta dI*(A), logo p ¢ edge(dI*(A)).

Assumindo A acronal, seja p € A e U vizinhanca aberta de p. Por acronalidade, se ¢ < p,
q ¢ I"(A).Logo,parap* e I*(p,U)ep €I (p,U),pteUNI*(A)ep e UN(M\I"(A)),
mostrando que p € dI*(A). [ |

Definicao 3.7.13. Um subconjunto (ndo vazio) A é dito ser fronteira acronal se existe um conjunto
S C M tal que A =T7(S).
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Figura 3.21: Curva « intersecta 91 (A) na demonstracdo do teorema 3.7.12.

O (A) \

\U \
Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

. . . 3
Figura 3.22: 9I*(D) para o disco D em Rj.

aI* (D)

D

X

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Por exemplo, no caso do disco D em R?, como J* (D) = I+(D), dI* (D) = J*(D)\I* (D),
que aqui € o a unido do disco D com o troco ¢t > 0 do cone C = {(¢,x,y) € IR? |t =x2+y2-1}
(figura 3.22).

Teorema 3.7.14. Seja A C M subconjunto fechado e p € dI"(A) \ A. Entdo existe geodésica
v : 10,a) = M luminosa e passado-dirigida comecando em p e com imagem em dI*(A), que é
passado inextensivel sem pontos conjugados a p, ou possui ponto limite passado em A, e neste

ultimo caso, denotando a extensdo para a também como vy, temos

Lg(y) =0=d(A,p).
Se A é acronal, temos ainda no segundo caso que y(a) € edge(A).

Demonstragdo. Dado p € 017(A) \ A, seja {py};., sequéncia em I*(A) com p; — p. Para
cada k € N, escolha g; € A e y; curva temporal passado dirigida de py a gx. Estendendo cada yy
além de g, para uma curva temporal passado inextensivel e reparametrizando por comprimento
de arco em relagdo a uma métrica Riemanniana completa, assumimos cada yy : [0, 4+00) — M

temporal passado inextensivel, com y;(0) = py e vk (tx) = qx. Aplicamos o lema da curva limite
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(teorema 3.4.13) para obter y : [0,+c00) — M curva C°, causal e passado inextensivel com
v(0) = p e yx convergindo dj-uniformemente em compactos para y (a menos de subsequéncia).

Vamos primeiro mostrar que 7y estd inicialmente em 917 (A). Podemos passar novamente
para subsequéncia e assumir que t; — ty € [0,+00]. Dado 0 < 1 < t¢, t; > t eventualmente,
logo yi(tr) < yi(t) e temos yi(t) € I (A), e pela convergéncia, y(t) € I*(A). Mas, caso
v(t) € I*(A), como p € J*(y(1)), temos a < y(t) < p paraalgum a € A, e assim p € I*(A),
contradizendo a escolha de p. Agora, observe que o # 0, pois do contrario, como vy (t;) —
v(0) = p e A € fechado, p estaria em A, contradizendo novamente a escolha de p. Com isto,
temos y([0,1y)) € dI*(A).

Considere as duas possibilidades para f¢, ilustradas na figura 3.23. Se 79 = +oo,
v([0,+00)) C AI*(A) e y é passado-inextensivel. Se ¢ty < +oo, por convergéncia uniforme,
Yi(tr) — y(t0), e y(to) € A pois este é fechado, e vemos que |[o ) possui ponto limite passado

em A.

Figura 3.23: Construcdo de y no teorema 3.7.14.

(a) tg < +oo. (b) ty = +oo.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Em qualquer caso, para ¢, ¢ no dominio em que y ficaem 01" (A),set < t’, y(t) < y(t').
Mas pela acronalidade de 17 (A), y(t) <« y(t’), e segue pelos resultados variacionais (teorema
2.1.19) que y é pré-geodésica luminosa. No segundo caso temos ainda que, como dI*(A) é
acronal, ndo hd curvas temporais de A até p, logo d(A, p) =0 = Lg(¥l[0,])-

Para a ultima afirmacdo, assumindo A acronal, suponha que y(#p) ¢ edge(A). Seja U
vizinhanga aberta de y(#() tal que toda curva temporal de I~ (y(z9), U) até I'* (y(t9), U) intersecta
A. Escolha p* € I*(y(ty),U) e ponha V = I (p*,U) N I*(p~,U), que é vizinhanca aberta
de y(tp). Sejae > O tal que 1o — & > 0 e y([tp — &,%9]) € V. Da construgido de y, temos
v(tg— &) ¢ A. Agora, existe curva 3 temporal futuro-dirigida de p~ a p* passando por y(ty — &)
que intersecta A pela escolha de U. Assim, ou y(ty — &) € I"(A), que pelas observagdes feitas
na construgdo de y € impossivel, ou entdo y(tg — &) € I~ (A), e neste caso y(t9) € ANI(A), o0

que contradiz a acronalidade de A. [

Por este teorema, podemos reparametrizar e obter em cada p € dI*(A) \ A uma geodésica
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luminosa y : (a,0] — M futuro-dirigida com imagem em d1*(A), que termina em p e, ou é
extensivel em a para um ponto em A, ou € passado inextensivel. Tal geodésica é chamada de

gerador geodésico de I (A) em p.

Proposicao 3.7.15. Seja A C M fechado e y : (a,b) — M (0 € (a, b)) geodésica luminosa

futuro-dirigida tal que sua restricdo em (a, 0] é gerador geodésico de I (A). Temos
(i) Se existet € (a,b) com y(t) ¢ 0I*(A), entdo y(t) € IT(A).

(ii) Para ty,so € (a,b) com ty < so e y([to,s0]) S It (A), se y(ty) e y(sg) sd@o pontos
conjugados de y ou existe outro gerador 3 de dI*(A) encontrando y em y(sy), entdo

v(t) € I (A) parat > sy.

Demonstragdo. (i) Seja y(0) = p € 0I*(A). Como y((a,0]) € dI*(A), se y(t) ¢ oI (A),
entdo r > 0. Mas se y(r) ¢ IT(A), existe vizinhanca aberta U de y(¢) com U N It(A) = 2.
Dado g € U com y(t) < ¢, seja V um aberto contendo p e com p’ < ¢ para todo p’ € V.

Para p’ e VNI (A), p’ < ¢, logo g € I'(A), contradizendo a escolha de ¢, e temos entdo

y(t) € I (A).
(ii) Em qualquer caso, se t > 5o podemos ligar y () ay(so) por meio de uma curva temporal

(teorema 2.1.20). Entdo y(t) ¢ dI7(A) por acronalidade, e por (i) segue que y(¢) € I*(A). =

3.8 Hipersuperficies de Cauchy

Definicao 3.8.1. Um conjunto S € M é hipersuperficie de Cauchy se toda curva temporal e

inextensivel intersecta S exatamente uma unica vez.

Exemplo 3.8.2. Os hiperplanos I1. em Minkowski R (exemplo 3.7.2) sdo hipersuperficies de
Cauchy.

Figura 3.24: Hiperplanos {¢ = cte.} sdo hipersuperficies de Cauchy.

t

X

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Sendo I1, acronal, curvas temporais s6 podem cruzar o hiperplano uma tnica vez. Para ver
que isto sempre acontece com curvas temporais inextensiveis, sejay : (a, b) — R uma tal curva.
Escrevendo y(z) = (y1(2),¥*(1), ..., y"(¢)) = (¥' (1), 7(¢)), precisamos mostrar que y; (fo) = ¢
para algum ¢ € (a, b). Sem perda de generalidade, podemos assumir y futuro-dirigida, logo
(v'Y >0ey!: (a,b) — R é homeomorfismo crescente com sua imagem, que é um intervalo /.
Suponha que / seja limitado superiormente, com s = sup /. Dado {#; } sequéncia em (a, b) com
tr — b, temos y'(t;) — s. Agora, de acordo com as desigualdades obtidas no exemplo 3.3.7,
temos

170 = 7t < (0 (1) = ¥ (en))* 2255 0,
e {7(1)} é uma sequéncia de Cauchy em R""!, portanto convergente para um ponto X. Para

outra sequéncia sy — b, a mesma andlise mostra que y(s;) — y. Mas

17(tx) =¥ (sl < (7' (8x) = 7' (s1))* = 0,

portanto X = y, contradizendo y ser inextensivel para o futuro, e concluimos que I = yl (a,b) é
ilimitada superiormente. De maneira andloga temos ilimitacdo inferior, logo y'((a, b)) = R, e
em particular y! atinge o valor ¢, mostrando o desejado. <

Observacao 3.8.3. A imagem deste dltimo exemplo sugere uma decomposicdo do espaco-tempo
na presenca de uma hipersuperficie de Cauchy, que € de fato geral. Para S C M hipersuperficie

de Cauchy, M se decompde na unido de S com o futuro e o passado cronolédgico de S, isto &,
M=1(S)uSuUIt(S).

Tal decomposicdo € imediata da defini¢do, pois se p ¢ S, uma curva temporal inextensivel
passando por p intersecta S uma unica vez, fazendo-a para o futuro ou passado de p. Ainda, se a

hipersuperficie de Cauchy for acronal, tal unido € disjunta.

Vemos na préximas proposi¢des que hipersuperficies de Cauchy possuem boas proprie-

dades topoldgicas e de causalidade.

Proposicio 3.8.4. Toda hipersuperficie de Cauchy é hipersuperficie C° fechada e acronal.

A reciproca desta proposi¢do € falsa, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 3.8.5. Em Minkowski R?, considere o hiperboloide H* = {—12 +x2+y* = —1,1 > 0}.
Sendo valor regular da fungdo f(z,x, y) = —t2+x>+y?, H* é hipersuperficie suave e fechada. H*
também € acronal. Isto € facilmente visto pois, se @ € curva temporal futuro-dirigida comec¢ando
em H™, ela estd em particular dentro do cone temporal C* de IR{? centrado na origem. Como
grad f = —t09;+x0,+yd), é temporal e futuro-dirigido em C*, temos (foa)’ = g(grad foa,a’) <

0, portanto f o « é estritamente decrescente e nao podemos ter f o a(s) = —1 para s > 0.
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Mas H* ndo € hipersuperficie de Cauchy: a curvay : R — IE&? dada por y(s) =
(sinh(s), 0, cosh(s) é temporal, futuro-dirigida e inextensivel, tendo comprimento Lorentziano

infinito, porém nunca encontra H* (figura 3.25), uma vez que f o y(s) = —1. <

Figura 3.25: A curva y nio intersecta o hiperboloide H™.

S
IR
R
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Proposicao 3.8.6. Seja C C M subconjunto fechado e & uma curva causal e passado-inextensivel

comecando em um ponto p € M. Suponha que a curva a nao encontra C. Entdo

(i) Se po € I'*(p, M \ C) existe curva temporal e passado-inextensivel comecando em pg que

nado intersecta C.

(ii) Se a ndo é pré-geodésica luminosa sem pontos conjugados, existe curva temporal e

passado-inextensivel comegcando em p e que ndo intersecta C.

Teorema 3.8.7. S C M ¢é hipersuperficie de Cauchy se e somente se é acronal e toda curva

causal inextensivel intersecta S.

Para o préximo resultado, precisamos revisar alguns fatos sobre curvas integrais e fluxos

de campos suaves.

Lema 3.8.8 (O’Neill (1983), lema 1.56). Seja « : [0,b) — M, b < +co, curva integral de um
campo X € X(M). Sdo equivalentes:

(i) a ndo é curva integral maximal, ou seja, podemos estender a para uma curva integral de

X em um intervalo maior [0, b + €).
(ii) a é extensivel como curva continua.
(iii) Im « esta contida em um conjunto compacto de M.

(iv) Existe uma sequéncia {ty};, em [0, b) com ty — b tal que {a(t;)};, converge.

Lema 3.8.9. Dado X € X(M), temos:
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(i) Para ® : U X (=6,06) — M fluxo local de X, dado p € U, se existe uma sequéncia {tx},
em (=6,0) com todo t; # 0, t; — 0 e tal que ®(p,ty) = p para dodo k € N, entdo
X(p)=0.

(ii) Se uma curva integral a : [0, +00) — M de X é continuamente extensivel com ponto limite

p, entdo X(p) = 0.

Corolario 3.8.10. Se X € X(M) campo vetorial temporal e futuro-dirigido, todas as suas curvas

integrais maximais sdao temporais, futuro-dirigidas e inextensiveis.

Demonstragdo. Seja a : (a,b) — M uma curva integral maximal do campo X.Se b < coe a é
continuamente extensivel em b, entdo ela é extensivel para [0, b + &) como curva integral pelo
lema 3.8.8, contradizendo sua maximalidade. Se b = +oo e @ € extensivel com ponto limite p,
pelo lema 3.8.9-(ii), temos que X (p) = 0, um absurdo pois X € temporal. De maneira andloga se

mostra a inextensibilidade em a. [

Lema 3.8.11. Em uma variedade Riemanniana completa (N, h), toda curva suave inextensivel
v : [0,b) — N possui comprimento Ly(7y) infinito. Em particular, se 'y tem velocidade unitdria,

b = +oo.

Dado X € X(M) campo vetorial temporal no espago-tempo M e fixada métrica Rieman-
niana completa, podemos dividir X por seu comprimento em tal métrica. Isto ndo altera sua
causalidade e, pelo lema 3.8.11, todas as suas curvas integrais tem dominio R. Pelo corolario
3.8.10, suas curvas integrais sao inextensiveis tanto para o passado quando para o futuro. Esta-
belecemos entio que todo espaco-tempo admite um campo vetorial temporal suave e completo,

com curvas integrais inextensiveis.

Teorema 3.8.12. Seja S C M hipersuperficie de Cauchy. Entdo

(i) S é conexa.

(ii) Se T € M ¢é outra hipersuperficie de Cauchy, T é homeomorfa a S.

Demonstragdo. Nosso primeiro passo € construir uma retragdo ps : M — S que auxiliard na
andlise de (i) e (ii), mas que por si s6 importante serd importante em outros resultados. Seja
X € X(M) um campo vetorial completo, temporal e futuro-dirigido, ® : M X R — M seu fluxo
global suave. Como todas as curvas integrais de X sdo temporais, futuro-dirigidas e inextensiveis,
elas intersectam a hipersuperficie de Cauchy S em um tnico ponto. Assim, dado p € M e
@, : R — M curva integral comegando em p, existe um tunico ¢, € R tal que a,(t,) € S.
Fica entdo bem definida a fun¢do ps : M — S, ps(p) = a,(t,) (figura 3.26). Para p € S,
ps(p) = a,(0) = p, portanto ps|s = Idg e ps € sobrejetora.

Afirmamos que ps é fungdo continua e aberta, e em particular € uma retracdo. De
fato, para ®g : § x R — M restricio de ® a S x R hipersuperficie C° de M x R, temos

que ®g € continua em relagdo a topologia de subespago. Observe que, dado (p,s) € S X R
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Figura 3.26: Construcdo de ps no teorema 3.8.12.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

e pondo g = Dg(p,s) = a,(s), temos ps(Ps(p,s)) = a4(t;) = ®(q,1t,). Por outro lado,
q = a,(s) = a,4(t) = ap(s +1), paratodo ¢t € R, e em particular a, (s +1,) = a,(t,)) € S.
Como p € §, devemos ter s + 1, = 0, 0 que dd

ps(®@s(p,s)) = D(q,—s) =D(p,s —s5) =D(p,0) = p,

para qualquer (p,s) € S X R, mostrando que pg o ®g = g, a projecdo candnica de S x R
em S. Observe que ®g, além de ser continua, € injetora: dados (p,s), (p’,s’) € S X R com
Dg(p,s) = Os(p’,s’), a composicdo com pg nos da p = p’, e entdo Pg(p,s) = Os(p,s’).
Pondo g = a,(s) = a,(s’), novamente temos a,(t) = a,(s +1) = a, (s’ +¢) paratodo t € R.
Em particular, aplicando a, em —s e —s’, p = a, (s — s’). A acronalidade de S implica s = s’.
Por invariancia de dominio (coroldrio 3.7.8), ®g(S X IR) é aberto em M e ®g é homeomorfismo

com sua imagem, que € na verdade todo M, pois, para todo p € M,

(DS(ap(tp)’ _tp) = CD(CI)(p,tp), _tp) =®(p,0) =p.

Sendo @y : § X R — M homeomorfismo, temos pg = mg o @El, uma composicdo de fungdes
continuas e abertas.

Imediatamente, sendo ps : M — S continua e sobrejetora com M conexa, S € conexa,
mostrando (i). Para (ii), seja T C M outra hipersuperficie de Cauchy. A restricao pgly : T — S é
continua. Também € bijetora, pois dado p € S, sendo T e S hipersuperficies de Cauchy e usando
a unicidade de curvas integrais, existe um tnico ¢ € T cuja curva integral ¢, intersecta S no

ponto p. Invaridncia de dominio novamente garante que pg|r € homeomorfismo. [

Corolario 3.8.13. Seja S C hipersuperficie de Cauchy e ps : M — S como definida na
demonstragdo do teorema 3.8.12. Se X C M ¢é hipersuperficie C° compacta e acronal, entdo a

restricdo psly : X — S é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Como na demonstracao do teorema 3.8.12, a unicidade de curvas integrais e

acronalidade garantem que pg|s € injetora. Por invariancia de dominio, pg|s(Z) € aberto em
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S e psly € homeomorfismo com sua imagem. Sendo X compacto, ps|x(X) € em particular
fechado em S, que € conexo pelo teorema 3.8.12-(i), portanto ps|s(Z) = Se psls : £ — S é

homeomorfismo. ]

Definicao 3.8.14. Um subconjunto A C M ¢é dito ser acausal se ndo existe curva causal ligando

pontos de A, ou equivalentemente, se para todo p,q € A, p £ q.

A condi¢do de acausalidade ¢ em geral mais forte que acronalidade. Por exemplo, o
conjunto formado por uma reta luminosa em IR%% nao € acausal, mas € acronal. Definimos uma
hipersuperficie de Cauchy parcial como uma hipersuperficie C° fechada e acausal. No caso de

hipersuperficies espaciais (suaves), temos o seguinte resultado.
Lema 3.8.15. Toda hipersuperficie S € M acronal e espacial também é acausal.

Demonstragdo. Caso S nao seja acausal, existiriam p,q € S com p < g. Paraa : [0,1] > M
curva causal entre p € g, como p ¥« ¢, a € geodésica luminosa normal a § em p (teorema 2.1.20),

uma contradi¢do com T}, S ser subespaco de codimensio 1 e espacial em 7, M. [

Naturalmente, hipersuperficies espaciais ndo precisam ser sequer acronais.

Exemplo 3.8.16. Para o helicoide em ]R? parametrizado por

o :(0,47m) x (1,+00) — R}

(u,v) — (u,vcos(u),vsin(u)),

uma computac¢do padrao de geometria em superficies mostra que S = Im o € superficie suave de
IR? com vetor normal N = (—v, —sin(u), cos(u)), com (N, N); = —v> + 1 < 0, logo S é espacial.
Mas S nio € acronal: a curva y(s) = (s,2,0),s € R é temporal com y(0) = (0,2,0) =c(0,2) e
v(2r) = (27,2,0) = (2, 27). <

Uma importante aplicagcdo da existéncia de hipersuperficies de Cauchy em um espacgo-
tempo vem do fato, mostrado por Geroch (Geroch (1970)), que estabelece a equivaléncia entre um
espaco-tempo ser hiperbdlico e possuir uma hipersuperficie de Cauchy, e que em caso positivo
também possui uma hipersuperficie de Cauchy acausal. Mais adiante seremos capazes de mostrar
que a existéncia de uma hipersuperficie de Cauchy implica a hiperbolicidade global, mas a
demonstracao da reciproca envolve técnicas que fogem do escopo desta dissertagao.

Para ilustrar este resultado de Geroch, o proximo exemplo mostra como a existéncia de
hipersuperficies de Cauchy estd fortemente relacionada a estrutura global do espaco-tempo, e

que “estragando” um pouco o espaco ja perdemos a hiperbolicidade global.

Exemplo 3.8.17. Sabemos que o plano de Minkowski IR%% é globalmente hiperbdlico. Agora,
remova apenas um ponto, por exemplo pondo M = ]R% \ {0} com a métrica de Minkowski. Nao ¢

dificil verificar que, mesmo com a origem removida, conseguimos ligar quaisquer pontos dentro
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do cone temporal passado e futuro por uma curva temporal (figura 3.27-(a), ver Lichtenfelz
(2009), exemplo 5.2.14 para uma construgdo explicita). Pondo C* e C~ o cone futuro e passado,
respectivamente, temos que nenhum conjunto A acronal intersecta ambos os cones. Caso A
ndo intersecta C*. Seja B : (0,+00) — M, B(s) = (s5,0). B é curva temporal inextensivel e
Im B C C*, logo B ndo intersecta A (figura 3.27-(b)) e temos uma construgdo andloga caso A
ndo intersecta C~. Em qualquer caso, existe uma curva temporal inextensivel que nao intersecta
A, mostrando em particular que ndo existe hipersupeficie de Cacuhy no plano de Minkowski

com um ponto excluido, logo nao é globalmente hiperbdlico. <

Figura 3.27: Exemplo 3.8.17.

(a) Curva temporal ligando pontos (b) Uma curva temporal inextesnivel
2 ~
no cone temporal em R7 \ {0}. que ndo encontra A.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Finalizamos esta secao com um resultado que serd um componente crucial para os
teoremas de singularidade de Hawking. Sua demonstracdo depende de uma série de resultados
técnicos envolvendo exponencial normal, topologia algébrica e teoria de intersec¢cdo, que podem
ser todos vistos em O’Neill (1983), capitulo 14, e Lichtenfelz (2009), secdo 5.5.

Teorema 3.8.18. Se S C M ¢ hipersuperficie espacial conexa e fechada, entdo existe um espago-
tempo (1\7 , &) e um recobrimento Lorentziano k : M — M tal que, se S é uma componente
conexa de k™' (S), entdo klz S — S é uma isometria (em particular um difeomorfismo) e S é

uma hipersuperficie espacial, conexa, fechada e acronal em M.

3.9 Dominios de Dependéncia

Definicao 3.9.1. Para A C M subconjunto acronal, definimos o dominio de dependéncia futuro

de A, as vezes chamado também de desenvolvimento de Cauchy futuro de A, como o conjunto

N toda curva causal e passado-inextensivel
D" (A)=<peM .
v :la,b) - M com y(a) = p intersecta A
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O dominio de dependéncia passado ou desenvolvimento de Cauchy passado de A, denotado por
D™ (A), se define de maneira temporalmente dual (claramente A C D*(A)). Por fim, o dominio
de dependéncia ou desenvolvimento de Cauchy de A é a unido D(A) = D*(A) U D™ (A).

Podemos interpretar D*(A) do ponto de vista da relatividade como sendo a parte do
futuro causal de A que pode ser prevista a partir de A, isto é, nenhuma particula ou raio de luz
percorrendo um caminho passado-inextensivel pode alcangar um evento em D*(A) sem antes

alcancar algum em A.

Exemplo 3.9.2. No plano de Minkowski R?, considere o segmento de reta A = {0} x [—1, 1].
Temos que D*(A) é o conjunto J~((1,0)) limitado pelo segmento de reta A (figura 3.28).
Similarmente, D~ (A) é J*((-1,0)) limitado pelo segmento de reta A. Assim, D(A) é o
diamante causal J~((1,0)) N J*((-1,0)). <

. . L. N 2
Figura 3.28: Dominio de dependéncia de {0} x [-1, 1] em IR}

(1,0)

D*(A)

_ 0,1
(0, -1 T 0, 1)

D= (A)

(_ 1 ’ O)
Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Exemplo 3.9.3. Considere os hiperplanos I1. em R}. Como sdo hipersuperficies de Cauchy,
pelo teorema 3.8.7, toda curva causal inextensivel intersecta I1., logo D*(I1,) é a regiao com
t > ce D (Il;) é aregido t < c. Assim, D(II.) = IRY. <

Este ultimo exemplo se generaliza vastamente, como mostra o préximo resultado.

Proposicao 3.9.4. Um subconjunto acronal S C M é hipersuperficie de Cauchy se e somente se
D(S)=M.

Passamos agora a comentar diversas propriedades dos dominios de dependéncia e como

tais conjuntos se relacionam com propriedades globais do espago-tempo subjacente.

Proposicao 3.9.5. Seja A C M subconjunto acronal. Temos
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(i) D*(A) NI (A) = 2.
(i) D*(A) N D~ (A) = A.
(iili) D*(A)\ A = D(A) N I*(A).

Exemplo 3.9.6. Sempre temos A € D(A), mas também podemos ter D(A) C A. Consideramos
dois exemplos deste fendmeno

(i) EmR?, considere a reta espacial A = {(0, x,0) € ]R? | x € R}. Para (¢, xo, yo) € IR%?\A.
Se yo # 0, tome y : R — IR?, com y(s) = (tg + s, X0, yo). Assim y é temporal e inextensivel
vo # 0,y nunca intersecta A, portanto (g, xo, yo) € D(A). Se yo = 0, definimos 8 : R — IR%? por

1
5(s) (|t0|s,x0,—ocos (g)), se —1<s<1
s) = T

(|tols, x0,0), se s > 1ous < —1.

Como (tg, x0, y0) € A, 19 # 0. Assim, (8'(s), B (s))1 < —t(z) + é <QO,para-1<s<le
(B'(s),B(s))1 = —t(z) < 0, para |s| > 1. Portanto 3 é temporal, inextensivel e ndo intersecta A.
Novamente, concluimos que (¢, xg,0) ¢ D(A), e entdo D(A) = A.

(i) Em R?, considere A = {(0,x) € IR% |x € Q}. Dado p = (f9,x0) € ]R% \ A, se
to =0, entdo xg € R\ Q. Definaa : R — IR% como a(s) = (s,xp). Vemos que a € temporal e
inextensivel, passando por p e evitando A, ja que (0,x¢) ¢ A. Se rgp # 0, escolha 0 < & < |fp| e
a € (xo—&,x0+¢) irracional. Defina8: R — ]R% pondo B(s) = (1 -15)(0,a) + s(tg, x9). Assim
(B'(s),B (s))1 = —t(z) +(xo—a)? < —tg + &2 < 0. Vemos que 3 é temporal, inextensivel e nio
intersecta A, logo (79, x0) ¢ D(A). <

No segundo exemplo acima vemos também que € possivel termos D(A) = @. Outra coisa
notdvel em ambos é que A = edge(A). O que concluimos em tais exemplos é na verdade uma

propriedade geral, como € verificado a seguir.
Proposicao 3.9.7. Seja A € M acronal. Temos
(i) edge(A) é um conjunto fechado. Em particular, A C edge(A) se e somente se edge(A) = A.
(ii) Se p € edge(A), entdo D*(A) N I*(p) = @.
(iii) edge(A) = A = A = D(A).
E como corolério, € possivel verificar as seguintes condi¢des em D*(A).

Corolario 3.9.8. Para A C M acronale p € D*(A), temos [~ (p)NIt(A) C D*(A)el (p)NA

(caso ndo seja vazio) é hipersuperficie C°.

Com A acronal, se uma curva causal e passado-inextensivel comegando em D*(A) sai
deste conjunto eventualmente, € de se esperar que o seu encontro com A se dd em um pardmetro
anterior ao parimetro onde a curva foi encontrada fora de D*(A), que é o afirmado no préximo

resultado.
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Proposicao 3.9.9 (Regressao). Seja A C M acronal e « : [a, b) uma curva causal e passado-
dirigida com a(a) € D*(A). Se existe s € (a,b) com a(s) ¢ D*(A), entdo existe sy € |a, s)

com a(sg) € A.

Proposicao 3.9.10. Se A C M um é subconjunto acronal e p € int(D(A)), entdo toda curva

causal, C° e inextensivel passando por p intersecta ambos I* (A) e I~ (A).

A proposic¢do acima pode falhar se p ¢ int(D(A)), como ilustra o préximo exemplo.

Exemplo 3.9.11. Em R, considere o conjunto
A={(t,x) eRi|xe(-1,1),t=0sex € (-1,0],# = —x, sex € [0, 1)}.

Claramente, A € acronal, pois cada uma dos segmentos de reta € acronal. Na figura 3.29, exibimos
A, D*(A) e I*(A), e fica claro que a geodésica luminosa inextensivel y(s) = (-s,s),s € R,

comeca no segmento luminoso de A e nunca intersecta I~ (A), com y(0) € dD(A). <

Figura 3.29: Conjuntos do exemplo 3.9.11.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Chegamos agora no nosso principal resultado para dominios de dependéncia, que é uma

das implicac¢des da equivaléncia obtida por Geroch (1970).
Teorema 3.9.12. Se A C M é acronal, entdo int(D(A)) é globalmente hiperbdlico.

Demonstragdo. Dividimos a demonstragdo em quatro etapas. Ao longo da demonstracao, fixe h
métrica Riemanniana completa em M.
Afirmacdo 1. Causalidade vale em todo ponto de int(D(A)).

De fato, suponha por contradi¢do que existe um laco causal e futuro-dirigido ndo constante
a : [0,1] — M baseado em algum ponto p € int(D(A)). A curva B : (—oo,+00) — M gerada

ao darmos infinitas voltas por « € inextensivel, pois possui dois pontos distintos que se repetem
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indefinidamente, e portanto encontra A em algum ponto. Mas pela proposic¢ao 3.9.10, g também
encontra I*(A) e I (A), o que viola a acronalidade de A.
Afirmagdo 2. Causalidade forte vale em todo ponto de int(D(A)).

Por contradi¢do novamente, suponha que causalidade forte falha em algum ponto
p € int(D(A)). Entdo existe vizinhanca aberta U de p, que podemos assumir contida em
D*(A), e uma sequéncia de curvas causais e passado-dirigidas y; : [0, 1] — M com extremos
em U, y;(0),yx(1) — p e com cada Imy; ¢ U. Estendendo cada y; de maneira causal e
inextensivel para além de 1 e reparametrizando por h-comprimento de arco, ganhamos uma
sequéncia de curvas causais e passado-inextensiveis ¥, : [0,+00) — M tal que ¥,(0) — p
e com uma sequéncia {tx} de (0, +co0) com ¥, (#x) — p. Aplicando o lema da curva limite
(teorema 3.4.13), temos ¥ : [0, +c0) — M curva C°, causal e passado-dirigida com %(0) = p
e ¥, — ¥ uniformemente em compactos (a menos de subsequéncia). Suponha que {#;} €
limitada superiormente. A menos de subsequéncia, podemos assumir t; — #o > 0 (pois cada ¥,
possui um ponto fora de U em [0, x]), e por convergéncia uniforme temos ¥, (tx) — ¥(to), logo
¥(0) = y(t9) = p, o que viola a causalidade de int(D(A)). Logo {;} ¢é ilimitada e podemos
assumir ¢ — +oo. Pela proposicao 3.9.10, ¥ intersecta /= (A) em um ponto ¢ = ¥(sp). Sejaa € A
com ¥(s¢) < a.Repetimos o argumento via curva limite para as curvas inversas S : [0, 1] —» M
dadas por B¢ () = yr (1 —t), que sdo causais e futuro-dirigidas. Para k suficientemente grande,
tx > to, logo existe uma sequéncia {34} de (0, 1) com B¢ (5x) = v« (1 =3%) = ¥, (s0) — ¢. Como
nas curvas anteriores, coloque 3, extensio e 8 do lema da curva limite. Ponha {s;} sequéncia
em [0, +o0) com B, (sx) = Bx (3x). Novamente, se {s;} € limitada temos uma contradi¢do com a
causalidade de int(D(A)), entdo assumimos s; — +oco. Com f futuro-inextensivel ela intersecta
I*(A) em um ponto ¢’ = B(b), logo existe a’ € A com @’ < ¢’. Mas com B, (b) — ¢’ e
By (sk) — q, para s; > b e k suficientemente grande, B, (b) < B, (sx), implicando em ¢’ < a,
o que viola a acronalidade de A.

Afirmacdo 3. Se p,q € int(D(A)) e p < q, entdo J*(p) NJ (q) C int(D(A)).

Como p, g € int(D(A)), escolha p~,g* € D(A) com p~ < pe g < ¢g*. Pelo argumento
variacional usual, temos J*(p) NJ (g) € I"(p7) NI~ (g*) = V. Sendo aberto, se V C D(A),
imediatamente V C int(D(A)). Entdo suponha que exista x € V \ D(A). Considere g* e 8~
curvas futuro e passado-inextensiveis, respectivamente, comeg¢ando em x que ndo intersectam A, e
também curvas a* temporal e passado-dirigida de ¢g* a x, @~ temporal e futuro-dirigida de p~ a x.
Observe que se p~ € D*(A), como p~ < g* e g* € D(A) segue que ¢g* € D*(A) (figura 3.30).
Entao B~ x a* € causal e passado-inextensivel comeg¢ando em ¢g*, que encontra A, portanto a™*
encontra A, entdo x € I~ (A), implicando em p~ € I”(A), mas assim p~ € I (A)ND*(A) = 2,
um absurdo, e devemos ter p~ € D™ (A). Analogamente, g* € D*(A), logo as curvas a* e a~
ambas encontram A, violando acronalidade.

Afirmagdo 4. Para p,q € int(D(A)) com p < ¢, entdo J*(p) NJ ™ (q) é compacto.
Seja {x;} uma sequéncia em J*(p) N J~(q). Seja ay : [0,+c0) — M uma sequéncia

de curvas causais futuro-inextensiveis parametrizadas por comprimento de arco tais que, para
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Figura 3.30: Se p,qg € D(A), p € D¥(A) e p < g, caso g ¢ D*(A),
entdo g € D™ (A) e a contradi¢do com a acronalidade de A estd esquemati-
zada na figura, onde S € passado-inextensivel e y futuro-inextensivel, e a
curva tracilhada € temporal.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

sequéncias {s;}, {5x} em [0, +c0) com s; < 5i, tem-se @ (0) = p, ax(sr) = xx e a(sk) = q,
para todo k € N. Similarmente, considere {8;} com By : [0,+c0) — M sequéncia de curvas
causais passado-inextensiveis parametrizadas por comprimento de arco tais que, para sequéncias
{ar}e{ar} em [0, +c0) com ay < ag, tem-se Br(0) = g, Bi(ar) = xx e Bx(ax) = p. Aplicamos
o lema da curva limite como feito anteriormente para @, 8 : [0, +c0) — M curvas limite de {ay}
e {Br} respectivamente, com « futuro-inextensivel e 8 passado-inextensivel e com convergéncia
uniforme em compactos (a menos de subsequéncia). Analisamos agora as vdrias possibilidades
para as sequéncias definidas acima.

Caso ambas {s } € {ay} sejam ilimitadas superiormente, assumimos ag, sy — +oo0. Temos
a (so) € I"(A) e B (ag) € I (A) para certos parAmetros sg, ag € [0, +00). Como ay (sg) — a(so)
e Bi(ap) — B(ap), se k é suficientemente grande temos ay (sg) € IT(A), Bx(ap) € I (A), para
Sk > So € ax > ag. Assim, para k grande, x; = By (ax) < Br (ag) € I"(A) = xx € I (A).
Analogamente x; € I*(A), violando acronalidade de A. Portanto uma das sequéncias € limitada
superiormente, digamos {ay}, sendo o outro caso andlogo. Como usual, podemos assumir
ax — a, de modo que x; = Bi(ax) — B(a) = xg. Temos portanto xy < ¢g. Se {sx} também &
limitada superiormente, assumimos sz — s, implicando x; = ax(sx) — a(s) = xo, logo p < xg
mostrando xo € J*(p) N J~(g), provando o desejado neste caso.

Resta analisar o caso de {s;} ser ilimitada, e novamente assumimos s; — +oco. Primeira-
mente, afirmamos que isto implica em xg € D*(A) e ¢ € D*(A) \ A. De fato, caso xo ¢ D*(A),
existe uma curva causal passado-inextensivel n comecando em x( que ndo intersecta A. Agora,
vimos anteriormente que para k suficientemente grande, x; = ax(sx) € IT(A), e x; < g, logo
q € I"(A). Portanto g € D(A) N I*(A) = D*(A) \ A. Escolha ¢* € I"(g) N D(A), tal que
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q* € D*(A) \ A também. Entdo xo < ¢*, e podemos tomar uma curva ¢ temporal passado-
dirigida de ¢* até x(. A concatenagdo n = { precisa entdo intersectar A, logo ¢ o faz, implicando
xo € I"(A), e assim para k grande temos x; € I"(A) NI~ (A), novamente violando acronalidade.
Isto estabelece que xg € D*(A). Para a segunda afirmagao, escolha {7y, } sequéncia de curvas da
forma yy : [0,+c0) — M, causais passado-inextensiveis e parametrizadas por comprimento de
arco tais que yx (0) = x¢, yx(cx) = p, para alguma sequéncia {c; } em [0, +00) tal que yi|[0,¢;]
¢ uma reparametrizac@o de S|4, .a,]- Aplicando mais uma vez o lema da curva limite para tal
sequéncia, obtemos y : [0, +00) — M curva causal, C° e passado-inextensivel, com y(0) = xo.
Novamente, caso {c} seja limitada superiormente, podemos assumir c; — ¢, implicando em
vi(cr) = v(c) = p.Ouseja, p < xgeoresultado segue. Verificamos entdo o caso ilimitado, com
cx — +o0. A curvay * 8[0,4] € passado-inextensivel e comeca em g € int(D(A)), logo intersecta
I~ (A). Mas f][o,q] ndo a faz pois terfamos xo € D*(A) N1~ (A) = @, entdo y intersecta I~ (A),
isto é, existe ¢ € (0, +o0) tal que y(cg) € I"(A). Portanto, para k grande o suficiente, cx > cg e
p =7vi(ck) < vi(co) € I"(A). Em particular, p € I"(A) N D(A) = D™ (A) \ A. Pela afirmacio
3, J*(p) nJ (¢g) C int(D(A)), logo em particular x; € int(D(A)), e podemos assumir que
xx € I"(A)ND(A) = D*(A) \ A. Uma vez que as curvas y; saem de D*(A) no segmento [0, ¢ ]
(equivalentemente as B saem em [ay, ay|), pela proposi¢ao 3.9.9, existem sequéncias {ey }, {dx }
em (0,+0c0) com 0 < dy < cg,ay < ey < ay, tais que yx(dy) = Br(er) € A. Se {ex} e {di} sdo
ilimitadas superiormente, entdo eventualmente v (dy), Bk (ex) € I~ (A), violando acronalidade.
Portanto podemos assumir ey — e,d; — d, logo Bi(er) = vi(dy) — y(d) = B(e) = yo, e
temos p < yog < xo. Em particular, p < xo < g, portanto xo € J*(p) N J (g), mostrando a

compacidade. [

Observacao 3.9.13. Na primeira afirma¢ao da demonstragdo do teorema acima, o resultado é
em geral falso para pontos em D(A). Por exemplo, considere o cilindro do exemplo 3.5.2, e a
imagem de uma geodésica luminosa como conjunto A. Neste caso A € acronal, D(A) = A, mas

causalidade € violada em todo ponto de A.

Uma vez que, na existéncia de hipersuperficie de Cauchy, M = D(S) (proposi¢ido 3.9.4),

¢ imediato deste teorema:

Corolario 3.9.14. Um espaco-tempo M que possui uma hipersuperficie de Cauchy é globalmente

hiperbdlico.

Em particular, os espagos-tempos de Minkowski IR} sdo todos globalmente hiperbdlicos.
Finalizamos esta se¢cdo com mais alguns resultados sobre dominios de dependéncia que

serdo importantes para mais adiante.

Proposiciao 3.9.15. Se A C M é acronal e p € int(D(A)) \ I"(A), entdo J-(p) N D*(A) é

compacto.
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Alguns autores definem dominios de dependéncia por meio de curvas temporais ao
invés de curvas casuais (por exemplo, Penrose (1972) e Geroch (1970)). A préxima proposi¢ao

relaciona as duas defini¢cdes, que também terd importancia em outros contextos.

Proposicao 3.9.16. Seja A C M acronal. Defina

TH(A) = {p eEM

toda curva temporal e passado-inextensivel }

v :la,b) - M comy(a) = p intersecta A
Entdo D*(A) é denso em T*(A) (i.e. D*(A) C T*(A) € D*(A)). Também, T*(A) é fechado se

e somente se A ¢é fechado, e neste caso T*(A) = D*(A).

3.10 Horizontes de Cauchy

A fronteira dos dominios de dependéncia desempenho um papel especial para a causalidade,

que passamos agora a estudar.

Definicao 3.10.1. Seja A C M acronal. O horizonte futuro de Cauchy para A é o conjunto

H*(A) dos pontos de D*(A) cujo futuro cronolégico ndo intersecta D*(A), ou seja,
H*(A) = D*(A)\ I"(D*(A)) ={p € D*(A) | I"(p) N D*(A) = o}.

Dualmente, definimos o horizonte passado de Cauchy H™(A), e o horizonte de Cauchy é a unido
H(A) =H"(A)UH (A).

Em termos relativisticos, H*(A) representa o limite da regido do espago-tempo controlada

por dados de A. Assim, se H*(A) = @, o futuro de A ndo pode ser todo previsto a partir de A.

Exemplo 3.10.2. (i) Para A = {0} x [-1,1] em IE&%, de acordo com D*(A) obtido no exemplo
3.9.2, vemos neste caso que H*(A) é dD*(A) \ ({0} x (=1, 1)), e o andlogo para H (A), de
forma que H(A) = dD(A) (figura 3.31).

(ii) Tome Considere o “disco racional” A = {(0,x, y) € R? |x,y € Q,x*+y* <1} C IR%%.
Similar a andlise feita no exemplo 3.9.6, temos D*(A) = A, portanto

DY (A NI (D*(A) =" (A)NA=0

e DT (A)=A={(0,x,y) € IR{? :x2+y2 < 1}. Assim, H*(A) = A. Similarmente, H~(A) = A,
portanto H(A) = A. <

Estes exemplos ilustram propriedades bastante gerais dos horizontes de Cauchy, que

listamos na préxima proposicao.

Proposicao 3.10.3. Seja A € M acronal. Temos
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Figura 3.31: Horizontes para A = {0} x [-1, 1].

H*(A)

(1,0)

(0,-1 (0,1)

(_ 1 > O)
H™(A)
Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

(i) H*(A) sdo acronais e fechados.
(ii) ID*(A) = H*(A) U A.
(iii) edge(H*(A)) C edge(A), com igualdade se A é fechado.

(iv) 0D(A) = H(A).
Se A nao for fechado, a outra inclusio no item (iii) pode falhar.

Exemplo 3.10.4. (i) Em R’, considere o disco A; = {(0,x,y) € IR{% |x% +y% < 1}, que
ndo é fechado. Vemos que H*(A;) é o cone {t = 1 — \/m,t > 0}, mas ainda assim
edge(A) = edge(H*(A})).

(ii) Em IR? vimos que para o disco racional A, = {(x, y,0) € Q*|x?+y? < 1}, que ndo é
um conjunto fechado, temos edge(As) = A, = H*(A>), assim edge(H* (A»)) ¢ o circulo unitdrio
e edge(Aj) ¢ edge(H*(Ap)). <

Estes dois exemplo também mostram que H*(A) nio precisa ser hipersuperficie C°.
Porém, ao removermos edge(A1) no exemplo (i), obtemos um cone que é hipersuperficie C°,

que na verdade € algo geral.

Corolario 3.10.5. Para A C M acronal, o conjunto H*(A) \ edge(A) é hipersuperficie C°

acronal. Ainda, se A é hipersuperficie C° fechada, entdo H*(A) também o é.

O préximo resultado € um andlogo do teorema 3.7.14 para horizontes.
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Teorema 3.10.6. Seja A C M acronal. Para cada p € H"(A) \ edge(A) existe uma geodésica
luminosa e passado-dirigida comecando em p e contida em H* (A), que, ou é passado-inextensivel,

ou termina em edge(A).

A geodésica luminosa y comegando em H*(A) \ edge(A) e contida em H*(A) obtida no

teorema acima é chamada de gerador geodésico de H*(A).

Definicao 3.10.7. Um subconjunto A C€ M acronal é dito ser hipersuperficie de Cauchy futura
se J*(A) € D*(A) (implicando em J*(A) = D*(A)). Uma hipersuperficie de Cauchy passada é

definida de maneira temporalmente dual.

Associado a hipersuperficies de Cauchy futuras ou passadas, temos os seguintes resultados.

Teorema 3.10.8. A C M acronal é hipersuperficie de Cauchy futura se e somente se H" (A) = @.

Em caso afirmativo, também A é hipersuperficie C° fechada.

Corolario 3.10.9. Seja A C M subconjunto acronal ndo vazio. Sdo equivalentes:
(i) A é hipersuperficie de Cauchy;
(ii) A é hipersuperficie de Cauchy futura e passada;

(iii) H(A) = .

Um espacgo-tempo pode ter distintas hipersuperficies de Cauchy passadas e futuras e ainda
nao possuir hipersuperficies de Cauchy. Ainda, mesmo se for globalmente hiperbdlico, uma
podemos ter hipersuperficies de Cauchy futuras (ou passadas) sem que elas sejam hipersuperficies

de Cauchy. Ilustramos estas possibilidades no préximo exemplo.

Exemplo 3.10.10. (i) Considere o plano de Minkowski sem a origem IR%% \ {(0,0)}. Os conjuntos
*={(xl,x) € IR%% | x € R} sdo, respectivamente, hipersuperficies de Cauchy futura e passada.
Mas, como visto no exemplo 3.8.17, este espaco-tempo nao admite hipersuperficies de Cauchy.
(i) Em R?, tome as hipérboles A* = {(r,x) € IR{% it = im}. Apesar de IE@% ser
globalmente hiperbdlico, A* é uma hipersuperficie de Cauchy futura, mas nao € hipersuperficie
de Cauchy passada (sendo a situagc@o dual no caso de A™). Para ver isto, considere a curva
v(s) = (sinh(s), cosh(s)). Tal curva é temporal e futuro-inextensivel, estd em J~(A*) mas nunca
intersecta A*, logo J~(A*) ¢ D™ (A"). <

Teorema 3.10.11. Seja A C M hipersuperficie C°, acronal e fechada. Se vale alguma das

seguintes condigcoes

(i) M é globalmente hiperbolico e A é compacta; ou

(ii) A ¢é acausal (portanto hipersuperficie de Cauchy parcial) e toda geodésica luminosa

inextensivel intersecta A;
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Entdao A é uma hipersuperficie de Cauchy.

Utilizando os horizontes de Cauchy, conseguimos mostrar alguns resultados a respeito da

relacdo entre D(A) e seu interior.

Lema 3.10.12. Se A C M ¢é um conjunto acronal, entdo A C int(D(A)) se e somente se D(A)

é aberto. Em caso afirmativo, A é uma hipersuperficie C°.

Demonstragdo. A dire¢do (<) € imediata. Para (=) com A acronal contido em int(D(A)),
primeiramente mostramos que A é hipersuperficie C°. De fato, suponha que exista p €
A Nedge(A). Assim, existe uma curva « : [0, 1] — M temporal inteiramente contida no aberto
int(D(A)) com a(0) < p < a(1). que ndo intersecta A. Por acronalidade, a(1) € D*(A). Mas
entdo, estendendo @ de maneira temporal e inextensivel para além de «/(0), por acronalidade
tal curva intersecta A fora de a, e neste caso teremos p € I*(A), novamente contradizendo a
acronalidade.

Agora, para mostrar que D (A) € aberto, € suficiente mostrar D(A) N dD(A) = @. Mas
0D (A) = H(A). Mostramos entdo que D(A) N H*(A) = @, sendo o outro caso andlogo.

Como A C int(D(A)), certamente ANH*(A) = @. Agora, seexistisse p € D(A)NH*(A),
caso p € D7 (A) \ A, entdo p € I"(A), de forma que p € I"(A) N H*(A), um absurdo. Assim,
p € (D*(A)\ A) N H*(A). Neste caso p € I*(A), e em particular p ¢ edge(A). Considerando
um gerador geodésico y : [0,b) — M de H*(A) comegando em p, (cf. teorema 3.10.6) se
v for passado-inextensivel, tal curva intersecta A, logo intersectando int(D(A)), um absurdo.
Portanto y e extensivel em b para um ponto em edge(A). Temos entao que o segmento y ([0, b])
estd em H*(A) e ndo intersecta A. Logo y([0,b]) \ (D*(A) \ A) C I*(A), e em particular
v(b) € edge(A) N I*(A), violando a acronalidade de A. Estd ultima violagdo mostra que
D(A)NH*(A) = 2. [ ]

Proposicio 3.10.13. Se A C M é uma hipersuperficie C° acausal, entdo D(A) é aberto (e

portanto globalmente hiperbdlico).

Demonstragdo. Pelo lema 3.10.12, precisamos apenas provar que A C int(D(A)), e portanto,
como no lema anterior, € suficiente mostrar que A N H(A) = @. Como sempre mostramos
AN H*(A) = @, o outro caso sendo andlogo.

Se existe p € AN H*(A), como em particular A é hipersuperficie C° acronal, A N
edge(A) = @, logo existe uma vizinhanga aberta U de p tal que toda curva temporal de I~ (p, U)
al*(p,U),intersecta A. Para p* € I*(p,U),pondo V = I~ (p*,U)NI*(p~,U), V é vizinhanga
aberta de p. Por acronalidade, VN A =V N .71, e também V N edge(A) = @. Em particular
p € H*(A) \ edge(A), logo novamente consideramos um gerador geodésico y : [0,b) —» M
de H*(A) comecgando em p. Para ¢ > 0 tal que y([0,&]) € H*(A)NV.Como p € A, a
acausalidade de A implica que y(&) ¢ A, implicado por sua vez, pelas igualdades anteriores,

y(g) ¢ A. Assim, para W vizinhanca aberta de y(g) com W N A = @, fixe g € I (y(g), W).
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Como y(&) € D*(A), existe ¢" € I'"(q, W)ND*(A), e isto implicaem g € D" (A)\ A C I"(A).

Porém, g < p, e temos uma contradi¢cdo com a acronalidade de A. [ |

Se A é apenas um conjunto acausal, ou se for hipersuperficie C° acronal, o resultado

obtido acima pode falhar, como ilustra o préximo exemplo.

Exemplo 3.10.14. (i) Para A = {0} x [-1,1] C IR%%, tal conjunto € acausal mas ndo € hipersuper-
ficie C?, pois edge(A) N A = {(0, 1), (0, 1)}, e neste caso, D(A) é o diamante causal como visto
no exemplo 3.9.2, que ndo € aberto.

(ii) Para A como visto no exemplo 3.9.11,
A={(t,x) eR¥|xe (-1,1),t=0sex € (=1,0],t = —x, sex € [0, 1)},

A é hipersuperficie C° acronal, mas como observado no exemplo mencionado, D (A) N D(A) #

@, e também ndo € aberto. <

3.11 Horismos

Exploramos uma udltima estrutura associada a causalidade de interesse para os teoremas

de singularidade.

Definicao 3.11.1. O horismos futuro de um conjunto S C M é o conjunto E*(S) = J*(S)\I*(S).

O horismos passado ¢é definido de maneira temporalmente dual.

Listamos algumas propriedades simples para o horismos

(1) E*(S) = J*(S) N AJ*(S) : JH(S) N AJ*(S) = JH(S) N (J*(S) \ int(J*(S))) = J*(S) N
(J*(S) \ IT(S)) = J*(S) \ I*(S) = E*(S). Em particular, E*(S) C 8J*(S) = dI*(S) e

E™*(S) é acronal.

(2) Se S éacronal, SN I*(S) =@, logo S C E*(S).

(3) E*(S) C J*(S),1ogo E*(S) C J*(S) = I*(S), entdo I* (E*(S)) C I*(I*(S)) = I*(I*(S)) =
I*(S).

Para hipersuperficies C? acronais e fechadas, o horismos nio traz nenhuma novidade.

Proposicdo 3.11.2. Se A é uma hipersuperficie C° acronal e fechada, entdo E*(A) = A.

Demonstragdo. Fazemos o caso E*(A), sendo o outro andlogo. Como A é acronal, sempre
vale A C E*(A). Por outro lado, suponha que exista p € E*(A) \ A. Sejay : [0,a] - M
geodésica luminosa passado-dirigida com y(0) = p, y(a) € A, e escolha ty € (0, a] tal que
v(t) € EY(A)\ Aset < tge y(ty) € A. Como y é em particular um segmento do gerador
geodésico de J*(A), temos y(ty) € edge(A) pela proposicdo 3.7.14, porém edge(A) = @ neste

caso, e temos uma contradicao. [ |
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Lema 3.11.3. Se A é um conjunto fechado e acronal em um espaco-tempo M qualquer, entdo

vale
HY'(E+(A)) C HY(8J*(A)).

Demonstragdo. Suponha que exista p € H*(E*(A)) \ H*(8J*(A)). Como E*(A) C 8J*(A),
obtemos D*(E*(A)) € D*(dJ*(A)), e portanto p estd neste Gltimo conjunto, logo temos
p € I (D*(0J*(A))) e ainterse¢do I"(p) N D*(0J*(A)) é ndo vazia. Fixe um ponto ¢ desta
intersec¢do, e seja ¢’ com p < ¢’ < g. Como I*(p) N D*(E*(A)) = @, ¢’ ¢ D*(E*(A)).
Agora, com p € D*(E*(A)) e p < ¢, temos

q' € I'(D*(E*(A))) = I"(D*(E*(A))) C I"(D*(J*(A))) S I"(A) € I"(3J7(A)),
e também, como g € D*(dJ*(A)),
g € I (D*(8J"(A))) NI (0J(A)) € D*(8J7(A)),

portanto ¢’ € D*(dJ*(A)), mostrando que ¢’ € I"(p) N I (g) € D*(8J7(A)). Em particular,
o interior de D*(dJ*(A)) € nido vazio.

Agora, seja y uma curva causal passado-inextensivel comecando em algum ¢’ como
anteriormente, que nio encontra E+(A). Tal curva intersecta dJ*(A) em um ponto y(f9) =
r € 8J*(A) \ E*(A). Seja B o gerador de r em 8J*(A) (cf. teorema 3.7.14). Entdo B é
passado-inextensivel ou intersecta A. Mostramos que hd uma contradi¢do em qualquer caso.

e Bintersecta A. Neste caso Im 3 C J*(A) e portanto r € J*(A) N dJ*(A) = E*(A) C E*(A),
uma contradi¢do com a escolha de vy.

® 3 é passado-inextensivel (e nao intersecta A). Neste caso podemos assumir 8 C dJ7(A).
A concatenag@o de y|[o) com £ € uma curva causal passado-inextensivel comeg¢ando em
q’ € int(D*(dJ*(A))). Pelo teorema 3.9.10 tal curva intersecta I~ (0J*(A)). Porém a imagem de
toda a curva estd em J*(9J*(A)), que ndo intersecta I~ (dJ(A)) pela acronalidade de dJ*(A),

e temos uma contradicao. [ |

Proposicao 3.11.4. Seja A um subconjunto fechado e acronal de um espaco-tempo (M, g)

fortemente causal. Entdo H*(E*(A)) é ndo compacto ou vazio.

Demonstragcdao. Suponha que H +(M) nao € vazio mas é compacto. Como M ¢ fortemente
causal, podemos cobrir H+(m) por uma colecao finita Uy, . . ., Uy de abertos causalmente
convexos e pré-compactos e distintos.

Escolha p; € H*(E*(A)). Reorganizando os indices, podemos assumir p; € Uj.
Pelo lema 3.11.3, H*(E*(A)) € H*(8J*(A)), portanto, dado g; € I*(py,U,), temos q| ¢
D*(8J*(A)), mas como p; € D+(E*(A)) = T*(E*(A)) (ver proposi¢do 3.9.16), segue que
q1 € I*(E*(A)) C I*(A).

Escolha agora @ : [0, b) — M curva causal e passado-inextensivel comecando em ¢ e

nao intersectando dJ*(A), que pelo teorema 3.8.6 pode ser assumida temporal. Em particular,



129

como g; € I'"(A), a; ndo sai de I"(A). Mas sendo U; pré-compacto, a; sai de U; eventualmente,
e ao sair ndo pode retornar a U; por ser também causalmente convexo. Seja t; € (0, b) tal
que a;(t) ¢ Uy, e B1 : [t1,s1] — M curva temporal passado-dirigida com B1(¢;) = a;(t1) e
Bi(s1) € A,

Para a concatenacdo y; = B * ail[o4,], que € temporal, uma vez que A C E*(A) C
D*(E*(A)) e q1 ¢ D*(E*(A)), v, intersecta dD*(E*(A)) = H*(E*(A)) U E*(A) em algum
ponto ps. Se p, € E*(A), Isto contradiz sua acronalidade, pois 81(s;) € A C E+(A). Assim,

p2 € H*(M) (observe que p; nao € um ponto no segmento ap, pois nenhum tal estd em
m = T*(0J*(A))). Uma vez que y; ndo retorna para U;, podemos reorganizar a
cobertura e assumir py € U, # U;. Escolha gy > Otal que s; — &1 > 11 ¢ B1([s1 —é€1,51]) C Us.
Para g; = y1(s1 — &1) = B1(s1 — &1), de forma que g2 € I"(p2, U2).

Para finalizar, seguimos este argumento indutivamente, obtendo curvas causais y;|[, s,
para todo i € N. Como h4d um numero finito de coberturas, eventualmente a concatenacdo destas

curvas retorna para Uy, contradizendo a convexidade causal de tal aberto. [

Definicao 3.11.5. Um conjunto acronal A C M é dito ser futuro-aprisionado? se seu horismos
E*(A) for compacto. Conjuntos passado-aprisionados sdo definidos de maneira temporalmente
dual.

Lema 3.11.6. Se A C M é um conjunto futuro-aprisionado, entiio E*(A) = E*(A).

Demonstragdo. Sempre vale E*(A) C E*(A). Por outro lado, uma vez que E*(A) é compacto
e A é acronal, temos A C E*(A), logo dado p € E*(A), ou temos p € A e portanto p € E*(A),
ou entdo existe r € A tal que r < p. Mas entfio existe 7’ € A tal que 7’ < r < p, logo p € J*(A),
e como I*(A) = I (A), segue que p € J*(A) \ I*(A) = E*(A). [

Lema 3.11.7. Seja (M, g) um espaco-tempo n-dimensional fortemente causal e A C M futuro-
aprisionado. Para X € X(M) campo vetorial completo, temporal e futuro-dirigido, existe

p € E*(A) tal que a curva integral maximal de X comecando em p que ndo intersecta
H*(E*(A)).

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que A € fechado pelo lema anterior.
Se H*(E*(A)) = @, ndo hd nada a fazer. Suponha entdo que tal conjunto néo € vazio, e
logo ndo é compacto pela proposi¢ao 3.11.4. Assuma que o resultado seja falso, isto €, para todo
p € E*(A) a curva integral maximal comec¢ando em p intersecta H (E*(A)).
O argumento aqui € similar ao realizado no teorema 3.8.12. Seja ® : M x R — M fluxo

de X. Como dJ*(A) é hipersuperficie C° fechada e acronal, a restricio

by = cI)l&]*(A)XIR : 8J+(A) XR—>M

3Nao confundir conjuntos futuro-aprisionados com curvas futuro-aprisionadas. Em inglés ¢ comum usar os termos
Sfuture-imprisoned para curvas e future-trapped para conjuntos, que se traduzem em portugués da mesma maneira.
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é uma funcio continua entre variedades C° de dimensdo 7 e é injetora. Por invariincia de dominio,
W =Im @ € aberto em M e @ é homeomorfismo com sua imagem. Como estamos assumindo
falsa a conclusdo, H"(E*(A)) C W, ou seja, para cada p € ET(A), existe h(p) € R tal que a
curva integral @, : R — M de X em p intersecta H*(E*(A)) em «,(h(p)) = o(p, h(p)).
Sendo H*(E*(A)) acronal e @, temporal, tal 4(p) estd unicamente definido.

Afirmamos que & : ET(A) — R € continua. De fato, assuma que nao seja. Entdo existe
uma sequéncia {py} de E*(A) convergindo para p € E*(A) mas com {h(py)} ndo convergindo
para h(p). Mas entdo, existe £ > 0 tal que, a menos de subsequéncia, h(py) ¢ (h(p)—&, h(p)+e).
Analisamos o caso h(py) > h(p) + €, sendo o outro andlogo. Pela continuidade de @ relacao

de cronologia ser aberta, para k € N grande o suficiente, temos

Dy(p, h(p)) < @o(pr, h(p) +&) < @o(pi, h(pk)),

o que viola a acronalidade de H*(E*(A)). Portanto & é continua. Com isto, vemos que a fungio
&:p € ET(A) > Do(p, h(p)) € H'(E*(A))

estd bem definida e € continua. A acronalidade de E*(A) implica em & ser injetora, ¢ como toda
curva temporal inextensivel comegcando em H*(E*(A)) intersecta E*(A), sendo este conjunto
fechado (proposi¢do 3.9.16), temos que ¢ € bijetora.

Por fim, vemos que estd bem definida a funcdo
p =m0 (5 )l ay : HY(E*(A)) — E*(A),

onde 7y € a projecao candnica M X R — M. Vemos que p € continua em relacdo as topologias
de subespaco, e por construgdo € bijetora. Um cdlculo direto mostra que & e p sdo inversas.
Assim, E*(A) e H*(E*(A)) sao homeomorfos, um absurdo, sendo um conjunto compacto € o

outro nao. [ |

Corolario 3.11.8. Seja (M, g) um espaco-tempo fortemente causal. Se A é futuro-aprisionado,

entdo existe uma curva temporal futuro-inextensivel inteiramente contida em D*(E*(A)).

Demonstragdo. Pelo lema 3.11.7, existe p € E*(A) e curva temporal futuro-dirigida inexten-
sivel @ : R — M comecando em p que ndo intersecta H*(E*(A)). Agora, 0D*(E*(A)) =
H*(E*(A))UE™*(A), logo pelas hipdteses de @ e como E*(A) é acronale E*(A) € D*(E*(A)),
tal curva comeca neste tltimo conjunto e para parametros ¢ > 0 nunca encontra sua fronteira.
Também, a(t) € I"(E*(A)) parat > 0, logo a(t) ¢ D" (E*(A)). Vemos entdo que a dnica

possibilidade para @[ +c0) € estar em DT (E™(A)), e tal curva € a desejada. [

Proposicao 3.11.9. Nao existem conjuntos acronais aprisionados em um espacos-tempos glo-

balmente hiperbolicos que ndo possui hipersuperficies de Cauchy compactas.
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Demonstragdo. Seja (M, g) um tal espaco-tempo, e por contradi¢do assuma que existe A C M
acronal e futuro-aprisionado. Uma vez que A C E*(A) = E *(A), este dltimo compacto, temos
que A € pré-compacto, assim podemos assumir que A é compacto. Sendo M globalmente
hiperbdlico e A compacto, J*(A) é fechado, logo E*(A) = dJ*(A), e portanto E*(A) é
hipersuperficie C° acronal compacta.

Seja X hipersuperficie de Cauchy em M, que é ndo compacta por hipdtese. Para a
Py : M — X aretracdo construida na demonstracio do teorema 3.8.12, o coroldrio 3.8.13 mostra

que a restricdo ps|g+(a) € homeomorfismo, um absurdo, sendo E*(A) compacto e X néo. [ |

3.12 Exemplos de Espacos-tempos e Causalidade

Com todas as diversas técnicas comentadas e desenvolvidas ao longo deste capitulo,

podemos estudar exemplos concretos de espacos-tempos mais elaborados.

3.12.1 Robertson-Walker

Seja (N, h) uma variedade Riemanniana completa e conexa, e considere f : (a,b) —
(0, +c0) fungdo suave. Como visto no capitulo 1, o espaco-tempo de Robertson-Walker

(generalizado) € o produto torcido
(M, g) = ((a,b) x N,—di* & f*h).

Sendo N conexa, M é conexa, e escolhendo o campo vetorial candnico d/dt junto com o campo
vetorial nulo em N, vemos que (M, g) € um espago-tempo de dimensdo dim N + 1. A condicao

de causalidade para esta classe de espacos-tempos € a melhor possivel de todas as definidas aqui.

Teorema 3.12.1. O espaco-tempo de Robertson-Walker é globalmente hiperbélico. Mais ainda,
para qualquer to € (a, b), a subvariedade espacial {to} X N é uma hipersuperficie de Cauchy
em (M, g).

Demonstragdo. O primeiro passo € verificar que (M, g) é fortemente causal. Fixe p = (¢, xo) €
(a,b) x N = M. Seja U vizinhanca aberta de p, e considere £y > 0 e AV aberto contendo xg
tal que [t — &9, o + £9] X N C U. Ponha ¢ = minse[sy-eq.ro+e] S (£) > 0 € escolha r > 0 tal que

B (x0) € N. Seja0 < & < g tal que 2& < cr. Definindo V = (fg — &, 19 + &) X Bﬁlh (xo) C
[to — €0, 10 + €0] X N € U. Dado y : [0, 1] — M curva causal com y(0), y(1) € V, escrevendo
v(A) = (t(1),a(d)), temos 1(0),7(1) € (t9p — &,tp + €) e a(0),a(l) € th(xo). Sendo vy
passado ou futuro-dirigida, € facil ver que Im¢ C (#p — €, 10 + €). Se existe 4g € (0, 1) tal que
a(dg) ¢ B (xq). Assim,

Lp(alj0,0]) = dn(a(do), a(0)) = r,
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portanto
0> g(y' (1,7 (D) =—1'(1)*+ f(1())*h(a (1), &' (1)),

implicando em

()
f@)

Mas t(1) € (tg — &,t9 + €), para todo A € [0, 1], logo temos

()
o

Vh(@'(2),a' () <

Vh(a'(A),a’ (1)) <

por sua vez implicando em

t(l) t(O) cr
r < Ly(aljo)) < i
c c
um absurdo. Isto mostra que Ima C Bf’” (x0), por fim implicando em Imy C V C U.

Agora, seja p,g € M,com g < p e q = (t1,x1), p = (t2,x2). Queremos mostrar que
Jy(p) nJy,(q) = D(q,p) é compacto. Mostramos primeiro que tal conjunto estd contido
em um compacto. Fixe r = (¢,,x,) € J;,(p) N J},(q) e sejay : [0,1] — M curva causal e
futuro-dirigida de ¢ até p e passando por r. Pondo y (1) = (#(2), @(4)), temos t; < t(4) < 17,
A € [0, 1]. Em particular, para 1y € [0, 1] tal que (1g) = t,, @(1p) = x,. De maneira similar aos
célculos realizados para mostrar que M € fortemente causal, obtemos, para ¢’ = minsey, 4,1 f (1),

Hh—1
dn(x1,x) < Ly(e) < =——— = r

ou seja, D(g, p) € [t1, 2] X BY (x1).

Pela andlise acima, precisamos apenas mostrar que D(q, p) é fechado. Suponha por
contradicdo que D (g, p) ndo o seja, e escolha py = (79, x9) € D(q,p) \ D(q, p). Dado {pi}
sequénciaem D(q, p) convergindo para p( e uma sequéncia de curvas causais yy : [0, +o0) — M
futuro-inextensiveis parametrizadas por comprimento de arco em relagdo a alguma métrica
Riemanniana completa em M, com cada uma comecando em ¢ e passando por py e p. Pondo
vi(Ax) = pe, Ye(ux) = p, Ak < g, € também 7y (1x) — po. Pelo teorema da curva limite,
existe y : [0,+00) — M curva causal e futuro-inextensivel comec¢ando em ¢, tal que, a menos
de subsequéncia, {y;} converge uniformemente em compactos para y, com respeito a métrica
completa auxiliar em M.

Suponha que {u} € limitada, implicando em {1;} também ser, logo podemos assim
assumir ambas convergentes, Ay — Ao € ux — po, Ao < uo. Temos portanto yi(Ax) —
v(Ao) = po e y(uo) = p, implicando em pg € D(q, p) contradizendo sua escolha na hipétese de
contradi¢ao. Assim {uy} € ilimitada.

Uma analise similar encontra a mesma contradi¢ao assumindo {1} limitada com {u }

ilimitada, logo devemos ter {A;} ilimitada, em que podemos assumir A, — +oco. Dai, para
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qualquer A4 > 0, A > A eventualmente, portanto

g =7vk(0) < yi(A) < yi () = p,

ou seja, cada yx (1) € D(q, p), portanto y (1) € D(q, p), e como A foi escolhido arbitrariamente,
segue que y([0,+00)) C m , este dltimo contido em um compacto. Mas isto contradiz
M fortemente causal ndo possuir curvas causais inextensiveis aprisionadas em compactos
(proposicdo 3.5.12). Esta dltima contradicao mostra o desejado.

Fixe agoraty € (a, b) e considere a hipersuperficie espacial {to} xN.Sejay : (A,B) - M
curva temporal futuro-dirigida e inextensivel, com y (1) = (#(1), @(2)). Sendo futuro-dirigida,
temos ¢ > 0.

Caso 1(1) < tg para todo 4 € (A, B), a funcdo ¢ € limitada, e como € crescente, pode
ser estendida para B. Sendo 7y inextensivel, devemos ter « inextensivel para B. Agora, fixe

Ao € (A, B). Sendo a|[,,,p) inextensivel em N variedade Riemanniana completa, temos
lim Lh(a'l[/lo,s]) = +009,
s—B

e portanto existe A € (Ao, B) tal que, pondo & = minge[;(4,),1] > UM mesmo cdlculo realizado na
primeira parte da demonstracdo mostra que

to — t(o)

M > Li(eljga) >

um absurdo, portanto (1) > ty para algum A € (A, B). O caso andlogo para a outra desigualdade

mostra que y intersecta {#p} X N. [

3.12.2 Produtos Torcidos

Seja (M, g) é um espaco-tempo, (N, k) € uma variedade Riemanniana conexa e completa
e f: M — (0,+00) € uma funcio suave, vemos facilmente, escolhendo em M um campo vetorial
temporal associado a sua orientagdo temporal, e em N escolhendo o campo vetorial nulo, que
o produto torcido M Xy N € um espago tempo. Se (M, g) ainda € globalmente hiperbdlico, é

razodvel esperar que o produto torcido também o seja, que € de fato o que temos.

Teorema 3.12.2. Se (M, g) é um espaco-tempo globalmente hiperbolico e (N, h) é umavariedade
Riemanniana conexa e completa, entdo para qualquer funcdo suave f : M — (0, +00), 0 produto

torcido M Xy N é globalmente hiperbélico.

Demonstragdo. Verificamos primeiramente que M X ¢ N € fortemente causal. Fixe (p,x) € MxXN.
Se falha causalidade forte neste ponto, existe vizinhanca aberta U de (p,x) e uma sequéncia
de curvas causais e futuro-dirigidas v, = (ax,Bx) : [0,1] — M x N com extremos em U

convergindo para (p,x) mas com imagem ndo contida neste aberto. Sendo M globalmente
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hiperbélico, podemos ainda reduzir U e assumir que é da forma O x NV, com O aberto causalmente
convexo e pré-compacto em M. Novamente por M ser globalmente hiperbdlico, Im oy C O, para

todo k € N, portanto B deve sair de N. Por outro lado, para ¢ = min, 5 f(r), temos

18(a; (s). ey (NI _ Ig(e(s). a; (5))]

h(B(5), Bi(5)) < Goas)? = =

€ portanto

Lg(ax) < dm(ax(0), ax (1))
— < .

C

Lyu(Br) <

Reduzindo N mais ainda, podemos assumir N = Bg;'e (x), para algum R > 0. Seja s € (0, 1) tal

que Bi(sk) ¢ Bg;g (x). Assim, para k suficientemente grande, R < L, (Bx), e portanto

dy (ax(0), ar(1)) .
C

O0<R<Ly(Br) < 0,

um absurdo. Isto mostra que vale causalidade forte em qualquer ponto de M X N.

Para mostrar que, se (p,x), (g, y) € MxXN com (p,x) < (q,y),entdao J*(p,x)NJ (g, y)
¢ compacto, sejay : [0, 1] — M XN curva causal e futuro-dirigidade (p, x) até (¢, y),y = (@, B).
Sendo M globalmente hiperbélico, ([0, 1]) € J3,(p) N J;,(g), este tltimo compacto em M.

Agora, para ¢’ = min,.c 75 (ondy, (@) S (r), novamente temos

Ly(B) <

b

Lg(@) _ du(p.q)
T c’

implicando em

dy(B(s).x) < M < 4oo.

para todo s € [0, 1]. Pondo R’ = dy(p, q)/c’ + 1, vemos portanto que

y([0,1]) € (J3,(p) N T3 (q)) X B (x),

ou seja J*(p,x) NJ™(q,y) é pré-compacto. O argumento para verificar que J*(p,x) N J (g, )
€ fechado segue uma andlise via lema da curva limite similar ao caso Robertson-Walker, e

omitiremos aqui. u

3.12.3 De Sitter

Relembre que o espaco-tempo de de Sitter € a hiperquadrica de Minkowski IR’IHI com
sinal € = 1 dada por
ST(r) = {x € R | (x,x)1 = ).

Como comentado no capitulo 1, S (r) € hipersuperficie Lorentizana de ]R’f” , conexa e geodesi-

camente completa de curvatura seccional constante 1/r>. Para ¢ a forma quadritica introduzida
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no capitulo 1, um célculo simples mostra que o campo vetorial

X = % + # grad g
¢ tangente (i.e. dqlST(r)(X ) = 0) e temporal em S7(r), logo induz uma orientagdo temporal.
Naturalmente, hd uma homotetia entre S (r) e S (1), logo podemos s6 considerar o caso r = 1,
denotado simplesmente por SY.

Pode ser verificado com simples célculo (Lichtenfelz (2009), pgs. 112-113) que S} €
isométrico ao produto torcido IR%} Xeosh S771, (IR} denota a reta com métrica —dr?) por meio da
funcao

@ : (1, p) € Rj Xeosh "' > (sinh(#), 0) + cosh(#)(0, p) € S".

Com isto, o teorema 3.12.1 garante que de Sitter € um espaco-tempo globalmente hiperbdlico.
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4 Existéncia de Geodésicas Maximais

Neste capitulo nos dedicamos a construir uma topologia no espaco de curvas causais que
possui boas propriedades de convergéncia e compacidade sempre que o espaco-tempo subjacente
seja fortemente causal ou globalmente hiperbdlico. Esta €, de fato, a principal razao matemética
para introduzir as condicdes causais estudadas no capitulo 3.

Com essa topologia em maos, podemos interpretar o funcional comprimento Lorentziano
(redefinido para também calcular comprimento de curvas causais C”) como uma fungéo do espaco
de curvas a valores reais, e seremos capazes de verificar sua semicontinuidade superior; usando
isto e certas propriedades de compacidade, poderemos maximiza-lo, o que estard diretamente
relacionado a existéncia de curvas maximais.

Para todo este capitulo fixaremos, para qualquer espago-tempo em discussao, 7 como

uma métrica Riemanniana completa.

4.1 Espaco de Curvas Causais e Topologia C°

Seja (M, g) um espaco-tempo (a principio sem nenhuma restricao de causalidade). Fixado

[a, b] intervalo fechado, definimos o conjunto de curvas

€ ={y:[a,b] > M|y éC", causal e futuro-dirigida},
e definimos em ¢ a relagcdo de equivaléncia
a~ B ala)=p(a),a(b) =B(b)e Ima =Im§g.

Definimos o espaco de curvas causais como o quociente ¢ = €'/~ . A classe de uma curva

a € € serd denotada por [a].

Lema 4.1.1. Em um espaco-tempo (M, g) causal, sejam «, 3 € % Temos [a] = [B] se e s se

existe um homeomorfismo crescente f : [a,b] — [a,b] com B =ao f.

Demonstragdo. A implicacdo (<) é imediata. Para a outra implicacdo, se [a] = [B], sendo M
causal, @ e 3 s@o injetoras. Assim, como Ima = Im 3, para cada ¢ € [a, b] existe um tnico
s; € |a, b] tal que B(t) = a(s;). Logo fica bem definida e € bijetora a fungdo f : [a, b] — [a, b]
dada por f(t) = s;. Paratal f temos B(t) = a(f(t)).

Afirmamos que f € continua. Por contradicdo, se f ndo € continua em algum 7y € [a, b],
para uma sequéncia ty — to, f(tx) - f(tp). Por compacidade podemos assumir que a sequéncia
{f(tx)};, converge para so # f(t). Pela continuidade de a e B, B(tx) — B(t0) = a(f(t)) e
a(f(tx)) — a(sg). Como B(t;) = a(f(tx)) paratodo k € N, 59 = f(29), uma contradico.
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Sendo f bijetora e continua, f € estritamente crescente ou decrescente, € a condi¢do

f(a) =a, f(b) = bnos da f crescente, e assim f é homeomorfismo. [

Observacao 4.1.2. (i) Poderiamos de maneira equivalente trabalhar com curvas causais futuro-
dirigidas definidas em intervalos compactos possivelmente distintos, e definir as relagdes de
equivaléncia exigindo mesma imagem e extremos. O lema 4.1.1 tem um anédlogo imediato com
homeomorfismos [c, d] — [a, b]. Mas, para facilitar nossa andlise em alguns teoremas, sempre
o intervalo [a, b] serd fixado para todas as curvas.

(ii) Apesar das defini¢Oes iniciais fazerem sentido em espacos-tempos quaisquer, o lema 4.1.1 ja
indica um mal comportamento da relacao de equivaléncia em % se o espago nao for pelo menos

causal.
Dados subconjuntos A, B,C € M com A, B C C, definimos
Cc(A,B) ={[y] € €|y(a) € A,y(b) € B,Imy C C},

que € um subconjunto de % bem definido pois, se ¥ € [y], ¥(a) = y(a),y(b) = y(b) e
Imy =Imy.

Figura 4.1: O subconjunto 4¢ (A, B) em %.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Proposicao 4.1.3. A colecdo de conjuntos {6c(A, B) | A, B, C abertos em M} é base para uma

topologia em € . Tal topologia é chamada de topologia C° no espaco de curvas causais € .

Demonstragdo. Claramente €y (M, M) = €. Dados ¢ (A, B) e ¢/ (A’, B’) com intersecc¢ao
ndo vazia, entao ANA’, BNB’ C CNC’, com nenhum destes vazio. Dado [y] € cnc’(ANA’, BN
B’),y(a) € ANA’,y(b) € BNB’ elmy € CNC’,implicandoem [y] € 6c(A, B)NGc (A’, B’).m
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A topologia C° d4 uma nocdo de proximidade de curvas quando suas imagens e extremos

estdo proximos na topologia da variedade. O préximo resultado estabelece esta equivaléncia.

Proposicao 4.1.4. Seja {y\}; | sequéncia de curvas em e v € %. Sdo equivalentes
(i) A sequéncia {[yr]};2, converge para [y] na topologia CO.

(ii) yx(a) — y(a), yx(b) — y(b) e para toda vizinhanca aberta U de Imy, existe N € N
comImy, CUparak > N.

Demonstragdo. A equivaléncia segue facilmente das definicdes e da base da topologia C?, pois
[vk] — [¥], se e somente se existem abertos A, Be U de M com A, B C U tal que 6y (A, B) é
vizinhanga de [y] e [yx] € ¥y (A, B) eventualmente, ou seja, existe N € N tal que yi(a) € A,
vk(b) e Belmy, C Uparak > N. [

Observacao 4.1.5. Para simplificar a notagdo, e também em vista da independéncia de repara-
metrizagdo, quando uma sequéncia {[yx]};7, converge na topologia C 0, dizemos simplesmente

que {yx};., converge em C 0,

No capitulo 3 definimos a no¢@o de curva limite de uma sequéncia de curvas. O proximo
teorema relaciona convergéncia C° com convergéncia para curvas limite no caso fortemente

causal.

Teorema 4.1.6. Seja (M, g) um espago-tempo fortemente causal. Dada {yy}}., sequéncia em

% e v € % tal que yi(a) — y(a) e yr(b) — y(b), sdo equivalentes
() v é curva limite da sequéncia {yy}; .

(ii) Existe subsequéncia de {yy};., convergente na topologia C 0,

Demonstragao. (i) = (ii) Com y curva limite de {y,}, seja {y;} subsequéncia que distingue
todos os pontos de y. Dado W aberto contendo Imy, considere {Cy,...,Cs} e {V1,...,V,}
coberturas finitas por abertos de Imy tal que cada C; é convexoe V; C C; C WecadaV,;tema
propriedade de que qualquer segmento de curva causal com extremos em V; fica inteiramente
contido em C;. Sendo y curva causal e C, existe uma particio P = {a =ty < --- < t; = b}
de [a, b] tal que y([t;-1,t;]) € V;, e sendo curva limite, em particular para cadai € {1,..., s}
existe uma sequéncia {p’ }%2, com cada pl; € Imyy; e tal que p’; — y(t;). Pela hipétese na
convergéncia dos pontos extremos, podemos ainda escolher p? = ¥, (a), pj. = ¥k,; (D).
Fixadoi € {1, ..., s}, afirmamos que, para j suficientemente grande, p;_l <q p’J De
fato, por causalidade a curva € injetora e em particular y (z;—;) # v (¢;), e isto implica, uma
vez que M é Hausdorff, que eventualmente teremos p;‘l * p’] Também, pela convergéncia,
pi.‘ I p; € V; eventualmente, ou seja, para j suficientemente grande, o segmento de yy; entre
pi._l e pi. fica contido em C;, implicando alguma relag@o de causalidade entre os dois pontos. O

caso pl; <, p;‘l implica y(#;) < y(t,_1), uma contradicdo, logo p;‘l <c, p'; para j grande o
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suficiente. Vemos entdo que, para j suficientemente grande de forma a satisfazer a afirmacgao
para todo i, temos Imy,, € W. Junto com a convergéncia dos extremos, o resultado segue pela
proposicao 4.1.4.

(ii) = (i) Se {y«, } converge para y na topologia €Y, definimos

j:{te [a, b]

para todo s € [a,t] e U C M aberto contendo y(s),
existe Ny € N tal que j > Ny implicalmy,, NU # @ '

Claramente, a € J, pois yx,(a) — y(a). Pondo #p = sup J, € imediato da defini¢do que
qualquer s € [a, b] com s < t( pertence a J . Também, como ¢ € [a, b], dado {t,,} sequéncia
em J com t,, — ty, por continuidade temos y(z,,) — 7y (o). Seja U uma vizinhanca qualquer de
¥(to). Podemos escolher mo € N com y(t,,,) € U. Agora, como t,, € J, existe Ny € N tal que
j > No = Imy;,NU # @. Mas entdo, pela defini¢do de , temos 1o € 7, € portanto J = [a,10].
Mostramos agora que to = b, pois caso contrdrio, ty < b, logo existe so com ¢y < so < b que nao
€ ponto limite de 7, ou seja, existe Up vizinhanga aberta de y(so) tal que infinitas curvas yy;
ndo intersectam Uy, implicando em y(b) ¢ Uy e y([a, t9]) N Uy = @. A continuidade de y nos
permite escolher € > 0 tal que y([so — &, so+¢&]) € Uy. Como y([a, so—€]) e y([so+&, b]) sdo
fechados disjuntos por compacidade e causalidade, a normalidade da topologia de variedade em
M nos permite escolher abertos Wi e W, disjuntos contendo os respectivos segmentos da curva
y. Vemos que Imy C Uy U W; U Wa, e pela convergéncia C° temos em particular Yi;(a) € Wy,
Yk; (D) € WaeImyy, € UpUW; UW,; eventualmente. Mas se Imy,, € Wy U W2, teriamos uma
contradi¢do com a conexidade de sua imagem, logo Imy;; N Up # @, uma contradi¢do com a
escolha de Uy, o que mostra fo = b, ou seja, J = [a, b], o que por sua defini¢do implica em y

ser curva limite de {y;}. [

Observacao 4.1.7. No teorema acima, na demostracao da implicacdo (ii) = (i) precisamos
apenas supor causalidade. O préximo exemplo mostra que nao podemos enfraquecer esta

hipétese.

Exemplo 4.1.8. Em M = R?, considere a métrica g dada pelo elemento de linha ds§ = —2dxdy,
que € Minkowski “rotacionado em 45 graus”. Aqui, retas com x e y constantes sdo curvas
luminosas. E facil ver que o campo X = 9, + d, € temporal para estd métrica, definindo assim uma
orientacdo temporal em M. Quocientamos tal espaco-tempo pelas translacdes (x, y) — (x+1,y),
o que nos d4 um cilindro com uma métrica localmente isométrica a g. De fato, € ficil ver que tal
cilindro € essencialmente uma rotac¢ao do cilidro no exemplo 3.5.2, onde j4 mostramos que tal
espago-tempo ndo € causal.

Representamos tal espago-tempo pelo quociente da faixa {(x, y) € R*|0 < x < 1}, com

as laterais identificadas (ou seja, (0, y) ~ (1,y)). Paraa curvay : [0,2] — M, dada por

(1,0),0<t <1
y(t) =
0,r-1), 1 <t <2,
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observe que y(1) = (1,0) ~ (0,0) = y(1), logo estd bem definida, € continua e futuro-dirigida.
Para a sequéncia y; : [0,2] — M, yi(t) = (1/k,t/2), k > 2, temos y;(0) — (0,0) = y(0),
vk (2) = (0,1) = y(2). Também, y4([0,2]) = {1/k} x [0, 1], portanto Im y; fica eventualmente
em qualquer aberto contendo Imy|[;2; = {0} X [0, 1], e portanto fica em qualquer aberto
contendo Im y, onde concluimos pela proposicio 4.1.4 que [yx] — [y] na topologia C°, mas
vemos que y ndo é curva limite da sequéncia, pois conseguimos um ponto p = (r,0), 1/2 <r < 1
e uma faixa de largura pequena o suficiente centrada em p que ndo intersecta nenhuma curva 7y
(figura 4.2). <

Figura 4.2: Contraexemplo para o teorema 4.1.6 na auséncia de causalidade.

x‘l T

SERET g

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Conhecendo como convergéncia na topologia C” se relaciona com sequéncia de curvas e
curvas limite em espacos-tempos fortemente causais, vamos agora melhor explorar tal topologia

e verificar que ela possui boas propriedades. Para tais fins, o proximo lema técnico serd relevante.
Lema 4.1.9. Seja (E, d) um espaco métrico. Defina
®f = {A C E| A é ndo vazio, limitadoex € A © d(x, A) = 0}.

Entdo a funcdo pg : O X O — R dada por

pe(A, B) = max {sup d(x,B),supd(A, y)} ,
X€A yEB

define uma distancia em O, chamada de métrica de Hausdorff.

Demonstragdo. Observamos que a escolha dos conjuntos no seu dominio garante que pg estd bem
definida, € simétrica e pg (A, A) = 0. Suponha agora que pg (A, B) = 0. Entdo, sup,.4 d(x, B) =
0 = sup,cpd(A,y). Mas d(x,B) = 0 = x € B. Analogamente d(A,y) =0 = y € A, logo
A=B.
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Para a desigualdade triangular, sejam A, B, C € Of. Temos, paratodox € A,y € Be
z€C,

d(x,B) <d(x,y) <d(x,z)+d(y,2)
= d(x,B) —d(x,z) < d(y,z)
= d(x,B) —d(x,z) <d(z,B) = ilglgd(z, y) < pe(C,B),

A ultima desigualdade ser reescrita como
d(x,B) — pe(C,B) < d(x,z2).
Como z € C & arbitrario, temos
d(x,B) - pe(C,B) < d(x,C) < pg(A,0),

mostrando que d(x,B) < pg(A,C) + pg(C, B) para qualquer x € A. Uma andlise andloga
mostra que d(y, A) < pp(A,C) + pe(C, B), para qualquer y € B, e tomando supremos temos
pe(A,B) < pe(A,C) + pe(C, B). |

Teorema 4.1.10. Seja (M, g) um espaco-tempo fortemente causal. Para pyy métrica de Hausdorff
em Oy, M sendo considerado como espagco métrico (M, dy), a funcdo H : € X € — R dada
por

H([B]. [y]) = pu(Im B,Im p) + dy(B)(a), y(a)) + dn(B(b), v (D)),

define uma distancia para €, e a topologia induzida por tal distancia coincide com a topologia
C'em €.

Demonstragcao. A fungdo H estd bem definida pois a imagem de cada curva é compacta e nao
vazia, e também a imagem e extremos das curvas sao os mesmos na classe de equivaléncia. Pela
proposicio 4.1.9 é imediato que H define uma distincia em ¢ . Denotando por 7; a topologia C°
em % e Ty a topologia induzida pela distincia H, verificamo que as duas coincidem.

e T € 7. Seja o/ C € aberto na topologia gerada por H. Se </ ndo é aberto na topologia
CY, existe [y] € &7 que nio estd no interior de .27 em relagio a topologia C. Para cada k € N

considere a cobertura aberta {Bi’/k(y(t))},e[a,b] de y([a, b]), e defina

Co= ) Bl (y(0), Ax =B} (y(a) e Bk = B!, (y(b)).
tela,b]

Para cada k € N, [y] € %¢,(Ax. Bx) € &/, assim construimos uma sequéncia [yx] €
¢c, (Ax, Bx) \ 7. Pela construg@o das vizinhangas vemos que yx(a) — y(a) e yx(b) — y(b),
e para W aberto contendo Im y, um argumento padrdo de andlise utilizando uma cobertura finita

de Im y por bolas abertas e as bolas de raio 1/k definidas anteriormente mostra que Imy, C W
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eventualmente, logo [yx] — [y] na topologia C°.

Agora, pelo teorema 4.1.6, y € curva limite da sequéncia {7y}, que podemos assumir
distinguir y (a menos de subsequéncia). Como .7 é aberto para 7y, existe r > 0 tal que BH ([y])
/. Seja {Bf/4(y(t1)), cee, Bf/4(y(t1))} uma cobertura finita de Im+y por bolas abertas, com
t1 = a et; = b. Podemos escolher Nyg € N tal que k > Nyp = Imy; C Ule Bf/4(y(tl-)),

dn(yi(a),y(a)) < 7 e dn(yr(b),y(b)) < 7, pela convergéncia na topologia CO. Neste caso,
dado t € [a,b],yi(t) € Byja(y(t;)) paraalgumi € {1,...,[}, e

(1), Im) < dy(yi(0). () < .

portanto sup,¢, ] dp(yr(t),Imy) < ﬁ, para k > Ny. Também, dado j € {1,...,[}, existe
N; € Ntal que Imy; N Bf’/4(y(tj)) # @, para k > N;. Defina N = max{Ny,...,N;}. Dado

€ [a,b],y(s) € Bf/4(y(tj)) para algum j. Se k > N,

dp(y(s),Imyg) < dp(y(s),yi(t)),

para algum t’ € [a, b] com yi (1) € Bf/4(y(tj)), logo

dny(),1m ) < di(y(s) v (1) + du(r () e () < T+ 5 =2,

mostrando que supeq, 51 dn(y(s), Imyg) < r/2, e entdo py (Imy,Imyy) < r/2, 0 que implica,
junto com as condigdes nos pontos extremos, H([y], [yx]) < r e entdo [y] € BZ([y]), uma
contradicdo com a escolha dos elementos da sequéncia. Verificamos assim que .« aberto na
topologia CP.

e 79 C Tr. E suficiente mostrar que os elementos bésicos da topologia C” sdo abertos em 7z;. Da-
dos A, B,C C M abertos com A, B C C e [y] € c(A, B), escolha {B"(y(t1)),..., B (y(tn))}
uma cobertura finita de Im+y por bolas com raio r tais que t; = a, t,, = b, B;’r (y(a)) € A,
Bé’r (y(D)) € Be V! By (y(#;)) € C. Dado [B] € BH([y]), pela defini¢do da distancia H temos
dn(B(a),y(a)) e dy(B(b),y(b)) ambos menores que r, logo B(a) € A e B(b) € B. Além disso,
oy (Imy,ImpB) < r. Entdo, paratodo t € [a, b],d,(B(t),Imy) < r, de modo que para algum
s; € la,b],dp(B(t),y(s;)) < r. Como y(s;) € Bf(y(tj)) para algum j, pela desigualdade
triangular segue que d(B(t),y(t;)) < 2r que implica 3(t) € C. Sendo ¢ € [a, b] arbitrério,
ImpB C C, mostrando que [B] € %c(A, B), portanto B, ([y]) € %c(A, B), sendo entdo aberto
de 7. [ |

Teorema 4.1.11. Seja (M, g) um espaco-tempo fortemente causal. Para A,B,C C M com
A, B C C, A, B fechados e C compacto, temos que €c(A, B) é compacto em € na topologia C°.

Demonstragdo. Sendo ¢ metrizavel, mostramos a compacidade sequencial. Dado {[yx]}
sequéncia em %¢(A, B), como A é compacto, podemos assumir {y;(a)} convergente para

algum ponto p € A. Aplicamos o lema da curva limite, considerando curvas causais futuro-
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inextensiveis parametrizadas por s-comprimento de arco ¥, : [0, +00) — M extensdo de y; com
Y1 (0) = yk(a) — p e yi(b) = ¥, (sx) para algum s; € [0, +00). Obtemos ¥ : [0, +c0) — M
curva causal, CY e futuro-inextensivel com 7(0) = p e {¥,} convergindo uniformemente para ¥
em compactos (a menos de subsequéncia).

Como de costume analisamos a sequéncia {sx }. Se for ilimitada, assumimos s; — +oo.
Para qualquer ¢ € [0, +oc0), eventualmente s; > ¢. Entdo 7,(¢) € C, mas ¥|j0,] — ¥l[o4
uniformemente, em particular y([0,7]) € C. Como ¢ € arbitrario, vemos que ¥([0, +c0)) C C.
Mas entdo ¥ fica aprisionada em um compacto, contradizendo a proposic¢ao 3.5.12.

Temos entdo {s;} limitada, que assumimos sz — sg. Parat € [0, 4+00) com 0 < ¢ < s,
eventualmente s; > t. Como anteriormente temos ¥([0,¢]) € C, mas também ¥, (sx) —
¥(so) € B, sendo este conjunto fechado, logo ¥([0, s9]) € C. A convergéncia uniforme em
compactos garante também que em qualquer vizinhanga aberta de ¥|[o s, eventualmente contém
0s segmentos 5/k|[0,50]. Portanto, reparametrizando 5/|[0,so] paray : [a,b] — M preservando sua
causalidade, vemos que Imy C C, yi(a) — y(a) € A, yx(b) — y(b) € B e toda vizinhanca
aberta de Im y eventualmente contém Im y;, mostrando que [yx] — [y] e consequentemente a
compacidade de ¢ (A, B). [

Sabendo que a topologia C° é metrizdvel em espacos-tempos fortemente causais, em
particular vale compacidade ser equivalente a compacidade sequencial, e com isto conseguimos

associar compactos em M com certos compactos em %

Corolario 4.1.12. Em um espaco-tempo fortemente causal, € é localmente compacto na

topologia C°.

Demonstragdo. Seja [y] € €. Sendo M localmente compacto e Imy compacto, existe
um compacto K C M com interior ndo vazio tal que Imy C int(K), e portanto [y] €

Gint(k) (int(K), int(K)), que € um aberto pré-compacto pelo teorema anterior. [

Observacao 4.1.13. Podemos extrair da demonstraciao do teorema 4.1.11 o fato de que uma
sequéncia {y;} em 2 convergindo uniformemente para y € % na métrica dp implica em

[yx] = [y] na topologia C°. O préximo exemplo mostra que a reciproca nio é verdadeira.

Exemplo 4.1.14. No plano de Minkowski IR?, considere a sequéncia de curvas yi : [0, 1] — ]R%
dadas por y(s) = (s¥*1,0) e a curva y : [0,1] — R2, y(s) = (s,0). Claramente todas as
curvas sdo temporais e possuem mesma imagem,, com ¥ (0) — y(0) e yx(1) — y(1),logo a

convergéncia na topologia C° é imediata. Porém, na métrica Euclidiana usual, temos

1
k+1

ly(s) = ye(s)lh =5 —s**" > >

9

| =

logo ndo ha convergéncia uniforme. )
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Para finalizar esta secdo, mostramos uma maneira equivalente de definir um espaco-tempo

globalmente hiperbélico por meio da compacidade na topologia C°. Denote, para p,q € M com
P <4, €(p,q) =Crpyns-{r} {a}).
Teorema 4.1.15. Para (M, g) fortemente causal, sejam p,q € M com p < q. Sdo equivalentes
(1) J*(p) NnJ (q) é compacto em M.
(i) € (p,q) é compacto em € na topologia C°.

Demonstragdo. (i) = (ii) € imediato pelo teorema 4.1.11.

(ii) = (i) Seja {x } uma sequéncia em J*(p) N J (g). Tome {y;} sequéncia em ¥ com
vi(a) = p,yr(b) = g e yi(tx) = xi para algum t; € [a, b]. Como {[yk]} é uma sequéncia em
% (p, q), que € por hipétese um conjunto compacto, podemos assumir que tal sequéncia converge
para [y] € €(p, q). Em particular, y(a) = pey(b) = g. Seja K € M um compacto com interior
ndo vazio com Imy C int(K). Pela convergéncia na topologia C° e pela compacidade de K,
podemos assumir que cada x; € int(K) e x; — xo € K. Se xo ¢ Imy, existem abertos disjuntos
U,V C M tais que xo € U e Imy C V. Mas entdo, como [yx] — [y], para k grande o suficiente
teremos x; = yi(t;) € U e Imy; C V, uma contradi¢do. Assim, xo € Imy, e g < x9 < p, logo
xo € JT(p) NI (q) e J*(p) N J (g) é compacto. [ |

Em outras palavras, o conjunto de todas as curvas causais conectando dois pontos em um
espaco-tempo globalmente hiperbélico é compacto na topologia CP. Isto dd um dos ingredientes

para mostrar a existéncia de geodésicas causais maximais no caso globalmente hiperbdlico.

4.2 Comprimento de Arco Lorentziano

Como nosso interesse € em maximizacao, veremos que semicontinuidade superior de uma
fun¢ao sobre um compacto € suficiente para garantir a existéncia de um elemento maximizador.
Queremos maximizar distancia, o que significa maximizar o comprimento de uma curva
causal entre dois pontos, isto €, maximizar L, entre todas as curvas causais possiveis, e a topologia
CY entra naturalmente nesta analise. Porém, nosso comprimento de arco Lorentziano L, até
agora foi definido sobre curvas suave por partes, entdo um trabalho preliminar serd generalizar

comprimentos para curvas C° causais.

Definicao 4.2.1. Uma particdo P ={a =ty <t} <--- <ty = b} de |a,b] é dita ser admissivel
para a curvay € % se para todo i € N existe C; C M aberto convexo com y([ti-1,t;]) C C; e
¥(t) <¢, v(s) paratodot,s € [ti_1,t;] comt < s. Denotamos por &, o conjunto das parti¢oes

admissiveis de y.

Definimos, Para y € CePec 2,

k
G, Py = Iy(ti)y ().
i=1
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Observe que y(t;—1)y(¢;) é causal e futuro-dirigido, pois y(#;-1) <¢, y(#;). Também, se Q é uma
particdo que refina P (i.e. Q C P)entdo Q € &,.

Proposicao 4.2.2. Dados y € €, Pe P, e Q refinamento de P, temos €,(y,Q) < {,(y, P).

Demonstragdo. Escrevendo P = {a =ty < t; < --- <ty = b}, dado s; € Q, 5; € [ti-1,1;].
Como y([t;-1,t;]) € C; aberto convexo, a geodésica radial de y(#;-1) a y(¢;) maximiza a distdncia
Lorentziana entre todas as curvas causais suaves por partes futuro-dirigidas entre y(z;_1) e y(#;)
contidas em C;, e em particular seu comprimento é maior ou igual a concatenagdo da geodésica

radial de y(#;_1) a y(s;) com a geodésica radial de y(s;) a y(¢;). Portanto

ly @Dy )1+ Ty (s )y ()] < |y (- y (@)1,
e o resultado segue indutivamente desta anélise. [

Definiciao 4.2.3. Para y € z, definimos seu comprimento de arco Lorentziano L,(y) como
sendo
Lg(y) =inf{l;(y, P)| P € &, }.

Tal valor estd bem definido, pois conjunto onde o infimo é tomado na definicdo de L (y)
nunca € vazio, uma vez que podemos cobrir y € Cgpor uma quantidade finita de abertos convexos
e extrair uma parti¢do admissivel desta construg@o, e £,(y, P) > 0.

Naturalmente, é possivel mostrar a equivaléncia destas definicdes no caso suave, de

maneira andloga ao feito no caso Riemanniano com curvas retificaveis.

Teorema 4.2.4. Se y : [a,b] — M é uma curva causal suave por partes, entdo

b
L = [ ooy

A demonstragdo de tal resultado € uma andlise um tanto longa e técnica, podendo ser vista em
Lichtenfelz (2009), teorema 4.3.5.

Observacao 4.2.5. Apesar da distancia Lorentziana ser a priori definida para comprimentos de
curvas suaves por partes, € de se esperar esta definicdo de comprimento de arco continuo nos
permita adicionar as curvas C° causais no cdlculo da distancia d.

Mais precisamente, ponha d uma fungio andloga 2 distancia Lorentziana mas onde o
supremo de sua definicdo é tomado em curvas causais, C° e futuro-dirigidas entre pontos p
e g quando p < ¢, e 0 caso contrdrio. No caso de nao haver relagdo causal entre os pontos,
o teorema 3.4.2 estabelece a equivaléncia. No outro caso, claramente d(p, q) < d(p, q). Por
outro lado, dado y : [a, b] — M curva C° causal de p a ¢, pela definicio de L, (y) existe uma

curva causal suave por partes p com Lg(y) < Ly(p) < d(p, g). Como y € arbitrdria, segue que
d(p,q) < d(p.q).
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Em particular, os diversos resultados obtidos anteriormente comparando d ¢ L, com
curvas suaves por partes se transferem para o caso CY. Destacamos em especial o teorema 3.6.9,

que serd futuramente referenciando em situacdes onde trabalhamos com curvas C°.

Em um espaco-tempo fortemente causal, podemos também mostrar a independéncia de L,
por reparametriza¢des continuas, isto €, se i : [c¢,d] — [a, b] é um homeomorfismo crescente,
entdo Lg(y o h) = Ly(y). Em particular L, () independe de homeomorfismos crescentes entre
[a, b], logo fica bem definida a passagem para o quociente de %, isto €, fica bem definida a

funcao

Ly: 4 >R
[v] = Le([y]) = Ly (y),

que continuaremos a denotar por L,(y), em vista da independéncia por representantes, e que
também chamaremos de funcional de comprimento (de arco) Lorentziano. Antes de mostrar
a relacdo fundamental entre topologia C° e o funcional de comprimento Lorentziano Ly,

relembramos a seguinte equivaléncia para a definicdo de semicontinuidade em espagos métricos.

Proposicao 4.2.6. Se X é um espaco métrico, uma funcdo f : X — R é semicontinua superior-
mente (semicontinua inferiormente) em xo € X se e somente se para toda sequéncia {xy},., de

X convergindo para x temos limsup f(x;) < f(xo) (liminf f(xz)) > f(x0)).

Demonstragcdo. Fazemos o caso continuo superiormente. O outro caso € andlogo.

(=) Por contradi¢do, se existe sequéncia {x;};7, convergente para algum xo mas
limsup f(xx) > f(x0),sejae > Otalque f(xp)+& < limsup f(x). Considere uma subsequéncia
{xk,} tal que f(xx,;) > f(xo) + &. Pela semicontinuidade superior de f, existe U vizinhanga de
xo tal que f(x) < f(xo) +&. Mas xi; — xo, portanto xi, € U eventualmente, implicando em
f(xk;) < f(x0) + &, uma contradigdo.

(<) Se f ndo € semicontinua superiormente em xo € X, existe £ > 0 e uma sequéncia
convergente x; — xo com f(xx) > f(xo) + &, e portanto limsup f(xx) = f(x9) + & > f(x0),

contradizendo a hipétese. [

Teorema 4.2.7. Se (M, g) é fortemente causal, o funcional L, : € — R é semicontinuo

superiormente em relacdo a topologia C°.

Demonstragdo. Suponha que exista algum [y] € % onde falha a semicontinuidade superior.
Ento, pela proposicao 4.2.6 existe € > 0 e uma sequéncia {[yx]} em € com [yi] — [y] e
Lo(yk) 2 Lg(y)+e.SejaP={a=ty<---<t;=b} € ¥, talque

L) < (v P) < L) + 5.

Sejam {Cy,...,C;} cobertura de Im7y por abertos convexos e {Vi,...,V;} outra cobertura

por abertos causalmente convexos com V; C C;, y([ti-1,t;]) € Vi e y(¢) <¢ 7y(s) para
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tii1 <t < s < t;. Como a aplicacdo (p,q) € C; X C; — |pq| € R é continua em cada
i = {1,...,1}, existem abertos W, ..., W; tais que, parai € {1,...,[}, y(a) € Wy C Vi,
v(t;)) e W; C Vi1 NV, eparatodo p € W;_1,q € W; temos

— — 2 €
IPql < ly(ti-1)y(2)] + 7

Também,pela convergéncia C°, a menos de subsequéncia, para k suficientemente grande temos
Imy, CViU--- UV, Imy, "W, # @paratodoi = {1,...,I}, yr(a) € Woeyr(b) € Wi, 0que
da

E
Lo (Yilition1) < lve(tic) v ()| < ly(tim)y ()| + 3

e somando, obtemos

E
Lg()’) < gg(y’ P) + 5 < Lg(?’) + ¢,

um absurdo. [ |

Como coroldrio, temos uma versao um tanto mais geral para a relagdo entre lim sup e L,
que exige apenas convergéncia uniforme em relacdo a uma métrica Riemanniana completa. Este

resultado € devido originalmente a Eschenburg e Galloway.

Corolario 4.2.8. Seja (M, g) um espaco-tempo qualquer. Se {yy} é uma sequéncia de curvas
ay : [a,b] — M causais, C°, futuro-dirigidas e parametrizadas por h-comprimento de arco
convergindo dp-uniformemente para uma curvay : [a,b] — M causal, C° e futuro-dirigida,

entdo

Lg(7y) = limsup Lg(y).

Demonstragdo. Seja P = {a = t) < t; < --- < t; = b} particdo de [a,b] € {Cy,...,C;}
cobertura de y por abertos convexos tais que y([#;_1,%;]) € C;. Pela convergéncia uniforme,
eventualmente yi([t;-1,#;]) € C;. Como as subvariedades abertas (C;, g|c,) sdo fortemente
causais (proposicao 3.5.10) temos, pelo teorema 4.2.7 junto com o fato que convergéncia

d-uniforme implica convergéncia C°,

Lg (7'[[,;1,[[]) Z hm Sup Lg(’)/kl[l‘i,l,li])’

e o resultado segue somando em i = 1, ...,/ devido a subaditividade do lim sup . []

4.2.1 Existéncia de Geodésicas Causais Maximais

Temos agora todos os meios para demonstrar a existéncia de geodésicas causais maximi-
zantes em espagos-tempos globalmente hiperbdlicos. Antes, apenas relembramos o seguinte

resultado relacionando maximizacdo e semicontinuidade.
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Teorema 4.2.9. Seja X espaco topologico Hausdor[f e compacto, e f : X — R semicontinua
superiormente (semicontinua inferiormente). Entdo f atinge um mdaximo (minimo). Além disso,

se {xi} converge para x ponto de mdximo (minimo) e f(x;) — y,entdoy > f(x) (y < f(x)).

Demonstragdo. Novamente, mostramos o caso em que f € semicontinua inferiormente, sendo o
outro andlogo.

Por contradicao, se f nao € limitada inferiormente, podemos escolher uma sequéncia
{xr} em X tal que f(x;) < —k, para todo k € N. Podemos assumir x; — xo pela compacidade.
A semicontinuidade inferior de f garante que existe uma vizinhanga aberta U de x tal que, para
todoy € U, f(y) > f(x9) — 1. Mas para k suficientemente grande, f(xx) < f(xo) —lex; € U,
uma contradi¢do. Existe portanto @ = inf{f(x)|x € X} > —co e f € limitada inferiormente.

Sendo limitada inferiormente, buscamos um minimo. Para cada k € N, escolha a; € X
coma+ 1/k > f(ayx) > a. Podemos novamente assumir a;y — ag € X. Suponha f(ag) > ae
escolha 6 > 0 com f(ag) > a+ 9. Pondo € = f(ag) —a — 6 > 0, existe vizinhanga aberta V de
ap tal que, paratodox € V, f(x) > f(ap) —& = a + 6. Eventualmente, ay € Ve 1/k < §, logo
f(ay) > a+ 06, implicandoema +6 > a+ 1/k > f(ay), uma contradi¢do. Assim f(ag) = a, e
o minimo ¢ atingido.

Para a segunda afirmacdo, dado € > 0, existe uma vizinhanga U de x tal que para todo
z € Utemos f(z) > f(x)—e. Mas para k suficientemente grande, x; € U logo f(xz) > f(x)—e¢,

portanto y < f(x) — &. Como isto vale para & arbitrario, y < f(x). [

Corolario 4.2.10. Seja (M, g) espaco-tempo fortemente causal. Dados K C M compacto,
P,q €M comp < q,seJ"(p)NJ (q) C K, entdo existe geodésica causal maximal de p a q.
Em particular, d(p, q) < +co.

Demonstragdo. Sendo L, semicontinua superiormente, pelo teorema 4.2.9 existe uma curva [y]

em ¢ (p, q) que maximiza L,. Como d(p, q) é o supremo de tais curvas, segue que

d(p,q) = Lg(y) < +oo,
ou seja, v maximiza a distancia, e portanto € pré-geodésica causal. [

E como coroldrio imediato vem o resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.2.11. Se (M, g) é globalmente hiperbdlico e p < g, entdo existe uma geodésica

causal maximal de p a q.

Verifica-se ainda a continuidade da distancia Lorentziana neste caso, em contraste com

sua semicontinuidade inferior em espagos-tempos mais gerais.

Corolario 4.2.12. Se (M, g) é globalmente hiperbolico, entdo d : M X M — R é continua.
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Demonstragdo. Vimos que no caso globalmente hiperbdlico, d(p,q) < +co em todo M, e
sempre vale semicontinuidade inferior.

Suponha por contradicdo que d nao é semicontinua superiormente. Entdo existem
sequéncias {px}, {gr} com prx — p, g — g e & > 0 tais que d(pk, qx) = d(p,q) + €, para
todo k € N. Em particular, 0 < d(px, gx) < +oo, portanto existe ay : [a, b] — M curva causal,
futuro-dirigida com ay(a) = pi, ax(b) = qr e Lg(ax) > d(pi,qrx) —€/2 > d(p,q) +&/2.

Fixados pontos p~ € I (p) e g* € I'(q), como p,q € I (p~) N I~ (g"), eventualmente
teremos py, qx € I"(p~) N 17 (g"), o que implicard em Imay C J*(p7) NJ7(¢") = T (este
tltimo conjunto compacto em M), ou seja, [ax] € €7 (T, J) para k grande. Sendo tal conjunto
compacto na topologia C°, podemos assumir [a;] — [a] € Cq(J,J), onde a(a) = p, e

a(b) = q. Pela semicontinuidade superior do comprimento Lorentziano, temos

&
d(p’ Q) Z Lg(a) 2 hm Sup Lg(a'k) Z d(P’ Q) + 5’
um absurdo. [

Finalizamos o capitulo com um resultado técnico importante para os préximos capitulos,

cuja demonstracdo envolve resultados da teoria de causalidade e topologia CP.

Teorema 4.2.13. Seja A C M conjunto acronal, p € int(D(A)) \ (AU I~ (A)). Entdo, existe

uma geodésica temporal e futuro-dirigida « : [0, a] — M inteiramente contida em D*(A) tal

que a(a) = p e Lg(a) =d(A,p).

Demonstragdo. Seja B : [0,b] — M uma curva causal e futuro-dirigida com S(0) € A e
B(b) = p. Mostramos o resultado por uma série de afirmagdes.

Afirmacgdo 1. B([0,b]) € J (p) N D*(A).

Imediatamente, B([0,b]) € J (p). Fixe t € [0,b]. Se B(t) € A, nada a fazer. Assim, se
B(t) ¢ A, escolha p’ € I"(p) N D(A) € D*(A). Como B(t) < p < p’, escolha a curva
temporal passado-inextensivel comecando em p’ e passando por B(¢), que intersecta A. Se
tal intersecao se da antes de B(z), entao como B(0) < B(t), terfamos uma contradi¢do com
a acrolidade de A. Assim a intersec¢ao se da apos B(r) e B(t) € I"(A), implicando em
Blitp) € IT(A). Agora, para qualquer y curva causal passado-inextensivel comegando em S3(t).
Como a concatenacdo de y com ||, ) € uma curva causal passado-inextensivel, deve intersectar
A. Tal interse¢do ndo se dd no segmento de 3, logo vy intersecta A, mostrando que 8(t) € D*(A).
Afirmacdo 2. AN J™(p) é fechado.

Seja {x;} sequéncia em A N J*(p) sequéncia convergente para algum x. Temos A N J~(p) C
D*(A) N J~(p), que é compacto pela proposi¢do 3.9.15. Assim, x € D*(A)NJ (p) € J (p).
Agora, se x € D*(A) \ A C I'*(A), entdo x; € I*(A) eventualmente, violando a acronalidade de
A. Portanto temos x € A.

Afirmagdo 3. J-(p) N D*(A) C int(D(A)).

Suponha que a afirmag@o seja falsa, e tome x € J~(p) N D*(A) N dD(A). Agora, a escolha de p
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na hipdtese garante que p € I~ (D*(A)) N D*(A), logox ¢ H*(A), e portanto x € H™(A), uma
contradi¢ao pois x € D*(A).

Agora, como J (p) N D*(A) C int(D(A)), este dltimo um conjunto globalmente
hiperbdlico, em particular vale causalidade forte em J~(p) N D*(A). Sendo também compacto,
temos que o conjunto na topologia C° de int(D(A)), temos Cr-(pynp+(4)(J~(p) N A, {p})
compacto, que pela afirmacdo 1 contém todas as curvas causais futuro-dirigidas de A até p, que
¢ ndo vazio pois p € I"(A). A maximizagdo de L, em compactos na topologia C¥ nos garante a

existéncia de uma curva causal @ de A até p maximizante entre todas tais possiveis curvas, isto €,
d(A,p) = Lg(),

que € uma pré-geodésica temporal, uma vez que p € I*(A). [



151

5 Linhas e Raios Geodésicos

Em variedades Riemannianas (M, h) completas e ndo compactas, em qualquer ponto
p € M sempre existem raios geodésicos comegando em p, isto €, geodésicas comecando em p,
com dominio em [0, +c0) e tal que todos os seus segmentos sdo curvas minimizantes. A ideia da
construcao de tais curvas comeg¢ando em um ponto p passa por uma sequéncia “arbitrariamente
distante” de p, que pode ser conectada a p por uma geodésica minimizante devido a completude
de M. Considerando os vetores tangentes de tais curvas no ponto p, a geodésica obtida pela
aplicacdo exponencial do limite destes vetores pode ser verificada como tal raio (ver Beem,
Ehrlich e Easley (1999), p. 271 ou O’Neill (1983), exercicio 5.12 para maiores detalhes desta
construcao).

Conhecendo que o andlogo de completude para geometria Lorentziana corresponde a
espacos-tempos globalmente hiperbdlicos, estudamos neste capitulo os andlogos de raios e linhas
em espagos-tempos, considerando curvas maximizantes no lugar de minimizantes.

Para as aplicacdes de raios e linhas nos teoremas de singularidade, no entanto, é
interessante nao s6 considerar espagos-tempos globalmente hiperbélicos, como também o caso
deles serem apenas fortemente causais. Mostramos no capitulo anterior a existéncia de geodésicas
causais maximizantes no caso globalmente hiperbdlico, o que € falso para espagos-tempos
fortemente causais em geral, e assim precisaremos buscar condi¢des para existéncia de geodésicas
causais maximais no caso fortemente causal, que é o primeiro topico a ser explorado neste

capitulo.

5.1 Curvas Quase Maximais e Geodésicas Maximais

Sejam (M, g) um espago-tempo arbitrdrio e p, g € M tais que p < ¢. Para d a distancia
Lorentziana em M, lembre-se que se d(p, g) = 0, entdo qualquer curva causal futuro-dirigida y
de p até ¢ tem comprimento nulo. Assim, y € pré-geodésica luminosa, e neste caso também
maximal. Considere d(p,q) > 0(seesdse p < q). Sed(p,q) < +o0, entdo dado &€ > 0 existe

uma curva causal futuro-dirigida y tal que

d(p,q) —& < Lg(y) <d(p,q).

Uma curva vy nestas condicoes € chamada de quase maximal.
Se y : [a,b] — M € uma curva causal e futuro-dirigida entre pontos p,q € M com

p <qgetalqued(p,q) —& < Ly(y) < +00, entdo, dados s, € [a, b] com s < ¢, temos

Le(¥lisa) 2 d(y(s),y(1)) — €.
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De fato, suponha que Lg(¥|[5,.1,]) < d(¥(s0),¥(t0)) — € para certos so, o € [0, 1] com s¢ < #o.

Assim,

Lg(y) = Lg(¥laso) + Lg(¥Iisoro1) + Lg (¥ li10.61)
< d(y(a),y(s0)) + Lg(¥l[s0.01) + d(¥(20),¥(D))
< d(y(a),y(s0)) +d(y(s0),y(t0)) — & +d(y(t0), (b))
<d(y(a),y(b)) — ¢
=d(p,q) - &,

uma contradi¢do.
A primeira construcdo, entre pontos com distancia Lorentziana finita, relaciona o limite
de curvas quase maximais com uma curva maximal. Com este objetivo, o proximo lema ser4 util,

cuja demonstragcdo pode ser vista em Beem, Ehrlich e Easley (1999), lema 3.29.

Lema 5.1.1. Seja (M, g) um espaco-tempo fortemente causal. Se y é uma curva limite de uma

sequéncia {yy} de curvas causais futuro-dirigidas, entdo 'y é uma curva causal futuro-dirigida.

Proposicao 5.1.2. Sejam (M, g) um espaco-tempo fortemente causal e p,q € M tais que
0 < d(p,q) < +00. Suponha que existam sequéncias {py} e {qx} em M com py < qy para cada
k € N e tais que py — p e qx — q. Além disso, para cada k,yy : [a,b] — M é uma curva

causal e futuro-dirigida de py a qy tal que

0 <d(pr,qr) —&x < Lg(yr) < d(pr,qx),

onde g, > 0 é tal que g, — 0. Se y : [a,b] — M é uma curva limite da sequéncia {yy} com
y(a) = p e y(b) = q, entdo Lg(y) = d(p,q). Em particular, y é uma pré-geodésica causal

maximal de p a q.

Demonstragdo. Pelo lema 5.1.1, y € uma curva causal futuro-dirigida, e por um lado sempre
vale d(p, q) > Lg(y). Também, pelo teorema 4.1.6 existe uma subsequéncia {yy;} que converge
para y na topologia C°. Como % é metrizdvel e o funcional comprimento de arco Lorentziano
¢ semicontinuo superiormente para espagos-tempos fortemente causais (teorema 4.2.7) entao

temos

Lg(y) > limsup Lg(yx,)
> limsup(d(pk;» qx;) — €k;)
> liminf(d(pk;, qx;) — €k;)
= liminf d(py;, qx;)
> d(p,q),
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a ultima desigualdade devido a semicontinuidade inferior da distancia Lorentziana. A dltima

afirmacao segue do teorema 3.6.9. [

Estudamos agora uma segunda constru¢ido de curvas maximais em espagos-tempos
fortemente causais, que incluem pontos com distancia Lorentziana infinita. Como de costume,
fixe h uma métrica Riemanniana completa em M. Também, fixe py € M um ponto qualquer e

defina, para cadam € N,
Em = {6] eEM | dh(pOa LI) < m}a

a bola fechada de raio m e centrada em p( na distancia d, induzida pela métrica h. Pelo teorema
de Hopf-Rinow, cada B; é compacto. Claramente a cole¢ao {Ek}keN forma uma exaustao por
compactos de M.

Consideramos também a restri¢io da distincia Lorentziana a caminhos em B,,. Para cada
m € N, defina d[B,,] : B X By — R por

sup{Lg(y) | [y] € €5 (Bm,Bnm) comy(a) =p.y(b) =q}, se p <g ¢,
0, sep ,{_Em q.

d[Bnl(p.q) =

Imediatamente vemos que d[B,,](p,q) < d(p, q). E facil ver que vale a desigualdade
triangular reversa para d[B,,], bastando repetir a demonstracdo com curvas dentro de B,,.
Também, ressaltamos que d[B,,] ndo é simplesmente a restricio de d a B,, X B,,, pois ela s6 diz
respeito a curvas com imagem contidas em B,,. Ainda assim conseguimos relacionar d com o

limite m — +oo em d|[B,,].

Lema 5.1.3. Em um espaco-tempo (M, g) fortemente causal, para todo p,q € M, temos

d(p.q) = lim d[B,](p.q).
Demonstracéo. Casod(p,q) =0,comod[B,](p,q) < d(p, q) oresultado é imediato. Suponha
entdo que 0 < d(p, q) < +co. Da defini¢do de d podemos escolher uma sequéncia de curvas
causais futuro-dirigidas {7y } tais que Lg(yx) — d(p, g). Como aimagem de cada y; € compacta
em M, entdo Im y; € limitada, logo existe my com Imy; C B,, se m > my. Também, para todo

k € Ntemos Lg(yx) < d[Bw, ]1(p,q), e entdo,

d(p,q) = lim L(yi) < 1im d[Bu](p,q),

e como sempre vale d[B,,] (p, q) < d(p, q),oresultado segue. O caso d(p, q) = +o0, escolhemos

L¢(yk) = k e o argumento € andlogo. [ |

Fixamos agora uma notacgdo para simplificar a discussao envolvendo segmentos de curvas.

Se y : [a,b] — M é uma curva causal futuro-dirigida em um espago-tempo M causal, para

s <tcomy(s)=p,y(t) =q,escrevemos |5, = v[p,q].
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Para espacos-tempos fortemente causais, a disticia d e as d[B,,] estdo relacionados pela

seguinte relacdo de semicontinuidade inferior.

Lema 5.1.4. Sejam (M, g) um espago-tempo fortemente causale p,q € M. Se px — p,qr — ¢,

entdo
d(p,q) <liminf d[Bi](px. qx)-

Demonstragdo. O caso d(p, q) = 0 é imediato. Suponha que 0 < d(p, g) < +o0. Seja e > 0 tal
que 0 < d(p, q) — €. Pela defini¢do de d e por argumentos variacionais podemos encontrar y
curva temporal futuro-dirigida de p a g com d(p, q) — & < Ly(y) < d(p, q). Escolha os pontos
p’ e q sobre y tal que d(p,q) — & < Lg(y[p’.q']) £ d(p,q) e p < p’ < g < q. Como
I~ (p’) e I'(q") sdo conjuntos abertos em M contendo p e g, respectivamente, uma vez que
Pk — P qr — ¢, eventualmente p; € I-(p’) e g € I'(q’). Ou seja, pr < p’ < ¢ < gy para
k suficientemente grande. Também Imy C By para algum N € N, logo podemos assumir, sem
perda de generalidade, que Imy C By, px € J-(p’, Bx) e gx € J*(¢’, By) para k suficientemente

grande. Assim,
d(p,q) —& < Lg(y[p'.q']) < d[Bi](pr> qx)

para k suficientemente grande. Entdo

d(p,q) — € < Ly(y[p'.4']) < liminf d[Bi](p, qx)

como isto vale para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, segue que

d(p,q) < liminf d[B](pk. qk)-

Para o caso d(p,q) = +oo, para cada m € N escolha curvas temporais y,, de p a g com
L¢(ym) = m. Procedendo de maneira andloga ao caso anterior, para k grande o suficiente temos

d[Bi](pr>qi) = m — &, logo limd[Bi] (pi, qi) = +oo. .

Como estamos assumindo causalidade forte, distdncias Lorentzianas infinitas sdo de fato
possiveis, mas cada B,, é compacto, implicando em %Em (B, By) é compacto na topologia C?,
vamos buscar um analogo do coroldrio 4.2.10 para este caso, que mostrard d|[B,, ] sempre finito e
a distancia d[B,,] entre dois pontos p, g € B,, com p <, 4 € sempre realizada por uma curva
dentro de B,,.

Lema 5.1.5. Seja (M, g) espago-tempo fortemente causal e m € N. Se g € J*(p, B, entio
d[Bn,](p,q) < +co e existe uma curva y causal futuro-dirigida em B,, de p a q tal que
L¢(y) = d[Bn](p. ).

Demonstragdo. Caso d[B](p,q) =0, como g € J*(p, B,) e p # g, entdo existe uma curva y
causal futuro-dirigida em B,, de p a g. Pela definicdo de d[B,,], temos

0 < Lg(y) < d[Bnl(p.q) =0,
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e portanto Lg(y) =0 = d[Bn](p.q).
Considere entdo d[B,,](p,q) > 0. Temos p < g e neste caso, uma vez que o funcional
L, € semicontinuo superiormente e %Em (B, B,) é compacto na topologia C?, ele atinge um

maximo finito em uma curva [y] € CKEM (B, Byy) (teoremas 4.2.7 ¢ 4.2.9), logo, por definigdo,
d[Bn](p,q) = Lg(y) < +co. m

Seja p,q € M pontos distintos com p < g. Temos que existe uma curva 7y causal
futuro-dirigida de p a g. Para N € N tal que Imyy C By, assim g € J*(p, By) paratodo k > N.
Pelo lema 5.1.5 podemos obter uma sequéncia {7y} de curvas causais futuro-dirigidas com
Imy; C By paracada k € N e tais que Lo(yik) = d[Bi](p, q) parak > N.No caso da sequéncia
de curvas ter um limite, obtemos um andlogo da proposicao 5.1.2.

Proposicao 5.1.6. Sejam (M, g) um espaco-tempo fortemente causal e p, g € M pontos distintos
tais que p < q. Para k € N suficientemente grande, seja yy uma curva causal futuro-dirigida de
p a q dentro de By com d[Bi](p. q) = Ly (k). Se existe curva vy causal futuro-dirigida de p a
q tal que [yr] — [y], entdo d(p, q) = Ly(y), e em particular y é pré-geodésica causal.

Demonstragdo. Valendo a primeira afirmacao, o fato de y ser pré-geodésica causal segue por
sua maximizacao (teorema 3.6.9). Agora, devido ao lema 5.1.4 e a semicontinuidade superior de

Lg, temos

d(p.,q) <liminf d[B¢](p.q)
= liminf L, (yx)

<limsup Ly(yx) < Lo(y) <d(p,q). u

Considere agora pontos distintos em um espaco-tempo fortemente causal (M, g) com
p < g, e considere uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas {y;} de p a ¢ como no
enunciado da proposi¢do 5.1.6. Apesar de sempre podemos extrair uma curva limite y causal de
tal sequéncia come¢ando em p, ndo podemos concluir imediatamente que y passa por ¢, a nao
ser que M seja globalmente hiperbdlico. De fato, se d(p, g) = +o00, ndo existe uma curva causal
maximal de p até ¢, logo nenhuma curva limite de {y;} comecando em p pode passar por g.
Mas no caso da 5.1.6, a hipétese de que y liga p a g, junto com sua demonstracdo garantem que
d(p,q) < +oo. Por outro lado, d(p, g) < +co ndo implica que uma sequéncia {7y } causal ligando
P a g possui uma curva limite y comeg¢ando em p e passando por g. Isto € imediatamente visto
no plano de Minkowski com um ponto removido, que € fortemente causal mas nao € globalmente

hiperbdlico.
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5.2 Construcao de Raios Geodésicos em Espacos-Tempos

Fortemente Causais

Conhecendo algumas condi¢des para a existéncia de geodésicas maximais em espagos-

tempos fortemente causais, podemos agora analisar a existéncia de raios geodésicos causais.

Definicao 5.2.1 (Raios Geodésicos Causais Futuro e Passado-Dirigidos). Um raio geodésico
causal e futuro-dirigido (ou simplesmente raio futuro) é uma geodésica causal futuro-inextensivel
v :10,a) = M tal que

d(y(0),y(1)) = Lg(¥lj0.);

paratodot € [0,a).
Mais geralmente, para A C M ndo vazio, um A-raio geodésico causal e futuro-dirigido
(ou simplesmente A-raio futuro) é uma geodésica y causal futuro-inextensivel comecando em A

tal que
dy(y(1) = d(A,y(1)) = Lg(¥lj0,)

paratodot € [0,a).
As nogoes de raio e A-raio geodésico causal e passado-dirigido sdo definidas de maneira

temporalmente dual.

Segue facilmente da desigualdade triangular reversa que um raio geodésico causal
maximiza a distancia entre quaisquer dois pontos sobre o raio.

O seguinte resultado € crucial para o resto do capitulo.

Proposicao 5.2.2. Seja (M, g) um espaco-tempo fortemente causal e K um subconjunto compacto
de M. Se p e g sdo dois pontos distintos em M tais que p < q e toda curva causal futuro-dirigida

de p a q intersecta K, entdo vale pelo menos uma das seguintes afirmagoes:

(1) Existe um segmento geodésico causal maximal futuro-dirigido de p a q que intersecta K .

(2) Existe uma geodésica causal maximal futuro-dirigida e futuro-inextensivel comecando em p

que intersecta K .

(3) Existe uma geodésica causal maximal futuro-dirigida e passado-inextensivel terminando em

q que intersecta K.

(4) Existe uma geodésica causal maximal futuro-dirigida que intersecta K que é inextensivel.

Demonstragdo. Seja yo uma curva causal futuro-dirigida de p a g. Como K U Im g é compacto,
existe N € N tal que K UImyy C By. Dessa forma, ¢ € J*(p, By) para todo k > N. Assim,
pelo lema 5.1.5, para cada k > N existe uma curva y;, causal futuro-dirigida de p a g em By
tal que Lg(yx) = d[Bi](p, q). Além disso, por hipétese Imy; N K # @, para cada k > N. Seja

ry € Imyy N K, k > N. Como K é compacto, podemos assumir ry — r € K.
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Estendemos cada y; para uma curva causal futuro-dirigida e inextensivel ¥, : R — M
reparametrizada por ~-comprimento de arco com ¥, (0) = r;. Como sempre, aplicamos o lema da
curva limite para obter uma curva y causal inextensivel com y(0) = r (em particular intersectando
K) e com ¥, convergindo uniformemente em compactos para y (a menos de subsequéncia). Tal
curva € a candidata natural para verificar as afirmagdes.

Como p =¥, (tx), g = ¥ (sx) paratodo k e Ne p < ry < g,entdoty < 0 < s¢. Sendo o
espaco-tempo fortemente causal, p < ¢, e alguma das desigualdades € restrita. Agora, os quatro
casos estdo associados as possibilidades das sequéncias {7} e {sx}. Se {¢x} € limitada, podemos
assumir #;y — to, logo ¥, (tx) — y(t0) = p, e se € ilimitada inferiormente, podemos assumir
ty — —oo, e por causalidade forte p ¢ Imy. Analogamente, se s, — so temos y(sg) = ¢, e se é
sequéncia ilimitada, ¢ ¢ Im 7y, cobrindo todas as possibilidades. Em qualquer caso, precisamos
verificar que certos segmentos de y sdo maximais, o que em particular implica y ser pré-geodésica
nos segmentos maximizantes.

Para ilustrar, consideramos o caso (2), com p € Imy mas ndo g. Os outros casos remetem
a uma andlise muito similar. Como t; — o € sy — +co, para qualquer a,b € [ty,+0),
a < b, eventualmente t; < a e s; > b. Pela convergéncia uniforme, os segmentos ¥ |(4,5]
convergem para |[,,»] na topologia CP. Escolha um aberto V contendo ¥l[a,p) Mmas ndo g. Entdo
Im¥,|(ap) € V eventualmente, e dessa forma g ¢ Im¥,|[, ;) para k suficientemente grande.
Como Im ¥y, |(sp) € Im¥;|, ., eventualmente, temos Lg (¥ l[ap]) = d[Bi](¥;(a), 7, (b)).
Pelo lema 5.1.4 e semicontinuidade superior de L, temos

d(y(a),y(b)) < liminf d[Bi] (¥ (a), ¥, (b))
= liminf Lg (5’k|[a,b])

< limsup Lg(i’kl[a,b]) < Lg(7|[a,b]),

e como sempre vale L, (y|(45)) < d(y(a),y (b)), o resultado segue. [

Note que se (M, g) é um espago-tempo globalmente hiperbdlico, o caso (1) na proposicao
5.2.2 sempre ocorre, devido a existéncia de geodésicas causais maximais entre quaisquer p < q.
Além disso, deletando pontos do espaco-tempo de Minkowski e obtendo um espaco-tempo
fortemente causal que ndo € globalmente hiperbdlico, podemos facilmente construir os casos (2),

(3) e (4) para pontos p € g tais que p < q.

Teorema 5.2.3. Seja A € M um conjunto acronal compacto. Entdo, ou A é futuro-aprisionado,

ou entdo existe um A-raio futuro luminosoy : [0,a) — M.

Demonstragcdo. Assuma que E*(A) ndo é compacto. Seja {py} uma sequéncia de em E*(A)

sem nenhuma subsequéncia convergente em E*(A). Em particular, nenhuma subsequéncia fica

em A por este ser compacto, logo podemos assumir que {p;} € sequénciaem E*(A) \ A.
Paracada k € N, sejayy : [0,+00) — M curva causal e futuro-inextensivel parametrizada

por h-comprimento de arco comecando em A, com py = yi(t;) e tais que yx ([0, 2x]) € E*(A)
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(que existem pois E¥(A) = J*(A) \ I"(A) e pi ¢ A). Note que os segmentos Yi|[o,] S30
pré-geodésicas luminosas sem pontos conjugados (coroldrio 3.3.9), e pela mesma razao cada
segmento € A-maximal em relacdo a pj (de comprimento zero).

Podemos assumir pela compacidade de A que y;(0) — p € A. Aplicando o lema da
curva limite, existe y : [0, +c0) — M causal C° e futuro-inextensivel comecando em p e com
convergéncia dj-uniforme de y; em compactos.

Afirmamos que a sequéncia {f; } € ilimitada. De fato, se fosse limitada, podemos assumir,
passando para subsequéncia, que t; — to, logo pr = yi(tx) — y(tp). Como E*(A) C dJ*(A),
v(to) € dJ*(A), mostrando que y(t9) € J*(A) N dJ*(A) = E*(A), uma contradi¢do com a
escolha de {py}.

Sendo {#;} ilimitada, podemos assumir ¢, — +oco. Para qualquer ¢ > 0, eventualmente
tr > t,assimd(A, y(t)) = Lg(vkl[o,)) para k suficientemente grande, devido a A-maximalidade.

Segue da semicontinuidade inferior de d e superior do comprimento de arco Lorentziano L, que

d(A,y(t)) < liminfd(A,yi(t)) <limsupd(A,yi(t))
= limsup Lg (y«|[0,7]) < Lg(¥lj0.1)s

portanto L (y[o,]) € A-maximal para ¢ > 0 qualquer, e segue que y é A-raio futuro.
Caso vy fosse temporal, terfamos y(t) € I*(A), t > 0. Mas novamente t; > f e
vi(t) € I"(A) eventualmente, assim 7y (7) < y(#x), implicando em py € I*(A) N dI*(A), um

absurdo, mostrando que y € luminosa. [

Quando M for globalmente hiperbdlico sem hipersuperficies de Cauchy compactas, este

teorema tem a seguinte consequéncia.

Corolario 5.2.4. Seja (M, g) espaco-tempo globalmente hiperbolico n-dimensional sem hiper-
superficies de Cauchy compactas. Entdo todo subconjunto A (ndo vazio) acronal e compacto
admite um A-raio futuro luminoso. Em particular, se A também é subvariedade espacial, sua

dimensdo é no maximo n — 2.

Demonstragdo. Pela proposicao 3.11.9, nenhum conjunto acronal e compacto € aprisionado em
M, logo pelo teorema 5.2.3 existe um A-raio futuro luminoso y : [0,a) — M. Se A for ainda
subvariedade espacial, sua dimensao € no maximo »n — 1, mas se for n — 1, sendo y € em particular

geodésica luminosa normal a A temos uma contradigéo, pois (7y()A)™" seria temporal. [

E interessante estudar também A-raios no caso em que estamos trabalhando com
hipersuperficies C® acronais e fechadas. O seguinte resultado ilustra a necessidade de explorar

separadamente este caso.

Proposicdo 5.2.5. Suponha que A é hipersuperficie C° acronal e fechada. Entdo, qualquer

A-raio luminoso de A é uma curva inteiramente contida em A.
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Demonstragdo. Pela proposicdo 3.11.2, E*(A) = A. Se algum A-raio luminoso eventualmente
sai de A, o segmento até antes deste ponto seria um gerador geodésico contido em E*(A) \ A o

que € impossivel. [ |

Assim, para tais conjuntos, raios luminosos niao sdo muito interessantes, logo buscaremos
raios temporais. Precisaremos ainda impor mais condi¢Oes para garantir a existéncia de tais raios,

como ilustram os seguintes exemplos.

Exemplo 5.2.6. Para o espago-tempo de Minkowski ]R?. Considere o plano Iy = {¢ = 0}. Entdo
[Ty é uma superficie espacial acausal e fechada, logo E*(A) = A. Dado p = (0,x,y) € Iy,
considere a, : [0, +00) — IR? curva integral do campo vetorial 9, comecando em p, que € um
[1p-raio temporal. Mas como Il € acausal e também neste caso toda curva causal futuro-dirigida

comegando em Iy estd contida em I*(Iy), ndo ha ITy-raios luminosos. <

Exemplo 5.2.7. Em R?, considere o disco D = {(0,x,y) € IR? |x2 + y? < 1}, que é uma
hipersuperficie espacial, acausal e pré-compacta, mas nio é fechada. Seu fecho D é compacto

mas j ndo & hipersuperficie C°. Considere as seguintes geodésicas

y1 : [0,+00) = R}, ¥1(s) = (5,0,0)
v2 1 [0, 4+00) — IR{%, va(s) = (s,s+1,0).

Vemos que y; € raio temporal tanto para D quanto para D, € y, € D-raio luminoso, mas nao é

um D-raio, pois nem sequer intersecta D. <

Exemplo 5.2.8. Em R, considere o plano A = {¢ = x}, que é uma superficie suave (luminosa)
acronal e fechada, e pode ser parametrizada da forma {(s, s, y) € IR“;’ | s,y € R}. Dado qualquer
yeR,

y [0, +00) = RY, ¥(s) = (5,5, ),

€ um A-raio luminoso contido em A. Afirmamos que ndo existem A-raios temporais neste caso.
De fato, considerando « : [0,a) — IR?, a(s) = (a'(s), @*(s), @ (s)), qualquer curva temporal,
suave pro partes e futuro-inextensivel comecando em A. Tome 5o € (0, a) e concatene a|[g ]
no ponto a(0) com a geodésica luminosa 8 = (a'(0) — 1 +s,'(0) — 1 +5,23(0)), s € [0, 1],
0 que dd uma curva causal de A até a(s9) com mesmo comprimento de a|[o y,], que ndo pode
ser maximal pois ndo € sequer pré-geodésica. Assim, por argumentos variacionais, existe uma
curva temporal futuro-dirigida de A até a(sp) com comprimento estritamente maior que a|[o,s,],

mostrando que @ ndo é A-raio. <

Exemplo 5.2.9. Em [R?, considere o conjunto A dado pela unido de conjuntos da forma

Av={t,x,y) eR} [t=%sexe [k k+1i]l,t=x-5L sexe[k+1k+1]},
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para todo k € Z. (A imagem de tal conjunto € uma “escadaria infinita” em IR?, com uma parte
horizontal espacial e a parte inclinada luminosa.)

Vemos que A é um conjunto acronal, fechado e com edge(A) = @, logo hipersuperficie
C? acronal e fechada. Por argumentos padrdes de R?, logo ndo existem A-raios luminosos. Um

argumento similar ao exemplo anterior mostra que também nao ha A-raios temporais. )

99

O exemplo 5.2.8 ilustra mostra que a existéncia de A-raios estd relacionada ao “tamanho
de conjunto globalmente hiperbdlico int(D(A)) (que no caso do exemplo € vazio). Como
mostrado na proposicio 3.10.13, D(A) é aberto para hipersuperficies C° acausais. Porém, apenas

acausalidade ndo € suficiente, como ilustramos no préximo exemplo.

Exemplo 5.2.10. Em ]R% novamente, considere o hiperboloide
H ={(t,x,y) eR]|t <0er —x*—y* =1},

que € uma hipersuperficie espacial fechada e acausal com edge(H~) = @, logo ndo possui
H™-raios luminosos. H~ também ndo possui H ™ -raios temporais futuros, pois todas as geodésicas
temporais futuro-inextensiveis comecando em H~ se encontram na origem, mas possui raios
temporais passados. (A andlise do hiperboloide H* mostra que existem raios temporais futuros

mas nao passados.) )

Se exigimos também compacidade, temos o seguinte resultado.

Proposiciio 5.2.11. Se A C M é uma hipersuperficie C° acausal e fechada, dado p € H*(A)\ A,
temos que, ou existe um A-raio futuro e temporal contido em D*(A), ou entdo d(A, p) < +co ¢
existe uma geodésica temporal e futuro-dirigida y : [0, a]l — M que é maximal, com y(0) € A,
y(a)=pe

Lg(y) =d(A,p).

Demonstragao. Como A € fechado, seja U vizinhanga aberta de p tal que UN A = @, e
escolha p~ € I (p,U). Afirmamos que I*(p~,U) N I~ (p,U) € D*(A). De fato, para g €
I'(p~,U)nI (p,U),sejaB: [0,b) — M curva causal e passado-inextensivel come¢ando em
g. Como p € D*(A), escolha também p’ € D*(A) N I*(g,U). A concatenacdo de uma curva
temporal @ contida em U de p” até g com a curva 8 € causal e passado-inextensivel, logo deve
intersectar A, e tal interseccao ndo se da ao longo de «, e entdo S intersecta A, mostrando a
afirmacao.

Considere agora uma sequéncia {p;} em I*(p~,U) N I~ (p, U) tal que px — p. Sendo
D (A) aberto (proposicao 3.10.13), a afirmagao anterior também que garante que py € int(D(A))\
A. Assim, pelo teorema 4.2.13, para cada k € N temos que existe uma curva causal futuro-
inextensivel parametrizada por hA-comprimento de arco yi : [0, +o0) — M tal que y4(0) € A,
Yi(tk) = pr para algum ¢ > 0, 4 ([0,2,]) € D*(A) e

Le(yiljo) = d(A, pr).
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Como A é compacto, passando para subsequéncia e aplicando o lema da curva limite, existe
curva causal, C? e futuro-inextensivel y : [0, +00) — M com as caracteristicas vindas do lema
da curva limite. Consideramos as duas possibilidades para {7 }.

Se {t; } é ilimitada, podemos assumir #; — +oo. Fixado ¢t > 0, eventualmente 7; > ¢, logo
Yklo,.] = Yljo0, dr-uniformemente. Pela semicontinuidade superior de L, e semicontinuidade

inferior de d; , temos

d(A,y(t)) < liminf d(A, yi(1))
< limsup L, (viljo,) < Le(¥l0,4)-

donde concluimos que y é um A-raio. Por construcdo, Imy C D*(A). Também, uma vez que
edge(A) = @, y s6 pode ser temporal, e por acausalidade Imy N A = @. Para verificar que tal
curva estd em D*(A), primeiro observe que A N dD(A) = @ novamente pela proposi¢do 3.10.13.
Se y(t') € H*(A) para algum ¢ > 0, entdo, uma vez que H*(A) é acronal, y((¢,+c0)) C
int(D*(A)), de forma que D*(A) N I*(y(¢')) # @, uma contradicao.

Se {t;} € limitado, podemos assumir t; — ty > 0. Por convergéncia uniforme, p; =
vi(tr) — v(to), e assim y(t9) = p ¢ A, logo ty > 0. Para cada t € [0, 79), novamente temos

t; > t eventualmente, e novamente o argumento via semicontinuidade mostra que

d(A,p) = Lg(¥lj0.)) < +00,
logo yl0,,,] € pré-geodésica maximizante, que € novamente temporal pois edge(A) = @. [

E com isto temos um resultado para a existéncia de A-raios temporais em hipersuperficies

acausais compactas.

Teorema 5.2.12. Seja A C M uma hipersuperficie C° compacta e acausal. Entdo existe um

A-raio temporal contido em D*(A).

Demonstragdo. Podemos assumir que H*(A) # @, pois caso contrdrio A é também hipersuper-
ficie de Cauchy futura, e € facil adaptar o primeiro caso na demonstracao da proposicdo 5.2.11
para garantir o resultado.

Por contradi¢do, assuma que H*(A) # @ mas nao existe A-raio temporal contido em
D*(A). Entéo, pela proposicdo 5.2.11, para cada p € H"(A) \ A existe uma geodésica temporal
A-maximal de A até p. Consideramos duas possibilidades para H*(A).

e H*(A) ndo é compacto. Como H*(A) é sempre fechado, neste caso H*(A) nao é dj,-limitado
pelo teorema de Hopf-Rinow. Assim, existe uma sequéncia {py} em H*(A) com dj(A, px) > k
para cada k € N. Neste caso, como cada p; € H*(A) \ A, estendemos e reparametrizamos
as geodésicas temporais A-maximais de forma a obter curvas causais futuro-inextensiveis

parametrizada por hA-comprimento de arco yy : [0, +c0) — M tal que y;(0) € A, yi(tx) = px
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para algum #; > 0, yx([0,2)) C D" (A) e

Le(yiljo) = d(A, pr).

Com A é compacto, passando para subsequéncia e aplicando o lema da curva limite, existe
curva causal, C? e futuro-inextensivel y : [0, +00) — M com as caracteristicas vindas do lema
da curva limite. Agora, {f;} ndo pode ser limitada, pois nesse caso uma subsequéncia de py
convergiria, o que é impossivel pela escolha de {p }. Assim assumimos 7y — +o0, € 0 argumento

usual via semicontinuidade mostra que y é A-raio, que é temporal pois edge(A) = @, e com

Imy C D*(A), que na verdade estd em D*(A), argumentando de maneira andloga ao primeiro
caso da proposi¢ao 5.2.11.

e H*(A) é compacto. Neste caso, uma vez que d}|y+(4) € semicontinua inferiormente em
um compacto, tal fungdo atinge um minimo em algum ponto py € H*(A). Considerando
v : [0,a) —» M gerador geodésico de H*(A) comecgando em pg, sendo edge(A) = @, temos
que 7y é passado-inextensivel e estd contida em H*(A). Escolha T > 0 tal que y(t) ¢ A. Pela
proposi¢do 5.2.11, existe uma geodésica a temporal futuro-dirigida e A-maximal de A até y(r).
A curva 8 dada pela concatenac@o de & com a reversa temporal de y|[o, € entdo curva causal

nao geodésica de A até pg. Assim,

d(A,y(1)) = Lg(@) + Lg(¥lj04) = Lg(B) < d(A, po),

e primeira igualdade vindo de Lg(¥|j0,]) = 0, e a desigualdade estrita vindo de § ndo ser

geodésica. Mas isto contradiz po ser minimizante de djg |H+(A)- [ |

5.3 Espacos-Tempos Causalmente Desconexos e Linhas

Geodésicas Causais

Relembre que uma sequéncia em um espaco topolégico Hausdorff ndo compacto diverge
para infinito se qualquer subconjunto compacto possui uma quantidade finita de termos da

sequéncia.

Definicao 5.3.1 (Espacos Causalmente Desconexos). Um espaco-tempo (M, g) é dito ser cau-
salmente desconexo por um subconjunto compacto K se existem duas sequéncias infinitas {py } e
{qr} que divergem para o infinito tais que, para cada k € N, py < qi, px # qi e todas as curvas
causais futuro-dirigidas de py a qy intersectam K. Um espago-tempo (M, g) que é causalmente

desconexo para algum subconjunto compacto K é chamado causalmente desconexo.

Definicao 5.3.2 (Linhas Geodésicas Causais). Seja (M, g) um espaco-tempo arbitrdario. Uma

geodésica causal futuro-dirigida e inextensivel y : (a,b) — M ¢é dita ser uma linha geodésica



163

causal se para todo r,s € (a,b) comr < s tem-se

Le(lirs1) = d(y(r),y(s)).

Teorema 5.3.3. Se (M, g) é um espaco-tempo fortemente causal e causalmente desconexo por
um conjunto compacto K, entdo M contém uma linha geodésica causal y : (a,b) — M que

intersecta K.

Demonstragcdo. Sejam {py} e {q} duas sequéncias que divergem para o infinito. Aplicando a
proposicdo 5.2.2 para cada k € N, obtemos uma geodésica y causal futuro-dirigida intersectando
K em algum ponto r; e que satisfaz um dos quatro casos de tal proposi¢do. Se para algum k
ocorre o caso (4), o resultado € imediato. Suponha entdo que o quarto caso nunca ocorre. Assim,
pelo menos um dos casos se repete infinitamente nas sequéncias yi, € podemos entdo assumir
que tal caso vale em todas as curvas, digamos ser o caso (2), os outros com demonstra¢ao andloga.
O resto da demonstracdo segue o mesmo raciocinio dos dois resultados anteriores.

Podemos assumir y;(0) = ry — r € K. Estenda e reparametrize cada curva para ser
inextensivel definida em R. Seja y : R — M causal inextensivel originada do lema da curva
limite, com y(0) = r e convergéncia uniforme em compactos. Mostramos que y € maximal em
qualquer segmento, onde € suficiente mostrar maximalidade entre pontos da forma ty < 0 < s
(proposicao 3.6.8) Como Yi|s.ss] = ¥l[10.5] N@ topologia CY, existe N € N tal que Yilr,so]
fica em By eventualmente. Como {p;} diverge para o infinito entdo By contem finitos desta
sequéncia, e segue que py < vk (o) para k suficientemente grande, e em particular com k grande

0 segmento Y |(4,.s,] € maximal. Entao

d(y(t9),y(s0)) < liminf d(yx(t0), yr(s0))
= liminf Lg (Vi [1,s50])
< limsup Lg (Vi lz9.50])
< Lg(Ylro,501) - -

Conhecendo a existéncia de linhas geodésicas causais para espagos-tempos fortemente
causais com a condicao de causalmente desconexa, € interessante saber quando espagos-tempos
sdo causalmente desconexos. Nosso proximo objetivo € entdo buscar condi¢des geométricas no
espago-tempo que sao suficientes para isto acontecer. Veremos que a existéncia de conjuntos
aprisionados (cf. definicao 3.11.5) d4 condicdes suficientes para um espaco-tempo fortemente

causal ser causalmente desconexo e também para a existéncia de linhas, que analisamos agora.

Proposicao 5.3.4. Um espaco-tempo (M, g) fortemente causal é causalmente desconexo por

qualquer conjunto aprisionado.

Demonstragdo. Pela dualidade temporal, € suficiente mostrar para conjuntos futuro-aprisionados.

Seja entdo A acronal futuro-aprisionado. Pelo lema 3.11.7, existe uma curvaa : R —- M
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temporal futuro-dirigida e inextensivel comegando em E*(A) e que nunca intersecta H*(E*(A)).
Como mostrado no coroldrio 3.11.8, @|0 +0) estd toda em D*(E*(A)).

Considere as sequéncias p; = a(—k) e gx = a(k), k € N. Entdo p; < ¢g; e ambas as
sequéncias divergem para o infinito, devido a M ser fortemente causal e ndo aprisionar curvas
causais inextensiveis em compactos.

Para qualquer curva S causal futuro-dirigida de p; a gk, a concatenacao de S com
@|(—0,—k] € uma curva causal passado-inextensivel que passa por gx € D*(E*(A)), e portanto
intersecta E*(A). Esta intersec¢do ndo se dd no segmento correspondente a @|(—c 4] pela

acronalidade de E*(A) portanto S intersecta E*(A), mostrando o desejado. [

Corolario 5.3.5. Se (M, g) é um espaco-tempo fortemente causal e A C M ¢é futuro-aprisionado,

entdo existe uma linha geodésica causal intersectando E*(A).
Demonstragdo. Imediato da proposicao 5.3.4 junto com o teorema 5.3.3. [

Utilizando estes udltimos resultados, encontramos uma condic@o suficiente para um
espago-tempo cronoldgico ser na verdade fortemente causal, e que terd aplicacdes no préximo

capitulo.

Proposicao 5.3.6. Suponha que (M, g) é um espaco-tempo cronolégico, geodesicamente com-
pleto em direcoes luminosas, e tal que toda geodésica luminosa inextensivel possui um par de

pontos conjugados. Entdo (M, g) é fortemente causal.

Demonstragdo. Por contradi¢do, suponha que causalidade forte falha em algum ponto p € M.
Entao existe um vizinhanca aberta U de p e uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas
ay : [0,1] - M com a;(0),ax(1) — p mas cada Imay € U.

Seja V C U aberto convexo contendo p com V C U. Considere uma sequéncia de curvas
vk ¢ [0,+00) — M causais e futuro-inextensiveis parametrizadas por ~-comprimento de arco
tais que yx(0) = ax(0), yx(tx) = ax(1) para algum t; € (0,+c0), e 0 segmento yil[o,] €
reparametriza¢do de ay. Como y;(0) — p, considere y : [0,+0c0) — M curva obtida da ja
padrao aplicacdo do lema da curva limite.

Afirmamos que a sequéncia {7, } € ilimitada. De fato, se for limitada, podemos assumir
ty — tg € [0,+00). Como cada curva a; sai de U, existe sy < f; tal que yx(sx) € dV.
Em particular, a sequéncia s; € limitada, logo podemos assumir s — so < fo. Assim,
vi(sk) — y(sg) € dV, e y(so) # p, ou seja, sop > 0, implicando em 79 > 0. Por outro lado,
ai (1) = yi(tx) — y(to) = p. Isto &, yl[o,,) € uma curva causal fechada. Agora, a curva dada
pela repeticao deste laco indefinidamente € uma curva causal inextensivel. Por cronologia e as
consideragdes variacionais, tal curva deve ser uma geodésica luminosa sem pontos conjugados,
contradizendo nossa hipétese. Concluimos assim que {7} € ilimitada, e podemos assumir

ty — +o0.
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Suponha agora que existe ¢ > 0 tal que y(0) < y(¢). Sejam Wy, W, vizinhangas abertas
de p e y(1), respectivamente, tais que x < y, para todo x € W,y € W,. Para k suficientemente

grande, temos 1, > t e v (tx) € Wy, v (t) € Wa, logo

Ye () < yi(te) < ytr) = vi(te) < yi(te),

uma contradicdo com M ser cronoldgica. Assim, Imy € um conjunto acronal, implicando em y
ser de um raio futuro luminoso e comecando em p (reparametrizando se necessdrio). Ainda, por
hipétese, y é completa para o futuro.

Observe agora que podemos repedir o argumento acima para curvas Sy : [0, +00) causais
passado-inextensiveis com B (0) = ax (1) e Br(rr) = ar(0) para obter 8 : (—o00,0] — M raio
luminoso passado terminando em p completo para o passado.

Afirmamos que y € na verdade a extensdo para o futuro da geodésica luminosa . De
fato, caso no seja, existe & > 0 tal que y([0,d]), B([-6,0]) e B(—0) < y(5). Mas isto implica,
pela construcdo de B e y, que teremos eventualmente ay (1) < @ (0) < (1), novamente
contradizendo a cronologia.

Por fim, a concatenacdo vy * 8 € entdo linha geodésica luminosa, e em particular nao

possui par de pontos conjugados, uma contradi¢do com nossa hipétese em M. [
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6 Teoremas de Singularidade

Temos agora todas as técnicas necessdrias para estudar os teoremas de singularidade. Para
nossos fins, um espago-tempo (M, g) € dito possuir uma singularidade se existe uma geodésica
causal inextensivel incompleta, ou seja, é causalmente incompleto, o que na relatividade geral
descreve uma condig¢ao fisica no campo gravitacional que fazem observadores em queda livre
ou raios de luz deixarem de existir em um tempo finito. Os teoremas de Hawking tratam de
incompletude temporal, o de Penrose de incompletude luminosa, e o de Hawking e Penrose de
incompletude causal.

Para utilizar os resultados associados as geodésicas luminosas obtidas no capitulo 2,
assumiremos neste capitulo que os espacos-tempos sao no minimo tridimensionais, mas quando

nao € necessdrio utilizar tais resultados, o caso bidimensional pode ser incluido.

6.1 Motivacoes Geométricas e Fisicas

Consideremos um tensor de Jacobi A ndo singular e seu tensor de Riccati associado S#
sobre uma geodésica temporal . Como comentado na observagio 2.2.23, o tensor de Riccati
mede o quanto os campos de Jacobi associados a A “torcem e giram”. Por outro lado, campos
de Jacobi podem ser interpretados geometricamente como ‘“deslocamentos infinitesimais” da
geodésica. Podemos visualizar essa situa¢do por meio de um “tubo” de geodésicas centrado em
a, com S 4 distorcendo este tubo.

A maneira precisa como Sz deforma estd codificada em sua decomposi¢do Sz =
0/ul + & + &. Como seus nomes indicam, o coeficiente de expansido § mede o quando S
expande (6 > 0) ou contrai (6 < 0) o volume de “cortes transversais” do tubo em consideragao.
O cisalhamento & representa deformagdes que preservam volume (na nossa interpretacao
geométrica transformando as esferas de sec¢des transversais do tubo em elipsoides de mesmo
volume), e a vorticidade @ representando rotacdes das geodésicas ao redor de « (figura 6.1, mais
detalhes sobre a interpretacdo geométrica, consideracdes sobre o caso luminoso e também outras
propriedades de cada tensor podem ser vistas em Wald (1984), secdo 9.2).

Neste contexto, a equagcao de Raychaudhuri

02
0 + — +Ric(a, @) +o? - w? =0,
u

para 6 descreve sua taxa de variacdo da expans@o ao longo da geodésica «. No caso de interesse,
com tensores de Lagrange candnicos, @ = 0 (e em particular ndo hé efeitos de rotacdo), logo

temos
2

6
¢ = —— —Ric(e, ) — o>,
u
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Figura 6.1: Efeitos da decomposi¢do S = 6/ul+ & + &.

Expansio Cisalhamento

D

Area A, Area A, Area A, Area A,

=

0

Torcao

O-0

Fonte: Baseada em Kar e Sengupta (2007), figura 2.

Vemos portanto que, se o tensor de Ricci € ndo negativo, 8 ndo crescente, logo, a familia de
geodésicas no “tubo” tende a convergir, ou ao menos a ndo divergir, da geodésica central. A
questao da ndo negatividade o tensor de Ricci € uma maneira precisa de descrever o carater

atrativo da gravidade em aplicacoes fisicas.

Definicao 6.1.1. Um espaco-tempo (M, g) satisfaz a condi¢do de convergéncia temporal se
Ric(v,v) > 0 para todo vetor v € TM temporal. Analogamente, satisfaz a condi¢do de energia

luminosa se Ric(v, v) > 0 para todo vetor v € TM luminoso.

Por continuidade, € facil ver que esta condicao € equivalente a condicao andloga definida para
vetores causais. Em particular, a condicdo de convergéncia temporal implica a condic¢do de
convergéncia luminosa, embora a reciproca possa ser falsa. (Por exemplo, o espaco-tempo de
deSitter satisfaz a condi¢ao de convergéncia luminosa, mas ndo a temporal.) Uma motivacao
fisica para essas condi¢des € descrita em detalhes em Hawking e Ellis (1973), e discutida
brevemente abaixo.

Suponha que um espaco-tempo (M, g) satisfaca a equacdo de Einstein:
) 1
Ric + (A - ES) g =8nT,

onde S € a curvatura escalar, T é um (0, 2)-tensor conhecido como fensor de energia-momento e
A é a constante cosmolégica. Com dim M = 4, um cédlculo com o trago da equacdo de Einstein
nos permite escrever

Ric+(4ntrT — A)g = 8aT.
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Assim, vemos que, no caso quadridimensional, a condi¢cdo de convergéncia temporal € equivalente

ao espaco satisfazer, para todo v € TM causal,

T(v,v) > (ﬂ - A) gv,v).

2 8
Também, um tensor de energia-momento satisfaz a condicdo de energia fraca se T(v,v) > 0 para
todo v € TM temporal, e satisfaz a condicdo de energia forte se T (v,v) > (trT/2—-A/8m)g(v,v)
para todo v € TM temporal (que vemos ser equivalente a condi¢do de convergéncia temporal
para solugoes (M, g) da equacdo de Einstein correspondente).

E fisicamente razoavel assumir que tensores de energia-momento relevantes para a
relatividade geral satisfazem ao menos uma dessas condicoes, e talvez as duas (ver Hawking e
Ellis (1973), secdo 4.3, para tais argumentos fisicos). Note ainda que a despeito dos nomes, e ao
contrario do que ocorre com as condi¢des geométricas de convergéncia, essas sdo condi¢des
independentes sobre um tensor de energia-momento 7: a condi¢c@o de energia forte ndo implica
a condicdo de energia fraca, nem € consequéncia desta. Como veremos nos teoremas de
singularidade, alguma forma de convergéncia temporal e/ou luminosa é um dos ingredientes para

mostrar existéncia de singularidades.

6.2 Teoremas de Singularidade de Hawking

Os primeiros teoremas aqui tratados sdo devidos a Hawking (1966). A ideia fisica
motivadora destes teoremas € colocar em termos geométricos os argumentos cosmoldgicos para a
existéncia de uma singularidade no passado distante do universo (o big-bang). Como de costume,

enunciamos aqui a versdo para incompletude futura, sendo o caso passado temporalmente dual.
Teorema 6.2.1 (Hawking - I). Seja £ C M uma hipersuperficie de Cauchy futura suave e
espacial. Suponha que

(i) Ric(v,v) = 0 para todo vetor v € TM temporal.

(ii) Existe k > O tal que
gp(Hp’ Up) 2> K,

para todo p € X, em que H é o vetor curvatura média de X e U é o campo vetorial unitdrio

futuro-dirigido e normal a X.

Entdo toda curva causal futuro-dirigida saindo de X possui comprimento Lorentziano no mdximo

1/k. Em particular, toda geodésica temporal futuro-dirigida comecando em X é incompleta.

Demonstragdo. Sendo X espacial e acronal, ela € entdo acausal (lema 3.8.15). Assim, para
qualquer curva 8 : [0, b] — M causal e futuro-dirigida come¢andoem X, 3((0, b]) € J*(2)\X =
D*(2) \ T C I*(2), onde a igualdade aqui vem de X ser em hipersuperficie de Cauchy futura
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(coroldrio 3.10.9). Pelo mesmo motivo, H*(X) = @ (teorema 3.10.8), e portanto, por acausalidade,
temos B((0, b]) C int(D (X)) \(I" (X)) U ).

Pelo teorema 4.2.13, existe uma geodésica temporal futuro-dirigida @ : [0,a] — M de
até a(a) = B(b) com L,(B) < d(Z,B(b)) = Lg(a). Sendo temporal e maximal, ela € normal a
¥ e também ndo possui pontos focais antes de a(a).

Ora, se Ly (a) > 1/k, as condigdes (i) e (ii) garantem que « possui um ponto focal num
paradmetro menor ou igual a 1/« pela proposi¢do 2.2.37, o que violaria a maximalidade de «,
logo Ly(B) < 1/«. [ |

Teorema 6.2.2 (Hawking - II). Seja X C M uma hipersuperficie espacial e compacta. Com a

notacdo do teorema anterior, suponha que
(i) Ric(v,v) = 0 para todo vetor v € TM temporal.
(ii) gp(Hp,Uy,) > 0 para todo p € X.

Entao M é temporalmente incompleto.

Demonstragdo. Analisando componentes conexas, podemos supor que X € conexa. Mais ainda,
podemos assumir que X € acronal (logo acausal) pelo teorema 3.8.18, uma vez que recobrimentos
preservam geodésicas e completude. Pelo teorema 5.2.12, existe um X-raio futuroy : [0,a) —» M
temporal e normal a . Sendo raio, ndo possui pontos focais a X, e portanto, as condigdes (i) e

(ii) implicam, pelo teorema 2.2.37, que y € incompleta. [

[lustramos nos préximos exemplos o que acontece na auséncia de alguma das hipdteses

dos teoremas de Hawking.

Exemplo 6.2.3. Podemos ver um exemplo onde falham os teoremas de Hawking na auséncia de
convergéncia temporal, considerando o espago-tempo de Sitter S‘l‘.

Como visto na secdo 3.12, tal espago-tempo € globalmente hiperbdlico e geodesicamente
completo. Sendo isométrico ao produto torcido IR%% Xcosh 3, possui hipersuperficies de Cauchy
compactas da forma {r} x S3. Neste caso, podemos aplicar a as férmulas de curvatura para
Robertson-Walker quadridimensional obtidas em O’Neill (1983), pgs. 344-345. Temos que o
campo vetorial d; = d/dt € unitario e normal a tais hipersuperficies de Cauchy, que em particular
sdo espaciais. Se H é a curvatura média de {r} x S3, um resultado geral em hipersuperficies

n — 1-dimensionais, que segue facilmente das propriedades do operador de Weingarten, é que

tr Sy
n—1

g(H,U) =

(g(H,U) € as vezes chamada de convergéncia futura da hipersuperficie). No caso em questao,
utilizando as férmulas anteriormente mencionadas, o operador de Weingarten em {t} x S° é
Sy = —(sinh(t) /cosh (1)), logo, para t < 0, vemos que {t} x S satisfaz o item (ii) em ambos os

teoremas. Porém,
cosh”
Ric(9;,0;) = -3 =-3<0,
cosh
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logo ndo satisfaz a condi¢do de convergéncia temporal. )

Exemplo 6.2.4. Se ¥ ndo é nem de Cauchy nem compacta, Ambos os teoremas falham. Conside-
rando por exemplo a parte inferior H~ do pseudohiperboloide Hj em IR’f”, tal hipersuperficie é
espacial com convergéncia futura 1. Também, sendo Minkowski plano, Ric = 0, mas H~ mas nao

¢ compacta nem hipersuperficie de Cauchy futura, e de fato IR’IHI ¢ geodesicamente completo. <

6.3 Teorema de Singularidade de Penrose

O proximo teorema tratado € devido a Penrose (1965). Em linhas gerais, este teorema
€ motivado pela descricao geométrica do fendmeno de colapso gravitacional, uma forma de
“implosao” que ocorre, por exemplo, em estrelas muito massivas sob o efeito de sue proprio
peso, ao esgotar seu combustivel nuclear . A definicao seguinte fornece o critério geométrico

apropriado para modelar colapsos gravitacionais.

Definicao 6.3.1. Uma subvariedade espacial S é dita ser futuro-convergente se seu vetor de
curvatura média H é temporal e passado-dirigido em todo S. A defini¢do de passado-convergente

é dada de maneira temporalmente dual.

Teorema 6.3.2. Seja (M, g) um espaco-tempo n-dimensional e S uma subvariedade espacial,
compacta, acronal e futuro-convergente de dimensdo n—?2. Assuma ainda que para toda geodésica

a : [0,4+00) — M luminosa e normal comecando em S temos

t
liminf/ Ric(a/(s),a’(s))ds > 0. (6.1)
t—+00 0

Entdo, ou existe uma geodésica luminosa normal a S e futuro-incompleta, ou entdo S é um

conjunto futuro-aprisionado.

Demonstragcdo. Se S ndo é futuro-aprisionado, pelo teorema 5.2.3, existe um S-raio futuro
luminoso y : [0,a) — M normal a S. Como S € futuro-convergente, k = g(H, o), y’(0)) > 0.
Agora, se a = 400, como y € raio, logo nao possui pontos focais a S, futuro-convergéncia e a
condicdo (6.1) implicariam, pelo teorema 2.2.38, que k = 0, um absurdo. Assim, a < +coe y é

futuro-incompleta se S ndo € futuro-aprisionado. [

Teorema 6.3.3 (Penrose). Seja (M, g) um espaco-tempo globalmente hiperbolico n-dimensional,
n > 3. Assuma que
(i) M possui uma hipersuperficie de Cauchy nao compacta

(ii) Ric(v,v) = 0 para todo v € TM luminoso.

(iii) Existe uma subvariedade S de dimensdo (n — 2) espacial, compacta, acronal e futuro-

convergente.
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Entdo o espago-tempo M é luminosamente incompleto.

Demonstragdo. Pela hipétese (i), M ndo possui conjuntos aprisionados, e portanto, pela proposi-

¢do 6.3.2, existe uma geodésica luminosa incompleta saindo de S. [

Observacao 6.3.4. Podemos enfraquecer as hipdteses do teorema de Penrose, que sdo exigéncias
mais razodveis do ponto de vista fisico ao estudar espacos-tempos concretos.

(1) A convergéncia luminosa (ii) pode ser trocada pela condi¢do (6.1) valendo em
toda geodésica luminosa futuro-completa (esta condi¢@o € as vezes chamada de condigdo de
convergéncia luminosa média). Mais ainda, podemos exigir tal condicao apenas para geodésicas
luminosas normais a S. A grosso modo, a utilidade fisica desta condicao estd na possibilidade do
espago-tempo ndo satisfazer convergéncia luminosa em geral, por exemplo devido a fendmenos
quanticos, mas se satisfaz esta condi¢do média, podemos aplicar igualmente o teorema de Penrose.

(2) A hipétese de M possuir hipersuperficies de Cauchy ndo compactas pode ser
enfraquecida se S possui um recobrimento universal ndo compacto. Isto se deve pois as hipdteses
do coroldrio 5.2.4 serdo véalidas no recobrimento universal de M, e a incompletude geodésica se
preserva por recobrimentos.

(3) Recentemente, Minguzzi (2019) mostrou que € possivel enfraquecer existéncia de
hipersuperficie de Cauchy ndo compacta, eliminando também hiperbolicidade global na hipétese,
por condicdes mais fracas (mas que fogem do escopo desta dissertacdao) no espago-tempo que

sdo discutidas no artigo citado.

O teorema se singularidade de Penrose pode ser utilizado, por exemplo, para o estudo
de singularidades (e sua interpretacdo como buraco negro) associadas ao espago-tempo de
Schwarchild ou Schwarzschild-Kruskal-Szekeres. Uma discussao completa de tais espagos pode
ser vista em O’Neill (1983), capitulo 13.

6.4 Teorema de Singularidade de Hawking & Penrose

O 1ltimo teorema de singularidade que discutimos aqui € devido originalmente a Hawking
e Penrose (1970).

Teorema 6.4.1. Seja (M, g) um espaco-tempo de dimensdo n > 3 tal que
(i) (M, g) é cronologico.
(ii) Toda geodésica causal completa possui um par de pontos conjugados.
(iii) Existe um conjunto aprisionado A em M.

Entdo M é causalmente incompleto.

Demonstragdo. Por contradicao, suponha que valem as condig¢des (i)-(iii) mas M é completo

em direcOes causais. Condic¢des (i) e (ii) implicam, pela proposicao 5.3.6, que M € fortemente
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causal. Assim, a condicao (iii) implica, pelo coroldrio 5.3.5, que M possui uma linha geodésica

causal completa, que € maximal, logo ndo possui pontos conjugados, contradizendo (ii). [

Observacao 6.4.2. A respeito da existéncia de um conjunto aprisionado, por meio dos teoremas

5.2.3 ¢ 6.3.2, vemos facilmente que cada uma das condi¢des abaixo garantem sua existéncia.

* (M, g) é cronoldgico e existe um ponto p sem raios luminosos emanando de p, e neste
caso o proprio ponto é um conjunto aprisionado. Como descrito por Hawking e Penrose,
este fendmeno significa que todo gerador geodésico de dJ*(A) comegando em p “comeca

a reconvergir’ eventualmente, isto €, possui pontos conjugados.

* Se (M, g) é um espago-tempo n-dimensional, futuro-completo em dire¢cdes luminosas e
satisfazendo a condicdo de convergéncia luminosa, caso M possua uma hipersuperficie

espacial, compacta, acronal e futuro-convergente de dimensao n — 2.

* M possui uma hipersuperficie C°, compacta e acronal X. Neste caso E*(X) = X, pela

proposicado 3.11.2.

Temos uma versao de Hawking-Penrose utilizando condi¢do de convergéncia temporal,
tal como nos outros teoremas. Damos a seguinte versao utilizando convergéncia média (que

implica a versdo usual), devido a Tipler (1978).

Corolario 6.4.3 (Tipler, 1978). Seja (M, g) um espaco-tempo satisfazendo

(i) (M, g) cronologico.

1
(ii) 1}m inf/ Ric(y'(s),y'(s))ds = 0, para toda geodésica causal completay : R — M.
-0 J_,

(iii) Toda geodésica causal completa satisfaz a condicdo genérica (cf. apéndice B).

(iv) M possui um conjunto aprisionado.

Entdo (M, g) possui pelo menos uma geodésica causal incompleta.

Demonstragdo. Observe que as condicOes (ii) e (iii) implicam, de acordo com o teorema 2.2.39,
que a possui um par de pontos conjugados. Logo estamos nas condi¢des do teorema de Hawking

e Penrose, donde segue o resultado. [

O principal razdo para a importancia do teorema de Hawking-Penrose se d4 nas exigéncias
na condicao de causalidade para o espago-tempo possuir singularidades. Nos teoremas de
Hawking, precisamos, ou de uma hipersuperficie de Cauchy futura e suave, ou entao de uma
hipersuperficie espacial compacta e futuro-convergente, e no teorema de Penrose precisamos de
hiperbolicidade global com hipersuperficies de Cauchy nao compactas. J4 em Hawking-Penrose,
precisamos apenas de cronologia e existéncia de conjuntos aprisionados, que s@o exigéncias mais

razodveis na pratica.
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A Espacos Vetoriais Semi-Euclidianos e

Lorentzianos

Neste apéndice fazemos uma breve revisdo sobre questdes de dlgebra linear necessdrias
para o estudo da geometria Semi-Riemanniana, com especial énfase no caso Lorentziano. As
demonstragdes dos fatos citados aqui serdo omitidas e podem ser vistas em grande detalhe em
Costa e Silva (s.d.), capitulo 1, ou O’Neill (1983), capitulo 2.

A.1 Formas Bilineares

Uma forma bilinear sobre um espaco vetorial (real) V de dimensao finita n € uma funcao
b : VxV — R satisfazendo,

b(u,cv+w)=cb(u,v)+b(u,w)

b(cu+v,w) =cb(u,w)+b(v,w),

paratodo u,v,w € Vec € R.

Uma forma bilinear b é dita ser simétrica (resp. antissimétrica) se b(v,w) = b(w, V)
(resp. b(v,w) = —b(w,Vv)), e uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica é dita ser ndo
degenerada se, paratodow € V, b(v,w) = 0 implica v = 0.

Em relacdo ao sinal de uma forma bilinear b simétrica, dizemos que
* b € positivo-definida se b(v,v) > 0 para todo v € V nio nulo.
* b é negativo-definida se b(v,v) < 0 para todo v € V ndo nulo.
* b € indefinida se nao for positiva nem negativa-definida.

Observe que formas bilineares positivo ou negativo-definidas sdo sempre ndo degeneradas.
Formas positivo-semidefinidas sao tais que b(v,v) > 0 para todo v € V, podendo se anular em
algum v # 0. Formas negativo-semidefinidas sao definidas analogamente.

Fixado uma base {vy, ..., v,} de V, associamos qualquer bilinear » a uma matriz n X n
dada por B = [b(v;,v;)], que € simétrica no caso de b ser simétrica. Com isto, definimos a
nulidade, denotado por N(b), e o rank de b denotado por R(b), como sendo, respectivamente,
a dimensao do nicleo e da imagem de uma representacao matricial de ». Tais nimeros sao
invariantes por escolha de base, visto que uma troca de base leva ndo altera dimensao de nucleo e
imagem. Pelo teorema do nicleo e imagem, R(b) = dimV — N(b).

Se W C V € um subespago vetorial, denotaremos por b|w a restricdo b|wxw. Tais

restricoes nos dao outra quantidade invariante para formas bilineares simétricas. O indice de b é
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0 nimero natural
ind(b) = max{dim W | W C V € subespaco vetorial e b|yw € negativa-definida}.

Vemos facilmente que ind(b) < R(b). O nosso resultado principal para formas bilineares

simétricas € o seguinte.

Teorema A.1.1 (Lei da Inercia de Sylvester). Seja b : VXV — R. Para v = ind(b) e r =
R(b), temos

(i) Existe uma base ordenada {e,...,e,} de N tal que, para todo vetor v € V, escrevendo
V= Z,’-lzl Xi€i,
v r
— 2 2
b(v,v) = —le- + Z X;.
i=1 i=v+1

Tal base é chamada de base de Sylvester.

(ii) Se uma base {¢),..., ey} étal que existem v',r" € {0,...,n} com
V/ r/
2 2
gv,v) = —in + Z X7,
i=1 i=v'+1

para qualquer vetor v = 3,7, x;e’, entdo v' = int(b) e r’ = R(b), e tal base é de Sylvester.

A.2 Espacos Vetoriais Semi-Euclidianos

Seja V um espago vetorial real de dimensao finita munido de uma forma bilinear g simétrica
e nao degenerada de indice v. O par (V, g) € dito ser um espago vetorial semi-Euclidiano de
indice v. Uma tal forma bilinear g é chamada de produto escalar.

Espacos semi-Euclidianos sdo generalizagdes naturais de espacos com produto interno.
Vemos que v = 0 se e somente se g € positivo-definida, logo um produto interno usual. Neste
contexto chamamos tais espagos de Euclidianos. Quando dimV > 2ev = -1, (V, g) € dito ser
um espago vetorial Lorentziano.

De maneira andloga ao caso Euclideano, definimos a norma de um vetor v em um espaco

semi-Euclidiano (V, g) como sendo

vl =Vlgv,v)[ 20,

que pode ser nula mesmo se v # 0, logo ndo € uma norma no sentido Euclidiano. Um vetor v
com |v| = 1 é dito ser unitdrio. Novamente, por analogia aos espagos Euclidianos, vetores v, w
sao0 ortogonais se g(v,w) = 0, e ortonormais se sdo ortogonais e unitarios. No caso de g ndo

degenerada o seguinte resultado € imediato do teorema A.1.1.
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Proposicao A.2.1. Todo espaco semi-Euclidiano (V, g) possui uma base ortonormal{ey, ..., e,}.

Observaciio A.2.2. E comum ordenar bases ortogonais {e1, . .., e,} de forma que os primeiros
ou dltimos v vetores sejam tais que g(e;, e;) = —1. Aqui sempre que bases ortogonais forem
mencionadas ficard sempre implicita que escolhemos os primeiros v de tal maneira. Neste

contexto, o simbolo ¢; para um espaco vetorial semi-Euclidiano (V, g) sempre significard

glei,e))=—-1,sei=1,...,v
€ =
glee)=+1,sei=v+1,...,n,

que claramente nao depende da escolha de base ortonormal.

O complemento ortogonal de um subconjunto A C V ¢
At ={weV]|g(v,w)=0paratodov € A}.

Um subespaco vetorial W C 'V é dito ser ndo degenerado se a restri¢ao g|w € uma forma bilinear
ndo degenerada. Temos as seguintes propriedades sobre complementos ortogonais e subespagos

nao degenerados.

Proposicao A.2.3. Seja (V, g) um espaco vetorial semi-Euclidiano n-dimensional e W C 'V

subespaco. Entdo
(i) dimW +dim W+ = n.
(i) (WL)L =W,
(iii) V=W o W+ & W é ndo degenerado < W+ é ndo degenerado.

Com mais uma analogia ao caso Euclidiano, definimos, em um espago vetorial semi-

Euclidiano com uma base ordenada ortonormal {e,...,e,}

* O adjunto de um operador linear 7 : V — V como sendo o tnico operador linear 7~ tal
que
g(T(v),w)=g(v.T"(w)),

para todo u, v € V. Em particular, T € autoadjunto se T* =T .

* O traco de uma forma bilinear b : VXV — IR como

n

trb = Z €b(e;, e;).

i=1

E ficil ver que tal defini¢dio ndo depende da escolha de base ortonormal. (H4 uma relacio

utilizando bases ndo ortonormais, mas nao faremos uso dela aqui.)
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* O traco de um operador linear S : V — V € definido como sendo o traco (no sentido do

ultimo item) da forma bilinear g(S(v), w). Isto &,

n

trS = Z €g(S(ei), ;).

i=1

Em um espaco vetorial semi-Euclidiano (V, g), g(v, v) pode ser tanto positivo quando
negativo ou nulo. Seu sinal diz respeito ao cardter causal de v. Mais precisamente, dizemos que

vé
(i) temporal (ou tipo-tempo) se g(v,v) < 0,
(i) luminoso (ou tipo-luz) se g(v,v) =0ev # 0,
(iii) espacial (ou tipo-espaco) se g(v,v) > 0ouv = 0.

Dizemos ainda que um vetor v € causal se for temporal ou luminoso!.

A.3 Espacos Vetoriais Lorentzianos

Para espagos vetoriais Lorentizanos (V, g), temos dimV > 2 e v = 1, assim, subespagos
vetoriais possuem classificacdes bem caracteristicas para este caso. Se W é um subespaco
com g|w ndo degenerada, tal forma s6 pode ter indice O ou 1. Dizemos que W & temporal se
ind(g|w) = 1, e que € espacial se ind(g|w) = 0. No caso de g|w ser degenerada, dizemos que W
¢ luminoso.

Temos os seguintes resultados para subespagos no caso Lorentziano.
Proposicao A.3.1. Dado W C V subespaco vetorial de (V, g) Lorentziano, temos
1. W é temporal se e somente se W= é espacial.

2. W é luminoso se e somente se glw € positivo-semidefinido mas ndo positivo-definido.

Proposicao A.3.2. Para um espago vetorial Lorentziano (V,g) e W C V subespaco vetorial

com dim'W > 2, sdo equivalentes
(i) W é temporal;
(ii) W contem dois vetores temporais linearmente independentes;

(iii) W contém um vetor luminoso.

1E comum encontrar, na literatura em inglés, vetores luminosos serem chamados de nulos (null vectors). Isto pode
se tornar muito ambiguo, portanto nunca utilizaremos esta nomenclatura
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A.3.1 O Caso Luminoso

Finalizamos este apé€ndice comentando brevemente alguns resultados associados a vetores
luminosos e espacos vetoriais quocientes sobre vetores luminosos que sao necessdrios para

construgdes no texto principal.

Proposicao A.3.3. Para um espaco vetorial Lorentziano (V, g) e W C V um subespago qualquer,

sdo equivalentes
(i) W é luminoso;
(i) W contem um vetor luminoso mas nenhum vetor temporal;
(iii) dim(WNW+) = 1.

Definicao A.3.4. Para (V,g) um espaco vetorial Lorentziano de dimensdo n > 3, uma base
ordenada {v,w,ey,...,e,—2} é dita ser base pseudo-ortonormal se v e w sdo vetores luminosos
tais que g(v,w) = —1, e o conjunto {ey, ..., e,—2} é composto de vetores espaciais ortonormais,

com cada um normal av e w.

Proposicao A.3.5. Todo espaco vetorial Lorentziano de dimensdo n > 3 admite uma base

pseudo-ortonormal. Mais ainda, qualquer vetor luminoso v pode ser escolhido como o primeiro

elemento de tal base.

A partir deste resultado, para (V, g) um espago vetorial Lorentziano de dimensdo n > 3,
considere W C V subespaco luminoso. Pela proposi¢do A.3.3, existe w € W luminoso tal que

W N W+ = Rw. Agora, introduza em W a seguinte relagdo:

Wi ~ wy & wi = wp + cw, para algum ¢ € R,
que é claramente de equivaléncia. Defiina W = W/(IRw) o quociente por tal relacdo, e denote
por i uma classe de equivaléncia em W. Acerca de tal quociente, temos os seguintes fatos.

Proposicio A.3.6. Para W como definido acima, temos

(i) W ndo depende da escolha de w, e com as operagcoes no quociente wi + wr = Wi + wj
e cwy = cwy, é um espago vetorial de dimensdo dim(W) — 1. Em particular, se W = v+

para algum vetor luminoso v € V, entdo dim(v+) = n — 2.

(ii) Dados wi,wy € W, a operacdo (-, - ) : W x W — R, dada por

(Wi, w2) = g(wi, wa).

estd bem-definida e define um produto interno (positivo-definido) em W.

(iii) Se{v,w,ei,...,e,_»}éumabase pseudo-ortonormaldeV e W = v*, entdo{ey, ..., e, 2}

é base de W ortonormal em relacéo ao produto interno induzido no item (ii).
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B A Condicao Genérica

A condi¢do genérica € uma hip6tese necessdria para alguns teoremas de singularidade.
Fazemos aqui um breve comentério sobre tal condicao, que aqui € restrita apenas para geometria
Lorentziana. As demonstragdes dos fatos mencionado podem ser encontradas em Beem, Ehrlich
e Easley (1999), secdo 2.5.

Definiciao B.1. Em uma variedade Lorentziana (M, g) n-dimensional, seja v € TM um vetor
tangente, com v = v'0i em relacdo a algum sistema de coordenadas. Dizemos que v satisfaz a
condi¢do genérica se
VIR 0 B.1
VoV V[iRjkl[mVr] # 0, ( . )
k=1
para alguma combinagdo de indices livres, onde R;ji; sdo as componentes do tensor de Riemann

R, e v; sdo as componentes da I-forma metricamente equivalente a v. Um tal v satisfazendo a

condigdo genérica é dito ser vetor genérico.

Em vista da condicao genérica dada por B.1, para um vetor € TM violar a condi¢ao

genérica, isto significa que
n

Z vkvlv[iRj]kl[mvr] =0, (B.2)
k,l=1

para toda combinacdo possivel de indices livres.

Definimos também uma condi¢do genérica para geodésicas.

Definicao B.2. Dizemos que a condicdo genérica vale para uma geodésica a : I — M se em

algum to € I temos que a’(ty) € vetor genérico.

A condicdo genérica pode parecer uma condi¢do algébrica sem muito significado
geométrico a primeira vista, mas como € de se esperar, encontramos relacdes geométricas entre

genericidade e o cardter causal do vetor, que discutimos agora.

Proposicao B.3. Sev € T,M é um vetor ndo luminoso, entdo v ndo é genérico se e somente se

a curvatura seccional K (I1) se anula em todo plano 11 C T,M ndo degenerado contendo v.

Temos também uma caracterizagdo em termos do operador for¢a de maré R,.
Proposicao B.4. Seja v € TM vetor temporal. Sdo equivalentes:
(i) v é genérico.
(ii) Existe algum plano 1 contendo v com K (IT) # 0.

(iii) R, ndo é identicamente nulo.
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O tensor de Ricci também dd uma condic¢ao suficiente para genericidade.

Proposicao B.5. Se v € TM é um vetor ndo luminoso com Ric(v,v) # 0, entdo v é genérico.

Os resultados mencionados até agora sdo para vetores ndo luminosos. O tratamento do
caso luminoso utiliza o quociente introduzido no apéndice A, proposicao A.3.6 (ver também

secdo 2.2.1), e também utilizamos o operador de maré luminoso R, introduzido na proposicio
1.4.4.

Com tais técnicas, temos os seguinte resultado para vetores luminosos.
Proposicao B.6. Seja v € TM vetor luminoso. Sdo equivalentes’:
(i) v é genérico.
(ii) R, ndo é identicamente nulo.
E unificamos a condicao para o tensor de Ricci em qualquer cardter causal.

Proposicao B.7. Se v € TM é um vetor qualquer com Ric(v,v) # 0, entdo v é genérico.

1A condicdo associada a curvatura seccional j4 ndo € valida para o caso luminoso, pois € possivel que um tal vetor
esteja em um plano ndo degenerado com curvatura seccional nio nula mas ndo seja genérico.
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Conclusao

Ao longo desta dissertacao estudamos diversos aspectos de geometria semi-Riemanniana
e Lorentziana, em uma ordem de constru¢do e sequéncia légica com o objetivo de enunciar
claraemente e demonstrar os teoremas de singularidade como consequéncia da teoria de Jacobi,
causalidade e constru¢do de linhas e raios geodésicos.

Uma coisa a observar sobre o estudo destes teoremas sdo suas hipéteses de causalidade.
Como observado ao longo do texto, o material aqui apresentado em grande parte segue as fontes
classicas dos assuntos, e desde as primeiras defini¢des e resultados muito foi desenvolvido na
literatura de forma a enfraquecer e melhorar as hipdteses dos teoremas. Aqui fomos capazes, com
um pouco de trabalho na teoria de Jacobi, trabalhar com condi¢des de convergéncia temporal
média no tensor de Ricci ao invés da versdo “cldssica” desta hip6tese.

Naturalmente, hd mais teoremas de singularidade, envolvendo mais propriedades topol6-
gicas, geométricas e causais das apresentadas aqui, e temos entdo duas fontes de motivagdo para
continuar o estudo desta drea: estudar novos teoremas de singularidade, que por sua vez exigem
estudar mais aspectos da teoria de causalidade, e também refinar as hipéteses nos teoremas de

singularidade ja conhecidos.
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