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lado, compartilhando bons momentos, e me dando suporte emocional em tempos dif́ıceis.
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agradecer do fundo do meu coração, por vocês terem acreditado em mim e por terem
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Black, Xita, Vitão, Gustavão, Lúıs, Arthur Englert, Arthurzão, Daniboy, Jean, Albano,
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre as propriedades do diagrama de fases de sis-

temas magnéticos bidimensionais com interação de troca ferromagnética e de Dzyaloshinskii-

Moriya, cuja competição é responsável pela formação de padrões de magnetização não

triviais. Utilizando o método de campo médio variacional, identificamos as fases de-

senvolvidas pelo sistema e como estas modificam-se através da variação de parâmetros

microscópicos do modelo, bem como de parâmetros externos como a temperatura, campo

magnético aplicado e anisotropia. Em seguida, mediante a adaptação da teoria KTHNY

ao nosso modelo, analisamos as fases topológicas que o nosso sistema pode desenvolver e

constrúımos o seu diagrama de fases topológico. A partir desta análise, identificamos a

natureza da ordem orientacional e posicional das diferentes texturas magnéticas do sistema.

O nosso estudo mostra que para além da identificação qualitativa das fases helicoidais e de

skyrmions, o sistema desenvolve dentro dessas regiões fases termodinâmicas caraterizadas

pela quebra espećıfica de determinadas simetrias.

Palavras-chaves: Matéria Condensada. Campo Médio Variacional. Interação de Dzyaloshinskii-

Moriya. Skyrmions. Derretimento de Sistemas Bidimensionais. Transição de Fase To-

pológica.



ABSTRACT

In this work, we present a comprehensive study about the properties of the phase diagram

in a two-dimensional magnetic system, where the interplay between the magnetic exchange

interaction and the Dzyaloshinskii-Moriya interaction gives rise to non-trivial modulated

structures, known as the helical and skyrmion patterns. We apply a variational mean-field

method to study how this modulated structures are distributed in a phase diagram, varying

parameters such as the temperature, magnetic field and anisotropy. Following this analysis,

we look at the KTHNY scenario to study the topological properties of this system, where

we identify the nature of the positional and orientational order in this modulated structures.

This investigation allows the determination of the topological phase diagram in this system,

where we distinguish regions by their symmetries.

Key-words: Condensed Matter Physics. Variational Mean-Field. Dzyaloshinskii-Moriya

Interaction. Skyrmions. Two-Dimensional Melting. Topological Phase Transition.
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ẑ (mapa de cores) bem como o fluxo da magnetização no plano em

aproximação de modo único com c0 = 0, c1 = d1 = 0.5 e k = 1. . . . . . 55

Figura 17 – Exemplo qualitativo de como os pontos são escolhidos juntamente com

a iteração a ser realizada. Quanto maior for a resolução escolhida para
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α = 0.6 e (c) α = 1.0. A região I representa a fase helicoidal, II a fase
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simulações de Monte Carlo. O diagrama de fases topológico do modelo está representado na

figura 6b. No estado fundamental, é confirmada a presença de um cristal de skyrmions em

uma rede triangular, minimizando a energia da rede em comparação a uma rede quadrada

[7]. Outro resultado interessante surge da ausência da fase intermediária hexática no

derretimento do sistema, como esperaŕıamos que acontecesse em uma textura magnética

do tipo bolha a partir de considerações da teoria KTHNY (Kosterlitz-Thoules-Halperin-

Nelson-Young) [51–53]. Segundo os autores, este fato pode ser atribúıdo a presença de

uma interação de DM muito intensa (D/J = 1), o que não é observado em amostras

experimentais [54, 55].

Este trabalho tem como objetivo caracterizar e estudar as propriedades do diagrama

de fases de um sistema em duas dimensões que contém a interação de troca magnética,

DM e uma anisotropia easy-plane ou easy-axis, caracterizando as fases não apenas pelas

suas propriedades locais, mas também pelas suas propriedades em grandes escalas de

comprimento. Para estudar qualitativamente a natureza deste modelo, faremos uso do

método de campo médio variacional, que nos permitirá construir um funcional energia e

analisar as texturas magnéticas presentes no sistema. Para completar o estudo do modelo,

utilizaremos a teoria KTHNY com o objetivo de estudar as transições de fase topológicas,

mediadas pela proliferação de defeitos topológicos no sistema. A textura helicoidal é

caracterizada topologicamente pela distinção entre uma configuração sólida e um ĺıquido

isotrópico, enquanto a textura magnética de skyrmions passa por uma transição em duas

etapas com o surgimento da fase intermediária hexática em seu derretimento térmico

(melting).

Seguindo o propósito deste trabalho, o caṕıtulo 2 tem como objetivo colocar em

evidência resultados bem estabelecidos da literatura a luz do nosso modelo. Começamos o

caṕıtulo analisando detalhadamente as interações que competem entre si para o surgimento

de texturas magnéticas não triviais, como o padrão helicoidal de magnetização e o de

skyrmions. Em seguida, faremos uso do método de campo médio variacional para construir

o funcional energia livre do modelo, que será usado na determinação do diagrama de

fases. Por fim, dissertaremos sobre o derretimento de um sistema de faixas magnéticas,

bem como uma discussão acerca do derretimento de redes cristalinas triangulares e a sua

similaridade com um sistema de bolhas magnéticas.

O caṕıtulo 3 adapta inicialmente o funcional discreto obtido no caṕıtulo anterior

em uma versão cont́ınua. Depois, determinamos uma escala de energia e temperatura com

o objetivo de adimensionalizar o sistema, este procedimento é realizado para identificar e

descrever o modelo a partir do menor número de parâmetros livres. A adimensionalização

do sistema também é fundamental para um tratamento numérico posterior.

Em seguida, discutimos e analisamos as diferentes texturas magnéticas em nosso

funcional energia livre, construindo as soluções moduladas da magnetização e minimizando-

as para o nosso funcional no caṕıtulo 4. Por fim, esboçamos o diagrama de fases de campo
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magnético e anisotropia, bem como diagramas de campo magnético e temperatura, de

modo a sistematizar e estudar as propriedades e caracteŕısticas singulares dos mesmos.

Finalmente, com base nos diagramas obtidos, estudamos no caṕıtulo 5 os diagramas

topológicos em nosso modelo, utilizando como ponto de partida a teoria KTHNY para

o derretimento de cristais em duas dimensões. Em um sistema bidimensional, a fase

sólida possui ordem posicional de quase longo alcance e ordem orientacional de longo

alcance. No processo de derretimento, a proliferação de defeitos topológicos destrói a ordem

posicional mas mantém a ordem orientacional, caracterizando a fase intermediária hexática.

Os mesmos defeitos são responsáveis pela destruição da ordem orientacional em altas

temperaturas, onde identificamos uma fase ĺıquida. A sequência de quebras de simetria

evidenciada no sistema através do uso da teoria KTHNY nos permitirá identificar as

regiões topológicas referentes à textura magnética de skyrmions. Para a textura helicoidal,

a inclusão de defeitos topológicos nos permite comparar o seu hamiltoniano efetivo ao

do modelo XY . Como consequência do seu derretimento, a proliferação de defeitos no

sistema destrói a ordem orientacional, em uma transição sólida-ĺıquida.
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mesmas. Consideramos assim, a interação de DM, a interação de troca e uma anisotropia

easy-axis ou easy-plane em nosso modelo.

2.1.1 Interação de Troca

A interação de troca é oriunda da anti-simetrização da função de onda devido ao

prinćıpio de exclusão de Pauli. Esta interação aparece sempre que existe uma superposição

da função de onda de elétrons vizinhos na rede. Como esta superposição diminui rapida-

mente com o aumento da distância, dizemos que a interação de troca é uma interação de

curto alcance. Deste modo, o custo energético devido a uma dada configuração de spins é

frequentemente modelado pelo hamiltoniano

Hex = −1

2

∑

<i,j>

J Si · Sj , (2.1)

onde a soma é realizada sobre primeiros vizinhos i e j na rede. Si representa uma grandeza

adimensional no sistema que é proporcional ao spin da rede em seu śıtio i, enquanto J é a

constante de energia de troca entre spins vizinhos na rede.

Para o caso em que temos um acoplamento ferromagnético, a constante de troca

assume um valor positivo J > 0, o que favorece ao sistema um ordenamento paralelo de

seus spins. É importante notar que neste contexto assumimos que a constante de energia

de troca é independente da direção espacial de alinhamento dos spins. Consideramos em

nosso modelo o spin de Heisenberg, que representa um objeto com liberdade de rotação em

R3. Desta forma, para nosso sistema bidimensional, escrevemos o termo do hamiltoniano

relacionado a interação de troca

Hex − J
∑

r

Sr · (Sr+x̂ + Sr+ŷ) , (2.2)

sendo x̂ e ŷ os vetores unitários que formam a base do plano xy, enquanto Sr é o spin

localizado na posição r da rede.

2.1.2 Anisotropia

Em um material magnético isotrópico ideal, não existe direção preferencial para o

alinhamento dos momentos magnéticos do sistema. Por outro lado, efeitos anisotrópicos

neste contexto estabelecem como propriedades e respostas magnéticas diferem em direções

distintas no sistema. A energia de uma amostra com alguma ordem magnética pode

depender da direção relativa de magnetização em relação a algum eixo; no caso mais

simples, a estrutura possui um eixo preferencial para o qual a energia é minimizada. Em

alguns sistemas, podemos modelar a energia de orientação devido à anisotropia como uma

função do ângulo θ entre a magnetização e um determinado eixo estabelecido. A energia
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de orientação por volume assume então a forma

Ea

V
= K1 sen

2θ +K2 sen
4θ, (2.3)

onde θ é o ângulo entre a magnetização e o eixo. Dependendo da magnitude das constantes

K1 e K2, a anisotropia do sistema pode assumir um caráter easy-axis, quando |K1| � |K2|
para K1 > 0 onde temos um eixo preferencial de mı́nima energia, ou easy-plane quando

|K1| � |K2| e K1 < 0, no qual o mı́nimo da energia está contido em um plano. As

constantes possuem dimensão de [Energia/V olume]. Em um filme fino, podemos expressar

sua energia usando uma constante anisotrópica efetiva

Ea = Kef cos
2 θ, (2.4)

onde θ representa agora o ângulo entre a magnetização e um eixo perpendicular à superf́ıcie

do plano. A origem da anisotropia no material pode estar relacionada a sua estrutura

cristalina, ao formato da amostra ou então a algum estresse induzido no sistema.

A anisotropia que surge devido à estrutura cristalina é uma propriedade intŕınseca

do material. A magnetização assume diferentes valores quando um campo externo é aplicado

em diferentes direções da estrutura cristalina. A sua origem se deve ao acoplamento spin-

órbita e a interação do campo externo com o cristal. A origem da anisotropia relacionada a

forma da amostra se deve ao campo desmagnetizante. Como isto depende explicitamente do

formato do sistema, não é considerada uma propriedade intŕınseca. Por fim, a anisotropia

induzida surge quando criamos uma direção preferencial de magnetização a partir de um

estresse provocado no sistema.

Em nosso modelo, descrevemos a anisotropia a partir do hamiltoniano

Ha = b
∑

r

(ẑ · Sr)
2, (2.5)

com Sr representando o spin localizado em um śıtio da rede, enquanto ẑ é o vetor diretor

do eixo perpendicular ao plano xy. A constante anisotrópica é b e favorece um alinhamento

easy-axis para b < 0 e easy-plane para b > 0.

2.1.3 Interação de Dzyaloshinskii-Moriya

A descoberta da interação de Dzyaloshinskii-Moriya, também conhecida como

interação anti-simétrica, está atrelada à observação de pequenos efeitos ferromagnéticos

em materiais tipicamente anti-ferromagnéticos. Em 1958, através da análise de materiais

como o α− Fe2O3, MnCO3 e CoCO3, Igor Dzyaloshinskii [30] baseou-se em argumentos

de simetria da teoria de Landau sobre transições de fase de segunda ordem [70], e indicou

que a interação se manifestava devido a efeitos relativ́ısticos entre o spin e a rede do

sistema. Dois anos após esta publicação, Toru Moriya [31] estendeu a teoria de supertroca

de Anderson [71] e identificou o acoplamento spin-órbita como o mecanismo microscópico
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escolhemos orientar o vetor de Dzyaloshinskii-Moriya de maneira perpendicular ao plano

da rede, resultando em

HDM = −D
∑

r

[

(Sr × Sr+x̂) · x̂+ (Sr × Sr+ŷ) · ŷ
]

, (2.7)

onde D é o peso da interação de Dzyaloshinskii-Moriya e Sr o spin na rede.

O próximo passo consiste em analisar estas interações sobre a ótica da teoria do

campo médio variacional. Isto nos permitirá estudar as estruturas moduladas presentes no

modelo posteriormente neste trabalho.

2.2 CAMPO MÉDIO VARIACIONAL

Dedicamos esta seção do caṕıtulo para uma breve discussão sobre o método de

campo médio variacional, bem como sua aplicação em nosso modelo com o objetivo de obter

um funcional energia livre, que será explorado no caṕıtulo 4 para a construção do diagrama

de fases de campo magnético por temperatura e campo magnético por anisotropia. Vamos

obter a prinćıpio uma versão discreta do funcional, que será transformado em uma versão

cont́ınua e propriamente adimensionalizado no caṕıtulo 3 para um tratamento numérico

posterior.

Existem diversas maneiras de aplicar a técnica de campo médio no estudo de um

dado sistema, porém, a ideia fundamental consiste em construir um modelo simplificado

a partir do original, onde substitúımos o tratamento individual da interação entre seus

componentes, pela ação de um campo efetivo sobre uma componente individual do modelo.

A primeira versão conhecida deste tipo de técnica foi empregada no estudo de transições de

fase, devido a Pierre Currie e Pierre Weiss. Apesar do campo médio ignorar flutuações no

sistema e predizer incorretamente os expoentes cŕıticos abaixo da dimensão cŕıtica superior,

os seus resultados são válidos para a análise qualitativa que buscamos neste trabalho. Na

aproximação de campo médio variacional, estamos interessados em construir um funcional

energia livre F , que ao ser minimizado em relação aos parâmetros variacionais representa

uma aproximação da energia livre do sistema. Isto significa que a energia pode se tornar

tão confiável quanto melhor for nossa aproximação variacional. Para começar a construção

de nosso funcional, devemos falar primeiramente da desigualdade de Bogoliobov, base da

aproximação de campo médio [75, 76].

Encontrar a energia livre de Helmholtz é uma tarefa desafiadora, especialmente

quando tratamos de sistemas interagentes. Considerar a interação entre os constituintes

do modelo impõe uma dificuldade natural no cálculo de suas propriedades termodinâmicas.

Desta forma, a aproximação variacional de campo médio se torna uma ferramenta poderosa

no aux́ılio da descrição destes sistemas. Considere um hamiltoniano arbitrário H que pode

ser decomposto em H = H0 +H1, onde H0 representa um modelo que pode ser resolvido
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exatamente. Para ilustrar o caráter perturbativo desta construção, escrevemos ainda

H = H0 + λH1, (2.8)

sendo λ um parâmetro adequadamente limitado em 0 ≤ λ ≤ 1, que nos permite passar de

um modelo exatamente solúvel em λ = 0, ao nosso hamiltoniano de interesse em λ = 1.

O potencial termodinâmico de energia livre F que corresponde a este hamiltoniano H é

descrito por

−βF (λ) = ln
(

Tr
{

eβH(λ)
})

, (2.9)

onde β = (kBT )
−1 e kB = 1.38064 × 10−23m2kgs−2K−1 é a constante de Boltzmann.

Tomando a segunda derivada da energia livre em relação ao parâmetro λ encontramos

d2F (λ)

dλ2
= −β

(

〈H2
1〉 − 〈H1〉2

)

, (2.10)

pelo qual o processo de médias é realizado sobre o peso canônico eβH(λ) e definimos a

média de H1 partir da primeira derivada da energia livre

〈H1〉 =
dF (λ)

dλ
. (2.11)

Uma consequência imediata da expressão (2.10) sugere que a segunda derivada da energia

livre é negativa ou então nula, para qualquer valor do parâmetro λ. Isto implica que a

energia livre como função do parâmetro λ é côncava. Deste modo, a curva de energia está

sempre abaixo da curva tangente traçada por (dF/dλ)λ=0 definindo um limite superior na

energia, que no caso de interesse do hamiltoniano original H em que λ = 1, encontramos

F ≤ F0 + 〈H1〉0, (2.12)

em que a média de H1 é realizada sobre o hamiltoniano não perturbado H0, a expressão

(2.12) é conhecida como a desigualdade de Bogoliubov. A desigualdade nos informa que a

energia livre de Helmholtz de um sistema descrito por um hamiltoniano H = H0 +H1 é

menor, ou no melhor dos casos igual a energia livre do sistema não perturbado F0 mais

a média do hamiltoniano perturbado H1, realizada sobre o sistema não perturbado H0.

Podemos reescrever ainda a desigualdade em (2.12) a partir do hamiltoniano de interesse

H,

F ≤ 〈H〉0 − TS0, (2.13)

que se torna o nosso ponto de partida para a construção do funcional energia livre. Dada

a discussão da seção anterior, definimos neste momento o hamiltoniano do nosso modelo,

que contém a interação de troca ferromagnética, a interação de Dzyaloshinskii-Moriya,
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uma anisotropia magnética e um acoplamento com um campo magnético externo descrito

por

H =− J
∑

r

Sr · (Sr+x̂ + Sr+ŷ)− h ·
∑

r

Sr + b
∑

r

(ẑ · Sr)
2

−D
∑

r

[

(Sr × Sr+x̂) · x̂+ (Sr × Sr+ŷ) · ŷ
]

. (2.14)

Para que seja posśıvel obter as médias descritas em (2.13), definimos ainda

H0 = −
∑

r

hef · Sr, (2.15)

sendo hef um parâmetro variacional externo, que assume a forma de um campo efetivo

atuando sobre um spin Sr na rede. Este parâmetro externo será eventualmente reescrito

através da magnetização local do sistema, que é um parâmetro de ordem comum na

análise de sistemas magnéticos. Calculamos portanto, a média sobre nosso hamiltoniano

da seguinte maneira

〈H〉0 = Tr
{

ρ̂Ĥ
}

0
, (2.16)

onde ρ̂ representa a matriz densidade que descreve o estado estat́ıstico de um sistema.

Como esta aproximação desacopla a interação entre os śıtios, escrevemos a matriz densidade

total

ρ̂ =
∏

r

ρ̂0(r), (2.17)

a partir dos śıtios individuais da rede que contém um spin e calculamos a média do hamiltoni-

ano termo a termo. Ao calcular a média, teremos combinações do tipo Tr{ρ̂0(r)Sr} = m(r)

definindo a média da magnetização local do sistema. Desta forma, obtemos o hamiltoniano

nesta aproximação de campo médio

H[m(r)] =− J
∑

r

m(r) ·
(

m(r + x̂)+m(r + ŷ)

)

− h ·
∑

r

m(r)+ b
∑

r

(ẑ ·m(r))2

−D
∑

r

[

(m(r)×m(r + x̂)) · x̂+ (m(r)×m(r + ŷ)) · ŷ
]

(2.18)

descrito agora através de um funcional da média local de magnetização do sistema. Para

completar nossa análise de campo médio, devemos determinar a entropia também como

um funcional da magnetização local. Partimos portanto, da definição de entropia

S = −kB Tr (ρ̂ ln ρ̂) , (2.19)

utilizamos novamente o argumento que leva à equação (2.17) para calcular de fato, a

matriz densidade referente a um spin em nosso sistema. Como estamos interessados em
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apenas um śıtio da rede, definimos o campo efetivo deste śıtio por hef . Em um ensemble

no formalismo canônico, escrevemos

ρ̂0 =
1

Z e
−βĤ0 , (2.20)

onde Z é a função partição (Zustandssumme), que determina as propriedades estat́ısticas

de um sistema em equiĺıbrio termodinâmico no formalismo canônico. Para calcular a função

partição nesta aproximação de campo médio variacional, aplicamos o traço em ambos os

lados da equação (2.20) e utilizamos a propriedade de normalização da matriz densidade

para obter

Tr

(

1

Z e
−βH0

)

= 1. (2.21)

Por estarmos tratando com spins de Heisenberg contidos em R3, escrevemos o traço a

partir de uma integral em dΩ no espaço. Transformando de coordenadas cartesianas para

coordenadas polares e utilizando corretamente o Jacobiano da transformação encontramos

Z =

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ senθeβhefms cos θ, (2.22)

no qual ms representa o módulo de Sr e o produto escalar é efetuado pelo alinhamento

de Sr com o campo efetivo hef . A integral para o ângulo azimutal pode ser resolvida de

maneira imediata e possui o valor de 2π, enquanto a integração no ângulo polar é resolvida

após uma substituição simples de variáveis resultando em

Z =
4π

msβhef
sinh (msβhef ). (2.23)

Como hef é um parâmetro variacional externo, procuramos conecta-lo com um parâmetro

variacional que seja mais apropriado à descrição do sistema. Com este objetivo, calculamos

a média da magnetização local do sistema

〈m〉 = 1

Z

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ senθeβhefms cos θms cos θ

(

Sr

|Sr|

)

, (2.24)

de maneira semelhante à integral em (2.22), a parte azimutal da integração é obtida de

forma imediata, enquanto que a parte angular é resolvida através de uma integração por

partes. Utilizamos a função partição (2.23) para obter por fim

〈m〉 = ms

[

coth (msβhef )−
1

msβhef

](

Sr

|Sr|

)

. (2.25)

De (2.19), podemos agora reescrever a entropia em termos da magnetização média

do sistema e de sua função partição

S = −kB(msβhef · 〈m〉 − lnZ), (2.26)
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caso, a forma funcional da entropia recuperaria o seu comportamento usual positivo

definido. Com o funcional entropia determinado, podemos escrever por fim o funcional

energia livre

F [m(r)] =− J
∑

r

m(r) ·
(

m(r + x̂)+m(r + ŷ)

)

− h ·
∑

r

m(r)

−D
∑

r

[

(m(r)×m(r + x̂)) · x̂+ (m(r)×m(r + ŷ)) · ŷ
]

(2.29)

+ b
∑

r

(ẑ ·m(r))2 − TS[m(r)],

através de um parâmetro de caráter variacional m(r), sendo a entropia descrita por (2.28).

É importante notar que a entropia é constrúıda em até ordem mil na expansão destacada

em (2.28), onde com a ajuda do software mathematica, constrúımos uma lista de pares

ordenados fornecendo valores para o módulo da magnetização. Por fim, interpolamos a

lista de pares ordenados para criar uma expressão para o funcional entropia em relação

a magnetização local do sistema. Com isto, obtemos o funcional energia e conclúımos a

aplicação de campo médio variacional em nosso modelo. O funcional (2.29) ainda está em

sua versão discreta, localizada em em uma rede infinita em duas dimensões. No caṕıtulo

3 faremos uma aproximação em longos comprimentos de onda para obter uma forma

cont́ınua, que nos permitirá descrever as texturas magnéticas através de suas modulações

no caṕıtulo 4 e consequentemente construir o diagrama de fases deste sistema.

A próxima seção tem como objetivo evidenciar diversos resultados acerca de

transições de fase na matéria condensada, em especial as transições de fase topológicas.

Estes resultados serão aplicados ao longo deste trabalho para a construção e análise do

diagrama de fases.

2.3 TRANSIÇÕES DE FASE

Em nosso cotidiano, estamos cercados por diversos materiais e substâncias que

se encontram em diferentes estados da matéria. O exemplo mais familiar é o da água,

encontrada em três diferentes formas em nosso dia a dia, que identificamos como o estado

sólido, ĺıquido e gasoso. Uma fase termodinâmica pode ser estudada e analisada através

de potenciais termodinâmicos, que são capazes de identificar o estado termodinâmico de

menor energia livre do sistema. Um diagrama de fases é dado por um gráfico do espaço de

parâmetros de interesse, onde a cada ponto deste espaço associa-se à fase termodinâmica

na qual o sistema se encontra.

Outra importante quantidade f́ısica que caracteriza a fase termodinâmica de um

sistema é associada ao parâmetro de ordem. O parâmetro de ordem assume um valor

não nulo em uma fase ordenada e desaparece em uma fase desordenada. Contrário à

intuição inicial, uma fase desordenada representa um estado de maior simetria no sistema
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do que uma fase ordenada. Em sistemas magnéticos, é comum que a magnetização, uma

quantidade macroscópica oriunda do elemento microscópico de spin, assuma o papel de

parâmetro de ordem, evidenciado em nosso funcional energia livre (2.29). Uma transição

de fase é um fenômeno que evidencia mudanças drásticas no comportamento do sistema.

Devido à natureza das transições, classificamo-as de maneiras distintas. Uma transição

de primeira ordem ou descont́ınua, tem como principal caracteŕıstica a liberação ou

absorção de calor latente durante a transição, enquanto uma transição cont́ınua apresenta

divergência na susceptibilidade do sistema e um comprimento de correlação infinito. Ainda

em transições cont́ınuas, existem as transições de fase topológicas, que são caracterizadas

pela proliferação de defeitos topológicos no sistema.

Discutimos na próxima seção a classificação de uma transição de fase de primeira

ordem e uma transição de fase cont́ınua. Escolhemos discutir as transições através de uma

abordagem histórica, passando pela classificação de Ehrenfest, até a evolução dos seus

conceitos na classificação moderna. Dentro da classificação moderna, discutimos quais

tipos de transição são esperadas para o nosso modelo a partir das considerações de campo

médio. Em seguida, dissertamos sobre a teoria KTHNY e a transição de fase topológica

mediada pela proliferação de defeitos topológicos no sistema. Este estudo será utilizado

para identificar as fases topológicas em nossos diagramas no caṕıtulo 5.

2.3.1 Transição de Fase de Primeira Ordem e Cont́ınua

Em 1933, Paul Ehrenfest introduziu em primeira instância um esquema compre-

ensivo para a classificação de transições de fase, conhecida hoje como a classificação de

Ehrenfest [77]. Esta classificação se tornou necessária devido à descoberta de um tipo

diferente de transição envolvendo o Hélio em meados dos anos 1920, chamada de transição

lambda devido ao comportamento do seu calor espećıfico lembrar a letra grega λ, que

conhecemos hoje como uma transição do He superfluido (He II) para um fluido (He I).

Diferente da transição de fase conhecida previamente, esta não apresentava calor latente

e demonstrava uma descontinuidade em segunda ordem na derivada da energia livre.

Esta nova transição foi classificada por Ehrenfest como uma transição de segunda ordem,

diferente das transições ordinárias previamente conhecidas, que receberam o nome de

transições de primeira ordem.

A classificação foi baseada em argumentos matemáticos a partir da energia livre de

Gibbs

G(T, P ) = E − TS + PV, (2.30)

onde E é a energia interna, T a temperatura, P a pressão e V o volume. A ideia consistia na

construção de curvas de Gibbs em um diagrama P − T ; quando pelo menos uma primeira

derivada de G era descont́ınua, recebia o nome de transição de fase de primeira ordem.

Uma transição de segunda ordem surgia quando não havia nenhuma descontinuidade na
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energia livre de Gibbs ou em suas primeiras derivadas, mas sim em alguma propriedade

relacionada à segunda derivada de G. Eventualmente a classificação se tornou insatisfatória.

A própria transição lambda não se encaixava na descrição de Ehrenfest, esta dificuldade

não era exclusiva de sistemas superfluidos, pois surgia também em classificar a transição

em sistemas magnéticos. O problema consistia em identificar corretamente a divergência

das derivadas nestes sistemas.

Outra importante teoria que surgiu na mesma época, com o objetivo de tratar

deste novo tipo de transição, é atribúıda a Lev Landau [78]. Suas considerações eram

baseadas em argumentos de simetria da energia livre de Helmholtz. De uma perspectiva da

aproximação de campo médio, ao escrevermos a energia livre, esperamos que ela seja uma

função anaĺıtica de seus parâmetros e obedeça as simetrias impostas pelo seu hamiltoniano.

Dadas estas condições, é posśıvel escrever uma expressão na vizinhança do ponto cŕıtico

utilizando uma expansão de Taylor do seu parâmetro de ordem. A teoria de Landau

se torna útil no cálculo de expoentes cŕıticos do sistema, dada que as considerações de

simetria geram classes de universalidade.

Uma classificação mais moderna sugere a presença de calor latente para as transições

de primeira ordem. Durante o processo, o sistema libera ou absorve energia e a sua

temperatura se mantém constante. Enquanto calor está sendo extráıdo ou adicionado,

o sistema se encontra em um estado de coexistência de fases. Como exemplo de uma

transição de primeira ordem, destacamos a transição da água de sólido para ĺıquido. O

que era classificado por Ehrenfest como uma transição de segunda ordem, atualmente é

denominada de transição cont́ınua. Caracterizada por uma divergência na susceptibilidade,

um comprimento de correlação infinito e um comportamento exponencial distinto da

função de correlação perto da criticalidade do sistema. Um exemplo deste tipo de transição

é a transição de um estado ferromagnético para um estado paramagnético. Devido a sua

estabilidade topológica, estruturas moduladas como os skyrmions e a textura magnética

helicoidal não podem ser deformadas continuamente em outras configurações. Desta forma,

esperamos encontrar transições de primeira ordem [3,34] neste tipo de sistema.

Embora tenha existido historicamente um debate sobre as caracteŕısticas do que

conhecemos hoje como transições de primeira ordem e transições cont́ınuas, não existem

apenas estas duas possibilidades, outro tipo de transição foi identificada pelo estudo do

derretimento de sólidos bidimensionais. Esta transição é caracterizada pela proliferação de

defeitos topológicos e é responsável pelo surgimento de uma fase intermediaria conhecida

como hexática. Discutiremos as implicações do cenário KTHNY na próxima seção deste

caṕıtulo.

2.3.2 Transições de Fase Topológicas

Defeitos topológicos são distorções em um sistema com simetria cont́ınua quebrada,

que surgem devido a imposição de condições de contorno, flutuações térmicas ou agentes
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externos. Eles assumem um papel fundamental na matéria condensada moderna [79], já

que não podem desaparecer ou serem modificados por nenhuma deformação cont́ınua do

parâmetro de ordem. Por este motivo, são ditos topologicamente estáveis. Estabilidade

topológica é um conceito matemático distinto da estabilidade f́ısica de uma configuração, o

qual em geral depende da energia livre do sistema. Entretanto, em muitos casos, estabilidade

topológica implica em estabilidade f́ısica.

Estes defeitos topológicos são especialmente importantes no estudo de sistemas em

duas dimensões, onde segundo a teoria KTHNY [51–53], as flutuações térmicas geradas

pelo aumento da temperatura são capazes de proliferar os defeitos pelo sistema. Um

dos resultados mais surpreendentes deste estudo surge da existência de uma nova fase

intermediária entre a sólida e a ĺıquida, conhecida como fase hexática. A fase hexática

apareceu pela primeira vez em um modelo de derretimento de redes bidimensionais,

proposto independentemente por Kosterlitz, Thoules [80] e Berezinskii [81, 82]. Diferente

de uma estrutura cristalina, a configuração hexática possui uma ordem posicional de curto

alcance e uma ordem orientacional de quase longo alcance, observada em cristais ĺıquidos

bidimensionais [83], cristais coloidais [84, 85], sistemas magnéticos com padrões de bolhas

[86] e filmes de Langmuir [87].

Com o objetivo de encontrar uma descrição mais detalhada de nossos diagramas,

precisamos ir além dos resultados de campo médio e incluir os efeitos destas flutuações,

associadas à energia de fônons e aos defeitos topológicos do sistema. Estudamos agora

na seção final deste caṕıtulo, uma série de resultados do derretimento de sistemas bi-

dimensionais relacionados a uma textura magnética de faixas e a uma rede cristalina

triangular.

2.4 DERRETIMENTO DE SISTEMAS BIDIMENSIONAIS

Dada a presença de fortes flutuações térmicas em sistemas bidimensionais, observa-

mos uma dificuldade de formação de estruturas cristalinas [88, 89]. Esta é uma importante

consideração no estudo de sólidos em duas dimensões, onde a ordem posicional tende a se

manifestar fracamente. Os resultados do derretimento em redes triangulares bidimensio-

nais [90–93] podem ser utilizados para estudar as propriedades topológicas de texturas

magnéticas em duas dimensões, como veremos a seguir. Descrevemos as fases topológicas

através de suas simetrias, que relacionamos a ordem posicional e orientacional das texturas.

Ao considerarmos o efeito de pequenas flutuações (fônons) em nosso sistema, identificamos

um hamiltoniano elástico efetivo que será usado no estudo de flutuações relacionadas aos

defeitos topológicos. Em seguida, utilizaremos o grupo de renormalização para analisar as

equações de fluxo, relacionadas a fugacidade y e a rigidez K das estruturas moduladas.

Este grupo de equações diferenciais contém a informação necessária para identificarmos as

transições mediadas pelos seus respectivos defeitos topológicos. O objetivo desta seção final,
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consiste em descrever um ferramental necessário para que no caṕıtulo 5 desta dissertação,

seja posśıvel analisar as propriedades topológicas sobre a ótica da teoria do derretimento

em duas dimensões em nosso modelo.

2.4.1 Estudo do derretimento de um sistema de faixas

Veremos nesta seção, que a inclusão de pequenas flutuações em uma textura

magnética de faixas gera um hamiltoniano elástico efetivo [92,93]. Em seguida, consideramos

a presença de defeitos topológicos na textura, que chamamos de deslocações (figura 12), onde

analisamos a ordem orientacional do sistema e identificamos um comportamento similar ao

do modelo XY [14, 51, 94]. Como consequência, encontramos a baixas temperaturas uma

textura de faixas com ordem posicional local e uma ordem orientacional de quase longo

alcance. Enquanto aumentamos a temperatura do sistema, passamos desta configuração

de faixas para uma que possui ordem posicional e orientacional local, análoga a um ĺıquido

isotrópico, que compartilha a mesma classe de simetrias de uma configuração magnética

homogênea. A primeira destas fases, possui uma descrição com uma classe de simetrias

mais próxima de um sólido que a segunda.

Figura 12 – Imagem qualitativa de uma deslocação em uma textura magnética de faixas, retirada
e editada da referência [13].

Uma textura de faixas em geral, pode ser descrita por uma magnetização local do
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tipo

m(x) = C cos (k0x), (2.31)

onde C é a amplitude de oscilação da modulação e k0 o seu vetor de onda caracteŕıstico.

Para estudar as propriedades topológicas desta textura, consideramos um campo de

deformação u(x) que perturba nossa solução da seguinte maneira

m(x) = C cos

(

k0x+ k0u(x)

)

. (2.32)

É importante notar que se u(x) → 0, recuperamos a modulação em (2.31). Considerando

a solução perturbada em (2.32), podemos mostrar que a diferença energética entre um

estado perturbado e um estado não perturbado nos leva a um hamiltoniano elástico efetivo

[92, 93] do tipo

∆Hel =
1

2

∫

d2k

(2π)2

[

Bk2x +Bλ2k4y

]

û(k)û(−k), (2.33)

onde as constantes elásticas B e Bλ2 podem ser determinadas a partir de C e do seu vetor

de onda caracteŕıstico k0. Este hamiltoniano nos permite analisar as propriedades elásticas

da textura magnética de faixas. A correlação do campo de deformação 〈u(x)2〉 diverge no

limite termodinâmico, o que implica em uma instabilidade para a ordem posicional da

textura de faixas. Por outro lado, ao analisarmos a orientação ∂yu(x) do sistema de faixas

na região de baixas temperaturas, percebemos que o sistema possui uma configuração com

ordem orientacional de quase longo alcance [92]. A inclusão de defeitos topológicos [92]

para a configuração sólida em longos comprimentos de onda implica que um hamiltoniano

orientacional efetivo pode ser escrito para o sistema, semelhante ao modelo XY [14,51,94]

descrito por

Hef =
1

2

∫

d2rKo

(

∇θ(r)

)2

, (2.34)

sendo a rigidez orientacional Ko do sistema estimada [92] por

Ko =
Bλ2 + 2Ed

2
, (2.35)

onde Ed representa a energia do defeito topológico (deslocação). A partir da semelhança

com o modelo XY , escrevemos a equação de fluxo [90,92,95] para a rigidezK e a fugacidade

y do sistema

dK(l)/dl = −4πK(l)y2(l);

dy(l)/dl = (2− πK(l))y(l), (2.36)
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com as grandezas não renormalizadas definidas por

y(0) = e−Ec/kBT ;K(0) =
Ko

kBT
, (2.37)

sendo Ec a energia do defeito topológico associado ao modelo XY (vórtices). Se con-

segúıssemos estimar o valor destas constantes, podeŕıamos resolver as equações de fluxo e

encontrar a rigidez renormalizada associada à textura de faixas. O comportamento desta

rigidez poderia então, ser utilizado para identificar uma transição de fase topológica dentro

desta textura, sinalizando que a ordem orientacional de quase longo alcance foi destrúıda,

ou seja, o sistema possui rigidez orientacional nula e se encontra em uma fase com ordem

posicional e orientacional local.

No caṕıtulo 5, vamos considerar um campo de deformação no padrão de faixas de

nossa solução helicoidal, onde encontraremos propriedades elásticas semelhantes ao que

discutimos nesta seção. Após estimar a energia dos defeitos topológicos, vamos estudar a

transição de fase topológica em nossa textura magnética helicoidal.

2.4.2 Estudo do derretimento de uma rede triangular

Como veremos no caṕıtulo 5, a inclusão de defeitos topológicos em uma textura

magnética de bolhas, neste caso skyrmions, nos leva a um hamiltoniano elástico efetivo que

descreve uma rede triangular em duas dimensões. Como consequência, podemos aplicar os

resultados do derretimento de sistemas bidimensionais, onde esperamos encontrar uma

distinção entre a fase sólida, hexática e ĺıquida em nossa textura de skyrmions. Neste caso,

as transições são mediadas pela proliferação de defeitos topológicos no sistema.

Estes defeitos topológicos podem ser identificados a partir de um mecanismo simples,

conhecido como circuito de Burger. O procedimento consiste em realizar um circuito sobre

a rede de śıtio em śıtio que, em uma rede perfeita, retorna ao ponto inicial. Se algum

defeito estiver contido no circuito, o ponto inicial não é atingido novamente e a diferença

entre o śıtio inicial e o final define o vetor de Burger b, como pode ser observado na figura

13.

O hamiltoniano elástico efetivo que descreve um campo de deformações u(r) de

duas componentes em uma rede triangular bidimensional [51, 79, 90, 92, 95, 96] é dado por

∆Hel =
1

2

∫

d2k

(2π)2

[

(2µ+ λ)k2x + µk2y

]

ûx(k)ûx(−k) +

1

2

∫

d2k

(2π)2

[

µk2x + (2µ+ λ)k2y

]

ûy(k)ûy(−k)+ (2.38)

1

2

∫

d2k

(2π)2
(2µ+ 2λ)kxkyûx(k)ûy(−k),

onde µ e λ são os coeficientes elásticos, também conhecidos como coeficientes de Lamé

da rede triangular. No derretimento deste tipo de rede, a teoria KTHNY prediz uma
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de renormalização para a rigidez K e a fugacidade y do sistema

dK(l)

dl
=−K2(l)

[

3π

2
y2(l)I0

(

K(l)

8π

)

eK/8π − 3π

4
y2(l)I1

(

K(l)

8π

)

eK/8π

]

;

dy(l)

dl
=

(

2− K(l)

8π
y(l)

)

+ 2πy2(l)I0

(

K(l)

16π

)

eK/8π, (2.41)

onde I0,1 representa a função de Bessel modificada e novamente definimos as grandezas

não renormalizadas por

K(0) =
KD

kBT
; y(0) = e−ED/kBT , (2.42)

sendo Ed a energia dos defeitos topológicos no sistema. Uma estimativa do valor destas

constantes no caṕıtulo 5 nos permitirá calcular a rigidez K e identificar a transição de

fase de um sólido bidimensional para uma fase hexática.

Enquanto a ordem orientacional é mantida na fase hexática, podemos descrevê-

la através de um hamiltoniano efetivo [91, 95] do tipo XY na aproximação de longos

comprimentos de onda

Hef =
1

2

∫

d2rKA(∇θ(r))2. (2.43)

A constante de Franck KA é calculada [90,95] por

KA = 2ED

(

2ξD
al

)2

, (2.44)

sendo al o cut-off de curtas distâncias do sistema e ξD o comprimento de correlação. Como

o comportamento efetivo desta fase é semelhante ao do modelo XY nesta aproximação,

recuperamos as equações de fluxo de renormalização em (2.36). De onde escrevemos as

grandezas não renormalizadas

K(0) =
KA

kBT
; y(0) = e−EA/kBT , (2.45)

onde EA representa a energia dos defeitos topológicos. Novamente, ao estimarmos os

valores destas contantes, podemos determinar e analisar a rigidez K para identificar a

transição da fase hexática para a fase ĺıquida. Estes resultados serão utilizados no estudo

topológico da textura magnética de skyrmions no caṕıtulo 5 deste trabalho.
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3 FUNCIONAL ENERGIA LIVRE

Após ter constrúıdo e revisado os resultados de interesse para esta dissertação, nos

dedicamos neste caṕıtulo à construção de um funcional energia livre adimensional, para

que ele possa receber um tratamento numérico apropriado no caṕıtulo 4. Para alcançar este

objetivo, procuramos uma forma cont́ınua do funcional (2.29), através de uma aproximação

em longos comprimentos de onda, onde consideramos que a variação de nosso parâmetro de

ordem ocorre de maneira suave no espaço, e desta forma, pode ser descrita continuamente.

Em seguida, vamos encontrar uma descrição adimensional de nosso funcional, definindo

escalas de temperatura e energia através das grandezas que descrevem nosso sistema. A

análise adimensional assumirá um papel fundamental no estudo numérico do funcional

e na consequente construção do diagrama de fases nesta aproximação de campo médio

variacional.

3.1 MODELO CONT́INUO

Como estamos interessados em construir e analisar o diagrama de fases de um

sistema que possui a interação de Dzyaloshinskii-Moriya, devemos obter o funcional (2.29)

em sua forma cont́ınua. Para construir este funcional, utilizamos uma transformada de

Fourier discreta em duas dimensões. No limite termodinâmico (N → ∞), temos uma rede

infinita e portanto, definimos a transformada por

f̂(k) =
∞
∑

r=−∞

e−ik·rf(r), (3.1)

e consequentemente a sua anti-transformada em duas dimensões

f(r) = a2
∫ π/a

−π/a

∫ π/a

−π/a

d2k

(2π)2
eik·rf̂(k), (3.2)

onde integramos no espaço rećıproco sobre a primeira zona de Brillouin e a representa

o espaçamento da rede. Com a definição de transformada e anti-transformada, podemos

calcular a versão cont́ınua de cada termo de nosso hamiltoniano (2.18). Como passo inicial,

faremos a transformação do termo de interação de troca ferromagnética, que em nosso

modelo, descrevemos por

Hex = −J
∑

r

m(r) ·
(

m(r + x̂)+m(r + ŷ)

)

, (3.3)

lidaremos a prinćıpio apenas com o termo Hx̂ex =
∑

r m(r) ·m(r+ x̂) referente à direção

x̂ em nosso plano, pois por semelhança, vamos obter uma expressão para a direção ŷ. Deste

modo, escrevemos m(r) e m(r + x̂) a partir de sua anti-transformada (3.2) resultando
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em

Hx̂ex = a4
∫ π/a

−π/a

d2kd2k′

(2π)4
m̂(k) · m̂(k′)eik

′·x̂

∞
∑

r=−∞

ei(k+k′)·r. (3.4)

A soma em (3.4) pode ser escrita a partir de uma Delta de Kronecker entre k e k′. Como

a rede é infinita (limite termodinâmico), transformamos esta Delta de Kronecker em uma

Delta de Dirac entre k e k′ no cont́ınuo para escrever

Hx̂ex = a2
∫ π/a

−π/a

d2kd2k′

(2π)2
m̂(k) · m̂(k′)eik

′·x̂δ(k + k′). (3.5)

Usamos aqui uma aproximação em longos comprimentos de onda, isto significa que nosso

parâmetro de ordem m(r) não possui variação significativa em pequenas escalas de

comprimento. Desta forma, aproximamos nossos limites de integração sobre todo o espaço

rećıproco e recorremos à propriedade de filtragem da delta de Dirac juntamente com o

fato de que m̂(−k) = m̂∗(k), provado imediatamente a partir de (3.1), para encontrar

Hx̂ex = a2
∫ π/a

−π/a

∫ π/a

−π/a

d2k

(2π)2
|m̂(k)|2eik·x̂. (3.6)

Escrevemos a exponencial a partir de funções trigonométricas utilizando a fórmula de

Euler. Como a função sen(x) é ı́mpar e a integral é realizada sobre um intervalo simétrico

com uma função par |m̂(k)|2, sabemos que este termo não contribui para a integral, tendo

resultado nulo. Sendo k · x̂ = kxa e dado que na aproximação em longos comprimentos de

onda temos que kxa� 1, expandimos a função cosseno até primeira ordem não trivial

Hx̂ex = a4
∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
|m̂(k)|2

[

1

a2
− k2x

2

]

, (3.7)

e por semelhança, escrevemos para a direção ŷ,

Hŷex =
∑

r

m(r) ·m(r + ŷ) = a4
∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
|m̂(k)|2

[

1

a2
−
k2y
2

]

. (3.8)

Para a interação de troca ferromagnética total temos

Hex = Ja4
∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
|m̂(k)|2

[

k2

2
− 2

a2

]

(3.9)

onde o termo constante de (3.9) é imediatamente obtido no espaço real através de sua

anti-transformada. Para encontrar o termo que depende de k no espaço real, utilizamos o

fato de que
∫

∞

−∞

d2r(∇f(r))2 = a4
∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
k2|f̂(k)|2, (3.10)

obtendo por fim, a interação de troca ferromagnética no espaço real em sua versão cont́ınua

Hex =

∫

∞

−∞

d2r

[

J

2
(∇m(r))2 − 2J

a2
|m(r)|2

]

. (3.11)
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Faremos o uso do mesmo procedimento para encontrar a interação de Dzyaloshinskii-

Moriya em sua forma cont́ınua, de modo que agora, a expressão que nos interessa no

hamiltoniano é dada por

HDM = −D
∑

r

[

(m(r)×m(r + x̂)) · x̂+ (m(r)×m(r + ŷ)) · ŷ
]

. (3.12)

De forma análoga, podemos calcular a transformada para a direção x̂ e por semelhança,

encontrar uma expressão para a direção ŷ. Utilizamos portanto, a definição (3.2) para

escrever

Hx̂DM = −a4D x̂ ·
[

∫ π/a

−π/a

d2kd2k′

(2π)4
eik·x̂(m̂(k′)× m̂(k))

]

∞
∑

r=−∞

ei(k+k′)·r, (3.13)

utilizando novamente a delta de Dirac e a aproximação em longos comprimentos de onda,

integramos sobre uma das variáveis para encontrar

Hx̂DM = −a2D
∫ π/a

−π/a

∫ π/a

−π/a

d2k

(2π)2
eik·x̂x̂ · (m̂(−k)× m̂(k)). (3.14)

Como agora m̂(k)× m̂(−k) é uma função ı́mpar, apenas o seno sobreviverá a integração

sobre todo o espaço após utilizarmos a fórmula de Euler. Sabendo que kxa� 1, expandimos

o seno até primeira ordem não-trivial para obter

Hx̂DM = a2D

∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
(−iakxx̂) · (m̂(−k)× m̂(k)), (3.15)

por semelhança, para a transformação em ŷ temos

HŷDM = a2D

∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
(−iakyŷ) · (m̂(−k)× m̂(k)). (3.16)

Como k = kxx̂+ kyŷ, escrevemos enfim, o termo completo de Dzyaloshinskii-Moriya no

espaço rećıproco

HDM = a2D

∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
(−iak) · (m̂(−k)× m̂(k)). (3.17)

Torna-se necessário neste momento reescrever (3.17) no espaço real, e para isso, observamos

que

∇×m(r) = a2
∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
(ik)× m̂(k)eik·r, (3.18)

e portanto, realizamos a seguinte transformada de Fourier

∫

∞

−∞

d2r m(r) · (∇×m(r)) = a2
∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
m̂(k) · (−ik × m̂(−k)). (3.19)
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Recorremos à propriedade do produto escalar triplo para reorganizar (3.19) em

∫

∞

−∞

d2r m(r) · (∇×m(r)) = a4
∫

∞

−∞

d2k

(2π)2
(−ik) · (m̂(−k)× m̂(k)), (3.20)

onde reconhecemos (3.17) e escrevemos a interação de Dzyaloshinskii-Moriya no espaço

real em sua versão cont́ınua

HDM =
D

a

∫

∞

−∞

d2r m(r) · (∇×m(r)). (3.21)

O mesmo procedimento é realizado para os termos referentes ao campo magnético externo

e a anisotropia em nosso modelo. Como o resultado de ambos é obtido de forma trivial,

escrevemos por fim, o hamiltoniano completo para o espaço real em sua forma cont́ınua

H =

∫

∞

−∞

d2r

[

J

2
(∇m(r))2 +

D

a
m(r) · (∇×m(r))

− 1

a2
h ·m(r)− 2J

a2
|m(r)|2 + b

a2
|mz(r)|2

]

, (3.22)

com a assumindo o papel do espaçamento da rede enquanto m(r) é a magnetização

local do sistema, representando o parâmetro de ordem em nossa análise de campo médio

variacional. Com o hamiltoniano em sua forma cont́ınua definido por (3.22), voltamos

a nossa atenção para a construção de um funcional completamente adimensional para

a energia livre. A adimensionalização deste funcional nos permitirá analisar e construir

numericamente o diagrama de fases deste modelo no caṕıtulo 4.

3.2 ADIMENSIONALIZAÇÃO

No caṕıtulo 2, escrevemos nosso funcional energia livre (2.29) em uma versão

discreta, na seção anterior, obtivemos uma forma cont́ınua da parte energética de nosso

modelo. A parte entrópica é dada pela expressão (2.19) e vamos tratá-la numericamente

no caṕıtulo 4 para cada estrutura modulada, portanto, o objetivo desta seção é obter

uma forma adimensional deste funcional energia livre. Desta forma, substitúımos a parte

energética de (2.29) por (3.22) para escrever nosso funcional energia livre em sua forma

cont́ınua

F [m(r)] =

∫

∞

−∞

d2r

[

J

2
(∇m(r))2 +

D

a
m(r) · (∇×m(r))

− 1

a2
h ·m(r)− 2J

a2
|m(r)|2 + b

a2
|mz(r)|2 −

T

a2
S[m(r)]

]

. (3.23)

Procuramos agora encontrar uma expressão adimensional para o funcional (3.23), de

tal forma que seja posśıvel descrevê-lo através do menor número de parâmetros livres.
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Esta transformação torna-se extremamente útil no estudo numérico do sistema, dado que

precisamos definir valores para estes parâmetros. Deste modo, almejamos construir uma

expressão da forma

F̃ = H̃ − T̃ S̃, (3.24)

onde o śımbolo til indica variáveis e expressões adimensionais. Como procedimento padrão,

escolhemos uma escala de densidade de energia caracteŕıstica para o sistema, baseando-se

na razão entre a escala de energia da interação de troca ferromagnética e da interação de

Dzyaloshinskii-Moriya indicada por

E0 =
D2

2Ja2

[

1 +
4J2

D2

]

, (3.25)

que possui dimensões de [Energia/(Comprimento)2]. Esta é uma escala de densidade

de energia caracteŕıstica para este tipo de sistema, já que nos permite identificar o

regime em que estamos trabalhando através da razão entre o acoplamento simétrico e o

acoplamento anti-simétrico. No caṕıtulo 4, vamos desenvolver e descrever as fases presentes

no sistema, onde será necessário caracterizar espacialmente a magnetização através de

funções periódicas (modulações). Sendo assim, uma forma apropriada para descrever uma

modulação é dada pela expressão

m(r) ∼
∑

i

ci cos (ki · ri), (3.26)

no qual as constantes ci representam os modos de expansão da solução proposta e ki

é o vetor de onda conjugado a ri no espaço rećıproco. Para nos ajudar a completar a

adimensionalização do funcional (3.23), é necessário definir o vetor de onda caracteŕıstico

das modulações. Com a finalidade de alcançar este objetivo, definimos aqui uma solução

padrão de modo único da fase helicoidal [73, 97] por

m(r)hel = c1 cos (kx)ẑ − c1 sen(kx)ŷ. (3.27)

que será discutida com detalhes em uma seção do caṕıtulo 4. Para calcular o vetor de

onda caracteŕıstico, inserimos a modulação (3.27) em nosso funcional (3.23) a campo nulo

e tomamos a derivada em relação a k para obter

kmin =
D

Ja
. (3.28)

Desta forma, observamos que dimensionalmente, kmin ∼ [Comprimento]−1 e portanto,

definimos as seguintes quantidades adimensionais

k̃ =
k

kmin

; r̃ = kminr, (3.29)
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o que nos permite reescrever uma solução modulada de forma adimensional

m̃(r̃) ∼
∑

i

ci cos
(

k̃i · r̃i
)

. (3.30)

Tomando então a razão H/E0 para o termo de troca ferromagnética Hex temos

Hex

E0

=
a2J2

D2

[

1 +
4J2

D2

]−1

= k−2
min

[

1 +
4J2

D2

]−1

, (3.31)

para o termo de Dzyaloshinskii-Moriya encontramos

HDM

E0

=
2aJ

D

[

1 +
4J2

D2

]−1

= 2k−1
min

[

1 +
4J2

D2

]−1

, (3.32)

no termo que carrega uma parte da expansão da interação de troca, observamos que

Hexp

E0

=
−4J2

D2

[

1 +
4J2

D2

]−1

. (3.33)

Na interação com o campo externo e para a anisotropia, definimos imediatamente

as seguintes variáveis adimensionais

h̃ =
h

a2E0

; b̃ =
b

a2E0

, (3.34)

que representam parâmetros ligados ao campo magnético externo e o peso energético da

anisotropia do sistema respectivamente. Observamos ainda, que a seguinte quantidade se

destaca naturalmente nos diferentes termos da nossa energia livre

α =

[

1 +
4J2

D2

]−1

, (3.35)

que é de fato adimensional, definindo o parâmetro livre de interesse deste sistema. Analisa-

mos agora os limites para o qual este parâmetro é válido. Observe que seu valor depende

exclusivamente da razão entre o peso da interação de troca ferromagnética e do peso da

interação de Dzyaloshinskii-Moriya, desta forma, no limite em que J/D >> 1, ou seja, no

regime em que a interação de troca ferromagnética se torna extremamente forte em relação

a interação DM, o parâmetro α assume o valor nulo. Quando estamos no regime em que

a interação DM é muito mais intensa que a interação de troca, temos que J/D << 1 e

portanto, o parâmetro α possui o valor um. Escrevemos então,

0 ≤ α ≤ 1, (3.36)

que será nossa referência para identificarmos o regime em que estamos trabalhando durante

este estudo. Lembramos ainda que, para o gradiente e o rotacional, precisamos transformar

as suas derivadas,

d

dr
= kmin

d

dr̃
. (3.37)
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Por fim, de maneira semelhante a escala de energia do sistema, definimos uma escala

caracteŕıstica de temperaturas, onde utilizamos novamente os parâmetros J e D para

escrever

kBT0 =
D2

3J

[

1 +
4J2

D2

]

. (3.38)

Esta escala de temperatura é escolhida de tal forma que a temperatura cŕıtica do sistema

com anisotropia nula (b = 0) seja Tc = 1. Em seguida, definimos a seguinte variável

adimensional T̃ = T/T0, de tal forma que juntamente com a escala de energia, obtemos

kBT

a2E0

=
kBT0T̃

a2E0

=
2

3
T̃ . (3.39)

Tendo definido as escalas de energia e temperatura de interesse neste sistema, rescrevemos

o funcional energia em sua forma adimensional completa

F̃ [m̃(r̃)] =

∫

∞

−∞

d2r̃

[

α
(

∇̃m̃(r̃)
)2

+ 2α m̃(r̃) ·
(

∇̃ × m̃(r̃)
)

− h̃ · m̃(r̃)− (1− α)|m̃(r̃)|2 + b̃|m̃z(r̃)|2 +
2

3
T̃ S̃[m̃(r̃)]

]

, (3.40)

onde redefinimos a energia livre adimensional por F̃ = Fk2min/E0. Desta maneira, estamos

prontos para trabalhar com as fases presentes no modelo e encontrar a organização das

mesmas a partir de seu diagrama de fases. É importante notar que a partir deste ponto em

nosso trabalho, utilizaremos variáveis adimensionais sem carregar a notação com śımbolos

excessivos.
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4 FASES E MODULAÇÕES

Possuindo o funcional energia livre em sua forma adimensional, podemos agora ana-

lisar as fases presentes em nosso sistema. O objetivo inicial deste caṕıtulo é propor soluções

moduladas que correspondem as diferentes fases do sistema e inseri-las na expressão (3.40).

Com as soluções moduladas e suas respectivas energias livres bem definidas, realizamos a

minimização para valores de interesse dos parâmetros do sistema. Ao analisarmos a energia

livre minimizada de cada solução, podemos comparar os seus valores a cada ponto em um

espaço de parâmetros de interesse, e desta forma, construir nosso diagrama de fases.

Para a consideração das fases presentes, encontramos na literatura que a competição

entre a interação de troca magnética e a interação de Dzyaloshinskii-Moriya resulta em

texturas magnéticas [33, 34, 37, 38] não triviais, que conhecemos como a fase helicoidal e a

fase de skyrmions. Como estamos considerando a ação de um campo magnético externo,

sabemos que existem campos de saturação, onde todos os spins se alinham com o campo

magnético para minimizar a energia livre do sistema, conhecida como a fase magnética

homogênea. Por fim, o ansatz da solução homogênea pode ser menos restritivo em campos

magnéticos menores, permitindo que os spins tenham projeções no plano, resultado em

uma fase magnética inclinada (canted).

Após a construção da energia livre de cada fase do sistema, abordamos brevemente as

considerações numéricas para a determinação do diagrama de fases. Em seguida, discutimos

e analisamos os resultados obtidos, através das propriedades e informações qualitativas

fornecidas pelo diagrama de fases de nosso sistema.

4.1 FASE HOMOGÊNEA

A fase homogênea ocorre em geral para campos magnéticos expressivos, onde os

spins tendem a se alinhar com o campo magnético externo. Este alinhamento promove uma

configuração homogênea, ordenando todos os spins em uma mesma direção. Escolhemos

alinhar o campo magnético externo de maneira perpendicular ao plano do sistema e

portanto, definimos

h = (0, 0, h) = hẑ, (4.1)

que será a escolha utilizada ao longo deste trabalho. Sabemos que na fase homogênea, todos

os spins estão alinhados com o campo magnético e parece natural descrever a magnetização

a partir de uma constante na direção do campo externo, tendo em vista que a solução é

homogênea e não varia espacialmente. Deste modo, escrevemos a magnetização local da

solução homogênea por

mhom = (0, 0, c0) = c0ẑ. (4.2)
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Em posse da solução que descreve a fase homogênea, podemos utilizar a expressão (3.40)

e construir sua energia livre. É importante notar aqui, que como não há variação espacial

para a solução homogênea, parte do termo oriundo da interação de troca ferromagnética e

a interação de Dzyaloshinskii-Moriya são trivialmente zeros, restando apenas a expressão

F̃ [m(r)] =

∫

∞

−∞

d2r

[

−h ·m(r)− (1− α)|m(r)|2 + b|mz(r)|2 +
2T

3
S[m(r)]

]

. (4.3)

Para os três primeiros termos da expressão, inserimos a solução da magnetização homogênea

(4.2) para obter

F̃hom =

∫

∞

−∞

d2r

[

−hc0 + (α− 1 + b)c20

]

+
2T

3

∫

∞

−∞

d2rS[mhom]. (4.4)

Embora a energia livre do sistema seja infinita, o seu valor em unidade de área é finito. Esta

é a quantidade que procuramos para identificar qual fase é termodinamicamente relevante

em cada ponto do espaço de parâmetros em nosso modelo. Deste modo, escrevemos

F̃hom

A
=

∫

∞

−∞

d2r

A

[

−hc0 + (α− 1 + b)c20

]

+
2T

3

∫

∞

−∞

d2r

A
S[mhom], (4.5)

sendo A o equivalente a área do sistema, já adimensional neste caso, e redefinimos a

energia livre F̃hom/A → F̃hom pela sua densidade. Como a magnetização local desta

solução é constante e a entropia é um funcional do módulo da magnetização dado por

(2.28), integramos para obter

F̃hom = −hc0 + (α− 1 + b)c20 +
2T

3
S[c0], (4.6)

que é a expressão desejada para a densidade de energia livre da fase homogênea. Note que,

possúımos apenas c0 como parâmetro variacional a ser minimizado neste caso. Seguiremos

o mesmo procedimento para encontrar uma expressão equivalente para as outras fases do

sistema.

4.2 FASE INCLINADA

A fase inclinada é em essência uma fase homogênea, porém aqui, permitimos ao

ansatz da nossa solução uma liberdade maior. Como estamos tratando com spins de

Heisenberg, admitimos a possibilidade destes estarem inclinados em relação ao plano como

solução de mı́nima energia livre no sistema, possuindo assim uma magnetização descrita

espacialmente por uma componente paralela ao campo externo, bem como uma projeção

no plano da amostra. Propomos portanto, uma solução espacial para a magnetização local

da seguinte forma

mcan = (c1, 0, c0) = c1x̂+ c0ẑ, (4.7)
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onde c1 representa a componente da magnetização ao longo do plano do sistema. Da

mesma forma que na seção anterior, a partir da expressão (3.40), utilizamos o ansatz

proposto para a solução homogênea inclinada no cálculo de sua energia livre. Notamos

novamente, que nossa solução não varia espacialmente, o que indica que parte do termo de

interação de troca ferromagnética e a interação de Dzyaloshinskii-Moriya são de fato nulos,

como esperaŕıamos de uma solução homogênea. Escrevemos portanto, a sua densidade de

energia livre por

F̃can =

∫

∞

−∞

d2r

A

[

−hc0 + (α− 1)(c20 + c21) + bc20

]

+
2T

3

∫

∞

−∞

d2r

A
S[mcan]. (4.8)

Novamente aqui, a magnetização local é constante e portanto, integramos (4.8) para obter

a densidade de energia livre da fase inclinada

F̃can = −hc0 + (α− 1)(c20 + c21) + bc20 +
2T

3
S[
√

c20 + c21]. (4.9)

Neste caso, os parâmetros variacionais são descritos por c0 e c1, que competem

entre si para minimizar a energia livre desta fase. Observe que, no limite em que o campo

magnético externo é muito alto, a amplitude projetada no plano c1 tende a zero, enquanto

c0 alinhado com o campo externo, atinge seu valor máximo, recuperando assim, o resultado

da fase homogênea em (4.6) como esperávamos do comportamento deste regime.

4.3 FASE HELICOIDAL

Nesta seção do texto, iremos trabalhar para encontrar a solução da terceira fase

dispońıvel no modelo, a fase helicoidal. O vetor magnetização local desta fase descreve

uma hélice quando nos movemos em uma dada direção no plano da amostra, enquanto

que em uma direção perpendicular a esta, a magnetização é homogênea, como pode ser

observado na figura 3. Propomos portanto, uma solução modulada [73,97] do tipo

m(r)hel =
n
∑

j=0

(

cj cos (kj · r)n1 + dj sen(kj · r)n2

)

, (4.10)

onde utilizamos aqui os resultados obtidos no caṕıtulo anterior para de fato adimensionalizar

o argumento das funções periódicas. A soma é realizada sobre o número n de modos de

Fourier, conhecidos também como harmônicos da expansão. Como a solução helicoidal

possui um sentido preferencial de rotação na formação de sua hélice, precisamos definir

com cuidado os vetores que compõe (4.10). Para garantir isto, sabemos da literatura [73,97]

que n1, n2 e kj devem ser perpendiculares entre si, onde n1 e n2 são vetores unitários.

Deste modo, definimos a direção e o sentido do vetor n1 da seguinte maneira

n1 = (0, 0, 1) = ẑ. (4.11)
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Na fase helicoidal, o vetor kj = jk é descrito pela sua multiplicidade na direção preferencial

de movimento. Escolhemos portanto um vetor k perpendicular a n1,

k = k0(1, 0, 0) = k0x̂. (4.12)

Por fim, n2 é escolhido como um vetor unitário perpendicular a n1 e k simultaneamente,

n2 =
k× n1

|k× n1|
= (0,−1, 0) = −ŷ. (4.13)

Com a definição dos vetores que fazem parte do nosso ansatz, escrevemos a solução

helicoidal do nosso modelo

m(r)hel =
n
∑

j=0

(

cj cos (jk0x)ẑ − dj sen(jk0x)ŷ

)

. (4.14)

É importante notar aqui, que propomos uma solução menos restritiva em relação a

Figura 14 – Gráfico de densidade da magnetização em ẑ (mapa de cores) bem como o fluxo
da magnetização no plano em aproximação de modo único (n=1) com c0 = 0,
c1 = d1 = 0.5 e k0 = 1.

encontrada normalmente na literatura [73,97]. Permitimos amplitudes distintas para as

diferentes direções da expansão, onde ainda na minimização de nossa energia livre, temos

a possibilidade de recuperar o caso em que cj = dj, se esta configuração for a de menor

energia. Para verificar que esta solução possui o comportamento helicoidal, fazemos um

gráfico do vetor magnetização local, que mostra em uma escala de cores a componente
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na direção ẑ superposto as linhas de campo de magnetização ao longo do plano xy.

O resultado pode ser observado na figura 14, onde o fluxo no plano é periódico como

esperávamos, possuindo spins de sentidos opostos separados por paredes de domı́nio. A

figura refere-se a uma aproximação de modo único para a modulação (n = 1), mas serve

como referência qualitativa para garantir a coesão da solução proposta em (4.14).

Partindo agora de nosso funcional adimensional (3.40), vamos calcular as contri-

buições das interações utilizando a solução modulada (4.14). Como nossa solução varia

espacialmente, os termos que antes eram nulos agora contribuem para a energia livre.

Porém, ao inserirmos a solução modulada no funcional, notamos a presença de termos

oscilatórios e constantes em nossas integrais. Como estamos no limite termodinâmico, os

termos oscilatórios na energia livre são subdominantes frente às contribuições que crescem

linearmente com o tamanho do sistema. Desta forma, as contribuições oscilatórias não são

relevantes neste limite e portanto, encontramos para a densidade de energia livre da fase

helicoidal a seguinte expressão

F̃hel =− hc0 + (α− 1)c20 + b

(

c20 +
n
∑

j=1

c2j
2

)

+−2αk0

n
∑

j=1

jcjdj

+
n
∑

j=1

(

α(jk0 − 1)2 − 1

)

(

c2j
2
+
d2j
2

)

+
2T

3

∫

∞

−∞

d2r

A
S[m(r)hel]. (4.15)

Como nesta fase a magnetização local varia espacialmente, vamos resolver a integral

envolvendo a entropia através do método de quadraturas de Gauss-Legendre. A expressão

obtida precisa ainda ser minimizada usando como parâmetros variacionais cj, dj e k0.

Através desta minimização, será posśıvel encontrar o perfil de equiĺıbrio da solução dentro

da aproximação de campo médio variacional, assim como de sua energia livre.

4.4 FASE DE SKYRMIONS

Chegamos enfim à última configuração que iremos considerar em nosso modelo.

Utilizamos o mesmo tipo de solução (4.10) para a fase de skyrmions, mas de maneira

distinta da fase helicoidal, a solução de skyrmions é constrúıda a partir de três vetores de

onda k no plano xy que possuem um ângulo de 2π/3 entre si [23]. Um conjunto simples

que descreve esta construção é dado por

k1 = k0(1, 0); k2 = k0

(

− 1

2
,

√
3

2

)

; k3 = k0

(

− 1

2
,−

√
3

2

)

, (4.16)

com k0 representando o módulo de seu vetor ki associado. O conjunto em (4.16) é suficiente

para uma descrição de modo único, porém, estamos interessados em generalizar nossa

solução em amplitudes de Fourier, como fizemos na fase helicoidal. Para acomodar nossa
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A combinação de vetores de onda da expressão (4.17) define uma rede triangular

dada pela figura 15, onde usamos uma expansão harmônica em n = 10 e consideramos o

caso em que clm = dlm, para a análise que faremos a seguir. Como podemos observar, a

solução completa deve respeitar as simetrias de uma rede triangular, desta forma, nem

todos os modos da expansão harmônica são totalmente independentes. O padrão triangular

revela três distintos grupos através da degenerescência de seus modos harmônicos. O

primeiro grupo é descrito pelo modo de Fourier trivial c0 (ponto azul na figura 15),

localizado no centro do padrão triangular e possui degenerescência um. O segundo grupo é

descrito por modos que estão em direções preferenciais (pontos verdes na figura 15) com

θ = 0 e θ = π/6, que através da simetria do padrão triangular, apresenta degenerescência

seis. Enquanto, por fim, o último grupo de modos (pontos vermelhos na figura 15) na

expansão harmônica é descrito pelos vetores de onda em θ ∈ (0, π/6) que por argumentos

de simetria, possuem degenerescência doze.

Para a escolha de dez modos harmônicos (nmax = 10), um total de n = 331 modos

compreendem todas as possibilidades de vetores de onda no padrão triangular. Após

nossas considerações de simetria, identificamos que o número de modos independentes

necessários para a construção da solução é reduzido para n = 35 modos. Esta análise se

torna importante para a minimização de nossa solução (4.19), já que possúımos o dobro

de harmônicos (clm 6= dlm) em nossa consideração. De maneira semelhante a construção da

solução helicoidal, definimos o vetor nlm1 na direção ẑ, enquanto o vetor nlm2 é descrito

pelo produto vetorial

nlm2 =
klm × nlm1

|klm × nlm1|
, (4.21)

que agora possui uma direção espećıfica para cada vetor de onda considerado na construção

da solução de skyrmions. Para testar nossa solução, constrúımos um gráfico de densidades

semelhante ao da fase helicoidal para confirmar o comportamento da textura magnética

de skyrmions. O resultado está exposto na figura 16.

Como sabemos construir a combinação dos vetores de onda para a solução de

skyrmions, basta realizarmos a contagem correta de modos independentes com as suas

degenerescências e implementar a solução em (3.40). Usamos um argumento similar ao

da fase helicoidal em relação às funções oscilatórias na integração para obter o seguinte

funcional densidade de energia livre

F̃sky =− hc0 + (α− 1)c20 + b

(

c20 +
n
∑

l,m

c2lm
2

)

− 6α
n
∑

l,m

clmdlm|klm|

+ 3
n
∑

l,m

(

α(|klm| − 1)2 − 1

)

(

c2lm
2

+
d2lm
2

)

+
2T

3

∫

∞

−∞

d2r

A
S[m(r)sky], (4.22)

onde será necessário utilizar o método de quadraturas de Gauss-Legendre para resolver

a integral relacionada à entropia desta fase. Novamente, a expressão (4.22) precisa ser
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Figura 16 – Gráfico de densidade da magnetização para a solução de skyrmions em ẑ (mapa de
cores) bem como o fluxo da magnetização no plano em aproximação de modo único
com c0 = 0, c1 = d1 = 0.5 e k = 1.

minimizada em relação a seus parâmetros variacionais para que seja posśıvel encontrar

o perfil de equiĺıbrio da energia livre associada a esta fase. Em posse do funcional que

descreve todas as fases presentes em nosso modelo, voltamos a nossa atenção ao cálculo

da temperatura cŕıtica, fundamental na determinação do diagrama de fases.

4.5 TEMPERATURA CŔITICA

Dedicamos nesta seção um espaço para o cálculo da temperatura cŕıtica de nosso

sistema. Para encontrar a temperatura, devemos analisar o comportamento dos coeficientes

dominantes das soluções moduladas, desta forma, escolhemos trabalhar com a solução

helicoidal em aproximação de modo único. Em relação a entropia, faremos uma aproximação

até quarta ordem de sua expansão, isto será suficiente para encontrar o comportamento

cŕıtico que desejamos. Inserimos a solução (4.14) na aproximação de modo único em nosso

funcional energia (3.40) para observarmos o seu comportamento em relação aos termos

dominantes a campo nulo

F̃hel ∼
[

(α− 1) + b+ αk20 + T

]

c21
2
− 2αk0c1d1 +

[

(α− 1) + αk20 + T

]

d21
2
, (4.23)
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de onde escrevemos uma matriz a partir dos coeficientes c1 e d1,

A =

[

(a−1)
2

+ b
2
+

αk2
0

2
+ T

2
−αk0

−αk0 (a−1)
2

+
αk2

0

2
+ T

2

]

. (4.24)

Como estamos interessados na instabilidade do sistema, procuramos o momento em que

pelo menos um destes autovalores se torna negativo, identificando o ponto em que a solução

homogênea trivial de c1 = d1 = 0 deixa de ser um mı́nimo local. Deste modo, analisamos o

comportamento do menor autovalor associado a matriz

λ− =
1

4

[

− 2 + 2α + b+ 2αk20 −
√

b2 + 16α2k20 + 2T

]

. (4.25)

Em seguida, observamos que o autovalor depende de k0, um parâmetro variacional. Sendo

assim, tomamos a derivada de (4.25) em relação a k0 para encontrar seu valor mı́nimo,

k0 =

√
16α2 − b2

4α
. (4.26)

Substitúımos (4.26) em (4.25) e analisamos o comportamento limite em que λ− = 0 para

estudar a instabilidade e encontrar a temperatura cŕıtica de nosso modelo

Tc = 1− b(8α− b)

16α
. (4.27)

A temperatura cŕıtica do sistema depende não somente do nosso parâmetro livre α, mas

também de sua anisotropia b. Com todas as ferramentas preparadas, analisamos o modelo

a partir de uma perspectiva numérica na próxima seção.

4.6 CONSIDERAÇÕES NUMÉRICAS

Dedicamos esta seção do texto para discutir sobre as considerações numéricas de

nosso trabalho, começando pela entropia do sistema. Como vimos na seção sobre campo

médio variacional, podemos escrever a entropia (2.28) a partir da magnetização local

do sistema. Sabemos ainda, que para o nosso modelo, o módulo da magnetização está

compreendido em |m| ∈ [0, 1], de tal forma que criamos uma lista dos valores da entropia

baseados neste intervalo. Em posse do par ordenado formado por valores da magnetização

e entropia, interpolamos esta lista para criar uma expressão para o funcional da entropia

em relação à magnetização local do sistema. Desta forma, na densidade de energia livre da

fase homogênea (4.6) e inclinada (4.9), basta substituirmos o módulo de sua respectiva

magnetização local dentro desta expressão para encontrarmos a entropia. Para a fase

helicoidal (4.15) e a fase de skyrmions (4.22), escrevemos a entropia a partir de uma soma

discreta usando o método de Gauss-Legendre.

O código que minimiza numericamente a densidade de energia livre correspondente

a cada fase em nosso sistema foi constrúıdo com a ajuda do software Mathematica. O
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programa desenvolvido usa como parâmetros de entrada os valores correspondentes ao

acoplamento do modelo α, o campo magnético h, a temperatura T e a anisotropia b.

Após o processo de minimização, identificamos a solução com a menor densidade de

energia livre entre os diferentes ansatz. Como exemplo do processo de construção do

diagrama de fases, fixamos os valores de anisotropia e do parâmetro livre α e usamos como

referência as variáveis em campo e temperatura. Fornecemos valores espećıficos para T

e h que formam um par ordenado e o ponto de interesse a ser estudado. Com todos os

parâmetros definidos, utilizamos a função que constrúımos no Mathematica para minimizar

os funcionais referentes às distintas fases, que nos revela a configuração prefeŕıvel pelo

sistema dadas as condições dos parâmetros fornecidos.

Para otimizar a construção do diagrama, analisamos apenas a linha cŕıtica que

separa as configurações posśıveis do sistema, para isso, fornecemos um ponto inicial no

eixo das abscissas T0 bem como um ponto inicial para o eixo das ordenadas h0, formando

um par ordenado no diagrama, cuja caracteŕıstica particular é de estar a uma iteração

de atravessar a linha cŕıtica e passar de uma fase para outra. Este ponto é encontrado

manualmente em uma primeira análise do diagrama de fases. É posśıvel esboçar um

diagrama deste modo de maneira vertical, tomando iterações no valor de h, ou então

horizontalmente, tomando iterações para os valores de T . Em nosso caso, escolhemos

iterações verticais, o que significa que o par ordenado inicial (T0, h0) está em uma das fases

do modelo, e ao adicionarmos uma iteração ao par ordenado (T0, h0 +∆h), atravessamos a

linha cŕıtica e nos encontramos em uma fase distinta da anterior como podemos observar

na figura 17.

Figura 17 – Exemplo qualitativo de como os pontos são escolhidos juntamente com a iteração
a ser realizada. Quanto maior for a resolução escolhida para desenhar o diagrama,
melhor será o resultado da linha cŕıtica.

Ao atravessar a linha cŕıtica, marcamos o ponto imediatamente antes da transição
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para construir a linha no diagrama de fases. Após encontrar um ponto que pertence a linha

cŕıtica, realizamos uma iteração agora no eixo das abscissas para ∆T e utilizamos o mesmo

procedimento para encontrar o próximo ponto da linha cŕıtica efetuando iterações para ∆h.

Observe que, ao encontrar o ponto inicial da linha cŕıtica, os outros pontos são descobertos

realizando as iterações necessárias de uma maneira mais direta, adicionando ou subtraindo

∆h do ponto de interesse. Para realizar a minimização do funcional, precisamos fornecer

pontos iniciais para todas as variáveis a serem minimizadas, desta forma, ajudamos ainda

o tempo de construção do diagrama guardando e utilizando o mı́nimo encontrado para os

pontos anteriores da linha cŕıtica, tornando a minimização do funcional mais efetiva.

4.7 DIAGRAMA DE FASES

Com os detalhes técnicos discutidos, devemos nos preocupar agora com o número de

modos harmônicos a serem usados em nossa expansão. Torna-se importante encontrar um

equiĺıbrio entre o número mı́nimo de modos harmônicos que descrevem qualitativamente o

sistema, sem que isso comprometa o tempo de processamento do nosso código. Para realizar

este teste, escolhemos esboçar um diagrama de fases de campo magnético por temperatura

(h×T ), onde escolhemos a anisotropia com um valor nulo b = 0 e o parâmetro livre α = 0.2.

Comparamos para este diagrama a linha cŕıtica gerada por n = 5 (ćırculos vermelhos

na figura 18) e n = 10 (quadrados azuis na figura 18). A resolução do diagrama é dada

por ∆h = 0.0001 para o eixo das ordenadas, enquanto que para as abscissas utilizamos

∆T = 0.001. Observamos imediatamente que não há nenhuma diferença qualitativa entre

os diagramas. Apesar da solução de n = 10 possuir mais modos, o que significa obter um

melhor resultado para a minimização das energias, a média de diferença entre os pontos

(campo cŕıtico hc) da linha cŕıtica que separa a fase homogênea da fase de skyrmions é

dada por 0.20% enquanto que para a linha cŕıtica que separa a fase de skyrmions e a fase

helicoidal a diferença média é dada por apenas 0.07%.

Para a solução de cinco modos, a fase de skyrmions possui um total de 23 modos

relevantes, enquanto na expansão de dez modos, saltamos para 73 modos relevantes. Este

aumento significativo no número de modos é diretamente refletido no tempo de minimização

das soluções. Enquanto que a minimização de um ponto no diagrama em n = 5 leva

em média 40 segundos, a minimização de n = 10 demora em média 2700 segundos, o

que em prinćıpio não justifica a escolha de uma expansão com n > 5. Para confirmar

as nossas suspeitas, constrúımos um gráfico da energia em função do número de modos,

bem como o campo cŕıtico em função do número de modos que está exposto na figura

19. Observamos que a partir da solução de três modos, tanto a energia quanto o campo

cŕıtico assumem um valor bem próximo daquele de uma expansão com modos superiores.

Como era de se esperar, a solução de modo único não é suficiente para caracterizar de

maneira correta a expansão. Desta forma, devido à falta de efeitos qualitativos e pequena
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Continuamos o estudo dos diagramas de anisotropia, onde aumentamos o valor

do parâmetro α = 0.6 (figura 20b) e esperamos encontrar uma região de estabilidade

maior da fase de skyrmions dado a relação (3.35). Neste diagrama, observamos o mesmo

comportamento qualitativo do diagrama de α = 0.2, onde a anisotropia easy-axis favorece

o ordenamento ferromagnético enquanto a anisotropia easy-plane beneficia as fases modu-

ladas. Novamente, existe um limiar anisotrópico para a existência da fase inclinada, porém,

em um valor maior da anisotropia easy-plane, onde o mesmo comportamento reentrante é

observado. Como esperávamos, a fase de skyrmions se torna mais estável com o aumento

do valor do parâmetro α.

Para encerrar a análise dos diagramas de anisotropia, constrúımos um diagrama

com o parâmetro α = 1.0 (figura 20c), onde presenciamos um comportamento qualitativo

distinto dos outros diagramas, em que a fase inclinada desaparece completamente. Este

comportamento é facilmente explicado analisando o funcional de energia livre (4.9) para a

fase inclinada. À medida que nos aproximamos do valor de α = 1.0, o termo que diferencia

a fase inclinada da fase homogênea se torna irrelevante no funcional e terminamos com a

mesma configuração ferromagnética para o sistema; esta circunstância nos leva a obter um

diagrama de fases que possui apenas a fase homogênea e as fases moduladas do sistema.

4.7.2 Temperatura Finita

Tendo examinado os diagramas de anisotropia em nosso sistema, podemos agora

analisar os diagramas de temperatura escolhendo valores de interesse de anisotropia para

serem estudados. Para ter uma caracterização completa do sistema, vamos escolher para

um mesmo parâmetro α três valores distintos de anisotropia. Estamos interessados em

examinar o comportamento do diagrama para uma anisotropia easy-axis (b < 0), uma

anisotropia easy-plane (b > 0) e no terceiro caso, para anisotropia nula (b = 0). Como

observamos nos diagramas de anisotropia (figura 20), as fases moduladas deixam de existir

em valores muito negativos de b. Desta forma, para obter resultados coerentes para análise,

escolhemos b = −0.3 para representar a anisotropia easy-axis e b = 0.3 para caracterizar o

comportamento easy-plane. Escolhemos α = 0.2, utilizamos a resolução de ∆h = 0.0001

para o eixo das ordenadas e ∆T = 0.001 no eixo das abscissas para construir os diagramas

que estão na figura 21.

O primeiro fato a ser observado nestes diagramas é a existência da fase de skyrmions

na região de baixas temperaturas do sistema. Comportamento observado em resultados

experimentais e simulações para filmes finos [3, 5], distinto do comportamento observado

em três dimensões [23, 27]. A estabilidade da fase de skyrmions em três dimensões é dada

por flutuações térmicas em um pequeno regime do diagrama de fases (figura 5), onde

observamos no trabalho de Kanazawa et al [26] que a diminuição da espessura da amostra

favorece a formação de skyrmions no sistema. Outro aspecto interessante do diagrama é

dado pelo crescimento da fase de skyrmions com o aumento da anisotropia easy-plane, que
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5 FASES TOPOLÓGICAS

O caṕıtulo final deste trabalho tem como objetivo caracterizar topologicamente a

textura helicoidal e de skyrmions estudadas no caṕıtulo 4, através da teoria KTHNY para

o derretimento de sistemas em duas dimensões. Vamos estudar o efeito da inclusão de

flutuações em nossas soluções moduladas, e construir um hamiltoniano elástico efetivo que

descreva o seu comportamento. Em seguida, vamos evidenciar como estes hamiltonianos

elásticos possuem formas compat́ıveis com aquelas discutidas no caṕıtulo 2, para uma fase

de faixas e para um cristal triangular em duas dimensões, validando a discussão realizada

anteriormente. Após este mapeamento, vamos discutir como a partir da determinação das

propriedades elásticas microscópicas de nossas fases (helicoidal e skyrmions), podemos

utilizar os resultados do grupo de renormalização mencionados no caṕıtulo 2 para identificar

as transições de fases topológicas. Por fim, vamos corrigir o diagrama de fases de campo

médio que constrúımos no caṕıtulo 4, incluindo a descrição das fases topológicas nas

diferentes estruturas moduladas no espaço de parâmetros de interesse.

5.1 ESTUDO TOPOLÓGICO DA FASE HELICOIDAL

Através de considerações da teoria KTHNY em uma textura do tipo faixas, sabemos

que os defeitos topológicos representam flutuações relevantes e desempenham um papel

importante na descrição do seu derretimento [92, 93]. Do seu estudo, reconhecemos a

existência de uma fase em baixas temperaturas caracterizada por uma ordem posicional

de curto alcance e uma ordem orientacional de quase longo alcance, que chamamos de fase

sólida de faixas. Ao aquecermos o nosso sistema, esta fase sólida eventualmente sofre uma

transição para uma fase onde ordem posicional e orientacional existem apenas localmente,

que podemos entender como uma fase ĺıquida de faixas. Para estudar este ordenamento da

estrutura modulada, partimos da energia livre adimensional (3.40) e escrevemos a função

partição do sistema

Z =

∫

Dme−βF [m], (5.1)

onde calcular a função partição implica em considerar todas as configurações posśıveis de

nosso parâmetro de ordem local m(r). Em um regime de baixas temperaturas, esperamos

que as flutuações relevantes para o sistema se encontrem em uma região próxima da

configuração m(r) que minimiza a energia, o que nos permite tratar estas deformações

perturbativamente. Estes defeitos podem ser inclúıdos através de um campo cont́ınuo de

deformação na própria solução modulada de nossa estrutura. O custo energético que este

tipo de flutuação carrega nos leva a encontrar um hamiltoniano elástico efetivo em nossa

estrutura, seja ela uma textura do tipo faixas ou bolhas, como veremos na próxima seção.
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Para estudar a estrutura topológica, começamos por perturbar a solução modulada

para a textura helicoidal. Faremos isso utilizando um campo de deformação arbitrário

u(x), de tal forma que a solução não perturbada (4.10) se torna

m(r)hel =
n
∑

j=0

(

cj cos

(

j(k0x+ k0u(x))

)

n1 − dj sen

(

j(k0x+ k0u(x))

)

n2

)

. (5.2)

Note que, ao tomarmos nosso campo perturbativo u(x) → 0, recuperamos o comportamento

da solução modulada em (4.10), como era de se esperar em um sistema que não possui

flutuações. Estamos interessados em estudar as propriedades elásticas do sistema devido

ao campo de deformação, portanto, partimos do funcional energia livre descrito em (3.40),

e inserimos a solução modulada perturbada (5.2) para estudar o seu efeito em nossa

energia livre. A partir desta análise, percebemos que apenas os termos provenientes do

hamiltoniano são de interesse para a consideração das flutuações em nosso sistema. Desta

forma, definimos um hamiltoniano elástico efetivo ∆Hel = Hpert−H0, sendo Hpert descrito

pela solução modulada perturbada. Para encontrar uma expressão para o hamiltoniano

elástico, lembramos ainda que o campo de deformação é uma perturbação no sistema e

portanto, k0u(x) � 1. Desta forma, expandimos (5.2) até segunda ordem nas flutuações

devido às posśıveis combinações de interesse que descrevem a deformação.

É importante observar que o vetor de onda local k pode ser escrito através de uma

expansão do argumento das modulações, e portanto, assume a forma

k(x) = ∇ψ = k + k0∇u(x), (5.3)

onde a fase da modulação é definida por ψ = k · (r + u(x)). Lembramos ainda, que para

manter a quiralidade correta da solução, definimos o vetor n2 em termos de n1 e do nosso

vetor de onda local k. Isto implica que o vetor unitário também deve ser corrigido pelo

campo de deformação resultando em

n2(x) =
(k + k0∇u(x))× ẑ

|(k + k0∇u(x))× ẑ| , (5.4)

esta escolha de n2(x) garante a manutenção da quiralidade da modulação deformada.

Ao realizar esta expansão, encontramos o hamiltoniano que descreve o comportamento

elástico da solução helicoidal

∆Hel =
1

2

∫

d2k

(2π)2

[

Bk2x +Bλ2k4y

]

û(k)û(−k), (5.5)

que possui a mesma forma que o hamiltoniano efetivo (2.33), encontrado para um sistema

de faixas em duas dimensões no caṕıtulo 2. Este hamiltoniano elástico da fase helicoidal é

compat́ıvel com resultados encontrados por Radzihovsky et al [98]. Identificamos portanto,

os coeficientes elásticos de interesse em nosso hamiltoniano

B = α
n
∑

j=0

(jcjk0)
2; Bλ2 = α

n
∑

j=1

d2j . (5.6)
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É interessante notar aqui que os coeficientes elásticos dependem do hamiltoniano original

através do nosso parâmetro livre α, bem como de seus parâmetros variacionais, utilizados

na minimização do funcional energia livre. Com os coeficientes elásticos obtidos na expansão

da textura helicoidal (5.6), podemos nos concentrar agora em resolver as equações de fluxo

de renormalização. A energia Ed associada à rigidez orientacional (2.35) para uma fase de

faixas em nosso caso é dada [99] por Ed = πBλ1/2/k
3/2
0 . Escrevemos a partir de (2.36) as

equações diferenciais de fluxo para a rigidez K e a fugacidade y

dK(l)/dl = −4πK(l)y2(l);

dy(l)/dl = (2− πK(l))y(l), (5.7)

onde as condições iniciais são definidas por

y(0) = e−Ec/kBT ;K(0) =
Ko

kBT
, (5.8)

sendo Ec a energia associada aos vórtices no modelo XY . A energia Ec necessária para

definir a condição inicial da fugacidade pode ser calculada empregando uma técnica similar

a Pokrovsky et al [99], pelo qual estimamos a energia em

Ec = Kπ(γ − cosintegral(π) + ln π), (5.9)

onde γ é a constante de Euler-Mascheroni definida por γ ' 0, 577216. Com as condições

iniciais definidas, encontramos numericamente a solução da equação diferencial para a

rigidez renormalizada em K(+∞). A fase desordenada dentro da região helicoidal pode ser

observada através de pontos onde a rigidez do sistema é nula, permitindo assim, identificar

a configuração sólida dentro da nossa textura magnética helicoidal. Em seguida, realizamos

um estudo perturbativo semelhante para a textura de skyrmions.

5.2 ESTUDO TOPOLÓGICO DA FASE DE SKYRMIONS

Pela teoria KTHNY [51–53], esperamos que o derretimento de uma rede triangular

bidimensional passe por uma transição intermediária conhecida como hexática. Esta

configuração, distinta de um sólido e um ĺıquido, possui ordem posicional de curto alcance

e ordem orientacional de quase longo alcance. No caso de uma textura magnética de

skyrmions, vamos demonstrar um comportamento similar ao de uma rede triangular frente

à consideração de pequenas flutuações no sistema. Este resultado sugere que o processo de

derretimento térmico da estrutura de skyrmions pode ter carateŕısticas semelhantes as

observadas em redes triangulares bidimensionais.
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A partir da caracteŕıstica vetorial da solução de skyrmions (4.19), consideramos

um campo de deformações descrito por u(x, y) em nossa solução perturbada

m(r)sky =
n
∑

l,m

(

clm cos

(

klm · (r + u(x, y))

)

nlm1

+ dlm sen

(

klm · (r + u(x, y))

)

nlm2

)

. (5.10)

Assim como na solução helicoidal, podemos descrever o vetor de onda local a partir da

fase de nossa modulação. Como consequência, o vetor unitário nlm2 também é perturbado,

e agora assume a forma

nlm2(x,y) =
(klm + klmx∇ux(x,y) + klmy∇uy(x,y))× ẑ

|(klm + klmx∇ux(x,y) + klmy∇ux(x,y))× ẑ| , (5.11)

mantendo a quiralidade (4.20) correta para a solução de skyrmions perturbada. Podemos

então inserir (5.10) em (3.40) e expandir até segunda ordem nossa solução para encontrar

o seguinte hamiltoniano elástico para a textura de skyrmions

Hel =
1

2

∫

d2k

(2π)2

[

(2µ+ λ)k2x + µk2y

]

ûx(k)ûx(−k) +

1

2

∫

d2k

(2π)2

[

µk2x + (2µ+ λ)k2y

]

ûy(k)ûy(−k)+ (5.12)

1

2

∫

d2k

(2π)2
(2µ+ 2λ)kxkyûx(k)ûy(−k),

onde reconhecemos o mesmo padrão descrito em (2.38). Este hamiltoniano efetivo (5.12)

que descreve as propriedades elásticas do cristal de skyrmions coincide com aquele de

uma rede triangular em duas dimensões, de tal forma que os resultados da teoria KTHNY

podem ser aplicados no estudo topológico desta fase. Destacamos então a partir de (5.12)

os coeficientes de Lamé por

µ =

(

3α

8

n
∑

l,m

|klm|2(c2lm + d2lm)

)

= λ. (5.13)

Começamos por estudar como identificar a transição entre a fase sólida e a fase hexática

em nosso diagrama. Através das considerações feitas no caṕıtulo 2, encontramos o seguinte

par de equações diferenciais de fluxo (2.41), que descrevem o comportamento da rigidez K

e da fugacidade y do sistema em sua fase sólida

dK(l)

dl
=−K2(l)

[

3π

2
y2(l)I0

(

K(l)

8π

)

eK/8π − 3π

4
y2(l)I1

(

K(l)

8π

)

eK/8π

]

dy(l)

dl
=

(

2− K(l)

8π
y(l)

)

+ 2πy2(l)I0

(

K(l)

16π

)

eK/8π, (5.14)
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onde I0,1 representa a função de Bessel modificada e definimos as seguintes condições

iniciais

K(0) =
KD

kBT
; y(0) = e−ED/kBT , (5.15)

para resolver as equações diferenciais em (5.14). A energia do defeito ED pode ser estimada

através de uma técnica empregada por Pokrovsky et al [99], que consiste em transformar o

hamiltoniano efetivo (2.39) para o espaço rećıproco e encontrar a configuração dos vetores

de Burger que minimizam a energia de interação. Selecionando um cut-off apropriado no

espaço de momentos, estimamos a energia em

ED =
KD

8π

(

γ − cosintegral(π) + ln π

)

, (5.16)

onde γ representa novamente a constante de Euler-Mascheroni e a constante elástica KD é

calculada [91,95] por

KD =
4µ(µ+ λ)

2µ+ λ

(

4π√
3k0

)2

. (5.17)

Podemos agora resolver numericamente as equações diferenciais em (5.14) e determinar o

comportamento da rigidez renormalizada K(+∞). A análise do seu comportamento frente

ao aumento da temperatura no sistema nos permitirá identificar a transição da fase sólida

de skyrmions para a fase hexática.

Enquanto o sistema continua o seu derretimento térmico, ele eventualmente atinge

uma fase ĺıquida. Este processo é caracterizado pela transição de uma fase hexática, de

ordem orientacional de quase longo alcance e ordem posicional de curto alcance, para

um ĺıquido com ordem posicional e orientacional de curto alcance. Como destacamos no

caṕıtulo 2, a fase hexática preserva a ordem orientacional e podemos descrevê-la através

de um hamiltoniano efetivo [91,95] do tipo XY na aproximação de longos comprimentos

de onda

Hef =
1

2

∫

d2rKA(∇θ(r))2, (5.18)

onde a constante de Franck KA é calculada [90,95] por

KA = 2ED

(

2ξD
al

)2

, (5.19)

sendo al o cut-off de curtas distâncias do sistema e ξD o comprimento de correlação. Como

bem estabelecido pelo grupo de renormalização, este comprimento de correlação pode ser

calculado através da seguinte expressão

ξD = exp{l∗}, (5.20)
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onde l∗ é conhecido como o comprimento de escala do sistema para que tanto a rigidez

K(l) quanto a fugacidade y(l), atinjam um comportamento estacionário (K(∞) e y(∞)).

A determinação de l∗ está associada a solução e análise do grupo de equações diferenciais

em (5.14). As equações diferenciais de fluxo para a rigidez K e a fugacidade y associadas

a transição hexática-ĺıquida são descritas [91, 95] por

dK(l)/dl = −4πK(l)y2(l);

dy(l)/dl = (2− πK(l))y(l), (5.21)

com condições iniciais

K(0) =
KA

kBT
; y(0) = e−EA/kBT , (5.22)

onde a energia EA agora é calculada [99] por EA = KA(γ − cosintegral(π) + ln π)/8π.

Para identificar a transição da fase hexática para a fase ĺıquida, resolvemos numericamente

as equações de fluxo (5.21) em K(+∞) e analisamos a resposta da rigidez em relação ao

aumento da temperatura no sistema. A fase ĺıquida será representada pelos pontos que

possuem rigidez nula em nosso diagrama de fases.

Possúımos agora todas as ferramentas necessárias para identificar as regiões corres-

pondentes às diferentes fases topológicas em nossos diagramas. Para construir os diagramas,

minimizamos o funcional energia livre correspondente à solução helicoidal e de skyrmions e

encontramos de fato seus coeficientes elásticos. A partir disto, podemos usar o procedimento

descrito acima para identificar cada configuração topológica na região de interesse.

5.3 DIAGRAMAS TOPOLÓGICOS

Aplicamos o procedimento descrito na seção anterior e encontramos as fases to-

pológicas nos diagramas da figura 21. O resultado pode ser observado na figura 23. Nos

diagramas, destacamos as regiões de interesse, I : a) fase helicoidal sólida b) fase helicoidal

ĺıquida, II : a) fase sólida de skyrmions b) fase hexática de skyrmions c) fase ĺıquida de

skyrmions, III a fase homogênea. Escolhemos aplicar a mesma cor para a região homogênea

e as outras duas fases ĺıquidas, o motivo se deve à simetria semelhante apresentada por

estas configurações.

Ao analisarmos os diagramas variando a anisotropia para um mesmo parâmetro α,

percebemos que há pouca mudança para o limite entre as regiões. No entanto, é interessante

observar que a região de skyrmions do diagrama é dominada pela fase de skyrmions

ĺıquidos. Esperávamos encontrar curvas mais acentuadas separando as regiões topológicas

do diagrama, o fato das mesmas serem retas inclinadas é atribúıda ao caráter perturbativo

do esquema de cálculo desenvolvido, que não permite um tratamento completamente

consistente das técnicas de campo médio variacional e do grupo de renormalização.
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transição pode ser observada analisando a linha cŕıtica predita pelos resultados de campo

médio, onde notamos que a partir de um dado valor de campo magnético próximo a esta

linha, um aumento de nosso temperatura a um campo magnético constante realiza uma

transição de primeira ordem em nosso sistema.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesta dissertação, caracterizamos e estudamos as propriedades do diagrama de

fases de um sistema em duas dimensões que contém a interação de troca magnética, a

interação de Dzyaloshinskii-Moriya e uma anisotropia easy-plane ou easy-axis. Analisamos

não somente as fases pelas suas propriedades locais, mas também pelas suas propriedades

em grandes escalas de comprimento.

Discutimos o uso de métodos como o campo médio variacional e analisamos o

cenário KTHNY para o derretimento de uma rede triangular e um sistema de faixas em

duas dimensões. A partir da investigação de campo médio, fomos capazes de construir

um funcional energia livre através do parâmetro de ordem de magnetização do sistema.

Como consequência, determinamos a forma do funcional energia livre para as estruturas

moduladas em nosso modelo. Deste modo, a partir de considerações numéricas, constrúımos

o diagrama de fases do estado fundamental e de temperatura finita do sistema. Observamos

no estado fundamental que uma anisotropia uniaxial (easy-axis) prejudica a formação

de estruturas moduladas, enquanto uma anisotropia easy-plane favorece a sua formação.

Nossos diagramas de temperatura finita concordam com os resultados da literatura [3,

5, 26], bem como nossos diagramas de estado fundamental [100], mostrando uma grande

estabilidade da textura de skyrmions em duas dimensões. O comportamento reentrante

dos diagramas das figuras 22a e 22b demonstram efeitos interessantes que a anisotropia

pode causar ao sistema, algo que foi pouco explorado ainda na literatura.

A partir do estudo de pequenas flutuações na fase helicoidal, fomos capazes de

identificar a transição topológica entre a fase helicoidal sólida, que possui ordem posicional

de curto alcance e ordem orientacional de quase longo alcance, e a fase helicoidal ĺıquida,

com ordem posicional e orientacional de curto alcance. Demonstramos que o efeito de

pequenas flutuações na textura de skyrmions gera um hamiltoniano elástico efetivo similar a

de uma rede triangular em duas dimensões. Como consequência, utilizamos os resultados do

derretimento térmico de sistemas bidimensionais para estudar as propriedades topológicas

da estrutura de skyrmions, onde identificamos uma fase sólida de skyrmions, uma fase

hexática e uma fase ĺıquida. Nesta análise, encontramos fases sólidas apenas em uma

pequena região do diagrama de fases. Nosso diagrama de fases topológico difere daquele

obtido experimentalmente por Huang et al [6], mas é semelhante ao encontrado por

Nishikawa et al [7] em uma simulação.

Em relação a perspectivas futuras, gostaŕıamos de desenvolver um método auto

consistente entre a teoria do funcional da densidade e os resultados da aplicação do grupo

de renormalização, com o objetivo de obter um diagrama de fases não perturbativo para o

sistema considerado.
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