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RESUMO

A utilizacao de esquemas de alta ordem no método lattice Boltzmann para a simulacao de
fenomenos totalmente compressiveis e térmicos ainda esbarra na dificuldade de aplicacao
de condigbes de contorno consistentes. Dentre as varias condigdes propostas na literatura,
a condicao de contorno difusa, baseada diretamente na teoria cinética, se apresenta como
a mais sélida, e é o objeto de estudo deste trabalho. Uma nova forma de implementacao
dessa condicao de contorno, que permite ajustar diferentes fatores de escorregamento e
acomodacao térmica, é proposta, sendo sua eficacia testada diante de varios casos classicos
da mecanica dos fluidos computacional. E também apresentada uma exposicio teérica a
fim de estabelecer uma conexao sistematica entre a teoria cinética e a equacao de lattice
Boltzmann, permitindo a construcao de modelos com qualquer ordem de aproximagao a
equacao continua de Boltzmann, incluindo a incorporacao de forcas externas e modelos de
colisdo com multiplos tempos de relaxagao. O modelo proposto é utilizado na simulagao
de um escoamento confinado, turbulento, compressivel e térmico que passa por uma subita
expansao. Os resultados indicam que o método é um candidato viavel para a simulagao
de fendomenos compressiveis e térmicos.

Palavras-chave: método lattice Boltzmann. esquemas de alta ordem. condi¢bes de con-
torno cinéticas. escoamentos compressiveis.



ABSTRACT

The application of higher-order lattice Boltzmann schemes in fully compressible and
thermal flows lead to the challenge of modelling consistent boundary conditions to the
underlying simulations. Among different boundary conditions proposed in the literature,
the diffuse one appears to be the most relieable formulation. This thesis presents a new way
of implementig the diffuse boundary condition that can handle both different slip factors
and thermal accommodation.The proposed method has been systematically investigated to
assess its accuracy in simulating classical problems. A theoretical formulation is introduced
in order to establish a systematic link between the kinetic theory and the lattice Boltzmann
equation, which allows the development of models with any order of approximation to
the continuous Boltzmann equation and the application of external forces together with
collision models of multiple relaxation times. The proposed model is applied to a confined,
turbulent, compressible and thermal flow that undergoes a sudden expansion. The results
indicate that the proposed method is a good candidate for the simulation of compressible
and thermal flows.

Keywords: lattice Boltzmann method. high-order models. kinetic boundary conditions.
compressible viscous flow.
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distribuicao

Conjunto formado pelos vetores posicao de todas as particulas
Velocidade microscopica

Velocidade adimensional

Velocidade microscépica normalizada pela velocidade de referéncia
Abcissa de uma quadratura de Gauss-Hermite

Velocidade da i-ésima molécula ou particula

Conjunto formado pelos vetores velocidade de todas as particulas
Variavel aleatoria

Impedéncia equivalente

Impedancia de superficie
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1 INTRODUCAO

Em 1872, Ludwig Boltzmann apresentou a equacao que hoje leva seu nome e figura
como a mais importante equacao da teoria cinética dos gases. A equacao de Boltzmann
descreve a evolucao temporal de uma probabilidade, mais especificamente, descreve a evo-
lugdo temporal do ntimero provavel de moléculas com uma certa velocidade encontradas
dentro de um volume no espaco. A maior contribuicao da equagao de Boltzmann foi ter
conseguido dar uma explicacao matematica ao conceito termodinamico de irreversibilidade,
mas também, abriu caminho para uma nova forma de se abordar fendmenos hidrodina-
micos, ja que, ao estabelecer uma equacao para como as velocidades das moléculas se
distribuem estatisticamente, Boltzmann estabeleceu também uma equacao que descreve
a evolucao temporal de quaisquer propriedades macroscopicas de um fluido. Conseguir
resolver de maneira satisfatéria a equacao de Boltzmann, contudo, permanece um enorme
desafio.

Em 1986, contudo, uma descoberta mudou radicalmente a forma de se olhar para
o movimento molecular. Uriel Frisch, Brosl Hasslacher e Yves Pomeau (FRISCH; HAS-
SLACHER; POMEAU, 1986) mostraram que um modelo atémico extremamente sim-
plificado, constituido apenas de particulas idénticas, com velocidades idénticas e se mo-
vimentando apenas em alguma direcoes em uma rede regular era capaz de reproduzir
as equagoes de Navier-Stokes. Esse modelo é conhecido como lattice-gas e, mais tarde,
estudando como estimar a viscosidade resultante desse modelo, Michel Hénon (HENON,
1987) aplica uma das aproximagoes que Boltzmann assume na dedugao de sua equagao
ao lattice-gas: a teoria do caos molecular. Na pratica, essa aproximacgao significa que
ha independéncia estatistica entre duas particulas, ou seja, que a probabilidade de se
encontrar simultaneamente duas particulas com posicoes e velocidades 7, 3, {1, f; é
igual ao produto das probabilidades de se encontrar individualmente essas duas particulas
p2) (fl,ﬁ_i, fg,é) = p(1) (ﬁ,é) r) (x_é, f;) A equacao resultante dessa aproximagao
recebe o nome de equagao de lattice Boltzmann (FRISCH; D’HUMIERES et al., 1987), e
a aplicagdo numérica dessa equagao surge em 1988, no trabalho pioneiro de McNamara
e Zanetti (MCNAMARA; ZANETTI, 1988), que mais tarde viria a ser conhecido como
método lattice Boltzmann.

Contribuigoes adicionais ajudaram na rapida popularizagdo do método (HIGUERA,;
JIMENEZ, 1989a; HIGUERA; SUCCI; BENZI, 1989; CHEN; CHEN; MARTNEZ et al.,
1991; QIAN; D’HUMIERES; LALLEMAND, 1992; CHEN; CHEN; MATTHAEUS, 1992),
mas havia uma falta de formalismo conectando a equacao de lattice Boltzmann a equacao
de Boltzmann que configurava uma enorme barreira para a sua aplicacdo em problemas que
nao fossem compressiveis ou isotérmicos. Esse formalismo foi estabelecido em 1997 por He
e Lou (HE; LUO, 1997) quando os autores deduzem as equagoes de lattice Boltzmann para

as redes existentes a época partindo diretamente da equacao de Boltzmann. O trabalho
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de He e Lou, contudo, nao estabelecia uma forma sistematica de discretizacao da equacao
de Boltzmann que levasse a modelos mais complexos. Essa sistematizacao vem a aparecer
quase uma década depois, em 2006, com os trabalhos de Shan et al. e Philippi et al. (SHAN;
YUAN; CHEN, 2006; PHILIPPI, P. C. et al., 2006), onde é estabelecida uma conexao
sistematica entre a teoria cinética e a equacgao discreta de Boltzmann do método de lattice
Boltzmann, com a apresentacao das condigoes necesséarias para a discretizacao do espago
de velocidades de forma a se alcangar, através da simulagdo, regimes hidrodindmicos
compressiveis e com troca térmica, podendo, inclusive, tratar de fenémenos que vao
além dos que podem ser representados pelas Equagoes de Navier-Stokes. Os modelos que
surgiram a partir de entao sao capazes de conservar momentos hidrodinamicos de alta
ordem, sendo assim chamados de modelos de alta ordem da equacao discreta de Boltzmann.
A plena aplicacao desses modelos ainda encontra dificuldades devido ao grande niimero de
velocidades discretas que eles apresentam. A dificuldade reside, sobretudo, na aplicacao
das condigoes de contorno adequadas, e é onde o presente trabalho se coloca.

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar condi¢oes de contorno capazes
de lidar com os chamados modelos de alta ordem da equacao discreta de Boltzmann.
Atualmente, o estabelecimento de condi¢oes de contorno representando barreiras sélidas
capazes de impor uma velocidade macroscopica, uma temperatura e ao mesmo tempo
conservar localmente a massa ¢ uma das maiores limitagoes da aplicacdo da equacao
discreta de Boltzmann na simulac¢ao de fenémenos hidrodindmicos compressiveis e com
troca térmica, como apontado por Surmas (SURMAS, 2010). Segundo o autor, a imposigao
de condig¢oes de contorno confiaveis que se adéquem a diferentes niimeros de Knudsen
(uma medida do grau de rarefacgdo do escoamento) é capital na tentativa de simulagao
de escoamentos complexos com a equagao discreta de Boltzmann, e nesse sentido, este
trabalho tenta suprir essa lacuna.

Os estudos a respeito de condi¢oes de contorno para a equagao discreta de Boltz-
mann baseiam-se, sobretudo, em modelos heuristicos, ou seja, ideias que, a despeito de
serem verdadeiras ou falsas, sdo adotadas como modelos provisorios para investigagao
do método. Essa classe de condig¢oes de contorno sao baseadas mais na experiéncia e em
outras metodologias do que na teoria cinética em si. Nos ultimos anos, contudo, uma
classe de condigoes de contorno diretamente relacionada a teoria cinética, derivadas da
chamada condigao de contorno difusa de Maxwell, tem ganhado notoriedade e o resultado
disso é que diversas formas de se adaptar essa condigdo de contorno a equacao discreta
de Boltzmann sao encontradas na literatura.

A grande maioria das formas apresentadas, contudo, nao sdo passiveis de serem
estendidas aos chamados modelos de alta ordem da equacao discreta de Boltzmann, sendo
esses modelos de alta ordem imprescindiveis para a simulacao de escoamentos compressiveis
e com troca térmica. A aplicacao é, portanto, restringida pela falta de condi¢des de contorno

e o presente trabalho é um esforco no sentido de aumentar aplicabilidade do método.
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1.1 MOTIVACAO

Uma das caracteristicas notaveis da equacgao de Boltzmann é sua capacidade de
descrever qualquer fenomeno hidrodinamico, desde casos incompressiveis até regimes
rarefeitos, o que significa que regimes além dos que podem ser descritos pelas classicas
equacoes de Navier-Stokes podem ser simulados pela equagao de Boltzmann. Intimeros
fendomenos de suma importancia como a transicao de fase e a turbuléncia, por exemplo,
requerem ferramentas que os métodos classicos nao sao capazes de entregar. Novos desafios
requerem novas ferramentas e a equacao discreta de Boltzmann é, sem duvida, uma
candidata a essa vaga. Estar na vanguarda do desenvolvimento dessa nova tecnologia é

fundamental.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Propor e testar uma forma de discretizacao e implementacao da condicao difusa de
Maxwell que possa ser estendida a modelos discretos com qualquer ordem de aproximacao

a equacao continua de Boltzmann.

1.2.2 Objetivos especificos

e Investigar a forma como a equacgao continua de Boltzmann é discretizada dando
origem a modelos discretos de alta ordem e as condi¢bes que devem ser satisfeitas

por esses modelos discretos para que sejam consistentes fisicamente.

e Propor uma forma de discretizacao da condigao de contorno difusa de Maxwell capaz

de se adequar a qualquer rede discreta de velocidades utilizada.

e Avaliar as condi¢oes de contorno ante uma ampla variacao de parametros adimensi-

onais tais quais nimero de Reynolds, niimero de Mach e niimero de Knudsen.

e Construir um modelo numérico que apresente variacdes geométricas e que exija
simultaneamente a aplicacdo de modelos de alta ordem e condi¢bes de contorno

difusas.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO
Este documento é composto de seis capitulos distribuidos da seguinte forma:

e Capitulo 2: Revisao bibliografica da teoria cinética dos gases. Apresentacao de
conceitos, defini¢coes e aproximagoes adotadas na equagao de Boltzmann, além da

apresentacao da analise de Chapman-Enskog, uma das ferramentas matematicas
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necessarias para o desenvolvimento de modelos numéricos robustos. Também é
apresentada a forma como a equacao continua de Boltzmann é discretizada dando
origem a equagao discreta de Boltzmann, como a discretizacao origina modelos com
diferentes ordens de aproximacao a equacao continua de Boltzmann, definindo o que
sao modelos de alta ordem, e como o processo de discretizacao pode ser manipulado

para dar origem ao método da colisao seguida de propagacao.

e Capitulo 3: Desenvolvimento da condi¢ao de contorno difusa de Maxwell no contexto
de modelos discretos. Sao apresentadas as limitacoes de outras formas de se imporem
condigoes de contorno e a condicao de contorno cinética é apresentada na sua forma
continua. O processo de discretizacao proposto, aprimorando a ideia apresentada no
trabalho de Meng e Zhang (MENG; ZHANG, 2014), é pormenorizado, com exemplos
de implementacao utilizando a rede D2V37 (PHILIPPI, P. C. et al., 2006) sendo

expostos.

e Capitulo 4: Validagoes numéricas. Seguindo as criticas levantadas por Bird (BIRD,
1994), o método é testado quanto a capacidade de lidar com todos os valores de
todos os parametros ou, ao contrario, se é restrito a casos limites nos quais um
dos parametros é ou muito pequeno ou muito grande. Os pardmetros em questao
sao grupos adimensionais tais quais o niimero de Reynolds e o niimero de Prandtl,
por exemplo. Casos classicos onde resultados com a variagdo de parametros estao
disponiveis, seja analiticamente ou como resultado de outras simulagoes, sao confron-
tados com simulagoes utilizando a equacao discreta de Boltzmann com condigoes de

contorno difusas.

e Capitulo 5: Este capitulo destina-se a determinacao do comportamento dindmico de
um escoamento em um canal que passa por uma subita expansao na se¢ao transversal.
Esse tipo de simulagao, embora geometricamente simples, é hidrodinamicamente
complexo e requer versatilidade nas condi¢des de contorno para acomodar paredes
adiabaticas e sem escorregamento em um escoamento que apresenta mudanca de
temperatura e densidade. O nimero de Reynolds alcangado é suficiente para que o
escoamento atinja um regime turbulento, com a densidade espectral da correlagao

espacial da velocidade seguindo a tendéncia esperada pela teoria de Kolmogorov
(KOLMOGOROV et al., 1991).

e Capitulo 6: Neste capitulo os principais resultados sdo compilados e sugestoes para

trabalhos futuros sdo indicadas.



2 A EQUACAO DE BOLTZMANN E SUA DISCRETIZACAO

2.1 INTRODUCAO

A hipotese fundamental da Teoria Cinética é a de que quaisquer propriedades
macroscopicas de um sistema podem ser obtidas a partir do conhecimento das forcas
de interacdo e da estrutura interna das suas moléculas (GRAD, 1949b). A completa
descri¢ao do comportamento individual das moléculas, entretanto, representa um nivel de
informacao demasiadamente alto para a grande maioria dos processos evidenciados no dia
a dia, que sao passiveis de interpretagdo em niveis menores de detalhamento. Por outro
lado, a especificagdo de um sistema apenas por suas varidveis macroscopicas (pressao,
temperatura, fluxo de massa, etc.) pode ser insuficiente, sobretudo quando as escalas
envolvidas no fenémeno abordado se assemelham as escalas microscépicas (geralmente
associadas ao livre caminho médio das moléculas), como o processo de transigao de fase,
por exemplo. Em geral, com base no nivel de descricao do sistema, sdo consideradas
trés escalas: escala microscdpica, escala mesoscopica (ou cinética) e escala macroscépica.
Métodos como a Dindmica Molecular, Molecular Dynamics (MD) na sigla em inglés,
pertencem a escala microscépica, enquanto que as Equagoes de Navier-Stokes, Navier-
Stokes FEquations (NSE) na sigla em inglés, por exemplo, pertencem a escala macroscépica.
Entre estes dois extremos, localiza-se a escala cinética.

A ideia por tras da Teoria Cinética pode ser abstraida partindo-se de um sistema
composto por N particulas que, pela mecéanica classica, pode ser definido pela especificacao,
em cada instante ¢, das posigoes {Z;} e velocidades {EZ} de todas as particulas que
o constituem. As coordenadas 7 e 5 formam um espago pu, e cada ponto nesse espago
representa um estado de uma molécula. O sistema é, portanto, descrito em cada instante
por N pontos {Z;, EZ} no espaco i, como indicado na figura 1. Se tomarmos um volume
dfdg nesse espaco em torno de um ponto O e contarmos o numero de moléculas dentro
deste volume, obteremos uma funcao de 7 e 5 que, dividida pelo volume da?g, resulta em
uma funcao continual f <f, f_: t> para a densidade de particulas no espago u (HUANG,
2000).

A funcao de distribuicao f (:z,é', t) define o nimero esperado de moléculas ou

particulas f <:E, 5’, t> dfdg que, no instante de tempo ¢, se encontram dentro do volume

dz centrado em Z, com velocidades dentro do volume dg centrado em 5, para uma dada
forma de interagao molecular (HUANG, 2000). Esta func¢ao é fundamental para a Teoria

Cinética, e a Equagao de Boltzmann descreve a sua evolugdo (CERCIGNANI, C., 1975).

1

A fungdo f pode ser considerada continua desde que os volumes dZ e d{ sejam considerados grandes o
suficiente para conter um niimero grande de moléculas, porém, pequenos o bastante quando comparados
as dimensoes macroscépicas do sistema e nao haja variagoes bruscas na densidade no espaco pu.
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e —
- T
dx

Figura 1 — Estado de uma molécula no espaco de hexadimensional p. Por defini¢ao, o
numero de moléculas dentro do volume dfdf é dado por f <f, 5, t) dfdg (adap-
tado de (HUANG, 2000)).

2.2 A EQUACAO DE BOLTZMANN

Para descrever a evolugao temporal da fungao f <f, E, t) Ludwig Boltzmann (CER-
CIGNANI; PENROSE, 2006) apresentou, em 1872, a equagao que leva seu nome e repre-
senta hoje a base para a teoria cinética (BOLTZMANN, 1872; BRUSH, 1966):

ot

Os termos dessa equagao podem ser interpretados como

9 (f,g,t) s %f <55’5t> n (§6+§ld) -(%f (f,g,t) —Q. (1)

° % f+ taxa de variagdo no tempo, no volume dZ, do nimero de moléculas com velocidade

€.

o & %, f: taxa de variagdo do nimero de moléculas que deixam ou entram no volume dZ7,

com velocidade é’, devido & propagacao para/dos volumes vizinhos.

° (ﬁe + Zjld> . 8%7][ : taxa de variacao do ntimero de moléculas que adquirem velocidade 5’
devido & agao de forgas externas e internas (entre as particulas) dentro do volume

dz.

e (): taxa de variacao do nimero de moléculas que adquirem velocidade & devido a colisoes

com outras moléculas dentro do volume dZ.

A funcao f (f, 5, t) nao descreve propriamente a densidade de moléculas em um

dado estado no espaco u, mas sim, a probabilidade de se encontrar moléculas no referido



Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 25

estado. A funcao f (f, E, t) ¢, nesse sentido, andloga as fungoes densidade de probabilidade
estudadas em estatistica e probabilidade. Se P (z) é uma fungao densidade de probabilidade,
a ela sao associados momentos de ordem n (PAPOULIS; PILLAI, 2002),

M, = /OO 2" P (z) dz, (2)

(o.¢]

cujos resultados sao parametros como a média, o desvio padrao e a curtose. Pela defini¢ao
de f (f, 5, t), seus momentos em relagao a variavel E sao propriedades macroscopicas do
escoamento como a densidade p, a quantidade de movimento por unidade de volume pi e
tensores de ordem mais alta, que se relacionam com o tensor de tensoes viscosas, o fluxo

de energia, que surge como uma contragao de um tensor de terceira ordem, etc.

p(7,1) = /: mf (f{ t) dt, (3a)

pii (1) = / : méf (f{' t) dt, (3b)
My (7, 1) = / : ménf (f,{, t) d, (3¢)

O conhecimento de f (f,g, t) implica, portanto, no conhecimento de todas as proprie-
dades macroscépicas do sistema, e o conhecimento da sua evolucao temporal resulta no
conhecimento da evolucao temporal de todas as propriedades macroscopicas desse sistema.
Nas equagoes acima a fungao f (:1?, E, t), que representa a densidade de niimero no espago
p (n°/[m3)/[(m/s)3] em 3 dimensdes e unidades SI), aparece multiplicada pela massa
das moléculas m, de sorte que mf (:E', 5, t) representa a densidade de massa no espago u
([kg]/[m3]/[(m/s)?] em 3 dimensdes e unidades SI).

Vale notar que a simples apresentacao e descricao dos termos da Equacao de
Boltzmann nao reflete suas particularidades e limita¢des, bem como, nao esclarece o
significado da func¢ao de distribuicao. Pelo contrario, essa descricao simplista pode dar
margem a interpretagoes equivocadas e que devem ser elucidadas. Esse esclarecimento pode
ser obtido por meio de uma dedugao mais rigorosa, como a apresentada em (CERCIGNANI,
C., 1969) e resumida a seguir.

Tomando novamente um sistema composto por N particulas e considerando que a
mecanica classica pode ser aplicada a cada uma delas, pela segunda lei de Newton obtém-se
um sistema de 6/ N equacoes relacionando as posicoes e velocidades das particulas

- drg



Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 26

d&; o
— = Xi(1), (4b)

onde )Z'Z é a forca por unidade de massa experimentada pela i-ésima particula. As forcas
as quais estao submetidas as particulas dependem das posi¢oes relativas dessas particulas,
de sorte que o sistema de equagoes esta acoplado.

A resolucao desse sistema de equagoes é impraticavel nao somente pelo elevado
numero de particulas que um sistema fisico real apresenta, mas também, pela incapacidade
de se fornecerem condigoes iniciais para todas as particulas. A ideia de tratar o sistema de
forma estatistica surge justamente no sentido de admitir certo grau de desconhecimento
do sistema, lidando com probabilidades e nao certezas. Esse grau de ignorancia se traduz
em valores médios esperados nao s6 para as posicoes e velocidades das particulas, mas
também em valores médios para as forcas de interacao entre as particulas. Conforme
ja mencionado, a forma de se expressar a probabilidade de ocorréncia de um evento é
pela func¢ao densidade de probabilidade P(z) ou, mais genericamente, P(z), onde z é um
vetor n-dimensional contendo todas as variaveis de interesse {z1, 29, ..., 2}, que expressa
a probabilidade conjunta de se encontrar z; entre z; e 21 + dz1, 22 entre zp e 25 + dzn e
assim por diante.

Duas importantes caracteristicas sdo atribuidas a P(z). A primeira, a de que se
7 ¢é o espaco n-dimensional no qual z esta contido, a “soma” das probabilidades sobre o

espago Z é unitaria

/ P(z)dz =1, (5)
7z

e a segunda, a de que o valor médio de qualquer fungao ¢(z) é dado pela ponderacao de

¢(z) pela densidade de probabilidade P(z) sobre todo o espago Z

(6(z)) = /Z 6(z) P(z) dz. (6)

Particularmente, se ¢(z) = z, tem-se o valor médio

<z>:/ZzP(z)dz7 (7)

e define-se o desvio quadratico médio

<(zf <z>)2> = /Z (z - <z>)% P(z)dz. (8)

Agora, se partirmos da hipdtese de que todas as posicoes e velocidades das N

particulas sao conhecidas, nao faria sentido falar em probabilidades. Contudo, um tipo
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especial de funcao densidade de probabilidade, nesse caso, pode ser usado, a func¢ao singular
delta de Dirac (I. M. GEL’FAND, 1964), definida pelas propriedades

/ )z —2zg)dz =1, 9)

A
b(z0) = /Z o(2)8(z - 20) dz, (10)

/ (z—29)"0(z—29)dz=0,n> 1. (11)
Z

A funcao delta de Dirac pode ser imaginada como uma funcao densidade de proba-
bilidade com valor médio zg e desvio quadratico 0, ou seja, é uma fun¢ao que estabelece
que se conhece com absoluta certeza os valores das variaveis. Nesse sentido, o conjunto
das 6N equacoes 4 pode ser escrito de forma equivalente como uma tnica equac¢ao com
6N + 1 varidveis da funcao C (x, &, t),

que estabelece que se conhece com certeza as posicoes 7; = f?(t) e velocidades EZ = f?(t)
das particulas ao longo do tempo. Nesta formula¢ao, o conjunto de coordenadas 7y, 51, 2,
52, ey TN, 5 N pode ser imaginado como um tnico ponto em um espaco de 6N dimensoes,
chamado de espago de fase (diferentemente da representagao, mais intuitiva, dos N pontos
no espago de 6 dimensoes ).

Tomando a derivada de C (x,&,t) em relagdo ao tempo, obtém-se

9
ac(xasvt)_
05 (o (0 - s
Zla(s(xz #() Eé(xjxj(t)>5(§] SIOEKIGREL0)
- i 13)
N N
> s(eae) | T 90)0(s-g0)
i=1 j=1
i#i
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Reconhecendo que
25 Z - 1Y —
e : o
o0’ (@-2) 5 (a0) =& 500 (7-#w)
O5 (&) =
ag<ﬁ ﬂt) ) o ., (15)
sar? (6 €0) g (80) = %) S50 (& )
tem-se
0
EC(X,& t) =
N N
Zf% o0 (7 #w) (Hl&(y@()u))a(@é?(ﬂ))
i= ! )=
J#i
) (5- ffg(t)> (16)
N N
> ?m-a%) (& Qw) (}115(5]@0@))5 (& 530“)))
J#i
) (@-— f?(t))
Mas
O (x6.1) =
; N (17)
st 20)[[ls(s 20)s(5 @) |6 20)
j#i
%C(X,S t) =
(18)
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podendo-se escrever

0 al 0 S
50 &0+ 80 =50 (x 6 0+ Y X

=1 =1

0

'a—g?C(x,ﬁ,t):O, (19)

que ¢ a Equacgao de Liouville para esse sistema de N particulas.

A principio, ndo ha vantagem em se adotar essa formulagdo, uma vez que os valores
f? (t)e {t? (t) em 19 dependem das equagdes 4. Mais que isso, a descri¢ao do sistema continua
dependendo das condigoes iniciais. O objetivo, contudo, nao é o de acompanhar a evolucao
individual das particulas do sistema, mas sim, obter as manifestagoes macroscopicas desse
sistema em termos dos movimentos dessas particulas. Para tal, deve ser feita a distingao
entre macroestado e microestado.

Seguindo o exemplo apresentado em (WILKS, 1963), imaginemos um sistema em
equilibrio térmico composto por N particulas ocupando um volume V. Cada uma das
particulas pode assumir valores discretos de energia ¢; de forma que, para uma certa
temperatura, temos n; particulas com energia €1, no particulas com energia €9 e assim
por diante. Esse sistema possui energia interna F e deseja-se conhecer as distribuicoes n;

sujeitas as condi¢oes

N=>Y n (20)

1=1

N
E = ansl (21)
=1

Ao conjunto de propriedades macroscopicas { N, V, E} chama-se macroestado, que é in-
teira e unicamente definido por essas propriedades. Existe, contudo, varias formas de as
particulas se disporem de maneira a se obter o mesmo macroestado, sendo cada uma
dessas formas referida como um microestado do sistema. Para deixar clara essa ideia,
ainda seguindo o exemplo apresentado em (WILKS, 1963), seja esse sistema hipotético
composto por apenas trés particulas A, B e C, que podem assumir valores energéticos 0,
x, 2z, 3z, etc. Supondo que a energia interna desse sistema seja F = 3z, pode-se afirmar

que o sistema apresentara uma das distribui¢oes indicadas na tabela 1.

Tabela 1 — microestados possiveis para um mesmo macroestado (adaptado de (WILKS,

1963))
1 2 3
Alz|3z 0 012z 2z 0 =z =z O
Blz| 0 3z 0 zr 0 2z 2z 0 =z
Clz| 0 0 32|10 =z =z 0 2z 2z

A cada uma das dez possiveis distribuicoes da-se o nome de complei¢ao, e uma

das hipoteses da teoria cinética é a de que todas as complei¢oes sao igualmente provaveis
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de serem observadas (PATHRIA; BEALE, 2011). Se atentarmos somente ao nimero de
particulas em cada nivel energético em cada compleicao, ou seja, considerarmos que as
particulas sao indistinguiveis, veremos que existem somente trés formas das distribui¢oes
n; se organizarem. A cada uma dessas formas chama-se microestado. Sendo assim, a
probabilidade de se encontrar o microestado 1 é de 1:10, o microestado 2 de 3:10 e o
microestado 3 de 6:10. Essa distribuicao hipotética é andloga a funcao densidade de
probabilidade antes mencionada e, nesse escopo, o conceito pode ser estendido a funcao
C (x,&,1) na equagao (22).

A funcao C (x, &, t) representa a evolugdo de uma compleigao especifica mas, ainda
assim, € uma funcao densidade de probabilidade que pode ser substituida por uma funcao
P (x,€&,t) que reflita a fungao densidade de probabilidade relacionada a todos os microes-
tados que possuam as mesmas caracteristicas macroscépicas do sistema, ou seja, possua o
mesmo macroestado, representado pela densidade, pressao, temperatura, velocidade, etc.
Apesar da diferenga conceitual, P (x, &, t) ainda satisfaz a Equagao de Liouville e pode-se
escrever (CERCIGNANTI, C., 1969)

) N o Yo 0
EP(X,SJHZ;&(O-8—E?P(X,€7t)+;)(¢(t)'a—@P(X,&t)IO, (22)

ressaltando que P (x, €&, t) é uma funcao de distribuigdo conjunta

Px.&1) = P (71,8, 3.6, . iv En.t) (23)

que estabelece a probabilidade de se encontrar simultaneamente a particula 1 no volume
d71 centrado em 77 com velocidade dentro de dgl centrada em 51, a particula 2 no volume
d7s centrado em 7> com velocidade dentro de dgg centrada em 52 e assim por diante.
Apesar da flexibilizagao trazida pela funcao P, uma funcao de distribuigao conjunta
de N particulas tras ainda um excesso de informacdo e uma complexidade que torna
impraticavel o seu manuseio. Reconhecendo essa impraticabilidade e tendo em mente
que muito menos informagao é necessaria para se recuperar as variaveis macroscopicas
de interesse, a Equacao de Boltzmann lida com a funcao de distribuicao de 1 particula,
que pode ser obtida como a func¢do densidade de probabilidade marginal resultante da

integragao no espago de fase com relacdo as variaveis 7, &2, 73, €3, ..., TN, €N,

P(ffl,gl,t) =

L ) o ) (24)
/.../P(51,51,52,52,...,@,5%t) Aty dydTydEs... dity dEy,

que ¢ a probabilidade de se encontrar a particula 1 em um certo estado independente dos

estados das demais particulas.
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Se considerarmos que nao ha forgas externas e que a forga de interacao entre as

particulas possuem um alcance limitado a um raio de acao o, tal que

=

X;=0,|%;- 3| > o, (25)

fora desse raio de agdo, a equagdo (22) se reduz a

O pix.&.t) + (1) iP(xem%@wiP(xw:o (26)
ot 1 979 > 2.221 079 e '

O passo légico para se obter a evolugao da fungao de distribuicao de 1 particula é
integrar essa equacgao em relacdo a todas as variaveis, exceto 7] e 51, sobre todo o espaco
de velocidades e todo o dominio limitado pela unido das fronteiras 92 e oy; (a fronteira
09 pode ser as paredes de um reservatorio, por exemplo, e oy é definido pelo raio de agao

da forca de interacao entre as particulas 7 e 7), entao,

/.../%P(X,E, t)ﬁd@d@+
[ ] & (%€ 1 dezdéz 1)
/ /ZED xgtdeng,_o

A comutacao entre integrais e derivadas na equacao acima, contudo, nao é direta
em todos os termos dessa equacao. No primeiro termo, a integral volumétrica de uma

derivada no tempo, a comutagao é direta e tem-se

/.../%P(x,ﬁ, t)i:fv[zd}id@: %/.../P(x,f,t)ﬁd}idé

- aat (””1’51’ )

No segundo termo, apesar de a variavel presente na derivada ser diferente das varia-

(28)

veis de integracao, a fronteira do dominio o1; depende de z7. Para levar essa dependéncia
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em conta, deve-se escrever (CERCIGNANI; PENROSE, 2006)

0 0 N
// 51(@'@P(X75J)gdx¢d§i=
d N
{?(t).@/.../ P(X,g,t)ZHdeidgi
N
@) (7 & 2 & t) & e dSsdé: —
z‘:ZZ//P (71,61, 7,6. t) & - Ayaside;

N
80 P (w.6.0) Y [ [P0 (06.50.60) & - Baasiac
! i=2

Por fim, o terceiro termo resulta diretamente da aplicacao do Teorema de Gauss,

sendo que na relagao

Ve (@0Pxen) =81 P e+ P(RENV-EW. (30)

como as variaveis &; e Z; sao independentes, &; é um vetor constante ao longo da integragao

em dZ;, e o segundo termo do lado direito da equagao (30) é nulo, de onde tem-se que

Sk 9 oo
// Z;f (1) 5P (0.8 t)jH2 d7jd€; =
N N
// >V (é?(ﬂP(x,é’, t)) [T dzja¢; = (31)
=2 iy
N
) (20,8, 7. £ ) & - B dS; dE.
;//P <x1’€17x27527t> &i - nydS;dg;

A equagao (27) pode entao ser escrita como

O p(m.6.1) + - %P (#.6.1)

N
i:ZQ//P(Q) (fl,é?i,fi,é,oa DS, dé; (32)

N
+3° [ [P (516,36 t) & - dydsia — o
1=2
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Reconhecendo que Z; e & sao variaveis de integracao em todos os termos dos

somatoérios, todos estes termos sao iguais

//P(Q) (flaglaf%éat)gl Dy dSydéy =

//P(Q) (9?1,51753753, 75) &1 - iz dS3dés =
(33)

//P(Q) <fl,51,fzvf]v,t> & - AN dSydéy,

de onde tem-se que

%P (fl,gl, t) +§?(t) . %P (fl,é,t> + 5
o) [ [P (5,6.5.6.0) (& &) Radsads —o.

Uma conclusao imediata da equacdo (34) é a de que a evolugao da funcao de dis-

tribuicao de uma particula p) (fl, 51, t) depende da funcao de distribuicao conjunta
de 2 particulas P2 (fl, 51, 3?2,52, t). Por sua vez, para se obter a evolucao da funcao

de distribuicao conjunta de 2 particulas P2 (:fl, 51, T, 52, t), seguindo 0 mesmo proce-
dimento, obteriamos uma equacao que dependeria da funcao de distribuicao conjunta
de 3 particulas P<3), e assim por diante, numa escalada que se repete até a funcao de
distribuicao conjunta de N particulas PW) conhecida como hierarquia BBGKY (HUANG,
2000). O truncamento dessa hierarquia requer que, de alguma forma, possa se escrever a
funcao de distribuicao de s particulas P(5) em funcao da funcao de distribuicao de s—1
particulas pls1), Também, o terceiro termo na equacao 34 da uma ideia do significado
do termo de colisao na Equacao de Boltzmann. Este termo reflete o balango liquido de
particulas que entram e saem do dominio ou, equivalentemente, saem e entram no dominio
da esfera limitada por |fZ — ch‘ = 0. Para ser consistente com essa afirmacio é necessario
que a normal a superficies dSo aponte para dentro do dominio, tal que <§2 - 5) ‘g < 0
indique que a particula esta deixando o dominio e vice versa.

A esfera ‘fif a?j| < o0 delimita o dominio onde hé forcas de interagdao entre as
particulas, sendo o processo de interacao referido como colisdo. Avaliar o processo de
colisdo significa avaliar a integral de superficie da equacgdo 34, que é mais facilmente
realizavel pela integragao do dominio dado pela esfera ’fz - fj| < 0. Para tal, considere
um observador se movimentando com a particula 1. Este enxerga a particula 2 com
velocidade relativa 52 - 51 e, se alinharmos um dos eixos coordenados segundo a direcao
dessa velocidade relativa, a esfera ’fz — fj} = o pode ser dividida em dois hemisférios,

como indicado na figura 2. Deste ponto de vista, as particulas entram pelo hemisfério
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Figura 2 — Projecao da area dS sobre o plano que separa os dois hemisférios. O eixo z esta

alinhado com a velocidade relativa (52 — El), de forma que, do ponto de vista

de um observador se movimentando com &1, as particulas com velocidade &
entram na esfera pelo hemisfério norte e deixam a esfera pelo hemisfério sul.

norte, caracterizado por (52 — §1) N9 > 0 e saem pelo hemisfério sul, caracterizado por

(52 - 5) -1 < 0 (a normal aponta agora para o centro da esfera).
Pela projecao ortogonal de um ponto localizado na superficie da esfera sobre o

plano que divide os dois hemisférios, pode-se escrever

(52 *51) figdSy — + ‘52 & | rdrde, (35)

onde os sinais variam de acordo com (52 — §1) -Ng. Também, se identificarmos por f2+ as

particulas que entram na esfera e por 7, as particulas que deixam a esfera, tem-se

oy [ [P (565600 (& &) fadsyds -

wen [ [ [(PO (085 8 PO (5605 600)) x (30

‘52 —&\| rdrdedéy.

Para avaliar a equagao 36 algumas consideragoes devem ser feitas. Primeiramente,
o dominio caracterizado por |fz — fj| < o é muito menor que o volume total, podendo ser
ignorado. Segundo, pode-se considerar que os diferentes volumes ]:fl — a?j| <oe |:fj — fk} <
0 nao se sobrepoem, o que significa que hé somente interacao entre duas particulas. Essa

consideracao equivale a dizer que apenas colisdes binarias ocorrem e também que, durante
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a colisdo, nenhuma outra particula adentra o dominio, de sorte que nao ha fluxo pelas

superficies da fronteira. No dominio ‘fz - fj} < 0 a equagao (22) pode ser escrita como

D pe )+ &) 2Pt + 81 -2 Pt

o 85? (93:2

a 0 0 . P

§fi(t)-a_fgp(x,§,t)—l—)(1(t) @p(X’SJ)+ .
20 0 N 0 9

Xz(t).@P(x,S,tH; i(t).a_@p(xjm)_o‘

Como, por hipdtese, nao ha fluxo de particulas durante o processo de colisao, as
integrais de superficie resultantes da integracao da equagao 37 sobre o espago de fase com

relagdo as variaveis 73, €3, 74, &4, ..., Ty, {y sao nulas, de onde

L 7oLz 0 L2 oLz
2) ($17§17$27€27 t) +g?(t) : ﬁp(z) <$17£17I27£27 t) +

1
0 sz 5 0 Fon
() -5 PP (71,6,5,6,1) + X0(1) @P@ (Aéum.6 )+ (3)
1

6x2
3} P ..
X9(t) - —=P@ (7,86, 8,6.t) =0,
859 < )

ou, segundo as equagoes (4),

_,0

dﬂjl 8 (2) - 2 S5 2
(961 £, %, &, > 7 '@P ($1,€1,$2,§2,t)+
de (9 (2) 150 a (2) I
It '@P (»Tl,fl,l? 527 ) +W.@P <$1»§17~T2,§2,75>+ (39)
dég 0 @) (= & = & B
W@P <$1,§1,$27£27t) =0.

Conclusoes importantes podem ser tiradas da equagao (39). Ela representa a Equa-
¢ao de Liouville para um ponto no espaco de fase composto por apenas duas particulas e
mais especificamente, é uma equacao diferencial hiperbélica parametrizavel pela variavel
t. Isso significa que 7 (), Za(t), &1(t) e é(t) formam uma curva caracteristica ao longo
da qual P2) ¢ constante (ZANK, 2014). Essa informacao é importante porque se duas
particulas entram na esfera com posigoes e velocidades :?1, fé, 51, 52 e, apés um tempo de

interacao 7, deixam a esfera com posigoes e velocidades 71, T, &1, {2, pode-se dizer que

p@ (51,51, 7y, 6, t) — p2 (f;,g;,f;,g, t—r) . (40)
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Esta relacao permite escrever a probabilidade de se encontrar uma particula dei-
xando a esfera em fun¢do da probabilidade de se encontrar uma particula entrando na
esfera. A utilidade dessa informagao se confirma quando é evocada a hipotese do caos mo-
lecular, que escabele que ha independéncia estatistica entre duas particulas, ou seja, que a
probabilidade de se encontrar simultaneamente duas particulas com posigoes e velocidades
Ti, 19, {1, 53 ¢ igual ao produto das probabilidades de se encontrar individualmente essas

duas particulas

PO (3,6,3,6.1) = PO (3,6) PO (2,6) (41)
A equagao (40) é necessédria porque a ideia de que as probabilidades estao descorrelacio-
nadas sé6 faz sentido no caso de duas particulas prestes a colidirem, mas nao se sustenta
para duas particulas que acabaram de colidir, j4 que o processo de colisao estabelece uma
forte correlacao entre as particulas (CERCIGNANI, C., 1969).

Com essas hipdteses, a equagao (36) pode ser reescrita como

(Nl)/// P(2> 3?1,5’1,55,52,t>fp(2) <51,E1,g?2+,§2,t>>><

‘52 51 rdrde déy —

(N - 1/// xl,éi,t> p) (@,é,t)—

p) (xl 51725 T) p) (fé’g;7t77‘>:| )52751‘ rdr’dsdgg.

Como, por hipdtese, o volume ‘EZ — @| < ¢ é muito menor que o dominio total

. — bd —)I —»‘/ /7 / .
(0 — 0), pode-se dizer que 7} ~ Iy ~ 7] ~ Iy. Também, o tempo necessario para percorrer
distancias tao curtas pode ser desprezado, ou seja, t—7 ~ t e, por fim, no caso de N — oo,

tem-se que (N —1) &~ N. Portanto, sob essas condigbes

0 [ [P (5.6.5.6.0) (& &) - Badsas -
v (260 PO (5.60e) - (43)

P <:? £, t) P (f &, t)] ]52 - 51‘ rdrde déy.

O sinal de igualdade é substituido por “—” propositalmente na equagao (43) para
explicitar que a equagao s6 é valida no limite N — oo e ¢ — 0, conhecido como limite de
Boltzmann-Grad (GRAD, 1949b). Fica evidente também que o par de velocidades 5_’1 e 52
sao as particulas que, apdés o processo de colisdo, terao velocidades 51 e 52, sendo que a

determinacao dessas velocidades depende das forgas de interacao entre as particulas. A
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combinacao das equagoes 43 e 34 resulta na Equacao de Boltzmann para a evolucao da

funcao de distribuicao de uma particula na auséncia de forcas externas

2P0z, 51,) &) 2P0 (2.6,1) =

N/// z é'lt) p) <f,§2,t)— (44)
p(l (:v & )P(l) (fétﬂ ‘Eré’ltmmedé’z.

A variavel P é uma funcao de distribuicao de densidade de probabilidade adimen-
sional e a quantidade F = NP fornece, portanto, a densidade de nimero esperada por
volume no espaco de fase. Suprimindo o subindice 1 e trocando o subindice 2 por 1, é

possivel escrever a equacao de Boltzmann na forma mais usualmente encontrada

§
///[F(fgt F(f,f’l,t>f (45)
F(f,é’,t) F(fét)] ‘g}ﬂ rdrde dE).

A metodologia adotada descartou a presenca de forcas externas, mas a contribuicao
dessas forcas é prontamente incorporada pela distinc¢do, na equacgao 22, do termo de forga

como a soma de duas componentes )? 0— X XY + X0 sendo )? 0 a forca entre as particulas

ext’
que age na esfera ‘xz xj| <oge X0 opt UMA for(;a de corpo externa O efeito dessa forca

externa é a inclusao de um termo extra na equacao 45, que assume entao a forma

que é justamente a forma apresentada no inicio dessa secao.

Algumas consideragoes devem ser feitas quanto a equacgao 46. A equagao é valida
no limite de Boltzmann-Grad previamente mencionado, que estabelece as condigoes sob
as quais, pela Equacao de Liouville, a Equagao de Boltzmann pode ser obtida, sendo a
Equacgao de Liouville utilizada em conjunto com a ideia de microestados para estabelecer
uma conexao entre a mecanica classica e a teoria cinética, ou seja, o limite de Boltzmann-
Grad estabelece os limites nos quais a obtencao da Equacao de Boltzmann pode ser feita a
partir da mecénica classica (GOLSE, 2013). O procedimento adotado recai na hierarquia

BBGKY, cujo desacoplamento foi feito sob a hipotese de probabilidades descorrelacionadas,



Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 38

referido como teoria do caos molecular, mas nenhuma prova dessa afirmacao é feita. Do
ponto de vista matematico, a Equacao de Boltzmann é uma equacao integro-diferencial
nao linear com as velocidades acopladas pelo termo de colisdo. Essas caracteristicas fazem
com que a Equacao de Boltzmann seja particularmente dificil de ser resolvida mesmo em
situagoes de nao-equilibrio simples (CERCIGNANI, C., 1969). Uma das poucas solugoes

analiticas conhecidas é a solucao de equilibrio de Maxwell-Boltzmann.

2.3 A SOLUCAO DE EQUILIBRIO

A solucao da Equacao de Boltzmann que é independente do tempo e do espaco
¢é chamada de solucao de equilibrio. A condicao suficiente para se alcancar essa solucao
¢ a de que o balanco liquido de moléculas que ganham e perdem velocidade através de

colisoes seja nulo. Denotando por fj (E) essa solucao, a condicao se traduz em

fo (El) fo (51) - (5) fo (5) =0, (47)
ou ainda,

bgm(§>+k%m(é):=Mgm(®—+bgm(é). (48)

A equagao acima estabelece uma relacdo entre dois pares quaisquer de moléculas

antes e apos a colisao, indicando que o termo log fj (é’) +log fo (51) obedece a uma lei de

conservacio. E chamado de invariante de colisio qualquer funcao das velocidades ¢ (E, 51)

que obedeca a

0 (£6)=0(6.6). (49)

e um invariante de colisdo que possa ser escrito na forma

o(£8) =0 (@) +4 (). e
é chamado de invariante de soma (KREMER, 2005). Existem trés invariantes de soma

numa colisdo: a massa, a quantidade de movimento e a energia

m/—l—m/l =m+ my, (51a)

m/g + m/lgl = mg—i- mlgl, (51b)

1 .2 1 /.2 1 1
§m§ +§m1§1 = §m§2+§m1§12. (51C)
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De forma genérica, qualquer combinacao linear dos invariantes de somatorio sera também

um invariante de somatoério com

" (é’) — Am+ B-mé+ C%mé. (52)

O logaritmo da funcao de distribuicdo de equilibrio possui as caracteristicas de um

invariante de somatério, de onde pode-se concluir que

> L1
log fo <§> =Am+ B-mé + C’§m€2, (53)
ou, definindo a = Am — @L—tg?, b= —mTC e é= _%
- - 2
log fy (5) —a-b <§f 6) . (54)

A funcao de distribuicao de equilibrio tem portanto a forma

p(=ere ) et o

As incognitas a (ou d), b e ¢ podem entao ser determinadas pela defini¢ao dos

primeiros momentos da fun¢ao de distribuicao,

o= [ (8) en

(0.0}
DU B e
i= [ i (€) i€ (36b)
1 [0 N1 /- N2 -
Cof = ;/OO mfy ({) gm (f— u) d€. (56¢)
Substituindo fy <5> nas equagoes acima, tem-se
o0 B —;E 2 . D 2 D/2
p:md/ o E) dfzmd(%) 4 id:%(g) , (57)
—00

D/2 oo —’752_’_)
a:<9> / o MED) i£=¢ = ¢=1, (58)

™ 00

Cof = = (ﬁ) i /OO o (ET) (1 5)2 g om P (59)

2 \7 —00

A energia cinética de flutuagio média e, y depende da equagao de estado do fluido

e, para um gas ideal somente com graus de liberdade de translacao, ¢ dada por

D
ey = FhT, (60)
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onde k é a constante de Boltzmann. Tem-se, portanto,

1m 1
" 2kT  2RT’ (61)
e a funcao de distribuicao de equilibrio de Maxwell-Boltzmann a dada por
D/2 (g,ﬁ)Q
g eq (72 P 1 S
= == _ 2
Jo (5) fMB <£) m (27TRT> ¢ (62)

A equacao 62 é uma das tnicas solugoes analiticas conhecidas para a Equacao de
Boltzmann. Apesar de representar a solugao para um caso bastante especifico, no caso, uma
situagao de equilibrio, essa equacao ¢ bastante importante para a construcao dos modelos
apresentados na sequéncia. O interesse pratico na Equacao de Boltzmann, contudo, esta
na sua solucao em situacoes de nao equilibrio, cujas solugdes analiticas sdo desconhecidas.
As dificuldades encontradas para a obtencao dessas solu¢oes de nao equilibrio tentam ser
suplantadas pela aplicacao de métodos numéricos que, grosso modo, buscam discretizar
a Equagao de Boltzmann e obter um conjunto de equagoes algébricas mais simplesmente

manuseaveis, sendo o Método de lattice Boltzmann um desses métodos de discretizacao.

2.4 A EQUACAO DISCRETA DE BOLTZMANN

O Método lattice Boltzmann pode ser considerado um caso especifico do grupo de
métodos conhecido como Modelos de Velocidades Discretas (ARISTOV, 2012), onde o
espaco continuo de velocidades é substituido por algumas poucas velocidades discretas.
Ao restringir o conjunto de valores que 5’ pode assumir de (oo, +00) a valores discretos
{¢1, @2, ..., ép}, na auséncia de forgas externas, obtém-se, no lugar da equacao (46), um
sistema de equagoes na forma (GODUNOV; SULTANGAZIN, 1971)

0

. L0 L
EF (117, Ci; t) + G- %F ($7 Ci, t) = Qi’ (63>

para ¢ = 1,2, ...,n, onde o termo €2; representa o termo de colisao.

Na década de 1960 este tipo de abordagem foi utilizado no estudo da formacao de
ondas de choque (BROADWELL, 1964a) e dos escoamentos de Couette e Rayleigh (BRO-
ADWELL, 1964b). Os estudos se intensificaram no inicio da década de 1970 com Hardy
e Pomeau (HARDY; POMEAU, 1972) e Hardy, Pomeau e Pazzis (HARDY; POMEAU;
PAZZIS, 1973) em uma série de trabalhos indicando as caracteristicas termodindmicas e
hidrodinamicas de um modelo bidimensional com pouquissimas velocidades, mostrando
que tal modelo é capaz de recuperar as equacoes de Navier-Stokes. Em 1975 Gatignol
(GATIGNOL, 1975) apresentou uma generalizagdo desses modelos ao qual chamou de
“uma teoria cinética para um gas com distribuicao de velocidades discretas”, apontando,
de certa forma, para uma consolidacao do método. No ano seguinte, novamente com Hardy,

Pomeau e Pazzis, surge talvez a primeira ideia de um modelo computacional motivado por
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esses estudos (HARDY; PAZZIS; POMEAU, 1976), onde nao sé o espago de velocidades
era discretizado, mas também o espaco fisico aparece representado na forma de uma rede
uniforme, que posteriormente receberia o nome de lattice gas.

Uma década depois, em consonancia com os avangos computacionais e os estudos
sobre autdématos celulares (WOLFRAM, 1984), Frish, Hasslacher e Pomeau apresentam
um trabalho de enorme impacto (FRISCH; HASSLACHER; POMEAU, 1986) que deu
origem a um ramo de pesquisa chamado de lattice-gas cellular automata (ROTHMAN;
ZALESKI, 2004). Um dos primeiros resultados obtidos com esse novo método aparece
no trabalho de D’Humieres e Lallemand (D’HUMIERES; LALLEMAND, 1986), onde é
simulado o surgimento de vortices de von Karméan atras de uma placa plana perpendicular
a um escoamento. A atencao despertada por esses trabalhos era justificavel, ja que os
estudos sobre automatos celulares convergiam muito bem com a logica de processamento
dos computadores e a constatagao de que fendmenos complexos poderiam ser simulados
por modelos extremamente simples abriam um enorme leque de possibilidades.

Os modelos lattice-gas, contudo, apresentavam um grande revés. Eles admitiam
uma légica booleana na qual cada velocidade discreta, diferentemente da Equacao de
Boltzmann, ndo apresentava a probabilidade de se encontrar particulas no referido estado,
mas sim, atribuia a cada uma dessas a existéncia (1) ou inexisténcia (0) de uma particula2.
A logica booleana fazia com que os modelos sofressem de um alto ruido estatistico que, para
ser contornado, necessitava de processos de médias espaciais ou temporais em subdivisoes
da rede, com varias simulacoes partindo de diferentes condigoes iniciais. Esta condicao
¢ analoga a situacao descrita na secao anterior para o sistema no qual se conhece com
certeza as posicoes e velocidades das particulas.

Intuitivamente, pode-se imaginar que, ao se iniciar a simulacao com todas as
possiveis condigoes iniciais, o valor médio encontrado para uma dada velocidade, em um
dado instante de tempo, resultante destas intimeras inicializagoes, daré a probabilidade
de se encontrar aquela velocidade naquele instante, que é justamente a ideia da Equacao
de Boltzmann. Os modelos desenvolvidos nas décadas de 1960 e 1970 ja tratavam desse
aspecto de forma analitica e, em 1988, McNamara e Zanetti (MCNAMARA; ZANETTI,
1988) propuseram a substitui¢do das varidveis e operagoes booleanas do lattice-gas por
seus valores médios, mantendo o esquema computacional de propagacao seguida de colisao.
O processo de colisao que, nos modelos lattice-gas, obedecem a regras especificas, no
modelo de McNamara e Zanetti aparecem como uma média dessas regras (FRISCH;
D’HUMIERES et al., 1987). O que se obtém dessa transposi¢ao de modelos é uma forma
numérica de avaliar a Equacao de Boltzmann deduzida diretamente do modelo lattice-gas.

Em termos praticos, o uso dos valores médios do lattice-gas resulta na Equacao de lattice

2 A légica permite o uso de apenas operadores booleanos E, NAO, OU, etc. sem a necessidade de

nenhuma operagao aritmética.
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Boltzmann

Ni(Z+ ¢t +1) = Ni (Z,8) +Q; (N), (64)

onde N; é nimero médio de particulas com velocidade ¢;.

No ano seguinte, no trabalho de Higuera e Jimenez (HIGUERA; JIMENEZ, 1989b),
surge uma simplificagdo do termo de colisdo, que aparece como uma linearizacao da
expansao do termo  (N) em torno de valores de equilibrio da fungdo de distribuicao
N = N¢ 4 N™eq

Q(N) = Q (N + Ny =
o0 1 9%Q 9

QO (N + —) (N"et) 4~ —> (Nmea)? o
8N N:Neq 2 8N2 N:Neq

retendo somente os termos de primeira ordem e com a hipétese de que Q (N®) = 0. Com

(65)

esta simplificacdo, a equacao de lattice Boltzmann pode ser escrita como (HIGUERA;
SUCCI; BENZI, 1989)

N; (4 ¢, t+1) = N; (Z,t) + Qi (N — Ny (66)

Esta simplificacao é importante porque o termo de colisdo independe agora de um modelo
lattice-gas prévio, pois a matriz de colisao 24, depende apenas de parametros geométricos
da rede adotada.

Uma simplificagdo ainda maior é proposta, em 1991, por Chen et al (CHEN; CHEN;
MARTNEZ et al., 1991), com a aproximagao

o 1
a_N> N:Neq N 7;’ (67)

cujo efeito é reduzir a matriz Q;y,, a um unico termo, e a equacao (66) a

1
T
Assim descrito, o termo de colisdo assume a mesma forma do modelo BGK proposto por
Bhatnagar, Gross, e Krook (BHATNAGAR; GROSS; KROOK, 1954).

E no comeco de 1992, com o trabalho de Qian et al (QIAN; D’HUMIERES; LAL-
LEMAND, 1992), que o método surge da forma como é hoje conhecido. Neste importante

N (Z+ &, t+1) = N; (%) = (N; - N/?). (68)

trabalho é apresentada pela primeira vez a notacao, hoje amplamente utilizada, DdQb,
onde d representa a dimensionalidade da rede (1, 2 ou trés dimensoes) e b representa o
numero de velocidades discretas, e onde surge a rede bidimensional com 9 velocidades
D2Q9, que viria a se tornar a principal rede utilizada no método. Além da mesma sim-
plificagdo no termo de colisdo apresentada por Chen et al (CHEN; CHEN; MARTNEZ
et al., 1991), o trabalho de Qian et al introduz a ideia de se atribuir pesos as velocida-

des discretas de forma a recuperar a isotropia dos momentos de alta ordem, pesos estes,
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que posteriormente seriam entendidos como os pesos de um problema de quadratura de
Gauss-Hermite utilizada na obtencao de modelos de mais alta ordem.

A equagao (68) é a base para o Método lattice Boltzmann com esquema colisao-
propagacao e termo de colisao BGK. A sua obtencao partindo da andlise estatistica do
modelo lattice-gas, contudo, serve apenas como contexto historico. Esta abordagem é bas-
tante limitada e restringe, por exemplo, a obtengao sistematica de modelos mais complexos
que contemplem fendmenos totalmente compressiveis e nao isotérmicos. Algumas caracte-
risticas dessa equagao, contudo, sao importantes e partilhadas pela maioria dos Métodos
lattice Boltzmann empregados atualmente (QIAN; D’HUMIERES; LALLEMAND, 1992):
a existéncia de um lattice regular e simétrico, a conservacao da massa, da quantidade
de movimento e da energia nas colisoes, e a existéncia de uma funcao de distribuicao de
equilibrio dependente somente das quantidades conservadas.

Atualmente, sabe-se que a equacao 68 é uma forma especial de discretizacao que
pode ser obtida diretamente da equacao continua de Boltzmann. A prova dessa conexao
entre a equacao continua e a discreta sem fazer uso de um modelo lattice-gas aparece em
1997 no trabalho de He e Luo (HE; LUO, 1997), através de um método de quadratura
que posteriormente formaria uma das bases tedrica e sisteméatica de se obter a Equacao

de lattice Boltzmann com qualquer nivel de aproximacao a Equacao de Boltzmann.

2.5 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE BOLTZMANN

Um sistema composto por velocidades discretas obedece ao conjunto de equagoes
63, cuja discretizacao do tempo e do espaco podem ser obtidas por procedimentos usuais

de expansao em séries de Taylor. Definindo

f(Z¢,t) = f; (. 1), (69)

a expansao em torno de Z por um incremento h€ e de t por um incremento J resulta em

ilE+ Eh 4 0) = (50 + (5%”%9 SLCER
o=1 (70)
0 0 0
<5a + hez@%) (58 hezﬁa ) fi(@,1) +

=2

Desprezando os termos de ordem maior ou igual a 2, pode-se escrever

fi(f—i-gih,t—i—(S)*fi(f,t)_ 0 e h ' 0 o 9
- _Efz(x,t)+geza%f,(x,t)+ﬁ(h). (71)
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Se €; é um vetor adimensional com magnitude igual a velocidade ¢;, hé; serd justamente

a distancia percorrida por uma particula com velocidade ¢; no intervalo de tempo ¢

h,
g i = Ci, (72)
ou seja, a expressao
Y. L 0, L. fi(@+Eht+6)- £ (71) 2
a (:Ea C’Lat)_‘_cl'%f(xv Clat) - S +ﬁ<h ) (73)

é uma aproximacao de primeira ordem em série de Taylor para a equacao de Boltzmann
com velocidades discretas com erros da ordem & (h2). Comparando com a equagao (63),

essa aproximacao se traduz em

Fi(Z+ Eht+0) f; (7, 8) = 0 + O <h2) . (74)

Uma consequéncia direta da equacao (74) é a de que se os pontos discretos do
dominio fisico que substituiram o dominio continuo forem escolhidos de forma apropriada,
juntamente com as diregoes €;, tem-se justamente o esquema de colisao-propagacao men-
cionado na sec¢ao anterior, onde o valor da fun¢do em um ponto depende somente do valor
da fungdo em um ponto vizinho na iteragao anterior, numa formulacao explicita altamente
eficiente do ponto de vista computacional. Fica evidente que este esquema se beneficia
de uma rede ordenada de pontos e velocidades discretas que garanta esse processo, os
lattices.

A construgao de redes (ou lattices) estd diretamente relacionada com o regime
hidrodinamico que o modelo pode alcancar, e ndo se limita a uma escolha aleatéria
de velocidades discretas, estas velocidades precisam garantir ao modelo consisténcia ter-
modindmica. Conforme mencionado nas se¢des anteriores, os momentos da fungao de
distribuicao sao propriedades macroscopicas do escoamento, e a Equagao de Boltzmann
define a evolucao de todos esses infinitos momentos. Um formalismo que conecte a Equagao
de Boltzmann a um conjunto de equagoes macroscopicas foi um tema central durante a
evolugao da Teoria Cinética e uma forma progressiva de se obter as equagoes de Euler,
de Navier-Stokes, de Navier-Stokes-Fourier, etc. partindo da Equacao de Boltzmann ¢é
através da andalise de Chapman-Enskog, na qual também se fiava grande parte dos modelos
discretos oriundos do lattice-gas.

A ideia é basicamente garantir que o modelo discreto, quando submetido a analise
de escala de Chapman-Enskog, mantenha as mesmas caracteristicas do modelo conti-
nuo. A complexidade dessa metodologia, contudo, aumenta significativamente conforme
se aumenta a ordem de analise, tornando quase inviavel a obtencao de modelos que vao
além das Equacoes de Navier-Stokes isotérmicas e incompressiveis sendo, inclusive, essa
limitacao motivo pelo qual muitos trabalhos tratam o método lattice Boltzmann como

uma ferramenta que se limita a esse regime hidrodindmico. A analise continua sendo
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uma ferramenta de extrema importancia, sobretudo na caracterizacao dos coeficientes
de transporte associados ao modelo (CHAPMAN et al., 1990). Uma forma sistemética e
termodinamicamente consistente de discretizagao do espago de velocidades e da determi-
nacao da funcao de distribuicao de equilibrio surge em 2006 com Philippi e colaboradores
(PHILIPPI, P. et al., 2006) e Shan e colaboradores (SHAN; YUAN; CHEN, 2006), numa
abordagem chamada de quadratura com abscissas prescritas.

A discretizacao do espaco de velocidades como um processo de quadratura aparece
ja no trabalho de He e Luo (1997) (HE; LUO, 1997), juntamente com a definigdo da
funcao de distribuicao de equilibrio como uma expansao da funcao de distribuicao de
Maxwell-Boltzmann em séries de Taylor em funcao da velocidade. O grande salto dos
trabalhos de 2006 é tratarem a obtenc¢ao da funcao de distribuicdo segundo o método
dos momentos apresentado em 1949 por Grad (GRAD, 1949b), numa abordagem similar
a utilizada por Krook (KROOK, 1955) em 1955. Partindo da func¢ao de equilibrio de

Maxwell-Boltzmann?

eq pud ]. D/2 7(5771)2
i (€)= (o) © 75
e definindo as varidveis adimensionais p* = p/pg, 0 = T/ Ty, Eo = 5 /VRTy e iy =

i/+/RTy, pode-se escrever a fungao de distribui¢ao, também adimensional

(& 1 (Ll
7O (éﬁ%ﬁ (ﬁ)Dﬂe (%) (76)

No trabalho de Grad, é proposta a expansao da funcao de distribuicao uma série
de tensores de Hermite. De forma genérica, se uma fungao ¢ (Z) é quadrado integravel,
entdao pode ser expandida como (GRAD, 1949a)

9(3) = w (@) {a«»%ﬂ«» @+ o) @) + o @)+ } S
onde
. 1 1,2
W(l’):(%)—D/QGQ ) (78)

e os tensores de Hermite de ordem n dados por

) (7) = )" gn, (7), (79)

—

w (7)

3 A funcdo de distribuicdo aparece aqui multiplicada pela massa das moléculas, de sorte que a integral

em relacao ao espago de velocidades resulta na densidade de massa no espago fisico.
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com V" sendo o operador gradiente aplicado n vezes. Os tensores de Hermite sdao um

conjunto de bases do espaco de Hilbert com produto interno definido como

@).9@) = / w (@) (7) 9 (3) d7. (30)

satisfazendo a seguinte condicao de ortogonalidade

[e@aoal @ @ -

m

0, m=mne {i,7,..} #V permutagao {ji, j2, ...}
n!nol..npl, m=mne {i,i,..} =V permutacao {ji, jo, .-} ,

sendo n1 o numero de vezes que a dimensao 1 aparece como sub-indice no conjunto
{i1, 72, ...}, ng o nimero de vezes que a dimensao 2 aparece como sub-indice, e assim por
diante.

Expandindo a fung¢ao f (ﬁ)), com w (é)) =

_1g2 .
e 20 em tensores de Hermite

tem-se

F(@) = (&) {50 0" 0,700 £ (&) +
' )
Fal o) 0 (@) + ol 0. A (6) +

(m)

i g, oo (p*, 0, Upy) podem ser obtidos pela condicao de ortogonalidade

onde os coeficientes a

dos tensores,

AT 010 = [ 1(8) T (&) déo (53)

Pela defini¢ao de w (5(3), os tensores de Hermite sao

(0) <go) =1, (84a)
A (&) = o (84b)

AP (&) = oo, ~ 53 (840)



Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 47

(m)

11,0250y
de distribuicao, ou seja, propriedades termodinamicas macroscépicas. Uma expansao de

de sorte que os coeficientes a; (p*,0,1dp) sdo exatamente momentos da fungdo

ordem N ¢é dada pelo truncamento da equagao 82 em m = N,

Y (6) = (8) 3 2 0007 (&) <85>
=0

Uma caracteristica importante é que ao se truncar a expansao em uma dada ordem
N, todos os momentos com ordem < N nao sao alterados, podendo-se entao determinar

os coeficientes por

11,%25--+5%

o™ (50, ) / fN hz)’ . (55) déo. m < N. (86)

Levando em consideracao que

ey ey 8 o
(&) A (8) = (&) — @) Ay (@) (87)
(&)

nota-se que tanto (g> quanto . (m ) (ﬁ)) sao polinémios de ordem < N em &)
wico tm

1, 7’27

sendo, portanto, o produto dessas fungbes um polinémio p <§B) de ordem < 2N. Isso

implica que as integrais que definem os coeficientes alm) podem ser expressas de forma

precisa como uma soma ponderada

[V (@) A0, (&) o= [w(&) v (&) ad -
il <501) (88)

;wﬂ?< Oi> = ZZ; (f() ) 11712, i, <€0i>

onde w; e 501 sao, respectivamente, os pesos e as abcissas de uma quadratura de Gauss-
Hermite com b pontos.

A equacao (88) possui o importante significado de que pode-se adotar as fungoes
discretas fN ({01> como variaveis em lugar da funcao continua f (ﬁ)) e recuperar os
momentos hidrodindmicos até a ordem desejada. Também torna o processo de discretizacao
do espaco de velocidades na tarefa de encontrar os pesos w; e velocidades discretas EE)Z
Essa tarefa aparece no trabalho de Philippi e colaboradores (PHILIPPI, P. et al., 2006) no

método chamado de abcissas prescritas. Os autores demonstram que a condigdo necessaria
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para se atender a equagao (88) é a de que o produto interno definido no espago de Hilbert

seja satisfeito no espaco discreto para os tensores de Hermite, ou seja,

[ @) () (@) -

L) (2N ) (7 )
; wi%ﬁ,...,im (50i) %'}17;2],1 (§0i> ’

com w; = w;( \f(')z|) Em geral, as abcissas 501 (as velocidades discretas) assim obtidas nao
sdo numeros inteiros, e o método de colisdo-propagagao (equacao (74)) ndo poderia ser
usado. Essa limitacao pode ser contornada pela imposi¢ao de uma nova variavel ag, tal
que agé; = g%i, sendo €; um vetor adimensional cujas coordenadas sdo niimeros inteiros.
Uma rede é completamente descrita por um conjunto de diregoes {&;}, pesos {w;}
e da constante ag. Para um conjunto de diregoes que seja invariante a reflexdes e rotagoes
de m/2 em relagao aos eixos de coordenadas, é condicao suficiente que sejam preservadas

as normas dos tensores de Hermite

b
- SN2 S 2
[ (&) [0 0 (@) 4 = wi [0 (@] (90)

i=1
para m = 0,1, ..., N. Uma vez estabelecida a ordem N desejada, é possivel determinar
quantas equagoes linearmente independentes resultam da equagao (90). De uma expanséao

de ordem N = 2, por exemplo, obtém-se
b
1= w, (91a)
b 2
1= Z w; [asez-m] , (91b)
22 .12
2= Z wy [as e; — 1} : (91c)

b
1= Z w; [a?eix eiyr. (91d)

i=1
Tomando por exemplo a mais conhecida rede bidimensional, a D2Q9 representada na figura
3, nota-se que esta possui 3 grupos de velocidades, de acordo com o médulo: {(0,0)} (de
mdédulo 0), {(1,0),(0,1),(-1,0),(0,-1)} (de médulo 1) e {(1,1),(-1,1),(-1,1),(1,-1)} (de m6dulo



Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 49

Figura 3 — Conjunto de velocidades da rede D2Q)9.

v/2). Tem-se, portanto, trés pesos w; (|€;|) e uma constante as a serem determinados por

meio do sistema de 4 equagoes (91), de onde

,

as = \/ga

wy = 4/9, (92)

w1234 = 1/9,

| W5,6,7,8 = 1/36.

A resolucao do sistema de equacgoes, contudo, nem sempre € possivel para quaisquer
grupos de diregoes, sendo este exercicio cada vez mais trabalhoso conforme se aumenta
a ordem e, consequentemente, o nimero de equagoes a serem resolvidas e o niimero de
direcoes discretas. Em geral, tem-se um processo de tentativa e erro no qual arbitra-se
um conjunto de velocidades e testa-se se este resolve, ou nao, o sistema de equagoes com
resultados reais para os pesos.

Resta ainda a determinacao da funcao de distribuicao de equilibrio discretizada

nos mesmos termos da funcao de distribuicao. Pela substituicao de f <§)> na equagao (83)

por f 0) <§)> definida na equagao (76), obtém-se os chamados momentos de equilibrio
: - 0) (& AP
A 00 = [ 10(&) ) (&) dé -
éo-70] )

| (93)
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ou, com a mudanca de varidveis 17 = 50\;507

agfr?geq’tm (p*,0, 1) =
1 LR L m) (am ) o (94)
p (27T)D/2 /e 2 e%it.l,ig,...,im <n\/§+u0> dn?
sendo
0 (ﬁ\/g—i- 170) =1, (95a)
A (77\/§+ UO) = Von; + u,, (95b)
2) (o -
‘%pzj( ) (77\/5 + UO) = <\/§771 + U0i> <\/§77j + uoj> = 04j, (95¢)
de onde

ol (p* .0, 1) = p*, (96a)

(1),6(] * — R
a’i (IO 787 UO) =p U’Oia (96b>

2 -
a§j P4 (5,0, ) = prug,ug; + (0 1) o35, (96c)
e, portanto, a expansao
AR

(&) = w (&) D2 —al™e (p,0,0) ™ (&) (97)

explicita a dependéncia da fun¢ao de distribuicao de equilibrio somente das propriedades
macroscopicas conservadas: massa (densidade), quantidade de movimento (velocidade) e
energia (temperatura).

Mas, retomando as defini¢bes dos primeiros momentos da fungao de distribuicao

v

[1(@) dé - Xb; w% =" (98)
i

/f (50) €0, d€0 = i wz‘ﬂﬁom = p ug,, (98b)



Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 51

N
/ f £o & déo = Zb: wzf (<§0>> &g =p" (De + u%) : (98c)
=1 0

chega-se & conclusdo de que também f2V:¢ (é{)) depende somente do conhecimento dos

polos fN <§OZ> e pesos w;. Um ponto importante é que raramente trabalha-se com a

— fN(asez)

funcao fN(g)i), mas sim, com a funcao f; = w; O (lembrando que agé; = fo e

adotando asu* = 1), obtendo assim as formas usuais nas quais se encontram a defini¢oes

das propriedades macroscopicas na maioria dos trabalhos

b
> fi=r (99a)
=1

b

> fieia = pug, (99b)

i=1

Zfz = (De + u*Z) . (99¢)

Deve-se, agora, argumentar sobre uma parte importante e muitas vezes confusa do
método, que sao as unidades envolvidas nos calculos. Como mencionado anteriormente,

ao ser adotada uma aproximacao de primeira ordem em séries de Taylor na forma
N/= N,eq
fi ($, t)ifz (‘Tv t)

N @E+he, t+06)- N (@)= s : (100)

esta-se resolvendo o sistema de equagoes

— N,eq —
0 N /- h_, 0 f-N(x,t)*f- (Jf,t)
=i (Z,1) + (5%) i ‘ TZ : (101)
onde as velocidades discretas sao
h_,  _ [lattices]
—e=c— 102
g "[iteracao]” (102)

A razao h/o fornece a chamada velocidade da rede que, no método da colisdo-
propagacao, é unitaria, de sorte que, numericamente, ¢; e €; possuem o mesmo valor.
[lattices]/[iteracdo] ¢ também a unidade da velocidade w*. A conversdo entre as velocidades
fisica e da rede requer o conhecimento de uma velocidade caracteristica fisica que possa ser
relacionada com uma velocidade caracteristica da rede. Uma opc¢ao é tomar essa velocidade
como sendo a velocidade de propagacao do som no meio. A velocidade do som é uma

propriedade termodinamica dada por

ue? = g—];) (103)
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onde o subindice s significa que a entropia se mantém constante. A equagao (99c), por

sua vez, ¢ o traco do tensor de segunda ordem

b
> fieiaeig = Phg+ prugub, (104)
i=1

cuja média da a chamada parte hidrostatica do tensor, que pode ser associada a pressao
termodinamica, dada pela equagado de estado da rede
*0
pr=r7 (105)
a’S
A equacao de estado é utilizada para o calculo da velocidade do som através da equacao
(103).

Reescrevendo a equagao (103) na forma

oy B 8,5
9y = e 2P PP (106)
dp ) as> as> 8T>
P/, aT), 9P ),
tem-se, pela definicao dos calores especificos, que
0s cp
) =2 107
aT)P ” (107a)
0s Co
— | =—. 107b
8T>p T ( )

Com a equacao de estado de gas ideal P = pRT, obtém-se que

oT T
—) =, (108a)
dp)p P

oT 1

— | =— 108b
opP > , PR ( )

e a velocidade do som no meio fisico é, portanto,
w2 = PR (109)

Cy
Como +/RT) foi a velocidade de referéncia adotada na adimensionalizacao da fungao

de distribuigao (equacao (75)), e que foi estabelecido que

= asgia (11())

tem-se que

VRTy = 5’;. (111)
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A discretizacao do espago fisico permite dizer qual é o valor da distancia fisica
entre dois pontos da rede Ay [m]/[latt] (este é o fator de conversdo entre lattices e metros,
ou outra unidade fisica de distancia), que depende unicamente da discretiza¢ao adotada.

Também permite que seja escrito

VR =1 S (112)

Mas a razao héel ¢ justamente o tempo d em [s]/[ite] que uma particula com

velocidade &; leva para percorrer a distancia hye;j, de onde vem o fator de conversao

he [m/s
¢ = as\/RTy = 5_;—[l£xt//it]e]' (113)

Ou seja, uma velocidade em dimensoes fisicas ¢ dada pela multiplicagdo da veloci-
dade adimensional em [lat]/[ite] pelo fator de conversao ¢, o que também é verdade para

a velocidade do som, de sorte que

1 /e
Ue = ups = uy = — C—pﬁ. (114)
S v

A razao de calores especificos é um parametro relacionado aos graus de liberdade

de movimento do gas. Para gases monoatomicos, somente graus de liberdade de translacao
¢ _ D42
2

estao presentes, e tem-se a relacao 2 , de onde obtém-se que a velocidade do som
v

isentrépica de uma rede bidimensional (D=2) é

(115)

*
’lLC =
Qs

Modelos de ordem mais baixa nao contemplam a troca de calor, estando sujeitos
somente a processos isotérmicos. A velocidade do som isotérmica de um gas ideal é dada

por
8P)
2
¢ o)y (1)

e, usando o fator de conversao ¢, tem-se a velocidade do som de uma rede isotérmica

Voo 1

Ue

(117)

as as
Em resumo, uma vez estabelecida uma dimensao no dominio fisico, a razao entre

esta dimensao e o nimero de pontos utilizados na sua discretizacao fornece o fator de con-

dimensao fisica
nimero de pontos na discretizagao

uma temperatura de referéncia T, obtém-se o fator de conversao entre velocidades ¢ =

versao para dimensoes de comprimento hy = e, arbitrando

Uc
*
U, ’

de onde tem-se também o fator de conversdo para a unidade de tempo 0y = % em [s]/[ite].

As demais unidades derivam diretamente das suas definigées T'= 0Ty e p = p*pg
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2.6 COEFICIENTES DE TRANSPORTE

Um dos métodos analiticos de obtencao de soluc¢oes aproximadas de sistemas dina-
micos nao lineares é pelo emprego de aproximacoes assintoticas, ou métodos de perturba-
¢ao, onde a solu¢ao do problema é expandida em termos de algum (pequeno) pardmetro
e associado ao problema (HOLMES, 1998). A andlise de escala de Chapman-Enskog é
um método de perturbagao aplicado a Equacao de Boltzmann tendo como pardmetro
de perturbagao o Numero de Knudsen Kn, tendo como resultado conjuntos de equacgoes
diferenciais das propriedades macroscopicas passiveis de serem identificadas, conforme se
aumenta a ordem de aproximagao, com as Equacoes de Euler, Navier-Stokes, Burnett,
etc. (AGARWAL; YUN; BALAKRISHNAN;, 2001). Apesar de nao apontar uma solugao
propriamente dita, o método joga luz sobre as caracteristicas fisicas associadas ao modelo
matematico, como a determinagao dos coeficientes de transporte, por exemplo.

Seguindo o procedimento apresentado em (CHAPMAN et al., 1990), se f é uma

solugao para a equacao de Boltzmann, essa solu¢ao pode ser escrita como

F=10 4@ 4 2p@) 4 (118)

e ¢ assumida a existéncia um operador ¢, também expansivel em séries de €, atuando na

expansao de f tal que

C(F) = €O (7) 4+-2¢0 (00,0 4 2¢@ (00 f0, @) 4 (119)

Se esta expansdo existe, tal que ¢ (f) = 0, cada termo pode ser individualmente igualado

a Zero

(120)

Tomando a Equacao de Boltzmann sem forcas externas e com termo de colisdao

BGK,
0 0 fe—f
af +5za—xif ==

se ' ¢ uma unidade macroscépica de tempo, L uma unidade macroscépica de comprimento,

(121)

0 uma unidade de tempo microscopica e [ uma unidade de comprimento microscépica,
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pode-se definir as varidveis adimensionais t* = t/I', 2" = z/L e £* = §£/I e reescrever a
equacao de Boltzmann como

5 0 I . 0 Sf9—f
ror! T rha T T

A razao entre uma dimensao de comprimento microscdpica e uma macroscopica,

(122)

como o livre caminho médio das moléculas e o didmetro de um duto, por exemplo, se
relaciona com o nimero de Knudsen, que serve de parametro para a validade de teorias do
continuo, que s6 valem quando Kn — 0. Pode-se admitir que 6/T' ~ [/L e § ~ 7 e entao

tem-se

< Sl s *f> = f. (123)

No procedimento adotado por Chapmann e Enskog, o nimero de Knudsen Kn é

adotado como o pardmetro € para a expansao de f,

F=10 4 Knf® + Kn2f@ 4 (124)
E para a obtencao do operador ¢ ¢ a adotada a expansao da derivada temporal
00 0
ot oty oty 0t2

de forma que a Equacao de Boltzmann com termo de colisaio BGK pode ser reescrita na

(125)

forma

0 2 0 (0) (1) 24(2)
(K 5 5% ) (f + Knf® 4 Kn2f +...)+
.0

(FO + KW+ Kn? @) 4 ) - (126)
7o+ (O 4+ Knf® 4+ k2@ 1) =0

Como cada ordem em Kn pode ser igualada individualmente a zero, obtém-se uma

aproximacao sucessiva e recursiva para as diferentes ordens da funcao de distribuicao

FO = pea, (127a)

) (127b)

Ky = ( o
0

26(2) _ K eq 9 1) 9 )
Kn?f (atlf 5l € g ) (127¢)




Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 56

Diferentes ordens de aproximagcao sao alcancadas de acordo com a ordem maxima
considerada na andlise. Para a obtencao dos conjuntos de equacoes diferenciais resultantes
sao calculados os momentos de equilibrio {1, {, 52} da funcao de distribuicdo em relagao ao
espago de velocidades em cada ordem em Knudsen. Da aproximagao de ordem 0 (equagao

(127a)), conclui-se que

/(ff%d{: / (an<1> + Kn2f@ 4 ) d€ =0, (128a)
/(ffe‘I)Edéz / (an<1> + Kn2f® 1 ) £dE =0, (128b)
/(ffeq)§2d€: / (an<1> + Kn2f@ 4 ) €24 =0, (128¢)

de onde conclui-se que, para n > 0
/f(”) d€ =0, (1292)
/f“”{dE: 0, (129h)
/f(”)£2d5= 0. (129¢)

Para a ordem 1 em Knudsen, tem-se para a equagao (127b)

/ M ge :Kna% / Fe94€ - Kn 0 / fegdé =

oxr¥
) ) g (1300)
Kna—% (p) + 58_35@- (pui) =0,
W g — wnl [ reae. g2 0 eqeke. &
P& dE = Knat* JHEdg Kna s | [T6GGdE =
0 L
5 5 (130b)
Kna—%k (puj') + 63_% (P5ij + puiuj) =0,
. o B 0 B
[10¢aE = kn [ peiE x| ragitiE —
5 0 9 ! (130c)
il 2 il 2,. N —
Knatg (pu + DP) + 58@- (pu ui + (D + 2) Puz> 0,

onde P = pRT. O produto interno da equagao (130b) com a velocidade, apds alguma

manipulacao, permite concluir que

o [ o o [ o ) 0
Kn—— - ) = 26— (Puy) + 26 P——u; 131
Yor (p“ ) 0o (p“ “Z) O (Pui) + 205 - (131)
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de onde pode-se reescrever a equagao (130c) como

[10¢a8 = x| ragad kn - [ ragetad —
0 1
(132)
0 ( DpRT 0 (u;DpRT 0
Kn-2_ 9 7% =0,
nato( 2 ) 58@( 5 )M”R 9z 11 =Y

Se a expansao é truncada nessa ordem, % = 2*, e obtém-se o seguinte conjunto
0

de equacoes

0 0
0 0 0
ot (pui) + a (Pujuz) = ’a_xi(pRT)a (133b)
0 (D 0 D 0

que sao as Equacoes de Euler.

Considerando agora os termos de ordem Kn? (equacao (127c)),

Kn? / 72 dE =
8 e - X 74
Kn2%/fqd§Kn ato/f d€ - Kn? Derdd  (134a)
)
— Kn? ﬁ@ =0,
Kn? / FP¢;dé =

’ ) L
- Ku® oty /f 7¢jd€— Kn _/f ¢jd€~ Kn® 5 Z*/f(l)fifjdf (134b)

5 O
atf (pu)) +Kn58—% / s gigjdg =0,

Kn? / fReag =

~Kn atl/fqu d€- Kn ato/f €24€ - Kn?

) B}
— Kn? o5 <pu +DpRT) +Kn58—xi/f 62d€ = 0.

Jere?dg (134c)
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Surgem nessa ordem dois momentos de nao equilibrio ndo nulos, [ f(l)é‘ifjdg e
[f (1) £;&2 dE, que podem ser expressos em termos da func¢ao de equilibrio, de acordo com

a equagao (127b)

[ 1sggas =g [ e g [ e =

0

W (Pos + puju;) - (135)
)

Kn 01y, (pujuju + pRT (U’Z(S]k + iy, + ubij)) -

Mas, das equagoes (130), pode-se inferir que

0
o (Pdsj + pujuj) =

o 0

g (e pRT (uidy + oy + .35) +
(0 0 20 130
Knp Ty ! Ty J Z]Daxk k

Wee g O 0,419, 520
- /f §i&jd¢ KnpRT (xjuZ + xiuj %D@xkuk ,
portanto,
5 O 2 0 o 9 2 0

Somando as diferentes ordens, ou seja, as equagées (130b) e (137)

Kn [/ 0 0

5 (W + kna—) (puj) + (,ouzu]) pRT)
0 (5 o Qﬂ_+9u%6mz£1u

0x; P 7 "Uom ) Y Do, K

Com a expansao truncada nessa ordem, % = 82* + Knaitf e como, por hipotese,
0

o~ T,

0 0 0
57 (Pu) + oz, (pujuj) = e (pRT) +

0 0 0 2 6

que ¢ o balanco da quantidade de movimento expressa pela Equacao de Navier-Stokes

(139)

para um gas ideal. A viscosidade dindmica do fluido se relaciona com o tempo de relaxagao

no termo de colisdo na Equagao de Boltzmann por

w=T1pRT. (140)
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99

J& o momento que surge na equagao (134c) assume a forma

[ rseie= g [ e

0
G

<pu u; + (D + 2) pRTui> -

o6 0
T na

0

i—x
Kn axj

[ rseigieraé -

<,0u ujuj + pRT (uin (D+4)+ 52‘]‘“2) +p(RT)* (D +2) 5@']') ;

que novamente, das equagoes (130), pode ser reescrita como

0

0
B <pu u; + (D + 2) pRTui> =

0

Kn 830]

(pu ujuj + pRT (u@'uj' (D +4) + d;5u > +p(RT)* (D +2) 52']') +
0

d 0
— 99RT | w: [ =—w;
Ko pR (u] <8xj u; +

0

du;

Uj*

2,

— / fWee2de = %2,0RT><

Entao,

2

NN
J 8le ox; 7 D

0= Kr12i (pu2 + DpRT)

ot

0 0
(QpRT <Uj (8_$UZ + I
j i

e somando as ordens (equagoes (130c) e

9 9 )
K DpRT
n(at0+ at1)<p“+ pR)

Uj*

0 0
— 952 T N
0% — 8&0@ (pR (uj (81;3' u; +

220 1))

0

v 8xk

uk) +

0
2_
) 0xlx

2

D% os

o
ox;

0

(143)),

2
u]'*

Com as hipoteses anteriores de que % =

gt <pu + DpRT)

0
)

8@-
9
ox;

2

0

uj-——5

D"z,

—u
DY 0y, K

(D

D%

Uk) +

7

2

0

—
Lk k)

0 (pu2ui + (D + Q)pRTui>

uk) +

2

(D+2) 9

1))

(D+2) 8

(D)) ).

)+(D+2) 0

2

)

+2) 0
. @<RT>)-

9 (9
+ (5% (pu u; + (D + 2)pRTuZ>

a a ~
—I—Kna—tfeérur,

ot

0
21— X

oz

ox;

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)
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O produto interno da velocidade com a equagao do balanco da quantidade de

movimento resulta no balanco de energia cinética

0 5 0, )
5;0%t)+-8%(pu uj) = 2uig (pRT)+

0 0 0 2 0

que subtraido da equagao (145) resulta na equagao de conservagao de energia interna

0 ( DpRT o (D 0
— ( i ) ( pRTuZ) = —pRT— (u;) +

(146)

ot 2 (91:2 ox;
0 9 (D +2) 0
o2 ( pR=T —y 8—%(T)> + (147)

0 0 2 0 0
TpRT | —uj + —uj— =0;=—up | =— (u;).
P (&vj " 0x; 7 DY om, k) Ox; (%)
Conclui-se, por comparagao com as Equacoes de Navier-Stokes-Fourier, que a
condutividade térmica k se relaciona também com o tempo de relaxag¢ao no termo de

colisao T por

(D+2)
—

Para um gas ideal monoatomico somente com movimentos de translacao, ¢, =
R(D+2)
2

k=TpR®T (148)

, de onde pode-se determinar o coeficiente de difusividade térmica do modelo pela
relacdo o = k/pcy = TRT. Também, tem-se a viscosidade cinematica v = u/p = TRT,
ou seja, para um modelo de colisao BGK, tanto a difusividade quanto a viscosidade
cinemdtica possuem o mesmo valor, o que implica em um Ntmero de Prandtl Pr = v/«
unitario. Modelos que necessitem um nimero de Prandtl varidavel requerem outros modelos
de colisao.

A préxima ordem de andlise renderia como resultado as Equagoes de Burnett e
as ordens mais altas sao chamadas de Equacgoes de super-Burnett (GORBAN; KARLIN,
2017; AGARWAL; YUN; BALAKRISHNAN, 2001; STRUCHTRUP, 2004). O Numero de
Knudsen fornece uma medida de quao rarefeito é o escoamento, sendo que, quanto mais
rarefeito o escoamento, menor sera a validade da teoria do continuo na sua representacao.
As Equacoes de Euler sao validas quando Kn — 0, e as Equacgoes de Navier-Stokes-Fourier
sao validas quando Kn < 1, mas nao necessariamente nulo.

Fica evidente a complexidade da obtencao de novas equagoes que contemplem
numero de Knudsen finitos, que sao o caso de fendmenos como ondas de choques e
transicao de fase. A Equacao de Boltzmann, por sua vez, é valida para todos os regimes

hidrodinamicos, e especialmente 1til em regimes onde o nimero de Knudsen ¢ moderado,
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sendo a equagao discreta de Boltzmann uma simples e poderosa ferramenta capaz de
resolver essa equacao.

A analise de Chapman—Enskog revela uma outra caracteristica importante. Como
é uma expansao recursiva onde f 0) depende de f (6Q), f (1) depende de f (0), e assim por
diante, de certa forma, independentemente da ordem de aproximagao em Knudsen, recai-se
sempre na correta determinagao dos fluxos dos momentos de alta ordem da funcao de
distribuicao de equilibrio. A correta recuperacao das Equagoes de Euler (ordem 1) requer
a correta avaliacdo dos momentos {5’ e 552 da funcao de equilibrio. Na ordem 2 (NSE),
0s momentos EEE e 5552 sa0 necessarios, e assim sucessivamente. E nessa caracteristica
que os modelos de baixa ordem falham na tarefa de simular corretamente escoamentos
compressiveis e nao isotérmicos. A rede de segunda ordem em tensores de Hermite D2Q9
nao recupera corretamente o momento 5{2 da func¢ao de distribuicao de equilibrio, que é
uma contracao de um momento de terceira ordem. A expansao em tensores de Hermite,
contudo, garante a conservacao dos momentos da func¢ao de distribuicao de equilibrio
até qualquer ordem N, sendo que, de forma genérica, para que momentos de ordem n
para uma aproximacao de ordem k£ em Knudsen sejam corretamente representados, uma
expansao de ordem N = n+k em tensores de Hermite é requerida (SHAN; YUAN; CHEN,
2006).

Geralmente se estd interessado na conservagao da massa (momento de ordem zero),
da quantidade de movimento (momento de ordem 1) e da energia (momento de ordem
2) para uma aproximacao de ordem 2 em Knudsen (Equagoes de Navier-Stokes-Fourier),
de sorte que necessita-se uma expansao de ao menos ordem 4 em tensores de Hermite.
O método, entretanto, é amplo e irrestrito, servindo para se alcancar qualquer regime

desejado.

2.7 MODELOS DISCRETOS

A correta discretizacao do espago de velocidades garante a conservacao dos momen-
tos de equilibrio até a ordem desejada e, consequentemente, a obtencao de qualquer regime
hidrodinamico que se queira alcancar. A discretizacao do tempo e do espaco, contudo,
caracterizam apenas uma aproximacao para a Equacao Continua de Boltzmann, sendo
essa aproximacao uma fonte de erros que também podem ser estimados com o auxilio da

Anélise de Chapman-Enskog. Tomando novamente a equagao (70)

1 1
fi(@+€éh,t+0)= afz (Z,t) + i (56t + hez'aaa) fi (@, t)+

0=1

X (149)
51 (50, + hei, da) (5at + h%aﬂ) i (7 1)+,

~~

0=2
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tem-se para o método da colisdo-propagacao que

fi (T + Eih,t+6) -~ gifi (7,1) 1 G
i i ; or/e =7 (8t+cz'aaa)fi (Z,6) +
Eq. B(ﬁgzmann (15())
1
519 (01 + ¢i,0a) (at * %85) fi (&, t) -
Erros ﬁ—Q

onde os termos de ordem mais alta na expansao em série de Taylor aparecem como erros
de discretizacdo. O segundo termo da expansao representa os erros mais altos, e serd
incorporado na andlise apresentada previamente.

Introduzindo as variaveis adimensionais ¢t* = t/I', 7* = Z/L e ¢ = §¢;/h, pode-se

escrever

Eq. Boltzmann

1 /0 0 h 0 e, h 0 (151)
(= —c¥ — Zer )£ (7 — .
5 (mt* + Lclaaxg) (mt* + chﬁa%) fi (T, 1) +... = 5.
Erro;ﬁ:2
Seguindo a hipdtese de que 6/I" ~ h/L ~ Kn,
0
Ko (G g ) (04
Eq. Boltzmann
152
11{11280%—2*88—1-**a fi (@ t) +... = 69y .
2 Opx Opx i (%* O i 2'8(9 * 8 ! N v
Erros ﬁz?
onde, com o termo de colisao BGK,
0 (0) (1)
K K
n(ato ot Z“@xa) (17 +Kug ) +
Kn? 0 0 0
— 1 Kn— — 1+ Kn—
2 ((ats; T ) (ato N )+ 5

0 9, 0 0o 0
* — — ek
2¢; o D (8t0 +Knatik + ) + claclﬁaxg; 8x*) X
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Isolando cada ordem em Knudsen, tem-se as formulacoes recursivas
0
Iy (154a)
Ore (1) _ eq 9 eq
7_anz. =-Kn (8t0f +c ZO‘@ *f , (154Db)
0 e 2(2) 2( 0 plea) , O (1) x O (1)
“Kn?f'\Y = K — — ; h
R ! otf +8t0 +claax;fl "
154
10 0 g, o 00 1, , 0 0 . (154c)
P 14 /. +=c ¢ A
28t0 oty Cla oz 0ty™" 2 B gk O
Mas,
1866q*086q1**086q_
T N VT R K e .
155
O (0 (1), (1)
2T<a%ﬁ T gagli)
e, entao,
0 e 2(2) 2 (0 eq) 0\ 9 ()
-Kn“f" =-K — 1 — ) ==/,
o Ji t 815’1ku + 2T 8t6‘f’ *
(156)

BEAPRR Y
(o 8)ist?)

de onde, por comparagao com a analise aplicada a equagao continua, conclui-se que o termo

—0 /27 aparece como um erro de segunda ordem em Knudsen, alterando os coeficientes de

transporte.

Calculando os momentos {1, ¢;, c; } em relacao as velocidades discretas, para a

ordem 1 em Knudsen, tem-se

b
gKani( Kn%2f6q+5 Zfeq

0
Ty Y

b b
0 (1) e, 9 eq
_;Kni_zlfz- i —KD%Z]C —|—(5£Z‘_Zlfi Ci, Ci,

Kn o ., . 0 .4 0 [(p0
58%@wﬁ+%wp%w%—a% aZ )|

(157a)

(157b)



Capitulo 2. A equagdo de Boltzmann e sua discretizagdo 64
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Das equagoes acima pode-se retirar as relagoes

(158a)
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Os mesmos momentos para a ordem 2 em Knudsen rendem

5y @) ) AR

Okn2S @ - g2 [ LN (10 2) L N4

~Kn Z__Zlfl Kn 8tf;fl +<1 27) 8t§;fl
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b b
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A conservacao da massa para uma aproximacao de segunda ordem em Knudsen é,

portanto,

o \otx oty 0
N b i (160)
— * _ L D N
= 5"t (p*u) =0,
o balanco da quantidade de movimento,
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e a conservagao da energia total,

% (a?g +Kné§i‘) (p*g*Q + g%) + % (,)*3*2@ + g%g §>
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S

Nas unidades adimensionais da rede, por comparagao com as Equacoes de Navier-

Stokes-Fourier, tem-se para a viscosidade dindmica e condutividade térmica, respectiva-

mente,
*
* al 0

=7—(1-— 163

2 T ag < 27_> ) ( a)
*
N p 0 1 (D+2) )

_ 1- — 163b

" ! a? ag 2 2T ( )
1 (D42)

Reconhecendo que ¢, = 2T tem-se para a difusividade térmica o™ = £*/p*cp e

viscosidade cinemética v* = pu*/p*,

0 )
oo (1o — 164
v Tag( 27), (164a)

o = T% (1 - %) . (164b)

Novamente, tem-se coeficientes de transporte idénticos para o modelo de colisdo

BGK. Os erros de discretizagao introduzidos limitam também os valores possiveis que
o tempo de relaxagdo 7 pode assumir, ja que valores menores que 1/2 resultariam em
valores (nao-fisicos) de viscosidades negativas. Modelos mais realistas devem ser capazes
de lidar com valores distintos para os coeficientes de transporte, e s6 podem ser alcancados
com modelos de colisao mais sofisticados que o BGK. Ressalta-se também que os erros de
discretizacdo podem ser diminuidos pelo emprego de ordens mais altas de discretizacao
espacial e temporal. Muitas vezes, contudo, discretizacoes de alta ordem resultam em
modelos numéricos implicitos (MATTILA et al., 2013), geralmente mais custosos de serem

resolvidos numericamente.



3 CONDICOES DE CONTORNO

3.1 INTRODUCAO

Ao se limitar o dominio de simulacao, suposi¢oes acerca das caracteristicas do
escoamento nas fronteiras devem ser feitas, sendo essas suposi¢oes e as maneiras como sao
incorporadas chamadas de condi¢oes de contorno. Em métodos tradicionais, as condi¢oes
de contorno se dao pela aplicagao direta dos valores desejados das varidveis macroscopicas
como a velocidade ou a pressdao e/ou de suas derivadas diretamente nos nés ou volumes
que formam o contorno do dominio em questao. A forma como condi¢bes de contorno
sdo impostas em métodos cinéticos, entretanto, é substancialmente diferente da forma
adotada em métodos baseados na teoria do continuo. Além das diferencas inerentes a cada
método de discretizacao, como Volumes Finitos ou Diferencas Finitas, por exemplo, hé nos
métodos cinéticos a impossibilidade de se lidar diretamente com as variaveis macroscépicas,
que devem ser transpostas, no caso da equacao de Boltzmann, em fungoes de distribuicao.

Conforme a simulagao evolui, fungoes de distribuicao deixam o dominio, ao passo
que outras funcgoes de distribuicdo, a priori, desconhecidas, adentram o dominio. As
condi¢oes de contorno em métodos cinéticos sao dadas pelas propriedades dessas fungoes
de distribuicao desconhecidas que entram no dominio. Nao existe, entretanto, um consenso
quanto a forma pela qual as fungoes de distribuicao que formam as condi¢es de contorno
devam ser determinadas, sendo a adequada imposicao dessas fungoes de distribuicdo um dos
mais importantes e criticos pontos na equagao discreta de Boltzmann (JAHANSHALOO
et al., 2016). O objetivo deste capitulo é propor uma metodologia para a determinacao das
funcoes de distribuicao que entram no dominio para quando as fronteiras sejam compostas

por barreiras solidas.

3.2 DEFINICOES

Na equacao discreta de Boltzmann baseada no método da colisdo-propagacao, na
etapa de propagacao, nas fronteiras do dominio, algumas func¢oes de distribuicao sao
deslocadas para fora do espago de simulagao, ao passo que as diregoes opostas as que
deixam o dominio teriam de vir de pontos externos inexistentes, sendo assim, incognitas.
Essa condigao ¢ ilustrada na figura 4, onde a rede D2V37, ilustrada na figura 5, ¢ utilizada
como exemplo. Apesar de aqui se estar representando uma fronteira solida, a ideia é
essencialmente a mesma no caso onde as fronteiras sdo abertas, como em um campo
distante ou na imposicao de um fluxo de massa, por exemplo.

Pode-se identificar, neste caso, quatro tipos diferentes de pontos na simulagio.
Os pontos de fronteira, cujas posi¢des sao escritas como 7j, que sdo quaisquer pontos
que tenham ao menos uma velocidade discreta que, apds a etapa de propagacao, se

encontre fora do dominio. Pontos que se encontrariam fora do dominio, chamados de
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Fluido Fluido

Fluido

Figura 4 — Diferentes condigbes antes e apés a etapa de propagagao. (a) Velocidades
discretas em um ponto préximo a parede antes da propagacao. (b) Posigoes
ocupadas por essas velocidades apds a propagacao. Em azul, as velocidades que
deixam o dominio. (¢) Pontos fora do dominio antes da etapa de propagacao
de onde viriam as fungoes de distribuigao ocupadas em (d) apds a propagacao.

pontos ficticios, cujas posigoes sao denominadas 7y, pontos onde as fungoes colidem com
a parede, denominados 7, e os demais pontos, que sdo os pontos do fluido, com suas
posigoes denominadas Zy. Esses pontos sao ilustrados na figura 6, onde a fronteira é
composta por uma parede plana alinhada com o eixo z localizada na parte inferior de um
espacgo bidimensional.

Nos pontos de fronteira 7 as fungoes de distribuicao que atingem a parede na etapa
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Figura 5 — Conjunto de velocidades discretas D2V37.
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Figura 6 — Diferentes tipos de pontos em um dominio.

de propagac¢ao formam um conjunto { fz-xb’j}, e as fungoes que viriam de fora do dominio

e atingiriam esses pontos formam um conjunto { fimb’O}. Esses conjuntos dependem da
rede utilizada e da distancia do ponto de fronteira a parede, como indicado na figura 7
para o caso da rede D2V37. Para o ponto de fronteira 7j = (0,0), ilustrado na figura 7(a),

os conjuntos de funcoes de distribuicao

fZ-(O’O)’I = {5, 8, 19, f13, 18, 19, F20, o1, Foa., o5, o9, 34, 135, 136, 37} (165a)
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FOO00 — A fos frs it as fiss fis i, foo o3 ot f30, Jo1, fo2s fra ) (165b)
sao identificados. Da mesma forma, para o ponto 7 = (0,1) (figura 7(b)) tem-se os
conjuntos

fi(o’l)’[ = {13,719, f0, o4, 25, 29, 35, f36 } (166a)
100 — {fi1, fis, fuos foz oz ot fo1, Joo ) (166b)
e para o ponto 7, = (0,2) (figura 7(c)) os conjuntos
102 = (o fs5. s} (167a)
1920 = {r, f1, S (167b)

O objetivo de qualquer condicao de contorno é determinar as fungoes de distribuicao

contidas no conjunto { fmb’O}, que sao incognitas, com base nas funcoes de distribuicao do

conjunto { fi ’ }, que deixam o dominio, e nas condi¢oes de velocidade 1, e temperatura
Ty da parede.

As razoes pelas quais se utilizou como exemplo uma rede com tantas velocidades sao
duas. Primeiro, esta rede garante uma aproximacao de quarta ordem a equacao continua
de Boltzmann, necessaria para se obter regimes hidrodinamicos compressiveis e com troca
térmica. Segundo, para ilustrar como os modelos de alta ordem diferem substancialmente
dos modelos de ordens mais baixas. Se utilizar-se a rede de segunda ordem D2Q9, por
exemplo, teria-se a situacao indicada na figura 8, onde nota-se que o niimero de fungoes
de distribuic¢do incognitas é apenas 3. A quantidade baixa de incégnitas é um dos motivos
pelo qual a grande maioria dos trabalhos sobre condi¢oes de contorno lidam com redes de
baixa ordem. Os modelos desenvolvidos com redes de baixa ordem, contudo, nem sempre
podem ser estendidos para redes arbitrarias com qualquer nimero de velocidades, sendo
que a limitagao na disponibilidade de condi¢oes de contorno aplicaveis a modelos com um
alto nimero de velocidades discretas acaba restringindo o uso de modelos de alta ordem

e, consequentemente, a simulagdo de regimes hidrodindmicos mais complexos.

3.3 CONDICOES DE CONTORNO BOUNCE-BACK E ESPECULAR

Existem varias condigoes de contorno comumente utilizadas para representar frontei-
ras solidas na equacgao discreta de Boltzmann, como a condi¢ao de contorno Bounce-Back
de Nao Equilibrio (BBNE) (ZOU; HE, 1997) e a Extrapolacao de Nao Equilibrio (ENE)
(CHEN; MARTINEZ; MEI, 1996) que sdo, de certa forma, derivadas da condicdo de
contorno do tipo Bounce-Back (BB) (ZIEGLER, 1993). A condicao do tipo bounce-back,
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Figura 7 — Diferentes conjuntos de fun¢oes de distribuicao de acordo com a distancia do
ponto de fronteira a parede. (a) 7, = (0,0), (b) Z, = (0,1) e (¢) 7 = (0,2). Em
vermelho, as fungoes que atingem as parede, e em azul, as fungdes incognitas.
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Figura 8 — Exemplo com o D2Q9.

Figura 9 — Condicdes de contorno do tipo (a) especular e (b) bounce-back. £ é a velocidade
antes da colisao e £ ¢ a velocidade apds a colisao.

juntamente com a condi¢ao de contorno especular, constituem os modelos mais simples e
fundamentais no método. Ambas as condigoes baseiam-se na ideia de simplesmente refletir
de volta ao dominio quaisquer fungoes de distribuicdo que atinjam as paredes. Ambas as
condigoes sao indicadas na figura 9.

Matematicamente, se f (f, &, t> ¢ o numero esperado de particulas com velocidade

¢ no ponto Z, e R é um dominio com fronteira JR, para a condi¢ao de contorno especular

tem-se que,

f (fét) :f<:?,§—2ﬁ (ﬁg’) ,t) : (:E’e OR.E -1 < o) , (168)
indicando que um conjunto de particulas que atinge a parede com velocidade E é refletido

de forma especular com velocidade E e, para a condicao de contorno do tipo bounce-back,

tem-se

f(761) =5 (z-¢.1): (Feom.§ -5 <0), (169)
indicando que um conjunto de particulas que atinge a parede com velocidade é’ é refletida

com velocidade 5 = 75’ .
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A condigao de contorno do tipo bounce back é bastante utilizada por ser facilmente
implementada e por ter como efeito pratico a existéncia de uma parede fixa localizada
exatamente entre dois pontos consecutivos da rede (CORNUBERT; D’HUMIERES; LE-
VERMORE, 1991). As fungoes de distribuicao incégnitas dependem somente das fungoes

de distribuicdo conhecidas que atingem as parede, ou seja, o conjunto { fixb’o} depende

somente do conjunto { ffb’j}. As variagoes da condicao de contorno do tipo bounce back,
como a BBNE (ZOU; HE, 1997) e a ENE (CHEN; MARTINEZ; MEI, 1996), por exemplo,

buscam ampliar a limitacao de que a parede seja estaciondria, permitindo se impor uma
velocidade a superficie. A BBNE, contudo, faz uso de um sistema de equacoes que nao
pode ser generalizado para qualquer nimero de incognitas e a ENE, por sua vez, utiliza-se
de extrapolagoes que afetam a estabilidade da simulagao.

A maior imprecisao dessas condigoes de contorno, entretanto, nao é estabilidade ou
a impossibilidade de se trabalhar com um grande ntimero de incoégnitas e sim, a hipétese de
que um conjunto de particulas com uma dada velocidade possui uma tnica e bem definida
direcao de saida que se conhece com certeza. Como em muitos casos a representagao de
fronteiras solidas como sendo paredes fixas junto das quais a velocidade é nula e nao ha
troca de calor é uma aproximacao valida, a condi¢cdo de contorno do tipo “bounce-back”
¢ ainda amplamente empregada em modelos de baixa ordem que visam a simulacao de
escoamentos isotérmicos.

A razao pela qual essas condigoes de contorno extremamente simplificadas e pouco
realistas ainda serem empregadas ¢ a imensa dificuldade de se representar corretamente e
de forma fidedigna a complexa interagdo entre um fluido e uma superficie solida. A real
interacao depende de inimeros fatores como o grau de afinidade quimica entre o fluido
e a superficie, do grau de adsor¢ao, da temperatura da superficie e da rugosidade, por
exemplo. O conhecimento e representacao de todos esses fatores, entretanto, é impraticavel
seja tedrica ou experimentalmente. As condigoes de contorno sdo entao idealizacoes das
reais interacoes possiveis e, do ponto de vista da teoria cinética, o que se deseja determinar

com as condig¢oes de contorno é o nicleo de espalhamento

R(é’—>§;f,t;7|:zeaR;€-ﬁ<0;§-ﬁ>0), (170)

que é a probabilidade de uma particula com velocidade 5 atingir o ponto 7 e ser refletida
no mesmo ponto com velocidade 5 apds o tempo 7 (tempo que a particula fica em contato

com a parede), de acordo com as condigoes de temperatura e velocidade dessa parede
(CERCIGNANI, Carlo, 1988). Dessa forma, o valor final da funcao f (f, 5, t) é dado pela

. . ~ 7z . . g . .
soma da contribuicao de todas as possiveis velocidades & serem refletidas com velocidade
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&}

Figura 10 — Condicao de contorno difusa.
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(171)
( R,{-A )
3.4 CONDICAO DE CONTORNO DIFUSA

Uma forma idealizada para a determinacao do ntcleo de dispersao R é adotada na
condigao de contorno difusa de Maxwell (MAXWELL, 1879), que assume que o tempo
de interacao entre as particulas e a parede 7 é muito pequeno, de modo que possa ser
desprezado, e que as fungoes que atingem a parede perdem qualquer informacao anterior
ao impacto, a nao ser o numero de particulas. O ntcleo de dispersao ¢ entao determinado
considerando que as funcoes sao refletidas parte de forma especular e parte de acordo com
a funcao de distribuicado de Maxwell-Boltzmann a temperatura 7T, e velocidade 1, da

parede,

e (E, T, Tw> (172)
Jeasof (5 T, Tw) |

onde a é chamado de coeficiente de acomodagao. Com a = 0 tem-se uma reflexao total-

mente especular, e com a = 1 uma reflexao totalmente difusiva, como ilustrado esquema-
ticamente na figura 10.
No ambito de modelos com velocidades discretas, esse tipo de condi¢ao de contorno

aparece em 1977 no trabalho de Gatignol (GATIGNOL, R., 1977), que pode ser adaptado
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para a equacao discreta de Boltzmann definindo o niicleo de dispersao discreto como

eq ;-
/ . U ,T
R(%%%;f, t) _ i o f”) , (173)
g0 9 (tw, Tw)

onde gf 7= fz-eq /p- A condigao de contorno é dada pela fungao de distribuigao resultante
da soma da contribuicao de todas as velocidades com dire¢oes ¢ que atingem a parede

no ponto 7 no instante ¢

(i T -
CE X p— LRI A
¢ fi<0 (174)
(fe&R,@i-ﬁ>O,gi~ﬁ<0).

Este tipo de condi¢do de contorno é chamada de condi¢ao de contorno cinética, ou
difusa. As dificuldades na sua implementacao na equacgao discreta de Boltzmann surgem
do fato de que, primeiramente, modelos de alta ordem possuem velocidades que percorrem
mais de um espacamento de distancia por iteracao na etapa de propagacao, de sorte
que o conjunto {é’;} de velocidades que atingem as superficies variam de acordo com a
distancia do ponto a parede, como indicado na figura 7. Segundo, e mais importante,
porque as posic¢oes finais que as particulas ocupariam apds a colisdo no ponto 7, nem
sempre correspondem a um ponto da rede.

Se consideramos que a interagdo com as paredes ocorrem durante a etapa de
propagacao, ¢ sensato admitir que cada direcao atingira a parede em um instante de tempo
diferente entre t e t4+9t. Denominando esse intervalo de tempo por 7, e considerando que
o tempo em que a particula fica em contato com a parede é muito menor que §t, pode-se
determinar o tempo restante apos a colisao como sendo Tyt = 0t — 74, Se 1 for o vetor
normal a parede, o grupo de velocidades {€;} que serao refletidas de volta ao dominio
pode ser determinado por {€;|€; - n > 0}, e a posicao final da particula seria, portanto,
dada por 7 = Iy, + (74n/0t) ¢ i + (Tout/0t) {€;}, sendo ¢ ; a direcao que deu origem a
colisdo e T, o ponto ocupado inicialmente pela funcao de distribui¢ao. Essa condigao ¢
ilustrada na figura 11, onde a parede foi posicionada a meio espacamento de distancia dos
n6s mais préximos (conhecida como implementacao “half-way”). Sdo destacadas na figura
como nem todas as posicoes finais das velocidades sao pontos da rede.

Para contornar essas dificuldades, diferentes abordagens podem ser encontradas.
Em geral, conta-se com o auxilio de pontos ficticios nas paredes. Os pontos ficticios servem
de “buffers” para as fungoes de distribuicao que serao refletidas de volta ao dominio. Uma
vez que se conhecem a temperatura e a velocidade da parede, as func¢oes de distribuicao
refletidas seriam totalmente determinadas pela estimativa da densidade em cada ponto
ficticio. Uma extrapola¢ao de segunda ordem segundo cada diregao caracteristica (SO-
FONEA; SEKERKA, 2005) ou uma propagagao em dois passos (MENG; ZHANG, 2014)
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Distance from wall [lattices]
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n

Figura 11 — Velocidades refletidas de acordo com a distancia até a parede. Vermelho: Ve-
locidade incidente; Preto: Velocidades refletidas; Azul: Velocidades refletidas
cuja posi¢ao final é um ponto da rede.

podem ser utilizadas para esse fim. Propoe-se neste trabalho uma alternativa aos méto-
dos anteriores: a adicao da restricao ao conjunto de velocidades refletidas de que nesses
conjuntos somente constem velocidades cuja posicao final seja também um ponto da rede.

Novamente, se 7j, ¢ um ponto da rede e e_; ; € uma direcdo nesse ponto que atinge
a parede (e—; ;-0 <0), pode se determinar a distancia d desse ponto a parede segundo a

direcdo €';. A funcao f(e i» Tp,, ) atinge a parede no ponto Zy = Ty, +—=— K d y ¢';, sendo d/|e' ;|

a fracao de tempo (em uma iteragdo) que a funcgao de distribuigao leva para atingir esse
ponto. Na condicao de contorno cinética como descrita anteriormente, todas as diregoes €;

com €; - n > 0 seriam refletidas de volta. A ideia agora é restringir esse grupo somente as

direcoes em que I = Ty + <1 - %) €; seja também um ponto da rede, sendo < |)
€ ; ’L
a fracdo de tempo restante na iteragao. As fungdes que emergem do ponto 7, sao a soma

de todas as funcoes que atingem esse ponto no instante ¢

eq /-
(U, Tw) R
f(é)laf’IU?t) = gZ ( = ew T <e/i7£wat> ;

s\l

(:Z"’w cOR,¢ -0 >0,¢; -0 <0,z € lattice

sabe-se entdo a posicao final Zj, na rede e a direcao €;, ou seja, conhece-se f(€;, Zp, t +0t) =
fxb’ (t+ dt), que a incégnita que se busca suprir com a condi¢ao de contorno.

Para ilustrar a afirmacao acima, nas figuras 12 a 27 sdo indicadas, em vermelho,
todas as func¢oes de distribuigdo que atingem um ponto 7, num mesmo instante de tempo

e, em azul, as fungoes que apds percorrerem o dominio pelo tempo restante atingiriam um
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ponto da rede. Ou seja, o conjunto { 5 Of (e'i, Ty, t> } na equagao (175) é dado pelas

fungoes de distribuicao indicadas em azul e o conjunto {Za-.f»o; Zrelat gfq (U, Tw)} pelas
funcoes de distribuicao indicadas em vermelho. As figuras sdo, portanto, representagoes
graficas da equagao (175) para cada incégnita, equagoes essas escritas explicitamente nas
equagoes (176) a (201).

anm ‘ % % % % % Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
25+ i © Pontos do fluido [
| = Pontos ficticios
P i ° . . . . A Pontos de coli§ﬁo |
| |
| :
151 ! —
| (@+0,1),0 |
1+ | ° ° ° 27 ° ° ° | .
| |
0.5 3 3 |
| @100  p@H)0),0 (@+10),0 |
0 } [ ] [ ] 17 3 14 [ ] [ ] } —
| |
05 | | |
e ! (z—1,0),1 !
/ fa T |
-1+ I (z+0,0),1 | _
| n n /f5 l n n !
‘ 0,1),1 ‘
15 ! ! | ! fz(?ﬁ = ! ! /l
x-5 x-4 x-3 x-2 x-1 (z+1,0),1 x+1 X+2 x+3 X+
18
. . ~ e e, (2,0),0 ,(2,0),0 ,(z,0),0
Figura 12 — Deterfnl(r)lagao das fungoes de distribui¢ao incognitas f; s J1a , i
x
e f2(7’ ) )

f(xao)aO . gzgeQ) (ﬁUh Tw) %
3 T (eq) | (eq) | (eq) | (eq)
93 "t 914 T 917 Tt 97 (176)

x,0),1 z+1,0),1 z—1,0),1 x,1),1
(01 4 fgH 100 ¢ [0 faidT).

(eq)

f(xao)vO _ 914 (ﬁwv Tw) %
14 ~ (e e o .
%®+ﬁf+ﬁﬁ+éﬁ (177)

z—1,0),1 z,0),1 z—-2,0),1 z—-1,1),1
({190 4 g 1 3010 o)

f(f?rao),O _ g:([gq) (ﬁ’llh Tw) .
1 (e e e p
o5+ g1 + g7 + 57" (178)

<f5(a:+1,0),l +f1(§:+2,0),1 +f2<f’0)’] +f2(§+1’1)’1>,



Capitulo 3. Condigées de contorno 78

f2(7x,1 0 _ géiq) (ﬁwa Tw)
gzg,eq) +9§4)+9§7)+9§7) (179)

<f( +f1x+10 +fx10 f >

3m ‘ ? Q Q Q Q Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
| .
25 ! © Pontos do fluido |
| = Pontos ficticios
2+ i ° ° ° ° s A Pontos de coligﬁo |
| |
| |
1.5 | ! |
! |
‘ @E-11),0 p(+0,1),0 w
| |
1+ | ° ° f, f31 ° ° ° | -
| |
| |
0.5 | -
| |
(.’17—2,0),0 (‘T—lio) O (.’L'+1,0),O
0 i ¢ f33 f7 f 30 [ ] ] i _
| |
-0.5 ’ | —
! -—2,0),1 |
:/ 20 |
(z—1,0),1 |
-1 ! n | ] fg | | n n | |
| / Fl-LD |
| 36 /
15l | \ | | / é”"’“)’l | | | 1
X-5 x-4 x-3 x-2 x-1 féngOsl)J X x+1 X+2 X+3 X+
(z+1,0),1
34
z,0),0

z,0),0 ,(z,0),0
7f7( ) 7f3(0 ) ’

Figura 13 — Determinacao das fungoes de distribuicao incognitas f6(

2,1),0 ,(z,1),0 2,0),0
f3(1 ) ,f3(3 ) ef?fs )

50 = (@) . (e0) gé<q)>(uw’<Tu>)> () . (o) "
9% =+ 97 +90 + 931 + 939 + g3z (180)
<f8(x,0)71+f9x 1,0), +fx+10 +f +f3énll +fx 20)I>’
70 = () . () gézi)(ﬁw,(%) ) L (@)
9 +97 g3 + 931 + 932 + 933 (181)
<f§m+1o +f9 +f3m+20 Jrfa:+11 +f +f3x 10)1)7

J30 = gég(l) (B, Tu) X
géeq) +g§6(1) Jrg(eq) +g§i(1) +g§SQ) +g§§q) (182)
<f8(x10 +f9x20 +f34 +f3g11 +fx21 foO )
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A (i, To)

(z,1),
f31 - e [ e € € e X
gé q) i g§ q) I g(oq) i 9§1q> 4 g§2q) I g;gf) (183)
<f8(1:,0),l+f9x 1,0), +fx+10 +f +f3g11 +f$ 2,0), )

f . géng) (ﬁwa Tw) %
32 - e e e e (& €

gé q) X g§ q) n g( q) 4 9§1q) + g§2q) I g§3q) (184)
<f8(x+10 +f9 +f34f+20 +fx+11 +f +f3$10)1>,

gé;,Q) (ﬁw ) Tw)

(2,0),
33 ~ (e e e e e o) ©
g( q) I gé q) n g( q) I 9;5,1” n g§QQ) n g§3Q) (185)

<f8(x+20 +f9x+l ,0), +f (z+3,0), —|-f (z+2,1), +f3x+11 +f I>

3n ‘ ? ? ? ? ? Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
! .
251 ! © Pontos do fluido H
| = Pontos ficticios
7 i ° . ° ° . A Pontos de coli§ﬁo H
| |
| |
L5 | ! |
! |
1 !
1~ | ° ° ° ° ° ° | -
1 1
| |
0.5 3 3 _
| f(:H— 0),0 !
0 | ° . . 1 . . . | _
! |
| |
0.5 ‘ .
! +0,1),1 |
:/ b ‘
-1+ : [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] i —
| /
5L | ‘ | | | | | l
X-5 x-4 x-3 x-2 x-1 X x+1 X+2 X+3 X+

Figura 14 — Determinacgao da funcao de distribuicao incognita fl(? ’0)’0.

fE0.0 _ fold (186)
RO = gt (187)
HeOO = gyt (188)
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anm ‘ % % % % % Q ? ‘
| e Pontos de fronteira
25 i o Pontos do fluido |
| = Pontos ficticios
. | . ! . . . 4 Pontos de colisdo ||
| |
| :
15 ! A
| |
| :
1~ | ° ° ° ° ° ° | -
| |
| |
0.5 3 3 |
| (2+0,0),0 |
0 } [ ] [ ] [ ] 15 [ ] [ ] [ ] } —
| |
| |
05 ; | |
) ! 1000 !
/ Y !
1 ! '] '] ] ] ] i —
| /
15 | ‘ \ | | | | l
X-5 x-4 x-3 X-2 x-1 X x+1 X+2 X+3 X+
. . - - e e (0,0),0
Figura 15 — Determinacdo da funcdo de distribuicao incognita fis .
3m ‘ Q ? Q ? ? Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
| .
25+ ! © Pontos do fluido |
| = Pontos ficticios
S L | . . . . . 4 Pontos de colisio ||
| |
| :
L5 | ! |
| |
| :
1+ | ° ° ° ° ° ° | -
| |
| |
0.5 | -
| (2+0,0),0 |
0 } [ ] [ J [ ] 16 [ ] [ J [ ] } -
| |
| i
0.5 ‘ -
! LT |
/ fig Y |
- ! '] '] ] ] ] i —
| /
15 | \ | | | | | 1
X-5 x-4 x-3 x-2 x-1 X x+1 X+2 x+3 X+

Figura 16 — Determinagao da funcao de distribuicao incognita fl(((s) ) ’O.

(eQ) T

g0 = o (Tw Tu) (el | a2ty (189)
(eq) (eq)
922"t 9o3
(BQ) T

Hp00 _ %23 (i, Tw) (f§f+2’1)’1+f2(§*1’1)’1). (190)
(eq) (eq)
929" T 993
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anm ‘ % % % % % Q ? ‘
| e Pontos de fronteira
25 i o Pontos do fluido |
| = Pontos ficticios
. | . ! . . . 4 Pontos de colisdo ||
| |
| :
151 ! —
| |
| :
1+ i ° ° ° | .
| |
| |
0.5 3 3 |
| |
| ,0), 000 |
o | . . f23 22 ) . . | -
| |
| |
05 ; | |
: ! 2,1),1 |
/ f(f ), !
(z+1,1),1 I
1 ! . . f24 ] . = | .
15 \ ‘ \ \ \ \ \ l
X-5 x-4 x-3 X-2 X x+1 X+2 x+3 X+
Figura 17 — Determinacao das funcoes de distribuicao incégnitas f22 f23
3m ‘ Q Q Q Q Q Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
| .
25+ ! © Pontos do fluido
| = Pontos ficticios
ol i ® s s ° A Pontos de coligﬁo ]
| |
| :
1.5 | ! |
| |
| :
1+ | ° ° ° ° ° ° | -
| |
| |
0.5 | -
| (z+,0),0 |
0 i ' ° ° 27 ° ' ' i -
| |
0.5 3 R
’ ! 240,2),1 |
/ fz'*? |
-1+ : [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] i —
| /
5L | \ | | | | | 1
x-5 x-4 x-3 x-2 x-1 X x+1 X+2 X+3 X+

Figura 18 — Determinagao da fungao de distribui¢do incognita f2($ ’0)’0.

£E0-0 _ g2l (191)
R (192)

a:—i—l 2

s = 1 (193)
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anm ‘ % % % % % Q ? ‘
| e Pontos de fronteira
! .
251 ! © Pontos do fluido H
| = Pontos ficticios
2L i ° . . A Pontos de coli§ﬁo |
! |
1 1
15 ! B
! |
1 l
1~ | ° ° ) ° ° i -
| |
! |
0.5 j [
| |
| |
0 | ' 'y ° ° ° ! _
| |
| |
! |
0.5 : L
/ , |
1+ : n n n n : —
| /
154 \ ! \ \ \ ! }
X-5 x-4 x-3 X-2 x+1 X+2 x+3 X+
S ( 70)7 O
Figura 19 — Determinacdo da fungdo de distribuicdo incognita f3; .
anm ‘ % % % % % Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
! .
251 ! © Pontos do fluido H
| = Pontos ficticios
L i ° ° ° A Pontos de coli§ﬁo |
! |
| :
15 ! B
| |
| :
1+ i ° ° ° . ° ! |
| |
| |
0.5 3 3 |
| (240,0),0 !
0 | ' ' ' 32 ° ° ! _
| |
| |
0.5 : L
/ |
‘ |
-1+ : [ ] [ ] [ ] [ ] : —
| /
154 \ ! \ \ \ \ }
X-5 x-4 x-3 X-2 x-1 X x+1 X+2 X+3 X+

Figura 20 — Determinac¢ao da funcao de distribuicdo incognita f3(g ’O)’O.
1),0 0,1
0 — p&0d (194)
1), L0
He0 = gyt (195)
1), (z+1,0),
hie"” = g (196)
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anm ‘ % % % % % Q ? ‘
| ® Pontos de fronteira
25k i © Pontos do fluido [
| = Pontos ficticios
. | . ! . . . 4 Pontos de colisdo ||
| |
| |
15 ! A
| |
| (z+0,1),0 |
L | 11 | B
1 } [ ) [ ) [ ) ’l [ ) [ ) [ ) }
| |
0.5 j [
| |
| |
O } [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) } —
| |
| |
05 ; | |
: ! 7+0,0),] |
/ £ !
1 ! '] ] ] ] ] i —
| /
15 | ‘ \ | | | | l
X-5 x-4 x-3 X-2 x-1 X x+1 X+2 X+3 X+
. . - - e e (0,1),0
Figura 21 — Determinagao da funcao de distribuigao incognita fiy .
3m ‘ Q ? Q ? ? Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
| .
25+ ! © Pontos do fluido |
| = Pontos ficticios
S L | . . . . . 4 Pontos de colisio ||
| |
| |
L5 | ! |
| |
| (z+0,1),0 |
1+ | ° ° ° 15 ° ° ° | -
| |
| |
0.5 | ! _
| |
| |
0 } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] } =
| |
| |
0.5 ‘ 4
| —1,0),I ‘
/ fig |
- ! '] ] ] ] ] i —
| /
15 | \ | | | | | 1
X-5 x-4 x-3 Xx-2 x-1 X x+1 X+2 X+3 X+

Figura 22 — Determinacgao da funcao de distribuicao incognita fl(g 1) ’O.

(eq) T

f2(2x,1),0 = —gzﬁeq;u ’< ) <f2zf 10) +f25 ”) : (197)
Goo" + Gz
(eq) T

f2(§’1)70 _ 92?eq)(uw7 w) <f2x+2 0), +f2(g+1a0)7~7) ‘ (198)

(eq
Yoo~ T 923



Capitulo 3. Condigées de contorno 84

anm ‘ % % % % % Q ? ‘
| ® Pontos de fronteira
251 i © Pontos do fluido H
| = Pontos ficticios
2+ i ° ° . ° ° A Pontos de coli§ﬁo i
1.5 ! ! _
| (2+0,1),0 |
1+ | . . . 16 ° . ° ! _
0.5 3 3 _
0 i ° ° . ° . . i -
05 / ffg“"ﬁ -
1 ! ] ] ] ] i —
15 | ‘ | | | | /}
X-5 x-4 x-3 X-2 x-1 X x+1 X+2 X+3 X+
Figura 23 — Determinac¢ao da funcao de distribuicdo incognita f (0.1),0
g ¢ ¢ ¢ g 16 .
anm ‘ % % % % % Q Q ‘
| ® Pontos de fronteira
2.5 i © Pontos do fluido [
| = Pontos ficticios
2+ i ) ° . ° ° A Pontos de colisﬁo n
1.5+ ! ! _
| p(2-3,1),0 (240,1),0 |
1~ | 22 ) ) ° | -
0.5 3 3 _
0 i ° ° ° i -
05 | -
A 3 _
154 ‘ // % ‘
X-5 x-4 X4
Figura 24 — Determinacgao das funcgoes de distribuicao incégnitas f22 f23
(2,2),0 (2,0),1
fr T = hg (199)
(z,2) z-1,0), I
i1 = f36 (200)
(z,2) (z+1,0),
f32 = f3 (201)
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anm ‘ % % % % % Q ? ‘
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25 i o Pontos do fluido |
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. i . ! . 277 . A Pontos de colisdo ||
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| |
151 ! —
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| |
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‘ |
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/ 35700 !
-1+ : [ ] [ ] [ ] ] [ ] i —
| /
15 \ ‘ \ \ \ \ \ l
X-5 x-4 x-3 X-2 x-1 X x+1 X+2 x+3 X+
Figura 25 — Determinacio da funcdo de distribuicio incégnita f02)C
igura eterminacio da funcio de distribuicao incognita f,- .
3nm ‘ % % % % % ? ? ‘
| ® Pontos de fronteira
| .
25+ ! © Pontos do fluido |
i (2+0,2),0 = Pontos ficticios
sl ! . . ° A Pontos de coli§ﬁo ]
| |
| :
L5 | ! |
‘ |
| |
1+ | ° ° ° ° ° | -
| |
| |
0.5 | ! _
| |
| |
0 i ] ] . ° ° i -
| |
05 ‘ .
\ 21001 |
;/ o |
-1+ : [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] i —
| /
5L | \ | | | | | 1
X-5 x-4 x-3 x-2 x-1 X x+1 X+2 x+3 X+

Figura 26 — Determinacgao da funcao de distribuicao incognita f3(? 2) ’O.

Apesar de aqui se ter representado uma parede localizada na parte inferior do
dominio, as equagoes podem ser facilmente estendidas para uma parede localizada na

parte superior, bastando que as fungoes de distribui¢do envolvidas sejam refletidas em

relacao ao eixo y, ou seja, trocar f3 — f5, fo — fo, fr = R, fi1 = fiz, fisu = fo1. fis = Fo,

fie = fh9, fir = s, o2 = fo5. 23 = P4, o1 = P9, 30 = f37, 31 — 36, f32 — f35 €
f33 — f34. Para uma parede localizada na fronteira esquerda de um dominio, as fungoes
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(f(Oy _|_f0y1 +f0y+1 +f I)’

anm ‘ % % % % % ? ‘
| ® Pontos de fronteira
25 i o Pontos do fluido |
! = Pontos ficticios
. | . ! . 4 Pontos de colisdo ||
1 - i . . . . i -
0.5 % % |
0 i [ ] [} ° ° i N
0.5 / -
-1 : [ ] [ ] . i -
15 | | : | | | /i
x-5 x-4 x-3 x-2 x-1 X+2 x+3 x4
. . - U (0,2),0
Figura 27 — Determinacdo da funcdo de distribuicao incognita f3, .
de distribui¢do envolvidas sao as indicadas nas figuras 28 a 35.
(eq) (= T
0.0 _ g5 (thw, Tuw) y
A =
gy + 15" + 958” + 952” (202)
1), 1), ),
(R g gt D Q0T
eq)
f an _ g](_5 ) (U’Uh T’U]) %
15 o
g(eq) +g§§@ +9§8q) +g§gq) (203)
<f(0y1 +f0y2 +f +f0y1 )
eq) ;-
f(O,y ,0 géo ) (U, Tw) %
20 -
géeq) + 015" + a5” + gl (204)
<f(0y+1 +f1 +f0y+2 _i_nyJrl)I)’
(eq) (= T
f(l,y),O . 926 (thw, Tw) %
26 -
géeq) +g§gq) +9§SQ) +g§g® (205)
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y+4 T | T T T T
_ | @ Pontos de fronteira | ® Pontos de fronteira |
O  Pontos do fluido O  Pontos do fluido
y+3 4 ®  Pontos ficticios e} B Pontos ficticios e}
A\ Pontos de colisdo A Pontos de colisdo
y+2 ) ® ) @) ® @)
(0,y+1),0
y+1 ° 0 ° )
(1,y+0),0 (O,y+0)0 (1,y+0),0
Oyt 26 ° O 30 ° O
f167 9
f(O,y+0, 0y-1),0 p(1y-1),
Z% 1y ° o) 37 ° e
fog'
(0,y+1),
Jlg Y O o O
y-3 ° e ° O
y-4r . .
y-5 — L L L - y-S L L L =
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
(a) (b)
Figura 28 — Determinacao das fungoes de distribui(;éo incégnitas f (00),0 fl(g 0) ’O, f2(8 ’0)’0,
(1,0),0 ,(0,0),0 ,(0,0),0 ,(1,0),0 (0,0) (1,0), O
f26 ) f6 ) fg ) f30 ) f31 f36 f 37
eq) ;-
5 =
géeq) +g§()eQ) Jrg(eQ) +g§i(1) +g§g(1) +g§$Q) (206)
0,y-1), (0,y-2), (1,y-1), (1 (0,y+1),I
(ROVARE g 0T QD gD g g2 D),
eq) ;-
f(oay)vo _ gé ) (u'uh Tw) %
9 =
géeq) +956Q) Jrg(SQ) Jrg?(jq) +g§gQ) +g§$Q) (207)

<f(0y +f0y+1 +f0y1 +f1y +f31y+1 _}_f?)Oy—I—Q)I>7
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(1.0 _ 5" (v, Tu) )
30 = e p e e e e
géq)+géq)+g( q)+g( Q)+g( q)+g( q) (208)
<f7(0y1 +f8 +f30y2 Jrf1y1 +f31y +f30y+1) )
A0 = s i, T »
géeq) +g£()GQ) Jrg(eéz) +9§iq) +g?()g® +g§$q) (209)
(f(OyQ +f0y1 +f0y3 +f1y2 +f1y1 +f >
(eQ) a. T
f?)(gay)aO — 936 (UUM w) %
géeq) Jrgéeq) +g(€Q) Jrg(eq) +g(EQ) Jrg(eQ) (210)
<f7(0 Jy+1),1 +f (0,y+2),1 +f3 +f31 1)1 +f31 Jy+2),1 +f30 ,y+3), [) ’
(eQ) T
g(eq) +g(eq) +g§SQ) Jrg(fiq) +g§gfﬁ Jrg(eq) (211)
<f7(0y +f80 1), T +f30y 1), +f3 +f31 1)1 +f30 +2), )
FPhO — py (213)
JuhO — vt L (214)
(eq) [~
0,),0 _ 999 (Uw, Tw) [ ,(1,y-2), (1,y+1),1
" = 2?eq) (eq) <f2(3 vt ) ’ (215)
922" T o5
(eq) =
0,9),0 _ G5 (lws Tw) [ ,(1y-1),0  (1y+2),]
f2(5 e 2(5€Q) (¢q) (f2(3 " +f2(4 " ) ' (216)
922"+ 95
" = 0" @17)
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y+4 T | T T | T T
_ | @ Pontos de fronteira | _ | @ Pontos de fronteira |
O Pontos do fluido O  Pontos do fluido
y+3 4 ®  Pontos ficticios e} 4 B Pontos ficticios e}
A Pontos de colisdo A Pontos de colisio
y+2 ° ° O ° ° o)
y+1 ° ) ° o)
(‘1'7y+0)’1 [ J O o O
fi2
y-1 ° O ° o)
y-2 ° ) ° o)
y-3 ° e ° O
y-4 1 y4r 7
y-5 | | | - y-5 - | | | —
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
(a) (b)
Figura 29 — Determinacgao das fungoes de distribuicao incégnitas flo f1 1
0,y) (2,y-1),
fo "0 = " (218)
0,y (2,y+1),1
e (219)
1,9),0 0,9),1
f1(0 0O - f1(2 & (220)
1,y) (0,y-1),1
f1< 0 fl . (221)
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O  Pontos do fluido O  Pontos do fluido
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Figura 30 — Determinacao das func¢des de distribuicao incognitas fz(lo 0) O, fQ(S 0),0
(0,0),0
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O = v (222)
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y+4 T | T T | T T
® Pontos de fronteira | _ | @ Pontos de fronteira |
O Pontos do fluido O  Pontos do fluido
y+3 B Pontos ficticios e} 4 B Pontos ficticios e}
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(a) (b)
Figura 31 — Determinagao das fung¢oes de distribuicao incégnitas f% f30
2,y) (0,y-1),
B0 = gy (226)
2,y) (0,y+1),
e (227)

As equacgoes sao as mesmas para uma parede localizada na fronteira direita de um

dominio, porém com as fungoes de distribuicao refletidas em relacao ao eixo x, com a

substituicao de fo — f1, fo — f7, fo — R, fio — h2, fisu = fir, iz = fies o — fo.

o1 = 18, o2 = f23, fas — foa, o6 = fas, f30 = f33, f3a1 — f32, 36 — f35 € far — fa.
A ideia aqui proposta pode ser vista como uma variacao da implementacao sugerida

por Meng e Zhang (MENG; ZHANG, 2014) onde os pontos ficticios sdo os préprios pontos

de colisao. Dispensar o uso de pontos ficticios aumenta a versatilidade na construcao de
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y+4 T | T T | T T
_ | @ Pontos de fronteira | _ | @ Pontos de fronteira |
O  Pontos do fluido O  Pontos do fluido
y+3 4 ®  Pontos ficticios e} 4 B Pontos ficticios e}
A\ Pontos de colisdo A Pontos de colisdo
y+2 ) ° ° O
y+1 ) ° O
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(2,y+1),1 Q 10 ° o)
31
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Figura 32 — Determinagao das fungoes de distribuicdo incégnitas f3($ 0),0 e fl% ’O)’O.

geometrias complexas, que é um dos pontos em aberto no trabalho de Meng e Zhang.
A hipotese de que a funcao de distribuicao esquece totalmente a informacao anterior ao
impacto pode ser flexibilizada para dar origem a condigoes de contorno mais diversas.
Se utilizar-se, por exemplo, ao invés de T, a temperatura Txbo do ponto de origem
Ty,, tem-se uma situagao de nao-troca de calor, configurando uma condicao de contorno
adiabdtica. J&, se ao invés da velocidade %, utilizar-se a velocidade iy = Uy, — (g, - D)N,
ou seja, somente a componente tangencial da velocidade do ponto de origem 7y, tem-se
uma condicao de total escorregamento. Validagoes numéricas da condicao de contorno
proposta por comparagao com solucoes de problemas classicos da mecanica dos fluidos

computacional serao apresentadas no préoximo capitulo.
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y+4 T | T T | T T
_ | @ Pontos de fronteira | _ | @ Pontos de fronteira |
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Figura 33 — Determinacao das funcdes de distribui¢ao incégnitas fl(i’o)’o e fz(ll ’O)’O.
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y+4 T | T T T T
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Figura 34 — Determinacao das funcoes de distribuicao incégnitas f2(21’0)’0, f2(51’0)’0 e
(2,0),0
f26 :
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y+4 T | T T | T T
_ | @ Pontos de fronteira | _ | @ Pontos de fronteira |
O  Pontos do fluido O  Pontos do fluido
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/A Pontos de colisdo A Pontos de colisio
y+2 [ ] [ ] O C
y+1 o) R
(2,y+0),0 (2,y+0),0
y 30 5 37 ¢
(0,y—1),1 Q le
[33
y-2 o) C
y-3 o) ¢
y-4 f 1 y4r :
y-5 — L L L - y-5 — L L L —
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
(a) (b)

Figura 35 — Determinacao das func¢des de distribui¢ao incégnitas f?fg 0),0 e f?)(g ’O)’O.



4 VALIDACOES NUMERICAS

4.1 INTRODUCAO

Simulagoes numéricas tém por objetivo a resolucao de modelos matematicos que
consistem, muitas vezes, de um conjunto de equagoes diferenciais obtidas a partir de
algum modelo fisico. As hipdteses e simplificagoes do modelo fisico resultam em diferentes
modelos matematicos que, por sua vez, podem ser discretizados e solucionados de diver-
sas maneiras, o que faz com que um mesmo fenémeno fisico possa ser descrito por uma
infinidade de modelos numéricos diferentes. A confrontagao direta entre a predi¢cdo de um
modelo numérico e um experimento representativo do fenémeno que esse busca descrever
é, nesse sentido, a melhor maneira de se validar uma simulagao. Ha, contudo, situagoes
onde dados experimentais sobre o fendmeno nao existem, sao de dificil obten¢ao ou até
mesmo referem-se a uma aplicagdo ou protétipo que sequer existem. Sob esse ponto de
vista, uma abordagem alternativa geralmente é aplicada na validacao de softwares, que é
a confrontagdo com outros modelos numéricos e com resultados analiticos (RICE, 1993).
Ao longo das décadas, diferentes casos foram de forma natural sendo elencados como
referéncias para testes de validagao de modelos numéricos. A ideia se fia justamente na
proposta de que, se um método anterior se mostrou capaz de simular um determinado
fenémeno fisico, e o novo método se propoe simular o mesmo fenémeno, a confrontagao
direta entre esses diferentes métodos, simulando o mesmo caso, deve reproduzir o mesmo
resultado. Modelos analiticos cuja solu¢ao, mesmo para casos muito simplificados, é conhe-
cida, sao também utilizados nesse sentido. Neste capitulo tanto a comparagao com modelos
analiticos como a confrontagdo com casos numéricos de referéncia serdo apresentados. O
objetivo é, principalmente, testar as condi¢des de contorno propostas, bem como, avaliar

as particularidades e limitagoes do método.

4.2 CAVIDADE COM TAMPA DESLIZANTE

A cavidade com tampa deslizante (GHIA; GHIA; SHIN, 1982; SCHREIBER; KEL-
LER, 1983) é o problema de referéncia mais utilizado nas validagoes de modelos numéricos
na mecanica dos fluidos computacional. O caso consiste de um fluido confinado em um do-
minio quadrado (altura H igual & largura L) com as paredes que definem o dominio sendo
mantidas estacionarias e a mesma temperatura, com excecao da parede superior, cuja velo-
cidade é @y = uw? + 07, como indicado na figura 36. Pode-se definir os seguintes nimeros
adimensionais para o problema Re = u,L/v, Ma = uy/cs e Kn = Ma/Re = v/c¢sL, com
diversos resultados para diferentes Re sendo encontrados na literatura (ABDELMIGID
et al., 2017). A grande maioria dos dados apresentados na literatura, contudo, baseia-se
na simulagdo continua (Kn — 0) e incompressivel (Ma — 0) do problema, de onde ja se

pode divisar uma dificuldade de comparacao entre a equacao discreta de Boltzmann e
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Figura 36 — Dimensoes e condi¢oes de contorno para o problema da cavidade com tampa
deslizante.

essas simulagoes.

Para altos nimeros de Reynolds, a manuten¢ao de um baixo nimero de Knudsen
sO € possivel pelo aumento da dimensao L ou pela diminuicao da viscosidade v, ja que o
aumento da velocidade para se aumentar o nimero de Reynolds implicaria num aumento
no numero de Mach, de sorte que a hipotese de um problema incompressivel nao é
mais valida. Entretanto, atingir o regime continuo (Kn — 0) com a equagao discreta
de Boltzmann é virtualmente impossivel, ja que fazer com que L — oo é inviavel em
termos de capacidade computacional e fazer com que v — 0 introduz instabilidades e
erros no modelo, de sorte que, principalmente para nimeros de Reynolds altos, efeitos
de compressibilidade e viscosos estarao sempre presentes, mas nem sempre esses efeitos
sao contemplados nas simulacoes de referéncia. Sobretudo efeitos de compressibilidade
sdo muito pouco explorados no problema da cavidade com tampa deslizante (BERGAMO
et al., 2015), de forma que pequenas discrepancias sao esperadas nas comparagoes.

Simulagoes foram conduzidas com Re = 100, 400, 1000 e 5000 e, para cada um
desses valores, adotou-se Kn =0,01, 0,001 e 0,0001. Diferentes discretiza¢oes (ntimero
de divisoes em H) foram utilizadas com a finalidade de se avaliar a convergéncia das

simulagoes em cada uma das condigbes. Como critério de parada estabeleceu-se que

Res = \/Z |%;(t + 6) — i (1))
S (1)

sendo ¢ os pontos do dominio. Os resultados para o perfil de velocidade u; em z = L/2
foram comparados com os obtidos por Ghia et al. (GHIA; GHIA; SHIN, 1982), de onde
definiu-se o erro quadratico médio em relagdo aos valores de referéncia como Err =

2
\/ Zp (uxp - ugjf ) /np, sendo p os pontos onde ugef estavam disponiveis. Em todas as

< 1le-10, (228)

simulagoes a rede D2V37 e condigoes do contorno difusas com 6 = 1 foram utilizadas.
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Figura 37 — Curva de convergéncia da raiz do erro quadratico médio, em
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funcdo do ntimero de pontos na discretizacao para os niimeros de Reynolds

de (a) 100, (b) 400, (c) 1000 e (d) 5000.
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Figura 38 — Comparagao entre os perfis da componente z da velocidade em = = L/2
obtidos com 200 pontos de discretizacao e os valores de referéncia para os
niumeros de Reynolds de (a) 100, (b) 400, (c) 1000 e (d) 5000.
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Figura 39 — Comparacao entre o valor de convergéncia e o valor de referéncia da compo-
nente z da velocidade no centro da cavidade.

A convergéncia dos resultados da simulagdo conforme se aumenta o nimero de
pontos na discretizacao da geometria estd indicada na figura 37, e os resultados obtidos
com a maior discretizagao considerada, expostos nas figuras 38. Como esperado, diferen-
tes regimes hidrodinamicos, caracterizados pelas diferentes combinacoes dos parametros
adimensionais, levam a diferentes resultados. Niimeros de Knudsen altos implicam em
regimes rarefeitos nao contemplados na abordagem continua, e niimeros de Mach eleva-
dos apresentam efeitos de compressibilidade significativos, de forma que a comparacao
tendo somente o nimero de Reynolds como parametro caracteristico do problema nao é
adequado.

O erro, como foi definido, representa uma distancia em relacdo a um valor de
referéncia, no caso, os resultados de Ghia et al., onde Ma — 0 e Kn — 0, e é por
essa razao que ha nas curvas apresentadas nas figura 38 (a) e (b) um comportamento
aparentemente contraditorio, que é o aumento do erro com o aumento da discretizacao.
De fato, o que ocorre é melhor entendido ao se analisar os dados apresentados na figura 39,
onde a curva de convergéncia do valor da velocidade no centro da cavidade para Re = 100
e Kn = 0,001 ¢ indicada.

Com uma discretizacao baixa, o valor calculado para a velocidade fica abaixo do
valor de referéncia e, conforme se aumenta a discretizagao, o valor calculado se aproxima
do valor de convergéncia que é, nesse caso, maior que o valor de referéncia. Ou seja,

eventualmente a curva de convergéncia do valor calculado cruza a curva do valor de
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referéncia, sendo esse ponto de interseccao o ponto onde o erro é minimo. O erro s6
tende assintoticamente a zero, contudo, quando os parametros utilizados na simulacao
sdo compativeis com os utilizados nas simulagoes de referéncia (baixo nimero de Mach e
baixo nimero de Knudsen).

Outra observagao a ser feita é a de que, ao se aumentar o nimero de pontos na
discretizacao do espaco fisico, para se manter constante todos os parametros, é preciso
manter constante a razao L/v, o que faz com que seja necessario aumentar a viscosidade
v. A viscosidade, por sua vez, mantém uma relacao linear com o tempo de relaxacao T,

uma vez que, nas unidades adimensionais da rede,

0 o
* = —_— ke —_——
v 5 ( 2) . (229)

Assim sendo, aumentar a discretizacao e a viscosidade na mesma proporc¢ao significa
aumentar o tempo de relaxacao, sendo que a convergéncia se da pelo aumento do tempo
relaxacao a um valor acima do qual os erros ndo mais interferem na aproximagao da
viscosidade.

A relacao entre o tempo de relaxacao 7 e o comprimento L, contudo, depende
também do niimero de Knudsen Kn, ja que a razao v/L é justamente c¢sKn, de forma que,

em unidades adimensionais da rede, pode-se escrever o tempo de relaxacao em fungao de

2
= (—“5 CsKn) N4l (230)

Kn como

0 2’

onde N é o numero de pontos utilizados na discretizagao da dimensao L. Portanto, o
tempo de relaxacao varia linearmente com o nimero de pontos de discretizagao, tendo o
ntimero de Knudsen como coeficiente angular dessa relaco linear. E por isso que para se
ter Kn — 0 é necessario fazer N — oo de forma a se conseguir um tempo de relaxacao alto
o suficiente para que haja convergéncia. Na figura 40 a curva de convergéncia é apresentada
em funcao do tempo de relaxacao, diferentemente da figura 37, onde a convergéncia é
indicada em funcao do nimero de pontos de discretizacao.

Fica bastante evidente que, para esse caso especifico, a convergéncia sé é atingida
com tempos de relaxacao bastante altos que, para baixos nimeros de Knudsen, requerem
uma discretizacao do espago bastante grande. Isso nao significa, entretanto, que os resul-
tados obtidos com tempos de relaxacao baixos sao inutilizaveis, eles apenas carregarao
um erro que deve ser considerado nas andlises. A partir de 100 pontos, o aumento da
discretizagao so alterard algarismos além do segundo algarismo significativo, por exemplo.

Um ponto importante a ser considerado ¢ o de que escoamentos a ntmeros de
Knudsen elevados nao sao passiveis de representacao pelas equagoes de Navier-Stokes.
Uma das limita¢oes do método continuo é a incapacidade de representacao do fenémeno
de escorregamento de velocidade, que é o fendmeno que acontece em regimes rarefeitos de

a velocidade do fluido nao ser igual a velocidade da fronteira sélida que o contém, sendo
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esse escorregamento frequentemente tratado nas simulacoes que se valem das equagoes
de Navier-Stokes pela imposicao de uma “viscosidade efetiva”. A teoria cinética, por
sua vez, prevé esse fendomeno quando condi¢des de contorno difusas sdo consideradas
(MAXWELL, 1879), sendo esse fenémeno, de fato, observavel na figura 38 (a) para Kn =
0,01. Outra observacao importante é o contraponto a ideia de que a equacgao discreta
de Boltzmann s6 é capaz de simular escoamentos a baixos nimeros de Mach, uma vez
que regimes com Ma = 1 foram atingidos nas simulagoes quando os tempos de relaxagao
empregados foram suficientemente grandes (acima de aproximadamente 0,6), sendo a
mesma observagao valida para o nimero de Reynolds. Em resumo, com uma discretizagao
suficientemente grande, regimes hidrodinamicos com altos niimeros de Reynolds e Mach
podem ser simulados.

Como teste da adequacao das condi¢oes de contorno, a cavidade com tampa des-
lizante é um bom problema. Outras caracteristicas dos escoamentos em geral, como
diferentes nimeros de Prandtl e a presenca de forgas externas, como a for¢a da gravidade,
por exemplo, nao sao contempladas nesse caso, e serao analisadas com outros problemas

de referéncia.

4.3 ESCOAMENTO DE COUETTE COM TROCA TERMICA

4.3.1 Nutmero de Prandtl variavel

No modelo BGK, o termo de colisdao é tratado como um processo de relaxacao da
funcao de distribuicido f a um valor de equilibrio f® por um tnico tempo de relaxacao
7. Como demonstrado no capitulo anterior, essa simplificagdo implica em um ndmero
de Prandtl fixo e igual a 1, uma vez que todos os momentos da func¢ao de distribuicao
sao relaxados ao mesmo tempo 7. A variagdo do nimero de Prandtl requer que se possa
arbitrar independentemente a viscosidade cinemética v* e a difusividade térmica o™ do
fluido, o que requer o uso de ao menos dois tempos de relaxagdo no processo de colisao.
Modelos de colisao com multiplos tempos de relaxacao incluem a utilizacao de fungoes de
distribuigao de quasi-equilibrio (ANSUMALI et al., 2007; FRAPOLLI; CHIKATAMARLA;
KARLIN, 2014), o emprego de diferentes tempos de relaxagao para os diferentes momentos
hidrodindmicos (SHAN; CHEN, 2007), e modelos derivados diretamente da teoria cinética
(PHILIPPI; HEGELE et al., 2005; PHILIPPI; HEGELE JR. et al., 2007), que serao
resumidos a seguir.

O termo de colisao BGK é uma simplificacdo do termo de colisao

wn = [ [[IEE)s (6 =
f

f(f, ,t) (f 1,t>} rdrde ).
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Figura 40 — Curva de convergéncia da raiz do erro quadratico médio, em relacao aos
valores de referéncia para a componente z da velocidade em z = L/2, em
fungao do tempo de relaxagao para os nimeros de Reynolds de (a) 100, (b)
400, (c) 1000 e (d) 5000.
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Se considerarmos um método de perturbac¢do genérico (como a andlise de escala de

Chapman-Enskog) aplicado a funcao f,

F=f0) pep@  2¢@) (232)

se notara que essa expansao se reflete no termo de colisdo como

Q(f,f) = Q(f(o)’f(o)) + QEQ(f(O),f(l)) + 62... _
QO 0 4 20@)

Uma caracteristica desse método de perturbacao é sua recursividade, que permite

(233)

sempre escrever Q") em funcao dos termos de ordens menores que n. De forma explicita,
essa recursividade rende para o termo de colisio (CERCIGNANI, C., 1969)

n—1
ol = 20(s0, 5 + 3 (®, f 0, (234)
k=1

onde f(o) é a distribuicao de equilibrio, e f(k) para k < n é conhecida da solucao em
n— 1. Ou seja, a determinacgao de Q(n) depende da determinacao de Q(f(o),f(”)), que
pode ser interpretado como um operador linear agindo em f (1), Se f (1) & escrita tal que
f(”> = f<0)gz§, pode-se escrever

Q) = 1O 2 () + 5, (235)

co1m

(236)

Se considerarmos pequenas perturbagoes, retendo somente a expansao até n = 1, tem-se,

para o termo de colisao, a forma

Q= fL(g). (237)
Seguindo os trabalhos (PHILIPPI; HEGELE et al., 2005; PHILIPPI; HEGELE

JR. et al., 2007), a fungdo ¢ pode ser expandida em tensores de Hermite .7( ('), com
C = f{) — 1, CcOmo

e (n)
0= — A, (C), (238)
n=0 '
com os coeficientes a((bn) se relacionando aos momentos da funcao de distribuigao tal
aq,..., an
que, aé)o) =0, a((bl) =0e aq(f)ﬁ = Vaﬁ/pRT, sendo que

Vag = / ™%, — wo,) (o, — uo,) do, (239)
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é o0 tensor de tensoes viscosas.

Aplicando o operador .Z a equagao (238), tem-se

a —_
Plg) = Leen g (), (240)

sendo que .Z %ﬁ( n) C pode também ser expandido em tensores de Hermite como
1yeQp

m,mn)

Z Olla anaﬁla 7Bm‘%ﬂ(l )Bm(é)’ (241)

de onde pode-se escrever a equagao (240) como

(n) (m,n)
o%(qs) . i i ¢ QY 5eeey ’}/ah O‘naﬁlv aﬁm%( ) (é) (242)
o ) 3 n' m' ﬁla 76771 ’
n=um-=

onde ’y( ) é o tensor de relaxagao.

Qag,.. O‘naﬂlv 7ﬂm
O operador .Z(¢) pode ser aproximado de forma sucessiva pela diagonalizagao
do tensor y(mvn), sendo o modelo de colisao BGK uma aproximacao de primeira ordem
. . (m,n) .
para o operador, obtida ao se impor que 7y seja nulo caso m # n ou
Q... anwglw-wﬁm
a1y ey Ay £ By ey B,y € igual a um pardmetro livre v caso contrario. Nesse caso, a

equagao (242) assume a forma

oo ag(bn)
Z(0) = Y Al 0, (C) =m0, (243)
n=0 '
de onde, portanto,
Q=y1f%% =nf""=n(f- ), (244)
que ¢é justamente o termo de colisato BGK com 1 = -1/7.

Para a construcao de aproximacoes de ordens mais elevadas, nota-se que, escrevendo

a equacao (242) na forma

(n) (m,n)
i i a¢a1 ,,,,, 70417 50n, 01, ’ﬂm%( m) (5’> -
n!

0 m—0 m| 61a aﬁm
N oo a(”) (m,n)
¢O¢ 77777 ’7 9 yttny 1t m A
Z Z ;I,' = am‘ﬂl 5 Eﬁfﬁ(la )7ﬂm(0>+ (245>
n=0 m=0 '

(n) (m,n)
f: i a¢a1 ..... an Wal,...,an,ﬁl,...,ﬁm%(m) (C’,)
n' m' ﬁla"'uﬁm !
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e aplicando o processo de diagonalizagao anterior com ”y(m’”) = v1 para n > N e mantendo

N

mn) Jivre para os demais termos, obtém-se

N ag(bn) 7(m \1) (n )
_ QAL seens aq,.- 7an7617 aﬁm _)
n=0 (246)
N
Day,...om (n) A
f}/]. Z ' %1, ,an<0)
n=N+1 '

O que tem-se agora, diferente do modelo BGK, onde todos os momentos sao
relaxados com mesmo parametro 71, sao diferentes modelos onde em cada ordem n < N

pode ser aplicado um fator de relaxacao diferente. Especificamente, para N = 2, lembrando

0) _ 1 _
que ag =0e G, =0,
af) v(m,n) aén)
L(¢) = ;1'7042 0170422;517& ‘%ﬂﬁ(g )62<C )+ 7 Z M%ﬁ?“’an<c)7 (247)
' ' n=3
sendo que
oo a(;n)
1Y Lt ) () =
n=3
- <(bn) “262) 2 (248)
1 Y et ) (€)= A (€)=
n=0
@)
¢a17o¢2 (2) s
’)/1¢_71 9 %1,012(0)7
de onde
a(f) (m n)
2(¢) = oen | e B (8) - A (C) |+ o (249)
Com 7541,@2),51,52 = 0 para a1, a9 # (1, B2 e igual a 2y9 caso contrario, tem-se
X
Z(6) = 02 (39 - 1) Kl (C) + 16, (250)
e, portanto,
@)
_ Payan 2 (A eq
Q= f9—"2 (2= 1) Hay.0,(C) +n(f — ). (251)
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Fazendo v1 = -1/11 e v2 = ~1/79,

.
G <i_l) fea_faroz 4@ (252)

sl T T 2 1,02
obtém-se o modelo de colisao de segunda ordem com dois tempos de relaxacao.

Na sua forma discreta, esse modelo de colisao é dado por

(2)

(feq o f) 1 1 a¢a a (2) =
Q; = 27_—12 + . fieq% ar.as(Ci), (253)
com
a(2) — Z’L.fineq(eial B uOél)(eiO‘Z B UOQ) (254)
Payan p*@/a% ’
e
2 —
A (C) = a2 (ei, o) (€l — tay) — Sanan- (255)

A anélise de Chapman-Enskog aplicada a esse modelo de colisao leva aos coeficientes
de transporte (PHILIPPI; HEGELE et al., 2005; PHILIPPI; HEGELE JR. et al., 2007)

0 )
V* = —2 (TQ - 5) s (256)

a’S
e
0 )
e — = 257
=3 (n3), 0
de onde define-se
V¥ T9—0/2
Pr=_— = . 2
' a* 11 —0§/2 (258)

A possibilidade de se impor diferentes nimeros de Prandtl é importante quando se deseja

simular fendmenos reais.

4.3.2 validagao numérica

Um fenémeno onde o nimero de Prandtl desempenha um papel importante é o
escoamento de Couette com troca térmica, que é o escoamento que se estabelece entre
duas placas planas separadas por uma distancia H, onde a placa inferior é mantida estaci-
onéria e a temperatura 77, e a placa superior se move a velocidade ug com temperatura
Ty > Ty Esse escoamento é caracterizado pelo fendmeno do aquecimento viscoso (PAN-
TOKRATORAS, 2007), que resulta em um perfil de velocidade linear, e num perfil de
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temperatura, para o caso de um escoamento incompressivel e com viscosidade constante,

dado por
T(y)- T PrE
W-To_y P Cﬂ(1—l), (259)
Ty-T; H ' 2 H\ H
onde
T
Ec = (v-1)—2_MZ%, (260)

Ty - Ty,

¢ o numero de Eckert, v é a razao de calores especificos, ¢,/ cy, € M%{ ¢ o numero de Mach
com base na velocidade e temperatura da parede superior. Esse problema foi adotado para
se testar a capacidade de se variar o nimero de Prandtl na equacao discreta de Boltzmann.

As mesmas consideragoes acerca do problema da cavidade com tampa deslizante se
aplicam aqui. A comparacao sera feita com simplificagdes que nao se aplicam diretamente
a equagao discreta de Boltzmann: a incompressibilidade e a viscosidade constante, ja
que, como indicado na equagao (256), a viscosidade é dependente da temperatura, e uma
equacao de estado de gés ideal estard sendo empregada. Apesar de ndo se poder generalizar
os resultados de um caso especifico para toda sorte de problemas, pode-se esperar que a
convergéncia aqui nao seja muito diferente do caso da cavidade com tampa deslizante, haja
vista que o perfil de velocidade linear esperado é bem mais simples que os encontrados no
problema anterior. Assim sendo, uma discretizacao de 100 pontos para a dimensdo H na
geometria indicada na figura 41 é suficiente para uma solu¢ao com erros da ordem & (-2)
para a velocidade. Todo o problema pode ser parametrizado por grupos adimensionais, ja
que, uma vez definida a temperatura da parede superior T, tem-se a velocidade do som
Cg = \/m e a viscosidade v(Tg). A distancia de separacao entre as paredes H deriva
da imposi¢ao do nimero de ntimero de Knudsen Kn = v/c¢gH e, para um dado ntiimero de
Reynolds Re = uy H /v, fica definida a velocidade da parede superior ug, de onde tem-se o
numero de Mach e, estabelecido o nimero de Ec, tem-se a temperatura da parede inferior
Tr,. Para a simulacao, foram impostas condi¢oes de contorno periédicas na direcao z, e
condigoes de contorno de velocidade e temperatura de acordo com a definicao dos grupos
adimensionais nas paredes superior e inferior. O mesmo critério de parada do problema da
cavidade com tampa deslizante foi utilizado, e os resultados para o perfil de temperatura
comparados com os previstos pela equagao (259) para uma ampla combinacao de grupos
adimensionais e nimeros de Prandtl. Os resultados estao indicados nas figuras 42 e 43.

Os perfis de temperatura obtidos mostram boa concordancia com os resultados
tedricos. Fica bastante claro que o erro tende a aumentar com o aumento do ntmero
de Prandtl, o que também pode ser explicado pelo tempo de relaxacao ja que, uma
vez que se mantenha a viscosidade cinemética v* fixa, o aumento de Pr implica numa
diminuicao da difusividade térmica o™ e, consequentemente, na diminuicao do tempo de

relaxacao 71. Numeros de Prandtl variavel sao importantes nao s6 porque fluidos reais



Capitulo 4. Validagées Numéricas 109

Uy
—— »
| AT, |
| |
| |
| |
| |
|Periddica H |Periodica
| |
| |
I | y
| |
| v | ? X

e

Figura 41 — Dimensoes e condigdes de contorno para o escoamento de Couette com troca
térmica.

possuem diferentes nimeros de Prandtl, mas também porque pode-se, ao impor-se de forma
independente a viscosidade e a difusividade, avaliar de que forma agem os mecanismos de
dissipacdo viscosa e térmica. Para v* fixo, se Pr — oo, a® — 0 e espera-se que somente 0s
mecanismos de dissipagao viscosas estejam presentes. Inversamente, se o™ é fixo e Pr — 0,
v* — 0, e 0s mecanismos de dissipagao térmica se tornam predominantes. Esses efeitos sdo

especialmente importantes no caso da absorcao sonora em meios porosos, por exemplo.

4.4 ABSORCAO SONORA EM MEIOS POROSOS RIGIDOS

Quando da propagacdo de ondas sonoras, a viscosidade e a conduc¢ao de calor
levam a processos dissipativos que resultam na atenuacao da amplitude das ondas. Esses
processos sao bastante pronunciados quando a propagacao se da em dutos de pequeno
diametro, de sorte que o emprego de materiais porosos para o controle sonoro configura
uma importante area na acustica.

A solucdo analitica da propagacao de ondas sonoras em fluidos confinados em tubos
cilindricos rigidos, incluindo os efeitos visco-térmicos, aparece no trabalho de Kirchoff
(KIRCHHOFF, 1868), na forma de uma equagao transcendental bastante complicada de
ser resolvida. Simplifica¢oes nas equagoes basicas que regem o fendmeno foram introduzidas
por Zwikker e Kosten (ZWIKKER; KOSTEN, 1949), resultando em solugoes analiticas
mais faceis de serem tratadas que, como mostrado por Tijdeman (TIJDEMAN, 1975), sdo
essencialmente idénticas as de Kirchoff. O modelo de Zwikker e Kosten, quando aplicado
a um meio poroso bidimensional composto por aletas, como indicado na figura 44, resulta
num coeficiente de absor¢ao dado por (ALLARD; ATALLA, 2009)

Zs = poCs 2

261
Zs + pocs (261)

azl‘
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Figura 42 — Resultados para o escoamento de Couette com troca térmica com diferentes
numeros de Prandtl para Kn = 1e-3, Ec = 2 e nimeros de Reynolds de

(a),(b) 10 e (c),

(d) 100.
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Figura 44 — Meio poroso bidimensional composto por um conjunto de aletas rigidas

sendo pg e cg a densidade e velocidade do som no fluido, respectivamente, e

Zs = —jZccot(keL), (262)

a impedancia de superficie, que se relaciona com a impedancia do fluido equivalente ao

conjunto de aletas por

perr K
Ze(w) = _peg & (263)
onde ¢ ¢ a porosidade do meio poroso, w a frequéncia angular e k. = w /Peff /Ko éo
numero de onda complexo. O fluido equivalente é, por sua vez, caracterizado pela densidade

equivalente

_ P0
Peff = 1 tanh(y/jwaZ/v)’
Vijwa? /v

e pelo médulo de compressibilidade equivalente

(264)

o Poy
off — tanh(y/j Prwa2/v)’
14+ (v 1) anh(y/j Prwa?/v)
ViPrwa?/v
com Py sendo a pressao termodinamica a densidade py e temperatura Tp, e v a razao de

(265)

calores especificos. Nesse modelo, se a = 0, ndao ha dissipacgao térmica, e K, eff = Pov e, se
v = 0, nao ha dissipagao viscosa e peg = po-
Numericamente, é possivel determinar o coeficiente de absorcao a partir do calculo

do coeficiente de reflexao

R(w) = (266)
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dado pela razdo entre os espectros da pressao refletida P~ (t) e incidente P (¢) na interface

entre o fluido e o material poroso, através da relacao

a=1-|Rw)> (267)

Para o calculo numérico do coeficiente de reflexdo, uma onda incidente devido a uma

variacao de densidade

prt)=po+ o), t<m, (268)

com p*'(t) dado por

§(t) = A (n), (269)
onde # (n) é uma janela do tipo flat top com n pontos (D’ANTONA; FERRERO, 2006),

foi gerada junto a parede esquerda da geometria especificada na figura 45. Esse formato
de onda incidente foi escolhido apenas por apresentar um espectro em frequéncia plano
em baixas frequéncias, apesar de nenhuma diferenca ter sido notada quando empregados
outros formatos, como um pulso gaussiano, por exemplo. A perturbacao se propaga até
o conjunto de aletas, onde sao registrados os histéricos de densidade e temperatura,
obtendo-se assim, os valores de PT(t) e P (t). As simulagdes foram conduzidas com
L =20H, N =6L, e a = H (¢ = 1/2). As propriedades do ar a 300 K, que sao de
(aproximadamente) Pr = 0,71, pg = 1,2 kg/mg, e v =1,538e-5 m?/s foram adotadas,
juntamente com condigoes de contorno de velocidades nulas e temperatura constante nas
paredes. Note que, enquanto a viscosidade e a difusividade térmica podem ser impostas
com a alteracdo dos tempos de relaxacao, a velocidade do som, c¢s = +/YRTy, requer a
especificagdo da razao entre calores especificos que, para o ar, é de v = 1,4 e, na equagao
discreta de Boltzmann em duas dimensoes, é de v = 2 1 Essa diferenca poderia ser
contornada pela variacao de R de forma a compensar esse desvio, mas isso implicaria no
calculo erroneo da pressao Py = pgRTy. Em geral, isso nao ¢ um problema, uma vez que
a velocidade do som ¢é utilizada apenas como referéncia para a discretizacao temporal e,
para pequenas variagoes de temperatura, espera-se que seu valor seja constante. Deve-se,
contudo, ter em mente essa divergéncia quando a variagao de temperatura é apreciavel.
Para tornar a simulagdo mais consistente com essa observacao, adotou-se como referéncia
para a temperatura o valor de Ty = 200 K, de sorte que, com v = 2, ¢; = 338.85 m/s,
que é um valor bastante proximo do valor de c¢g em 300 K com v = 1,4.

Na figura 46 estao indicados os sinais tipicos de pressao incidente e refletido, medidos
na face imediatamente anterior ao conjunto de aletas (valor médio de todos os pontos da

face). O coeficiente de absorgao foi calculado até 25000 Hz, de onde pode-se definir o erro

) num & (fz) ana)
N

N 2
~ sy - al J; ,
em relacao ao valor analitico como F = \/ 2 (ol , sendo N o ntmero de

L. N D+2
! Para um gds ideal monoatomico c, = R% e cy = R%, resultando em y = %.
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Figura 45 — Dimensodes e condi¢oes de contorno do modelo numérico.

pontos no espectro de frequéncia. O valor desse erro para diferentes niimeros de pontos
na discretizacdo do poro é indicado na figura 47, e o comparativo entre os resultados
numeérico e analitico para a = 50 pontos, ilustrado na figura 48.

Além da boa concordancia com os valores esperados numericamente, deve-se notar
os baixos valores de absorcao encontrados. Um dos grandes desafios de métodos numéricos
que buscam predizer o ruido produzido e radiado por escoamentos é a concepgao de modelos
com baixa dissipagao e dispersao numérica. Como destacam Colonius e Lele (COLONIUS;
LELE, 2004), “ondas actsticas devem se propagar no escoamento de forma coerente,
com muito pouca atenuacao devido a efeitos viscosos, por longas distancias. Niveis de
dissipacao e dispersao artificiais que podem ser toleraveis para flutuagoes hidrodindmicas
podem levar a uma atenuacao inaceitavel das ondas acusticas”. Conseguir capturar esses
baixos valores de dissipacdo é um indicativo de que o método possui a baixa dissipagao
numeérica pretendida. Como mencionado anteriormente, a teoria supoe uma separacao
entre as dissipagoes viscosa e térmica, que pode ser alcancada pela manipulacao dos
coeficientes de transporte, como indicado na figura 49.

A capacidade do método variar os coeficientes de transporte ja foi atestada na
secao anterior, e o que se propoe agora é uma abordagem diferente, a fim de testar outras
funcionalidades das condig¢oes de contorno, que sao a capacidade de se impor paredes
adiabaticas e condi¢oes de contorno com escorregamento total. Espera-se assim, que as
formagoes das camadas limites térmica e viscosa, que sao as principais responsaveis pelo
fendmeno da atenuacao das ondas sonoras em dutos, seja suprimida. Para tal, nota-se
que as condicoes de contorno cinéticas supoem que as particulas esquecem qualquer

informacao anterior ao impacto, sendo refletidas de volta ao dominio de acordo com a
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Figura 46 — Pulsos incidente e refletido junto ao conjunto de aletas. Pgg é o valor da
pressao no meio sem perturbacao Pegt = poRTp.

funcao de distribuicao de equilibrio a temperatura e velocidade da parede

Ui, T, -
f(glafw?t) gZ (uw’ w)_. § f(eliafwat);
Tw) _

Z€i~ﬁ>0;§:’ clat 9; (U,
/ ' €;-1<0 (270)
~ vy ~ — .
(:fw €OJR,é -n>0,¢ -n<0,7 € lattlce> :

Uma condicao de contorno adiabatica pode ser obtida, contudo, se, ao invés de se utilizar
a temperatura da parede Ty, na equagao (270), utilizarmos a prépria temperatura do
ponto que deu origem a colisao TY,, resultando em uma condicao tal que a derivada da
temperatura em relacao a dire¢do normal a parede, junto a parede, é nula. O resultado
da aplicagao dessa condicao de contorno ¢é indicada na figura 50.

Ja se ao invés da velocidade da parede iy = 1y, + Uy, , onde os subindices dizem
respeito as componentes tangencial (t) e normal (n) da velocidade, utilizar-se a velocidade
Uy = (Ug, — (Uyg, - N)N) 4 Uy, , Ou seja, mantendo a componente tangencial da velocidade do
ponto de origem 7y, tem-se uma condicao de total escorregamento e nao ha formagao da
camada limite viscosa (a derivada da componente tangencial da velocidade em relagao a

dire¢do normal junto a parede é nula). O efeito dessa condigao de contorno pode ser visto
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na figura 51. Uma comparacao entre a diferenca de se aplicar as condi¢oes de contorno
propostas e a manipulagdo dos coeficientes de transporte é mostrada na figura 52.

A concordancia entre os resultados é evidente, mas o verdadeiro achado aqui é o fato
de as condigoes de contorno se mostrarem capazes de reproduzir esses resultados. Abre-se
caminho para que se possa ajustar diferentes fatores de escorregamento e de transferéncia
de calor pelo ajuste, na funcdo de distribuicao de equilibrio que ¢é refletida de volta ao
dominio, da velocidade @y.r = (it — Uy) + iy e da temperatura Tpop = B(Toy — Twy) + T,
respectivamente. Ou seja, para o = 0 tem-se uma condi¢do de nao-escorregamento e para
a = 1 tem-se escorregamento total, e qualquer valor entre esses dois extremos levara a uma
condicao de escorregamento intermedidrio. Analogamente, o fator § rende uma condicao
de parede isotérmica para § = 0 e adiabatica para § = 1. Essa metodologia é similar
a teoria de um nucleo de espalhamento parcialmente difuso (CERCIGNANI; LAMPIS,
1971; LORD, 1991, 1995; STRUCHTRUP, 2013), mas nao possui o mesmo rigor tedrico,
devendo ser encarada, como foi apresentada, como um indicativo da sua funcionalidade.
Condigoes de contorno para modelos de alta ordem da equacao discreta de Boltzmann
ainda sao uma area bastante incerta, e as condigoes de contorno difusas parecem ser o

melhor caminho na elucidagao dessa questao.
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4.5 FORCAS EXTERNAS
Quando forcas externas sao consideradas, a Equagao de Boltzmann toma a forma
0 > - 0 - - 7 0 -
a7 _'7 7t> " a= <_)7 7t> (e ld)'_—‘ <_;7 7t):Qa 271
il (1:60) +€ g (@.60) + (o V) - 2f (3.8 (271)
onde o efeito das forcas sobre a funcao de distribuicdo aparece no termo
(¢ +g1) - Zp (2.61). (272)
73

onde ¢¢ sdo forcas externas e ¢/ sdo forcas de interacao intermoleculares de longa distancia,
importantes quando o fluido considerado se torna muito denso. A incorporacao das forgas
requer a avaliacao do gradiente em relagao a velocidade (%f (f, E, t>, que também pode

ser obtido considerando a funcao de distribuicao em séries de Hermite

N
PYE) =w@) S S0l a0t 0,04 o (), (273)

!
"—0 n!
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Figura 51 — Aplicacao de condigbes de contorno de escorregamento evitando a formagao da
camada limite viscosa, resultando exclusivamente em mecanismos de absorcao
devido as trocas térmicas.

de onde

N
g 1 (n * — g n =
Ve V(@) = 3 e (0 0.0V, () A]) 0 @) (2T

e, uma vez que,

W e (D, -
AL o) = LV @), (275)
w(p)
obtém-se
Ve, (wl@)ar..a,(&)) = (1)"VE (@) =
RN G D L 2\ aontl (276)
7“(50) w(&’)) vg’w(g()) :7w<§0)%1,...,an+17
e, portanto,
- — N 1 1 —
Ve N (&) = (&) Y —alll a0 T, 0) 7170, () (277)
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O termo referente as forgas externas tem entao a forma

N
— — 1 n % - n —
7+ Ve SN (@) = (@) Y ol a5 0 O e i G0).(278)
n=0 "

Com ¢ - VgOfN(gO) = F(go), tem-se, para a forma discreta,

N
1 5 1 .
Fi = Wy Z ma'(gll?...,an (;0*7 U*v 0)gan+1 <%04(1n;.—|.—.,0)én+1 (61) (279>
n=0
onde,
(n) ()
Gty (P05, 0) =D fi )" o, (1) (280)
=0

Assim como as condi¢oes de contorno, a forma de incorporagao de forcas externas
na equagao discreta de Boltzmann varia muito (MOHAMAD; KUZMIN, 2010), sendo a
apresentada aqui apenas uma delas.

4.5.1 Escoamento de Poiseuille movido por uma for¢a externa

O escoamento em regime permanente que se estabelece em um canal com se¢ao
transversal constante onde uma diferenca de pressao é imposta as duas extremidade do
canal é chamado de escoamento de Poiseuille. Este escoamento é movido pelo gradiente de

pressao VP, que tem o mesmo efeito, na equacao de balanco da quantidade de movimento,
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Figura 53 — Dimensoes e condi¢oes de contorno para o escoamento de Poiseuille.

que a acdo de uma forca de corpo externa ¢¢ = —VP. Em regime permanente, o perfil
de velocidade do escoamento de Poiseuille (incompressivel) entre duas placas planas
estaciondrias, mantidas a mesma temperatura, sob a acdo de uma forca externa constante

g € dado por

ug(y) = %y (H-y), (281)

onde v é a viscosidade cinematica do fluido e H é a distancia de separacao das placas.
A simulagdo numérica desse escoamento é andloga ao escoamento de Couette, com a
diferenca de que ambas as paredes possuem velocidade nula e a mesma temperatura, como
indicado na figura 53. A velocidade no centro do canal esperada ¢ de u,(H/2) = gH?/8v,
que pode ser utilizada para o cdlculo do nimero de Reynolds do problema, de sorte que,
para uma dada viscosidade e distancia entre placas (nimero de Knudsen), um aumento
no nimero de Reynolds requer o aumento da forga de corpo g.

Desta feita, os resultados para a velocidade serao apresentados em seus valores
fisicos, em m/s, para diferentes nimeros de Reynolds e Knudsen. As propriedades fisicas
do fluido utilizadas nas simulagdes foram v = 1.568e -5 mz/s, T =200K, Pr=1ce
R = 287 J/KgK. Como, na equagao discreta de Boltzmann, v = 2, a velocidade do
som isoentrépica ¢ dada por cs = YRT = 338,8 m/s. A distancia H é obtida a partir
do nimero de Knudsen, Kn = v/Hcg, arbitrado, e a velocidade méaxima, obtida pelo
ndmero de Reynolds, Re = Huypqy /v, imposto. O valor da forga de corpo g m/ s2 deriva
da expressao para a velocidade maxima em ;g = gH2/81/.

Na figura 54 estao expostas as comparacoes entre os resultados simulados e os
esperados analiticamente para varias combinacoes de Re e Kn, juntamente com o erro
quadratico médio no perfil de velocidade. Os erros sdo bastante grandes quando o nimero

de Mach aumenta, resultado esperado, devido aos efeitos de compressibilidade. Outro fator
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Figura 54 — Resultados para o escoamento de Poiseuille com diferentes niimeros de Rey-
nolds e Knudsen.

que contribui com a divergéncia dos resultados é o perfil de temperatura que, na formulagao
continua, deve ser constante mas, de fato, apresenta um perfil tal qual indicado na figura 55,
onde também é indicado o perfil de densidade, que claramente nao é constante. Os desvios
da representagao hidrodinamica em relagao aos resultados obtidos com modelos cinéticos,
mesmo para escoamentos simples, sao conhecidos (MANSOUR; BARAS; GARCIA, 1997;
TODD; EVANS, 1997). Os resultados, contudo, estdao de acordo com simulagbes mais
completas, como a simulagao direta de Monte Carlo (SDMC, na sigla em inglés) (ZHENG;
GARCIA; ALDER, 2002), por exemplo. Uma das principais caracteristicas previstas
para esse escoamento na teoria cinética é a existéncia de um minimo local no perfil de

temperatura no centro do canal, incapaz de ser obtido pelas NSE, mesmo quando correc¢oes
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Figura 55 — Perfis de temperatura e densidade no escoamento de Poiseuille com baixo
numero de Knudsen e alto nimero de Reynolds.

para o escorregamento e o salto de temperatura sao aplicados.

4.5.2 Convecg¢ao natural em uma cavidade quadrada

Os testes anteriores cobrem boa parte dos problemas enfrentados em simulac¢oes
de fluidos ideais. Encerrando essa parte, é apresentado um problema que, de certa forma,
combina todos os efeitos avaliados separadamente nas se¢Oes anteriores: a convecc¢ao
natural em uma cavidade quadrada (DE VAHL DAVIS, 1983). O problema segue as
dimensoes e condi¢oes de contorno indicadas na figura 56, com H = L. O problema

98(Ty—Tr)L3
1%

¢é caracterizado, principalmente, pelo nimero de Rayleigh Ra = Pr , sendo

[ o coeficiente de expansao térmica [ = % %)P que, para um gas ideal, é dado por

f = 1/T. Na figura 57 sao indicadas as linhas de corrente sobrepostas ao campo de
temperatura para Ra = 10000, que apresentam boa concordancia (qualitativa) com os
resultados de (HORTMANN; PERIC; SCHEUERER, 1990). 100 pontos foram utilizados
na discretizacao de H.

Os bons resultados obtidos neste capitulo conferem confiabilidade ao método, e
apontam para a possibilidade de extrapolar as simulagoes para casos onde nao ha resul-
tados para comparagoes, onde os resultados sao tao confidveis quanto o proprio método
empregado. O método pode entao ser utilizado como uma espécie de laboratério numérico
para prever e estudar fendmenos complexos. Um exemplo dessa aplicagao sera apresentado

no préximo capitulo.
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Figura 57 — Linhas de corrente para o problema da convecgao natural em uma cavidade
quadrada.



5 ESCOAMENTO COMPRESSIVEL TURBULENTO ATRAVES DE UM
CANAL SUBITAMENTE EXPANDIDO

5.1 INTRODUCAO

As simulagoes apresentadas no capitulo anterior nao s6 possuem um carater vali-
dativo como também apontam para a possibilidade de se empregar os modelos de alta
ordem em problemas que vao além das limitagoes que hoje cerceiam a equacgao discreta de
Boltzmann, onde a aplicacao do método ainda é restrita, que sao problemas que envolvem
escoamentos turbulentos, compressiveis e com troca térmica (QIU et al., 2018; SAADAT;
BOSCH; KARLIN, 2019; FRAPOLLI; CHIKATAMARLA; KARLIN, 2016). Um caso
simples onde esses limites podem ser testados é o caso de um escoamento confinado que
passa por um subito aumento de area na secao transversal do canal. Fenomenos complexos
como a separac¢ao da camada limite, recirculagao e transicao a turbuléncia estao presentes
nesse problema, somado a presenca de fronteiras sélidas que limitam o escoamento e
aumentam as dificuldades computacionais (XIAO et al., 2019). Por ser geometricamente
simples e fenomenologicamente complexo, esse tipo de escoamento é objeto de estudo
de varios trabalhos numéricos e experimentais (FEARN; MULLIN; CLIFFE, 1990; DRI-
KAKIS, 1997; DITARANTO; HALS, 2006; ALLEBORN et al., 1997; DING; WU, 2012;
LE; MOIN; KIM, 1997). A maioria dos trabalhos numéricos, entretanto, limitam-se aos
escoamentos com baixos nimeros de Reynolds e incompressiveis, situagoes nas quais o
fluxo é majoritariamente laminar e estacionario e, em escoamentos com altos niimeros de
Reynolds, onde espera-se um regime turbulento, diferentes modelos de turbuléncia, cuja
precisao nao pode ser atestada, se fazem necessarios (PONT—VfLCHEZ et al., 2019). O
objetivo da simulagdo apresentada a seguir é expor como a equacao discreta de Boltzmann
tem potencial para suplantar essas dificuldades e figurar como uma alternativa viavel a

Simulacdo Numérica Direta das Equacoes de Navier-Stokes.

5.2 GEOMETRIA E CONDICOES DE CONTORNO

Uma geometria com as dimensoes indicadas na figura 58 foi utilizada nas simulagoes,
onde outro tipo de condicdo de contorno, que até entao nao havia sido tratada, aparece
indicada esquematicamente pelas linhas tracejadas, que sao fronteiras permeéveis abertas.
As condic¢oes de contorno abertas devem permitir o fluxo de massa, ao mesmo tempo
em que imponham uma determinada densidade e/ou temperatura e interfiram de forma
minima no desenvolvimento do escoamento no interior do dominio. Nesse caso, as condi¢oes
de contorno periddicas, utilizadas no capitulo anterior, nao sao apropriadas, uma vez que
se espera uma variagao de densidade, velocidade e temperatura entre a entrada e a saida (o
simples fato de se ter geometrias diferentes na entrada e na saida ja inviabilizaria o uso de

fronteiras periddicas), de sorte que outro tipo de fronteira aberta deve ser implementada.
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Em geral, a forma como essa dificuldade é contornada é pela imposicao de algum
perfil de velocidade, densidade e temperatura na entrada do dominio, e condigoes de
derivadas nulas na dire¢ao (esperada) do escoamento na saida do dominio. De imediato
pode-se apontar uma limitacdo dessa abordagem, que é a imposicao de um fluxo de
massa fixo (velocidade e densidade prescritas na entrada) ao sistema, independente da
variagdo de pressdo existente entre a entrada e a saida. Essa formulagdo (prescrever
simultaneamente diferenca de pressao e vazao) pode, como mencionado em (FLEKKQOY;
DELGADO-BUSCALIONI; COVENEY, 2005), ser tao fisicamente inconsistente quanto
se impor simultaneamente a uma particula uma for¢ca e uma velocidade. O problema deve
entdo tratar o fluxo de massa como uma variavel da simulagdo, e a diferenca de pressao
como uma constante (NICHOLLS et al., 2012; DOCHERTY et al., 2014).

A solucao adotada para as condigoes de contorno abertas no presente trabalho é
uma modificagao das condigoes de contorno utilizadas em (ZHENG; GARCIA; ALDER,
2002). No inicio de cada iteracdo, as fungoes de distribuicdo na entrada, f; (Z,t), sdo

substituidas por seus valores de equilibrio como

fi. (@, t) = 71 (ph, O, tie(T + 17,1~ 1)), (282)

onde p} ¢ a densidade desejada na entrada e 6. a temperatura desejada, definindo, assim,
a pressao. Para a velocidade, adota-se a componente normal a condi¢ao de contorno no
ponto adjacente na iteragao anterior, ou, ja que que a normal para essa geometria é

paralela ao eixo z,

lle = et + 07. (283)

Dessa forma, a velocidade evolui de forma independente e possui derivada nula na dire¢ao

normal a condicao de contorno. Analogamente, na saida,

fi (@ t) = £ (03, 05, (T~ 10, 1)) . (284)

A simples imposicao de uma funcao de distribuicao de equilibrio na entrada e na

saida, contudo, nao é suficiente, j4 que havera uma descontinuidade na interface sempre

que uma fungao de distribuicao de nao equilibrio atingir o final do dominio. Para evitar essa

descontinuidade, camadas de absor¢ao, também indicadas na figura, foram implementadas.

Camadas de absor¢ao sao regides onde a dissipacao ¢ gradativamente aumentada até um

valor onde somente a funcao de distribuicao de equilibrio serd a resultante do processo de

colisao. Tomando como exemplo o modelo BGK,

L N TR A N

(@ + it +0) = iz, - LEL LT (255)

T
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Figura 58 — Dimensoes e condi¢oes de contorno para o problema da expansao subita.

se a funcao f; for reescrita como a soma das suas partes de equilibrio e nao-equilibrio,
€ ne
fi = [T+ £, tem-se que

fi@+ &t +0) = U@t + £, 1) (1 - 1) . (286)

-
Nota-se que quando 7 = 1, a funcao de distribuicao resultante do processo de colisao
é a prépria funcao de distribuicdo de equilibrio. Na camada de absorc¢ao, o tempo de
relaxagao 7 varia espacialmente, 7 = 7(Z). A forma da fungao 7(Z) pode variar, mas em
geral tem-se que em 7 = 0, 7 possui o valor estabelecido para a simulacao, 79, e no final
da camada de absor¢ao, 7 possui um valor unitério (XU; SAGAUT, 2013). A separagao
da funcao de distribuicdo em suas componentes de equilibrio e nao-equilibrio é também
o cerne do método da regularizagao (MATTILA; PHILIPPI; HEGELE, 2017; LATT;
CHOPARD, 2006), que aumenta significativamente a estabilidade da simulagao, sendo,
por essa razao, também utilizada aqui. O aumento gradual da dissipacao em uma camada
de absorcao ¢ também a base para a construcao de algumas condi¢des de contorno que
visam minimizar o efeito de reflexdes de ondas actsticas nas fronteiras computacionais (XU;
SAGAUT, 2013). Nos resultados apresentados aqui o efeito dessas reflexdes é minimizado
mas nao suprimido, de forma que reflexdes podem influenciar de alguma forma o campo
hidrodindmico resultante.

Os valores, em unidades fisicas, adotados na simulagao foram: T, = 207,7 K,
pe = 4,8 Kg/m?, Ts = 207,7 K, ps = 4.728 kg/m?, Pr = 0,71, v = 1,568e-5 m?/s,
H = 0,5¢-3 m e R = 287,0549 J/kgK. Com esses valores, a razao de pressido entre
a saida e a entrada é de 0,985, resultando em um nimero de Reynolds com base na
velocidade média e na altura H da saida do canal de Re = 1200 e em um nimero de
Mach de Ma = 0,11. Como condi¢ao inicial, a todos os pontos foram impostas fungdes de
distribuigao de equilibrio com velocidade nula e temperatura e densidade iguais aos valores
na entrada. A diferenga de pressao foi imposta gradativamente através do abaixamento
da densidade atribuida a saida por uma rampa linear de 10000 iteragoes. 50 pontos foram
utilizados na discretizagdo da dimensao H, resultando em 0t = 3,4215e-8 s/ite. A cada
1000 iteracoes, todas as funcoes de distribuicdo do dominio foram armazenadas, permitindo

a reconstrugao de qualquer campo hidrodinamico a cada 3,4215e-5 s.
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5.3 RESULTADOS

5.3.1 Vazao massica

Conforme mencionado, a vazao massica ndo deve ser imposta simultaneamente a
diferenca de pressao, devendo a simulacao ser capaz de determinar seu valor para uma
dada razao de pressoes. O problema de se estimar a vazao dada uma diferenca de pressao
é bastante comum no projeto de tubos capilares, por exemplo (RASTI; JEONG, 2017).

A figura 59 contém a evolugdo da vazao massica medida instantaneamente ao longo do
tempo

n
m=Y_ pjujAy, (287)
j=1

tanto na entrada quanto na saida do dominio, juntamente com a vazao massica média até

o tempo considerado.
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Figura 59 — Vazao massica na secao de entrada e na secao de saida do sistema ao longo

do tempo.

Nao ha o estabelecimento (até o tempo simulado) de um regime estacionario, o

que indica que as condigdes de contorno operam de forma dindmica, tentando se adequar
as oscilagdes que o escoamento impoem. Apods algum tempo, contudo, a vazao méssica
média nao varia e as oscilagbes instantdneas ocorrem de maneira (aparentemente) nao

periddica. Nota-se claramente trés regimes distintos no padrao temporal da vazao massica,
destacados e indicados na figura.
1. O final da rampa de abaixamento de pressao.

2. O final de um regime suave de aumento do fluxo de massa dando origem a grandes

oscilagbes de alta frequéncia.
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3. A supressao das oscilagoes de alta frequéncia dando origem a uma oscilagado ao redor

de um valor de equilibrio.

As diferengas no padrao encontrado na vazao massica se devem aos diferentes

regimes de desprendimento de vértices que ocorrem no escoamento ao longo do tempo.

5.3.2 dinamica de desprendimento de vortices

Desde o inicio da simulagao até o ponto 2 indicado na figura 59, a dindmica do

escoamento pode ser entendida como indicada nas figuras 60-63.

Vorticidade

: 0.005

-0.00¢

N w

N

x/H

Figura 60 — Vorticidade em t =5,1322e-04 s. Ao deixar o canal, dois vértices se formam e
sao deslocados por convecgao em direcao a saida do dominio.

Figura 61 — Linhas de corrente em t = 5,1322e-04 s. Na entrada do dominio formam-
se duas regides de recirculagao. Regioes de recirculagao também se formam
apés a passagem dos vortices. Na saida do dominio, tem-se uma escoamento
laminar.
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Figura 62 — Vorticidade em t = 0,0011 s. As estruturas de vortices coalescem e geram
vértices maiores. Novos vortices se formam na camada limite separando o
escoamento no centro do canal das zonas de recirculagao.

Figura 63 — Linhas de corrente em t = 0,0011 s. As regioes de recirculagdo na entrada do
dominio se intensificam. As regioes de recirculacao resultantes das passagens
dos vértices geram um confinamento para o escoamento no centro do dominio.
Essa condicao é imediatamente anterior ao ponto 2.

Observa-se das figuras 60-63 que os vortices formados no interior da tubulacao ainda
nao atingiram o final do dominio, onde o escoamento continua laminar, o que explica a
suavidade na curva da vazao massica. As zonas de recirculacao claramente confinam o
escoamento, sendo este uma espécie de confinamento dinamico, que muda de forma ao
longo do tempo, de acordo com a posi¢ao das zonas de recirculagdo que, por sua vez, sao
induzidas pelos vértices. Uma vez que esse confinamento atinge a saida do dominio de
simulagdo, a vazao massica passa a ser ditada justamente pela dindmica dessa zona de
confinamento, que passa ora a restringir, ora a liberar a passagem de massa, causando as
oscilagbes observadas na figura 59.

As figuras 64 e 65 resumem que se passa entre os pontos 2 e 3 indicados na figura
(59), que é uma sequéncia de desprendimentos e coalescéncia de vortices. As estruturas
se assemelham as instabilidades de Kelvin-Helmholtz, que sao tidas como um importante
fenémeno de transicao a turbuléncia (THORPE, 2012).
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Figura 64 — Vorticidade em t = 0,0048 s. O escoamento se encontra confinado por uma
esteira de vortices, de diferentes tamanhos e formas.

Figura 65 — Linhas de corrente em t =0,0048 s. O escoamento ¢ totalmente simétrico, com
inimeras zonas de recirculagao fora do nicleo do escoamento.

O acompanhamento quadro a quadro de uma sequéncia de vértices permite elucidar
de maneira mais coesa a dindmica do fendmeno que se repete entre os pontos 2 e 3 (figura
59). As figuras 66-70 possuem intervalo de tempo de 3,4215e-05 s entre si e, mesmo num
intervalo de tempo tao curto, é dificil captar todos os detalhes do escoamento. Para tornar
a analise a mais clara possivel, sao plotadas, em cada figura, o campo de vorticidade de
toda a geometria, onde ¢é indicada a area utilizada para uma aproximacao detalhada onde

sao sobrepostas as linhas de corrente naquele instante de tempo.
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Figura 66 — Detalhe do surgimento de um vortice na camada limite com as linhas de

corrente sobrepostas.

Vorticidade -t = 4.8585 ms
5 T T T 0.01
- —
- — 0

0.01

0.005

-0.005

-0.01

Figura 67 — Detalhe do surgimento de um segundo vértice na camada limite imediatamente
apos o surgimento do vortice anterior. A estrutura que conecta os dois vértices

¢ chamada de tranga.
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Figura 68 — Os vortices se aproximam a ponto de a tranca nao mais existir. Uma regiao

de recirculacao se estabelece entre os dois vortices.
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Figura 69 — A regiao de recirculagdo direciona o segundo vortice para dentro do escoamento
no centro do canal. Na linha de corrente no centro do canal, a velocidade de

conveccao do segundo vortice é aumentada.
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Figura 70 — O segundo vértice “ultrapassa” o primeiro voértice, sendo desacelerado logo
na sequéncia. Os dois vértices se fundem em um vértice maior.

Toda sequéncia mostrada acontece em menos de 0,2 ms, e esse comportamento
se reflete nas oscilagoes de alta frequéncia observadas no fluxo de massa medido. Essa
dinamica é acompanhada de variagoes de densidade, pressao e temperatura, cujos historicos
temporais revelam caracteristicas importantes, sobretudo quando se é feita uma analise
em frequéncia, como a indicada na figura 71. A densidade espectral de poténcia do sinal
no tempo medido ao longo da linha central esta indicada juntamente com um esquema
da geometria que permite relacionar ao mesmo tempo frequéncia, amplitude e posicao. A
mesma metodologia é utilizada para se conhecer o espectro de frequéncia da pressao ao
longo das paredes da tubulagdo, indicado na figura 72.

O que se conclui é que a frequéncia de coalescéncia de vortices é a responsavel pela
oscilagao de pressao ao longo do dominio. Essa frequéncia tem predominéancia em torno de
9700 Hz e acontece em posi¢oes bastante especificas na linha central. Essa andlise, contudo,
leva em conta somente o pequeno intervalo entre os marcos 2 e 3 indicados no gréfico
da vazao massica. Apds o ponto 3, o escoamento adquire uma caracteristica bastante
diversa desse breve intervalo de desprendimento simétrico de vértices. O inicio do marco
3 é justamente caracterizado pela quebra dessa simetria, indicada nas figuras 73 e 74.

Deste ponto em diante (até o tempo simulado), nenhum padrao periédico pode ser
observado, e qualquer tentativa de descricao pormenorizada do escoamento seria erratica.
Isso nao significa, contudo, que possa se atribuir ao escoamento termos como aleatorio ou
caotico, pelo contrario, pode-se divisar estruturas extremamente organizadas em qualquer

instante de tempo. Nas figuras 75 e 76 tem-se um extrato do escoamento que passa a ser
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Figura 71 — Densidade espectral de frequéncia da pressao ao longo da linha central durante
a etapa de desprendimento simétrico de vértices.

encontrado dentro do canal do ponto 3 em diante.

Ha uma clara mudanga no espectro de frequéncia medido, como indicado nas figuras
77 e 78, evidenciando a mudanga no padrao de escoamento. Componentes de frequéncia
entre 1970 Hz em 2430 Hz aparecem a partir desse ponto, mas é dificil associd-la com uma
estrutura especifica. Ha varias formagoes de pequenos vértices que orbitam grandes vortices
e uma instabilidade no jato que poderiam ser associados a essas componentes. Para se ter
uma ideia da complexidade do escoamento que se forma, o leitor deve direcionar-se a https:
//youtu.be/kjx90TgPp4A e a https://youtu.be/dphh7zIrLZc para uma visualizagao
dos resultados. Nesses videos os resultados foram animados de forma a reproduzir o
gradiente de densidade ao longo do tempo. Esse material suplementar é bastante util na

tentativa de entendimento do fendmeno.

5.3.3 valores médios e valores de flutuagao

A anélise da vazao maéssica indica uma caracteristica importante do escoamento,
que ¢ a convergéncia do valor médio. Uma vez que a densidade ¢ constante tanto na entrada
quanto na saida do dominio, as oscilagoes nos valores instantaneos da vazao maéssica se
devem a flutuagoes na velocidade medida. Com o avanc¢o do tempo, o valor médio dessas

oscilagoes atinge um valor estacionario, sendo entao possivel dizer que a velocidade medida
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Figura 72 — Densidade espectral de frequéncia da pressao ao longo das paredes durante a
etapa de desprendimento simétrico de vortices.
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Figura 73 — Vorticidade no inicio do marco 3. H4 uma quebra de simetria dos vortices que
leva a uma deflexdo das linhas de corrente.
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Figura 74 — Linhas de corrente no inicio do marco 3. O fluxo que até entao se desenvolvia
confinado entre zonas de recirculacao simétricas, comeca a ser defletido.

Vorticidade
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Figura 75 — Vorticidade em t = 0.0171 s. Nao se pode mais divisar nenhum padrao no
escoamento.

Figura 76 — Linhas de corrente em t = 0.0171 s. O escoamento abre caminho em meio a
varias zonas de recirculagao, que se movem mudando de forma e tamanho.
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Figura 77 — Densidade espectral de poténcia da pressao ao longo da linha central apds o

marco 3.
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Figura 78 — Densidade espectral de poténcia da pressao ao longo das paredes apds o marco
3.
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é resultado da soma de um valor médio mais um valor de flutuagao. A ideia de separar o
campo dessa forma é chamada de decomposi¢ao de Reynolds (REYNOLDS, 1895), onde
qualquer variavel no campo hidrodindmico pode ser justamente escrita como a soma de

duas contribuicdes, um valor médio ¢ e um valor de flutuacio ¢/ ()

¢(t)=0+0¢ (1), (283)
sendo o valor médio dado pelo operador
1 t+A¢L
= dt. 2
. (259)

Assim, as variaveis hidrodindmicas velocidade, temperatura e densidade podem ser

escritas como

i(t)=1u+u (t), (290a)
T()=T+T (1), (290b)
p(t)=7+p (). (290c)

A substituigao desses valores nas Equagoes de Navier-Stokes levam as chamadas Equacoes
Médias de Reynolds, Reynolds Averaged Navier Stokes (RANS), na sigla em inglés.

O método RANS descreve a evolugao temporal dos valores médios!, mas possui um
problema de fechamento. A decomposicao da origem a um termo envolvendo os valores de
flutuacao da velocidade u', especificamente, surge o tensor Vi = uZ uj, chamado de tensor
de Reynolds. Novas incégnitas surgem, mas nao surgem novas equacoes, de forma que o
sistema se torna indeterminado. Esse é o problema de fechamento das equagoes médias e
a determinacgao dos valores de flutuacao requer algum modelo, sendo esses modelos geral-
mente chamados de modelos de turbuléncia, ja que a turbuléncia sao associados os valores
de flutuacao. Os modelos se apoiam no fato de que, para altos nimeros de Reynolds, as
caracteristicas estatisticas dos valores de flutuacao do campo de velocidades assumem um
carater universal (SREENIVASAN, 1995), hipétese primeiramente proposta por Kolmogo-
rov (KOLMOGOROV et al., 1991). Uma das vantagens das Simulagoes Numéricas Diretas
e da equagao discreta de Boltzmann é a nao necessidade de se utilizar tais modelos e nesta
secao os valores de flutuacao sao comparados com a teoria de Kolmogorov.

Primeiramente, os valores médios sao calculados. Na figura 79 tem-se os resultado
do campo de velocidades médio dos ultimos 0,1 s de simulagao plotado como o Numero
de Mach, na figura 80 o valor médio do Nimero de Reynolds (com base na altura do

canal H) e na figura 81 as linhas de corrente resultantes das velocidades médias. Valores

L O valor médio varia de acordo com o intervalo ¢t + At considerado.
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Figura 79 — Numero de Mach médio.
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Figura 80 — Numero de Reynolds médio.

Figura 81 — Linhas de corrente resultantes das velocidades médias.

dessa ordem de grandeza sao geralmente caracterizados como escoamentos de transicao a
turbuléncia, onde ainda se verifica alguma periodicidade. Diversos trabalhos apresentam
resultados semelhantes para o campo médio e o diferencial aqui é a obtencao direta dos
valores de flutuacao.

Uma ideia da magnitude dessas flutuagoes pode ser obtida quando os dados sao
apresentados em uma serie de diagramas de caixas, indicado na figura 82. No gréfico, a
linha continua preta representa o valor médio e a linha vermelha dentro de cada caixa
a mediana. Os limites de cada caixa sdo dados de forma que 25% das observacoes se
encontrem entre a mediana e o limite inferior e 25% entre a mediana e o limite superior.

As linhas tracejadas sdao os limites onde 95% das observagoes se encontram e as cruzes
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Figura 82 — Diagrama de caixas da componente z da velocidade no centro do canal.
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Figura 83 — Tensor de Reynolds.

vermelhas sao valores considerados discrepantes. As dispersoes sao grandes mas apresentam
sempre uma distribuicao que se aproxima de uma distribui¢ao gaussiana. Conhecendo-se
o valor médio i (Z) e os valores de flutuacao v’ (Z,t) da velocidade, o tensor de Reynolds
vij (T) = u;u; pode ser facilmente calculado, resultando nos valores mostrados na figura 83.

Os mesmos valores de flutuacao sao utilizados para se obter os valores da energia cinética
turbulenta k (7) = % (U;Q + ulyQ) ao longo do dominio, indicados na figura 84.

O tensor de Reynolds pode ser entendido como tensoes que surgem no escoamento
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Figura 84 — Energia cinética turbulenta.
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Figura 85 — Pontos de deflexdo do escoamento em diferentes instantes de tempo.

devido a flutuagoes no campo de velocidades. Assim como uma componente do tensor de
tensoes viscosas representa um fluxo de quantidade de movimento em niveis moleculares,
as componentes do tensor de Reynolds representam um fluxo de quantidade de movimento
pela parte de flutuagao do campo de velocidades (POPE, 2000). vy representa o transporte
da componente z da quantidade de movimento através de um plano perpendicular ao eixo
y, ou ainda, a forca na direcao x por unidade de area aplicada a um plano perpendicular a
direcao y devido as flutuagoes turbulentas. Os locais de maior valor de tensao de Reynolds
sao os pontos onde ha mais tensoes agindo sobre o escoamento devido a turbuléncia, sendo
o desequilibrio instantaneo dessas tensoes a causa das deflexdes no escoamento, com as
posicoes de maior tensao sendo justamente os pontos onde ha mais instabilidade no fluxo
que deixa o canal, como indicado na figura 85, onde as linhas de corrente sao sobrepostas
ao mapa de cores do campo de vorticidade.

A energia cinética turbulenta indicada na figura 84 é uma medida da magnitude
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Intensidade de turbuléncia

Figura 87 — Intensidade da turbuléncia desconsiderando pontos com velocidade média
proxima de zero.

das oscilagdes no campo de velocidades. Uma outra maneira de se quantificar as flutuagoes

no campo de velocidades é medir a oscilagao relativa

(%) = , (291)
\ T + Ty
do valor quadratico médio da flutuacao em relacao ao valor médio. Essa medida é chamada
de intensidade da turbuléncia, e é indicada na figura 86.

Notam-se valores de flutuagao muitas vezes maiores que os valores médios, sendo que
esses valores altos se concentram em pontos onde a velocidade média tende a zero, levando
os valores na equacao (291) para o infinito. Descartando-se os pontos onde a velocidade
média é baixa (menor que 1 m/s), tem-se os valores de intensidade da turbuléncia indicados
na figura 87.

As linhas de corrente sobrepostas aos valores da intensidade da turbuléncia indicam
que, primeiro, os vortices possuem um formato aproximadamente eliptico e, segundo, existe
uma concentracao de intensidade da turbuléncia ao longo do eixo maior dessa elipse que se
estendem junto as paredes. A drea junto a parede com maior concentracao de intensidade
da turbuléncia sao justamente as areas para onde o jato que deixa o canal é redirecionado

devido as oscilag¢oes, como indicado previamente na figura 85.
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Figura 88 — Taxa de dissipagao da energia cinética turbulenta.

E possivel entdo ter uma estimativa bastante precisa dos valores e da localizagao
das quantidades turbulentas, mas mais informagcoes podem ser obtidas, entre elas, uma

extremamente dificil de ser obtida, que é a taxa de dissipagao da energia cinética turbulenta

€ = 2US}555, (292)

onde v ¢ a viscosidade cinemdtica e s;; € parte de flutuagao do tensor taxa de deformacao

1 [ Ouy; %

R W) 2
% 2 8xj ox; (293)

Essa medida ¢é dificil obtengao experimental porque envolve o célculo de todas as derivadas
espaciais do campo de velocidades (XU; CHEN, 2013), mas nao representa um esforgo
computacional muito grande uma vez que se tenha os histéricos da velocidade ao longo
do dominio. Os valores da taxa de dissipagdo da energia cinética turbulenta sao indicados
na figura 88.

Observa-se que os valores sdo bastante altos e sao também ordens de grandeza
maiores junto as paredes. Dois fatores contribuem para esses resultados, o primeiro, o fato
de que escoamentos em microcanais sao bem diferentes de escoamentos macroscopicos
podendo, por exemplo, atingirem regimes turbulentos com niimeros de Reynolds muito
baixos (WANG; YANG; ZHAO, 2014) e, segundo, porque as paredes agem como fontes
extras de tensoes cisalhantes e normais que nao estariam presentes em escoamentos livres.
Devido as reduzidas dimensoes do problema simulado, essas tensoes tém efeito sobre todo
o dominio e o aumento na taxa de dissipa¢ao quando se confina o escoamento é conhecido
(CLERCX; HEIJST, 2017).

Outro indicativo de que o escoamento se aproxima de um escoamento turbulento é

o formato da densidade espectral E (k) da correlagao espacial da velocidade

Rij (2,7) = u; (Z,8) u; (7 + 7, 1), (294)
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Figura 89 — Correlagao espacial da componente x da velocidade no centro do canal.

que para altos nimeros de Reynolds deve tender a chamada lei de -5/3 de Kolmogorov
(KOLMOGOROQV et al., 1991), expressa por

E (k) = Credk 3, (295)

onde (. é uma constante, € é a taxa de dissipacdo da energia cinética turbulenta e k é o
numero de onda. A correlacao espacial da componente z da velocidade medida na linha
central a partir da posicdo x = 10H até a posicao z = 23H é indicada na figura 89, e
a densidade espectral dessa correlacao indicada na figura 90, onde também é plotado o
resultado esperado pela lei de Kolmogorov com C} = 2,1.

A faixa do espectro que segue a inclinagdo prevista pela lei de Kolmogorov é
chamada de faixa inercial, abaixo dessa faixa se concentram as grandes estruturas, res-
ponsaveis pela producao de energia e acima dessa faixa estao as pequenas estruturas,
onde ocorre a dissipagao da energia. A faixa inercial é a faixa onde ocorre a chamada
cascata energética, na qual ha a transferéncia de energia das grande para as pequenas es-
truturas. Em métodos tradicionais as pequenas estruturas nao sao simuladas diretamente,
elas entram como modelos de turbuléncia. Ja na presente simulagdao, uma ampla faixa de
dissipagao consegue ser capturada.

Somente as grandes escalas sao obtidas por simulagoes que se utilizam de outras
metodologias, como as Equagoes Médias de Reynolds (RANS) ou a Simulagao de Grandes
Escalas (LES). O grande diferencial aqui é que nenhuma aproximacao foi feita, salvo pela
imposicao de uma temperatura e uma densidade fixa na saida. O regime turbulento surge
naturalmente com o passar da simulagao, e o contetido espectral das variagoes em relagao
aos valores médios é um resultado direto da formacao de estruturas ordenadas.

A turbuléncia é um dos assuntos mais complexos enfrentados na mecanica dos
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fluidos e ha uma grande necessidade de formas relativamente baratas e confiaveis de se
computar escoamentos turbulentos (LUMLEY, 1992). Nesse sentido, a equagdo discreta
de Boltzmann se mostra uma ferramenta importante a ser explorada. O método é genérico
e pode ser estendido a qualquer geometria, com valores extremos podendo ser alcancados
com uma maior discretizacao e fendmenos ainda mais complexos, como formacoes de ondas

de choque, por exemplo, podem vir a ser obtidos.
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6 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi apresentar condig¢oes de contorno para modelos de
alta ordem da equacao discreta de Boltzmann e mostrar como, a partir da implementacao
dessas condi¢oes de contorno, o método pode figurar como uma alternativa viavel para
a simulacao de fendmenos compressiveis e com troca térmica. Para tal, o trabalho foi

dividido em 4 partes:

1. Discussao sobre os aspectos tedricos da teoria cinética. Os trabalhos classicos fo-
ram revisitados e os aspectos analiticos da teoria cinética, da equagao continua
de Boltzmann e do processo de discretizacao que resulta na equacao discreta de
Boltzmann foram apresentados de forma detalhada. A analise de Chapman-Enskog,
que constitui uma das mais poderosas ferramentas matematicas para conectar a
equacao de Boltzmann com as equagoes macroscopicas da mecanica dos fluidos foi
apresentada de maneira pormenorizada, identificando as limitagoes e aproximagoes
do método. Mostrou-se o porqué de a simulacao de escoamentos compressiveis e com
troca térmica com a equagao discreta de Boltzmann requer um maior nimero de
velocidades discretas e a relagdo entre o tempo de relaxagao adotado no termo de

colisao e os coeficientes de transporte do fluido.

2. Desenvolvimento de condi¢oes de contorno para a equacgao discreta de Boltzmann.
Uma forma de se discretizar e implementar a condi¢ao de contorno difusa de Maxwell
(MAXWELL, 1879) foi apresentada. A metodologia proposta pode ser vista como
uma variacdo da implementagao sugerida por Meng e Zhang (MENG; ZHANG,
2014) onde os pontos ficticios sdo os proprios pontos de colisao. As condigoes de
contorno desenvolvidas, por dispensarem o uso de pontos ficticios fora do dominio
de simulacao, aumentam a versatilidade de aplicagao, permitindo incorporar trocas
de calor e fatores de escorregamento nas paredes. A condi¢ao de contorno cinética
tem fundamentacao direta na teoria cinética e garante a conservagao local da massa.
As condigoes de contorno propostas sao diretamente aplicaveis a modelos de alta
ordem da equacao discreta de Boltzmann, pavimentando o caminho para a utilizacao

desses modelos em simulagoes compressiveis e com troca térmica.

3. Validagoes numéricas das condicoes de contorno propostas. Uma série de problemas
classicos da mecanica dos fluidos foi elencada a fim de testar a eficiéncia das condigoes
de contorno propostas. Buscou-se variar de forma ampla os principais parametros que
regem cada problema, assegurando a funcionalidade do método nos mais diversos
regimes hidrodindmicos. O método se mostrou capaz de cobrir desde fenomenos
rarefeitos a situagdes onde o regime continuo prevalece. Na simulagao de uma onda
plana incidindo sobre um conjunto de aletas a capacidade de se impor uma derivada

nula de temperatura ou velocidade nas paredes por meio das condi¢oes de contorno
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desenvolvidas foi aferida, comprovando a eficiéncia da metodologia. Esses resultados
mostraram que o método, combinando modelos de alta ordem com as condigoes de

contorno difusas, pode ser estendido a problemas hidrodindmicos mais complexos.

4. Simulac¢ao de um escoamento compressivel turbulento através de um canal subita-
mente expandido. A simulagdo mostrou como o escoamento se desenvolve desde
um regime de desprendimento simétrico de vortices até o surgimento de um regime
turbulento sem a necessidade de se utilizar algum modelo de turbuléncia. Os resul-
tados mostram que a densidade espectral da componente de flutuacao da velocidade
segue a lei de Kolmogorov (KOLMOGOROV et al., 1991), apontando para um escoa-
mento de fato turbulento. Esse resultado sugere que a equacao discreta de Boltzmann
pode ser utilizada, inclusive, auxiliando na construcao de modelos de turbuléncia
para outros métodos numéricos em situagoes onde evidéncias experimentais sejam

escassas.

Desse modo, a metodologia combinando modelos de alta ordem da equagao discreta
de Boltzmann com a condi¢ao de contorno difusa de Maxwell mostrou-se uma ferramenta
capaz de simular uma ampla gama de fendmenos hidrodinamicos e figurar como uma
alternativa vidvel a simulagao numérica direta das equacoes de Navier-Stokes. O método
pode tanto ser utilizado como uma ferramenta de auxilio no desenvolvimento de modelos
de turbuléncia para outras metodologias como também servir de laboratério virtual para

investigar de forma minuciosa fenémenos complexos de dificil reproducao experimental.

6.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Intiimeros avancgos ainda sao necessarios e estao em aberto, dentre os quais, pode-se

destacar:

1. Estender a metodologia para problemas tridimensionais. Apesar de os modelos e
validagoes apresentados aqui serem bidimensionais, a extensao das condigoes de con-
torno para espacos tridimensionais segue as mesmas premissas expostas no capitulo 3.
Além disso, propositalmente, sempre que possivel, fez-se questao de se destacar que
a constante relacionada a dimensionalidade do problema, D, apareca explicitamente
nas equacoes do capitulo 2. Esse desafio representa um trabalho de implementagao

computacional bastante desafiador.

2. Fluidos nao ideais. Muito se encontra na literatura sobre a facilidade com que nao ide-
alidades podem ser incorporadas a equacao discreta de Boltzmann. Alegadamente,
ao se partir da teoria cinética, as fontes de nao idealidade, que sdo as forcas de
interacao intermoleculares, surgiriam naturalmente. Modelos que sejam termodina-

micamente consistentes e contemplem variacao de temperatura, contudo, ainda nao
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sao um consenso. Do ponto de vista tedrico, esse seja talvez o maior desafio para os

proximos trabalhos.

3. Novos modelos de colisao. Este ponto é pouco explorado e merece atencao. O modelo
de colisao BGK é uma aproximagao valida para pequenos desvios do equilibrio, onde
uma linearizac¢ao do termo de colisdo pode ser feita. Grandes desequilibrios requerem
termos nao lineares no operador de colisao, que possivelmente contribuiriam também

para a estabilidade do método. Modelos além do BGK, contudo, sdo ainda escassos.

4. Vantagens da arquitetura computacional. A equacao discreta de Boltzmann possui,
em tese, uma capacidade de paralelizagao irrestrita e linear, onde o dobro do nimero
de ntcleos de processamento significa metade do tempo de computacao. Futuros
trabalhos devem tirar proveito dos novos processadores com miltiplos nicleos e da
crescente incorporacao da possibilidade de se utilizar placas de video com milhares
de ntucleos de processamento em problemas de engenharia para acelerar e tornar a

equacao discreta de Boltzmann mais competitiva do ponto de vista computacional.
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