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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar uma classe especial de func¢ées com-
plexas, chamadas transformagoes de Mobius. Para isso, primeiramente,
fazemos a construcao do plano complexo estendido e da projegao este-
reogrifica (que relaciona o plano complexo estendido e a esfera). Poste-
riormente, fazemos a interpretacao geométrica da fungao inversao para,
finalmente, chegar nas transformacoes de Mdbius.

Palavras-chave: nimeros complexos; plano complexo estendido; pro-
jecao estereografica; inversao; transformagoes de Mobius.






ABSTRACT

The purpose of this work is to study a special class of complex functions,
called Mo6bius transformations. In order to do that, we first define the
extended complex plane and the stereographic projection (which gives
a relation between the extended complex plane and the sphere). Then
we study the geometric interpretation of the inversion function, and
finally we arrive at the Mobius transformations.

Keywords: complex numbers; extended complex plane; stereographic
projection; inversion; Mobius transformations.
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INTRODUCAO

A resolugao de equagoes sempre representou um dos principais
interesses dos matematicos, desde a Antiguidade até os dias de hoje.
Babilonios, gregos, egipcios e hindus ja conheciam alguns casos parti-
culares de equagoes de segundo grau, mas, em vez de férmulas, usavam
régua e compasso para resolvé-las. Para esses matematicos nao havia
dificuldade quando aparecia a raiz quadrada de um ntumero negativo:
como as equagoes eram formuladas para solucionar um problema con-
creto, se surgisse uma raiz quadrada negativa, o problema era conside-
rado sem solugao.

Esse ponto de vista sé comecou a mudar a partir do século XVI,
com os matematicos italianos e seus estudos sobre a resolucao de equa-
¢oes de terceiro grau em que aparecem raizes de niimeros negativos. No
inicio, a existéncia de um “novo tipo de nimero” foi de dificil aceitagao,
mas a ampliagdo dos estudos por matematicos alemaes (entre eles, Le-
onhard Euler e Carl Friedrich Gauss) e a descoberta da possibilidade
de ampliacdo desses niimeros em outras areas tornaram os numeros
compleros uma importante descoberta matematica. Com o surgimento
deles, podemos resolver equagoes que nao tém solugao no conjunto dos
numeros reais.

Atualmente, aplicagdes desses novos niimeros adquiriram grande
importancia no campo da Engenharia (por exemplo, no estudo, na mo-
delagem de circuitos elétricos, no movimento de liquidos e gases ao re-
dor de obstdculos), na Geometria fractal, em sistemas dindmicos (por
exemplo, no estudo da interferéncia em linhas de transmissao de energia
e telefonia), entre outros.

Neste trabalho estudaremos uma classe especial de funcoes, cha-
madas transformacoes de Mobius. Para pavimentar o caminho até 14,
passamos pela definicdo de numeros complexos, pela construgao do
plano complexo estendido e pela visualizagao geométrica da acao da
fungdo inversdo. Apés isto, podemos entdo definir as transformacoes
de Mobius. Veremos que as transformacoes de Mobius tem a bonita
propriedade geométrica de preservar circunferéncias do plano complexo
estendido.

As principais referéncias usadas para a elaboragao deste trabalho
sd0 (SOARES, 2006) e (WAGNER, 2005).
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1 NUMEROS COMPLEXOS

O matemadtico italiano Jeronimo Cardano (1501-1576) mostrou
em seu livro Ars Magna (A Grande Arte) um método para resolver
equagoes do terceiro grau que é hoje chamado de Férmula de Cardano.
Rafael Bombelli (1526-1572), discipulo de Cardano, aplicou a férmula
de Cardano & equacio x> — 152 — 4 = 0 obtendo

T = €/2+\/—121+</2—\/—121.

Embora nao se sentisse completamente a vontade em relagao
as raizes quadradas de nimeros negativos, Bombelli operava com elas
aplicando-lhes as regras usuais da algebra. Bombelli mostrou que

2+vV-1)P2=22+3.22.V/-14+3-2.- (V-1 +(V-1)3

=8+ 12y/—1-6-+—1
=2+411V—1=2+—121

V2+vV—121 =2 ++/—1

/2 — /=121 =2 — /—1.

Portanto, o valorde x é z = 2+ +v/—14+2 — v/—1 = 4. Como
4 é realmente a raiz da equacao, a partir de Bombelli os matematicos
passaram a usar as raizes quadradas de nimeros negativos como ferra-
mentas para encontrar solucoes de equagoes, embora estivessem pouco
confortaveis com isso. Bombelli trabalhava sistematicamente com a
quantidade v/—1, que hoje chamamos de unidade imaginaria e repre-
sentamos por i. Apenas no século XIX, quando Carl Friedrich Gauss
(1787-1855) e Jean Robert Argand (1768-1822) divulgam, de maneira
independente, a representacao geométrica dos numeros complexos, é
que a sensacgao de desconforto desaparece.

O surgimento dos niimeros complexos levou a uma ampliagao dos
conjuntos numéricos com a criacao do conjunto dos nimeros complexos,
representado por C e definido por:

Logo,

e, analogamente,

C={z=a+bi, onde a,bcRei*=—1}.
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1.1 A FORMA ALGEBRICA

Um ntimero complexo é um ntmero da forma z = a + b, com a
e b reais e i> = —1. Os valores a, b sio chamados respectivamente de
parte real e parte imagindria de z. Escrevemos a = Re(z), b = Im(z).
Observe que um numero real é um nimero complexo da forma a + 01,
isto é, sua parte imagindria se anula. J4 um ntmero da forma 0+ ib é
chamado imagindrio puro.

Dois nimeros complexos z = a +ib e 2/ = a’ + ib’ sdo iguais se,
e somente se, a = a’ ¢ b = b'. Em particular, tem-se a + ib = 0 se, e
somente se, a =0 e b= 0.

A soma de dois nimeros complexos z = a +ib e w = ¢+ id é
definida da seguinte forma:

z4w=(a+c)+i(b+d),
isto é, Re(z + w) = Re(z) + Re(w) e Im(z +w) = Im(z) + Im(w).
Observe que se z = a + 0i e w = ¢+ 0¢ sdo reais, a soma z + w =

(a +¢) +i(0+ 0) como complexos é a mesma da soma z +w =a+ ¢
como reais. Além disso, se w = ¢ + 07 é real, entao

z4w=(a+c)+i(b+0)=(a+c)+id,

isto é, é possivel fazer a soma de um nimero complexo com um nimero
real. Seguem da definicdo da soma as seguintes propriedades:

(A) A soma é comutativa. De fato,
z4w=(a+c)+ilb+d) =(ct+a)+i(d+b)=w+z.

(B) A soma é associativa. De fato, se u =e+if,

(z+w)+u=((a+c)+e)+i((b+d)+f)

=(a+(ct+e)+ilb+(d+f) =24+ (w+u).

(¢) Existe um elemento neutro aditivo, 0 = 0 + 0i. De fato,
2+0=(a+0)+i(b+0)=a+ib==z.

(D) Todo ntimero complexo possui inverso aditivo. De fato, se
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w = —a — tb, entao
24w = (a+(~a) +i(b+ (b)) = 0+0i = 0.

Denotamos w = —z. Esta propriedade nos permite definir a diferenca
de nimeros complexos: z —w = z + (—w).
O produto de ntimeros complexos é definido da seguinte forma:

z-w = (a+ib)(c+id) = (ac — bd) + i(ad + bc) .

Novamente, observe que se z = a+ 0t e w = ¢+ 0¢ sao reais, o produto
z - w complexo é o mesmo que o produto de z e w como reais. Além
disso, se z = a + ib, w = ¢ + 0i, entao

z-w = (ac — 0b) + (a0 + bc) = ac + ibc = c(a + ib) ,

isto é, é possivel multiplicar um nimero complexo por um nimero
real. Observe também que no produto é satisfeita a propriedade de
distribuicdo, substituindo 2 por —1:

(a + ib)(c +id) = ac + iad + ibc + i*bd = ac — bd + i(ad + be) .

O produto de numeros complexo satisfaz as seguintes propriedades:

(E) O produto é comutativo. De fato,
w-z = (c+id)(a+ib) = (ca — db) +i(cb + da)
= (ac—bd) +i(ad+bc) =z -w .
(F) O produto é associativo. De fato, se u = e + if,
(zw)-u = [(a+ib)(c+id)]- (e+if)
= [(ac — bd) + i(ad + be)] - (e +if)
= [(ac — bd)e — (ad + be) f] + i[(ac — bd) f + (ad + be)e]
= [a(ce — df) — b(cf + de)] + ila(cf + de) + b(ce — df )]
= (a +1b)[(ce — df ) +i(cf + de)]
= (a+ib)[(c+id)(e+if)] =z (wu) .
(@) Existe um elemento neutro multiplicativo, 1 = 1 + 0i. De fato,

z-1=1-2=(al —b0)+i(a0+bl) =a+ib=z .
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(H) Se z # 0, existe o inverso multiplicativo de z. De fato, o niimero

a . =b 1
a2+b2+la2+b2€ta que

) a . —b
z-w=w-z=(a+1ib) a2+b2+2a2+b2

complexo w =

«* + b bi—mab oy ab 140i=1
— i = i =1.
a?2+b2 a2 +0b? a?+b2  a?+0b?

1

. e 1
Denotamos on inverso multiplicativo de z por z7*, ou —. Podemos as-

. . . , z _
sim definir o quociente de niimeros complexos. Se w # 0, — = z - w ™ *.
w
Por ultimo, a soma e o produto satisfazem a propriedade

(1) Distributividade: z(w + u) = zw + zu. De fato, se u=e+if,
z-(w+u) = (a+ib)[(c+e)+i(d+ f)]
= [a(c+e) = b(d+ f)] +ila(d + f) + blc +e)]
= ac — bd + i(ad + bc) + (ae — bf) + i(af + be)
=zw+ zu .

O mddulo de um numero complexo z = a + b é definido por
|z| = Va? +b2. O conjugado de z é o niimero complexo Z = a — bi.
Temos

2Z = (a+ib)(a — ib) = (a® — b?) +i(—ab + ab) = a® +b* = |z|* ,

que é um numero real. Assim, se z # 0, temos |z| > 0, e

_ z
2. Z=|2]> = z-W:L
z
Y _ z .
o que implica que z7! = W Isto estd de acordo com o exposto na
z

Propriedade (H).
A equagdo 2z = |z|? ajuda também no cdlculo da divisdo de

nameros complexos: se w # 0,
z

z
w
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. <z, , . .
Como agora o denominador de — é um ntumero real, fica facil escrever
w
z .
— na forma a + if.

Além destas propriedades, temos o

Teorema 1. Se z e w sdo numeros complexos, entao:
(i) z € real se e somente se z = Z.

z z
v) Sew #0, —) =—
w w
vi) Se n € um inteiro positivo, Z" = z™.

Demonstragao: Seja z = a + bi. Se b = 0, é imediato que z = Z.
Agora,

2=%Z = a+ib=a—-ib = b=-b = b=0.
Isto prova (i). Além disso,
Z=a—ib=a—(—ib)=a+ib=z,

o que prova (ii).
Seja agora w = ¢+ di. Temos que

z+w=(a+c)+i(b+d) = (atc)—i(b+d) = (a—ib)+(c—id) = z+w .

Um célculo andlogo mostra que z — w = Z — w. Isto prova (iii).
Agora, z - w = (ac — bd) + i(ad + be), logo

z-w=(ac—bd) —i(ad+ bc) = (a—ib)(c—id) =Z-W .

Isto prova (iv). Um uso iterado desta propriedade prova (vi).
Por ultimo, se w # 0, temos que

1 w " tT w w 1
= —5 ; portanto — = —5 = — = — .
jwp? P w P P @
Dai L
=z 1 1 1 z
*:Z'*:Z'*:Z':::,
w w w w w

o que prova (V). ]
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Como consequéncia do Teorema 1, temos:

Corolario 1. Se P(z) é um polinémio com coeficientes reais, entao
P(z) = P(z).

De fato, sejam Ag, Ay, ..., A, numeros reais e considere o po-
linémio P(z) = Ag + A1z +--- + A, z". Entao

P(z)=Ag+A1z+ -+ Apzn = Ag+ Ayz + - Ay 2”

=Ay+AZz+---+A,Z"=P(Z) .

Corolario 2. Se P(z) € um polindmio com coeficientes reais e
P(a+ib) = 0, entdo P(a—ib) = 0. Isto é, se um nimero complezo € raiz
de um polinémio com coeficientes reais, entdo seu conjugado também é
raiz deste polinomio.

Isto é uma consequéncia imediata do Corolério 1, ja que
P(a—1ib) = Pla+1ib)=0=0.

O Corolario 1 é facilmente visualizado se o polinémio P(z) tem
grau 2. De fato, seja P(z) = az2+bz+c com a, b, c reais. Pela férmula
de Bhaskara, sabemos que as raizes de P sao dadas por

L —b+ Vb% — dac
B 2a '

Se b? — 4ac < 0, as raizes serdo

B —b + iv4ac — b? ' —b — iv/4ac — b?

21 = 3R = 2. )

2a

que sao conjugados.
1.2 A FORMA TRIGONOMETRICA

Como dito anteriormente, no século XIX surgiu a ideia de asso-
ciar as partes real e imaginaria de um nimero complexo com as coor-
denadas de um ponto no plano cartesiano, tornando assim mais facil a
visualizacao destes nimeros.

Da mesma forma que cada nimero real pode ser visualizado como
um ponto da reta real, cada elemento a + bi, com a,b € R do conjunto
dos ntimeros complexos corresponde a um tinico ponto P(a,b) do plano
cartesiano.
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eixo imaginario (Im) 4

0 : a eixo real (Re)

Figura 1 — O plano complexo

A parte real de z é representada no eixo das abscissas, que passa a
ser chamado eizo real; e a parte imagindria, no eixo das ordenadas, que
é entao chamado eizo imagindrio. O plano cartesiano assim redefinido
passa a ser chamado de plano de Argand-Gauss ou plano complexo.

Im4
P(a, b)
o esneey A
I
1
P4 }
,/J g
r I
F i l
d 1
- t ;g
o a Re

Figura 2 — Representagao vetorial

Um ntmero complexo nao nulo pode também ser representado
como um vetor com origem 0 e extremidade no ponto P(a,b). Temos
que |z| = v/a? 4+ b? é o comprimento do vetor OP. A dire¢io do vetor
OP ¢ dada por um angulo 6, formado pelo vetor e pelo semieixo real

positivo, medido no sentido antihorario.
Chamando p = |z|, temos que 6 é um angulo tal que:

sen@zée cos@z%. (1.1)
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st P(a, b)
Pl
O
R
ke
i "\ 0 ] >
o El Re

Figura 3 — Mddulo e argumento de z

Assim obtemos a = pcosf, b = psenf e podemos escrever
z = p(cosh + isenb) .

Esta é a forma trigonométrica ou polar de z. Observe que esta re-
presentagdo nao é tunica, ja que se ¢ = 0 + 2kmw, com k € Z, entao
cos¢ = cosf e sen¢g = senf. Qualquer angulo que satisfaca (1.1) é
chamado um argumento de z.

Por exemplo, um nimero real positivo se escreve da forma
p(cos(2km) + isen (2k7)), k € Z; j4 um ndmero real negativo é da
forma p(cos(km) +isen (km)), k € Z. Um ndmero imagindrio puro com
parte imagindria > 0 é da forma p(cos(§ + 2km) + isen (5 + 2km));
e um ndmero imaginario puro com parte imaginaria < 0 é da forma
p(cos(3F + 2km) + isen (35 4 2km)).

Vejamos como se representa o produto de niimeros complexos na
forma trigonométrica. Se z = p(cosf +isenf) e w = r(cos ¢ + isen ¢),
entao usando as férmulas de adi¢do de seno e cosseno,

z-w = p(cos +isend) - r(cos ¢ + isen @)

= pr[(cosf cos ¢ — sen fsen @) + (cosfsen ¢ + send cos ¢)]
= pr((cos(f + ¢) +isen (0 + ¢))] .

Isto é, |z - w| = |2| - |w| e arg(z - w) = arg(z) + arg(w). Isto significa
que multiplicar um ntimero complexo z por outro complexo provoca no
ponto z uma rotacao de angulo ¢, e faz com que o moédulo de z seja
dilatado ou contraido por um fator r.
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Fazendo w = z no produto acima, obtemos
2% = p*(cos(26) + isen (260)) .
Repetindo este procedimento, chegamos a formula de De Moivre:
2™ = p"(cos@ +isenf)” = p"(cos(nfh) + isen (nh)) .

Esta identidade é utilizada, entre outras coisas, para encontrar raizes
de ordem n de um nimero complexo nao nulo, porém neste trabalho
nao exploraremos este tépico.
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2 O PLANO COMPLEXO ESTENDIDO

Nosso objetivo neste capitulo é introduzir o plano complexo es-
tendido C*°, que essencialmente consiste em adicionar a C um “ponto no
infinito”. Para obtermos uma visualizagao geométrica deste conjunto,
utilizamos a projecao estereografica.

A projecao estereografica é uma aplicacao que projeta uma esfera
sobre um plano. Em principio, ela é definida na esfera inteira com
excecao de um ponto. Posteriormente, definimos a projegao deste ponto
que falta com o ponto no infinito do plano complexo estendido.

Escolhemos como plano de projegao um plano que contém o cen-
tro da esfera. Este plano sera identificado com o plano complexo C.
Em seguida, tomamos a reta que passa pela origem da esfera e é trans-
versal ao plano. Esta reta corta a esfera em dois pontos. Um deles
serd chamado o pdlo norte, N, e serd usado como base da projecao; e
o outro ponto é chamado pdlo sul, S.

Agora fazemos a seguinte construgdo: dado um ponto v # N na
esfera, tomamos a reta que passa por v e por IN. Prolongamos esta reta
e tomamos o ponto de intersecao dela com o plano que corta o equador
da esfera (que foi identificado com C). Este ponto serd a projecao
estereografica de v no plano complexo. Por 1ltimo, identificamos o
polo norte N com o ponto no infinito de C*°.

Nas préximas secoes explicaremos este procedimento com deta-
lhes.

2.1 O PONTO NO INFINITO

Uma sequéncia em C é uma aplicacao com dominio N e imagem
em C; denotamos {z,}nen. A sequéncia converge para zy € C se para
todo ntmero real € > 0 existe um indice kg € N tal que para todo
n = ko tem-se |z, — 29| < €. Isso quer dizer que existem pontos z,
da sequéncia tao proximos de zg quanto se queira, bastando tomar n
suficientemente grande (Figura 4).

Dizemos que a sequéncia {z, }nen tende ao infinito e denotamos

lim z, = oo se para todo niimero real A > 0 existir um nimero natural
n—oo

ko tal que para todo n > ko temos |z,| > A (Figura 5).
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Im(z)

©

Re(z)

Figura 4 — Circulo de centro zg e raio €

Im(z)

Figura 5 — Circulo de centro 0 e raio A
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. . a
Teorema 2. lim z, = oo se e somente se para todoa # 0, lim — = 0.
n—o00 n—00 Zn

Demonstragao: Suponha inicialmente lim z,, = co. Entao dado € >
n—oo
|al

0 existe ko € N tal que se n > ko teremos que |z,| > ~— e portanto
€

a
< €, 0 que implica lim — = 0.

Zn n—o0 2z

Reciprocamente, se nh_)rrgo Z—n =0, dado A > 0 existe kg € N tal
que se n > kg, entao P < %. Isto implica |z, | > A se n > ko, isto é,
lim z, = oo. " O

n—oo
Podemos assim considerar oo como um ponto e desta maneira

definir o plano complexo estendido: C>* = C U {co}. De acordo com a
discussao anterior, é razoavel dizermos que

at+oo=00, VaeC

a-o0o=o00, VaecC\{0}.

Podemos definir a continuidade de fungoes complexas da maneira
como segue. Sejam f : C — C uma funcao complexa, zy um ponto em
C e suponha wy = f(z9) € C. Dizemos que f € continua em zy se
para qualquer sequéncia z, — 2o tem-se f(z,) — wg. Podemos fazer
as adaptagbes nos casos zg = 0o ou wy = oo para definir continuidade
no infinito. Dizemos entao que f € continua no infinito se para toda
sequéncia {z,} tal que Z% — 0 (o que, segundo o Teorema 2 significa
Zn — 00) temos f(i) — wp (ou, de maneira andloga, f(z,) — w%))
onde wy = f(0) € C>.

2.2 A PROJECAO ESTEREOGRAFICA

Passamos agora a definicao da projecao estereografica. Coloca-
remos coordenadas na construgao descrita no inicio do capitulo.
Em R3, tomamos como esfera a esfera unitéria

5% = {(w1,22,23) € Rg;xf —1—3:% -1-3;% =1}.

O plano de projecao serd o plano {x3 = 0}. A reta transversal ao
plano na origem é, portanto, o eixo x3. Desta maneira, o p6lo norte é
o ponto N = (0,0, 1), e o pélo sul S = (0,0,—1). Identificamos o plano
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complexo C com o plano {x3 = 0}. Assim, cada nimero complexo
z = x + iy se identifica de maneira natural com o ponto (z,y,0).

(S

\

Figura 6 — Projegao Estereografica

Iniciamos a construgao da projecao estereogréafica como segue.
Para cada z € C, tome a reta em R3 que passa por N e por z. Esta
reta intercepta a esfera em exatamente um ponto v # N; veja a Figura
6.

Podemos observar que se |z| < 1, entdo v estd no hemisfério sul
de S?; em particular, a projecio da origem de C é o pdlo sul S. Se
|z] = 1 temos v = z; e se |z| > 1, entdo v estd no hemisfério norte.
Além disso, se |z| = oo (ou, de maneira andloga, z — c0) temos que
v— N.

Vamos determinar o ponto wv. Buscamos a aplicacao
¢:C — S? — {N} tal que ¢(2) = ¢(x + iy) = (21,22, 73) = v.

A equagao da reta que passa pelos pontos N e z é

AMt)=N+t(z—N)=tz+(1—-t)N, teR.

Determinemos agora o ponto v de interse¢ao da reta A(t) com
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S2. Escrevendo z = z + iy = (w,y), obtemos
v=tz+ (1 —t)N = (tz,ty,0) + (1 — ¢)(0,0,1) = (tz,ty,1 — 1) .
Buscamos t tal que
(tz)* + (ty)* + (1 —t)* =1.
Desenvolvendo as contas, obtemos:
P+t 1 -2+t =1
t(a® +y?) +t7 =2t
2|22 + 12 = 2t
t2(|2)? + 1) = 2t
, 2t
RS
‘ 2
IREEE

Neste ultimo passo pudemos dividir ambos os lados por ¢ pois t # 0.
De fato, quando ¢ = 0 estamos no ponto N de S?, que nio é imagem
de nenhum ponto de C. Assim,

(b, 1.1 — 1) 2x 2y 2P -1
vV = X —_ =
e P+ U+ 1 22 1
Podemos entao definir

¢:C— S*—{N}

2z 2y |22 -1
|22+ 17 |22+ 17 |2]2+ 1

o) = (

Por construgao, como as fungdes coordenadas sao continuas, ¢ é uma
bijecao continua.

Como quando z — oo temos v — N, podemos estender ¢ a uma
fungao definida em C* com imagem S? da seguinte forma:

(2.1)

d:C™® - S2
B(z) =p(z) se z€ C; Do) =N .
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A funcao ® assim definida é continua.

Agora determinaremos explicitamente as fungoes inversas de ¢ e
®. Consideraremos a reta que passa pelos pontos N e v # N perten-
centes a S? e buscamos o ponto z de intersecdo da reta com o plano
complexo. Observe que esta é a mesma reta usada anteriormente, po-
rém tomando os pontos N e v. Entao:

AMu)=N+ulv—N)=uww+ (1—u)N
= u(zy, x2,23) + (1 — u)(0,0,1)
= (ux1,uxs,urs + 1 —u)
= (uzy,uxs, 1 +ulxs — 1)) .

)
Assim, para que A(u) esteja no plano (z1, z2,0), devemos ter

1
U = .
171‘3

Note que, como v # N temos z3 # 1 e portanto u estd bem
definido. Logo

= ¢_1(U) = ¢_1($1,$2,$L‘3) = ( 11 T2 0) L1 + Z2

17503717133’ :17‘%3 Zl*lL‘g-
Assim, para todo v = (21, 22, 73) € S? — {IN}, podemos definir
p~':8*—{N} >C,

_ xr1 + 7 T
o) =m— " =2
1-— I3
Essa aplicagdo inversa é a projecao estereogrdfica, que passaremos a
denotar ¥ = ¢~ 1.

Temos que:

2 2 2 2 2
T To i +x 1—z 1+ 23
|¢<v>|2——( - >+< ) =12 = 5= :

1— a3 1—23) (1—23)2 (1—23)2 1—a3

Observe que quando 3 — 1, temos que v — N e ¥(v) = 0.
Entdo, de forma natural estendemos v para ¥ : $? — C> dada por

() = $(v) se v £ N,
U(N) =00 .
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Como anteriormente, ¥ é continua.

Uma consequéncia geométrica da identificacio C® +— S? que
usaremos nos préximos capitulos é a seguinte: circunferéncias de C*
sdo levadas em circunferéncias de S? (e vice-versa). Por exemplo, uma
reta de C que passa pela origem pode ser vista como uma circunferéncia
de C* que passa pelo infinito. A imagem desta reta pela inversa da
projecdo estereografica é um meridiano de S2.

EXEMPLO: Vejamos a imagem da reta R = {z =z + iy | y = x} pela
aplicacao inversa da projecao estereografica. Tomamos a parametri-
zagdo R(t) = t +it; t € R. Entdo |2|> = 2t? para todo z em R, e
substituindo na equagao (2.1) obtemos

2 _
8(1) = 0(0) = gt gt oy ) = (0. aalt)as(t)

Observe que ®(0) = (0,0, —1) = S, isto é, a imagem da origem é o polo
sul. Os pontos de intersegdo de ¢(R) com a esfera sdo aqueles em que
2t2 — 1

2t2 +1
obtemos

1
=0, isto é, 2t> — 1 =0, o que nos dé t = +——. Desta forma

V2

Além disso, temos

i = 2 I 202 -1
5k 22+ 1 0tk 2241

Portanto, como esperado, ®(c0) = (0,0,1) = N.
Queremos mostrar agora que ®(R) é um meridiano de S?. Em
coordenadas esféricas, podemos parametrizar S? como segue:

T1 = Senucosv ; Tro = senusenv ; rsz = Cosu

onde u é o angulo entre um raio e o semieixo x3 positivo, e v é o

angulo entre um raio e o semieixo x; positivo. A inclinagdo da reta

R corresponde exatamente a tangente do angulo v; portanto temos

v = 7. Portanto s6 nos resta verificar que ®(R) é o meridiano M dado
s

em coordenadas esféricas por v = 7. Queremos entao mostrar que,
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para todo t € R,

2t 2t 2t2—1
(I)(t) = (xl(t)7x2(t)=m3(t)) = (2t2 172241722 1)

senu senu
= ,cosu | .

V2 V2
2t2 — 1
De fato, se cosu = W1 entao
22 — 1\ 8t2 2/2t
= 1 — 2 = 1 — _— = =
Senu = VA T eos <2t2+1> VeErn? 2@t

e portanto

senu 2t

V2 oo 2241

Concluimos assim que ®(R) = M e, como consequéncia, a projecao
estereografica do meridiano M é a reta R: W(M) = R. Veja a Figura
7 abaixo.

Figura 7 — Projecao Estereogréfica da reta R = {z =t + it}
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3 A INVERSAO

O uso da palavra “inversao” neste texto significa o nome que se
da a aplicagao que consiste em tomar o inverso multiplicativo de um
nimero complexo ndo nulo. Apesar de talvez gerar alguma confusdo
com o procedimento de tomar a inversa de uma fungao complexa, uti-
lizaremos a palavra inversdo pois ela aparece com este significado no
contexto de transformagcoes de Mobius, como veremos mais adiante.

Seja z um numero complexo nao nulo. Definimos a inversao

1
como sendo a aplicagdo dada por f(z) = —. Entao, se z = x + iy,
z

_ 1 1 -(x—iy):;v—iy
1z) = z  (z+iy) (v—iy) a2+y2

Nosso objetivo € visualizar geometricamente esta aplicagao. Con-
sidere os pontos (Figura 8)

n=14i=(1,1), 23 =—1—i=(-1,-1),
p=—1+i=(-1,1), z=1—i=(1,-1).

Os inversos dos z; sdo os nimeros abaixo (Figura 9):

11 1 N
21_2 27 23_ ’
11 1_1+i

P 27 oz 2027
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2
T
z, 2z,
@ 1 (]
]
o0
2 1 o z
. z
3 &
® -1 L ]
E

Figura 8 — Os pontos z; no plano complexo

r—————"—-- 2 I |
1 1
] 1
1 ; I
I 1 {2, 1 ;’z‘ 1
1 ot L 1
1 1
1 ]
] L}
I 1
15 h 08 [ 05 ] 15
] 1
1 1
08 [ ]
I 1
] 1
] 1
1 I

1
Figura 9 — Os pontos — no plano complexo

(2
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Podemos comecar a fazer algumas analises. Para z préximo de
. 1
0, ou seja, para |z| pequeno, temos — grande:

|2

1
z—>0& - > 0.
z

1
Analogamente, para |z| grande, temos ﬂ pequeno:
z

1
z— 00 ——0.
z

Estas afirmacgoes estao garantidas pelo Teorema 2.

Consideremos o quadrado L cujos vértices sao os pontos z;. Va-
mos encontrar a imagem de cada um dos lados. Comecemos pelo lado
que une os vértices z4 = 1 —i e z; = 1+14; chamemos este lado L;. Um
ponto de L; é da forma z = 1+4¢i com t € [—1,1]. Desta forma, temos:

1 (L—ti) 1—ti
(1+ti) (1—ti) 1+¢2°

1
z:1+ti:>f(z):;:

Entao

~ 1 —t
Li(t) = f(L1(t)) = —— +i—— = z(t) +iy(t) . 3.1
(O = FT0) = 1 i — O i) . B
Vamos mostrar que, para todo t € [—1,1], z(t) e y(¢) satisfazem
a equacao da circunferéncia de centro (%,O) e raio r = % Isto é,
queremos mostrar que

1 1

(m(t) - 5)2 Tyt =

Da equacdo 3.1 obtemos y = —tx. Além disso,

1
= =14t =—
R + x

t2:1_1:1—x
x z

Observe que, para todo t € [-1,1], z(t) > 0 e 5 < z(t) < 1. Logo,

1
2
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1—
x > 0. Assim obtemos
T
1—
=+ x
T
Substituindo em y = —tx:
1—
T
1—=x
2 2
= = 1—
v = (55) el -a)
v=z-2"=>y*+2?-2=0.
Assim,
o (p 1) 1
4 2) T
. 1 -
Considere o ponto wy = 1. Como wy; € L1 e — = 1 € Ly, vemos

w1
.1 e
que a imagem de L; pela transformagao — é o hemisfério direito da
z

circunferéncia (z — %)2 +y? = %. Observe que L; é percorrido no

sentido horédrio quando L é percorrido no sentido z4 — 27.
Repetimos este argumento para os demais lados. Se Lo é o lado

que liga z; = 1+ a 2o = —1+414, temos que um ponto de Ly é da forma

z=—t+icomte[-1,1]. Assim

~ —t )
Ly(t) = f(La(t) = —— — —— .
2(0) = J(L2() = 15 ~ 1
Desta vez obtemos x = ty. Ademais
—t -1
= = 14+t2=—
YT iye *
gtz
) Y

Observe que y(t) < 0 para todo t. Além disso, —1 < y(t) < —3;

b

N[
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—1—y

portanto > 0. Logo

Substituindo em x = ty, obtemos:

1=
()

2? =y (_1y_y> =y(-1-y)

2 +y +y=0

TR
YyTy) Tu-

Observe agora que o ponto wy = i estd em Ly e assim w% = —1 € Ls.

e portanto

. : -1
Desta forma, concluimos que a imagem de L, pela transformacao — é
z

o hemisfério inferior da circunferéncia z? + (y + 3)* = ;. Como ante-
riormente, Ly é percorrido no sentido hordrio quando Ly é percorrido
no sentido z; — 2s.

Se L3 é o lado ligado pelos vértices zo = —1+i e z3 = —1 — 1,
repetindo o procedimento anterior encontramos que a imagem Lséo
hemisfério esquerdo da circunferéncia

. 2 fyp =

T+ = =—.

2) TV T

Ja se L4~é o lado ligado pelos vértices z3 = =1 —1e 24y =1 —14, a
imagem L4 é o hemisfério superior da circunferéncia

ERN AN
Y75) Ta

Ambos L e Ly sdo percorridos no sentido horério quando L é percor-
rido no sentido zo — 23 e L4 é percorrido no sentido z3 — z4.

Assim, quando a fronteira do quadrado L é percorrida no sentido
anti-horério, a imagem da fronteira de L (ou, se preferir, a fronteira da
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imagem L de L) é percorrida no sentido hordrio. Temos assim uma
troca de orientagdo nas fronteiras, o que justifica o nome inversdo.
Isso faz com que os pontos do interior de L sejam enviados para fora, e
pontos do exterior de L sejam trazidos para dentro; acompanhe o ponto

1
z5 na figura 8 e o ponto — na figura 9, e as figuras 10 e 11. De qualquer
z

5
forma, pontos a esquerda da fronteira de L permanecem a esquerda da
fronteira de L, e pontos a direita da fronteira de L permanecem a direita
da fronteira de L.

. . 1 .
Naturalmente, a inversdo f(z) = — pode, e deve, ser vista como
z

uma bijecao de C* nele proéprio, bastando definir:
- 1

sez#0ez# o00entdo f(z) = —;
z

f(0) =00 f(o0) =0.

A inversao é um caso especial de uma familia de transformacées que
estudaremos com mais detalhes no préximo capitulo.



Z,

Figura 10 — O quadrado L

Figura 11 — Imagem de L
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4 TRANSFORMACOES DE MOBIUS

As chamadas transformagoes de Mobius sao uma classe especial
de fungoes de uma varidvel complexa, que possuem muitas propriedades
geométricas.

Uma transformacao de Mébius é uma fungao racional T': C — C
da forma

az+b

et d onde a,b,c,d € C e ad — bc # 0.

T(z) =
A condic¢ao ad — be = 0 garante, em particular, que uma trans-
formagao de Mobius nao seja constante. O dominio de 7" é C — {_Td}
Observe que multiplicar os coeficientes de T pela mesma constante nao
nula nao altera a transformacao.
Uma maneira 1til de trabalhar com transformacoes de Moébius é
utilizando matrizes. Seja
a b
T = .
= (2 )

Desta forma, uma transformacao de Mobius estd associada de maneira
tnica a matriz 2 x 2 com determinante néo nulo. Se [z] denota o vetor
coluna G:), entdo T'(z) = [T][z].

Uma caracteristica importante de transformacoes de Mobius é
que a composi¢ao produz uma transformagao de Mébius. De fato, seja

T(z) = c~zz Hf . Entao
cz+d
&erl; ~ 5 -
ToF(2) a(5z+g)+b a(az +b) + b(éz
c (?ZZIE) +d claz+b)+d(Ez+d
_ (ad + bé)z + (ab + bd) A2+ B
(ca+dé)z+ (cb+dd) Cz+D
Veja que

AD — BC = (ai + bé)(cb + dd) — (ab + bd)(ca + de)

= aach + aadd + céch + bedd — (a&cg + abdé + abdc + bdca + deé)
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= aadd + béch — (abdé + bdea) = (ad — be)(ad — bé) # 0 .

Isto mostra que T' o T' é uma transformacao de Mobius.
Usando a representacao de 7' como uma matriz, a conta acima
fica bem mais simples. Sejam

m=(2 o) e m=:3)
Entao

[ToT) = [T][T] = (i” Z).(

A primeira propriedade de uma transformacao de Mobius é que
ela é injetora em seu dominio. De fato, se T'(z) = T'(z’), entao

b\ _ (aa+bé ab+bd) (A B
- \ac+dé cb+dd) \C D)~

[STERS
S

d

az+b az' 40
cz+d ¢z +d

= (az+b)(cz' +d) = (a2’ +b)(cz +d)

= aczz +adz + bcz' + bd = aczz’ + adz + bez + bd
= (ad —bc)z = (ad — be)z' = 2=2".

A segunda propriedade é que T ¢ invertivel, e sua inversa é dada
por
dz—b

—cz +a

T (2) =

Novamente, encontramos a transformagao T—! usando as matrizes as-

sociadas. Temos
1 d —b
T '= —— .
7] ad — be <—C a )

Multiplicando os coeficientes de [T]~! pelo nimero real nao nulo
ad — be = det[T]~1, obtemos

[T~ = det[T]* - [T]7! = (_dc _ab> = T7'(z) = % :

Como det[T]™! = ad — be # 0 segue que T~! é uma transformacao de
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Mébius cujo dominio é C — {2}. Além disso, em C — {=2, 2} tem-se

dz—b
a (7cz+a) t+b _a(dz —b) +b(—cz+a)

o T—1(2) = ~1(,)) — _
ToT ™ (z) =TT (2)) C(dz—b)+d c(dz —b) +d(—cz +a)

—cz+a
_ (ad—bc)z
T ad—be

Consideremos agora os quatro tipos de aplicagoes abaixo:
(i) translagoes: T(z) = z+ b onde b € C.
A matriz associada a uma translagao é da forma

[Ttrans) = <(1) Z{) :

(ii) rotagoes: T'(z) = az onde a € C, |a| = 1.
A matriz associada a uma rotagdo é da forma

mal= (5 1) -

(iii) homotetia: T'(z) = pz onde p € R, p > 0.
A matriz associada a uma homotetia é da forma

[Thomot] = (’8 (1)> .

(iv) a inversao f(z) = 1

A matriz associada & inversao é da forma

Tl = (3 o) -

Observe que o determinante da matriz da inversao é o tnico
negativo.

Teorema 3. Uma transformacgdo de Mdbius é composicao de transla-
¢oes, rotacoes, homotetias e da inversao.

az+0b
cz+d )
Se ¢ = 0 (o que implica d # 0), entdo T(z) = %z + 7 Temos

Demonstragao: Seja T(z) =
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b - .
T = SoH onde S(z) = 2z + p é uma translagdo e H(z) = %z é a
composi¢ao de uma homotetia e uma rotagao.

Se ¢ # 0, usamos um truque algébrico para reescrever 7"

az+b az+b a a (az+bc—alcz+d) a
cz+d cz+d ¢ ¢ c(cz +d)

be—ad _ (")

Cclez+d) cz+d

Fica claro que T' é uma composicao das transformagoes (i), (ii), (iii), e
(iv) acima. O
Pelo Teorema 2, temos

az+b I z(a+b/z) a

AT = T M e ) e
dz—b d—b —d
lim T-'() = lim 0 gy 24ZbE) —d
z—>00 zm00 —cz4+a  z—o00 z(—c+afz) c

Desta forma,

lim T(z)=occe lim T7'(z)=0c0.
z——d/c z—afc

Somos entdo levados a considerar, de forma natural, T' como uma trans-
formacao do plano estendido C* nele préprio:

T:C® — C*™®
Haz+bse #;d '
i cz+d 5 PR
T(—d/c) =00 T(oo):%.

Ap6s esta definicao obtemos que T é uma bijegao continua de C* nele
préprio. Esta construgao nos permite interpretar geometricamente a
acao de uma transformacao de Mobius.

Dizemos que zy é um ponto fizo de T se T(z9) = z9. Para
encontrar os possiveis pontos fixos de T, basta encontrar as solugoes da
equacao

az+b
cz+d

A igualdade a direita possui infinitas solugoes se tivermos ¢ =0, b =0

=2 = c*+(d—a)z—b=0. (4.1)
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e a = d; porém, neste caso, T' = id. Caso contrério, a equagao (4.1)
possui no maximo duas solugbes. Desta maneira, uma transformacao
de Mobius que nao seja a identidade possui no maximo dois pontos
fixos. Para encontré-los, estudamos (4.1).

Se ¢ # 0, usando a férmula de Bhaskara encontramos as raizes

(a —d) (d—a)? — 4be
2¢ '

1
Por exemplo, no caso da inversao T(z) = — temos a=d=0eb=c=
z
1; substituindo na férmula acima obtemos
+v4
oA
2
e estes sao os pontos fixos.
a b
Se ¢ =0, temos T'(z) = =z 4+ — e vemos que um dos pontos fixos

d d
é 0o. A equacdo 4.1 torna-se a equacao linear (d —a)z —b = 0. Se

a=deb=0, temos T = id, caso ja visto anteriormente. Se a = d

b
e b # 0, temos uma translagao T(z) = z + p cujo Unico ponto fixo é

b
e co. Em particular,
a d—a
se b =0, temos T'(z) = g,zy uma combinagao de rotagao e homotetia,

00. Se a # d, temos dois pontos fixos: z =

cujos pontos fixos sao 0 e co.
Dessa discussao, obtemos a seguinte

Proposicao 1. Uma transformacao de Mdbius estd completamente de-
terminada por seus valores em trés pontos distintos de C*°.

Demonstracdo: De fato, sejam T e T sdo duas transformacoes de
MGébius e 21, 22, z3 pontos distintos de C*. Suponha que T'(z;) = T(z;)
parai = 1,2,3. Entdo, 7! OT(ZZ') = 2;, isto é T~1oT tem trés pontos
fixos. Pelo observado acima, devemos ter T-'oT =id , ou seja, T =T

0

Por outro lado, temos a seguinte

Proposigao 2. Dados z1, z2 e z3 pontos distintos de C>* e outros
trés pontos distintos w1, we e ws, existe uma unica transformacgao de
Mébius tal que T'(z1) = w1, T(z2) = wy € T(23) = ws3.
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Demonstragao: Defina S : C* — C* por

s( (22 — 23) (2 — 21)

z) = se 21,722,223 € C
) (22—21)(2—23) 1,42, %3

S(z)zz2_z3 se z1 = 00
Z — Zz3

S(z)zz_z1 se zg = 00
zZ— Z3

S(z) = S se z3 =00 .
zZ9 — 21

Desta maneira S satisfaz S(z1) = 0, S(z2) = 1 e S(23) = © e, pela
Proposigao 1, esta é a tnica transformagao de Mdbius com esta propri-
edade.

Repetimos o argumento para os pontos wi, we € ws: existe uma
tinica transformagao de Mébius S tal que S(wy) = 0, S(wz) = 1 e

S(ws3) = oo. Portanto, a composta T = S~! 0 .S é tal que
T(z1) =wi, T(z2) =we, T(23) =ws .

O

Para finalizar, observamos que no plano complexo estendido C*°,

uma reta nada mais é do que uma circunferéncia que passa por co. Este

fato é visualizado utilizando a projecao estereografica. De toda esta
discussao, chegamos ao

Teorema 4. Uma transformagdo de Mobius leva circunferéncias de
C* em circunferéncias de C*°.

Demonstragao: Considerando a situagao em C, este teorema nos diz
que se C' é uma reta ou uma circunferéncia e 7" uma transformacao
de Mobius, entao T(C) também é uma reta ou uma circunferéncia.
De imediato podemos observar que translagoes, rotacoes e homotetias
transformam retas em retas e circunferéncias em circunferéncias. A
seguir faremos um estudo detalhado.

Sejam «, v numero reais e b = by +iby um nimero complexo tais
que bb > ary (isto é, b? + b2 > ay). Considere a equagio

azZ 4+ bz +bz +v=0. (4.2)
Escrevendo z = z + iy, obtemos:

a(z? +y?) + b(x + iy) + b(x —iy) +7 =0
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a(z? 4+ y?) + (by +iby)(z + iy) + (by — ibo)(x —iy) + 7 =0
oz(gc2 + y2) 4+ bi1x + ib1y + thax — boy + bix — by — ibox —boy +v7 =10
a(x® +y?) + 201z — 2y +7=0.

Se a = 0, obtemos a equacao de uma reta.
Se a # 0, podemos escrever

az? +2bix 4+ ay? — 2by +v =0

b b? b b2 b2 b3
a<x2+21m+12)+a<y2—22y+ 2>+7—1—2:0
« « «

a2

« «
b \? by \ 2 — (b2 + b2
a<1~+1> +a<y2) +w:0

« « (07
b\ b\ ay — (B3 +b3)

(o) o () i)
« Q [0
b\ 2 bo\2 (b2 +D2) —

<m+1) +<y_2) _ (Gitb) moy (4.3)
@] (8] 8]

Pela condico bb > a7y, a equacdo (4.3) corresponde a uma circunferén-
cia em C.

Portanto a familia de retas e circunferéncias de C é o conjunto
de todas as equagdes do tipo (4.2).

Como observado anteriormente, translagoes, homotetias e rota-
¢oes transformam retas em retas e circunferéncias em circunferéncias.

- - 1
Com a inversao isto nio ocorre; porém, substituindo z por — (lembre

z
que em principio estamos em C, logo z # 0) na equagao (4.2), obtemos
1 1 1 -1
o——+b—+b—+7v=0,
z Zz z Z
e, multiplicando tudo por 2%,

a+bz+bz+y22=0,

que é uma equagao do tipo (4.2).

Como, pelo Teorema 3, T é uma composicao de translagoes, ho-
motetias, rotacgoes e a inversdo, concluimos que uma transformagcao de
Mobius envia circunferéncias de C*° em circunferéncias de C*°. O
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Como consequéncia do Teorema 4, qualquer semiplano ou disco
em C pode ser levado em qualquer outro semiplano ou disco de C
através de uma transformacao de Mobius, bastando apenas escolher os
pontos adequados na fronteira destes conjuntos.

EXEMPLO: Vamos buscar a transformacao de Mobius que leva o se-
miplano H = {z € C | Im(z) > 0} no disco D = {z € C | |2] < 1}
(Figuras 12 e 13). Escolhemos z; = —1, 20 = 0, 23 = 1 e wy = —i,
wy = 1, wz = i. Seguimos o procedimento indicado na Proposigao 2.
Primeiro encontramos a transformacgao S:

(20 — 23)(2 — 21) _ (0—1)(z—(-1)) _Z +1
(22 —21)(2—23) (0—(=1)(z—1) 11—z

S(z) =

Assim temos S(—1) =0, S(0) =1, S(1) = oo, e a matriz associada a

. 1 1
Sé[S]= <1 1).
Agora encontramos S utilizando os pontos wy, wa, ws:

S(w) _ (w2 — w3)(w — wy) _ (1 =) (w+1) _ (1—d)w+ (1+14)
(w2 —wr)(w — ws) (I+9)(w—1) A+iw+(1—d)

Temos assim S(—i) = 0, S(l) =1, S(i) = oo. Porém pela Proposigao
2, precisamos da inversa S~ chamandoa=1—4,b=144,¢é=1+1
ed=1-—1, obtemos

G de=b _ (1-iz-(1+10)

—z4+a —(1+i)z+(1—4)’

1—i —(1—1—1’)).

—(1+1) 1—14
Finalmente, obtemos a composi¢ao S~1 0§ fazendo o produto
das matrizes [S™!] e [9]:

[5—1].[5]:(21—;'@ —§1+ii)).<11 })

- (—%1_+i;)r£1(ﬁ)i) —21_+iz';f(ﬁ)i)> - <—22 jﬁ) |

Obtemos entao

cuja matriz associada é [5’_1] = (

2z — 21 1 —z
T = = .
==~
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De fato, temos:

T(-1) = =T =i
V== oo
T(O)=:=1;
i—1 -1 —i+t1
T(1)="""=" L

i+1 i1 —it1

A escolha dos pontos z; ndo foi feita ao acaso. Tomamos os pon-
tos nessa ordem especifica para que, quando a fronteira fosse percorrida
no sentido z1 — zo — 23, H ficasse & esquerda de sua fronteira. Ana-
logamente, tomamos w; de forma que ao percorrermos a fronteira do
disco no sentido w; — we — w3, D ficasse a esquerda. Por exemplo,
se houvéssemos tomado wy = 7, wy = 1, w3 = —i, € percorréssemos a
fronteira do disco no sentido wi; — we — ws, a imagem de H seria o
exterior do disco D.

Observamos também que poderiamos ter tomado quaisquer ou-
tros trés pontos distintos da fronteira de H e D que teriamos encontrado
a mesma transformacao de Mobius (ja que esta é tinica, pela Proposicao
2). O que ocorre é que os coeficientes de T' estariam todos multiplicados
pela mesma constante A # 0. Por exemplo, a transformagao

. ir 41
Tz) = 2L
—iz+1

também satisfaz T(—1) = —i, T(0) = 1, T(}) = 4. E de fato temos

T =T, basta observar que os coeficientes de T sao os coeficientes de T’
multiplicados por —i.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho fizemos um estudo sobre nimeros complexos e
interpretacao geométricas de uma classe especial de fungoes complexas.

No Capitulo 1, demos a definicao de nimeros complexos, como
visualiza-los como pontos no plano, sua forma polar e algumas propri-
edades.

No Capitulo 2, definimos o plano complexo estendido C*°, que
consiste em adicionar o “ponto no infinito” ao plano complexo C. Defini-
mos também a projecao estereografica, que relaciona o plano complexo
estendido com a esfera S? em R3.

No Capitulo 3 trabalhamos com a fungao inversdo. Embora esta
fungao nao esteja definida em z = 0, com pequenas adaptacoes podemos
defini-la como uma bijecao de C*° nele préprio. Fizemos a visualizacao
geométrica desta fungao.

Finalmente, no Capitulo 4 estudamos transformagoes de M6bius,
que sao uma classe especial de fungoes que preservam circunferéncias
de C*°. Vimos como agem em C>°, e visualizamos geometricamente.

Boa parte do contetido exposto neste texto pode ser trabalhado
em sala de aula mediante um conhecimento prévio de resultados sim-
ples de trigonometria e geometria analitica (ou inclusive como aplicagio
destes contetddos). Ao término deste trabalho vemos que é possivel vi-
sualizar o conjunto dos niimeros complexos — que em principio “nasce”
de um contexto algébrico, a busca de raizes de polindmios — de ma-
neira geométrica como pontos do plano R2. Isto facilita o aprendizado
de propriedades dos nimeros complexos e a visualizacao de funcoes
complexas.
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