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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia e unicidade de solugoes para uma
equagao semilinear generalizada de evolugao de segunda ordem com opera-
dores de Laplace com poténcias fracionarias. Além disso, estudamos taxas
de decaimento da solucao e da energia associada na norma L2. Para a
equagao linear associada, usando uma expansao assintética da solugao do
problema no espago de Fourier mostramos otimalidade nas taxas obtidas.
Também estudamos o caso de “super damping” onde refinando o método
para os casos padrio provamos otimalidade da taxa na norma L2. Nossos
resultados generalizam trabalhos anteriores que lidam com casos particu-
lares das poténcias fraciondrias.

Palavras-Chave: Equagéo tipo Placas/Boussinesq. Laplaciano fra-
cionario. Taxas de decaimento. Expansao assintética. Super damping.
Otimalidade de taxa.






Abstract

In this work we study existence and uniqueness of solutions for a gene-
ralized second order semilinear evolution equation with Laplace operators
with fractional powers. We also study decay rates of the solution and asso-
ciated energy in the sense of L? norm. For the associated linear equation,
using an asymptotic expansion of the solution of the problem in the Fourier
space we show optimality of the decay rates obtained for certain powers of
the Laplacian operator. We also study the case of strong damping using an
improvement of the method for the standard cases and we prove optimality
of the decay rate for the L? norm. Our results generalize some previous
works that deal with particular cases of the fractional powers.

Keywords: Plate / Boussinesq type equation. Fractional Laplacian.
Decay rates. Asymptotic expansion. Strong damping. Optimality of the

decay rates.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de Cauchy,

e 4 (—A)° ur + (=) ue 4+ (—A)* u = B(=A)7 (uP),
u(0, ) = uo(z), (1)

ut (0, z) = ui(x),

com u = u(t,z), (t,z) € (0,00) x R™, B € R, p > 1 inteiro e as poténcias
do operador Laplaciano a, 4, 0 e v satisfazendo
a+9 a+4d a—+ 26

<0< << —
0<§d<a, 0<0L 5 ou 5 <f< 5

n a+o
— — << .
1J=7="3

«
0, =
max{ ,2

O problema de Cauchy que consideramos em (1) modela muitos fen6menos
fisicos, em especial problemas de hidrodindmica como por exemplo pro-
pagacdo de ondas em &4guas rasas. Problemas de vibragées de placas,
propagacao de ondas em geral também sdo modelados por esse tipo de
equagao como aparece em , dependendo de boa escolha dos expoentes
fracionarios do operador de Laplace. Diversas outras aplicagbes podem
ser estudadas por esse modelo, como por exemplo em [32], onde Maugin
propos um tipo de modelo de Boussinesq para tratar dinamica de redes
nao lineares em cristais eldsticos. Em Sander-Hutter [41] pode ser encon-
trado um breve relato sobre a histéria da evolucao desses problemas em

hidrodinamica, em especial a teoria de ondas solitérias.
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De fato, a primeira tentativa de modelagem matemaética de ondas em
aguas rasas foi feita por Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929) em 1871,
que levou em consideragdo as aceleracoes verticais das particulas fluidas e
admitiu uma onda solitaria como solucao. Entretanto, ele negligenciou um
certo nimero de termos de produtos de derivadas, em sua modelagem, con-
siderando apenas os efeitos de primeira ordem nao lineares. Essas equagoes
sdo chamadas equagdes classicas de Boussinesq.

Com intuito de melhor modelar alguns desses fend6menos hidrodinamicos,
foram posteriormente desenvolvidas outras equagdes, com origem nas equagoes
cléssicas, considerando termos de ordem superior que Boussinesq ignorou,
chamadas equagoes da classe Boussinesq. Entre elas estao as equagoes de
Korteweg-de Vries, Green-Naghdi [16], Peregrine 38| e Serre [43]. Outras
equagoes relacionadas as de Boussinesq, sdo as chamadas IBq (Boussinesq
melhorada) e IMBq (Boussinesq modificada melhorada). Mais detalhes so-
bre equacoes de Boussinesq e suas caracteristicas, podem ser encontradas
nos artigos de Esfahani-Farah-Wang [12], Wang-Chen [50], Wang-Xue [53],
Wang-Xu [51] e [52], nas referéncias bibliogréficas deste trabalho.

Para o modelo que consideramos neste trabalho, quando § = a = 2,
v =1ep =2, temos uma equagao de Boussinesq de sexta ordem e quando,
além disso, 6 = 1, temos uma equagdo de Boussinesq sob efeitos de uma
dissipacao hidrodindmica.

Notamosquequandoéz1,a:2,0:0,'y:00u7:éen:2,
temos em (1) uma equagdo (linear se 8 = 0) para vibragdes nao lineares
de placas sob efeitos de inércia rotacional (ver [13]) e de uma dissipagao
friccional. Resultados particulares sobre problemas associados a equagoes
com essas propriedades, podem ser encontrados nos artigos de Charao-Luz-
Ikehata [8], Luz-Chardo [29] , Sugitani-Kawashima [45] e nas referéncias
desses trabalhos.

Além disso, quando a« = 1, 6 = 8 =0, 8 # 0 e v = 0, temos uma
equacgdo de ondas semilinear com dissipacdo friccional. Quando a = 1,
0=0=0,8#0,7v=1ep=2aequacdo em é a equacgao clédssica de
Boussinesq dissipativa.

Os resultados apresentados neste trabalho generalizam e/ou recuperam
resultados obtidos anteriormente na literatura. Em particular citamos os
trabalhos [17], 8], |29], [21], [33], [50], [45] e Horbach [17] sendo que desse



19

dltimo trabalho foram usadas ferramentas e idéias matemédticas para de-
senvolver parte deste trabalho.

Destacamos os trabalhos de Tkehata [20] e [19] dos quais seguimos idéias
para estudar o caso de super damping no Capitulo [f] em especial o artigo
[20]. Nosso trabalho neste Capitulo [5| generaliza bastante o trabalho de
Ikehata [20], inclusive porque nesse paper ele considera apenas o caso § = 2,
a =1 e, ainda, em seu trabalho § = 0.

Merecem destaques importantes trabalhos sobre casos particulares da
equagao que consideramos em estao relatados nas referéncias como o
trabalho clédssico de Matsumura [33] e Ponce [40]. Resultados prévios para
a equacao IMBq se pode ver em Wand-Chen [49,/50] e para a Equagao de
Boussinesq Generalizada em Wang-Xue [53].

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia e unicidade, taxas de
decaimento, perfil assintético e taxas 6timas da equagdo (|1). Na maior
parte do trabalho estamos interessados em considerar essas propriedades
para o caso linear (8 = 0), para depois, empregando as informagoes desse
caso, fazer um pequeno estudo para o caso semilinear, considerando 3 # 0.

O presente trabalho estd dividido em 7 capitulos, nos quais, no Capitulo
apresentamos os principais resultados tedricos necessarios para o desen-
volvimento deste trabalho: defini¢bes e ferramentas provenientes da analise
funcional, teoria das distribuigoes, espagos de Sobolev, teoria de semigru-
pos, bem como alguns lemas técnicos empregados frequentemente na ob-
tencdo de taxas étimas.

No Capitulo [2| usando a teoria de semigrupos, mostramos existéncia e
unicidade para o problema , quando 8 = 0, isto é, mostramos existéncia
e unicidade para o problema de Cauchy linear. Aqui, precisamos considerar
as condigOes para as poténcias fraciondrias nos casos seguintes:

e Caso0<o<g< O

e Caso 0 <0< <a.

No Capitulo [3| estudamos taxas de decaimento na norma L? da solucéo
do problema linear bem como também da energia do sistema. Para a ob-
tencao destas taxas de decaimento, temos empregado dois métodos: para
o primeiro caso o método da energia no espago de Fourier e para o segundo

caso o método proposto por Luz-Tkehata-Charao em [30] que é um melho-
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ramento desse método de energia e funciona melhor para o caso  préximo
de zero, no sentido de taxas melhores (a0 menos quase 6timas).

No Capitulo[] fazendo uso da solugdo explicita para o problema proje-
tado no espago de Fourier, encontramos um perfil assintético para a solugao
do problema de Cauchy linear. Esse perfil é importante para mostrar que,
sob certas restricbes nas poténcias fraciondrias e condigoes adicionais nos
dados iniciais, as taxas obtidas no Capitulo [3| sdo 6timas para a norma
L? da solucdo. Com o mesmo método derivando a solucdo explicita, ou
em particular olhando para um perfil assintético das derivadas da solucéo,
também mostramos otimalidade de taxa para a energia, para a derivada da
solucdo, u;, e para os laplacianos fracionérios (—A)*2u e (—A)%/2 u;. Em
trabalhos anteriores como em Ikehata [19,20] os autores estudam somente
estimativas sobre a norma L? da solucio e nio tiveram a idéia, embora
simples, de derivar a solugdo no espago de Fourier para obter estimativas
para as derivadas da solugao. Notamos que ndo era bem conhecido que
para a equagao tipo placas o termo que tem melhor decaimento é o da
parte da norma da energia que corresponde ao termo de inércia rotacional.
Isso pode ser visto nas segdes do Capitulo [3]

No Capitulo[f] estudamos o caso de um ”super damping” para a equagio
linear e para isso foi preciso separar o estudo do problema de Cauchy

em dois casos, a saber

e Caso 6 =0, a <6

° CasoOSéSa,aTM<9<a—;26.

O primeiro caso, obviamente, é mais facil de tratar. Em ambos casos, en-

contramos taxas de decaimento, usando o método proposto em [30]; solugao
explicita do problema no espaco de Fourier, perfis assintéticos associados
e, baseados nesses perfis, provamos otimalidade da taxa de decaimento sob
algumas condigoes adicionais sobre os dados iniciais.

Baseados nas ideias discutidas e nos resultados obtidos no Capitulo 2]
no Capitulo [6] estudamos brevemente a obtengao de solugéo da equagio
semilinear, com S # 0. Aqui, precisamos também dividir em casos e
ainda mais, precisamos estudar existéncia local e logo existéncia global,
esta ultima, para dados iniciais pequenos.

Finalmente, no Capitulo[7] fazendo uso novamente do método da ener-
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gia no espago de Fourier; obtemos algumas taxas de decaimento da solugao
e da energia na norma L? do problema semilinear associado em uns poucos

casos para o trabalho nao ficar muito longo.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

1.1 Espacos Importantes

Nesta se¢do vamos definir todos os espagos de fungdes que serdo usados
ao longo do trabalho. Além disso, apresentaremos alguns dos principais re-
sultados desses espagos. Mencionamos que os resultados e demonstragoes
referentes a teoria de distribuigbes e espagos de Sobolev podem ser vis-
tos nos livros de Medeiros [35}|36] enquando que resultados de teoria de
semigrupos podem ser encontrados no livro de Pazy [37]. O Teorema de
Lax-Milgran pode ser visto em qualquer bom livro de Anélise Funcional,
como por exemplo Brezis |3] onde tambem séo encontrados resultados de

Espagos de Sobolev e suas imersoes.

1.1.1 Espacgo das Distribuigoes D’'({2)

Seja u uma funcdo mensurdvel definida sobre © C R"™ e seja (Aj)ier
a familia de todos os subconjuntos abertos A; de 2 tais que u = 0 quase

sempre em A;. Entado

u=0 quase sempre em A = U A;.
iel

Com isso, definimos o suporte de u, denotado por supp (u), como sendo



24

o subconjunto fechado de 2
supp (u) = Q\ A.
Definigdo 1.1.1 Representamos por C§°(2) o conjunto das fungies
p: Q=K (K=Rou C)

cujas derivadas parciais de todas as ordens sdo continuas e cujo suporte €
um subconjunto compacto de 2. Os elementos de C5°(2) sao chamados de

funcoes testes.

O conjunto C§°(2) é um espago vetorial sobre K com as operagdes
usuais de soma de fungoes e de multiplicagao por escalar.
Uma nogao de convergéncia em CG°(2), vem dada pela seguinte de-

finigdo.

Definigao 1.1.2 Sejam {¢k }ren uma sequéncia em C§°(Q) e € CG° ().
Dizemos que pr — ¢ se:
i) A K C Q, K compacto, tal que supp (pr) C K, para todo k € N;
it) Para cada o € N*, D%y (z) — D%p(z) uniformemente para x € Q.
Definigao 1.1.3 O espago vetorial C§°(Q2) com a nogao de convergéncia

definida acima € denotado por D(Q2) e é chamado de espago das fungoes

testes.
A partir da Definigao [1.1.3] vamos definir o Espaco das Distribuicées.

Definicao 1.1.4 Uma distribuicdo sobre Q@ C R™ é um funcional linear
definido em D(Q) e continuo em relagao a nogdo de convergéncia dada na
Definicio [I-1.3 O conjunto de todas as distribui¢ées sobre Q é denotado
por D' (Q).

Desse modo,
D'(Q) = {T:D(Q) = K; T élinear e continuo}.

Observamos que D’(€)) é um espaco vetorial sobre K.
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Se T € D'(Q) e ¢ € D(NN) denotaremos por (T, p) o valor de T

aplicado no elemento .

Definicao 1.1.5 Dizemos que T, — T em D'(Q) se (Tk,p) — (T, o),
para toda ¢ € D().

1.1.2 Espaco de Schwartz

Definigao 1.1.6 Uma funcao ¢ € C™(R™) € dita ser rapidamente decres-
cente no infinito, se para cada polinémio P : R"™ — K e cada o € N", vale
o sequinte

lim P(z)(D%p)(z) = 0.

|z|— oo
Definimos o Espago de Schwartz, denotado por S(2), como sendo o espago

das fungoes que verificam a propriedade definida anteriormente, isto é
SR") = {go ‘R" 5K : o€ CF(R") e ¢ é rapidamente decrescente no inﬁnito}.

O Lema a seguir, fornece uma caracterizagao ttil para identificar fungoes

pertencentes ao Espaco de Schwartz.

Lema 1.1.1 Sejap € C*(R™). Entao sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:
i) ¢ € SR");

i1) para todo k € N, eziste uma constante C = Cy, tal que
(1+ |2[*)*|D*p(2)| < O
para todo x € R™ e a € N" com |a| < k.

Considerando o Lema acima, para cada k € N, definimos a seminorma
em S(R™)

pr() = sup sup (1+ |z*)*[ D¢ ()|
|a|<E z€R™

para todo ¢ € S(R™).
Com essas seminormas, podemos definir uma nogao de convergéncia no

Espaco de Schwartz, conforme ao Lema a seguir.
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Lema 1.1.2 Sejam {pm}men uma sequéncia em S(R™) e ¢ € S(R™). A

sequéncia {Qm}men converge para ¢ em S(R™), quando m — oo, se

pr(Pm — ) =0

para cada k € N.

Definicao 1.1.7 Uma distribuicdo temperada sobre R™ é um funcional

linear T : S(R") — K, continuo em relagdo a nogao de convergéncia

dada pelo Lema .

O conjunto de todas as distribuigdes temperadas sobre R™ é denotado
por S'(R™).

Similarmente a como foi denotado para distribuigoes em D’'(R™), escre-
vemos (T, ) para denotar o valor da funcdo T' € S'(R") aplicado em um
elemento p € S(R™).

Definicao 1.1.8 Sejam {T} }ren uma sequéncia em S'(R™) e T € S'(R™).

Dizemos que {T)} converge para T em S'(R"), quando k — oo, se

(Tk, ) — (T, ),

para toda ¢ € S(R™).

1.1.3 Espagos LF(Q), L'"(Q)

Neste trabalho, consideramos a mensurabilidade e o calculo de integrais

de fungées sobre conjuntos mensuraveis 2 C R™, no sentido de Lebesgue.

Definigao 1.1.9 Sejam Q C R™ um subconjunto aberto e 1 < p < oo.

Definimos os conjuntos

L*(Q) = {u : Q — K; u mensurdvel e / |u(z)|P dz < oo},
Q

L=(Q) = {u: Q — K; u mensurdvel e supess |u(x)| < oco}.
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Os conjuntos LP(2) definidos acima, munidos com as normas

1
ullze = ( / |u<x>|pdx)”, 1< p< oo
Q

lullLr = supess{|u(z)|; z € Q}, p= o0,

definem espagos vetoriais normados.

De acordo com o Teorema de Riesz-Ficher, para 1 < p < 0o, os espagos
L?(Q) munidos com as normas definidas acima, sdo espagos de Banach.

Em particular, L?(Q) é um espaco de Hilbert com o produto interno usual
(u,v) = / u(z)v(x)de, para u,v € L*(Q).
Q

Além disso, para 1 < p < oo, os espagos LP(Q2) sao reflexivos.

Teorema 1.1.1 (Interpolagao dos espagos LP) Sejam p e q tais que 1 <
p<qg<ooeuc LP(Q)NLYR"™). Entao u € L"(Q) para todo r € [p,q] e

A —A
lull g < llelizo lullza™,

(=X
PRt

com)\E(O,l)el:iJr
r p

Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q2) e g € LY(Q)

coml<p<oo eq:p%oupzl eq=ococoup=o00eq=1.

Seu € LP(Q) ev € LI(NQ), entdo uv € L'(Q) e
/Q fu(z)o(@)| dz < lull o 0]l -

Definicao 1.1.10 Seja 0 < k < 1. Definimos o espago das fungdes com

peso L"™(R") = {f € L'(R™); /Rn(l +|2|)|f (2) | da < OO} ’

com a norma

£l = [ lal)l @)



28

1.1.4 Transformada de Fourier

Para estudar existéncia e unicidade de solugoes, encontrar taxas étimas
de decaimento além de outras propriedades do Problema de Cauchy, usare-
mos a transformada de Fourier como uma de nossas principais ferramentas.

Assim, definimos a Transformada de Fourier de uma fungao.

Definigdo 1.1.11 Seu € S(R™) ouu € L*(R™), entdo denotamos por Fu

a Transformada de Fourier de u dada por

1 —ix-

() = Fu©) = g [ e u@)d.
(27r) 2 Jgrn

Além, disso, denotamos por F~ 4 a Transformada de Fourier inversa de

dada por
Flag) =

que esta bem definida.

Pela densidade de S(R") em L?*(R™), podemos estender a nogio de

Transformada de Fourier para uma funcio u € L*(R™).

Teorema 1.1.3 (Identidade de Plancherel) Sejam u e v fungdes per-

tencentes ao espago L*(R™). Entdo sdo vdlidas as sequintes igualdades
(u,v)p2 = (@, 0) 2, |lullgz = |a]L2.

Os préximos trés Lemas, fornecem caracterizages e limitagGes para a
Transformada de Fourier de uma fungdo. Os dois primeiros serdo de muita

importancia para obtermos estimativas e taxas étimas.

Lema 1.1.3 Para uma funcio f € L' (R™), temos que

(&) = Ay (&) —iBs (&) + P,

para todo §& € R™, com

¢ A1) = yera [ (costa - = Df(a)da,
1 .
* B = Gy [ sin(e - Of(a)da,
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o P = W/Mﬂx)dm.

Demonstracao: Usando a Férmula de Euler podemos reescrever a Trans-

formada de Fourier de uma funcao f na seguinte forma:
1 —ix-&
@y /]R" e f(x)dx
1

)

f(&) =
=—— /Rn cos(z - &) f(x) — isin(z - &) f(x)dx

(271' n/2

Gy L (eos(e &) = Df(@) = isina - €1(2) + f(a)da.

Entao, se definirmos A¢(), Bf(§) e Py como acima, temos que

f(&) =As (&) —iBs(§) + Py, VEER™

Lema 1.1.4 Considere as hipdteses do Lema[I.1.3

i) Se f € L*(R™), entdo para todo ¢ € R™ wale que
A < Liifllzr e [Be(E] < N[ f]r-
i) Se f € L*(R™) N LY*(R™), entdo para todo &€ € R™ vale que
[Ap (I S KIE [ fllLrw e (Bl < MIET|fll 1w

Com L, N, K e M constantes positivas dependo de n.
Aqui, as funcoes Ay e By sao dadas como no Lema .
Demonstragao:

i) A prova deste item segue dos célculos abaixo

A1 < oy [ eosta-©) =1l f(@)lde

< g7 L, f@ldz = LI
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B/ < Gy [ 1sin (e Ol @)lda

< Gy [ @lde = NI

ii) Para provar este item, é suficiente considerar & # 0.
Portanto

A1 < Gy [ leosta- € = 11/ (w)ld

L el"lal”
= Wlin/” | cos(z - ) — 1] | (@)

MEd
1L e . | cos(a - §) — 1]
< ———= lim [€ / 1+ |z|™) | f 1608 " 5) = 2 g
CORE lim €] ‘Z‘ZE( |=[*) 1 f ()] HEEE
< K lim [¢]7 (1 + |2[")[f (z)]dz
e—0 |z|>e
< KNl pms
1 s(z-&) — 1
com K = ———— sup M < 00, e similarmente segue

que (2m)"/2 4z0.620 €% ||~

IBAOI < Gy [ Isinte - Ol17(w)lds

1 l€]" ]
< gy I /‘IDE'S““( O/ @) ot

T RPN
< @y T D@ g
gMg%w/W (14 [l (@)lda
< MIEF IS

1 a9

@) cotro Elal
1.1.5 Espagos W™P(Q)

Estes espagos sao conhecidos como espagos de Sobolev e os principais

resultados desta segdo podem ser encontrados em Adams [2], Brezis [3],
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Kesavan [26] e Medeiros-Rivera [35], |36].

Definicao 1.1.12 Sejam m € N e 1 < p < oo0. Definimos o Espago de

Sobolev de ordem m em relagao ao espago LP () como o conjunto
W™P(Q) = {u € LP(Q) tal que D"u € L”(Q) para todo |a| < m}

munido com a norma
1/p
o ullwrnr = (Zjaem 1Dul,) 11 < p < 00;
o lulwmes = ¥)qcm ID7uli,  p=oo.

Observagao 1.1.1 Das defini¢oes dos espagos de Sobolev W™P(Q), po-
demos inferir as segquintes propriedades
i) Para m =0, vemos que W?(Q) = L?(Q).
i) Para o caso particular p = 2, o espago de Sobolev W™2(Q) torna-
se um espago de Hilbert, denotado por H™(Q)), munido do seguinte

produto interno

(u,v)gm = Z (D%u, D), Yu,v € H™(Q).

| <m
111) Para todo 0 < m < oo e cada 1 < p < o0, 0s espagos D(R™) e S(R™)
sdo densos em WP (R™).
1.1.6 Espacos H°(R") e W™P(R")

Embora os espagos de Sobolev fornegam excelentes ferramentas para
trabalharmos, as vezes, eles sdo insuficientes em certos contextos. Para
resolver essa dificuldade, vamos definir os espagos H*(R"™), os quais, serdo

usados frequentemente ao longo deste trabalho.

Definigao 1.1.13 Seja s € R. Definimos o espago H*(R™) como
H(®RY) = {ue S'®Y): (1+[¢)*ae L*R")},

para todo & € R™, munida com a norma

lulloe = ([ a-+1ePylarac)”
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Para fins praticos na obtencao de resultados, neste trabalho usaremos
uma outra norma para H°(R™), a qual é equivalente & norma usual nesse
espago e ela é mais adequada para estudar o nosso problema. O seguinte

Lema, garante a equivaléncia destas normas.

Lema 1.1.5 Para todo £ € R™ e s > 0 temos que
- 1 S S S S
i) SAHIEP) < (T+[E)" <271+ [E*);

@) 27 (L+ €))7 < (L+ 1) 7" <201+ [¢f*) 7

Demonstragao:

i) Para provar este item, vamos considerar dois casos.

Caso [¢] < 1
SUHIE7) <1<+ <20 <2°(1+ e,
Caso [¢] > 1
SO 167 < [ < (1+ JgP)* < 276 <2°(1 + |e™).

ii) Similar ao primeiro item, também verificamos para dois casos.
Caso [¢| <1
Temos que (1 4+ [£]?)® < 2% e 1+ |€]** < 2. Entdo

2T <27 S L+ ) T S TS 204 )7

Caso €| > 1
Nessa hipétese, vemos que (1 + |€]%)* < 2°)¢]%% < 2°(1 + [€]*%) e
(14 1€1%%) < 20€1*° < 2(1 + |€*)*, portanto concluimos

2 (L) T S A+ IE) T <201+ )T

Esse Lema nos permite concluir que, a norma usual em H*(R"™) é equi-

fullae = ([ -+ 1P 1arae)

valente & norma
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a qual tem como produto interno associado
(wohe = [ (U+1g*)adds
Para os espagos H ™ °(R™) com s > 0 vamos usar a seguinte norma

e = [l al e

e o produto interno associado

(wohs = [ (rlg) adde,

Usando a norma e o produto interno definidos via o Lema [[.I.5] mos-
tramos algumas propriedades dos espagos H®(R").

Essas propriedades serdo muito importantes para podermos obter existéncia
e unicidade de solugdes, bem como também taxas de decaimento, tanto

para o caso linear quanto para o semilinear.

Lema 1.1.6 Dado w € H*(R"). Se s > L entdo eriste uma constante
C > 0 tal que
lu(@)] < Cllul|a:,

para todo x € R™.
Demonstracao: Da definicdo de Transformada de Fourier inversa e a

estimativa |ei”'§’ < 1, temos

u(z)] =

‘ L / e’“ﬁ(s)dé‘gc ()] de
2 Jgrn Rn

(2m)
= /w(l +IEP) 2 (1 +1€7) 73 [a(8)|de.

Agora, usando a desigualdade de Holder (Teorema [1.1.2) e o Lema
[T temos que

u@) < © (/Rn(u |§|2)Sﬂ(§)2d§>% . (/Rn(l N |£|2)sd€>5

<o [ avimaere) ([ avienae)’
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Notemos que, para s > 7, a integral / (1+ |€]*)”*d¢ é finita. Portanto,

n

da estimativa acima e a defini¢do da norma em H°(R"™), concluimos
lu(z)] < Cllul =,

para todo z € R™. [ |

Observagao 1.1.2 Do Lema inferimos que, para s > 5, H*(R™)

estd imerso continuamente em L (R™).

Um outro resultado muito importante para mostrarmos a existéncia e
unicidade de solugao e encontramos taxas de decaimento para o problema
semilinear é que, para s > 5, H*(R") é uma algebra.

Formalmente, esse resultado vem dado como o seguinte Lema

Lema 1.1.7 Seja s > % Entao eziste uma constante C' > 0 tal que
luw|[ s < Cllullas [|wllas,
para quaisquer u,w € H*(R™).

A prova desse Lema, pode ser encontrado nos trabalhos de Kato-Ponce
|24] e Wang-Chen [50].

As provas dos dois Lemas a seguir, estdo baseados no Lema [1.1.7]

Lema 1.1.8 Sejam s > 5 ep > 1 um inteiro. Entdo existe uma constante
C > 0 tal que

[u?|[ s < Cllullfs,

para todo u € H*(R™).

Demonstragao: Usamos indugdo sobre p.
Para p = 1, o resultado é imediato.

Suponhamos agora que o resultado é véalido para p > 1, isto é
[l < Cllul[Fs-
Assim, para p + 1, do Lema e da hipdtese de indugao, vemos que

e = fuPullsze < Clully full- = CllullfE
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Portanto, se s > %, o lema é valido para todo p > 1 inteiro. |

Lema 1.1.9 Sejam s > & e p > 2 um inteiro. Entdo, existe uma cons-
tante C > 0 tal que

[wl[Lr < Cllullfs,

para todo u € H°(R™).

Demonstragio: Pela definicio da norma L! temos que

6P| 1 :/ |up|dx:/ |up_1u|d3c§/ P ulde.
RTI, n Rn

Usando o Teorema (Desigualdade de Hélder) comr =g=2c¢e a
Identidade de Plancherel (Teorema |[1.1.3), temos que

:(/n&:ﬁﬁf%)é(/nmafﬁ)é
< (/n(1+|5|2s) zﬁ—\l(g)‘?)% (An(1+|f|2s)|ﬁ(f)|2>é

= [lu"™ sl e

Como p > 2 é um inteiro, temos que p — 1 > 1, e portanto, para s > 7,
segue do Lema[T.1.§]

—1 P
[wll < Cllullzs lullzs = Cllulla:.

Lema 1.1.10 Sejam s > % e p > 1 um inteiro. Entdo existe uma cons-

tante C' > 0, tal que
l? = wllzze < C(Jlullf" + il ) = wile,
para todo u, w € H*(R™).

Demonstragao: Definindo a funcéo h(\) = AP, vemos que h'(\) = p AP~ .
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Considerando u, w € H*(R"™), e pelo Teorema do Valor médio temos

P = pil(ufw)

com v = (1 — €)u + ew, para algum € € (0,1).

Logo, usando os Lemas e[l.1.8] a desigualdade triangular e o fato
que € € (0,1), temos que

[u? = w?||ms = pll” ™ (u — w)||ze
< Cllo" ™ ae

< Clwll5tlu — wllas

u—wllms

< CIl(1 = e+ ewllf u — wll -
-1 -1

< C(Jlulls" + ol e = wlre,

com C' uma constante positiva garantida pelos Lemas usados. |

Usando a transformada de Fourier e o seguinte resultado

vamos definir a no¢aé de laplaciano fraciondrio para fungées em H°®(R™).

Definigao 1.1.14 Sejam o € R e u € H*(R™). Definimos o operador

(=A)* aplicado em u da seguinte forma
(—A)%u(z) = F| - *a()](2).

A definigao anterior nos permite caracterizar a transformada de Fourier

de fungoes (—A)%u, com u € H*(R™), na forma
F((=8)"u())(€) = [E**a(©).

Definicao 1.1.15 Sejam m,p € R, com p > 1. Definimos o espago
W™P(R™) como

WP (RY) = {u €S'(R") : Jve LP(RY), tal que u = (—A)’Tv} .
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Pela definicdo desse espago, vemos que
v=(-A)%uec LP(R").

Assim, definimos a norma desse espaco por

WMWwp:(A;K—AﬁhdﬂFmgp

1.2 Problema Linear Abstrato: Existéncia

de Solucao

Nesta se¢do vamos fazer um pequeno resumo com os principais resul-
tados necessarios para mostrar a existéncia e unicidade do Problema de
Cauchy linear, ou seja, quando 8 = 0.

1.2.1 Teorema de Lax-Milgram

Nesta subsegao, consideramos o espago de Hilbert real H, munido com
anorma || - ||, a qual estd induzida pelo produto interno (-, -) definido em
H.

Definicao 1.2.1 Uma aplicagio B : H x H — R € chamada de forma
bilinear se, B(z,-) € linear, para cada x € H e B(-,y) € linear, para cada
ye H.

Definicao 1.2.2 Uma forma bilinear B : H x H — R € dita ser limitada

(ou continua), se existe uma constante C' > 0, tal que
|B(z,y)| < Cllzllallylla, YV,ye€ H.

Definicao 1.2.3 Uma forma bilinear B : H x H — R ¢é chamada de

coerciva, se eziste uma constante C' > 0, tal que

|B(x,2)| > Clle|}, Vo e .
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Teorema 1.2.1 (Lema de Lax Milgram) Seja B uma forma bilinear,
limitada e coerciva sobre um espago de Hilbert H. Entao para cada funci-

onal linear continuo F' em H, existe um unico uw € H tal que

B(z,u) = F(x), VazedH.

1.2.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta subsecao, consideramos o espago de Banach real (X, |- || x), e o
conjunto B(X), o qual denota o espago dos operadores lineares limitados
sobre X.

Definigdo 1.2.4 Dizemos que uma aplicagio S : Ry — B(X) € um

semigrupo de operadores lineares limitados em X, se:
i) S(0) =1, onde I € o operador identidade de B(X);
i) S(t+s) = S(t)S(s), para todo t,s € RY.

Definicao 1.2.5 Um semigrupo de operadores lineares limitados S é cha-

mado de semigrupo fortemente continuo, se
lim ||[(S(¢t) — Dz||x =0, Vz € X.

Um semigrupo de operadores lineares limitados fortemente continuo é cha-

mado também de semigrupo de classe Cy ou simplesmente de Cy-semigrupo.

Definicao 1.2.6 Um semigrupo de operadores lineares limitados S € dito

ser uniformemente continuo, se
lim |[S(t) —1 =0.
i [1S(2) — Tllscx)

Teorema 1.2.2 Se S é um semigrupo de classe Cy, entdo existem cons-
tantes w >0 e M > 0, tais que

1S®)|lx) < Me**, ¥t >0.
Definigao 1.2.7 Um semigrupo S de classe Co, salisfazendo

1S()lsx)y < Me®, ¥t >0,
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com w = 0, € dito ser um semigrupo uniformemente limitado. Além disso,
se M =1, dizemos que o semigrupo € um semigrupo de contrac¢des de

classe Cy.

Definigao 1.2.8 O operador B : D(B) C X — X definido por

D(B):{ zeX : lim Sz - Ie existe }
h—0+ h

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Teorema 1.2.3 Um operador B : D(B) C X — X € gerador infinitesi-
mal de um semigrupo uniformemente continuo se, e somente se, B é um

operador linear limitado em X.

Teorema 1.2.4 Se B: D(B) C X — X ¢ o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe Co, entdo B é um operador linear fechado e D(B) €

um subespaco linear denso em X.

1.2.3 Teorema Lumer-Phillips

Nesta subse¢ao, vamos considerar o espago de Banach (X || - || x) sobre
o corpo dos nimeros complexos e £(X) o conjunto dos operadores lineares
sobre X.

Definigao 1.2.9 Seja B: D(B) C X — X, com B € L(X). O conjunto
dos \ € C, tais que (\[ — B)™ " existe, é limitado e estd definido em um
subconjunto denso de X, é chamado conjunto resolvente de B e € denotado
por p(B).

O operador linear (\I — B)™', denotado por R(\, B), é chamado de ope-

rador resolvente de B.

Definigao 1.2.10 Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (-,-)
a dualidade entre X e X*. Para cada v € X, definimos

J(z) = {:r* eX":{(z"x)= ||x||§( = H:r*H%(*}
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Observagao 1.2.1 Como consequéncia do Teorema de Hanh-Banach, te-

mos que J(x) # 0, para cada x € X.

Definicao 1.2.11 Dizemos que o operador linear B : D(B) C X — X €
dissipativo se, para cada x € D(B), existe z* € J(x), tal que

Re(z*, Bz) < 0.

Para um espago de Hilbert (H, (-, -)), a definigio de operador dissipativo

é a seguinte

Definigao 1.2.12 O operador linear B : D(B) C X — X € dissipativo se,
para cade x € D(B) temos

Re(Bz,z) < 0.

Teorema 1.2.5 (Lumer-Phillips) Seja B: D(B) C X — X um opera-

dor linear, com D(B) denso em X.

e Se B € dissipativo e existe Ao > 0, tal que Im(Xol — B) = X, entio
B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe
Co.-

Teorema 1.2.6 (Teorema de Perturbacao de Geradores) Se B ¢ o
gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Co em um espago de Ba-
nach X e J é um operador linear e limitado em X, entdo B+ J é gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X.

1.2.4 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam (X, || - ||x) um espaco de Banach e B: D(B) C X — X um

operador linear. Considere o problema de Cauchy abstrato

dau

U(0) = Uy,

(1.1)

para todo t > 0, com Uy € X.
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Definicao 1.2.13 Seja B o operador linear definido na equagdo .
Uma funcido U : RT — X, continua, continuamente diferencidvel, tal que
U(t) € D(B) para todo t > 0 e que satisfaz o problema , € dita solugdo
forte do problema .

Teorema 1.2.7 Seja B o operador linear definido no problema , sendo
o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Co em X. FEntdo,
para cada Uy € D(B), o problema possui uma unica solugcao forte
U(t) = S(t)Uo na classe

U(t) € C([0,00), D(B)) N C* ([0, 00), X),

onde S € o semigrupo gerado por B.
Se Uy € X, entao dizemos que U(t) = S(t)Uy € C(]0,00),X) € uma
solucao fraca para o problema (1.1)).

1.3 Problema Semilinear Abstrato: Existéncia

de solucao

Sejam (X, || - ||x) um espago de Banach e B: D(B) C X — X um

operador linear . Considere o problema de Cauchy abstrato

dU
o = BUM + FU(), (1.2)
U(0) = Uy,

para todo t > 0, com Up € X e F uma fungdo nao linear sobre D(B).

Definicao 1.3.1 Uma funcdo F : Y C X — X € Lipschitz continua sobre
conguntos limitados, se para todo conjunto limitado A C Y, existe uma

constante L > 0 (chamada de constante de Lipschitz), tal que
I1EU) = F(V)lx < LIIU = V]x,
para cada U,V € A.

Para subconjuntos limitados do dominio, usaremos a seguinte definicao,

a qual é equivalente a defini¢ao anterior.
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Definigao 1.3.2 Seja B: D(B) C X — X wm operador linear.
Dizemos que uma fung¢io F : D(B) — D(B) € Lipschitz continua em
conguntos limitados de D(B) se, dado M > 0, existe uma constante Lar > 0
tal que

IEU) = F(W)|x + [|B(F(U) — F(W))llx

< Lu (U = Wlix + 1B = W)ix),

para todo U,W € D(B) tais que
[Ullx +|1BUlx <M e [[W|x+[BW]|x <M.

O Teorema a seguir, serd empregado para mostrarmos existéncia e uni-

cidade de solucao para o problema semilinear.

Teorema 1.3.1 Sejam B o operador linear definido no problem , ge-
rador infinitesimal de um semigrupo de classe Co em X e F : D(B) —
D(B) uma funcgdo Lipschitz continua em conjuntos limitados A C D(B).
Entao, para cada dado inicial Uy € D(B), existe uma tnica solugdo forte
U =U(t) do Problema de Cauchy definida em um intervalo mazimal

[0, Tm), pertencente a classe
U € C([0,Tm), D(B)) NC ([0, Tim), X),

tal que vale uma e somente uma das sequintes condi¢des
i) Trm = 005

i) Tm <00 e lim |U|x + ||BU||x = oo.
t—Tm

Para uma demonstracéo deste Teorema, veja |37].

1.4 Lemas Técnicos

Nesta se¢do vamos demonstrar lemas que usaremos nas provas de existéncia
e unicidade de solugdo bem como os lemas usados para encontrar taxas de

decaimento e provar otimalidade destas taxas.
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O lema abaixo é usado na alta frequéncia no caso 0 < 6 < §. Usando
este lema conseguimos a regularidade necessaria nos dados iniciais.

Lema 1.4.1 Sejam c, r numeros positivos e a € R. Entdo existe uma

constante C > 0 tal que
tre—c\grlt < C‘g‘—ar
para todot >0 e & € R", £ #0.
Demonstragao: De fato, considere s = ¢|€|*t isso implica que
= s E
Portanto existe C' > 0 tal que
freelel®t cTSTIET e < Cle

E]

pois a fungdo s"e™* é limitada no intervalo 0 < s < co para um r > 0 fixo.

A constante C' depende de r e ¢, isto é C' = C(r,c).
|
O lema abaixo é usado para encontrar taxas de decaimento tanto na

baixa frequéncia quanto na alta frequéncia.

Lema 1.4.2 Sejam k> —n, 9 > 0 e C > 0. Entdo existe uma constante
K > 0 dependendo de n tal que

9 n+k
/ e” 1 g b dg < KT
para todo t > 0.

Demonstragao: Observamos que

1(t) ::/ efc\slf’t|§|kd€ :/ / efCr-ﬂtrkdsgdr
Rn o Jigl=r

ot i 1 et ktn—1
:/ e " tp (wnr” )dr = wn/ e T Pt
0 0

com a constante wy, definida por w, = mes{z € R" : || = 1}.
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. . 1
Usando a seguinte mudanca de varidvel s = rtv, temos que
< _cs? _y, mtk-1 1
I(t):wn/ e O T T T s
0

_ktn [ o0 _
= wpt~ Y / e O gkl
0
Notamos que para todo k + n > 0 temos que

< _os? 1
/ e 9 s < 0.
0

Portanto temos que

com K > 0 uma constante dependendo de n.

O Lema acima é muito importante para encontrar taxas de decaimento

na baixa frequéncia do problema linear (8 = 0).

Para encontrarmos taxas de decaimento do problema semilinear (3 > 0)

vamos precisar do seguinte lema:

Lema 1.4.3 Sejam k> —n, 9 > 0 e C > 0. Entdo existe uma constante
K > 0 dependendo de n tal que

_ 9 _ntk
/ e M efde < KL+t
l§1<1
para todo t > 0.
Demonstragao: Definimos

16 = [ e el ag.

Vamos primeiro mostrar que a desigualdade do lema vale para ¢t € (0, 1].
Como I é uma func¢ao continua para t € [0, 1], existe uma constante positiva
C1 > 0 tal que

I(t) < Cy paratodo te (0,1].
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Seja C> uma constante positiva tal que C4 (1 —|—t) < 012 < Cs, logo

n+k

It)<CL <Ca(141t) v

para todo t € (0,1].
Vamos agora mostrar que o lema vale para t € [1,00). Pelo Lema

anterior temos, em particular para t > 1, que

Basta mostrar que Ct™ e < K(1+ t) . Observamos que

k+4+n n+k k+n

+k
(20 <02 (14t I,

() < o' <

pois 1+t < 2t para todo t € [1,00), .
Portanto o lema estd demonstrado.
[
Nos préximos dois lemas aparecem estimativas por baixo para dois
termos dados por integral que aparecem em uma expansao assintética da
solugdo. KEssas estimativas sao de fundamental importancia para mostrar

que a taxa encontrada é tima, como veremos no Capitulo [4]

Lema 1.4.4 Sejam n > 2a e 0 > %. Entdo existe to > 0 tal que para
todo t > to vale que

—1€12%¢

/ 1+\§‘26 |Sll’l|(£||i|: )l d€ 2 Ct‘%

com C' uma constante positiva dependo somente de n, 6 e a.

Demonstracao: Observamos que

1£1%
I(t):/ e 1+|5‘25t Sln('&‘ t) d§
€l
/ / ot SO g,
lel=r re

sin(r®t)
TQ

260,
= / e 1+r23
0

2 (/Ie5 dS> dr.
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Denotando w, = / dw, escrevemos
w=1

o 204
I(t) = / e T4
0

Cel r26t
= U)n/ e 1+r2° r”7(1+2°‘>| sin(rat)|2dr.
0

2
(wnrnfl) dr

sin(rt)

ro

r2%¢

T Entao
T

Como 1 < 1472° para todo r € R temos que —r2%¢ < —

segue que

oo —r20y n—(142a) . «@ 2
I(t) > wp e r | sin(r®t)|“dr.
0
Considerando a seguinte mudanca de variavel s = 36 obtemos

i 6 n— a) . —ay L
I(t) > wn/ e (stiﬁ) (1+29) iy 2 (s*t' 720 )¢ 20 ds
0

n—2«a

_ 20 _a
= wpt™ 29 / e gt (1H20) 42 (satl 20 )ds.
0

Usando a identidade sin®(z) = 1 (1 — cos(2z)) segue que

Y,

1 _n—2a o — 520 n—(142a) a,l—
1(t) §w"t 20 e s (1 — cos (257" 20 ))ds
0

n—2a

gt T (A= Fu(ta)),

o —s20 n—(1420) o —s20 n—(142a) a,l— 2
onde A = e s dse F,(t,a) = e s cos (2s%t' 7260 ) ds.
0 0

Como e~ sn—(1+20) ¢ L'(R) para n > 2a, aplicamos o Lema de
Riemann-Lebesgue obtendo

o o]
6 a
E,(t,a) = / e s (1429 (25“1&17@)613 —0
0

quando t — oo.

A
Portanto, existe to > 0 tal que F, (¢, a) < 3 para todo t > tp. Assim
A
o lema estd provado para C = wz .

Seguindo as mesmas ideias da demostragao anterior, temos o seguinte
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lema.

Lema 1.4.5 Sejamn >1e0 > %. Entao existe to > 0 tal que para todo

t > to vale
€129

_ = ¢ _n
/ e TS cos(|€|t)|* dE > Ot
com C uma constante positiva dependendo somente de n, 6 e .

O préximo lema é util para obter taxas de decaimento do problema

semilinear.

Lema 1.4.6 Sejam a > 1 e p > 1 inteiro. Entao
t
1+ t)a/ 14+7)PA4+t—7)%dr<C
0

para todo t > 0 onde C = C(a,p) é uma constante positiva.

Demonstragao: Para calcular essa integral vamos separd -la em duas
integrais, sendo uma integral sobre o intervalo [0, %} e a outra sobre o
. t

intervalo [5775}.

t
Primeiro, observamos que, se 0 < 7 < 5 temos que
1+t<142—t<242—27r<2(14+t—71)

e isso implica que
(I+t—7m) " <2°(1+t)™"

pois a > 1.
Entao, temos que

i i
(1+1)° / (L+7) (1 +t—7) "dr <2° / (1+7)"dr
0 0
t
(L r)re )

l1—a
(1 %) i 2@ 1 < 20‘
1—ap

ap —1 ap—1 " ap—1

<2

= _2a

a

pois ap > 1. Notar que 1 é uma constante positiva.
a

t
Agora vamos estimar a integral para 5 < 7 < t. Nesse intervalo temos
que
1+t<21+71).
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Logo
(I47) P <2°P(14t)” P

Entao, obtemos que

t

(1+t)a/j(1+T)—pa(1+t—7)—“d7 < 2‘”"(14—1&)“‘”/ (1+t—7)"dr

t

2
o lt
a—ap 1+t —1)""°

< —29P(1 4 ¢
- (1+1) l1—a .
2
| IR
< 2P(141)* P —— 4 2P (1 4 )P 2/
- (1+1) 1fa+ (1+1) 1—a
_ 1 2ap
<2144 P — < =
271+ a—17"a-1
9P

é uma constante positiva, pois a > 1.
29P 2¢
a—1"ap—1

devido a que ap > a, onde

Finalmente, definindo C(a,p) = max{ } concluimos que

t
(14+t)* / (14+7)"P1+t—7)""dr < C(a,p)
0
para todo ¢t > 0 e portanto o lema estd provado. |

Lema 1.4.7 Seja F : [0,00) — R uma fungdo continua e positiva, defi-
nida por
F(M) =aly+bTMP — M,

onde a, b, In, T sdo constantes positivas e p > 1 um namero real. Entdo F
possui um Unico ponto de minimo global Mo € (0,00) e além disso, existe
e >0 tal que, se 0 < Iy < ¢, entdo F(Mop) < 0.



Capitulo 2

Existéncia Problema

Linear

Neste capitulo, mostramos a existéncia e a unicidade de solugdes, via

teoria de semigrupos, para o seguinte problema de Cauchy linear .

Ut + (*A)éutt -+ (fA)O‘u -+ (7A)9ut = 0,
'LL(O, ZE) = U()(flj), (21)
ut(07 ZC) = Ul({E),
onde u = u(t,x), com (t,z) € (0,00) x R™ e as poténcias fraciondrias do
operador Laplaciano satisfazendo 0 < < ae 0 <0 < “TH.

Calculando, formalmente, o produto interno usual em L? (R™), da equagao
diferencial em (2.1]) com a fungéo u:, temos

/n (uu + (—A)éutt + (—=A)%u + (—A)eut)utda: =0.

Usando o Teorema de Plancherel, obtemos que de modo standard que

1d 5 R ,
5 (el 120 uelF2 + -8 Fulfa ) +1(=2) FuZz = 0,

(2.2)
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para todo t > 0.

Definimos a energia total do sistema (2.1)) por
1 8 a
B(t) = 5 (luelFe + 1(=2) S uellfa + (=) Bullf),

de modo que podemos reescrever a equacao em (2.2) como

d [
SE® +I(=2)Fu 72 =0, (2:3)

para todo t > 0.

2.1 Operador A,

Nesta segao consideramos 0 < § < o e definimos o operador A, de

modo que seu dominio seja um subespago de H? (R"), ou seja,
D(A,) = {u € H°(R"): Jy =y, € H'(RY),

(s @) + (=) Fu, (=A)F ) = (y,0) + (=A) 2y, (-A)3¢),
Ve H"(R”)}.

A partir da condi¢ao imposta sobre D(As), é natural definirmos o

operador A,, como:

—
(2.4)
U — oy,
comy = Aju= (I + (—A)‘S)_l(I + (=A)7)u.
Mostramos a seguir, que D(A,) # 0 e que, para cada u € D(A,),
existe um tnico elemento y € H? (R™), tal que Asu = y, concluindo que o
operador A, estd bem definido.

De forma mais geral, mostramos no Lema [2.1.1| que cada v € H? (R™)

estd associado a, no maximo, um elemento de y € H° (R™).

Lema 2.1.1 Para todo u € H°(R™), existe no mdzimo um elemento y =
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yu € HP(R™) tal que Aou =y, ou seja,

[SIE%

(,0) + (A) Fu, (~A) ) = (1, 0) + (=) 2y, (—A)3p),  (25)

para todo ¢ € H? (R™).
Demonstragao: Naturalmente que 0 € D(A,), onde D(A,) # 0.

Seja u € H?(R™). Suponhamos que existam y1,y2 € H°(R™), satisfa-
zendo a relagdo (2.5)). Segue entdo, que

[SE9)

(W1, 0) + (A) 2y, (—A)29) = (y2,0) + ((—A) 2y, (—A) 5 ),

para todo ¢ € H?(R"™), ou seja,
s 5
(1 —y2,0) + ((=A)2 (1 — y2), (—A)2¢) =0,

para todo p € H? (R"™).

Como C§°(R™) estd densamente imerso em H? (R™), em particular

Nl

(1 — y2,0) + (—A) % (g1 — ), (—A) 3 ) =0, (2.6)

para qualquer ¢ € C5°(R™).

Definindo y := y1 — y2, segue da densidade de C§°(R™) em H°(R"),
que existe {pm}, .y C C5°(R™), tal que @ — y em H®(R™), quando
m — 00 ou seja,

ngm - yHHa — 0, quando m — oo,

assim como,

lem = ylizs = llomlis = 20mv) s + loll3s — 0, @7)
quando m — oo. Além disso, como ‘HcpmHHE - HyHH5| < Hsom - yHH(ﬁa
temos que

HcpmHHé — HyHHé, quando m — oo. (2.8)

Assim, dos resultados em (2.7) e em (2.8)), obtemos

(Z% SOm)H{; — Hy”i{rs quando m — oo. (2.9)
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Por outro lado, pela defini¢do do produto interno no espago H?® (R™) e
considerando o resultado em (2.6)), também temos que

S
2

(4, 0m) s = (> 0m) + (FA) 3y, (~A)3p,) =0,  (2.10)

para todo m € N.

Portanto, de e (2:10), segue que
ly[l%s = 1im (g, %) s =0,

onde concluimos que y = 0 € H?(R"), ou seja, y1 = y2 € H7(R"). ]

Como consideramos § < o, temos o < 20 — § e entao,
HQJ—é(Rn) C Ha(Rn) - Hé(Rn)

Lema 2.1.2 Se 0 < § < o, entdo D(A,) C H*°(R") e existe uma
constante C' > 0, tal que

lull gr2o—s < C||Aoul| ;s

para todo u € D(As).

Demonstragao: Seja u € D(A,), entfo existe um y = 1, € H°(R"), tal

que
(u,0) + (=A) 2, (~A)Zp) = (y,9) + ((-A)

para todo ¢ € H? (R").
Definimos o funcional F' : H®(R") — R, dado por

[NE3

(Fyo) = (3,9) + (—A)Fy, (-A) 2 ).

Dessa forma, o funcional F' estd bem definido e é linear.
Além disso, F' é continuo pois, dado ¢ € H°(R™),
(F,0)| < |w9)] + ] (-2) 5y, (~A)F )|
< Nyl el + [|(=2) 5y [[(-2)Z ]
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Ent&o, considerando a definicio de norma em H°(R™) e usando o Te-

orema de Plancherel, temos que

[(F o) < llall 2]l + Nl11°all [11€1°2]]
H (14 1E) g [ (1 + 1el) %))

2[[yllms llll s,

para todo ¢ € H°(R™), ou seja, ||[F|| < 2||y|lgs. Logo, F é um funcional

limitado e portanto, continuo.
Assim, dado u € D(A,), existe F € (H*(R™))" = H%(R™) tal que
(,0) + ((=8)Fu, (-A)Fp) = (F,¢), (2.12)
para todo ¢ € H°(R™).
Como D(R™) C S(R™) C H?(R™), em particular,
D(R™) < S(R™) — LP(R™), ¥p > 1,
e o resultado é vdlido em H?(R"), e também
(,9) + (=) Fu, (~A) 2 ) = (F, ),
para todo ¢ € D(R™), onde concluimos que a equagao
u+ (=A)°u=F, (2.13)
é valida no espago dual S'(R") C D'(R™).

Aplicando a Transformada de Fourier na equacdo (2.13), e conside-

rando a definigdo do funcional F', obtemos
(L+1e*)a = (1+1¢*)7,
para u € D(A,) C H°(R™) e y € H*(R™), ou ainda,

L+ )21+ P a= (1 + 1) % (2.14)
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No entanto, da defini¢do de A, temos que y = A, u e entdo

— _ 14

T 219

<)

Por outro lado, tomando o quadrado da norma de cada um dos membros
da equagdo (2.14), em relacio ao espago L?(R™), obtemos

-1 N2~ ~
[o@rie) T leP)aras = [ (1) alae.
n RTL
Mas, conforme o Lema[I.1.5] apresentado no capitulo anterior,
L+ P < e+ 1) (1 +1gl*),

para todo §,0 > 0e £ € R.

Assim, a equagdo integral acima, pode ser reescrita como

(1+ €PN apag <o [ (1+1¢P) 7, (2.16)
IR‘VI,

R

em que C' é uma constante que depende de 9.
Portanto, considerando a definigdo de A, dada em (2.15)), segue da
inequagao em (12.16)), que

ull 205 < Cllylls = C||Au| 5,

para todo u € D(A,), ou seja, D(A,) C H**~°(R™). |

Lema 2.1.3 Se 0 < § < o, entdo H**°(R™) C D(A,), ou seja, dado
u € H* °(R") existe y € H°(R™) tal que

N

(w,0) + (=8)Fu, (~A)59) = (5, 0) + ((—A) 2y, (~A)3¢),  (2.17)

para todo p € H? (R™).

Demonstragio: Sejam u € H**°(R™) e G : H*(R") — R o funcional

dado por

(G 0) = (u,0) + ((=8)7"2u, (=A)2 ).
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Dessa forma, o funcional G estd bem definido e é linear. Além disso,
G é continuo pois, da defini¢do de norma em H E(R”) e pelo Teorema de

Plancherel

s
2

(G, @) < [(u, @) + | (A)7 2u, (—A) 5 )]
< 2|Jullgao—s ¢llgs, Yo € H(R™),

ou seja, |G| < 2|ul|g20-5. Logo, G € (H(R™)) = H*(R™).
Com objetivo de usar o Teorema de Lax-Milgram, definimos
b: H(R™) x H*(R") — R,

5 s (2.18)
(e, 8) = (¢, 0) + (=8)2¢,(=A)>¢).

Assim, a forma b(-,-) estd bem definida, é bilinear e é continua pois,
dado (5, ¢) € H(R™) x H'(R™),

bp, &) < (2, 0)] + [(=8)3 g, (—2)3 )]
< lellllgl + (=) 3]l || (-A) 2 9]
< 1@l el + e’ @]l 11l 4l
< 2[lellms [l as-

Além disso, b(-,-) é coerciva pois, para todo ¢ € H°(R"),

12 28 ~[|2 26\ | ~|2 2
b ) = 11+ 621 = [ (1+16)Iplde = el
R’n
Portanto, segue do Teorema de Lax-Milgram (Teorema|l.2.1)) que, para
o funcional linear e continuo G, existe um tnico y € H? (R™), que é solucao

para o problema variacional
b(y, %) = (G, @), Vo € H'(R"), (2.19)

Assim, para a forma bilinear continua e coerciva b(-,-) e o funcional

linear e continuo G, existe um tnico y € H?(R™), de modo que

(,9) + (—A) %y, (—A) %) = (u,0) + ((=A)" 2u, (~A) 5 ), (2.20)

para todo ¢ € H°(R™).
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No entanto, como H? (R™) ¢ H®(R™), em particular temos que a igual-
dade (2.20) é vélida para ¢ € H? (R"™).
Pela Identidade de Plancherel, temos

Assim, se u € H 2"_‘5(R”), vemos que u satisfaz a identidade que define
D(A,), isto 6 H**7°(R™) C D(A,). n

Observagao 2.1.1 Segue dos dois lemas anteriores que D(A,) = H?*~°(R™).

2.2 Caso0<f0<did<a«

Nesta se¢ao, reescrevemos o problema de Cauchy (2.1) na forma

d
I _7B
lt(/ 10 Jl([’)v

U(0) = Uo,

(2.21)

para U, Uy € X, B; e Ji adequados.

Podemos escrever a equagao diferencial em (2.1)) na forma
(I n (—A)‘S) e = —(—A)u — (—A)uy.

Com a finalidade de obtermos B;j e Ji, somamos e subtraimos u no

segundo membro da equagao acima, obtendo assim
(1 + (—A)‘S) wee = — (I + (—A))u+ (u - (—A)eut) .

Da defini¢do do operador A., vemos que o operador
-1
Aa=(T4(=0)") T+ (=a)")
estd bem definido (caso o = «). Portanto, definindo v = u:, segue que

—1

v = — Aqu + (1 + (—A)‘s) (u - (—A)%) :

com D(A,) = H** 79 (R™).



o7

Assim, a equacgéo (2.21]) se escreve como

< —Aou+ (I+ (—A)‘S)*1 (u— (—A)°v) )

(1) (2)

onde B; : D(Aa) x H*(R™) — H*(R") x H°(R™), est4 bem definido por

B ( Z ) - < 7:(1” > , (2.22)

e Ji: H*(R") x H*(R™) — H*(R"™) x H°(R"), é definido por

" < . > B ( (I+(7A>‘*)_?("* (=a)") )

pois0 <0< d<a.

2.2.1 B; é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contracoes de Classe ()

Mostramos nesta subsecao, que By é gerador infinitesimal de um semi-

grupo de contragdes de classe Cp no espago X = H*(R"™) x H°(R").

Lema 2.2.1 O operador By definido em , € gerador infinitesimal de
um semigrupo de contragées de classe Co em H®(R™) x H®(R™).

Demonstragao: Vamos mostrar que o operador B; satisfaz as hipdteses
do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema no espaco de Hilbert X =
H*(R") x H*(R™).

O conjunto D(By) é denso em X, pois 0 <d < ae

D(By) = H*°(R") x H*(R") e X = H*R")x H°(R").



58

Mostremos que B; é dissipativo. Sejam dados (u,v) € D(B1), entao

(Bl(u,’l)),(u,’l)))HaxH(; = ((U>_A04u)7(uvv))Ha><H5

= (D7U)HQ - (A&uv 7-))H5 .

Pela definigdo que usamos de produto interno em espagos H®(R"™), te-

mos

(Br(u,0), (1, 0)) o, s = / (1 JgPyoudg / (1 ) Aau g

— 14

e usando a relagdo (2.15)), Aqu = 55 U, obtemos
1+ [¢]

(31 (u,v), (u, v))Ha wHS =

2\~~~ 26
/n (1 + ") udg — - 1+ )W

_f (1+|€|2a)(6{77@5)d§
RTL
22'/ (1+ [€]**)Im(37)de.

Rn

2a

Assim, para todo (u,v) € D(B1)

Re<(31 (u,v), (u, v))Ha XH[;) =0,

0 que prova que B; é dissipativo.

Mostremos agora que Im(I — B1) = H*(R") x H’(R"™).
Seja (f,g) € Im(I — By), logo existe (u,v) € D(B1) = H?**%(R") x
H*(R™), tal que
(u,0) — Bi(,0) = (f,9).

Como 0 < § < a, temos (u,v) € H*(R™) x H°(R™) e por defini¢io de
Bi, temos que Bi(u,v) € H*(R") x H°(R™), onde segue que

(f.9) = (I = Bi)(u,v) € H*(R") x H"(R").

Por outro lado, para provar que H®(R") x H*(R™) C Im(I — B1),
devemos ter que, dado (f,g) € H*(R™) x H*(R™), existe (u,v) € D(B),
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tal que (f,g9) = (I — B1)(u,v), ou seja
(ufv,erAau):(f,g),

ou equivalentemente, mostrar que existe (u,v) € H?*7°(R™) x H°(R")

satisfazendo
u—v=fe€H*R"),
v+ Aqu =g € H(R").

Da primeira equagao, temos v = u — f, a qual sustituimos na segunda
equagao, obtendo
Acu+u=f+g. (2.23)

Assim, dados (f,g) € H*(R™) x H°(R"), devemos mostrar que existe
u € H**~%(R") satisfazendo a equagao (2.23).

Como Ao = (I+ (—A)‘5)71 (I+(—A)*) aplicamos (I + (—A)°) ambos
os lados da equagao 7

(I + (=A)u+ (I + (=) )u= (I + (=2)")(f +g).

Objetivo: Aplicar Teorema de Lax-Milgram ([2.23)) para mostrar existéncia
de uma solugao para a equagao (2.23).

Como 0 < § < a, associamos a equagao acima a seguinte forma bilinear

b(--): H*(R™) x H*(R™) — R
(u7 30) — b(u790) = (u7 L)D)HO‘ + (uv SD)H‘L

que pode ser mostrado de forma padrao que é continua e coerciva.
Agora, seja F': H*(R™) — R, o funcional definido por
(F,@) = (f,0)ms + (9, 0)ms-
Assim, F' estd bem definido e é linear e continuo, isto é

Fe (H(R™) =H°[R") c H*[R").
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Portanto, segue do Lema de Lax-Milgram (ver Teorema [1.2.1)), que

existe um tnico u € H*(R™), tal que
b(u,¢) = (F,¢), Vo € H*(R"),
isto é
(w, @ e + (w, ) s = (f; ) s + (9 ) ms

Pela definigao de produto interno em H*(R™), vemos que

(—A) Fu, (—A) T ) + (—A) Fu, (—A) ) +2(u, ) = (f,0) 115+ (9, ) 6

para todo ¢ € H°(R™).

Como S(R™) é denso em H’(R™), a equacio variacional acima é vélida

para todo ¢ € S(R™) e portanto,
Acu+u=f+yg (2.24)

no sentido das distribuigdes temperadas, ou seja, em S’'(R™).

Aplicando a transformada de Fourier em (2.24)), obtemos

—

Aeu+a=f+7,
ou ainda
(+162) 2 Au = 1+ 162> (F+5 - 7).

Integrando sobre R"

[ (i) Ao Pae= [ (1416 17+ - i

R™

Portanto
[ Aaullzs < 1Flms + N9l s + lull s < oo,

pois u, f € H*(R™) ¢ H*(R") e g € H°(R™).

Do Lemall.1.5] resulta
[|ul| g2a—s < ||Aaullgs < oo,

provando que a solugdo u de (2.24) satisfaz u € H 2C“_‘S(]R").
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Portanto, v e v = u — f sdo as solugdes de (I — B1)(u,v) = (f,g), ou
seja (f,g) € Im(I — By).

Logo, pelo Teorema de Lumer-Phillips (Teorema , B é gerador
infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cp em X. [ ]

2.2.2 J; é um Operador Limitado

Agora, vamos mostrar que o operador J; é um operador limitado, onde
Jv: H*(R™) x H°(R™) — H*(R™) x H°(R"™) (2.25)
s\ 1 0
(wv)  — (0, (I+(—A) ) (u— (—A) v))
Notemos que .J; estd bem definido, pois 0 < 6 < é < a.
Lema 2.2.2 O operador Ji € linear e limitado.

Demonstragao: A linearidade de Ji, segue da linearidade do operador
Laplaciano.

Seja (u,v) € X. A seguinte estimativa mostra que J; é limitado em X.

2 1 2 [
”Jl(u’U)HHaxHé = /Rn 1+|£|25|u| d£+/Rn 1+ ‘5‘26“}' d¢

< /R (1 +1€*) |a|2d§+c/Rn (1+ mza) o2

= |lullfre + CllvliFs

< Cll(u, v)lI%-

|

Dos resultados obtidos nos Lemas [2:2.1] e [2.2.2] segue do Teorema [[.2.6]

que Bj + Ji é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cp em X e

portanto, segue do Teorema que existe uma tnica solu¢ao U = (u, uy)
para o problema de Cauchy dado em , com Ug = (uo,u1).

A solugdo vem dada por
U(t) = S1(t)Us, t >0,

onde {S1(¢t)}t>0 é o semigrupo gerado por By + Ji.



62

Quando Uy = (uo,u1) € H*(R™) x H°(R™), temos entio
UecC ([o, o0), H*(R™) x H‘S(R")) .

Dessa forma, a primeira componente de U(t) = Si(t)Up, é a unica
solugao do problema (2.1)) e satisfaz

u e C([0,00), H*(R")) N C" ([o,oo),H“(R")) .

Além disso, para dados iniciais Uy = (uo,u1) € D(B1) = H** 9 (R") x
H*(R™), temos que

weC ([o, ), H2a—5(R")) N C* ([0, 00), H*(R™)) N C* ([0, o), H6(R")) .

a+0
2.3 CasoOSéSHSTga
Assim como na segdo anterior, vamos reescrever o problema de Cauchy
descrito em (2.1), na forma

dt
U(0) = Uo,

{ 4y — By + BV, (2.26)

onde U = (u,ut),Uop = (uo,u1) € X, com B e Jo adequados, de modo
que B é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy
em X, J2 é um operador linear e limitado sobre X.

Definimos v = u; e entdo, da equagdo (2.1)) obtemos
s\ 1
vy = —Aqu — Agv + (I—i— (—=A) ) (u+v)
com
-1
Aa=(T+(=0)") (+(=a)"),
-1
A = (1 + (—A)5) (1 + (—A)*") ,

cujos dominios vém dados por D(Aq) = H?>*°(R™), D(Ap) = H*~°(R™).
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Com essas consideragdes, podemos escrever o Problema (2.26)) como

d U B v
dt ( v > N ( —Aau—A9v+(l+(—A)6)71(u+v) )

(1))

onde By : D(Aa) x H*(R™) — H*(R") x H°(R"),

u v
B = ,
<v> (AauA9v>

e Jy: HY(R") x H(R™) — H*(R") x H’(R"),
U 0
Jo = 1 .
() Coveafu )
atd

Observagao 2.3.1 Como estamos considerando 0 < § < 0 < “3° para as

poténcias fraciondrias, temos que
H20¢76(Rn) c HOL(RTL) C H2076(Rn) c H(;(]Rn)’

e portanto, Bo estd bem definido em D(Bz) = H?*7%(R™) x H*(R").

2.3.1 B, é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo
de Contracoes de Classe ()

O lema a seguir descreve essa propriedade do operador B2 a qual é
adequada para obtermos solugdo do problema ([2.26]).

Lema 2.3.1 O operador Bz € o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragées de classe Co em H*(R™) x H°(R™).

A demonstracdo deste lema é andloga a demonstragdo para B na

subsegao anterior.
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2.3.2 J; é um Operador Linear Limitado

Lema 2.3.2 J2 € um Operador Linear Limitado.

A linearidade de
Jo : H*(R™) x H°(R™) — H*(R™) x H°(R™)
(wv) (0, (1+ (—A)‘;)A (u+ v)) ‘

é imediata.

O fato que J2 ¢é limitado segue da seguinte estimativa
2 5\ —1 2
IR = [[(1+ 27 " @+,
u+v
_ 14 g2 u
[ a+i) |
< [ wapag [ e
[R'n, R'n

2 2 2
<Hlullze + lollizs < U1,

2
dg

vélida para U € X.

Dos Lemas 2:3.1] e 2:3:2] concluimos do Teorema de Perturbagao de
Geradores (Teorema [1.2.6)), que Bz + J2 é o gerador infinitesimal de um
semigrupo de classe Cp em X e portanto, segue do Teorema que

existe uma unica solugdo U = (u,u;) para o problema de Cauchy dado em
(2.26) com Uy = (uo, u1).

A solugdo vem dada por
U(t) = S2(t)Us, t >0,

onde {S2(t)}¢>0 é o semigrupo gerado por Bz + Ja.

Como Uy = (ug,u1) € H*(R"™) x H°(R™), temos entio

U € C([0,00), H*(R™) x H’(R™)).
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Dessa forma, a primeira componente de U(t) = S2(t)Uo, é a unica
solugéo do problema (2.1)) e satisfaz
u € C([0,00), H*(R™)) N C* ([0, 00), H* (R™)).
Para dados iniciais Uy = (ug,u1) € H** 9 (R"™) x H*(R"), temos

u € C([0,00), H**°(R™)) N C* ([0, 00), H*(R™)) N C*([0, 00), H*(R™)).
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Capitulo 3

Taxas de Decaimento do

Problema Linear

Para obter estimativas e taxas de decaimento de normas da solucao do
problema definido em ([2.1)), aplicamos a transformada de Fourier obtendo

o seguinte problema de Cauchy no espago de Fourier:

(14 1€?) Tt + [€2*T + €]*T = 0
a(0,€) = o(€) (3.1)
af(07£) = al(f),

onde u = u(t,£), com (t,£) € (0,00) x R", a € [0,2] e 4,6 € [0, a].

3.1 Estimativas Gerais

Multiplicando lb por Ty, obtemos

(14 1€1*°) @il + ¢ 0@ + ¢ @i, = o,
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que é equivalente a

1d

26\ |75 12 200 |2 20 |~ 2 _
5 o (L 16P7) [l + Il @) + e 1l = o.

Definimos a densidade de energia do sistema (3.1) por

Ex(t,€) = (1417 faef” + > [P

e reescrevemos a equagao acima, na forma

1d

20 1~ (2 _
S B + 1€ [l = o, (3.2

para (t,€) € (0,00) x R™.

Multiplicando 1' por @ e tomando a parte real, obtemos
Re (14 1677) e + ¢ + 6 ) = 0,
que é equivalente a

Ll 2 (1+16%°) Re (35)) + k6Pl = (1+16%) faul.
Entao, definindo
Ea(t,€) = ¢’ [al* + 2 (1+ ¢) Re (@)

reescrevemos a equagao acima, na forma

d 2a0 |~ 2 2 ~ |2
5 (6 + P [l = (14 1) @l (33)

para (t,€) € (0,00) x R™.

Considerando as equagoes em (3.2)) e em (3.3]), definimos

B(t,€) = F1(t,€) + 5p(O) Ba(t,€), (3.4)



para (t,£) €

elefe?,

e
T+ g

|€*
REGES

elef?,

(0,00) x R™, onde p: R" —

€l <1,

gl <1,

1€l > 1,

[0, 00), é definida por

o

<6<

M\Q

«
— <6
2 <&

com € > 0, a ser escolhido adequadamente mais adiante.
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A idéia de escolher p(&§) dessa forma é para obter taxas de decaimento

6timas e o modo de se encontrar uma tal fungdo estd indicado no trabalho
de Luz-Ikehata-Charao [30].

Derivando a expressao (3.4) em relagao & varidvel ¢ e usando as equagoes

em e , obtemos

1d

iaE(tf) =

de onde segue que

1d

S E(t,€) + 1€

2dt

‘20

d
i Eqi(t, &) +

1
3
= (1|

que reescrevermmos na forma

onde F, R : (0,00) x R" — [0, 00) s@o os funcionais definidos por

1d
2dt

t,€) = [¢[*’ |
R(t,¢) =

5 (3

@l + SOl P

E(t,f) + F(tvé) =

GE.0))

) + ép@) (~lel1a + (1 + 1) /@),

R(t,€),

- 1 o~
@l + 3o(©)l€ Al

50©) (1+16) 13

= 20 (14 1) 12,

(3.7)

Na sequenc1a enunciamos e mostramos os Lemas - - que usamos

para determinar uma estimativa para a norma de .
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a+9d

Lema 3.1.1 Sejam 0 <6 < 5 e 0 <e< =. Entdo,

N

€%
p(§) < W7

para todo & € R™, com p como definido em .

- 1
Demonstragao: Para |£[<1e0<60< %, como € < > temos que

el (1+1¢”) < 2eleP < JeP < Jel*

e entdo, da definicdo de p, temos

_ 2a0—26 |§|20
p(§) = elé] < TKP&

a+6

a+6epara\§|21e0§9§ 5 s COMO

Para|§\§1e%<0§

€ < 1, temos imediatamente

[ 3
(T+P) ~ (+[gP)

p§) =¢

Portanto, o resultado é valido para todo £ € R". |

a+ o

Lema 3.1.2 Sejam 0 <6 < el0<e<

. Entao,

N

1
R(,€) < S F(1,6),
para todot >0 e £ € R".

A prova desse lema é imediata a partir das defini¢oes de R e F e do

Lema 3111

a+o

Lema 3.1.3 Sejam 0 <6 < — e 0 < e < —=. Entao,

N[ =

1
para todot >0 e £ € R", com p como definido em .

A prova segue das definigoes de F e By e do Lema[3.1.1]
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Lema 3.1.4 Sejam 0 <6 < 5 e 0 <e < <. Entao,

DO | =

p(€) < €777,

para todo t >0 e £ € R, com p como definido em .

Demonstracao: Para 0 < 6 < %, €] <1e0<e <1, temos que

p(g) _ 8|€|20¢729 S |€|20¢729.

a+o

Para%<0§ , 1€l <1e0<e<1, como 2 < 46, temos

elel* < leP < lgl* (1+1¢1”)

e entdo, da definigdo de p, temos que

(€ =L jgpora
T T e '

a+0

Para0 <0 < 2

, 1€l >1e0<e<1, como 40 < 2a + 26, temos

lg* < I < JepPe (1+16”)
e entdo, da defini¢do de p, temos que

(5) —¢ |£|26 < |£|2a—20
PY T T = '

Portanto, o resultado é valido para todo £ € R"™.

atd el<e<

. Entao,

DN =

Lema 3.1.5 Sejam 0 <6 <

Ei(t,6),

Wl N

HCLAIE

para todot > 0 e £ € R™, com p como definido em .

71
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Demonstracgao: Para 6 e ¢, conforme as hipdteses do lema, temos

OB <

A

2

Assim, usando os resultados dos Lemas [3.1.1] e [B:1.4] obtemos

Wl

p(€) En(t, 5)\

IN

3 1+ €)%
2

2 (lgP= i@+ (14 16%) @) = SBi6),

paratodot >0e & € R".

a+ 6

Lema 3.1.6 Sejam 0 <60 < . Entao,

N

el<e<

2 (ol @+ ple) (1+ 1) 67 ).

26
2 (le==mgr e + LS (14 16) 16

< 3010 (16 18P + 16 1o + (1 + 1) 167 i)

1
e fal” + (1+ 16 1l < 550" (I [aol* + (1+1¢*°) lanl)

para todo t >0 e £ € R, com p como definido em .

Demonstragao: Usando os resultados dos Lemas e na identi-

dade obtida em (3.6), temos que

1d 1

onde obtemos

d

LB(,6) < —F(1,6) < —3p€)Bi(1,6)

e assim, para todot > 0e £ € R",

d

ZE69 < f%p(é)EH(tE)
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Como resultado do Lema [3.1.5] temos que
2 1 2

onde segue que

1

SELE) < B, + 3 pOFa(6,6) < SF(4,6)

e entdo, considerando a definicdo do funcional E, obtemos

E(66) < B(L,) < SB(1,8), (39)

para todot >0e & € R".

Além disso, segue das desigualdades obtidas em (3.8)) e (3.9), que

d

LB(1,€) < —5pOB(1,6) < —1pl€)B(1,),

onde obtemos a inequagdo diferencial

LB(1,6) + 20(€)B(1,6) <0,

dt
cuja solugao é dada por

E(t,6) < e 579 E(0,¢),

para todot > 0e & € R™.

Assim, usando a equivaléncia obtida em (3.9)), segue que
Ei(t,€) < 3B(t,€§) < 3¢ 579 E(0,€) < 5e™ 59 B1(0,¢),

ou seja, a densidade de energia do problema definido em (3.1) no espago

de Fourier, decai exponencialmente na forma
Ei(t,€) <5 579" B1(0,€),

paratodot >0e & € R".
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Portanto, da defini¢do do funcional da energia F;, temos que

e [l + (1+ ) )

_1 @~ ~
< 5e” 57O (1eP [a(0, )7 + (1+ |¢”°) @x(0,€)?)
= 56”89 (e faol? + (1+ [¢*") )

para todot >0e & € R". [ ]

Observagao 3.1.1 Da desigualdade obtida no Lemal3.1.6, € simples obter

R 1 R 1+ 26 N
[i* < 5e” 50" <uo|2+(|§|§l)lul|2>, (3.10)

vdlida para todot >0 e £ € R", com & # 0.

s

Essa desigualdade é dtil na obtencdo de taza para a norma L? da

solugado.

3.2 Taxas de Decaimento para [{| <1

Nesta secao, estimamos a desigualdade do Lema e a desigualdade
decorrente desse lema, dada em (3.10]), na regido de baixa frequéncia.
Devido a forma como definimos a fungao p = p(§) (ver em (3.5)),

dividimos esta se¢ao nos seguintes casos:
. @
i) CasoOSQSE;

a+ 6
hnd < -,
)Caso <0

3.2.1 Caso0<8< %

Conforme mostramos em (3.1]), a equacdo associada ao problema de

Cauchy, no espago de Fourier, é dada por

(1 + |§|25) Tue + €220 + |€]*%T: = 0,
(0,€) = 0 (é), (3.11)
at(ové-) = ﬂl(f),



(0]

onde u = u(t, &), com (¢,€) € (0,00) x R™, 6,0 € [0,q].
Usando a notagao definida no artigo , para a equagao (3.11)), temos
que

Pi) =1+¢]*, Pa&) =€ e Ps(6) =,

de modo que o espago de integracdo a considerar em este caso é
Q={eR": ¢ <1}.

Com essas consideracoes, podemos escrever o problema (3.11)) na forma

abstrata segundo o artigo na seguinte forma:

Py iy + Poty + P34 =0,
%¢(0,€) = 41(§),

onde 4 = 4(¢,£), com (¢,€) € (0,00) x €.
A Energia global associada ao problema em (3.12)) é definida por

1

B = 5 [ (P©IaF + P@lan) de, Ve o

Para obtermos a taxa de decaimento, definimos a fungao p(§) como :
p(&) = min { P P2(&) ", P2 Pu(€) '} = [¢** 7.

Consideremos a hipotese abaixo, a qual chamaremos de Hipétese 1:

Hipétese 1 Seja 5 > 0 tal que, para as fun¢des mensurdveis e positivas
(exceto possivelmente em um conjunto de medida nula) P;, i = 1,2,3,
definidas sobre Q@ C R"™, pelo menos uma das duas condigdes sequintes €

satisfeita:

i) O3 = /Qp@)‘%a@ds <ooeCl= /Qp@r%zvg(odg < o0,

ii) C} =/Pz<£>*%P1(£)%d5<oo, cg=/p<§>*%P3(£)ds<oo
Q

Q
€3 = [ &) PO PO " P(e e < o,

cs = [ O P PO Pl e < .

Q
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Com todas essas consideragdes, enunciamos o Teorema 2.2 e seu respec-
tivo Corolario 2.2, tal como aparecem no artigo Luz-lkehata-Chargo [30] e

cujas demonstragoes podem ser encontradas nesse mesmo artigo.

Teorema 3.2.1 Sejam (o, d1) € L= (R™) x L*(R"™) e sejam P;(§), i =
1,2,3 e B > 0 satisfazendo a Hipdtese 1. Entdo a energia total associada

ao problema de Cauchy sobre ) satisfaz
r 1 2 2 B
[ B0t < o (ol + )" B(S),
s

para 0 < S < T < 00, onde Cg > 0 € uma constante.

Corolario 3.2.1 Sob as hipoteses do Teorema|3.2.1, a energia total asso-

ciada ao problema de Cauchy (3.12)) possui o sequinte decaimento
1
E(t)<Ct™ % t— oo,

onde > 0 € a constante dada na Hipdtese 1 e C' > 0 é uma constante que

depende dos dados iniciais.
Conforme ao Coroldrio [3.2.1] a taxa de decaimento da energia do sis-

. ., L
tema 1) na baixa frequéncia, é ¢t~ 8, com 8 > 0 calculado de modo a sa-
tisfazer a Hipétese 1 desse coroldrio, sobre a regidao Q2 = {£ € R™ : |¢| < 1}.

Observacao 3.2.1 Vamos usar o segquinte resultado:

/ lPde = / / P dSe dr—/ P / dSe |dr
[¢1<1 [€]=r [&]=mr
:/ rP (w P 1))dr—C/ =D gy < o0,
0

sep+n—1>—1, ou seja, p>—n, comn > 1.

Devemos calcular 3 > 0, que satisfaca as condigoes 1) e ii) da Hipdtese
1 do Corolario [3:2:1] como segue:
Sejam P (£), P2(&), P5(§), p(§) e 2 como definidos acima.



i)

ii)

7

Determinar 8 > 0, de modo que as integrais C’g e C’g que calculamos

a seguir, sejam finitas. Nesse sentido, temos que
_1
ci= [ e PP

= [1er

20 — 2 2a— 260
se i > —n, ou seja, > L, paran > 1;
n

B

(1 1) d§<2/|£| 7 e < oo,

ch= /Q p(&)*%Ps(@dz

= [1em® 5 epoae = [ 0= 0 < o,

20 — 2« . 200 — 260
se ———— +2a > —n, ouseja, > ——
n + 2«

B

considerando que « > 0, concluimos que as integrais C’g e C’é sao

, para n > 1. Entao,

simultaneamente finitas para

= /817

,B>max{2a729 2a720}_2a729

n 4+ 2« n

para 0 € [0, %], com n > 1.

Determinar § > 0, de modo que as integrais C’é, C’g, C’g e Cg que

calculamos a seguir, sejam finitas. Nesse sentido temos que

1+8

ch =/QP2<«5>*%P1<@Td§

20 3 148 _20
[1e¥ (1+169) " as <2 [ g Fae< e,
Q Q

. 260
se —— > —n, ouseja, > —, paran > 1;
n

ci= [ seF P = [ e

2 e < oo,
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200 — 260
R > .
se B > n+2a,paran_1,
5 -1 -2 2
Ci = [ 0O P Pae) (e de
Q
_ (2a—20) o _ 2
= [1em =T e (14 1) e
< 4/ | (BT 20m0) ge o )
Q
20 — 2« 200 — 26
- - — — 01 = =7 > 1:
e 3 4+ 2a— 460 > —n, ou seja, ,6>n+2a_40,comn_1,
_1 _
¢ = [ & PO P P©) Pl de
Q
_ (2a—20) _ a
= [ e ST (1 i) b
—2a)
By R
Q
20 — 2« . 2o — 20 5
se T —40+4a > —n, ou seja, [ > T P—TE sendo U e

C’g véalidos para n > 1, pois 20 < a.

Assim, as integrais C};, C’g, Cg e C’g sdo simultaneamente finitas

para

8 > max 270 200 — 260 200 — 260 200 — 260
n'n+2a’ ' n+20—40"n+4a0—460 |’

para 0 € [0, %], com n > 1.

. o
Mas, como estamos considerando 0 < 6 < 3> Vemos que

200 — 26 200 — 20 o 200 — 26 200 — 20
n+2a—40 = n+2a n+20—40 — n+4a —40°

Portanto, essas integrais sdo finitas se
20 2« — 260
ﬁ>m“{zwﬂ3;f@}*&-

Posto isso, segue do Coroldrio[3.2-1|que a taxa de decaimento da energia



79

1
total do sistema em 1] na baixa frequéncia, é dada por ¢t #, com

ﬁ > min{ﬁl, 62}

Mais precisamente:

a) Paran>20e0<0 < min{g,%}, temos que

8> 200 — 26
n+ 2o — 40’
n a
P > {ﬂf}
b) Para20 >nefc 25
20
B> —.
n

Portanto, de acordo com o Corolério [3.2.1] segue que a taxa de decai-

mento da energia total na baixa frequéncia, poder ser estimada
1 [eHPN ~ _1
BO = [ (e al+ (1+16%) @l)ds <ot a3)
lgl<1

para t > 0, com «, 8, 8 e n como nos casos (a) e (b) dados acima.

Agora, para obtermos taxas de decaimento para a solugdo do problema
em 1’ na norma L?, consideramos novamente a equacéo associada ao
problema, no espago de Fourier, que é dada em (3.1)), reescrevendo-a na
forma

25
14 1€

— ot + U+
B GES

onde u = u(t,§), com (¢t,§) € (0,00) x R™\ {0}, 6,0 € [0, ].

20
€] U =0, (3.14)

Considerando a equagao (3.14) e usando mais uma vez o Coroldrio

[3:273] obtemos estimativas para o funcional

1 (LHIEP) o e
L) = ; /@( el >d£ (3.15)

e em particular, para a norma L? da solugao do problema em (£2.1)) na baixa
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frequéncia, pois

/W (e, ©)*de < 2L(1).

Considerando novamente a notagao definida em [30], agora para a
equagao (3.14)), temos que

1+ ¢

. Py(&) = €772 e Py(6) =1,

Pi(¢) =
para |£] <1, com |£] # 0. Assim como antes,
p(&) = min { Py () Py (&), ()P (&)} = [¢**
e o espago de integracdo, na baixa frequéncia, continua sendo
Q={{eR": g <1}.

Assim como fizemos anteriormente, devemos mais uma vez calcular
B > 0 que satisfaga as condigdes i) e ii) da Hipétese 1 do Coroldrio [3.2.1
Sejam P (), P2(£), P3(), p(§) e Q como definidos acima e n > 1.

i) Determinar 3 > 0, de modo que as integrais Cg e Cg que calculamos

a seguir, sejam finitas. Nesse sentido, temos que

Ci = / o) H Pu(e)de

aan (14 |¢*) e
= [ 1er - ) e < 2 [ 1657 0 < o,
20 — 2« . 200 — 26
se ———— — 2a > —n, ouseja, > ———, para n > 2q;
1] — 2
4 _1 _ —20)
Cs= [ p(§) P P3(§)dé = | [¢] d¢ < oo,
Q Q
se % > —n, ou seja, [ > w7 paran > 1.

Entao, considerando que a > 260, concluimos que as integrais CS e

C’g sao simultaneamente finitas para

8 > max 200 — 20 2a—20)  2a—20
n—2a’ n o a
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para 6 € [0, %}, com n > 2aq.

ii) Determinar 8 > 0, de modo que as integrais C’é, C’g, C’g e Cg que

calculamos a seguir, sejam finitas. Nesse sentido temos que

qbiéﬁarﬁﬂgf#%

148
_(20-20) 1+ €] B 148 _ (2042a8)
= [ <(M)) de <2 [ 1 e <
Q Q

|€[2
se _20+ 208 > —n, ouseja, §> ————, paran > 2q;
] n — 2«
4 1 (26—2a)
ci= [ p© d Pree = [ 165 de < ox,
Q Q
se > 20720 ran >,
5 1 -2 2
o5 = / (&) P Ps(€)Pa(€) > Py(€)2de
Q
2
_ (2a—20) Con 14 (€ 2
:/m Rl (e
i €
(20—2a)
o=,
Q
se 20 — 2 — 40 > —n, ou seja, 3 > 20 - 29, para n > 40;
B n — 40
_1 _
@:/maﬁg@2amgwwé
Q
_ (20—26) 20\ 2 1+ £|25
= [ (k) e
Q
- 2/ |€|((2052a)+2a749)d§ < o0,
Q
so 202 +2a — 40 > —n, ou seja, B > 20 =20 endo C5

n+ 20— 46’
vélido para n > 1, pois 20 < a.

Assim, concluimos que as integrais C},, Cg, C’g e C’g sao simultane-
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amente finitas para

20 2a—20 200—20 20— 20
1
B>max{n72a, n 711740’n+2af40}’ (3.16)

para 0 € [O,%],comn>2a.

ComoOS@S%,temOS que
2a—29>2a—20 . 2a0 — 20 2c0 — 26
n—40 — n n—40 ~ n+2a —40°

Portanto, todas essas integrais sdo finitas se

,3>max{ 20 20[—20}::/32

n—2a’ n—40

Posto isso, segue do Corolério[3.2.1que a taxa de decaimento da energia
1
do sistema associado a lb na baixa frequéncia, é dada por ¢t~ # com

B> min{p, B2}
Mais precisamente:

a) Paran>3aef € [0, %}, temos

200 — 26
B> n—460"’

-2
b) Para2a <n <3aefe [0,%}%1{1105

200 — 26
B> n—46"’

-2
c) Para2a<n<3aefc [n 7 a7%}7temos

20
n—2a’

B>



83

Portanto, de acordo com o Coroléario [3.2.1} temos que

o 1 ~12 (1+ ‘5‘26) ~ 2 -1
L(t) = 5 /\§|§1 <|U| + HT || |dE < Ct™ 7, (3.17)

para t > 0, com «, 3, 6 e n satisfazendo cada um dos casos (a), (b) e (c)

acima.

A partir da estimativa para o funcional L, apresentada em (3.17)), ob-
temos também, estimativas para o decaimento da norma L? da solugéo do
problema (2.1)) na regido de baixa frequéncia.

Através do lema a seguir, reunimos e apresentamos formalmente, as
estimativas de decaimento na norma L? da solucdo do problema de Cau-

chy em (2.1), bem como, a estimativa para a energia desse sistema, que

obtivemos em (3.17)) e (3.13).

Lema 3.2.1 Seja 0 < 0 < 5. Entao existe uma constante C' positiva tal
que, para todot > 0 ee > 0 fizado arbitrariamente, sdo vdlidas as sequintes

estimativas na baiza frequéncia (|| < 1)

i) Paran>3ae0<0< %, se ug,u1 € L'(R™), entdo

n—460
/\5\< (PdE < Ot 355 (fluo |12, + aur|I21) -
<1

n — 2«

it) Para2a <n<3ae0<0< , se ug,u1 € L*(R™), entdo

_ n—46
/ _ e < O (ol + ).
¢I<1

n — 2«

i11) Para 2a <n < 3a e 3

<6< %, se ug,u1 € L*(R™), entdo

n—2a

/ B < O (ol + ).
¢£1<1
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w) Paran > 20 eO<9<mm{ 2} se up,u1 € LY (R™), entdo

[ (eroiar + a1 de
lg1<1

<Ct™ 2“ 29 Zte (||U()HL1 + Hu1||L1) .

v) Para20 >ne - <0< %, se ug,u1 € L'(R™), entdo

n
2

/ *o (1 1677 ) de

gI<1
Ct™ 237 (Jluo|7s + luallZs) -

o+
2

Como estamos considerando [£| < 1, temos pela definicao de p(§) dada

em (33), que

3.2.2 Caso % <<

260 20
p(§) = E% > s% (3.18)

e além disso, para 0 < |¢| < 1, temos

1 26 o
E'% < 20¢|~%. (3.19)

A partir dessas desigualdades, mostramos o lema a seguir, na regiao de

baixa frequéncia.

é
at . Entao existe uma constante C > 0, tal

que para todo t > 0 valem as sequintes estimativas

i) Paran > 1, seuo € LY(R™) e uy € W™*H(R"), entdo
[, e < O (ol + el )
£l<1

i) Para n > 2a, se ugp € L'(R™) e u1 € L*(R™), entdo

/‘§|<1| a2dg < O3 fJuo|2, + Ct~



85

i) Paran > 1, se ug € LY(R™) e u1 € L*(R™), entdo

[ (P + (14 16) [@l?)de < 0% (ol + )
lgl<1

Demonstragao:
i) Usando as relagdes (3.18), (3.19) e a estimativa obtida em (3.10),
temos que

1 25
[a|*de < 5e 5PN |ao|2+7( 1¢] )\a1\2 d¢
2«
lel<1 lel<1 €

S C/I 6_%|§‘29t (|ao‘2 +2‘£|—2a |a1|2)d§
§I<1

< (;/ o F eI (|@0|2 n |\§\‘aﬂl|2)d£.
lgl<1

Entéo, tomando a norma em L° dos dados iniciais e usando o Lema

da Secdo [I.3] com ¢ = 20 e k = 0, obtemos

~ ~ a2 e (20
/ P dg < C (Joll} - + |l€] “1Hm)/ o6 g
[gl<1 lgl<1

N ~ 112 —a~ (12
<t 3 ([l + 161 @l); )
para todo ¢t > 0, com n > 1.
Portanto, da definicio dos espagos W ~"™P(R"), segue que

/ g < 0 (ol + o)
¢£1<1

para todo t > 0, com n > 1.

ii) De forma anéloga ao item anterior, temos que
5 20
[ qarde<o [ e B (a1 ol @ ) de
[g1<1 lgl1<1

e 0 e 260
<20 [ (eI |2 4 eI g 72y 2)
lg1<1

para todo ¢ > 0.

Entdo, usando o Lema [[4:2] com k = 0 para o dado inicial wo,
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k = —2a para u1 e com 9 = 20 para ambos, obtemos
5 260
[ parde<clmli. [ e B
[€1<1 [€]1<1

~ _ & 20 _
+C 2 / ¢TI0 |2 g
[€1<1

< CEH [} + CE T 013

para todo t > 0, com n > 2a.

Portanto,

n _n—2a
/ g < O ol + 0T
<1

para todo t > 0, com n inteiro tal que n > 2a.

iii) Agora, usando a relagao (3.18) e o Lema[3.1.6] estimamos a norma

da energia do sistema na baixa frequéncia, da seguinte forma:

[, Qe+ (1 %) ) ag

_1 o |~ ~
< [ s b (gl + (1 1) @) de
lg1<1

<[ e (1P o+ (14 1) ) de.

[gl<1

Entéo, usando o Lema com k =0 e com ¥ = 20, obtemos

[ (6 o)

£ 260
S(Cl\ﬁollim+20||a1||§m)/ o~ fale g

[gl<1

- ~ 12 ~ 12
< Ot (|[oll oo + 1Tl ) »

para todo t > 0, com n > 1.

Portanto,
/|5\<1 (|£|2a fal* + (1 + ‘5‘25) |at\2)d§ < O3 (Jluoll7a + lualf)

para todo ¢ > 0, com n > 1.
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3.3 Taxas de Decaimento para || > 1

Nesta secao estudamos o decaimento de energia do sistema linear no
espaco de Fourier, dado em (3.1), na regido de alta frequéncia. Nessa
regifo, conforme definimos em (3.5)), a funcao p é dada por

e

p(é-) = 1+ ‘£|255

para todo 0 <0 < L—M

Além disso, para o caso || > 1, o comportamento do funcional da
energia do sistema, depende da relagio entre os expoentes § e 6.
Por isso, dividimos o estudo desta segdo, nos seguintes casos:

)o<5<9<3§é

ii) oge«nogeg%,

a+6
5

i) 0<f<de % 9 <

3.3.1 CasoO<6<6<%5

Neste caso, como |£] > 1 e d < 6, temos 1 + |£]*° < 2/€]* < 2/¢|*,

onde segue que

€1 £
= > —. 3.20
) = e e > 5 (3:20)
e além disso, para || > 1, temos que
1 25
—%%}fg1+mﬁﬁ (3.21)

1)
Lema 3.3.1 Sejam 0 < § < 0 < %, up € H*(R") e uy € HS(R™).
Entdo existe uma constante C > 0 , tal que para n > 1 valem as seguintes

estimativas
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i) @ dg < Ce™ 0" (Jluoll72 + llurlls) 5
le|>1

ii) /|§|>1 (Il @ + (14 1¢17°) [@:]*)dg < Ce™ " (luolFra + 130,
para todo t > 0.

Demonstragio: Sejam ug € H*(R"), u; € H*(R") e n. > 1.

i) Usando as relagdes (3.20), (3.21) e a estimativa obtida em (3.10)),

temos que

_ 1 _ L+ [€*)
/ |a*d¢ < / pe” 5/ |uo|2+#lul|2 dg
lel>1 GES! €]
<o f et (@l - (L) @)

o€ (ol (1 1e) @)
SCeflit/ ol + (1+ 525 a1]?)de.

Portanto,
— £ ¢

/W (aPde < Ce T (fluol|2a + [fun|3s) dé,
>1

para todo t > 0, com n > 1.

ii) Agora, usando o Lema [3.1.6] estimamos a norma da energia do sis-

tema na alta frequéncia, da seguinte forma:
[ (Pl + (1 16) 1) de
[£]1=1
1 i~ -
< [ s O (g ol 4 (14 16 ) de
[§1=1
<ce® [ (il ol + (1+16%) @) e
R’IZ
Portanto, do Lemal|l.1.5] segue que
[ (erear + (14 1g) 1) de
lg1>1
< Ce 10" (Jluoll3ya + llualfys)

para todo ¢ > 0, com n > 1.



89

3.3.2 Ca500<6<5e0<9<§

Neste caso, a estrutura da equacdo é caracterizada pela fungao

€[>

p(§) = Tr e

que degenera para zero, quando || — oo, pois § > 6.

Essa estrutura implica em perda de regularidade nos dados iniciais, ou
seja, para a obtencao de taxas de decaimento na regiao de alta frequéncia,
iguais as obtidas na regiao de baixa frequéncia, é necessario maior regula-
ridade nos dados iniciais do problema.

Agora, como [£] > 1, temos 1 + |¢]?° < 2|¢]?, onde segue que

€
p(&) = Sle*™" (3.22)
e além disso, para |£] > 1
25
L U (3.23)

O objetivo é obter estimativas na regido de alta frequéncia, para a
norma L? da solucdo e para a energia do sistema em , iguais as en-
contradas para a regido de baixa frequéncia.

Por isso, dividimos o estudo deste caso na alta frequéncia, de acordo

com os casos considerados na regido de baixa frequéncia.

Lema 3.3.2 Seja 0 < 6 < 6. Entdo existe uma constante C > 0 tal que

para todo t > 0, sdo vdlidas as seguintes estimativas:

. « (6—0)(n—46) n
i) Paran > 3a e 0 < 6 < 5 s uo € H 220 (R") eur €

(5-0)(n—40) B
2a-20  TOT(R™) entdo

/ Al de
[€1>1

40
<Ot 20770 (JJuo|l?® s—pyinser + l[wall® G—oyn—ser . |-
H  2a-20 H  2a-z8 10—«
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(5— 9)(n 49)

a’ seug € H (R™) e

i1) Pam204<n<30460§0§n

(6—0)(n—46) _ .
u € H 2a-28  T°"%(R"), entdo

/ AP de
[€1>1

n—46
< Ot 2a-20 (HUOH2 G-eyn—aey + [u]l” <5—e><n—4e>+5,a>-
H 2a—20 H 2a—20

n — 2o a (5—0)(n—2a)
<0§§,seuo€H 20 (R™) e

11) Para 2o < n < 3a e
5—6 -2
(G=0)n-20) 5,

u1 € H (R™), entdo
[ e
le|>1
<Ct” (HUOH (6-0)(n—20) + [Jun]® MM_(,) :
20 H 20

. . n o (5— 0)(n+2a 40)
) Paramn > 20 eO§9§m1H{§,§},seu0€H 2a-2 TR™)
§—0)(n+2a—46

Gonmizoain

eu € H (R™), entdo

/|§\>1 (e @ + (1 + 1) 1] ) de <

_nt2a-46 5 9
< Ct™ 2a-29 llwol| (6-6)(n+20a-10) [lur || (6=0)(nt2a-40)  ; | -
H 2a—26 H 2a—260

(5—6)n
20

v)PamQGZneESHS , seu € H TER™) e ur €

2
o
H 20 T9(R"™), entdo

/|§\>1 (|£|2a @ + (1 + |€‘26) |at|2)d€ <

<Ct” —oym ? Goom ) -
<||u0|| (6-0) +a+||“1HH(523) +a)

(SRS

Demonstragao:

i) Usando as relagdes (3.22), (3.23) e a estimativa obtida em (3.10),
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temos que

~ _ e |g]2(8—9) ~ —a) |~
/ lal*dg < © o€ o ¢! ‘(|u0|2+2|§|2<‘S >\u1\2)dg.
[€[>1 £l>1

- n — 46
Entéo, usando o Lema |1.4.1} com r = %%a_25 €0 = 2(0 - 9),

obtemos
[
|€1>1

n—40 2(6—6)(n .
<o i [ e (ol 4 10 @) de

[€1>1

n— 0) 0)(n )

<or# [ (e e 4 g CE ) g

para todo t > 0, com n > 46.

Portanto,

/ |u| dé < Ct™ 20— 29
[€1=>1

para todo t > 0, com n > 46 e, em particular, para n > 3a.

2
<||u0|| G-nm_t0) + Hu1||H<6?2963@25;19,> M,a) ;

n — 2«
b

ii) A demonstragdo para o caso 2a < n < 3a e 0 < 0 <
analoga a demonstragdo do item anterior, visto que o resultado no

item i), é vdlido também para n > 2, pois § < %.

iii) Da mesma maneira como nos itens anteriores, temos que

R _ e |g]2(0=96) ~ —a) |~
/|| [a*de < C . e~ To €l t (|u0|2 + 2/¢)?© >\u1\2)d§.
g>1 €>1

Entao, usando o Lemall.4.1, com r = n ;;a

—2a 206-0)(n=20) / _ RN
[ fapde < o [t (ol e @)
£l>1 §l>1

<I§| (P50 o2 4 g (99 40m) \ﬂlf)dﬁ’

= 2(6-9), obtemos

< Ct™ 20

n — 2« o
2 2

paratodot>0€9€[ },comn>2a.
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Portanto,

/ [a*d¢ < Ct™ (HUOH G-0yn-2e) F [Jual? (6—e><n—2a>+5_0) :
|€]>1 20 H 20

n — 2« a
2 2

paratodot>()e(9€[ },com2a<n<3a.

iv) Agora, usando a relagdo (3.22)) no inicio desta subsegdo e o Lema

3.1.6L estimamos a norma da energia do sistema na alta frequéncia:

/\s|>1 (‘a% [al* + (1 + |§|26) |at|2>d£

<c e mET (P @ 4 20 [ ) de.
[g1=1
2a0 — 46
Entéo, usando o Lema|1.4.1} com r = ntca— A0 ea=2(0-9),
2a0 — 20
obtemos

7 [ + (1 +161%) [l ) e
/|s\> ( ( ) )
20=8)(n+2a-40) . ~
<ortBEt [ (16l aol? + 161 fin|”) g
1€1>1

n+2a—460 (6—6)(n+2a—46)
< ot "t / €] 2(P=OGEEE ta) |0 | d¢
le|>1

o (8—6)(n+20—46)
vor B [ ep () g g
¢1>1

para todo ¢t > 0, com n > 26. Portanto,

/ (|€|2“ P+ (1 1) ) de
1€1=1
2 2
<Ct” 0 <HU0||H(579)2(233749)+Q + Hul‘|H<5—6>2<;wrir§gf4e)+5) )

para todo ¢t > 0, com n > 26.

v) Usando mais uma vez a relagao (3.22)), o Lema|3.1.6|e o Lema|1.4.1
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n
comr =5 ea= 2(0 — §), temos a estimativa

[ (eriar s \fs\%)w) B
SC’t_znT')/‘EL |£| (|€‘2a‘A k +|§\26\ﬁ1\2)d

(5—0
<or i (laf( a0 “)mlf) d,
[€]>1

(5—6
o ? + J¢( 5
para todo ¢t > 0, com 20 > n. Portanto,

[ (ePolar +a+leya) a
l§1=>1
_n 2 2
<0 # (ol oo, + 0l g,

para todo t > 0, com 20 > n.

(]
o) a+d
3.3.3 Caso0<f0<de =-—<06<
2~ 2
Também neste caso, como |£]| > 1, temos 1 + |€]?° < 2[¢]?, e assim
o) = e8> S, (3.24)
T+ € = 3
e além disso,
1+ [¢*° -
LEIEE < g, (3.25)
|§[>
ot 6. Entao existe uma cons-

2
tante C > 0 tal que para todo t > 0, sdo vdlidas as seguintes estimativas:

679)n (5— Q)n

(R") euy € H

i) Paran>1, seuy € H HOmo(R™), entdo

[t <o (nuow e+ <>)
|5‘21 H 20 H 20
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B (5—6)(n—2a) (5—6)(n—2a) | 5
it) Paran > 2a, seug € H 20 (R") euy € H 29 to-a

/ jalde
[g1>1

<Ct” (HUOH (5=0)(n—20) |\u1\|2<6—e>§g—2a>+5,a) -

(R™),

(58— 9)71 (5—6)n 6)71

1) Paran > 1, seugp € H TO(R™), entdo

[, (e + (1 1) o)
<

A (e S

TR eus € H 20

Demonstragao:
i) Usando as relagdes (3.24), (3.25) e a estimativa obtida em (3.10),
temos que

N e 1ep20=8), [ . )~
/|| |u|2d§ <C o e 7o €l t (|u0|2 + 2|£|2(5 ) ‘ul‘Q)df
£l>1 £>1

Entao, usando o Lema , com r = % ea=2(6 —J), obtemos

_n 2(6—6)n N —a) 1~
<ot [ g ([l + g0 @) de
|
n (5—0)n (6—0)n —a)
SCW/ (l€|2<T ) fao|? + g2 0 >|ml2)d§,
]:RTL

para todo t > 0, com n > 1.

Portanto,

N _n
[ takde <o (uol? g + ol s, )
lg/>1 H20 H20

para todo t > 0, com n > 1.
n — 2«

ii) A prova é semelhante ao item anterior, considerando r = 20

a=2(0 — ) no Lema|l.4.1
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iii) Agora, usando a desigualdade em (3.24)) e o Lema[3.1.6} estimamos

/\5\21 (\g\% [al* + (1 + |5|26) |ﬁz|2)d€

—_ & (6-9) o~ ~
<o [ BRI (g ol 4ol ) e
[€1>1

Entao, usando o Lema com r = 2—9 e a=2(0 — ), obtemos

/m21 (|€|2a @l + (1 + Ig\%) lﬂt\Q)dg

<ced [ 2 (162 @ol? + ¢ 131 ) e
[€1=>1

<or# [ (1t ) [ ) g

7 re) [ + 1230

para todo ¢ > 0, com n > 1.

Portanto,

[ (P + (14 16) [l de <
[£]1=1
<t # (ol oo, + ol g, )

para todo t > 0, com n > 1.

3.4 Resultados Gerais de Decaimento

Nesta se¢ao reunimos as principais estimativas que obtivemos para a
norma L? da solucéo do problema de Cauchy definido em 7 bem como,
estimativas para a energia total desse sistema, em relagdo a norma no
espaco da energia, que observamos ser o espaco X = H*(R") x H°(R").

Nos Teoremas e a seguir, usamos o Teorema de Plancherel e
apresentamos de maneira sistematica, as estimativas obtidas para a norma
L? da solucdo do problema, que decorrem dos lemas apresentados neste
capitulo. No Teorema [3.4.3] apresentamos as estimativas para a energia do

sistema, também resultantes desses lemas.
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Teorema 3.4.1 Seja 0 < 6 < 0. Entdo existem constantes C >0 eec >0
tal que para todot > 0 e €0 > 0 fizado arbitrariamente, valem as sequintes

estimativas para a norma L? da solucdo u(t,z) do problema de Cauchy em

:
i) Paran>3a ef € [0,%},
seup € L' (R*) N L* (R™) eus € L' (R™) N H® (R"), entdo
n—46
[ uttn) e < 0 (uol 2+ 52)

+Ce 10" (|fuoll 7z + lluallZs) -

-2
i) Pam2a<n<3a696{0,n a},

2
seup € L' (R*) N L* (R™) eus € L' (R™) N H® (R"), entdo

n

—46
[t )Pde < 0 FEE (Juoly + )

+Ce™ 1" (fuoll 7z + lluallFs) -

-2
111) Pam2a<n<3ae€€{n ag])

2 2
seup € L' (R") N L2 (R™) eus € L' (R™) N H? (R"), entdo
n—2a

/ fu(t, @) 2 < CE 30 ((luo|2, + [[us |21 )
R

n

+Ce 10" (Jluollzz + lurll3s) -

iw) Paran>1e0 € {%’a—ké})

2
seup € L' (R")N L (R™) e uy € W™ (R™) N H® (R"), entdo
/}R fu(t, 2) 2z < O3 (Juol2, + lJur]|Z—r)

+Ce 10" (fuoll7a + llualls) -

v) Paran >2a el € {%,QTM],
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seup € L' (R")N LA (R™) eus € L' (R™) N H® (R™), entdo

/ lu(t, 2)[Pde < Ct 3 [luo|2s + Ct™
R"

+Ce 10" (fuoll 7z + llualls) -

Teorema 3.4.2 Seja 0 < 0 < 6. FEntao existe uma constante C' > 0
tal que para todo t > 0 e g9 fixzado arbitrariamente, valem as seguintes

estimativas para a norma L? da solucdo u(t,z) do problema de Cauchy em

:

) (5— 9)<n 49)
i) PangSaeGe[O 2],seu0€L(R")ﬂH (R™) e
(5-0)(n—48)
up € LY (RN H ™ 2a-20  T°7%(R™) entdo

_ n—46
/ fu(t, 2)2dz < O =550 (|luo|2, + [lur|24)

C - 2 2
+COt 2 luoll® ¢-0)n-s0) + luall” G-orn-a0y ;|-
H 2a—20 H 2a—26

-2 (5=0)(n—0)
it) Para2a <n < 3aef € |0, %] seup € L (RMNH 2« (R™)
(5-6)(n—46) o -
eus € L'(RY)YNH 2a-28 9" (R"™), entio

n—460
/ fu(t, @) [2dz < CE= 5520 (Jug|2, + [jus] %)

ol = [|uol? MH\UWW o )
24—20 H  2a-3g  ti-«

_9 (5-0)(n—20)
iti) Para2a <n <3aef € o 5 a,%}, seup € L' (R")NH 20 R™)
(5—0)(n—2a)
eur € L' (R")NH 20 TOme(R™), entdo
_n—2«a
[t e < 9 (ol + )

_ n—2a«a 2 2
+Ct™ 28 luwoll” G=oyn=20) + llur]l” =0)(n=20) sea |-
I
H 20 H 20

i) Paran > 1 e 0 € [g L—M}, se ug € L' (R™

(5—0)n
20 R"™
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up € WL (R™) N s toa (R™), entdo
u(t,z)Pde < Ct™ 20 (Juollz, + lurllfy—an
R | L w

+0t720 ( Jluol® G-oyn + [wa]l® Go)n .-
H 20 H =26 To-@

v) Paran >2a e € {%,QTM], seup € L' (R")NH

(5—9)2(;,,—%) o—a

(3—6)(n—2a)
20

(R™)

eur € L' (R")NH (R™), entao

n _n—2a
/ fu(t, @) [2dz < 1 Juo|2, + Ct= 5 [Jus 2,

2a

ot

2 2
(Hu0||H(6—e>2gg—2a> + ||u1||H<6—e>2gg—2a>+5,a) :

Teorema 3.4.3 Para todo t > 0 e para €o fixado arbitrariamente, valem
as sequintes estimativas para a energia E(t, z) do sistema definido em (2.1)),

onde C' > 0 é uma constante:

i) Paran > 20,0<6 <40 60§9§min{g,%}, se up € L*(R™) N
H*(R™) e ur € L*(R™) N H°(R™), entdo

[ (il 1) bl + (-8 Bup) s

_n+2a—-460 _ &
<Ot 33 0 (|fug |+ lua[[F0) + Cem 10" (JuolFre + [lualls) -

1) Para20>n,0<6d<0efc [%,%], se ug € LY(R™) N H*(R") e
ur € L*(R™) N H*(R™), entdo

L (el 123 4 -8 P o

R™

< Ct 2070 (Jluol|71 + [fuall7r) + Ce™ 10 (JluollFre + ual3ys) -

i) Paran>1,0<6<0c0c [%O‘TH] se uo € L'(R™) N H*(R)
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eur € LY(R™) N H°(R™), entdo

[ (1l + 1)l £ [-2)Fup) da

-

- 2 2 2 2
< Ct7 2 (fJuoll7r + [lusl|31) + Ce™ 10" (Juol|Fa + [Jutllhs) -

) Pamn>29,0§9<660§9<min{g,%}, se ug € LY(R™) N

(5=6) (n+2a—16) (5=6) (n+2a—46)
=T to prsT +6

(R™) eus € LY (R")NH (R™), entdo

| (el 1) w4 | =2) ) de

< Ot 5T (Jlug 131+ [lua[31)

ot ||uo||H(5—e>2(:f§g—4e>+a

_nt20—46 2
+ Ot 222 lu || oo)(ntzaao) ;-
H 2a—26

n « = 3)
v) Para20 > n, 0<9<5696 [5,5],seuoeL (R”)HH To(R™)
eur € L'(R™) nHE " +O(R™), entdo
s a
[ (el 4 1)l 4+ (-8)8ul?) do
Rn
< CtTI T (Jluol|Fa + JluallZa)
0 (ol oo+l g, )
2
vi) Paran > 1,0 < 0 < §d e b € [%,OCTM], se up € LY(R™) N
HSS R e uy € LYR™) N HY 37 H(RY), entdo

[ (el + 1)l + [(-8)8ul?) de
R’l’b

< Ct7 3 (||uol7n + Juallzr)

R 2
+Ct72 (ol @0y +||u1\| oo ;)
H 20
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Capitulo 4

Expansao Assintotica e
Taxa Otima: Problema

Linear

Neste capitulo encontramos expansoes assintéticas para o Problema de
Cauchy Linear (2.1)) e a sua derivada no tempo. Usando essas expansoes,
mostramos que as taxas de decaimento da norma L? da solucdo do pro-

blema linear e a derivada, encontradas no Capitulo [3] sao 6timas.

Como consequéncia das otimalidades das taxas de decaimento para
u(t,z) e us(t,x), provaremos também otimalidade para (—A)2u(t,z) e
(—A)gut (t,z), mostrando que esta dltima possui, individualmente, uma
taxa melhor da que foi obtida no Teorema (Capitulo [3)).

A solugao do problema linear (3.1) no espago de Fourier é dada da

seguinte forma
a(t,€) = H(t,&)io + G(t,€)in (4.1)

com
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R A e}x,t _ )\7€>\+t
H@@%zéijrjij——

Aqui A\ e A_ sdo as raizes caracteristicas associadas que satisfazem a
identidade
(1+ €PN + [ A+ J¢** = 0

para todo £ € R" e, portanto sdo dadas por

_ leP? = VIEP — A0+ IEPIEP

A 21+ €%

(4.2)

Notamos que para [£] < 1e 0 > % temos que |£|*Y < |€]?“. Entdo

€% — 4(1 + [¢]*) €
= ¢]" — 4l — g
< -3l — 4l <0

para & # 0.

Com isso concluimos que A+ sdo complexas, ou seja,

_ el = ilel AT+ [P — e

A 21+ [E]%)

Neste capitulo vamos considerar as seguintes condicoes sobre as poténcias
fracionérias
a+9d

0<6<O<a e %<0§T

4.1 Expansao Assintética para u(t,§)

Na Subsegéo vamos construir uma expansao assintética para a
solugéo (¢, £) na baixa frequéncia e mostraremos que a norma L? da dife-
renga entre a solugao 4(t,-) e a expansao assintética decai no tempo com
certa taxa. Na Subsegado também mostraremos que a norma L? da
diferenca da solugdo e a expanséo assintética encontrada na Subsegao 1.1

decai, nessa regiao de alta frequéncia, com certa taxa no tempo.
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4.1.1 Zona de Baixa Frequéncia (|{| < 1)

Sabemos que as raizes caracteristicas, associadas & equagao (3.1) no
espago de Fourier, como é simples de verificar para esse caso, sdo complexas

e dadas da seguinte forma

_ —lE* £l VA + [E]0) — [EH2e
- 2(1 +[¢]*) '

At

Para simplificar as expressoes, vamos definir

260
ae)= Lo e

_ e VA +[e) — gt
S 201+ ) -

2(1+ [§*) ’

(4.3)
e assim podemos reescrever A\t da seguinte forma
Ax = —a(§) £ ib().

Vamos encontrar a solugdo explicita 4(t, £) como aparece no inicio deste

capitulo, usando a expressao acima para A+. Notamos que

Ay = A = (—a(§) +ib(€)) — (= a(§) — ib(§)) = 2ib(€),
e que

Mt _ At U (—a(©+ib(©)t _ (—a(©)—ib(©)t

& — e

— omalo (eib@)t _ e—z’b(@t)
= e *©% 5 5in (b(&)1) .
Também temos que
Aper=f =AMt = (= a(€) +ib())e @@
_ ( —a(f) - ib(&))e(*a(ﬁ)ﬁb(&))t
— e Oty e (eib@)t _ e—ib(&)t)
4 e ©Otp(e) (eib@)t n e—z‘b(&)t)

= e “9*24a(¢) sin (b(€)t) + e D 2ib(€) cos (b(E)t) .
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Assim, concluimos que

Mt —er-t —a(é)t 1.
ST e 6] sin (b(§)t)
e também que
)\+€>\7t — )\—€A+t __—a(&)t a(f) : —a(&)t S
v —e G sin(b(&)t) + e cos (b(&)t) -

Portanto, temos que a solugao @(t, &) do Problema de Cauchy (3.1]) no
espago de Fourier, conforme (4.1)), é dada da seguinte forma

a(t, €) = e cos (b(E)t) ti0 + e*“(@t% sin (b(€)t) tio

—a t 1 . ~
+e7® @sm (b(&)t) tr. (4.4)

Observagao 4.1.1 Usando o Teorema do Valor Médio encontramos as

sequintes identidades
(%) cos (b(§)t) = cos(|€|"t) —  (b(§) — [€]7) sin(n(§)t),

com
n(€) = B1b(§) + (1 — B1)[¢|*
para algum (1 € (0, 1),

(i) sin (b(§)t) = sin(|€]7t) + ¢ (b(§) — [€]*) cos(u(&)1),

p(€) = Bab(§) + (1 — B2)I¢|*

para algum B2 € (0,1).

Usando as identidades da Observagao[£.I.1]podemos reescrever a solugao
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dada em da seguinte forma
a(t, €) = e " cos(|€|* )t + 4O b((g sin (b(€)t) tio

— e "L (B(€) — |€]%) sin(n(€)t)iio + e o

b(lg) sin(|€]) i

+ el R costugan.

O termo da expansao assintética é determinado por uma combinagao
linear dos termos

oal©)t sin(|€]*t)

e “©tcos(l€]°t) e e

Agora, podemos reescrever a solucdo (t, &) na seguinte forma

—a(&)t sin(\§|°‘t) N

a(t, €) = e " cos(|€|*t)tio + € e @
+€‘““”Z<(g sin (b(€)t) a0 — e~ ¢(b(€) — [€]*) sin(n(§)) o
+ e*‘l(f)t (%&) _ |€|a> 51n(\§| t) 4 e*d@)tt <b(€)b(£)|€|a> COS(M(&)t)ﬂl

Observacgao 4.1.2 Usando a Transformada de Fourier podemos decompor

0s dados iniciais Uo e U1 na sequinte forma
a;(§) = A;(§) —iB;(§) + Pj, £ R,

para j = 0,1 (de modo similar como aparece no Lema para uma
funcio f € L'(R™)), sendo P;, A;, B; definidos por

Usando a observagao acima vamos considerar a seguinte expansao as-

sintética desejada

—a(e)t Sin(|§|at)_

Poe )t cos(|€|*t) + Pre €

Portanto concluimos que a diferenga da solugao (¢, &) do Problema de
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Cauchy (3.1)) e a expanséo assintética é dada por
— _ 3 Clt
a(t, €) = Poe™" " cos(]*1) — Pre ““”%

= (Ao(g) — 1By (&))e‘“(@t cos(|€]7t) + (Al(f) — z‘Bl(g))e—a(Ot%

+ e 4 G (b(E)t) o — e Ot (b(E) — €]°) sin(n(€)t) o

o (Ot 11 sin(|€]%t) iy 4+ e (&) b(e) — g cos Uy
+ (b(g) |€|"> (1€]t)ar + t( 6 ) (u(&)t)tn.

Definimos agora as seis expressoes que aparecem no lado direito da

igualdade acima como sendo as seguintes fungoes

o« Ki(t,€) = (41(9) - iBl(é))e*“@t%;

Ka(t,€) = (A0(€) = iBo(€) )e ™" cos([¢|*0);

o Ki(t,&) = e_a(g)t% sin (b(&)t)do;

o Ku(t,€) = e *©L(b(&) — [¢]*) sin(n(&)t)o;
_—ageyt [(b(&) — €] sin([€]7E) .

o Kt 6) = e (AT ) TR

o Ks(t,&) = e~ (&)t (%) cos(u(&)t)t.

A seguir vamos mostrar que é possivel estimar a norma L?, na baixa
frequéncia, dessas seis fungbes por uma taxa que seja melhor que a taxa

n—2a
t~ 20 encontrada no Capitulo |3 para a norma L? da solucéo.

Teorema 4.1.1 Sejam n > 2a, 0 < 6§ < 0 < acom § < 0 < Sta

Consideremos os dados iniciais
uo € L'(R™) e w € LV"(R™)

com € (0,min{1,d}). Entdo existe um nimero ¢o > 0 tal que a solugdo

u(t, &) para o problema satisfaz

o
_ n—2a+teqg

< O (llwolfa + N l7s + luall s )= 20,

3 @ 2
a(t,€) = Poe™ " cos (|¢ 1) — plefawmg# de
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para todo t > 1 com C uma constante positiva e
Py = / uo(z)dx, P = / u1 (z)dx.

Demonstragio: Mostraremos que a taxa de decaimento para a norma L?

na baixa frequéncia, da diferenca entre a solugao no espago de Fourier e a
n72+EQ

expansao assintotica, é da ordem ¢t~ 20 para t suficientemente grande
(t>>1).
Precisamos estimar a norma L? das fungdes K1, Ko K3, K4, K5 e Kg.
Como 2 2
—a(§)t = —L(;t < - €] t, Vit >0,
2(1+¢%) 4

podemos estimar todos os termos que contém exponenciais da forma se-
guinte

1£129¢
e—a(f)t <e 1

Para estimar K1(t, &), usamos os Lemas e temos que

/ K (1, €)2d€ < / AL(€) — iBa (€)2e 167 g 722 dg
€<

[gl<1

260
<O Ml [ e g
[¢1<1
_ nt2k—2«
26

< C(K? 4+ M) ||ua |2 1.0t
para todo t > 0.

Agora vamos estimar K»(t,€&). Usando os Lemas e temos,
para todo t > 1, que

/ |Ka(t, €)[2de < / Ao (€) — iBo(€)[2e 1" ag
[€1<1

[gl<1

]
< O(L2 + N?)uo 21 / eI g
[g1<1
n—2a+2k

< C(L? + N*)|luol7:t™ 3 < Clluol|pat™" 2

pois k < 0 < a.

Para estimar K3(t, &), primeiro notemos que

A1+ [€*) — [€1* 7> > 4+ 4] —1> 3, (4.5)
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pois temos que |§|4972“ <1, paratodo |{| < 1e % < 6.

Entao para % < 0 temos que

|£|4972a

: 2 R o
/\5\s1 Halt. o) = /\s\g ‘ A1+ [€]20) — [g[10 2 ol dg

1, . e20 _2a
< gliolfie [ eI gt
lg1<1

_ nt46—2
luol[2 t™ " 20

<

5
3
_ n—2a+42k
< Cluoll2: t= "5

para todo t > 1, pois k < 20, e assim 2k — 2a < 460 — 2a.

Para estimar K4(t,&), notamos que para || < 1 temos pela desigual-
dade (4.5) que

(¢4<1 FIEP®) — €72~ — 2(1 + |s|25>)2

301+ 1E%)
(L JEP)? — 401+ [62°) AT+ [E175) — [ET25 + A(1 + [¢]*%) — [¢] 02
- I(1+ g2

L 2+ 16— A TP —

= (R

(24 [€[%°)2 — 4(1 + |€[*°) + |€* >
2+ |g27 + /AT + [€7) — e
‘6‘45 4 ‘6‘49—211

2+3

< c(le* +1e*7>).

IN

IN
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Entao, concluimos que

/ KL, ©)|2de
|[€1<1

g VAP -7\ o
< -1 0
< f ot < 201 ) ) ol
< Clltio||2 £ 7|§\29t§2a §4a+ 54072a e

ol /|§|§1e > (11 + fe )

20
:C||ﬁ0||ixt2/lgl<1ef|£\ t(\§\45+2“+|§|49)d§

+464+2a n+46 )

§C||uo||ilt2(t‘" 20

= Cluoll? (¢

n+454+2a—46 n
20 - 4+ t—%).
Vimos que n+ 2k —2a < n. Agora, como § +« > 20, temos 2a— 460 > —2§

e assim 46 + 2o — 40 > 46 — 20 = 25 > 0 > 2k — 2, pois 0 < K < 6.

Portanto
2a+ K

/ Ka(t, ) 2d€ < Cluol|2t~ "5
€<

parat > 1.

Agora vamos estimar K5(t,£). Usando a desigualdade (4.5), temos

‘ b(&) \é\”‘

| VAT IR [ - 20+ [
VAT [€2) — [go—2a

75 — [0 — 2(1 + [¢[*)|”
V3

Agora, multiplicando a ltima estimativa pelo conjugado de seu numera-
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dor, obtemos

o0 e P | A0 1) - 40+ ) + g
*e) V3 (2-+ 20 + VAT TEP) — [EF77)

AIe[** + 41l + [0 |
2v3
< O (16" +1g + 1 ~)

< (lel* + jg* ) (4.6)

S ‘

para todo [¢| < 1.

Entéo, encontramos a seguinte estimativa para Ks(t,§)

2

K. 2¢ < — €120t o] —2c
/‘m| S(4,6)] E,/mgle e | 2O

—|¢)2? —2« —4da
< Ol [ e (J e

20
gcuul\@l/ o€l t(|£‘4572a+‘§‘ge,6a)d§
lg1<1

+45—2 +86—6
SCHul‘ﬁg(tiTL 20 a+t,n 20 a).

n —2a + 2k < n+ 46 — 2a, pois 2k — 2a < 20 — 2a < 46 — 2a, para
0<rk<d. Como 5 <6< ‘HTO‘, vemos que 86 — 6 > —2a. Assim, existe
€ > 0 tal que 80 — 6ac > —2a + €. Portanto,

n—2ate;

/‘§I< K (1, €)2dE < Cllua |2at= "5
<1

com &1 = min{2k, e}, para todo ¢ > 1.

Finalmente, estimemos Kg(t,£). Para isso, vamos usar o Teorema do
Valor Médio. Definindo
2(1 + %)
\/4(1 4 7"25) _ pdf—2a

flr) =

)

vemos que

= 1= f(1DI = llglf (B21€D)]

’b(ﬁ) il
b(&)
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jad que f(0) =1, com B2 € (0,1).
Notamos que derivando f em relagao a r temos que f'(r) é dada pela

seguinte expressao

457,2571 (4(1 + 7,26) _ T4972o¢) _ (1 + 7“25) (86,’,2571 _ (49 _ 20‘),’“49720471)

f (T) - (4(1 + T26) _ 7“49720‘)%

Entao é facil verificar que
|f/(r)\ < C(r%_l +r40—2a—1>

para0 <r < 1.

Concluimos entdo que

/ Kot €)de
[£1<1

2
2 —1ee [ _ 2(1 + [¢]*) 2y
. /'5‘316 ( VAL [g]F) — Jg[Ho2e it

26 da
SC”UHH%OO,‘?‘/ €‘§| t(|§|45+|§|86 4 )d&

[gl<1

n+448 n+860—4a
§C||u1||ilt2(t‘ ST )

+46—46 +46—4
= Cllullfa (75 4,

@

Para 2 < 0 < %2 ¢ 0 < k < 4, temos que 45 — 40 > 2k — 2a, com isso
_ nt45-40 n—2a+2k
t 20 < Q&

<t~ 20 . Agora, da hipdtese £ < 6 < 2 vemos que
46 > 2a, portanto existe € > 0 tal que 40 > 2o + . Assim n + 40 — 4o >

2 2 )

n — 2a + . Finalmente, considerando €2 = min{2k, £}, temos

n—2a+teg

/W Ko (t,€)[2d€ < Cllu |2t~
<1

para todo t > 1.

O teorema estd provado se consideramos €p = min{2k,e1,e2}. |

4.1.2 Zona de Alta Frequéncia (|{| > 1)

Para mostrar que a norma L? da diferenca entre a solugio (t, £) com o

perfil assintético encontrado na subsecao anterior decai com uma taxa boa
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na alta frequéncia vamos usar a seguinte estimativa encontrada no Lema
do Capitulo
. _n
/ a(t, €)1dé < Ce™ 3" (J|lurl|zzs + [luoll72), (4.7)
[§1=1

a+o

que vale para 0 < 6 < e <6<

Agora considerando % <0< QT_HS, 0 <9 < 0 e as defini¢oes de Py e

P temos que

. o 2
/ Poefa(g)t cos (|€‘at)+P1€7a(€>t81n(|§| t) df
le1>1 BE
__1e1%% 2 oy 1129
SC . |P1‘2€ 1+€|28 %4_“90‘26 14|28 C052 (|£|at)d£
>1
_ _lgl2%
<C(|Pf + |P0|2)/ e 1€ g¢
[€1>1
\5|29—25t
RSP i

<C(Pf + |p0|2)/ e

l]>1
_(g?20-20 4
e 1 tde

<C(IP+ |P0|2)/
|[€1>1
B |£|29—25

—C (1P + |Po?) e*i/ ‘de.

lg1>1
Usando o Lema temos a seguinte estimativa para o perfil assintético
—a(e)t “ageesin ([€0) |
/ Poe™ "> cos (€|7t) + Pre” *" ——2 | d€
lel>1 &l

<C(lul2s + luol|21)e 3¢~ z0°m3, (4.8)

para todo t > 0, com C uma constante positiva dependendo de €, § e n.

A estimativa acima permite provar o préximo teorema.

a+d

Teorema 4.1.2 Sejam % <6< ,0<d<be

u € L'(R")NL*(R™) e € H'(R")NL'(R™).
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2

Entao a solugao 4(t,€&) do problema satisfaz
at,€) — Pre— @ SUED et o 16120 ae

/\azl (35

< C(Jlurllfs + ol + uall7e + lhuol31 e,

para todo t > 1, com C e k constantes positivas.

2

Demonstragao: A prova é obtida usando as estimativas (4.7) e (4.8)),
—a i t —a
a(t,€) — Pre~ @ SLUED) _ pomatorr o (1got)| e

/|5\21 €]
Pre ot sl Y (€172) + Ppe %% cog (1€]%¢)

C 1 %d
< (/M ja(t, o) “/\@ o

_n _t __n__
<Ce " (lurlfs + fuolF) +C (Jluallfs + fluoll3 ) e ¢~ 7%=

<C(Jlunlys + luollZa + lual3: + lluolls ) e,

para todo t > 1, comk:min{g,i}. [
4.1.3 Taxa Otima para u(t, z)

Para mostrar que as taxas encontradas no Capitulo [3| para a norma L?
da solugao sdo 6timas, vamos usar as estimativas para a diferenga entre a
solugdo 4 e o perfil assintético feitas na Segao 1}

Nosso objetivo é mostrar o seguinte importante teoremas:

Teorema 4.1.3 Sejam n > 2a, P # 0 com 5 < 0 < %M, 0<6<4,
k € (0,min{1,6}) e

up € H*(R™)NL'(R™) e € H(R™) N LY (R").

Entao, existem constantes C1 > 0, C2 > 0 e tg >> 1 tais que para todo
t > to vale que

n—2« n—2«
GiPift™ 50 < lu(t, )| < Cat™ 30

sendo u(t,z) a Unica solugao do Problema de Cauchy .

2
d§>
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Demonstragao: Pelo Teoremam (ver Capl’tulo Segao|3.4) temos que
n—2a«
u(t, )| < Cot™ %@,

com (2 > 0 uma constante que depende dos dados iniciais.

Usando os Teoremas 1.1 e 4.1.2] obtemos

at,-) — Ple*““”mg# — Poe™ " cos (|£I°‘t)H

2 2 2 2 _ Kkt
> =C(Jlurll3s + llwollF + llua 3 + lluol31 ) e~ 2

7'n72a+e
= C(llunlfs + luolfa + luallgas )= 0, (4.9)
com k e g9 constantes positivas.
Também, pelo Lema temos
2 —a(&)t a 2
[Pol? e " cos (I¢] )|
—112% —112%
= ml [T o (et nde + (P [ e co? (e 0ae
[€1<1 l€1>1
5 1|26+ 5 _lg28=2,
< |P| e d¢ + | Po| d¢
[§1<1 lg1=1
< C\P0|2(t—2% it zefzs) < O|P 2t %, (4.10)
pois 0 < § < 6.
Pelo Lema|l.4.4] também temos
_ i >t _n—2a
1P| He a(f)t% > Cs|Pi|t™ 0 (4.11)
L2

para todo t > t1 com t; >> 1 suficientemente grande.

Pelo Teorema de Plancherel, notamos que valem as seguintes estimati-
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vas na norma L2

R T L (|§|%>H
“Na, ) - Ple—a“”% — Poe % cos (|€]4)

2 ) o0 S | =% os 10|

~ e, - aw@t% — P " cos (|¢|"t)

Combinando as estimativas (4.9), (4.10) e (4.11)), obtemos

lu(t, )|l = Cs|Pr|t™

W C|Ry|t 0

2 2 2 2 —kt
= C(Jhurllfes + llwollze + lhua 74 + lhwo 7 ) e~ 2
7717204«#50
= C(Jhuallfe + unllgas + uollfa )=, (412)
para todo ¢t > t; com t; >> 1ecom0<6§0e% <0< O‘TH. Assim,

da estimativa (4.12) e da hipStese que Py # 0, concluimos que existe uma
constante C; > 0 e um to > 0, tais que

lu(t, )| > C1|Pr|t™ 0

parat >ty > t1.

4.2 Expansao Assintética para u.(t,§)

Nesta secao, encontraremos expansao assintética para a derivada da
solugdo do problema , Ut (t, €), fazendo uso da solugdo explicita encon-
trada na sec@o anterior para 4(t,£). Também mostraremos que a diferenga
entre a derivada da solucéo e a sua expanséo assintética na norma L? decai

com certas taxas tanto na baixa frequéncia bem como na alta frequéncia.



116

4.2.1 Zona de Baixa Frequéncia (|{| < 1)

Como tinhamos visto na Segao a solugdo 4(t, &) do Problema de
Cauchy ({3.1)) no espago de Fourier vem dada por

a(t, &) = e % cos (b(E)t) G0 + e—“@t% sin (b(€)t)dio
1

+ e*“@t@ sin (b(€)t) 1, (4.13)

com a(&) e b(&) definidos como em ([4.3)).

Derivando no tempo a expressao para 4(t,£) dada em (4.13)) se obtém

U (t,€) = —a(&)e O (cos(b(g)t)ao + Zgg sin(b(€)t) o + % sin(b({)t)al)

+ efa(ﬁ)t( — b(&) sin(b(&)t) o + a(§) cos(b(€)t)do + cos(b(&)t)ar)
—e O (b(g) + ‘;(é)) ) sin(b(€)t)ao — e—““”% sin(b(&)t) i
+ e O cos(b(€)t)iin .

Usando o Teorema do Valor Médio, obtemos as seguintes igualdades

(1) sin(b(£)t) = sin(|¢]"2) + ¢ (b(§) — [£]*) cos(n(€)1),

com
n(€) = B1b(§) + (1 — B1)[€|*
para algum £ € (0,1),

(ii) cos(b(§)t) = cos([§|*t) — ¢ (b(§) — €]%) sin(u(§)t),

com
(&) = B2b(§) + (1 — B2)[€|”

para algum S2 € (0,1).
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Usando essas identidades, podemos reescrever ¢ (t, £) da seguinte forma

(1,6 = =~ (b(e) + 52 ) sl "0

_ e Oty (b(f) + ‘Z(é);

+e O cos(|€] )i — e “©r(b(€) — [€]*) sin(u(€)t)tn .

cos o — efa(g)t@ sin a1
>( (&) — 1€]%) cos(n(€)t) bE) (b(&)1)

Observagao 4.2.1 Vimos que a expansao assintdtica para a solugdo i(t, &)
do Problema de Cauchy (3.1) no espaco de Fourier é dada por uma com-

binagdo linear das fungées

_ _ i “t
O cos(lE]*) e e awism'(g"ﬂ ).

Entdao, podemos esperar que a expansao assintética para a derivada da
solugao do problema original, venha determinada pela transformada de

Fourier inversa de uma combinacgdo linear dos termos
—e YO sin(|g*) e e cos(|¢|).

Nosso objetivo entdo serd mostrar que, efetivamente, essa € a expansdo

assintotica procurada.

Tendo em conta a Observagao [£:2.1] consideramos

n(t,€) = (e " cos(|¢[*t)in — e~ 9"]¢|” sin(|€|")io)
@28 by — e O (b(E) — [¢]°) sin(u(©)t)in

b(E)
=@ (1) + G~ ") sinel )
— e O (b(§)+ ‘2((% ) (b(&) — [€]%) cos(n(€)t)iio.

Agora, pela Observagaé [4.1.2] descompomos as Transformadas de Fourier

das fungoes o e U1

u;(§) = A;(§) —iB;(§) + P;, £ €R",
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para 7 =0,1.
Com essas descomposigoes, podemos considerar a seguinte expansao

assintética para (¢, &)
—Poe” g% sin(|¢]%t) + Pre“© cos(|€|*t).

Portanto, a diferenga entre a derivada da solugao 1:(t,€) e a expansio

assintética, é dada por

e (t, &) — Ppeo®t cos(|€]t) + Poefa(g)t\f\a sin(]€]*t)

= (A1) = iB1(€)) e~ ™" cos(€]*) — (Ao (€) — iBo(€)) e~ “*[¢]* sin(|€]*¢)

— 2@ U G tyan — e O (b(E) — [¢]°) sin(u(E) )i

b(e)
- et (o) + % g ) siner oy
=9 (b(e) + 5 ) 006) - I costn(©0) (4.14)

Definamos as seguintes fungoes, as quais representam a cada termo da

soma que aparece no lado direito da agualdade acima
o Ni(t,€) = (A1(€) —iB1(€)) e~ cos(I€]1);
o No(t,€) = (Ao(€) — iBo(€)) e~ *&*|¢|* sin(|¢|*1);

o N3(t,&) = —e—a@t@ sin(b(€)t)dn;

(o)
o Nu(t,€) = —e™ " H(b(&) — |¢]) sin(u(€)t)in;

o No(t,6) = e () + G~ el ) sinel* )

o No(t,) = —e 10" +a©)) (L L) costuernyin

Agora, mostraremos que a taxa de decaimento para a norma L2 na
baixa frequéncia, da diferenga entre a derivada :(¢,£) e a expansdo as-
. s 4 —_n . .
sintética é da ordem t™ 26, para t suficientemente grande. Para isso, pre-

cisamos obter estimativas para N1, N2, N3, Ni, N5 e Ng na norma L2



Considerando « > 0, tal que k < min{1,0}, estimamos N1 (¢, &)

/ N1 (8, €)|*dé < / |AL(€) — iBu(€)|2e 1€ tge
lel<1

[€]<1

<O [ (AP + B2 e
[€1<1

Ll
< C(M? + N?)|us 2. / eIt 2 g
[£1<1

+2
< Cllua |2 nt™ 20

para todo t > 0.

Estimemos agora Na(t,&). Para todo ¢ > 0, temos

/ INa(t,€) P < / |Ao(€) — iBo(£) 2e=151"" g2 ag
€<

lgl<1

<C [ (JA©)F + |Bo(&)P)e " g de

l€1<1

260
< O(L2 + K2) Juoll2 / e eIt g 2 ge
1<

+2 42
< Clluol2t™" 50" < Clluo|l3at™ 50",

pois 0 < k < d < a.
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Para estimar N3(t, &), usaremos a desigualdade (4.5)) e as definigdes de

a(€) e b(£). Assim

(&) ’ — |¢|40—2 3 1‘§|49,2a
bE)| T ALt €] — [g[e—2a = 3 .
Entao
/ INs(t,€)[’d¢ < C et 1020 5 12
et lel<1

le|28 _

< Ol |2 / ¢ eIE 1 g 4020 e
[€1<1

n+46—2«

< Cllua |3t~

Agora, como £ < 6 < ‘”?“, temos que 46 — 2a > 0. Assim, existe €1 > 0,

2
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tal que 40 — 2a > £1. Portanto

n+eq

/W N5 (£, €)Pde < Cllun|2at™ "%
<1

Para estimar Ny(t,£) na regido || < 1, usamos a desigualdade (4.5)

2

€17 VAL + [€[*) — [€[*0—2 €[

@2 _
et | VAOEIEP) T 201 + e ’
= 501+ E%)
< Clefte | AL IER) — €172 — a1+ 2 +1¢) [
= VAL F[EPP) — [€[7 2 + 2(1 + |¢]**)
C

2
4I¢*° + 107> + 4l¢]|

2
< S5l
< Clel® (161" + 1P~ + 1gl*)

< O (Je*F2 4 je* ).

Assim, concluimos em

/ |N4(t, §)|2d5 S C 67C‘§|29tt2 (‘§|45+2a + |£|8972a) |ﬁ1|2d§
lel<1 lel<1
—C 26 «@ —ax
< Clfinlfimt? eI (jgfio2e 102 dg
lel<1

v +4542 +86—2
< Ol 2142 (t*" Wt ”)

2 _ n+454+2a—46 _ n+46—2a
= Cllwr |21 (t T ).
. . . . _ n+40-2a _n+te
A% 1
Vimos na estimativa anterior que ¢ 26 <t 720 | para €1 > 0 tal
que 40 — 2a > e. Também, como § < 0 < %*5 e Kk < 0, vemos que
n+454+2a—46 n+2k . .
26 <t 20 . Assim, considerando

40 + 2c — 460 > 2k e com isso t~

€2 = min{2k, 1}, temos

_n+e
/| I < Ol e
§I<1
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Estimemos agora Ns(t,&). Pelas defini¢oes de a(€) e b(§), temos

(b@) CUi fsa)z

1" /A0 ) — e g Y
21+ 1E7) 201 + [69) /A(L T [EP) — e

BNV e )
20+ |6%) 21+ |EP0) AL T ) e

e (2 AT e
VAL [€P%) — g2

2a —2a 2
f\a (2 - VA +1eP) — [efo2)

Na tdltima desigualdade, temos considerado a relagao (4.5)

Multiplicando a tltima estimativa pelo seu conjugado, obtemos

2 2 26 40—2a 2
( O+ % ) =B A e - g

1,2 452“+|§4“”‘>2
<l ( ]

< CleP* (e + e )
O (el *> + fe™ ).

Portanto

6
/|£\< [Ns(£,6)dg < © | eI (1g] 1052 4 jg02) o g
<1

[€1<1
N —c|€|?? 5 0—
< Clfolffe [ e (gt g ag
|€1<1

n+464+2a _ n480—2a
26 +t 26 ) .

< Clluollzs (¢

Vemos que 40+2a > 2k, pois 0 < k < § e 80 —2a > 2k , pois § < 0 < D‘T*‘;
e 0 < k < §. Portanto

42
[ NSl 00 < Cluol 0~
¢1<1
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Finalmente, para estimar Ng(t, ), notemos que

P (401 + €%°) — €1*7>) + |¢|** |”
A1+ [

b(6)? + a(€)?|” = ’

2

| lere
I+ e

< Clet;

2 | VAT TP - @ 20+ [g7) |
AL+ € — [g[0-2e

< O | VAT +TeR) — 2= — 201+ )]

‘ b(€) \il‘”

Multiplicando e dividindo pelo conjugado nesta tltima desigualdade, temos
para || <1

2 a1+ €2 — g2 — a1 + 20 + g ||
AL+ [E[77) — €72 +2(1 + [¢[2%)

‘ —8l¢[** — 4le]*’ — [g* > |
V3+2
< (le* +1g* +1g**)

<C (g + e ) .

Multiplicando as desigualdades obtidas, obtemos a estimativa

b(e) — I
b(¢)

‘ ) —1¢”
b(€)

<C

2
< O 4+ 1¢*).
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Portanto

/ |Ns(t,€)|2de < C e eI 2 (g1 118 g [2de
[€1<1 [€1<1

6
< Clftolli=t /|| eI (Ao e e
3

<1

n+45+4a n+86
< Clluollgae? (7750 47755 )

= Clluoll? (¢ +t

_ n+46+4a—460 n+460 )
20

n+46 n+2k . ,
Notemos que ¢t~ 20 < ¢t 20 , pois 0 < Kk < § < 6. Também, como

5 <0< "TH e 0 < Kk < 0, temos que 49 + 4o — 40 > 2k. Portanto,

concluimos em

n42k

/W INo(t, €)2dé < Clluo| %t 5.
<1

Combinando as estimativas anteriores e considerando ep = min{2k, 1,2},

temos provado o seguinte teorema

Teorema 4.2.1 Sejam 0 <6 <0 < a com § <0< ‘HT‘". Consideremos

0s dados iniciais
u € L'(R") e w € L"™(R")

com k € (0,min{1,d}). Entao existe um nimero eg > 0 tal que a derivada
da solugao U+(t,§) para o problema satisfaz

/\élﬁl
+eo

.
< C(lluollzs + lhualFs + fleallfoe )¢ 720",

2
an(t,€) — Pre” " cos (1€]"1) + Poe™ " [¢[ sin(|¢| )| d¢

para todo t > 1 com C' uma constante positiva e

Py = /nuo(x)dm, P = /nul(m)dx.
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4.2.2 Zona de Alta Frequéncia [¢| > 1

Usaremos a estimativa encontrada no Lema [3.3.1] Dessa estimativa,

podemos inferir, para |£] > 1
/\§\>1 e (6, €)% < Ce ¥t (JuollZra + [lur]|s), (4.15)

que vale para 0 < 0 < 0 < "‘7*‘5.

Estimemos o perfil assintético para (¢, £)
2
[P cos(ig7t)  poe gl sin(le|0)| de
[€]>1

, e, , ey )
<C |Pr"e 1+1€% cos™(I€]7t) + | Pol"e 14162 1|€]™ sin”(€]t) | d
l§1=1

B 3 260
<C(PP+P)) /We e e e g
B 7‘5‘29—26

sc<\P1|2+|Po|2>/ e BT

|€1=1

2 2 *(7‘5‘29;26+1)t 2a

< O(IPi[? + |Pol >/‘§‘>1e €[22 de
777 |g20-20 N

— (P + |Pof)e i/ e g e,

|€1=1

sempre que 0 < 6 < 6.

Usando o Lema e as definicoes de Py e P, temos a seguinte

estimativa para o perfil assintético
2
[ |pie @ cos(igne) = poe= gl sinlel)|” de
[1>1
2 2 _t _ nt2«
S Clluallzr + lluollza)e™ 22 20=25. (4.16)

Essa tdltima estimativa permite provar o seguinte Teorema

Teorema 4.2.2 Sejam § < 6 < O‘TH, 0<d<be

up € H*(R™) N L' (R™), wi € H (R™) N L' (R™).
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Entao a derivada da solugao, U+(t,§), satisfaz

/IE\Zl

< Clluallzs + lluollfra + lluallgr + [luollZ)e ™,

2
i (1, €) — Pre” 9 cos([€]t) + Poe™ €| sin(|¢|*t)| dé

para todo t > 1, com C e k constantes positivas.

Demonstragao: Das estimativas (4.15)) e (4.16]), podemos escrever

/\5\21

2
< [l ePdst [ [Pe @ cos(igl ) - Roe gl sinel0)| de
[€1>1 [€1>1

< Ce B ([luollfre + i) + ClllunlFa + uoll3a)e ¢~ 5055

2
@ (t,€) — Pre”*©" cos([¢|t) + Poe” *©*|¢|* sin(|¢|*t)| de

2 2 2 2 —k
< Cllualizgs + lluollzze + [lurllzs + lluollzi)e ™

)

para todo t > 1, comk_mln{5 i} [

4.2.3 Taxa Otima para u,(t, )

No seguinte Teorema, provaremos a otimalidade da taxa para a norma

L?. Para tal fim, usaremos as estimativas encontradas na Secio

Teorema 4.2.3 Sejamn > 1, P #0, 5 <0 < "TH, 0<d<b, ke
(0, min{1,d}) e

up € H*(R™) N L' (R™), w, € H (R™) N L""(R™).

Entao, ezistem constantes C1 > 0, C2 > 0, dependendo dos dados iniciais,

e t1 > 0 suficientemente grande tal que, para todo t > t1 vale
ClPLlt™ 18 < Jlue(t, )| < Cat ™9,

sendo ui(t,z) a derivada da solugdo do problema de Cauchy.

Demonstragao: Pelo Teorema [3.4.3] temos

e (2, )| < Cat ™7,
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com C3 > 0 uma constante que depende dos dados iniciais.

Pelos Teoremas |4 - - temos

7n+eg
> —C (lluollzr + lluallze + fuslgae) 3

= [[ant,) = Pre " cos(lg|t) + Poe™*"|¢|" sinl¢[ )|

2 2 2 2 —k
— C (luallzs + lluwollzze + [luallz + lluollzr) e~ 27, (4.17)

com k e g9 constantes positivas.

Também temos

2
[Pol? ([ g1 sin(lé]"1)|

3 |26

IR ([ e T g s e + / & THET €22 sin? (€] 1) de
lg1<1 l&1>1

5 5 | ‘297 ) 5
< |Po| / & "ds+/ e T
[€1<1 lg1>1

nt2a n+2a
< |P)? (Ct‘ 20 +Ct’m)

< OlP Pt (4.18)
pois 0 < § < 6.
Pelo Lema também temos
[Pr] =" cos(lg )| = CalPrle~ 5, (4.19)

para todo t > to com to suficientemente grande.

Pelo Teorema de Plancherel, vemos que sao vélidas as seguintes esti-

mativas na norma L?

s, ) = e (8, )| = | Pre " cos(l€]*t) — Poe™*(*|¢| sin(l¢|*0)

> | P

= [t ) = Prem©* cos(lé]t) + Poe ™" | sin([¢] )|

e cos(ig1*0)|| — ol e~ €I sin(le]*t)

= [t ) = Prem©* cos(lé]t) + Poe " | sin(l¢] 1)
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Combinando essa tltima estimativa com as estimativas (4.17]), (4.18]),

(4.19), chegamos em

n+2a
lue(t, )| > CalPrle 5 — ClRofe %

2 2 2 _nte
= C (Jluollzr + lluallzr + lJuallzae) t™ 3

2 2 2 2 _k
= C (I llrs + llwollzzre + lurllZa + lluollzr) e 2

> 01|P1|t74%7

para todo t > t1 com t1 > to > 0 suficientemente grande, sendo C1 =

C1 (U,o, u1) .
Isso mostrou que a taxa obtida para a norma L? de u; é étima para o
cas00§5<6?e%<9§a7+5. n

4.3 Taxa Otima para (—A)%u(t, z)

Para mostrar que a taxa obtida para a norma L? de (—A)%u é Otima,
multiplicamos a expressao para 4(t, &) dada em (4.13)) por |£]|® e procede-

mos como nos dois casos anteriores para u € ;.

4.3.1 Baixa Frequéncia [{| <1

Multiplicando por |£|® & expressdo para 4(t,£) dada por (4.13), obte-
mos a seguinte igualdade
€0t €) — =" (Pofé|” cos(l¢]t) + Pr sin(l¢|*t))
= Ll(ta 5) + L2(t7§) + L3(ta£) + L4(t7 f) + L5(t7€) + LG(t7 5)7

onde
La(t,€) = (A1 (§) —iB1(§)) e *®* sin(|¢]*t),
La(t,€) = (Ao(€) — iBo(§)) e *®*[¢|* cos(|¢|*t),

o Ly(t,6) = e [g E )) sin(b(€)t)o,

o La(t,€) = —e *Og|*(b(€) — [€]*) sin(n(€)t)ao,
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o L5(t.6) = e (M8 Y singenyan

o Lo(t, &) = e *Otg)™ (%) cos(u(&)t)in.

Considerando 0 < £ < min{1,d}, cada uma dessas fungdes, possuem

as seguintes estimativas na baixa frequéncia (|¢| < 1)

n+2k
20,

_n+t
[ a9 de < Clhulant
lgl<1

n+2a

/W Lo (£, )2 dé < Cluolt~ 5
_1

n+46
20

/ L (£, )2 dé < Cluo| 2t
€<

nt4s+da—46 nt2o
[ a0 e < ol (7= ),
lgl<1

n+495 n+486—4a )

[, O de < Ol (75 %
gl<1

_ n+4642a—40 _n+40—-2a
26 —+ 20 .

[ matefde < clal (¢
[€1<1

4.3.2 Alta Frequéncia [{| > 1

Agora, para obtermos uma estimativa na alta frequéncia (|| > 1),

empregamos o Lema [3:3.1] obtendo assim
/‘E|>1 €2 a(t, €)|2de < Ce™ 5" (Jluoll3o + lluallZs) » (4.20)

paratodot >0,0<6 <6< QT-HS'
Também, das defini¢ées de Py e P, obtemos a seguinte estimativa para

o perfil assintético, na regido |£] > 1
2
[ e @el” cos(iel?e) + e @ sinigio)|” de
[§1=>1
2 9 ¢t nt2a
< C (fluollzr + lluallze) e 18 20=25. (4.21)

Agora, sob as hipdteses
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i)

it) wo € H*(R™) N LY(R™),

<9< 0<5<0,

w|e

i) wi € H°(R™) N L' (R™),
e as estimativas (4.20)) e (4.21)), chegamos na seguinte relagao
2
[, 176, ©) = Puem el cos(it) — Pre= " singe o) a
[€1>1
kt

2 2 2 2 -
< C (lluollzze + luallers + lluollze + lluallza) e,

para todo t > 1, C' e k constantes positivas. A demostragdo desse fato, é

semelhante & demonstragdo do Teorema [4.2.2

4.3.3 Taxas Otimas

Com os resultados obtidos anteriormente, podemos provar a otimali-

dade da taxa na norma L? para (—A)%u(t7 x), dada no seguinte Teorema

Teorema 4.3.1 Sejamn > 1, PP #0, § <0 < ‘”TH, 0<d6<0, ke
(0, min{1,4}) e

up € H*(R™) N L' (R™), ui € H*(R™) N L""(R™).

Entao, ezistem constantes C1 > 0, Ca > 0 e to > 0 suficientemente grande

tal que, para todo t > to vale

Ch|Pyt™ 30 < [[(=A) 2 ult, )|z < Cat™ 0.

4.4 Taxa Otima para (—A)gut(t,ﬁ)

Para conseguirmos uma expansio assintética para |£|°@:(t, &) e pro-
var que a taxa 6tima é melhor do que a taxa encontrada no Capitulo [3]

usaremos os resultados obtidos na Secao [£.2}
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4.4.1 Zona Baixa Frequéncia [{| <1

De acordo com os resultados obtidos na Segdo [£2] e para obtermos

uma estimativa na baixa frequéncia, multiplicamos por [€ |° a igualdade

dada pela equacao (4.14)), obtendo

€17 e(t, €) — Pre™ @ ¢|° cos(|€]"t) + Poe™ (¢ sin([¢] )
= Mi(t,§) + Ma2(t,§) + M3(t, &) + Ma(t, &) + Ms(¢,§) + Me(t, €),
onde as fungdes M;(t,€), j =1,...,6 sio definidas como
o Mi(t,€) = (Ai(€) —iB1(£)) ‘“““la%os(ma b);
o Ma(t,€) = (Ao(€) — iBo(€)) e O* ||+ sin(|¢[*1);
o Ma(t.6) = —e Ol B sin@©nn

b(§)
o Mu(t,€) = —e *©¢|° (b(¢) — I€ | )Sm(u(ﬁ)t)ﬁl;
o My(t,€) = —e g (b & e ) sin(el 0
o Mo(t.8) =~ Ol ((e)” + a(9?) (L) contut@nyin
' b(§)
Para estimar cada M;(t,€), j = 1,...,6, usaremos as estimativas encon-

tradas no Teorema [4.2.1] para as fungoes N;(¢,€),7=1,...,6.
Assim, para 0 < k < min{0,d} obtemos as seguintes estimativas na
baixa frequéncia

i / My (1,€)PdE < Clun |2t
[€1<1

n+25+2k
260

+2542a

ﬁ)/ |Ma(t,€)|%dé < Clluol[zat™ " 20,
[€1<1

n+25446—2a

ii) / My (1, )P de < Clun |20t~ 5252
[€1<1

n+654+2a—46 _ n+4256446—2c
20 —+ 20 s

W) [ Mo < Ol (-

n+65+2a _ n+25480—2a
20 +t 20 )7

9 (e o < Cluols (-

n+65+4a—460 _ n+264460 )
20

W) [ M€ < Cllunllfy (6 4
lgl<1
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Semelhantemente a demonstracdo do Teorema temos que existe

€0 > 0 tal que, a taxa na baixa frequéncia na norma L? vem dada por

/\ﬁlﬁl

2 2 2
< C (lluollzr + lluallzr + llua .

1€ a(t,€) — Pre” *©€]’ cos(|€]*t) + Poe™ “ ! |¢|"T sin(|¢|*t) | dE

7L+26+EQ
) t~ 40

(4.22)

para todo t > 1, com ug € L'(R™) e uy € L""(R").

4.4.2 Zona Alta Frequéncia [£| > 1

Como uma consequéncia do Teorema temos a seguinte estimativa
na alta frequéncia para a diferenca entre |£[°@(t, &) e seu perfil assintético
Corolario 4.4.1 Sejam 3§ <6 < "%6, 0<§<be

uo € H*(R™) N L' (R™), ui € H(R™) N L' (R™).
Entio |€|°04(t,€) satisfaz

/\5\21
kt

2 2 2 2 —
< C (lluollzze + lluallzzs + lluollzs + lluallze) e,

€001, €) — Pre*©" el cos(J¢]*t) + Poe=*©"[¢]** sin(|e|*)| de

para todo t > 1, com C e k constantes positivas.

4.4.3 Taxas Otimas

. . S "
Para provar otimalidade da taxa para (—A)2wu(t,§), com taxa 6tima
_nt2s . . . . P
£~ 20 | precisamos obter estimativas superior e inferior na norma L? para
essa funcgéo.

Para conseguirmos estimativa inferior, usamos uma versdo do Lema
3 [e]3
que nos permite obter, paran >1e 5 <0

—a - _ n+426
HPle ©%1g)° cos(l€] t)HL220|P1|t et

para todo t > t1, com t; > 0, e para alguma constante positiva C.
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Para a estimativa superior, ndo podemos aplicar diretamente o Teo-
rema [3.4.3] pois a taxa obtida ai, ndo é Stima. Assim, precisamos obter

estimativas na alta e na baixa frequéncia independentemente.

e Para a alta frequéncia (|¢| > 1), podemos usar o Lema [3.3.1} resul-

tando em

/\5|21

e Para a baixa frequéncia (|¢| < 1), usamos o Lema [3.1.6} obtendo

6~ 2 2 2 —£t
€17 (t,€)| d& < C (luollma + [[urllgs) e ? (4.23)

clgl?f
10

(L4l < Ce 10" (1P ol + (1 + €)@ [?)

Multiplicando essa desigualdade por I‘HW > 0, obtemos

é | S~
€2 < Cem o (|€|2 |io|* + [€]*|a]?).
Integrando essa expressdo na regiao [£] <1
+2a
[, Nelinte o] < € (ol 3 4 e 5.
le|<1

Como estamos trabalhando sob a hipétese 0 < § < 0 < «, obtemos

finalmente uma estimativa na baixa frequéncia

/\élil

Finalmente, das relagoes (4.23]) e , vemos que existe um to > 0

suficientemente grande tal que

R 2 _ n+28
et )| de < C (Juollfe + lualF) "5 (4.20)

426
< C (luolls + lualfs + luollFre + llunllFrs) £ 49

et ane, |

L2

Pelo Lema de Plancherel, obtemos a estimativa superior desejada, isto é

n+28

H(_A)%Ut(ty ~)HL2 < Cot™ a0 (4.25)

para todo t > ta2, com t2 > 0 suficientemente grande.

Com todas essas consideragoes, o resultado que se obtém é o seguinte
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Teorema 4.4.1 Sejamn > 1, PL #0, § <0 < O‘T""S, 0<d6<b<a,
k € (0,min{1,6}) e

uo € H*(R™) N L*(R™), wi € H*(R™) N L“"(R™).

FEntdo, existem constantes C1, Ca2 e to > 0 suficientemente grande, tal que,

para todo t > to vale

25

n+24 5 n+
CilPjt " < H(—A)fut(t,~)H < Oot™
L
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Capitulo 5

Caso de Super Damping

Neste capitulo encontraremos taxas de decaimento, expansao assintética
e taxas Gtimas para nosso problema linear (5.1). Neste capitulo vamos con-
siderar somente taxas para a norma L? da solucdo. O problema de Cauchy

aqui considerado é o seguinte

Ut + (*A)s Ut + (*A)G ur + (—A)*u =0,
u(0, ) = uo(x), (5.1)

ut (0, z) = ui(z)

com u = u(t, ), (t,z) € (0,00) xR"™ onde o expoente do termo de damping,

0, é grande. Para tal fim, vamos dividir o nosso estudo em dois casos

e Caso 6 =0,0< a<6.

° CasoO<6§a,aT+5<9<a;26.

Observemos que, no segundo caso, temos considerado a restricdo por cima
a—+ 26
0 <

com o método empregado aqui, ndo foi possivel provar essa otimalidade

20

com a finalidade de obtermos otimalidade da taxa, ji que

@ ~
para o caso < 0. Notemos também que, na obtencao de taxas de

decaimento, essa restricdo adicional nao é necessaria.
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5.1 Super Damping: Caso 6 =0¢e 0 > «

Nesta secao, encontraremos taxas de decaimento do problema linear

(5.1) quando § = 0, isto é

Utt + (—A)O‘u + (—A)eut =0
u(0,z) = uo(x) (5.2)

ut (0, z) = ui(z),

com (¢,z) € (0,00) x R™, sob a hipétese § > a.

Nosso trabalho nesta sego generaliza o trabalho de Ikehata-Iyota [20]
que estudaram o caso particular « =1 e 6§ = 2.

Para esse fim, trabalhamos com o problema de Cauchy no espago de
Fourier, o qual, semelhantemente aos capitulos anteriores, obtém-se apli-
cando a Transformada de Fourier na varidvel z no problema . (0]

problema assim obtido é

Gy + €% + |70 =0
@(0,¢8) = to(§) (5.3)
4:(0,8) = 11 (&),

onde @ = 4(t,£), com (t,&) € (0,00) x R™ e poténcias fraciondrias 0 < a <

0.

Observagao 5.1.1 Sobre a existéncia de solugdes para o problema (|5.2)

observamos que podemos escrevé-lo na forma abstrata

utt +2aA%ur + Au =0
u(0,z) = uo(x) € D(A™)
ut(0,2) = ui(xz) € D(A*),

ondea:%>0,v:%20,A:(—A)°‘ eaop >0, a; > 0.

Da defini¢do do operador A, vemos que ele é autoadjunto e ndo nega-
tivo. Além disso, para dados iniciais no espago da energia X = H*(R™) X
L*(R™) temos que ap = 1/2, an = 0.

Entdo, definindo 7 = max {%, v} =v= g > 1, pois 0 > o, vemos que

1-7<0<a—a1=1/2<T.
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Assim, pelo Teorema 2.1 em [14)], temos que existe solu¢do unica u =

u(t,x) e além disso, a solug¢ao verifica
(a) (u,ur) € C([0,00), H*(R") x L*(R")),

(b) Para m > 1 inteiro, a m—ésima derivada no tempo Di* u(t,z) sa-
tizfaz
D'ueC ((o, ), D(A“m@*l))) .

5.1.1 Estimativas

Para obtermos taxa de decaimento, usaremos o método da energia,
assim como foi visto em capitulos anteriores.
Multiplicando a equagao em (|5.3) por u, obtemos

Tgeli + |§|29ﬁ5t + \f\Qaﬁat =0,

que é equivalente a

d (1, 1 Q- N
& (GlaP + IeP=1al®) + Il =

Definimos a densidade de energia do sistema (5.3)) por

1. 120+
eo(t, €) = S lul* + S [¢*af?, (5.4)

e escrevemos a equagao anterior na forma

d "
J7e0(t.6) + €% |a]* = 0.

Multiplicando a equacdo em (5.3)) por @ e tomando a parte real, obte-

mos d 1
& (FleP1af + Re(ad) + 6P af = o
Entao definindo,

1(t,€) = Re(id) + 56| al, (55)

reescrevemos a equagéo acima na forma

d o)~ .
(58 + [ af* = Jauf.
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Considerando as definigoes de eg(t,&) e ei(t, &) dadas em (5.4) e (5.5)

respectivamente, definimos

e(t,§) = eo(t,§) + Bp(§)er(t, §), (5.6)
para 3 > 0 a ser escolhido adequadamente e a funcdo p : R™ — [0, 00) dada
por

_ e
p(g) - 1 + |§|4972o¢ .

Derivando em relagéo a ¢ a fungéo e(t, §), obtemos
d d d
ae(ta E) - aeo(t, §) + ﬁp(g)ﬂel(ta E)
= —[&[*|al” + Bp(©) (|2l — €1**1af)

isto é J
€t €7 aul* + Bp(E)IEl*af* = Bp(€)|ae|”.

Definimos assim,

F(t,€) = 1€ |ad* + Bo(€)[€* |,

R(t,€) = Bp(&)|iul?, (5.7)
e entao,
%e(t, &)+ F(t, &) = R(t,§). (5.8)

Lema 5.1.1 Sejam 8 >0, 0 > «, entdo

R(t,§) < BF(t,€), VE>0, VEER™.

‘4972a

Demonstragao: Para 0 > «, vemos que 1 < 1+ |¢ , para todo

£ € R", e entdo

f 20 R
i
< BIEf* |
< BIEae|* + B2 p(€)1€I* |
= BF(t,€),

| 2

R(t,§) =B



139

isto é
R(t, &) < BF(t,€),
para qualquer t > 0 e £ € R". [

Observagao 5.1.2 Do Lema e a relagao (5.8), vemos que
d
%6@’5) + (1 - ﬂ)F(t7 5) < 07

para B > 0 suficientemente pequeno.

Lema 5.1.2 Seja 0 > «, entao existe uma constante M = M(B3) tal que
para todo £ € R™ \ {0}

i)
4 2 —«
O+ SN ¢ gy
i)
L&) | o)l
%—FQK'Q—!— 9 < M.

Demonstragao: Usaremos a seguinte desigualdade

1 1
i)
p(& _ 1 g 1 1 o1
2ele O Tl 2 TR <
Bo(?lel™ _ B e
2[¢[2 20€20%e (L4 [g[10—22)?
Bl 1
2 1+|€|46—2& 1+|£|46—2a
1 1

b P T

<

I

Sl

onde na tultima desigualdade temos empregado a desigualdade men-
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cionada no inicio da prova. Assim,

p(&) +Bp&)%E™ _ 1 B _ B+2
2/¢|2¢ S3t1= 1
ii)
p(&) 1 [ 1 <1
— 4’

2gle T AL THEPR T 2 s e
onde na ultima desigualdade, usamos a relagdo mencionada no inicio

da prova. Por outro lado,

263] 1 4 e 4 S S I
2 2 14+ |§|46—2a 2 1+ |§|46—2a - 92
Assim,
202«
1, e @ 11 1 3842
28 2|¢le 2 28 4 2 28
Com essas estimativas, o lema estd provado. |

Lema 5.1.3 Seja 0 > «, entdo existe uma constante M > 0 tal que para
todo £ € R"
p(§e(t,§) < MF(t,€),

comt > 0.

Demonstracao: Para £ = 0, o resultado é imediato.

Considerando entdao £ # 0, e usando a desigualdade de Young com

e =& > 0, temos
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Com isso, segue

p€)e(t,€) < 2 auf? 4+ 2 goap? 4 p 28V o

+ g2 1Ly P g
ple

&) + Bp&)°l¢I—~ 0~
( 2]¢[20 )W .
p(&) | p(o)lg* > 20 (.12
+< +2‘§‘ + 5 )6p(£)\£\ |4l

< MIEP |a|* + MBp(€) € |al?
= MF(t7 5)7

onde nas ultimas desigualdades, temos aplicado o Lema [5.1.2] [ ]

Do Lema .13
(1= B)p(Oe(L,M ™ < (1= H)F(1,E),
¢ da relagio na Observagio
L e(t6) + (1= ApOM ' e(t,) < Fet,) + (1= BF(1,) <0
Assim, temos a seguinte inequacio
L e(t,€) + (1= HpOM ' e(t,€) <0, VEER",

cuja solugao é
e(t,€) < e "9%(0,¢), (5.9)

comw=(1—B)M~' >0, para 8 € (0,1).

Por outro lado, para £ # 0, usamos a desigualdade de Young com
e=g* >0

~ 12
= @) Reland) < Sp@leiaf + 248 L (50
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Pela definigao de e(t, €)

(€)= eolt, ) + Bp(€) (Re(a@ T 1|s|”m|2)

2
.2
> eo(t,€) - 2 gpjaf? - B8 Dy D008 o
1o 1o 2 Bp(§) |t |
= §|Ut| + 5|§| la]” — P
1 1
=3 (1= 228 ) 1k + e o
come Boe) _ B I
p P “ —_—
e~ T jeee =
entao
1—[|3£|(f€) >1-8>0, para0< f < 1.
Assim,

Pelas definigoes de e(t, &) e eo(t,§), vemos que a relagdo acima é vélida

para qualquer £ € R™.

De (5.9) e (5.11]) deduzimos

1

me”"“”e(of), £ €R™, (5.12)

eo(t, &) <

para cada t > 0.
Das definicoes de e(t,&) e (5.10]), vemos que

e(t,) < colt.) + P2 jeprjap 4 PO 1ulT ) 500 20 5

2 2 g
= colt.8) + Ol + 5 L jan
Para £ # 0, estimamos
p(&) _ 1
* e T TrEe =t
460 460 -2«
o Ol = —L 4l e < g

T 1+ [g[e2a -1 T [¢[*020
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Portanto,

1 ~ 1 A |~ 5 ~
e(t, ) < ludl® + SIEFaf* + Bl al* + Flal*

_p+1 2841 20~ 2
-2 e

< 29+ 1) (Jlacl + Jleflal

|| +

Como e(t,0) = eg(t,0), a desigualdade acima é vélida para todo & € R™.

Com todas essas consideragGes, temos provado o seguinte lema

Lema 5.1.4 Seja 0 > «, entao existem constantes positivas C = C(B) e

w = w(B) tais que
eo(t,€) < Ce™ e (0,€), YEER”,

para t > 0.

Teorema 5.1.1 Sejamn > 1,0 > aex > 0. Seup € H*H (R")NLY(R™),
uy € H*(R™) N LY(R™), entdo existe uma constante C > 0 tal que

o _n _ nit2a
lue(t, )P+ 1(=A)Zu(t, )1 < CA+8)72 Jur||zr +CL+8)7 "7 luol1a

+ O +1)7 74 (JlurlEie + uollzesr) -

Demonstragao: Pelo Teorema de Plancherel e o Lema [5.1.4]

[ (P 18y ae<e [ (al + jglap) de

<C [ e PO (lan ] + |67 aol?) de.

Rn

e Para [¢] <1, 14 [¢]*72* < 2, ¢ assim

260
p(§) = L A

20
- 1+ |€|4972o¢ = 2|€‘ '
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Portanto, do Lema [1.4.3

[ e o+l aol?) de
[gl<1

—w|g|2? ~ oA
< /| T e o)
£1<1

n 5 _ n+2a 2
SCA+8)" 2 lurllz + C(A+8)" 27 luollL:.

e Para €] > 1, 14 [£]*72 < 2|¢|** 2% ¢ assim

g o1
1 + |§|40—2a = 2|§|20—2a'

p(€)

Portanto,

/ e O ([, 2 4 |6 o) de
|[€1>1
_ wt
< / ¢TI (g |2 4 €2 |ao|?) de
€1>1

L wt
= [ (T ) el + i) de
>1

Calculemos

_ wt __w(tt+l)
e 2(¢|20—2a e 21£|20 -2 2“9,72
SUp | —— =g | = sup | ——55— €2 *
S I€] GBS €]
__w(t+1)
w e 20g20-2a
<e2 -
=\ e
[€1>1
w(t+1)
w e 2r20—2a
= e2 sup

>1 TZN
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Seja a mudanca de varidvel o = , entéo
r
o wt 2 2k
e 20¢20-2« w e~ T gi-a
SUp |~ | SeFsup | e
[€1=1 [3 020 \ w—a (14¢t)7-a
62m
w — g0—«a
—e22w 9—“(1+t) “"‘“Sllp .
o>0 6%

<C(1l+1)7 7,
onde C = C(k, 0, a,w) > 0. Portanto,

/ O ([, 2 4 6 a0 ?) de
13

=1

<o+ [ (16l + 16 i) de

|€1=1

<O+ (Jua|3e + [[wo]|Znsa) -

Das estimativas encontradas na baixa e na alta frequéncia, obtemos o re-

sultado desejado. [ ]

Teorema 5.1.2 Sejam n > 2a, 6 > «, k > a. Se up € H*(R™)NL*(R™),
wr € H*(R™) N L*(R™), entio existe uma constante C > 0 tal que

n—2« n
lut, )I* < CA+6)7 2 lurl|zs + C(1+)7 2 [luol|7s

+C+1)7 75 (Jlualzpm-r + [luol[Fin) -

Demonstragao: Pelo Lema[5.1.4] para £ # 0, vemos

jaf? < gemer@r (111 g 1o
B g )

e Na baixa frequéncia
1

20
p(&) > Sl
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entao

wle|?? 0
[ arsgsc [ o t(‘“J Tl o\)
le|<1 lel<1 |€]2e

SCQA+1t)” (1+)7% uol|Z1-

Na alta frequéncia, na demonstracdo do Teorema [5.2.1} vimos

wt
1 6_2|£‘29—2a
P(&) 2 Srme—aa sup

- | <C(14+t) o
S TREET B e IR

e assim

_ wt
P de < C /|s|€> ST 2 ([P fan ) + J¢faol”) de
>1

|€1=1

<CA+1t)7 75 (|Jur]fn-e + lluollFie) -

Observacao 5.1.3 Para ter menor exigéncia de regularidade, poderiamos
considerar apenas ui € W”_O"Q(R”), com k > 0. Sendo assim, pela iden-

tidade de Plancherel, obtemos

/ [a)?de < C(1+1)~ / |\§\“ g [?
GBS BE
<C+1) 7 /

(—A)= w
=CA+1) 7% (JJurllnaz + lluollFrx) -

+ Ie**lio|?) dg

2

Q

d§ + |u0||§m]

5.1.2 Expansao Assintotica

Vimos anteriormente que, o problema de Cauchy no espago de Fourier,

associado ao problema ([5.2)), é

Ugt + |§|29ﬂt +¢P*a =0
¢(0,€) = @1 (),
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com 4 = 4(t,&), para (t,€) € (0,00) x R® e 0 < a < 6. A equagdo
caracteristica para a relagao anterior é

NN+ g =0,

cujas solugdes sao

B VA | el

A+

Consideremos dp > 0, com |¢] < §p < 1. Nesse caso, vemos

e — —|€1*° £ [€]* V1€ — 4
+ = 2 )

com |£[*072% — 4 < 3972 _ 4 < —3 < 0. Logo, as raizes sdo complexas e

N e i

5 .

0 o« ST —

Definindo a(¢) = %, b(€) = @

assim,

, podemos escrever
Ax = —a(§) + ib(§).
Podemos escrever explicitamente a solucao da forma
a(t, €) = H(t,€)io + G(t, E)uin,

onde

g(ta 5) >\+ —_ )\_

_ et a(§) a(©)t

= e (b(&)t) + e cos(b(§)1),
R Ayt A_t
Gt = 5=
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Pelo Lema [[LT.3]
i;(§) = A;(§) —iBy () + P, j =01,
entao
a(t,€) = PoH (t,€)+(Ao(§)—iBo (&) H (t, )+PiG(t, )+(A1(§)—iB1(£)G(t, ).
Sejam
Ko(t,€) = Poe "0 S8 sin o))

Ka(t,€) = (A1(€) — iB1(€))G(t,€),
Ks(t,€) = (Ao(€) — iBo(€))H(t,€).

Entao, segue que

a(t,€) = PLG(t,€) + Poe” D" cos(b(€)t) + K1 (t, ) + Ka(t, €) + Ks(t, £).

Usando o Teorema do Valor Médio, vemos

sin(b(£)t) = sin(|¢]t) + ¢(b() — [€]) cos(e()1),
€(§) = Bb(§) + (L= B)IE", B€(0,1)

cos(b(&)t) = cos([§|*t) — £(b(£) — [€]) sin(n(£)1),
n(€) = B'6(€) + (1 - B)gl*, B € (0,1).

Assim,

U = 1efa(5)t—1 sin(|£] ve” & cos(|€|*
(1,6 = Pre~ " sin(ll0) + 7 (11
e~ Ot 1 cos — Py~ ¥®tp sin
+ P b(g)(() €]%) cos(e(§)t) — P t(b(§) — [€7) sin(n(§)t)

3
+YKi(t,6).
j=1

Com a finalidade de obtermos expansdo assintética mais diante, vamos

considerar a fungdo f(r) = ————=. Com isso, e pelo Teorema do

V4 — pdo—2a
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Valor Médio, vemos que

40 —-2a—1
2 O I —

- 1= 5
/4 — |E[40—2a (4 — pto—20)3
com p = B"[¢], B” € (0,1), isto ¢

|£|4972o¢

2 (40 _ 2 )(B//)4972a71

\/W (4- (B//)46—2a|£|49—2a)% )

Portanto,
i(t.€) = Pre~ O SHEED 4 puem(© o€
e s
+ Pt Ot b(E) — [€]°) cos(e(©))
= Poe™ " (b(€) — [¢]") sin(n(e )t)+z3‘;f<j<t,s>.
Definamos

|
Kalt,€) = Pre™* O s t(b(6) — 1) cos(e(6)1)

K (t,€) = —Poe™"©"1(b(€) — [€]°) sin(n(€)1)
(87102 e[*2 sin(lgl*t)

. § —a(é)t 460 — 2 3
( ) ( a)( (5//)49 2a|€|49 2(1)5 ‘g‘a

Estimemos cada K;(¢,€),i=1,...,6.

Para estimar K1(t,&), primeiro estimamos

@ 2 _ |€‘267& 1|€|4972o¢
bo)| |V |

Portanto,
+49 2a

/ [ (1, €) e < & Juoll2at”
|€1<d0
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Para estimar Ka(t, &), notemos que

Gt o) < *‘f'z”tm 2

Assim, para e € (0, min{1, a})

[ maeord<y [ 1 - iR e
£l<éo

[€1<50

26
SCH’UJHQLLG/ e—\f\ t|£|2€_2ad€
[€1<do

+2€ 2a

< CHU1HL1 et

Para estimar K3(t, &), primeiro notemos que
|E(t,€))> < Ce 87 g 2020 4 om1e”t
Entao temos
/ |K3(t, &) P de < C|luol|a / e—\s\29z|£|4e_2ad£
k1<% l€1<60

1e120
+C|\u0\|il/ 6P g
[€]1<60

_ n+446—-2a _n
< Clluollzit™ 27 + Clluo|[71¢7%
Para estimar K4(t, &), primeiro estimemos a expressao
a |2 —2«
be) — P 1] e o
2 < Clgl :
b(€) =3V |£[46—2 + 2

Portanto

/ Ka(t, ) 2de < O[22 / ¢ 1Et g 0=t g
[€1<d0 [€]1<60
n+8 0 4o

< Cllualfat*t

n+40—4a

= Ol |2t
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Estimemos K5(t, ), para isso, notemos que
)2 860—4a
16(§) — €177 < Cle] :

Com isso, obtemos

/ K (1, ) 2de < C|Pofe? / e IEI* g 0-2 g
|€1<d0 [€]1<d0

+86—2
< Clluo|2it?t™ 20

+46—2
= Clluo|3it™ "2

Finalmente, estimemos Kg(t,&). Para isso, trabalhemos com a seguinte

expressao

(B//)46—2a—1 |£|46—2a
(4— (/6//)49*204'&"4972&)%

— 2« —da
< ‘5‘89 4,

(460 — 2a) < 9

I

2 1
pois considerando 6 > at

, temos (7)%722"1 < 1, para 8" € (0,1) e
€]*072 < §5972> < 1, para [€] < do < 1.

Com isso, temos

/ |Ks(t,€))?de < C || o167t ¢80 =02 ge
[€]<d0 [€]<d0
n 0—6a
< Ol |at™ "2

Com todas essas estimativas, temos mostrado o seguinte lema

Lema 5.1.5 Sejam n > 1, € € (0,min{1,a}). Entao, existe uma cons-

tante C > 0 tal que

[ Jae- {Ple*awim('i Dy Poe*“f)tcos(mat)}
le|<bo [3

n—2a+2e

< Cllua|iet™ 20 +C|luolZat™ 2.

2

dg
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5.1.3 Estimativas na Alta Frequéncia

Do Lema temos
Jiue] + |6 a)* < Ce™ PO (Jan]? + [¢[**]o]®) , & € R™.

Como anteriormente, consideramos do tal que do < [€| < 1, entdo

[35d % &
S b L E— > —

Agora se |£] > 1, temos

& 20 5 20 1
p(&) = | |49—2a 2 |4|0—2a = 20—2a "
1+ [¢] 2¢| 2¢|
Assim,
) 7w539t |ﬂ1|2 5
/ |a(t,€)|*d¢ < C e 2 ( 2a + [0l )d§
1€]>60 do<|€I<1 €l
- .12
vof cmes ('“2' +|ﬁ0|2) gt
€121 €[>
C _wégt
< gm¢ (llwa]* + lluoll*)
0

+Ct 73 (Jua [[fynae + [luollfir),

onde a segunda integral foi estimada segundo o procedimento visto na
demonstragao do Teorema [5.1.2]

Por outro lado,

1¢126, Sin? ot 20 o
/ |P1|2e €] twdg_F/ |p0|26 €] tc052(|§| t)de
|€1>60 [€1>60

€[
P 2 _ 260 _ 20
S%/ e €l td§+|Po|2 e €l tae
%" Jig1>s0 €160
1?9 11?9
<Ol + ol [ e
1€1>50
5204

Q

n

< C(lluallzr + lluollzr)e” = 720

< C(lurllzs + lluolz)e™",
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para algumas constantes C' > 0 e d > 0, com ¢ > 0 suficientemente grande.

Com as estimativas obtidas na baixa e alta frequéncia, provamos o

seguinte teorema

Teorema 5.1.3 Sejam n > 2a, € € (0,min{1,a}), & >0, up € L*(R™) N
HSR™) eur € LY(R™) N LA(R™) NW~~*2(R"). Entdo, a solu¢do u(t, &)

do problema de Cauchy no espago de Fourier verifica

/

Rn

2

dg

a1, - { e @ S 4 -0 con(efn |

—2a+2 n
<COllw|2rct™ "2 + Clluo?at™ %

2 2 2 2 —d
+C (luollzr + luallzs + [luol|® + [fua]*) e
+ Ot (|fuollFrw + lun[[Fn—a.2)

para algumas constantes C >0 e d > 0.

5.1.4 Taxa Otima

e Paran > 2a,

2 [eY —2a
[l ae < [t rege < o 5, )
J

Rn

parat > 1.

e Paran > 1,
[ ot < [ g <ort, s
Rn Rﬂ,

parat > 1.
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Pelo Teorema de Plancherel e os Lemas vemos

[[u(t, )l

. - si “t -
lat, ) = lee a<5>t7m|(§||€l ) ¢ Rpemetor cos(|§|at)’

— llat, ) - {Ple—a(g>tsin‘(£||£l“t) + Pye Cos(|§|“t)}

—a(&)t Sln(|§| t) _ |PO| He—a(f)t COS(|€|at)H

€
_ ’&,(t, ) _ {Pﬂi_a(g)tw + Poe_a(ﬁ)t COS(|£|at)}

€l
_n—2a _n _n—2a+2e _n
> ClPit™ %0 — C|Polt” 20 — C|lur]|pr.et 0 — Clluol|p1t™ 20

i

— C (|luoll ot + llurll s + lluoll + [[ual)) e~

-C (HUOHHN + HU1HW,€,Q,2) t 200-a) |

(n—2a)(0 — )

Para k > , temos que existe uma constante C1 > 0 tal que

para t > 0 suficientemente grande
n—2a
u(t, )| > Ci|Pr|t™ % .

Por outro lado, também pelo Teorema de Plancherel e as relagoes ([5.13)),
BT, vemos

alt, ) — {plefa@)tsin'(f\'&alat) + Pye O Cos(|g|°‘t)}H

—a i “t —a o
+|P1|He :snle7) )HJr\PolHe 9 cos(jg|)|

_n—2a+42e _n
< Cllunlpaet™ "5 4 Cluoll at™ %

[[ult, )l = llat, )| <

+ O (fuollr + lluallr + Juoll + Jua|l) e

+C (luollz + [t lypn—a2) t” 70

n—2a

+ C|Pt™ "5 + C|Po|t™ 1o

n—2a
SCQt_ 10 )
param>%et>0.

Assim, temos demonstrado o seguinte teorema
(n—2a)(0 —a)

50 , € € (0,min{1, a}).

Teorema 5.1.4 Sejam n > 2a, k >
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Se ug € L*(R™) N H(R™), us € L“*(R™) N L*(R™) N W"~*2(R™), entdo
a solugdo u(t,z) satisfaz
n n—2«

—2a
Ci|Pift™ 3 < u(t, )| < Cot™ 0,

com C1 e Cy constantes positivas e para t > 0 suficientemente grande.

Observagéo 5.1.4 Notemos que se k—a > 0, entdo L*(R™)NW"*~*2(R") =

H"™%(R"™), isto €, a regularidade vai depender também da escolha desse k.

. . a+0
5.2 Super Damping: Caso ) >0 e % <6

Essa condigao sobre os expoentes dos Laplacianos implica que 6 > «/2
pois estamos assumindo que § < a. Nesta segdo, encontraremos taxas de

decaimento do problema linear

Ut + (fA)‘Sum + (fA)Q u + (—A)*u =0
u(0,2) = uo () (5.15)
ue(0,2) = ui(z),

a+0

com (t,x) € (0,00) X R™, sob as hipéteses 0 < ¢ < a <.

Observagao 5.2.1 A modo de comentdrio, mencionamos como se pode
obter a prova de existéncia de solugao para o problema (5.15)) com hipdteses
sobre as poténcias fraciondrias dadas no inicio desta se¢do.

Aplicando o operador linear (I+(—A)°)"1 em ambos lados da equagio

em (5.15), obtemos
e + (T4 (=8)°) 7 (=2)" we + (I + (=8)") 7 (=A)"u = 0.

Chamando P = (I + (—A)°)™!, A = (=A)*, podemos ainda reescrever a

equagao acima da forma
Uy + PA us + PAu =0, (5.16)

onde v == > 0.

a



156

A equagdo estd escrita na forma abstrata, descrita no Teorema
2.1 do artigo , exceto pelo operador linear e continuo P, isto €, quando
P = Id for o operador identidade.

Revisando a demonstragdo sobre existéncia e regularidade para o caso
P = Id no artigo de Ghisi-Gobbino-Harauz , se pode provar que o
operador linear e continuo P ndo afeta na obtencdo de solugao para o
problema de Cauchy associado d equacdo e, portanto, na do problema
(G.15).

Agora, para obter estimativas para este caso, aplicamos a transfor-
mada de Fourier na varidvel z em (5.15) para obter o problema de Cauchy

associado no espaco de Fourier

(1 + 1€1%)tiee + €% + €)% 0 =0
@(0,&) = to(§) (5.17)
Uy (07 5) =1 (6)

5.2.1 Estimativas

Usaremos o método da energia no espaco de Fourier.
Definimos a densidade da energia do sistema (5.17) por

1 . 1, 2a-
eo(t,€) = 5 (1+ [€[*") | + 5 |&** ). (5.18)
Multiplicando a equagéo em ({5.17) por 7, obtemos que

d N
Seolt, ) + Il = 0, (5.19)

para todo £ e todo t > 0. Também definimos o funcional

er(t,€) = (14 |€[*°) Re(a@) + %Iilw\ﬁlz- (5.20)

Ent&o, multiplicando a equacéo em (5.17) por @ e considerando a parte

real, andlogo como no Capitulo 4 obtemos que

& (GIER1a + 1+ 16 Re(ard) ) + I621af* = (1 + Jelan



que podemos reescrever como

D er(t,€) +1EPal® = (1 + il

Considerando as defini¢oes em (5.18]) e (5.20)), definimos
e(t7 g) = 60(t7 5) + 5p(£)61 (t7 5)7

para 8 > 0 onde p : R™ — [0, 00) é dado por

26
p(§) = 5%7

com ¢ > 0 a ser escolhido adequadamente.
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(5.21)

(5.22)

Derivando e(t, §) em relagao a ¢ e usando as equagdes em (5.19)) e (5.21)),

obtemos a seguinte identidade

d
il
Definindo,

F(t,€) = €[ |a]® + Bp(€)lel** |al?
R(t,€) = Bp(&)(1 + [€1*) ]|

podemos expressar a identidade diferencial anterior como

d
ae(t,f) + F(t,f) = R(tvg)'

Notemos ainda que

e Para [¢] < 1, como [£]*° — 1 <0 < |€]*°72% vemos que

26
LTy
2+ |£|4972a —

o Para || >1e0 > oz—2|—5’

1+ €)% < 20¢l° < 20¢* 7> < 2(2+ [¢]*7%)

t,€) + (€17 |ae® + Bp(&)I€[** |l = Bp(€) (1 + |€1%°) |t

(5.23)

(5.24)



158

e assim,
1+ 1¢*
2+ |£|46—2a —

Portanto, para e < %, temos pela definigdo de p(§) que

20
PO+ = ey Wi <le. 6)

que vale para todo £ € R".
Das definigdes para F(¢,€) e R(t,£) dadas em , obtemos para
e < % de que
R(t,€) = Bp(&)(1 + [¢**) i
< BIEP ]
< BIEP il + B p(€) € af?
= BF(t,8),

isto é
R(t, &) < BF(t,€), Vi>0, VEER". (5.26)

Da desigualdade (5.26)) e de (5.20]), deduzimos
%e(t, O+ (1= B)F(LE) <0, VE>0, VECR",  (527)

para 3 > 0 que sera escolhido suficientemente pequeno.

Lema 5.2.1 Sejam 0 > atsd

M = M(B) > 0 tal que

el <e<L %, entao existe uma constante

p(&)e(t, &) < MF(t,£).

Demonstragao: Observamos que a demonstracgao deste lema é analoga a
do lema similar no Capitulo 4, porém com uma funcao p(¢) diferente e por

isso fazemos de novo os célculos.

Para £ = 0, o resultado é imediato.
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Para £ # 0, pelas defini¢ées de p(§), e(t,§), temos
p(E)e(t,) = p(©) |51+ 6P ad? + 516
+Bp(E)° (146 Re(ar®) + o

Notemos que, como £ # 0, podemos estimar

Assim,

246 2
p(e(t,6) < Iefjauf* (L) 4 T )

+ Bp(&)&* |af® (% + ;éﬁl + @W"”a) . (5.28)

Vamos estimar cada um desses somandos.

Vimos anteriormente que, para 0 < £ < 1, p(€)(1+(¢*°) < |£[*?, e portanto

[

p(§) 25
oHEG (1+1¢17°) < 2 ~ 2

Por outro lado, vemos que para p > 0 e r > 0 vale a seguinte desigual-

dade elementar )

1 S
w

%. (5.29)

Entao, considerando 0 < € < %,

Bp(€)? B 2 €/

= g7

2epore e @ g

B g 1

=2 @i @)
8 1

S 5 . 1 20—«

‘é-‘gﬁ + ¢l
<8
— 4

onde na ultima desigualdade, temos usado a relagdo (5.29).
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Portanto, se 0 < ¢ < %,

PO +IE7) | Bo)? _ B2

AP T2 S 4 (530
Também, notemos que, se 0 < & < % e pela relacao (5.29)
p€) _ 1 €1 1
a a € 40 -2 S ?
215l> 20¢ 2+ )~ 4
© 20—2 262 26
p(OIET™ T €] <1
2 2 (24 [g4072e) — 27
Portanto, para 0 < ¢ < %
L, p®) | pOIE* ™ _35+2
— 4 + < . 5.31
28 2l 2 2 (551
Finalmente, usando as desigualdades (5.30) e (5.31)) em (5.28)), obtemos o
resultado desejado. |

Do Lema e da desigualdade (5.27)) deduzimos para 8 > 0, a ser
tomado suficientemente pequeno, que

Lelt,6) + (1 BpOM e(1,€) <0, Ve >0, VEER".

Essa inequagao diferencial possui solucao
e(t,§) < e "'e(0,6), VEER", (5.32)

com w = (1—B)M™' >0 para B € (0,1).
Para £ # 0, temos a seguinte desigualdade

(L4 Il + 510, (5.38)

+ (14 [¢) Re(i) < -

N | =

Vamos usar essa estimativa para provar o préximo lema.

Lema 5.2.2 Sejam 0 > ats

el <e< % Entao, existem constantes

positivas C = C(B) e w = w(pB) tais que

eo(t,€) < Ce P %e(0,8), V>0, VEER™
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Demonstragao: Para o caso £ =0, o resultado é imediato com C = 1.

Para & # 0, temos pela defini¢ao de e(¢, €) e usando a desigualdade em

(5.33) com o sinal negativo,

c(t,€) = colt€) + Bo(6) | 1+ € Re(a) + 5l€lIaf'|

> eoft, ) — 2 p(e)(1 + e 2lel
= SRl + (1 + ) ladl® (1 - 8o + 6l ™™)

Como p(&)(1 + [¢[*°) < [€]*, para 0 < £ < £, podemos estimar

Bp(€)(1 + |€12) €] < BleI*|e|~* = B

Portanto, se 5 € (0, 1), obtemos

1

eft,€)> glePelaf? + LoD (14 1)
> (1- Beo(t.€), VEECR (5.34)
De e 7 deduzimos
olt.€) < Toge 1 e(0,6), VEER™ (5.35)

Por outro lado, usando a defini¢ao de e(t, &) e a desigualdade (5.33)), temos

e(t,€) = eo(t, €) + Bp(€) | (1 + |E) Re(T) + ~1¢[*af?

1
< eolt, )+ Bp@)IEP* al* + 2 p(€)(1 + € lel e

Agora, como p(£)(1+ |£]?°) < |¢]?%, para 0 < < 3, temos a seguinte

estimativa

p(E) (1 + €120)%1€ 72 < 1O (1 + e ]e] ™ = 1 + ¢

Também, se 0 < e < %
0 l¢* 0 |g[*0— 2
P& _W'K\Q SW'HQQSKV‘)-
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Portanto,
1 285\15 12, Lip2a102 , B 25\~ |2
e(t,) < gL+ IE1)ae” + SIEal”™ + 5 (1 + €17 |a]
+ Bl al*
< (28+ Deo(t,§). (5.36)

Finalmente, considerando ¢ = 0 na desigualdade (5.36]) e da desigual-
dade em (5.35)), obtemos

eo(t,€) < Ce " %eq(0,€), Yt >0, VEER,

comC’:C(B):2167+/81,para0<6<160<5§%. |

a+ 6

Teorema 5.2.1 Sejam n > 1, 6 > ee>0. Seu € L'R™) N
HE(R™), uy € LY(R™) N HOTE(R™), entdo

n+2a

luellZrs + 11(A) Full* < O(L+ )73 flual|Za + C(L+8)" 2 Jluol|Za
+ O+ 1) (|fur[[Fore + lluollFrare)

com C > 0 uma constante.

Demonstragao: Pelo Teorema de Plancherel e o Lema [5.2.2]
faalBys + I FulP < € [ e [0+ €Panl? + Jela”] de
Rn

Estimemos essa integral na baixa e na alta frequéncia.

e Para [¢] < 1, temos que 2 4 |£]*°72% < 3 pois 6 > a/2 e assim

€ e

260 — 26
2_"_'6'49,20& = 3|§‘ Cl|§| .

p§) =e-
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Portanto, do Lema
e PO [(1+ ¢l + ¢ [aol] de

—crwl€|?%t 25
<[ [+ 1629 + I aol?] de

< (ca+n7#F +00+H7" ) ul

m

_ nt2«
+CO+1) 5
<

[[uol| 71

C(L+ )73 ur |24 + C(L+ )75 Jluo |31

e Para [£] > 1 temos 2 + [¢]*972* < 3|¢|**72% pois 6 > a/2 e entdo

©=c s>
P 2+ ‘§|4972a -

l€1*° c2 c2

£ >
3 |¢[10—2a - |€[20-20 = [¢[i0—2a"

Portanto,

[ et [l + €% aol] de
[§1=>1

_ weot
< [ EEE [l + €l de
l§1>1

__ weot
< [ () (e i+ P o) de
§l>1

Agora estimamos

weg (14t)
weot - 402« we
__weat e &l __wea
|40 —2a —2e) _ |40 —2a
sup <e €] sup EE e
lg1>1 |€1>1
weg (14-t)
e ri6—2a
< e sup P
r>1 T
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w(l+1t)

r20—a

2 2e
wegt —C20° [ 520—-a
- g— -2 € g
sup <6 ‘5‘4 2a |£| 6> S ewCQ Sup < >

[g1=>1 13050 \ w¥—a (1+t)ﬁ

Consideramos agora a mudanga de variavél o = . Entao

2e
___€ _ € 0'207u
=eY?w W (1+1t) 22 sup [ —
1>0>0 \ €27

< C(l +t)7266—a’

onde C' = C(e,0, «, ) é uma constante positiva. Assim,

[ et [ il + €aol] de
|€1=>1

<o+o 7w [ (Il + a0l de
lg[>1

= C(1+6)7 2 (|fur]|Fose luollFra+e) -

Finalmente, das estimativas na alta e na baixa frequéncia segue a conclusao

da prova do teorema. |

Teorema 5.2.2 Sejam n > 2a, 6 > a?—i—é) e>a—4. Seup € L*(R™)N

HE(R™), u1 € L*(R™) N H T~ (R™), entdo
n—2a n
lu(t, I < CA+8)7 20 [lua||Zs + C(1 + )72 Juol|7:
+CA+1) 77w ([ualFrsre—a + luollZre) -

Demonstragao: Pelo Lema[5.2.2] para £ # 0, vemos que

R v 1+ €% R
la]* < Ce PE)t (7( \5‘51 )|u1|2 + |u0|2> .

e Na baixa frequéncia, |{] < 1, vimos na demostragdo do Teorema

2] que
p(€) > crlel.
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Entao obtemos

6
/|§‘< |ﬁ|2d£ S O/§|< e*wcl‘ﬂ? t (|€|7204|,d1|2 + |”&0|2) d£
<1 <1

2o 2 —n 2
7 Juallzr 4+ C(1+ )™ 27 [Juol|71

<C+t)”

e Na alta frequéncia, || > 1, vimos na demonstra¢io do Teorema

que
_ weotl

s e Teie-2a .

p(&) > €[ ‘2‘|L1>Pl T <C(1+t) 7=,

e com isso obtemos de modo similar como no teorema anterior que

_ weat
/| ja?de < /| e TETE g 72 (g2 iy P ¢ faol) d

§l>1 gl=>1

<O+ 75 (Jlua|fysse-a + lluollfe) -

Portanto, das estimativas na baixa e na alta frequéncia, segue a prova

do teorema. =

Observagao 5.2.2 A hipdtese de € > a — § implica que a exigéncia de
regularidade adicional nos dados iniciais parece ser forte, por exemplo sobre
o dado inicial ug. Sendo assim, isso pode ser contornado considerando
apenas € > 0 e up € WH*2(R™) obtendo a seguinte estimativa que exige

menos por exemplo no dado ug embora resulte em taxa menor.

€

/W (afde < C(1+8)" 5% ([Jua|Bysseorn + lluollre) -

5.2.2 Expansao Assintética: Super Damping

el
2

na Secdo Portanto, a expansao assintética é a mesma, mas neste caso,

Como 6 > O‘TH, implica em 6 > estamos no mesmo caso estudado
teremos cuidado com as desigualdades que relacionam as poténcias fra-
ciondarias. Notamos que a hipdtese principal sobre as poténcias fraciondrias

na qual trabalhamos é 0 < § < o como na Segéo [I1]
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Estimativas Zona Baixa Frequéncia:

No que segue desta segdo, vamos fixar 0 < dg < 1 e trabalhar na regidao

de baixa frequéncia com 0 < |£] < do.

Assim como foi feito na Segao para obtermos expansao assintética

na baixa frequéncia, mantendo as notagoes, temos

__ g _ VA £ g — fg[t e
O g 0T wEm

Notamos entdo que para |£| < do temos que

AL+ E%) = [g1* > > 0.

Entao, conforme Segao as raizes do polinémio caracteristico associ-

ado & equacdo em (5.17) no espago de Fourier, sdo dadas por
A= A() =a(§) * i b(8),

com a(&) e b(§) fungdes reais de &.

Agora, como na Secdo 4.1} onde calculamos a solugdo explicita no
espaco de Fourier, na zona de baixa frequéncia, onde foi aplicado o Te-
orema do Valor Médio na solugdo explicita, temos vélida, também neste

caso em consideracao de super damping, a seguinte identidade

a(t, €) — e O Py cos(|¢]*t) — e*a@tpl% (5.37)

= Ki(t,€) + Ka2(t,6) + K3(t,8) + Ka(t, &) + Ks(L, &) + Ke(t,§),
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onde
K (4,6) = (Ay(€) — iBa(E)) e*““”%,
Koo (£,€) = (A0(€) + iBo(€)) e~ cos((€]"t),
Ks(t,6) = —““”"é §s1n< )it
Ka(t,€) = —e~"© (b(€) — |¢]*) sin(n(€)t)ito,
o (B(E) - \£|°‘ sin(e|*)
Ks(t.0) = ( e ) gl
(t 5) 7a(§)t (b( )( )‘gl )COS(/L(S)t)’&l,
a+d a4+ 26

com —— <0< ,onde Py e P; s@o as integrais dos dados iniciais
uo € u1, respectivamente.

Notamos que as duas expressdes em Py e P; em formam uma
possivel expansdo assintética. De fato, para isso, vamos mostrar que as
fungoes K;(t,&), para ¢ = 1,...,6, tem decaimento mais rapido do que as
expressoes em Py e Pi.

Como nos casos anteriores, vamos estimar na norma L?, cada uma das
fungoes K;(t, ), para i = 1,...,6, sob as hipéteses dadas no inicio desta
secao.

Notemos que, pela definicao de a(§) acima, podemos estimar o termo

exponencial presente em todas as fungoes da seguinte forma:
14126
e—2a(5)t < e_2|5\ t’ t>0, |£| < 8.

Para estimar K;(¢,&) consideramos um ndmero &, tal que 0 < k < §.
Assim

2cx+ K

/ Ko (1, €)[2de < Cllur |2t
|€1<d0

desde que 0 < k < min{1,¢}.
Estimemos agora K»(t, ). Para todo ¢ > 0, temos

/ Kt €)[2dE < Clluo|2t™ 5.
|£1<d0
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Para estimar K3(t,&), notemos que se || < §, com § o expoente do

termo de inércia rotacional.

4(1 + |€|2§) _ |£|49—2a 2 4 — 639—2& Z 0’

pois o < 1.
Assim
@‘ _ |€|26—a
bE) | A+ [E?) — [g[r0—2a
< [9

- /4 o 68972‘1

para |£| < §p. Portanto, estimamos K3(t, £) da seguinte forma

n—2a+460

1 _
/ K (8, €)[2dE < —Jjuo|[22t™ "5
l€1<0 4 -4

Para estimar K4(t,£), observamos primeiro que

) — ¢l < BL | /aa ey — e 201 + 1)

e a0 ) — (g — a4 je*)?
S 4|t €7 - €2 + 2(1 + [€]2)
€[> 25 10—20\2
<c €17 + Je]
(\/4— 6320 4 2)2 ( )
< Clefore,

20
para todo |[€| < o < 1 e pela hipdtese que 6 < a—; .

Assim,

e120 o
/ Ka(t,€)2d€ < Cluol|21 12 / 16t g 0+20 e
[€]1<60 [€]1<é0
n 5 a
< Clluo|21 8%t 50

n+456+2a—46
20

= Clluol|z:t

2
Agora, como 6 < %6, temos 40 < 2a+446, o qual implica 40 4+2a—46 >
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0. Portanto, dado que 0 < Kk < § < a vemos que —2a + 2k < 0 <
46 + 2a — 46. Assim

n—2a+2r
[ 1Kt o)Pde < Cualfe "5
[€]1<d0

para t > 0.

Para estimar K5(t,¢), notemos que para |[€] < §p vale a estimativa

‘b(é) il (400
b(¢)

2

VAL F €)= [ — 2(1 + [¢[*)|”
AL+ [€[) — [g[—2=

C 45
Hmm ,
0

onde a dltima estimativa foi obtida semelhante aquela feita para Ka4(t,§)

Portanto, a estimativa para K5(t,&) resulta em

C _ 20
[ o < —ful [ e
le1<8o 4-4, le1<do

S—
el* g
n— 2a+ s
> 4_639_2(1 Hulnth
_n—2at2k
26

2
m”ulnut

pois, —2a + 2k < —2a+ 26 < —2a+ 44, para 0 < kK < §

Para estimar Kg(t,£), vemos que se 6 < a+26
o qual implica 46 — 40 > —2a.

, temos 40 < 2a + 46,

Portanto, existe g2 > 0 tal que 46 — 40 > —2a + 2. Com isso, final-
mente, obtemos

/ Ko (t,€)2de <
[€]1<é0

_ n+45-46
7

2
W”m 71t

2a+ 2

< Mm”“l”m’f
— Y

Com todas essas estimativas, temos demostrado o seguinte teorema

2
Teorema 5.2.3 Sejam 0 < 6 < a com atd <0< +2

. Considere-
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mos os dados iniciais

up € L*(R™), u; € LV (R™)

com € (0,min{1,d}). Entdo existe um nimero g0 > 0 tal que a solugdo

u(t, &) para o problema satisfaz

/|§\550

n—2a+te !
S C||u1||il,nt7T0 + CHuOHilt,%

4 [e% 2
a(t,€) — Poe™ 9" cos (|¢]1) — Ple*““‘“% d¢

I

para todo t > 0 com C' uma constante positiva e

Poz/ uo(z)dz, P :/ ui(z)dz.
Rn R

Observagao 5.2.3 Notamos que no teorema acima g0 = min{2x, €2, 2a}.

Estimativas: Zona de Alta Frequéncia

Pela estimativa obtida no Lema[5.2.2] temos para £ # 0

R w 1+ €% A
\u|2 < Ce Pe)E (7( —‘Z"ﬂ )|u1|2 + |u0|2) .

Para do considerado na subsegdo anterior, vamos considerar primeiro o

caso do < [¢| < 1. Entao fica facil de ver que nessa zona vale que

\§|20 €1 ¢£120 26
p(§) :E'W > §|f| > c10g -

Portanto,
_ 260 _ R R
/5 <\€\<m|2d€ = C/E <|§\<€ e ((1 + |§|26)|§| 2a|u1|2 * |u0|2) <
o<[¢|<1 0<[¢IL1
260
< S e (| o ).
0

Por outro lado, para |£] > 1

€1*° c2
= . >
p§) =e 2+ |£[40—2a = [ga0—2a"
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com cg > 5/3 uma, constante.
Assim,
___cpwt
[, fifde< o [ TR (il al + ol
£l>1 >1

< Ct7 3w (Jur s se-a + JluollZre) , (5.38)

onde a integral do lado direito foi estimada segundo o procedimento visto

na demonstracdo do Teorema [5.2.1| para e > a — ¢ .

Por outro lado,

2 o
[ amperter S e [ gy e o cos? (g e
|£1>60 [£]>80

€2
2
< C|§210|¢ / e_lg‘zetd£+C|P0|2/ e—lé\zetdg
0 [€1>60 [€]1>60
2 2 _le2, e,
< C (Jluoll? +||u1||L1\)/ i
[€1>60
2 2 —ﬁt -
< O (fJuolZs + ffur|22) e~ K 4 1) 3
53?0
< O (fluollZr + lur]22) e 8, >0,

com C' > 0 constante.

Observagao 5.2.4 Para ter possivel menor exigéncia de reqularidade dos

dados iniciais, poderiamos considerar apenas € > 0 e up € WotTe—2 (R™)

na desigualdade (5.38)).

5.2.3 Taxa Otima

Combinando as estimativas obtidas na secdo anterior para a baixa e

alta frequéncia, temos o lema seguinte

Lema 5.2.3 Sejam n > 2a, 0 < k < min{1,6}, e > a — 6, up € L'(R™*) N
HER™), up € LY"(R™) N H*T"*(R"). Entdo a diferenca entre a solugdo

u(t, &) do problema de Cauchy no espago de Fourier e seu perfil assintdtico
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2

verifica
a(t, &) — {HW“”W + Pye &)t cos(|£|at)} d¢

L. G
n—2a+42k

< Clualzret™ 20 +Clluol7rt

n
260

—d
+C (luollzr + lluallze + luoll* + Jua]|*) e=
+ Ot 25 (Juolfre + [lua|[Frs+e—a)

20
com C > 0 constante e d = 6%.

Finalmente, mostraremos taxa 6tima para a norma L? da solucéo a

qual vem expressa no seguinte teorema

2
Teorema 5.2.4 Sejamn > 2a, P #0,0< 6§ < a, O[TM<0< at2

20 — «
20

€ (0,min{1,4}), € >

(n—2a) e
uop € L*(R™) N H(R™), w1 € L™ (R™) N H T (R™).

FEntdo existem constantes Ch > 0, C2 > 0 e tg >> 1 tal que para todo
t > to vale

C1‘P1|t < u(t, )| < Cat™ EG

sendo u(t,z) a unica solu¢ao do problema

Demonstracao: Para n > 2«, valem as estimativas

/ ‘“wtsm‘gi oin UEI™0) e s/ eI g2 ge < o
. o

/ 761" cos? (J€|t)de < / e 16 qg < ot
R™ R™

para t > 0.
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Pelo Teorema de Plancherel e os Lemas [1.4.4] vemos

[lult, Il = llat, )l = |~

. @
efa(ﬁ)t Sln(|£| t) H _ |P0| Hefa(ﬁ)t COS(|€|at)H

€l

ey = { oS BEED . pem©tcos(efn ||
_n—2«a _n __n—2a+egg _n
> C|Pit™ 40 — C|Polt” 20 — C|lut]|pr.nt 40 — C|luol|p1t™ 20

= C (|luoll ot + llurllzs + lluoll + [[ual)) e

= C (luollme + lut|| go+e—a) t™ 277,
260
com d = %
Assim, existe uma constante C; > 0 e um t; > 0 tal que, para todo
t Z t17

n—

2a
40
)

l[u(t, ) = Cr|Pr]t™

pois todas as parcelas na estimativa anterior decaem mais rapido no tempo
que o termo com P;.
Por outro lado, aplicando mais uma vez o Teorema de Plancherel e as

relagbes, vemos
) —a(e)esin(|€]“t —a a
e, = e, < 171 o= D |y et coso)|

+|lae, ) - {Ple-a@)tw+Poe_a(g>tcos(‘£‘at)}H

€[>
_n—2a+teg _n
< Cllullpret™ 1 + Clluol| g2t ™7

+C (lluoll 1 + llusllpr + [luoll + [fur]]) ™

+C (Jluollse + [fur|| pro+e—a)t~ 720

2a

+C|PtTT 4+ C|R|t o

_n—2a
< Czt 0

B : n—2a €
PO1s assumimos € tal que —16 < 10—2a -

Assim, concluimos que
n—2a«
[u(t, )| < Cat™ 5

para alguma constante C2 > 0 e para todo t > 0.
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Com essas estimativas e considerando ty = t1, o teorema de optimali-

dade esta provado. |



Capitulo 6

Existencia e Unicidade
de Solucoes para o

Problema Semilinear

Neste capitulo, fazemos um breve estudo do problema de Cauchy se-
milinear (8 # 0) (6.1, o qual envolve condigbes para obtermos existéncia

e unicidade de solucao.

it + (=) use + (=A)*u+ (=A) u = B(—A) (uP),
(0, z) = uo(x), (6.1)
ue (0, z) = w1 (z),

onde u = u(t,z), com (t,z) € (0,00) x R™, p > 1 um inteiro e poténcias
fracionarias para o operador Laplaciano satisfazendo 0 < § < a, 0 <60 <

s , s
% e max{&%—%}g'yg%.

Como no caso linear, consideramos o espago de energia X = H*(R™) x
H’(R™) e rescrevemos o problema de Cauchy (6.1)) na forma abstrata

dU
{ = =BU+F(),

U(0) = Uy,

(6.2)
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onde U = U(u,ut), U(0) = (uo,u1) e B, F operadores adequados os quais

serdo obtidos segundo critérios semelhantes aos descritos no Capitulo

6.1 Existéncia e Unicidade

Nosso objetivo é primeiramente definir adequadamente os operadores
B e F na formulagao abstrata (6.2)) e a seguir, verificar que tais operadores
satisfazem as hip6teses do Teorema [1.3.1

Para tal fim, consideramos dois casos

e 0 1)

IN

0
a+0
2

IN A

e 0

IN

0<6<

6.1.1 Caso0<0<$

Rescrevemos o problema ([6.1)) na forma matricial

d
—U=B F
dtU U+ Fi (D),

U(0) = Uo,

(6.3)

onde
By : D(Aa) x H*(R™) — H*(R™) x H°(R"™)

0 I
By = ,
—Aa 0

o operador A, é definido como no Capitulo [2] isto é

é o operador definido por

Ao = (T4 (=2)°) I+ (-A)%),

com dominio D(A,) = H?**%(R") e Fy : D(A,) x H*(R™) — H*(R") x
H?’(R") operador definido por

U 0
" ( v > ) ( (I +(=A)) 7 (u= (-A)0 + B-A)w) )



177

Os operadores A, e By ja fora estudados na existéncia do problema
linear. Foi também visto que o operador B é gerador de semigrupo. Assim,
basta mostrar que o operador F} estd bem definido sobre o dominio de B
e que é Lipschitz continuo em conjuntos limitados A C D(B1), quando

n
200 — 6 > —.
2

Tendo em conta a desigualdade

1 2a _
i <o)

e o Lema , para s =2a—9 > g, vemos que, para U = (u,v) € D(B1)

I1F2 (u, v) 205 s < Clllullzgza—s + [0l + [0 [ Fr2a-s)

2 2 2
< Cllullza—s + ol + lulljfza—s) < oo,

o0 que mostra que o operador F; estd bem definido sob as condigoes 0 <
é
v < ot e2a—5>g.

Resta mostrar que o operador F é Lipschitz continuo sobre conjuntos

limitados em seu dominio. Para tal fim, primeiro precisamos de dois lemas.

Lema 6.1.1 Sejam 0 < 0 < 6 < a, 0 < v < 2% 5 > 1 inteiro e

2
1<n<22a—73). SeU = (u,v), W = (w,2) € D(B1) = H*°(R") x

H*(R"™), entdo existe uma constante C > 0, tal que

[E1(U) = B (W)l x
<O L+ IBO)IE T + 1Bi(W)IE) 1By (U = W)]lx.

Demonstracao: Usaremos a seguinte estimativa

1+ €% _
i <o)
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Assim, para U = (u,v), W = (w, z) pertencentes a D(B;) = H**™° x H®
| FL(U) = Fx (W) || 570 w116
1 0 ~2 1 4015 212
<cof — Y ja—wparo [ —L |40 2
< [ Trigmle o+ [ il - sde
1 o~
C _— YuP — wP|*d.
0 [ ORI @ - e
<C |11—1I;|2d§+0/ (1+|§\2<29*‘”) o — 2|2de
R™ R"
+C [ (141gP) fur - wh g
R'll

= Cllu—w|* + Cllv = z[[720-5 + Cllu” = w3275

n o
Pelo Lema [1.1.10} para s = 2a — § > 3 e p > 1 inteiro e o Lema ,
vemos que
IF1(U) = FL (W)X < CllAa(u—w)|[5s + Cllv = 2|/ Fa
_ 12
+C ([ Aaullfs' + [ Aawlfs") " | Aa(u — w)|7s
<O+ IBUIE + 1BWIE) [1Bi(U - W)k

a+d

2
€ D(B1), entdo existe C > 0,

Lema 6.1.2 Sejam 0 < 0 < 0 < «a, 0
1<n<4a—24. SeU = (u,v), W = (w, 2z
tal que

IN

7 <

, p > 1 inteiro e

~—

(|1B1(F U — FAW)||x
SC A+ BUIE + BWIE) 1B (U — W)l x-

Demonstragao: Para U = (u,v), W = (w, z) pertencentes a D(B1), e
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pelo Lema temos

IBL(FiU — FuW)1%

<o f (1+1ere) o -l
R’!‘L

+ C/ (1 + |£|2(a—26+28)) o — 2|2d£
IR'VI

+C (1 + |§|2(a*2“+2”) @b — wh|*de
]:R’VL

= Cllu = w][3ass + Cllo = 2l 3a—sss20 + Clle? — 0P [Zaassan.

Aplicando o Lema|1.1.10}f com s = 2a¢ — § > % ep>1, eo Lema ,

obtemos

|Bi(FiU — FyW)|I%

— _ 2
< C|BL(U=W)|Xx + C (CIBU|EK + CIBWE) ™ | Bo(U — W)X
<C A+ |BUIE + I1BWIE D 1Bi(U — W)X

|
Sejam dados U, W € D(B;) = H** %(R") x H*(R"), entdo pelos
Lemas el6.1.2] existe uma constante C' > 0 tal que

|F(U) = Fr(W)lx + [|Bi(FiU — FAW) | x
<CA+BO)E + IBi(W)IE ) 1BL(U — W)]|x.

Assim, dada uma constante M > 0 e dados U, W € HZO‘*‘S(R”) X
H*(R"™), com

VIS + IBLO)IE < M e WK + [Bi(W)lIx < M
vemos que € valida a seguinte estimativa
[F2U — FiW | x + [|Bi(F1U — FiW) | x < CLum|[B:(U — W)l|x,

onde Ly =14 2MP~ L,

Assim, Fy é um operador Lipschitz continuo sobre conjuntos limitados
de D(B1)
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Como vimos no Capitulo[2] By é gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragées de classe Cp em X, portanto, pelo Teorema[I.3.1| existe uma
tnica solugdo do problema de Cauchy (6.3).

Resumimos todos esses resultados no seguinte teorema

Teorema 6.1.1 Seja 1 < n < 2(2a — d), onde n € a dimensdo do espago
5
esejam 0<0<i<a, 0<y< at

NICIALS

e p > 1 inteiro. Entao, para dados

(uo,u1) € H** % (R™) x H*(R™),

existe uma unica solu¢iao u = u(t,x) para o problema de Cauchy associado
a equagdo semilinear dada em verificando

ueC? ([o, ), H‘S(R")) nc([0,7), H*(R™) N C ([0, ), H2a_5(R")) ,

definida em um intervalo mazimal [0, T), de modo que vale uma, e somente

uma, das segquintes condi¢oes
a) T =o0;
b) T<ooe tl%(ﬂU(t)Hx + |B1U(#)]|x) = oo.

6.1.2 Caso0<s<g<®FO

Neste caso reescrevemos o problema de Cauchy como

U; = B2U+F2(U),
U(0) = Uy,

onde
By : H**7°(R™) x H*(R™) — H*(R™) x H°(R™)

é o operador definido por

By — 0 1
—Aa —Ap

com os operadores A, e Ay definidos como no Capitulo [2} isto é

Ao = (14 (=A)°)
Ag = (T4 (=2)%) " (I+(-4)%),

—~
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cujos dominios sao D(Aq) = H?**°(R") e D(Ag) = H**%(R™) e o opera-
dor Fy : H**7%(R") x H*(R") — H*(R"™) x H°(R") definido por

0
"o ( (I+(=8)°) " (I +B(=2)wr™) )

Como no caso anterior, vamos mostrar que o operador F» estd bem definido
sobre o dominio de B> e que é Lipschitz continuo em conjuntos limitados

A C D(B3), quando 2ae — § > g

Semelhantemente ao caso anterior, pelo Lema|1.1.8, com s = 2o —§ >

g, temos que para U = (u,v) € D(By)

||F2(u:'U)||2D(BQ)><H(¥
< Ollull}a-zs + Cllvl|3razszs + Cllu® |3ra—ss+2+
< Ollullfgza-s + Cllvlliza + [[ullfaas

< 00,

0 que mostra que o operador F> estd bem definido sob as condigoes 0 <
1)
v < ot en < 2(2a —9).

Assim como no caso anterior, para mostrarmos que o operador Fj é
Lipschitz continuo sobre conjuntos limitados de D(B2), primeiramente pre-

cisamos de dois lemas previos.

Lema 6.1.3 Sejam 0 < 0 <0 < QTM, 0<~y< CMTM, p > 1 inteiro e

1<n<4a—25. SeU W € D(Bz) = H* °(R") x H*(R"), entdo existe

uma constante C > 0 tal que
[F2U — FaW | x

<C A+ |IBUIK " + 1 B2WE) [ B2(U = W) x

Demonstragao: Usaremos a seguinte desigualdade

1+ €% _
I <o)
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Para U = (u,v) e W = (w, z) em D(Bs),

12U — BaW [ Fa gy

1 ~ ~12 / 1 ~ ~12
< —|u — w|"d§ + ——|v— Z|°d.
< [ Trgle ol [ gt - P

1 2114775 _ Th 2

— — wr|’d
+ | e e
50/ |a7@\2d5+c/ [0 — 2|°d¢
R™ RrR™

+ C/ (1 + |§|2<2”*5)) [uP — wp|?d¢
R’n

= Cllu—w|* + Cllv — 2[|* + Cllu” = w” | Fr2y-s.

Pelo Lema|1.1.10, com s = 2 — § > g ep>1,eo Lema temos

12U = FaW[3a s < CllAa(u = w)l5s + Cllo = 2l7a
— —1\2
+C (| Aaullfys’ + [ Aawlhs")” [ Aa(u — w)llzs
— —1\2
< (L+IBUIE + 1 B2W %) [1B2(U = W)

5 5
Lema 6.1.4 Sejam 0 < 3§ < 0 < % 0<~< %,pz 1 inteiro e

1<n<4a—26. SeU, W € D(B2) = H**7°(R™) x H*(R"), entdo existe

uma constante C > 0 tal que

| B2(F2U — W)l x
<C A+ |BUIE " + [ BaWE) [ B2(U = W) x

Demonstragao: Sejam U = (u,v) e W = (w, z). Considerando as desi-
gualdades

1+ ¢
(14 1€]29)2

1 26042 i

<O (1+]gPe™),
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podemos estimar

| Bo(FoU — FaW)[37a s pro

1+|f|2a L2 52 2 iy 2

A

—+

1+|£|29 N S P SR,
T fepry (8= 0F + 10— 2 + 18161 @ - w7[?) d
Rn

c/ (14 12> ja— b

24¢

%

+C [ (1 lgPe) o - 2
]Rn
/ (1 + |€|2(a725+2'y)) |ﬂ5 o ®‘2d£
R
2(20-38)\ |~ (2
+C/ (1+|§| )\u—w| de
R!L
/ (1+ 1P fo - 2Pde
R
(1 + |£|2(29—35+2w)) |@ _ 7,/07’|2d§

- cnu — w|[2amss + Cllo = 2l|%amss + Cllu? = w

p||§{a726+2'y

+ Cllu — w”i]ze—ss + Cljv — Z||il29—35 +Clu? — wp||i129—35+2~,.

Pelo Lema [1.1.10} com s = 2a — § > % ep>1,eo0 Lema temos

finalmente

| Bao(FoU — szmi < Ol Aa(u —w)|%s + Cllv — 2]
+C (| Aaul®3t + ||A WP | Aa (u — w)|[%s
< C (14 |BUIE + [ BaW IR 1 B2(U — W)

Agora, pelos Lemas [6.1.3] - - temos que, para U W € D(Bz) =
H?*(R™) x H*(R™), existe uma constante C' > 0, tal que

12U — oW |x + || B2(F2U — F2 W) x
<C+|BUIK + 1BWIK) B2 (U = W)l
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Assim, dada uma constante M > 0 e dados U, W € D(B;) tais que
U5+ 1B2U 5 < M e WIS+ [ B 5 < M
entao
|FoU — FoW||x + || B2(FoU — F;W)|[x < CLa||B2(U = W)l x,

onde Ly =1+ 2MP~ L,

Assim, F» é um operador Lipschitz continuo sobre conjuntos limitados
de D(B2).

Como vimos no Capitulo[2] B; é gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragoes de classe Cp em X, portanto, pelo Teorema [[.3.1] existe uma
Unica solugao do problema de Cauchy ([6.4)).

Resumimos todos esses resultados no seguinte teorema

Teorema 6.1.2 Seja 1 < n < 2(2a — §), onde n € a dimensdo do espago
é 0

e sejam 0 < § <0 < at ,0< v < at

dados iniciais

e p > 1 inteiro. Entdo, para

(w0, u1) € H** 7S (R™) x H*(R™),
existe uma unica solu¢iao u = u(t,x) para o problema de Cauchy associado
a equagdo semilinear dada em verificando
we ¢ ([0,7), H'(R") N C* ([0, T), H*(®")) N C ([0,T), H**~*(R")) ,
definida em um intervalo mazimal [0,T), de modo que vale uma, e somente
uma, das sequintes condicdes
a) T = oo;

b) T < o0 e lim (JU@)|x + [ B2U(0)1x) = oo

6.2 Solucao Global

Nesta secao faremos um breve desenvolvimento na obtencao de solugao
global para o problema semilinear associado & equacao (6.1). Para isso,
é suficiente mostrar que a condigao (b) nos Teoremas e nao
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acontece. Lembramos que a existéncia local é obtida com a hipdtese

0<y< 22

Mas para obtermos solucao global vamos precisar da condigao adicional

que
a+o

2

a n
ax{0, 5 -2 <y <
max {0, 5 -} <7<
eque 2a—46> 3.
Por exemplo, para o caso da equagio da onda em que a =1e d =0
temos a condigdao que i <v< % paran =1 e para n = 2,3 podemos ter
0<vy< %

Para a equagao de placas com inércia rotacional, temos « =2 e 6 = 1.

<'y§% se n =123 e

n

Com isso devemos trabalhar com 1 — 7

O<’y§% para n > 4.

Aplicando transformada de Fourier em relagéo a varidvel x ao problema

de Cauchy em ([6.1), obtemos o seguinte problema no espago de Fourier

(L +[E1%) e + €[ + [€]* 2 = BIE[*TuP,
ﬁt(O,f) = al(f),

onde 4 = 4(t, &), com (¢,€) € (0,00) x R™, B # 0, p > 1 inteiro e poténcias
fracionéarias satisfazendo

a+ 6 a n a+0
are a_n < .
2 ’Im“{o’z 4}<7- 2

Pelo principio de Duhamel, e usando as condigoes iniciais, a solugao

0<6<a, 0<OH<

4(t, &) do problema associado no espago de Fourier é dado por

R R t 2 .
(€)= G(t. %0 + HOT +5 [ At =76 s (n o
(6.6)
onde
. _ )\Jre)\_t _ )\76)\+t N _ e)\+t _ 6)\_t
CLO=""y—o o HBO=Tm
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com as raizes caracteristicas da EDO no espago de Fourier dadas por:

e VA [ i el O )

A 2 (11 EP)

Para as funcoes G e H dadas acima, se verificam as seguintes estimativas,
paracada { € R" et >0

SN I NI g
Gt ¢)| < e 379", Gelt,©)| < 5em b :
G0 #69) (T [€F)
. 2 1 25 . 2

e < e pror LIS At o) <sem 879 (6.7)

€[>

Como €57t < 1, para qualquer (¢,€) € [0,00) x R™, concluimos das

estimativas anteriores que,

'é(t,g)f <5, ‘ét(t,g)f <5 L

5 26
<5 (LHIE)

.ﬁ(tvé-) = W7

A estratégia para obtermos solucao global é supor que T' < oo, € com
essa hipétese, mostraremos que ||U||x + ||[BU||x < oo, para qualquer ¢ €

[0,T), contradizendo o resultado dos Teoremas e .

Observagao 6.2.1 Notemos que, para o caso em que 0 < 6 < § < a,

temos
IUI% + 11B1U[% < llullfre + llwellFs + luellzre + [[AaullFs,
enquanto, para o caso 0 < § <0 < %*5

IUI% +11B2Ul% < ullzre + llucllzrs + lluellre + [ Aaullzs + | Aoull s
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Para a dltima norma, usando o Lema, podemos estimar

Aoullys = | 1+ 1610 S e

<c [ iy il
<C [ O+l P
= CllulFra.
Assim, temos a segquinte desigualdade, quando 0 < 6 < 6 < O‘TM

2 2 2 2 2 2
Ul + 1B2U|lx < Cllullae + [Juellrs + lJuellme + [[Aaullzs.

Portanto, vamos provar a ezisténcia global considerando a estimativa
abaizo que € valida para ambos os casos de B1 e Bs. FEntdo precisamos

estimar o lado direito da desigualdade abairzo sob a hipotese de que T < 0o

0% + 1BU% < Cllulliza + Clluelzgs + Clluclzra + CllAaullzs,

onde B = B; ou B = Bs.

Considerando a observacéo anterior e lembrando que X = H® x H®,
usando a defini¢do de espagos H® e do operador A, obtemos a estimativa

seguinte

U1 + | BUI% < C / (1+ [ af2de + C / (1+ [€127) | d
Rn R”L

1 2c\2
+ C/Rn(l + |£|2a)|ﬁt|2d£ + C/Rn(l + ‘él%)$|ﬁ\2d§,

Usando o Lema [1.1.5| na udltima integral, e organizando adequadamente,

obtemos
01+ IBUIS <0 [ (16 + 0+ 16 ) e

+C [ (1) + (4 16 ) e,

Rn

Sustituindo na estimativa anterior @ e 4., pelas suas solugoes explicitas
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deduzidas na expressao , obtemos
101 + I1BU %
2\ 2\2a—0 N2~ |2 T2, 12
<0 [ (@rIer) + @1 (161 1aol? + AP anl) de
R’n
2\6 2\« AN 1214 12 1218 |12
+C [ (A+1EP) + 1+ 167)) (1GPlaol® + 1Al ?) de
RTI,

t i ) .
+0/0 / (@41 + (4 16Py ) S A~ 7,6 P dg dr

(1 +1€]%)
t ; e _
+C/0 /Rn ((1 +1EP) + (1 +[¢) ) W'Hﬁ(t—7,5)|2|u |*de dr.

(6.9)

Usando as estimativas para |G|, |G|, |H| e |H;| como aparecem em
, podemos estimar sem muita dificuldade todas as integrais na desi-
gualdade anterior, exceto pelas integrais que contém o termo \H | as quais
devemos estimar com mais cuidado devido a singularidade em £ = 0 que
aparece na estimativa para H em .

Sendo assim, podemos calcular

[ (@1l + @1l ) 161 aolde
<0 [ (A1) + O+ ) il de

< C||uo||§{2a75 ,

L (1) + 1)) 16l e
< [ (IR (16 ol

< Clluolzgza—s
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L (i + g 1
<0 [ (IR + (1P e

< luallzre

| %’ ne) K g o
/0 /m ((1+|€| )+ (L4 1€1%) ) (Hm%)zmt(t 7 up|"dE dr
= C/o /R ((1 HIEP)T+ A+ |€\2)2a‘5) P |2de dr
<0 [ 1 lfpemsir <€ [ (eI st

devido a que § < «, a poténcia inteira da néo linearidade p > 1 e pelo

2a0—6 n . .2
fato de H (R™) ser uma algebra, jd que 2ac — 0 > 3.

Para as integrais restantes, devido a singularidade em £ = 0, devemos
impor a condigdo p > 1 inteiro e separar cada integral em zonas de

alta e baixa frequéncia, como segue
[ (i e ) P P
= [ (e e lene) i g

(O ey Pl P

gl=>1
C/ cx+5 2‘176)‘5'2& |’LL1| d£

w20 [ e i) B

lel>1 €2

<c |€|_2"|ﬂ1|2d£+0/ (1 + |€1%)° |2 de
[g1<1 [§1>1

< Cllu[fy-az + Cllur | e,

devido a que § < a onde também usamos a estimativa para H em .

Para a segunda integral que contém o termo |H|, estimamos por sepa-

rado na zona de baixa frequéncia e depois na alta frequéncia.
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e Para |¢| < 1, vemos que 1+ |£]2 < 2e 1 <1+ [£]?°, entdo

t 2y 2\2a—08 le|* i 252
Ji f o (169" 5 ot i) S e = PP Fasar
t 2\a 2\20—6 |€| dé d
<o ] (arier s avie ) K g dr

t
S C/ / (2(1 +220¢*5)|§|4’772a|ﬁ|2d5d7
0 JIgI<1

< C/O [ (7|2 </€<1 &“‘Mds) dr.

Observemos que a hipdtese v > 3 — 7%, implica que 4y—2a > —n. Com isso,

a integral em & entre parénteses é limitada por uma constante dependendo
somente de v ,a e da dimensdo n.

Portanto resulta que

t o ass) _lE .

<c/nu upm</wu Y

onde na tltima integral, temos empregado o Lema[[.1.9] para s = 2a—§ >

n

5 e p > 1 inteiro. Aqui apareceu a necessidade de impor p > 1.

Agora precisamos estimar a outra integral na zona de alta frequéncia.
e Para |£] > 1, temos duas posibilidades,

i) se 4y — 2a > 0, usando o Lema e considerando a hipétese
v < "‘T”, temos

|€‘4w72a 1+ |£|4—~/72a 2
e S i SOt s

ii) se 4y —2a < 0 e do fato de 14 |£]** > 1, podemos estimar

e[

4 2c
TI&P‘;_KM <L

Com essas observagoes, as hipéteses § < a, s = 2a—4¢ > 5 e p > 1 inteiro
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a estimativa na alta frequéncia fica

t 2)0 2yaa-s) T g o
/0 /|§\21 ((1+|£| ) A1) ) (1+|£|25)2|H(t 7, )| [ur|"d€ dr
' 2\a 2\2a—3 €Y 1+ ¢P?)° 124t dr
<o [0 (@i + @i ) e g (e
= C/t /§\>1(1 + 1§ P g dr

—0/ 1 ()220 sdT<C/ ()| s

onde na tltima desigualdade temos usado o Lema [[.I.8]

Entéo, substituindo as estimativas obtidas acima na desigualdade ,

obtemos a importante estimativa
IU@I% + 1BU@IX < Clluollfza—s + Clluslfy-a.2
+Clurlfe +0 [ Nl st (610

vélida para todo t € [0,7T), com T < 400 o intervalo de existéncia local

que estamos supondo finito.

Pelo Lema (2.1.2), como 0 < § < «, temos que
lull rza-s < CllAa ullgs-
Usando esse resultado, e tomando o supremo, a estimativa (6.10]) fica

IUOI% + IBUMGIX < ClIBUs|x + Cllut|lfy—a.2 + CT sup 1BU(T)I¥

(6.11)
Consideremos a fungédo M : [0,7) — [0, c0) dada por

M(t) = sup. {5 + 1BUE)% }-

Assim, a estimativa (6.11]), diz que

M(t) < C (|| BUo|% + lluall3y—as2) + CTMP(t), (6.12)
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para todo t € [0,T"), com T < co.
O objetivo é mostrar que M é uma funcao limitada no intervalo [0,7), a
qual seria a contradicdo que estamos procurando.

Seja F' : [0,00) — R a fungdo dada por F(M) = Cly + CTM? — M,
onde p > 1 inteiro, I = ||BUo||% + ||[u1 |3, —a.2 € C > 0 a mesma constante
que aparece na desigualdade .

Vemos que a fungdo F verifica as hipdteses do Lema [[.47 portanto F'
possui um udnico ponto de minimo global My € (0,00) e existe £ > 0 tal
que se 0 < Iy < ¢, entdo F(Mp) < 0. Devido & continuidade da fungao
M (t), temos duas possibilidades:

(i) M(t) < Mo, Vte|0,T),

(ii) M(t) > Mo, ¥Vt € [0,T).
Como M(0) = ||Uo|lk% + ||BUs|/%, entdo, assumindo hipétese adicional
M(0) < Mo, segue da continuidade da funcado M(t) que, M(t) < Mo,
vVt € [0,T), portanto, s6 a condigdo (i) é valida.

Portanto, mostramos que se T' < 0o, segue que ||U(t)||% + || BU®)|I% <
My, ¥Vt € [0,T), que é a contradigdo que estdvamos procurando e entdo
concluimos em 7" = co.

Portanto, a solugdo é global para os dois casos considerados, 0 < 0 <

0<aoul<§i<o< "‘TH, dados iniciais pequenos e
max{()g E} <L+5 20-0>"2ep>1
' 9 1 AR 5 D) p .
Podemos resumir as estimativas anteriores no seguinte teorema.

Teorema 6.2.1 Seja n a dimensdo do espaco, com 1 < n < 2(2a —9d) e
sejam 0 <0 <d < a ou 0§5§9§O‘7+5§a,max{0,%—%}<7§

0‘7”, p > 1 um inteiro. Sejam uo, u1 na classe

(uo,u1) € H**9(R™) x (H“(R”) n W‘“’Q(R")) .

Sejam ainda,

Io = [|BUol% + [[uslly—a.2

M(0) = [|Uo|l% + 1B Uoll%
e My > 0 o minimo global da fungio F(M) = Cly + CTMP? — M, para
M >0, com C >0 a constante que aparece na relagdo .
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Entao existe € > 0 tal que, se 0 < Iy < e e M(0) < My, existe uma
dnica solugdo global u = wu(t,x) para o problema de Cauchy associado a

equacdo semilinear, tal que

ue C? ([o, o), H‘S(R")) nC* ([0, 00), H*(R™) N C ([o, ), H2a_5(R”)) .
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Capitulo 7

Taxas decaimento

Problema Semilinear

Neste capitulo mostraremos taxas de decaimento para o problema ,
tanto para a solucdo desse problema na norma L? quanto para a energia
associada do sistema.

Observamos ainda que as taxas relatadas para a solu¢do do problema
linear, neste trabalho, foram para 6 > 0 e taxas étimas para o caso § <
0 < "‘7*5. Entretanto, por motivo de sintese de nao ficar o trabalho muito
extenso, estudamos taxas neste capitulo apenas para o problema semilinear

(6.1) para o caso das poténcias fracionarias satisfazendo

a+o
2

a—+
2

>

0<6<0, L<o< e max{o -2 0} <y <
2 2 4

Entretanto, observamos que por exemplo para o caso 0 <6 <60 < &
os calculos sao semelhantes.

O caso em que 0 < 0 < § o problema de taxas para o semilinear ainda
estd em aberto. De fato, neste caso a equagdo tem um a estrutura de
perda de regularidade o que causa mais dificuldade no estudo devido a que
é necessédrio impor mais regularidade nos dados iniciais.

Observamos que as taxas de decaimento obtidas para a norma L? da

solugdo do problema associado & equacao semilinear, sao diferentes das
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taxas obtidas para o problema associado a equacao linear.

Lembramos que, para o problema linear, as taxas para a norma L? da
(o3

solugao, no caso em que 0 < 6 < F, sdo

n—46

t 2a-20, paramn>3ae O§0<%,

_ n—46 -2
t 2220 para2a<n<3ae OSHSn 5 a,

_n—2a —2
t 20 | para2a<n<3ae n2a

o
o< =
< S5

enquanto que, para o problema semilinear, a taxa é t_ﬁ, que é melhor
do que as citadas acima, mas mediante a exigéncia de maior regularidade
sobre os dados inicias do problema.

Para a energia total associada ao sistema, no caso 0 < 6 < %, obte-
mos a taxa ¢ 20 para o problema linear, enquanto que, para o problema
semilinear obtemos ¢~ Za-23 |

A diferencga entre as taxas obtidas para este caso, se deve ao fato de
termos usado outro método para a obtencao das taxas (ver |30]).

Conforme visto no Capitulo Secao a soma na norma L? da

solugdo com a norma da energia vem dada por,

(a0 + 1 eyl + 271 . (r1)

que chamamos de energia estendida.

7.1 Estimativas de energia

Decompomos a integral (|7.1) em duas partes: zona de baixa frequéncia

(l€] € 1) e zona de alta frequéncia (€] > 1). Como 0 < ¢ < «, observamos

que
a) €] <1
le>* <1+ 1€PC7, 14 1€ <201+ [€)*),
b) [£] > 1

€% <1+ 1P 14 g < 1+ e
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Assim, estimamos a integral anterior na forma
[ (1R + @)l + ePal?) de
]RTL
< [ (P P 201+ € al”) de
lg1<1
V(A QOO (g ) de
[€1>1

< [ (1PN + (1 + 6P a?) d
]R’!L

= ullrza-s + llue]lFra

< 1 we) 2o prec-

Do visto na ultima estimativa, para obtermos taxas de decaimento, é sufi-

ciente estimar ||(u, ut)|| g2a—s « go. Usamos mais uma vez a expressao para
u(t, &) obtida em e deduzindo dessa expressao 4¢(t, £), vemos que

2
[[(; we) 205 x e

<c [ (asierelaeof + a+ie)

2(2a—9) |£|
+C/ [ o+ ) TT ey

vo [ (aviereawol + o)

~ 2 .2
Gﬁ@ﬂ)Wda

~ 2,
H(t—r,g)) @) 2dedr

e, 6)[") fon e

+C/ /n 1+‘£‘20¢ 1_||_£||5|25 ‘Ht(t )‘2|ﬁ|2d§dr,
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Das estimativas mostradas em (6.7)), vemos que

2
| (w, we)[|7r20 -5« g

2
<o [ eteor ((1 + [6PCmD) + (1 + [¢*) L) ko]

o T+ %
o [f [ e @y ooy B mtaga

0 n 1+ (€]
<. e srO" ((1 + |23 7) %ﬁ'w ++ |g|2a)> [ [2de
*C/ / L TO N S S W (7.2)

0 Jun (1 + €752

Limitamos cada integral em (7.2) usando o Lema[I.1.5}
a)

1 2a
—+p(8)t 14 2(2(176)_’_ 14+ 2c |€| > ~ 2d
[t (1 (1-+16) T ) ol

<C [ e O [P Pde.

R™

b) Como max{0,§ — 5} < 7, dividindo em regides de baixa e alta
frequéncia podemos estimar a segunda integral em cada uma dessas
regioes e usando o Lema [1.1.9] chegamos em

[ [ et gpeeon B0 e
o Jen T e

t
<c / ()P / ¢ g =20y
0 1€1<1

t
v [ [ OO Ly g g
0 n

_1 o— 1+ 2 @ ~
[ oo (<1+\s|2<2 ‘”)m%ﬂﬂaz )\mm

<C [ e O ay e
€<

+C [ e BP0 g i Pde.
]R’n
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d) Comoy < 2 2 % podemos estimar

4~

SC/ / e BPOUTT (1 4 |22 B P dg .
.

Portanto, das relagoes (a) até (d), podemos continuar estimando (|7.2))
(1) | 2205 g < C/ e 3PN (L 4 g2 g |2dg
+0/,< O e+ 0 [ e e
1
O [ s [ O
[gl<
+C/ / e 37O (1 4 ¢ [up P dedr
o Jrn

=1 (t) + L2(t) + Is(t) + La(t) + Is(t). (7.3)

Disso, para estimarmos ||(u, ut)|| g2a—s« go, € suficiente encontrar esti-
mativas para cada uma das integrais I;(t), 1 = 1,2,3,4,5

Vimos no Capitulo l que a definicao de p(¢) dada em (3.5), para
a+ 5

| e

pe) = yecpe
T+ [P :

Notemos que

20
e Para 0 < [£] < 1, vemos que p(§) > & § .

e Para |£]| > 1, vemos que p(§) >

w\m

Lema 7.1.1 Seja n a dimensdo do espaco, com 1 < n < 2(2a — §), e
sejam0§6§9,%g@g%w,max{%—%, O}<’y§°‘?+‘§ep>1

inteiro. Entao, para dados iniciais

(uo,u1) € (Ll(R") N H%"‘;(R")) x (Ll(R") nH*R™) N W’a’l(R")) :
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temos que existe uma constante C > 0 tal que

1 Cu(t), () 3205 x 170

<O+ (| (uo,un)[Trspr + llualli—a + (w0, wn) [ o)

t
_n 2
+c/0<1+t—7> 35 |ty )| s, s £ 0,
sey> 5, ou

H(u(t)vut(t))||§{2a*5 x Ho
<CA+1)72 ([(uo, ur)|Frwrr + Nutllfy—an + [[(uo, wt)||7r2e x o)
n44y—2a

t
+C / (U4t = 1) 5y 0[Py, £ 0,
0

semax{0,5 — 4} <v< %.

Demonstracdo: Vamos estimar as integrais Iy (t), I2(t), I3(t), I4(t), Is(t)
dadas em (|7.3), separando em regides de alta e baixa frequéncia e usando

a estimativa para p(§) vista anteriormente.

Assim, usando o Lema|l.4.3| e considerando a norma L na regido de

baixa frequéncia, podemos estimar I1(t) da seguinte forma

£ 260 _ £
1(t) < Clfito]|? / ™10 dg 4 Ce™ 10" o 3p2a—s
[€1<1
< Clluol|?1 (14 1) 726 + Ce™ 10 Jug|% 20 s

<O+ % (JJuol|Zr + [fuolF2a—s) -

Para I2(t), usamos também o Lema [1.4.3] tomamos a norma L™ e a
defini¢ao de espaco Wfo"l(R"),

_ £ |¢]20 —a
BOSC[ e B 1e) 7 e

2
|1 46

2 _ e |¢|20
1/ e~ 10l¢l td€
Lo Jjgl<a

<O+ fur|[fy-an-

a

- cH(fA)*ful
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Para estimarmos I3(t), tomamos a norma L° e usamos uma vez mais
o Lema|l1.4.3] ambas na regido |£] <1,

= ] =5
Is(t) < Clus |2 / e 11t e 4 Ce Tt uy e
[£1<1
< Cllug |21 (14 1) 728 + Ce™ 10" |uy || 3o
<CA+6)72 (Jurlzr + fJuslie) -

Para a integral I4(t), como v > § — % implica em 4y — 2o > —n,

podemos aplicar o Teorema [[.4.3] e estimar

t
£ ]
Lty <C / () / o~ TalE7 =) =2 g gy
0 [€1<1
ntdy—2a

t
<c / (14t — 1)~ 5 () |2, _ydr,
0

para p > 1.

Para a integral I5s(¢), usamos a estimativa obtida para p(£), tanto na

baixa frequéncia bem como na alta frequéncia
t
Is(t) < C/ / 67ﬁ‘§|29(t77')(1+ € [2(2e=9)) |ﬁ(7,§)}2d§dr
o Jigi<t
t
e / / e T g0 [ab(r, &) dedr.
0 Jigz1

Agora, tomando a norma L°° e usando o Lema [1.4.3| na zona de baixa

frequéncia, temos
' 2 ~ 552 =)
Is(t) < 20/ Hup(T)HL1/ e 10 T dédr
0 |€1<1
t 1=
+c/ e B0 |4 (1) |2 20 s A
0
t n
< c/ P ()2 (L+ & —7) "B dr
0

t
*C/ e 0w (7) || 2a—s T,
0
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Usando os Lemas e com s =2a—9§ > g, vemos que

t
Is(t) < o/ (@4t —n) e B0 (7)) asdr
0
t n £
<0 [ (ast-n 4 e BT fun) [ dr
0
t
<0 [ rt-n Bl dn
0

com p > 1 inteiro. Finalmente, somando as estimativas obtidas para I (t),
I>(t), Is(t), 14(t), Is(t), e considerando o sinal de 4y — 2, segue de (7.3)) a

conclusao do lema. |

7.2 Taxa de decaimento da Energia Es-
tendida

Teorema 7.2.1 Seja n a dimensdo do espago, com 20 < n < 2(2a — 9)
e sejam 0 < 6 < 0, %SHSO‘T""S, max{O,%—%}<’y§aT+‘s,p>lum

inteiro. Sejam os dados iniciais
(uo,u1) € (Ll(R”) N H%"‘s(R")) x (Ll(R”) nH*[R™) N W’“’I(R")) .
Ainda mais, sejam

Io = || (uo, un)l[Ta s pr + lluallfy o + (w0, w)l32a—s x gras
M;(0) = [[(uo, ur) | Fr2a—s » pro

e My > 0 o minimo global da func¢do F(M) = CI3 + CMP — M, para
M >0, com C > 0 uma constante adequada. Entdo existe € > 0 tal que
se, 0 < Iy < e e Ms(0) < Mo, vale a seguinte estimativa para a energia

estendida,
[ (el 410w+ 1-8)uf® 4 uf?) do < Mo+,
R’Vl

para t > 0, onde u = u(t,z) € a solugdo do problema de Cauchy associado

n+4v—2a
20

n

a equagao semilinear (6.1) e s = 35 se 4y —2a > 0 ou s = se
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4y —2a < 0.

Demonstragao: Escolhamos s = 75 se 4y —2a > 0 ou s = % se
4y — 20 < 0 e definamos a func¢ao M; : [0,00) — [0, 00) dada por
M.(t) = sup {(1+7)"[[(u(r), ur(r))llzr20-s o } - (7.4)

0<r<t

Introduzimos a func¢éo auxiliar definida por

N(7) = [[(u(r), ue(r) | Fr2es w proc-

Com essa fungao, podemos escrever

/0 L+ (L4t = 1) (), we () Poes gy

- /t(1+t)s(1+t—r)_sN(T)pd7—

_ [ s —s (A4 7)°N(7))*
—/O(lth) (1+t—7) BT
Da definigdo de M, (t), vemos

sup {((1+7)°N(7))} < Ms(t)?, VE >0,

0<r<t

e portanto

t(l +6)°(1+t—7) °N(r)Pdr

SMS(t)p(l-l-t)s/ Q1+7)"A4+t—71)"dr

Pelo Lema [1.4.6] com a = max{Z,, “*2=22} > 1, obtemos

/t(l +8)°(14+t—7)"°N(r)Pdr < C M, (t)",

com C = C(n,p,0).



204

Do Lema e da definigdo de N(7), temos a estimativa

(1+ )1 (uy we) 20— x gre
< C (o, un)ll7scpr + lunlly—an + [ (uo, ua) [ Fr2a—s o)
+ CMS(t)pa
para t > 0.
Tomando o supremo em ambos lados da desigualdade acima, obtemos
Mo(t) < O (|I(uoyun)lZrserr + luallfy—an + [[(uo, ur) [ Fr2a—s srer)
+ CM, (1), (7.5)
com C = C(n,p,0).
Seja a funcdo F : [0, 00) — [0, c0) definida como
FM)=Cly+CMP - M, (7.6)
onde To = [[(uo, u) 211 + 1212 —as + 1100y 42) 220 s g1 € C > 0
a constante dada na relacgao (7.5)).
Pela definigao de Ms(t), essa fungdo é continua e Ms(t) > 0, parat > 0.

Também, pela definicdo da fungdo F', vemos que ela é continua e além
disso, da desigualdade ([7.6)), temos que F'(Ms(t)) > 0, para cada t > 0.

Assim, pelo Lema [1.4.7} a fungdo F' definida em ([7.6)) possui um dnico
ponto de minimo global My > 0 e existe € > 0 tal que, se 0 < Iy < €, entao
F(Mo) < 0.

Por outro lado, M(0) = [|(uo, u1)||32a—5 ga € assumindo uma hipStese
adicional, M(0) < Mo, segue da continuidade de M,(t) que M (t) < Mo,
para todo t > 0, isto é

sup {(1+7)%||(w, ue) || 3205y gro } < Mo,
0<7r<¢t

para t > 0 e em consequéncia,

(s we)lFr2a—s o < Mo(1414)7%, V> 0.
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Portanto, como tinhamos estimado no inicio deste capitulo, e usando

o Teorema de Plancherel, finalmente obtemos

/Rn <|ut\2 + )(—A)%

com s escolhido segundo o sinal de 4y — 2a. [ ]

2
+ [(=A)*ul?* + |u\2) de < Mo(1+1t)"°, V¢ >0,

Observacéo 7.2.1 Lembremos que as tazas dtimas na norma L2, para o
problema de Cauchy linear, obtidas no Capz’tulo para o caso 5 < 0 < “T'*"s

foram

e para a solugao, u(t,z), a taza €t~ a7 sempre que os dados inicias
verifiquem uo € H*(R™) N LY(R™), us € H°(R™) N L**(R") com
k € (0, min{1,d}),

e para a derivada da solucdo, ut(t,x), a taxa € t 36 sempre que 0S
dados iniciais verifiguem uo € H*(R™) N L*(R™), uy € H*(R™) N

LY (R™), com k € (0, min{1,d}),

e para (—A)%u(t,az), a taza é t~26 sempre que os dados iniciais ve-
rifiquem uo € H*(R™) N L*(R"™), w1 € H°(R™) N LY*(R™) com
k € (0,min{1,d}),

e para (fA)%ut(t, x), atara ét~ 5 para dados iniciais uo € H(R™)N
L*(R™), ur € H*(R™) N LY, com k € (0, min{1,4}),

enquanto, para o problema semilinear, o Teorema|7.2.1 mostra que a taza
ét 26 para a norma da energia e da norma L? da solucdo é a mesma da
norma da energia para o problema linear, mas melhora a taxa de decai-
mento da norma L? da solu¢do. Notemos que esse fato decorre que para
estudar taxas para o problema semilinear foi necessdrio maior exigéncia
de regularidade, pequenez sobre os dados iniciais e ainda mais, hipdtese
adicional sobre a dimensdo do espacgo.

Notamos ainda, que a taza da norma L? da parcela da energia que cor-
responde ao termo de inércia rotacional € a melhor entre as quatro normas
consideradas. De fato, a taxa para a norma de us € t730 e a taza que
corresponde ao termo de inércia rotacional é melhorada devido a ordem &

do operador de Laplace no termo de inércia rotacional generalizado.
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7.2.1 Problemas em aberto

Neste trabalho ainda estd em aberto provar que as taxas obtidas para
o problema linear com 0 < 6 < § sao Gtimas.

Também ainda ficou em aberto o caso de existéncia e decaimento étimo
para o problema linear e semilinear quando 6 > %25.

O caso de taxas de decaimento para o problema semilinear quando
0 < § estd em aberto. A dificuldade nesse caso é que a equacao apresenta
estrutura de perda de regularidade. Precisamos estimativas mais agudas
que ainda néo foi possivel atacar neste trabalho.

O caso da nao linearidade com p > 0 real ainda ndo pudemos conside-
rar. £ uma problema mais delicado. Precisamos para isso usar desigual-
dades em espacos fraciondrios mais sofisticadas.

Temos ainda em aberto o caso em que 6 = 0 e § > « a existéncia do

semilinear e taxas de decaimento.



Referéencias

Bibliograficas

(1]

2l

8]

(4]

(5]

(6]

(7l

M. A. Astaburuaga, C. Fernandez, G. Perla Menzala, Energy decay
rates and the dynamical von Kdrmdn equations, Appl. Math. Lett. 7
(1994), no. 2, 7-10.

R. A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

H. Brezis, Andlisis funcional Teoria y aplicaciones, Alianza Editorial,
Madrid, 1983.

A. N. Carvalho, J. W. Cholewa, Local well posedness for strongly dam-
ped wave equations with critical nonlinearities, Bull. Austral. Math.
Soc. 66 (2002), no. 3, 443-463.

C.I. Christov, G.A. Maugin, M.G. Velarde, Well-posed Boussinesq
paradigm with purely spatial higher-order derivatives, Phys. Rev. E 54
(1996), 3621-3638.

I. Chueshov, I. Lasiecka, Long-Time Behavior of Second Order Fvo-
lution Equations with Nonlinear Damping, Memoirs of the American
Mathematical Society, Volume 195, Number 912, August 2008.

P. G. Ciarlet, A justification of the von Kdrmdn equations, Arch. Ra-
tional Mech. Anal. 73 (1980), 349-389.

R. Coimbra Chardo, C. R. da Luz, R. Ikehata, Sharp decay rates for
wave equations with a fractional damping via new method in the Fourier
space, J. Math. Anal. Appl. 408 (2013), no. 1, 247-255.



208

[9] R. Coimbra Charado, C. R. da Luz, R. Ikehata, New decay rates for
a problem of plate dynamics with fractional damping, J. Hyperbolic
Differ. Equ. 10 (2013), no. 3, 563-575.

[10] P. Daripa, W. Hu, A numerical method for solving an illposed Bous-
sinesq equation arising in water waves and monlinear lattices, Appl.
Math. Comput. 101 (1999), 159-207.

[11] R. Denk, R. Schnaubelt, A structurally damped plate equation with
Dirichlet- Neumann boundary conditions, J. Differential Equations 259
(2015), 1323-1353.

[12] A. Esfahani, L. G. Farah, H. Wang, Global existence and blow-up for
the generalized sixth-order Boussines equation, Nonlinear Analysis 75
(2012), 4325-4338.

[13] P. G. Geredeli, 1. Lasiecka, Asymptotic analysis and upper semicon-
tinuity with respect to rotational inertia of attractors to von Kdarmdn
plates with geometrically localized dissipation and critical nonlinearity,
Nonlinear Analysis 91 (2013), 72-92.

[14] M. Ghisi, M. Gobbino, A. Haraux, Local and global smoothing effects
for some linear hyperbolic equations with a strong dissipation, Trans.
Amer. Math. Soc. 368 (2016), 2039-2079

[15] A. M. Gomes, Semigrupos de operadores lineares e aplicagdes as
equagoes de evolugdo, Instituto de Matematica - UFRJ, Rio de Janeiro,
1985.

[16] A. E. Green, P. M. Naghdi, A derivation of equations for wave propa-
gation in water of variable depth. Journal of Fluid Mechanics, v. 78, n.
2, p. 237-246, 1976.

[17] J. L. Horbach, R. Ikehata, R. C. Chardo, Optimal Decay Rates and
Asymptotic Profile for the Plate Equation with Structural Damping, J.
Math. Anal. Appl., v. 440, p. 529-560, 2016.

[18] R. Ikehata New decay estimates for linear damped wave equations and
its application to nonlinear problem, Math. Meth. Appl. Sci. 27 (2004),
865-889.

[19] R. Ikehata Asymptotic profiles for wave equations with strong dam-
ping. J. Diff. Eqns 257 (2014), 2159-2177.



209

[20] R. Ikehata, S. Iyota, Asymptotic profile of solutions for some wave
equations with very strong structural damping, Math. Meth. Appl. Sci.
2018, 1-17.

[21] R. Ikehata, M. Natsume, Energy decay estimates for wave equations
with a fractional damping, Differential Integral Eqns 25 (2012), no.
9-10, 939-956.

[22] R. Ikehata, M. Soga, Asymptotic profile for a strongly damped plate
equation with lower order perturbation, Commun. Pure Appl. Anal. 14
(2015), no. 5, 1759-1780.

[23] R. Ikehata, G. Todorova, B. Yordanov Wave equations with strong
damping in Hilbert spaces, J. Diff. Eqns 254 (2013), 3352-3368.

[24] T. Kato G. Ponce, Commutator estimates and the euler and navier-
stokes equations, Communications on Pure and Applied Mathematics.
41, (1988), no. 7, 891-907.

[25] 1. Lasiecka, A. Benabdallah, FEzponential decay rates for a full
von Kdrmdn thermoelasticity system with nonlinear thermal coupling,
ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of Variations 8 (2000),
13-88.

[26] S. Kesavan, Topics in functional analysis and applications, Wiley Eas-
tern Limited, Bangalore, 1989.

[27) H. Koch, 1. Lasiecka, Hadamard wellposedness of weak solutions in
nonlinear dynamical elasticity - full von Kdrmdn systems, Progress
Nonlin. Diff. Egs. Appl. 50 (2002), 197-216.

[28] Y. Liu, S. Kawashima, Decay property for a plate equation with
memory-type dissipation, Kinet. Relat. Models 4 (2011), no. 2, 531-
547.

[29] C. R. da Luz, R. Coimbra Chardo, Asymptotic properties for a semi-
linear plate equation in unbounded domains, J. Hyperbolic Differ. Equ.
6 (2009), no. 2, 269-294.

[30] C. R. da Luz, R. Ikehata, R. C. Chardo, Asymptotic behavior for
abstract evolution differential equations of second order, Journal of Dif-
ferential Equations, 259 (2015), 5017-5039.



210

[31] Q. Ma, Y. Yang, X. Zhang, Ezistence of exponential attractors for the
plate equations with strong damping, Electron. J. Differential Equati-
ons, (2013), no. 114, 1-10.

[32] G.A.Maugin, Nonlinear Waves in Elastic Crystals, in: Oxford Mathe-
matical Monographs Series, Oxford University Press, Oxford, 1999.

[33] A. Matsumura, On the asymptotic behavior of solutions of semi-linear
wave equations, Publ. RIMS, Kyoto Univ. 12 (1976), 169-189.

[34] G.P. Menzala, E. Zuazua, Timoshenko’s plate equations as a singular
limit of the dinamical von Kdrmdn system, J. Math. Pures Appl. 79
(2000), 73-94.

[35] L. A. Medeiros, P. H. Rivera, Iniciagido aos espagos de Sobolev, IM-
UFRJ, Rio de Janeiro, 1977.

[36] L. A. Medeiros, P. H. Rivera, Espacos de Sobolev e aplicagbes as
equagoes diferenciais parciais, Textos de Métodos Mateméaticos n°9,
IM-UFRJ, Rio de Janeiro.

[37] A. Pazy, Semigroups of linear operators and applications to partial

differential equations, Springer-Verlag, New York, 1983.

[38] D. H. Peregrine, Long waves on a beach. Journal of Fluid Mechanics,
v. 27, p. 815-827, 1967.

[39] J. P. Puel, M. Tucsnak, Global existence for full von Kdrmdn system,
Appl. Math. Optim. 34 (1996), 139-160.

[40] G. Ponce, Global existence of small solutions to a class of nonlinear
evolution equations, Nonlinear Anal. 9 (1985), no. 5, 399-418.

[41] J. Sander, K. Hutter, On the development of the theory of solitary
wave. Acta Mechanica, v. 86, p. 11-152, 1991.

[42] R. Schnaubelt, M. Veraar, Structurally damped plate and wave equati-
ons with random point force in arbitrary space dimensions, Differential
Integral Equations 23 (2010), no. 9-10, 957-988.

[43] F. Serre, Contribution d l’étude des écoulements permanents et vari-
ables dans les canauz. La Houille Blanche, v. 8, p. 374-388, 1953.

[44] Y. Shibata, On the rate of decay of solutions to linear viscoelastic
equation, Math. Meth. Appl. Sci. 23 (2000), no. 3, 203-226.



211

[45] Y. Sugitani, S. Kawashima, Decay estimates of solutions to a semi-
linear dissipative plate equation, J. Hyperbolic Diff. Eqns 7 (2010),
471-501.

[46] H. Takeda, S. Yoshikawa, On the initial value problem of the semilinear
beam equation with weak damping II, Asymptotic profiles, J. Diff. Eqns
253 (2012), 3061-3080.

[47] L. Xu, Q. Ma, Ezistence of random attractors for the floating beam
equation with strong damping and white noise, Bound. Value Probl.
2015, 2015:126.

[48] Yu-Zhu Wang, Asymptotic behavior of solutions to the damped nonli-
near hyperbolic equation, J. Appl. Math. 2013, Art. ID 353757, 8 pp.

[49] S. Wang, G. Chen, The Cauchy problem for the generalized IMBgq
equation in W*P(R™), J. Math. Anal. Appl. 266 (2002), 38-54.

[60] S. Wang, G. Chen, Small amplitude solutions of the generalized IMBgq
equation, J. Math. Anal. Appl. 274 (2002), 846-866.

[61] S. Wang, H. Xu, On the asymptotic behavior of solution for the gene-
ralized IBq equation with hydrodynamical damped term. J. Differential
Equations 252 (2012), no. 7, 4243-4258.

[62] S. Wang, H. Xu, On the asymptotic behavior of solution for the gene-
ralized IBq equation with Stokes damped term. Z. Angew. Math. Phys.
64 (2013), no. 2, 719-731.

[63] S. Wang, H. Xue, Global Solution for a Generalized Boussinesq Equa-
tion, Applied Mathematics and Computation 204 (2008), 130-136.



	Resultados Básicos
	Espaços Importantes
	Espaço das Distribuições D'()
	Espaço de Schwartz
	Espaços Lp(), L1,()
	Transformada de Fourier
	Espaços Wm,p()
	Espaços Hs(Rn) e m,p(Rn)

	Problema Linear Abstrato: Existência de Solução
	Teorema de Lax-Milgram
	Semigrupos de Operadores Lineares
	Teorema Lumer-Phillips
	Problema de Cauchy Abstrato

	Problema Semilinear Abstrato: Existência de solução
	Lemas Técnicos

	Existência Problema Linear
	Operador A
	Caso 0<
	B1 é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo de Contrações de Classe C0
	J1 é um Operador Limitado

	Caso 0+2
	B2 é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo de Contrações de Classe C0
	J2 é um Operador Linear Limitado


	Taxas de Decaimento do Problema Linear
	Estimativas Gerais
	Taxas de Decaimento para ||1
	Caso 0 GTS@2
	Caso  GTS@2 GTS@+2

	Taxas de Decaimento para ||1
	Caso 0 GTS@+2
	Caso 0< e 0 GTS@2
	Caso 0< e  GTS@2 GTS@+2

	Resultados Gerais de Decaimento

	Expansão Assintótica e Taxa Ótima: Problema Linear
	Expansão Assintótica para (t, )
	Zona de Baixa Frequência (|| 1)
	Zona de Alta Frequência (|| 1)
	Taxa Ótima para u(t,x)

	Expansão Assintótica para t(t,)
	Zona de Baixa Frequência (||1)
	Zona de Alta Frequência ||1
	Taxa Ótima para ut(t,x)

	Taxa Ótima para  (-)2u(t,x)
	Baixa Frequência ||1
	Alta Frequência ||1
	Taxas Ótimas

	Taxa Ótima para (-)2ut(t,)
	Zona Baixa Frequência ||1
	Zona Alta Frequência ||1
	Taxas Ótimas


	Caso de Super Damping
	Super Damping: Caso =0 e >  
	Estimativas
	Expansão Assintótica
	Estimativas na Alta Frequência
	Taxa Ótima

	Super Damping: Caso >0 e +2<  
	Estimativas
	Expansão Assintótica: Super Damping
	Taxa Ótima


	Existência e Unicidade de Soluções para o Problema Semilinear
	Existência e Unicidade
	Caso 0<
	Caso 0 GTS@+2

	Solução Global

	Taxas decaimento Problema Semilinear
	Estimativas de energia
	Taxa de decaimento da Energia Estendida
	Problemas em aberto


	Referências Bibliográficas



