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Resumo

Neste trabalho estudamos existência e unicidade de soluções para uma

equação semilinear generalizada de evolução de segunda ordem com opera-

dores de Laplace com potências fracionárias. Além disso, estudamos taxas

de decaimento da soluçao e da energia associada na norma L2. Para a

equação linear associada, usando uma expansão assintótica da solução do

problema no espaço de Fourier mostramos otimalidade nas taxas obtidas.

Também estudamos o caso de “super damping” onde refinando o método

para os casos padrão provamos otimalidade da taxa na norma L2. Nossos

resultados generalizam trabalhos anteriores que lidam com casos particu-

lares das potências fracionárias.

Palavras-Chave: Equação tipo Placas/Boussinesq. Laplaciano fra-

cionário. Taxas de decaimento. Expansão assintótica. Super damping.

Otimalidade de taxa.





Abstract

In this work we study existence and uniqueness of solutions for a gene-

ralized second order semilinear evolution equation with Laplace operators

with fractional powers. We also study decay rates of the solution and asso-

ciated energy in the sense of L2 norm. For the associated linear equation,

using an asymptotic expansion of the solution of the problem in the Fourier

space we show optimality of the decay rates obtained for certain powers of

the Laplacian operator. We also study the case of strong damping using an

improvement of the method for the standard cases and we prove optimality

of the decay rate for the L2 norm. Our results generalize some previous

works that deal with particular cases of the fractional powers.

Keywords: Plate / Boussinesq type equation. Fractional Laplacian.

Decay rates. Asymptotic expansion. Strong damping. Optimality of the

decay rates.
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5.1.4 Taxa Ótima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

5.2 Super Damping: Caso δ > 0 e α+δ
2

< θ . . . . . . . . . . . 155

5.2.1 Estimativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
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Introdução

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de Cauchy,
utt + (−∆)δ utt + (−∆)θ ut + (−∆)α u = β(−∆)γ(up),

u(0, x) = u0(x),

ut(0, x) = u1(x),

(1)

com u = u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞) × Rn, β ∈ R, p > 1 inteiro e as potências

do operador Laplaciano α, δ, θ e γ satisfazendo

0 ≤ δ ≤ α, 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
ou

α+ δ

2
< θ <

α+ 2δ

2

e

max
{

0,
α

2
− n

4

}
≤ γ ≤ α+ δ

2
.

O problema de Cauchy que consideramos em (1) modela muitos fenômenos

f́ısicos, em especial problemas de hidrodinâmica como por exemplo pro-

pagação de ondas em águas rasas. Problemas de vibrações de placas,

propagação de ondas em geral também são modelados por esse tipo de

equação como aparece em (1), dependendo de boa escolha dos expoentes

fracionários do operador de Laplace. Diversas outras aplicações podem

ser estudadas por esse modelo, como por exemplo em [32], onde Maugin

propôs um tipo de modelo de Boussinesq para tratar dinâmica de redes

não lineares em cristais elásticos. Em Sander-Hutter [41] pode ser encon-

trado um breve relato sobre a história da evolução desses problemas em

hidrodinâmica, em especial a teoria de ondas solitárias.
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De fato, a primeira tentativa de modelagem matemática de ondas em

águas rasas foi feita por Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929) em 1871,

que levou em consideração as acelerações verticais das part́ıculas fluidas e

admitiu uma onda solitária como solução. Entretanto, ele negligenciou um

certo número de termos de produtos de derivadas, em sua modelagem, con-

siderando apenas os efeitos de primeira ordem não lineares. Essas equações

são chamadas equações clássicas de Boussinesq.

Com intuito de melhor modelar alguns desses fenômenos hidrodinâmicos,

foram posteriormente desenvolvidas outras equações, com origem nas equações

clássicas, considerando termos de ordem superior que Boussinesq ignorou,

chamadas equações da classe Boussinesq. Entre elas estão as equações de

Korteweg-de Vries, Green-Naghdi [16], Peregrine [38] e Serre [43]. Outras

equações relacionadas às de Boussinesq, são as chamadas IBq (Boussinesq

melhorada) e IMBq (Boussinesq modificada melhorada). Mais detalhes so-

bre equações de Boussinesq e suas caracteŕısticas, podem ser encontradas

nos artigos de Esfahani-Farah-Wang [12], Wang-Chen [50], Wang-Xue [53],

Wang-Xu [51] e [52], nas referências bibliográficas deste trabalho.

Para o modelo que consideramos neste trabalho, quando δ = α = 2,

γ = 1 e p = 2, temos uma equação de Boussinesq de sexta ordem e quando,

além disso, θ = 1, temos uma equação de Boussinesq sob efeitos de uma

dissipação hidrodinâmica.

Notamos que quando δ = 1, α = 2, θ = 0, γ = 0 ou γ =
1

2
e n = 2,

temos em (1) uma equação (linear se β = 0) para vibrações não lineares

de placas sob efeitos de inércia rotacional (ver [13]) e de uma dissipação

friccional. Resultados particulares sobre problemas associados a equações

com essas propriedades, podem ser encontrados nos artigos de Charão-Luz-

Ikehata [8], Luz-Charão [29] , Sugitani-Kawashima [45] e nas referências

desses trabalhos.

Além disso, quando α = 1, δ = θ = 0, β 6= 0 e γ = 0, temos uma

equação de ondas semilinear com dissipação friccional. Quando α = 1,

δ = θ = 0, β 6= 0, γ = 1 e p = 2 a equação em (1) é a equação clássica de

Boussinesq dissipativa.

Os resultados apresentados neste trabalho generalizam e/ou recuperam

resultados obtidos anteriormente na literatura. Em particular citamos os

trabalhos [17], [8], [29], [21], [33], [50], [45] e Horbach [17] sendo que desse
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último trabalho foram usadas ferramentas e idéias matemáticas para de-

senvolver parte deste trabalho.

Destacamos os trabalhos de Ikehata [20] e [19] dos quais seguimos idéias

para estudar o caso de super damping no Caṕıtulo 5, em especial o artigo

[20]. Nosso trabalho neste Caṕıtulo 5 generaliza bastante o trabalho de

Ikehata [20], inclusive porque nesse paper ele considera apenas o caso θ = 2,

α = 1 e, ainda, em seu trabalho δ = 0.

Merecem destaques importantes trabalhos sobre casos particulares da

equação que consideramos em (1) estão relatados nas referências como o

trabalho clássico de Matsumura [33] e Ponce [40]. Resultados prévios para

a equação IMBq se pode ver em Wand-Chen [49, 50] e para a Equação de

Boussinesq Generalizada em Wang-Xue [53].

O objetivo deste trabalho é estudar existência e unicidade, taxas de

decaimento, perfil assintótico e taxas ótimas da equação (1). Na maior

parte do trabalho estamos interessados em considerar essas propriedades

para o caso linear (β = 0), para depois, empregando as informações desse

caso, fazer um pequeno estudo para o caso semilinear, considerando β 6= 0.

O presente trabalho está dividido em 7 caṕıtulos, nos quais, no Caṕıtulo

1, apresentamos os principais resultados teóricos necessários para o desen-

volvimento deste trabalho: definições e ferramentas provenientes da análise

funcional, teoria das distribuições, espaços de Sobolev, teoria de semigru-

pos, bem como alguns lemas técnicos empregados frequentemente na ob-

tenção de taxas ótimas.

No Caṕıtulo 2 usando a teoria de semigrupos, mostramos existência e

unicidade para o problema (1), quando β = 0, isto é, mostramos existência

e unicidade para o problema de Cauchy linear. Aqui, precisamos considerar

as condições para as potências fracionárias nos casos seguintes:

• Caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+ δ

2
;

• Caso 0 ≤ θ < δ ≤ α.

No Caṕıtulo 3 estudamos taxas de decaimento na norma L2 da solução

do problema linear bem como também da energia do sistema. Para a ob-

tenção destas taxas de decaimento, temos empregado dois métodos: para

o primeiro caso o método da energia no espaço de Fourier e para o segundo

caso o método proposto por Luz-Ikehata-Charão em [30] que é um melho-
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ramento desse método de energia e funciona melhor para o caso θ próximo

de zero, no sentido de taxas melhores (ao menos quase ótimas).

No Caṕıtulo 4, fazendo uso da solução expĺıcita para o problema proje-

tado no espaço de Fourier, encontramos um perfil assintótico para a solução

do problema de Cauchy linear. Esse perfil é importante para mostrar que,

sob certas restrições nas potências fracionárias e condições adicionais nos

dados iniciais, as taxas obtidas no Caṕıtulo 3 são ótimas para a norma

L2 da solução. Com o mesmo método derivando a solução expĺıcita, ou

em particular olhando para um perfil assintótico das derivadas da solução,

também mostramos otimalidade de taxa para a energia, para a derivada da

solução, ut, e para os laplacianos fracionários (−∆)α/2 u e (−∆)δ/2 ut. Em

trabalhos anteriores como em Ikehata [19,20] os autores estudam somente

estimativas sobre a norma L2 da solução e não tiveram a idéia, embora

simples, de derivar a solução no espaço de Fourier para obter estimativas

para as derivadas da solução. Notamos que não era bem conhecido que

para a equação tipo placas o termo que tem melhor decaimento é o da

parte da norma da energia que corresponde ao termo de inércia rotacional.

Isso pode ser visto nas seções do Caṕıtulo 3.

No Caṕıtulo 5, estudamos o caso de um ”super damping”para a equação

linear e para isso foi preciso separar o estudo do problema de Cauchy (1)

em dois casos, a saber

• Caso δ = 0, α < θ;

• Caso 0 ≤ δ ≤ α,
α+ δ

2
< θ <

α+ 2δ

2
.

O primeiro caso, obviamente, é mais fácil de tratar. Em ambos casos, en-

contramos taxas de decaimento, usando o método proposto em [30]; solução

expĺıcita do problema no espaço de Fourier, perfis assintóticos associados

e, baseados nesses perfis, provamos otimalidade da taxa de decaimento sob

algumas condições adicionais sobre os dados iniciais.

Baseados nas ideias discutidas e nos resultados obtidos no Caṕıtulo 2,

no Caṕıtulo 6 estudamos brevemente a obtenção de solução da equação

semilinear, com β 6= 0. Aqui, precisamos também dividir em casos e

ainda mais, precisamos estudar existência local e logo existência global;

esta última, para dados iniciais pequenos.

Finalmente, no Caṕıtulo 7, fazendo uso novamente do método da ener-
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gia no espaço de Fourier; obtemos algumas taxas de decaimento da solução

e da energia na norma L2 do problema semilinear associado em uns poucos

casos para o trabalho não ficar muito longo.



22



Caṕıtulo 1

Resultados Básicos

1.1 Espaços Importantes

Nesta seção vamos definir todos os espaços de funções que serão usados

ao longo do trabalho. Além disso, apresentaremos alguns dos principais re-

sultados desses espaços. Mencionamos que os resultados e demonstrações

referentes à teoria de distribuições e espaços de Sobolev podem ser vis-

tos nos livros de Medeiros [35, 36] enquando que resultados de teoria de

semigrupos podem ser encontrados no livro de Pazy [37]. O Teorema de

Lax-Milgran pode ser visto em qualquer bom livro de Análise Funcional,

como por exemplo Brezis [3] onde tambem são encontrados resultados de

Espaços de Sobolev e suas imersões.

1.1.1 Espaço das Distribuições D′(Ω)

Seja u uma função mensurável definida sobre Ω ⊂ Rn e seja (Ai)i∈I

a famı́lia de todos os subconjuntos abertos Ai de Ω tais que u = 0 quase

sempre em Ai. Então

u = 0 quase sempre em A =
⋃
i∈I

Ai.

Com isso, definimos o suporte de u, denotado por supp (u), como sendo
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o subconjunto fechado de Ω

supp (u) = Ω \A.

Definição 1.1.1 Representamos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções

ϕ : Ω→ K, (K = R ou C)

cujas derivadas parciais de todas as ordens são cont́ınuas e cujo suporte é

um subconjunto compacto de Ω. Os elementos de C∞0 (Ω) são chamados de

funções testes.

O conjunto C∞0 (Ω) é um espaço vetorial sobre K com as operações

usuais de soma de funções e de multiplicação por escalar.

Uma noção de convergência em C∞0 (Ω), vem dada pela seguinte de-

finição.

Definição 1.1.2 Sejam {ϕk}k∈N uma sequência em C∞0 (Ω) e ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Dizemos que ϕk → ϕ se:

i) ∃ K ⊂ Ω, K compacto, tal que supp (ϕk) ⊂ K, para todo k ∈ N;

ii) Para cada α ∈ Nn, Dαϕk(x)→ Dαϕ(x) uniformemente para x ∈ Ω.

Definição 1.1.3 O espaço vetorial C∞0 (Ω) com a noção de convergência

definida acima é denotado por D(Ω) e é chamado de espaço das funções

testes.

A partir da Definição 1.1.3, vamos definir o Espaço das Distribuições.

Definição 1.1.4 Uma distribuição sobre Ω ⊂ Rn é um funcional linear

definido em D(Ω) e cont́ınuo em relação a noção de convergência dada na

Definição 1.1.3. O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é denotado

por D′(Ω).

Desse modo,

D′(Ω) = {T : D(Ω)→ K; T é linear e cont́ınuo}.

Observamos que D′(Ω) é um espaço vetorial sobre K.
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Se T ∈ D′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω) denotaremos por 〈T, ϕ〉 o valor de T

aplicado no elemento ϕ.

Definição 1.1.5 Dizemos que Tk → T em D′(Ω) se 〈Tk, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉,
para toda ϕ ∈ D(Ω).

1.1.2 Espaço de Schwartz

Definição 1.1.6 Uma função ϕ ∈ C∞(Rn) é dita ser rapidamente decres-

cente no infinito, se para cada polinômio P : Rn → K e cada α ∈ Nn, vale

o seguinte

lim
|x|→∞

P (x)(Dαϕ)(x) = 0.

Definimos o Espaço de Schwartz, denotado por S(Ω), como sendo o espaço

das funçoes que verificam a propriedade definida anteriormente, isto é

S(Rn) =
{
ϕ : Rn → K : ϕ ∈ C∞(Rn) e ϕ é rapidamente decrescente no infinito

}
.

O Lema a seguir, fornece uma caracterização útil para identificar funções

pertencentes ao Espaço de Schwartz.

Lema 1.1.1 Seja ϕ ∈ C∞(Rn). Então são equivalentes as seguintes afirmações:

i) ϕ ∈ S(Rn);

ii) para todo k ∈ N, existe uma constante C = Ck tal que

(1 + |x|2)k|Dαϕ(x)| ≤ Ck

para todo x ∈ Rn e α ∈ Nn com |α| ≤ k.

Considerando o Lema acima, para cada k ∈ N, definimos a seminorma

em S(Rn)

ρk(ϕ) = sup
|α|≤k

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)k|Dαϕ(x)|

para todo ϕ ∈ S(Rn).

Com essas seminormas, podemos definir uma noção de convergência no

Espaço de Schwartz, conforme ao Lema a seguir.
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Lema 1.1.2 Sejam {ϕm}m∈N uma sequência em S(Rn) e ϕ ∈ S(Rn). A

sequência {ϕm}m∈N converge para ϕ em S(Rn), quando m→∞, se

ρk(ϕm − ϕ)→ 0

para cada k ∈ N.

Definição 1.1.7 Uma distribuição temperada sobre Rn é um funcional

linear T : S(Rn) −→ K, cont́ınuo em relação a noção de convergência

dada pelo Lema 1.1.2.

O conjunto de todas as distribuições temperadas sobre Rn é denotado

por S ′(Rn).

Similarmente a como foi denotado para distribuições em D′(Rn), escre-

vemos 〈T, ϕ〉 para denotar o valor da função T ∈ S ′(Rn) aplicado em um

elemento ϕ ∈ S(Rn).

Definição 1.1.8 Sejam {Tk}k∈N uma sequência em S ′(Rn) e T ∈ S ′(Rn).

Dizemos que {Tk} converge para T em S ′(Rn), quando k →∞, se

〈Tk, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉,

para toda ϕ ∈ S(Rn).

1.1.3 Espaços Lp(Ω), L1,κ(Ω)

Neste trabalho, consideramos a mensurabilidade e o cálculo de integrais

de funções sobre conjuntos mensuráveis Ω ⊆ Rn, no sentido de Lebesgue.

Definição 1.1.9 Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e 1 ≤ p ≤ ∞.

Definimos os conjuntos

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ K; u mensurável e

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞
}
,

L∞(Ω) = {u : Ω −→ K; u mensurável e supess |u(x)| <∞}.
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Os conjuntos Lp(Ω) definidos acima, munidos com as normas

‖u‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1
p

, 1 ≤ p <∞;

‖u‖Lp = sup ess{|u(x)|; x ∈ Ω}, p =∞,

definem espaços vetoriais normados.

De acordo com o Teorema de Riesz-Ficher, para 1 ≤ p ≤ ∞, os espaços

Lp(Ω) munidos com as normas definidas acima, são espaços de Banach.

Em particular, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno usual

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx, para u, v ∈ L2(Ω).

Além disso, para 1 < p <∞, os espaços Lp(Ω) são reflexivos.

Teorema 1.1.1 (Interpolação dos espaços Lp) Sejam p e q tais que 1 ≤
p < q ≤ ∞ e u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Rn). Então u ∈ Lr(Ω) para todo r ∈ [p, q] e

‖u‖Lr ≤ ‖u‖
λ
Lp ‖u‖

1−λ
Lq ,

com λ ∈ (0, 1) e
1

r
=
λ

p
+

(1− λ)

q
.

Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω)

com 1 < p <∞ e q = p
p−1

ou p = 1 e q =∞ ou p =∞ e q = 1.

Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp ‖v‖Lq .

Definição 1.1.10 Seja 0 < κ ≤ 1. Definimos o espaço das funções com

peso

L1,κ(Rn) =

{
f ∈ L1(Rn);

∫
Rn

(1 + |x|κ)|f(x)|dx <∞
}
,

com a norma

‖f‖L1,κ =

∫
Rn

(1 + |x|κ)|f(x)|dx.
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1.1.4 Transformada de Fourier

Para estudar existência e unicidade de soluções, encontrar taxas ótimas

de decaimento além de outras propriedades do Problema de Cauchy, usare-

mos a transformada de Fourier como uma de nossas principais ferramentas.

Assim, definimos a Transformada de Fourier de uma função.

Definição 1.1.11 Se u ∈ S(Rn) ou u ∈ L1(Rn), então denotamos por Fu
a Transformada de Fourier de u dada por

û(ξ) = Fu(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−ix·ξu(x)dx.

Além disso, denotamos por F−1û a Transformada de Fourier inversa de û

dada por

F−1û(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

eix·ξû(ξ)dξ

que está bem definida.

Pela densidade de S(Rn) em L2(Rn), podemos estender a noção de

Transformada de Fourier para uma função u ∈ L2(Rn).

Teorema 1.1.3 (Identidade de Plancherel) Sejam u e v funções per-

tencentes ao espaço L2(Rn). Então são válidas as seguintes igualdades

(u, v)L2 = (û, v̂)L2 , ‖u‖L2 = ‖û‖L2 .

Os próximos três Lemas, fornecem caracterizações e limitações para a

Transformada de Fourier de uma função. Os dois primeiros serão de muita

importância para obtermos estimativas e taxas ótimas.

Lema 1.1.3 Para uma função f ∈ L1(Rn), temos que

f̂(ξ) = Af (ξ)− iBf (ξ) + Pf ,

para todo ξ ∈ Rn, com

• Af (ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(cos(x · ξ)− 1)f(x)dx,

• Bf (ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

sin(x · ξ)f(x)dx,
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• Pf =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)dx.

Demonstração: Usando a Fórmula de Euler podemos reescrever a Trans-

formada de Fourier de uma função f na seguinte forma:

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
e−ix·ξf(x)dx

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

cos(x · ξ)f(x)− i sin(x · ξ)f(x)dx

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

(cos(x · ξ)− 1)f(x)− i sin(x · ξ)f(x) + f(x)dx.

Então, se definirmos Af (ξ), Bf (ξ) e Pf como acima, temos que

f̂(ξ) = Af (ξ)− iBf (ξ) + Pf , ∀ξ ∈ Rn.

Lema 1.1.4 Considere as hipóteses do Lema 1.1.3.

i) Se f ∈ L1(Rn), então para todo ξ ∈ Rn vale que

|Af (ξ)| ≤ L‖f‖L1 e |Bf (ξ)| ≤ N‖f‖L1 .

ii) Se f ∈ L1(Rn) ∩ L1,κ(Rn), então para todo ξ ∈ Rn vale que

|Af (ξ)| ≤ K|ξ|κ‖f‖L1,κ e |Bf (ξ)| ≤M |ξ|κ‖f‖L1,κ .

Com L, N , K e M constantes positivas dependo de n.

Aqui, as funções Af e Bf são dadas como no Lema 1.1.3.

Demonstração:

i) A prova deste item segue dos cálculos abaixo

|Af (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| cos(x · ξ)− 1||f(x)|dx

≤ 2

(2π)n/2

∫
Rn
|f(x)|dx = L‖f‖L1 ,
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|Bf (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| sin (x · ξ)||f(x)|dx

≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
|f(x)|dx = N‖f‖L1 .

ii) Para provar este item, é suficiente considerar ξ 6= 0.

Portanto

|Af (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| cos(x · ξ)− 1| |f(x)|dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0

∫
|x|≥ε

| cos(x · ξ)− 1| |f(x)| |ξ|
κ|x|κ

|ξ|κ|x|κ dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ) |f(x)| | cos(x · ξ)− 1|
|ξ|κ|x|κ dx

≤ K lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ)|f(x)|dx

≤ K|ξ|κ‖f‖L1,κ ,

com K =
1

(2π)n/2
sup

x 6=0,ξ 6=0

| cos(x · ξ)− 1|
|ξ|κ|x|κ <∞, e similarmente segue

que

|Bf (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| sin(x · ξ)| |f(x)|dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0

∫
|x|≥ε

| sin(x · ξ)| |f(x)| |ξ|
κ|x|κ

|ξ|κ|x|κ dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ)|f(x)| | sin(x · ξ)|
|ξ|κ|x|κ dx

≤M lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ)|f(x)|dx

≤M |ξ|κ‖f‖L1,κ ,

com M =
1

(2π)n/2
sup

x 6=0,ξ 6=0

| sin(x · ξ)|
|ξ|κ|x|κ <∞.

1.1.5 Espaços Wm,p(Ω)

Estes espaços são conhecidos como espaços de Sobolev e os principais

resultados desta seção podem ser encontrados em Adams [2], Brezis [3],
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Kesavan [26] e Medeiros-Rivera [35], [36].

Definição 1.1.12 Sejam m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos o Espaço de

Sobolev de ordem m em relação ao espaço Lp(Ω) como o conjunto

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) tal que Dαu ∈ Lp(Ω) para todo |α| ≤ m

}
munido com a norma

• ‖u‖Wm,p =
(∑

|α|≤m ‖D
αu‖pLp

)1/p

, 1 ≤ p <∞;

• ‖u‖Wm,∞ =
∑
|α|≤m ‖D

αu‖L∞ , p =∞.

Observação 1.1.1 Das definições dos espaços de Sobolev Wm,p(Ω), po-

demos inferir as seguintes propriedades

i) Para m = 0, vemos que W 0,p(Ω) = Lp(Ω).

ii) Para o caso particular p = 2, o espaço de Sobolev Wm,2(Ω) torna-

se um espaço de Hilbert, denotado por Hm(Ω), munido do seguinte

produto interno

(u, v)Hm =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv) , ∀u, v ∈ Hm(Ω).

iii) Para todo 0 ≤ m <∞ e cada 1 ≤ p <∞, os espaços D(Rn) e S(Rn)

são densos em Wm,p(Rn).

1.1.6 Espaços Hs(Rn) e Ẇm,p(Rn)

Embora os espaços de Sobolev forneçam excelentes ferramentas para

trabalharmos, as vezes, eles são insuficientes em certos contextos. Para

resolver essa dificuldade, vamos definir os espaços Hs(Rn), os quais, serão

usados frequentemente ao longo deste trabalho.

Definição 1.1.13 Seja s ∈ R. Definimos o espaço Hs(Rn) como

Hs(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn) : (1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rn)

}
,

para todo ξ ∈ Rn, munida com a norma

‖u‖Hs =

(∫
Rn

(1 + |ξ|2)s|û|2dξ
) 1

2

.
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Para fins práticos na obtenção de resultados, neste trabalho usaremos

uma outra norma para Hs(Rn), a qual é equivalente à norma usual nesse

espaço e ela é mais adequada para estudar o nosso problema. O seguinte

Lema, garante a equivalência destas normas.

Lema 1.1.5 Para todo ξ ∈ Rn e s ≥ 0 temos que

i)
1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s(1 + |ξ|2s);

ii) 2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1.

Demonstração:

i) Para provar este item, vamos considerar dois casos.

Caso |ξ| ≤ 1

1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ 1 ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s).

Caso |ξ| ≥ 1

1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ |ξ|2s ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s|ξ|2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s).

ii) Similar ao primeiro item, também verificamos para dois casos.

Caso |ξ| ≤ 1

Temos que (1 + |ξ|2)s ≤ 2s e 1 + |ξ|2s ≤ 2. Então

2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ 2−s ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 1 ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1,

Caso |ξ| ≥ 1

Nessa hipótese, vemos que (1 + |ξ|2)s ≤ 2s|ξ|2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s) e

(1 + |ξ|2s) ≤ 2|ξ|2s ≤ 2(1 + |ξ|2)s, portanto conclúımos

2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1.

Esse Lema nos permite concluir que, a norma usual em Hs(Rn) é equi-

valente à norma

‖u‖Hs =

(∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|û|2dξ
) 1

2

,
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a qual tem como produto interno associado

(u, v)Hs =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)û¯̂vdξ.

Para os espaços H−s(Rn) com s > 0 vamos usar a seguinte norma

‖u‖2H−s =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)−1 |û|2 dξ

e o produto interno associado

(u, v)H−s =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)−1 û¯̂v dξ.

Usando a norma e o produto interno definidos via o Lema 1.1.5, mos-

tramos algumas propriedades dos espaços Hs(Rn).

Essas propriedades serão muito importantes para podermos obter existência

e unicidade de soluções, bem como também taxas de decaimento, tanto

para o caso linear quanto para o semilinear.

Lema 1.1.6 Dado u ∈ Hs(Rn). Se s > n
2

então existe uma constante

C > 0 tal que

|u(x)| ≤ C‖u‖Hs ,

para todo x ∈ Rn.

Demonstração: Da definição de Transformada de Fourier inversa e a

estimativa
∣∣eix·ξ∣∣ ≤ 1, temos

|u(x)| =
∣∣∣∣ 1

(2π)
n
2

∫
Rn
eix·ξû(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ C ∫
Rn
|û(ξ)|dξ

= C

∫
Rn

(1 + |ξ|2)
s
2 (1 + |ξ|2)−

s
2 |û(ξ)|dξ.

Agora, usando a desigualdade de Hölder (Teorema 1.1.2) e o Lema

1.1.5, temos que

|u(x)| ≤ C
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ

) 1
2

·
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)−sdξ

) 1
2

≤ C
(∫

Rn
(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2dξ

) 1
2

·
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)−sdξ

) 1
2
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Notemos que, para s > n
2

, a integral

∫
Rn

(1 + |ξ|2)−sdξ é finita. Portanto,

da estimativa acima e a definição da norma em Hs(Rn), conclúımos

|u(x)| ≤ C‖u‖Hs ,

para todo x ∈ Rn.

Observação 1.1.2 Do Lema 1.1.6, inferimos que, para s > n
2

, Hs(Rn)

está imerso continuamente em L∞(Rn).

Um outro resultado muito importante para mostrarmos a existência e

unicidade de solução e encontramos taxas de decaimento para o problema

semilinear é que, para s > n
2

, Hs(Rn) é uma álgebra.

Formalmente, esse resultado vem dado como o seguinte Lema

Lema 1.1.7 Seja s >
n

2
. Então existe uma constante C > 0 tal que

‖uw‖Hs ≤ C ‖u‖Hs‖w‖Hs ,

para quaisquer u,w ∈ Hs(Rn).

A prova desse Lema, pode ser encontrado nos trabalhos de Kato-Ponce

[24] e Wang-Chen [50].

As provas dos dois Lemas a seguir, estão baseados no Lema 1.1.7

Lema 1.1.8 Sejam s > n
2

e p ≥ 1 um inteiro. Então existe uma constante

C > 0 tal que

‖up‖Hs ≤ C‖u‖pHs ,

para todo u ∈ Hs(Rn).

Demonstração: Usamos indução sobre p.

Para p = 1, o resultado é imediato.

Suponhamos agora que o resultado é válido para p > 1, isto é

‖up‖Hs ≤ C‖u‖pHs .

Assim, para p+ 1, do Lema 1.1.7 e da hipótese de indução, vemos que

‖up+1‖Hs = ‖upu‖Hs ≤ C‖u‖pHs‖u‖Hs = C‖u‖p+1
Hs .
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Portanto, se s > n
2

, o lema é válido para todo p ≥ 1 inteiro.

Lema 1.1.9 Sejam s > n
2

e p ≥ 2 um inteiro. Então, existe uma cons-

tante C > 0 tal que

‖up‖L1 ≤ C‖u‖pHs ,

para todo u ∈ Hs(Rn).

Demonstração: Pela definição da norma L1 temos que

‖up‖L1 =

∫
Rn
|up|dx =

∫
Rn
|up−1u|dx ≤

∫
Rn
|up−1| |u|dx.

Usando o Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Hölder) com r = q = 2 e a

Identidade de Plancherel (Teorema 1.1.3), temos que

‖up‖L1 ≤
(∫

Rn
|up−1(x)|2dx

)1/2(∫
Rn
|u(x)|2dx

)1/2

=

(∫
Rn

∣∣∣ûp−1(ξ)
∣∣∣2 dξ) 1

2
(∫

Rn
|û(ξ)|2dξ

) 1
2

≤
(∫

Rn
(1 + |ξ|2s)

∣∣∣ûp−1(ξ)
∣∣∣2) 1

2
(∫

Rn
(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2

) 1
2

= ‖up−1‖Hs‖u‖Hs .

Como p ≥ 2 é um inteiro, temos que p − 1 ≥ 1, e portanto, para s > n
2

,

segue do Lema 1.1.8

‖up‖ ≤ C‖u‖p−1
Hs ‖u‖Hs = C‖u‖PHs .

Lema 1.1.10 Sejam s > n
2

e p > 1 um inteiro. Então existe uma cons-

tante C > 0, tal que

‖up − wp‖Hs ≤ C
(
‖u‖p−1

Hs + ‖w‖p−1
Hs

)
‖u− w‖Hs ,

para todo u, w ∈ Hs(Rn).

Demonstração: Definindo a função h(λ) = λp, vemos que h′(λ) = p λp−1.
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Considerando u, w ∈ Hs(Rn), e pelo Teorema do Valor médio temos

up − wp = p vp−1(u− w)

com v = (1− ε)u+ εw, para algum ε ∈ (0, 1).

Logo, usando os Lemas 1.1.7 e 1.1.8, a desigualdade triangular e o fato

que ε ∈ (0, 1), temos que

‖up − wp‖Hs = p‖vp−1(u− w)‖Hs

≤ C‖vp−1‖Hs ‖u− w‖Hs

≤ C‖v‖p−1
Hs ‖u− w‖Hs

≤ C‖(1− ε)u+ εw‖p−1
Hs ‖u− w‖Hs

≤ C
(
‖u‖p−1

Hs + ‖w‖p−1
Hs

)
‖u− w‖Hs ,

com C uma constante positiva garantida pelos Lemas usados.

Usando a transformada de Fourier e o seguinte resultado

F
(
(−∆)u(·)

)
(ξ) = |ξ|2û(ξ),

vamos definir a noçaõ de laplaciano fracionário para funções em Hs(Rn).

Definição 1.1.14 Sejam α ∈ R e u ∈ Hα(Rn). Definimos o operador

(−∆)α aplicado em u da seguinte forma

(−∆)αu(x) = F−1[| · |2αû(·)](x).

A definição anterior nos permite caracterizar a transformada de Fourier

de funções (−∆)αu, com u ∈ Hα(Rn), na forma

F
(
(−∆)αu(·)

)
(ξ) = |ξ|2αû(ξ).

Definição 1.1.15 Sejam m, p ∈ R, com p ≥ 1. Definimos o espaço

Ẇm,p(Rn) como

Ẇm,p(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn) : ∃v ∈ Lp(Rn), tal que u = (−∆)−

m
2 v
}
.
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Pela definição desse espaço, vemos que

v = (−∆)
m
2 u ∈ Lp(Rn).

Assim, definimos a norma desse espaço por

‖u‖Ẇm,p =

(∫
Rn
|(−∆)

m
2 u(x)|pdx

) 1
p

.

1.2 Problema Linear Abstrato: Existência

de Solução

Nesta seção vamos fazer um pequeno resumo com os principais resul-

tados necessários para mostrar a existência e unicidade do Problema de

Cauchy (1) linear, ou seja, quando β = 0.

1.2.1 Teorema de Lax-Milgram

Nesta subseção, consideramos o espaço de Hilbert real H, munido com

a norma ‖ · ‖H , a qual está induzida pelo produto interno 〈·, ·〉 definido em

H.

Definição 1.2.1 Uma aplicação B : H × H −→ R é chamada de forma

bilinear se, B(x, ·) é linear, para cada x ∈ H e B(·, y) é linear, para cada

y ∈ H.

Definição 1.2.2 Uma forma bilinear B : H×H −→ R é dita ser limitada

(ou cont́ınua), se existe uma constante C > 0, tal que

|B(x, y)| ≤ C‖x‖H‖y‖H , ∀x, y ∈ H.

Definição 1.2.3 Uma forma bilinear B : H × H −→ R é chamada de

coerciva, se existe uma constante C > 0, tal que

|B(x, x)| ≥ C‖x‖2H , ∀x ∈ H.



38

Teorema 1.2.1 (Lema de Lax Milgram) Seja B uma forma bilinear,

limitada e coerciva sobre um espaço de Hilbert H. Então para cada funci-

onal linear cont́ınuo F em H, existe um único u ∈ H tal que

B(x, u) = F (x), ∀ x ∈ H.

1.2.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta subseção, consideramos o espaço de Banach real (X, ‖ · ‖X), e o

conjunto B(X), o qual denota o espaço dos operadores lineares limitados

sobre X.

Definição 1.2.4 Dizemos que uma aplicação S : R+
0 −→ B(X) é um

semigrupo de operadores lineares limitados em X, se:

i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de B(X);

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), para todo t, s ∈ R+
0 .

Definição 1.2.5 Um semigrupo de operadores lineares limitados S é cha-

mado de semigrupo fortemente cont́ınuo, se

lim
t→0+

‖(S(t)− I)x‖X = 0, ∀x ∈ X.

Um semigrupo de operadores lineares limitados fortemente cont́ınuo é cha-

mado também de semigrupo de classe C0 ou simplesmente de C0-semigrupo.

Definição 1.2.6 Um semigrupo de operadores lineares limitados S é dito

ser uniformemente cont́ınuo, se

lim
t→0+

‖S(t)− I‖B(X) = 0.

Teorema 1.2.2 Se S é um semigrupo de classe C0, então existem cons-

tantes ω ≥ 0 e M ≥ 0, tais que

‖S(t)‖B(X) ≤Meωt, ∀ t ≥ 0.

Definição 1.2.7 Um semigrupo S de classe C0, satisfazendo

‖S(t)‖B(X) ≤Meωt, ∀ t ≥ 0,
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com ω = 0, é dito ser um semigrupo uniformemente limitado. Além disso,

se M = 1, dizemos que o semigrupo é um semigrupo de contrações de

classe C0.

Definição 1.2.8 O operador B : D(B) ⊂ X → X definido por

D(B) =

{
x ∈ X : lim

h→0+

S(h)x− Ix
h

existe

}
e

B(x) = lim
h→0+

S(h)x− Ix
h

∀ x ∈ D(B)

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Teorema 1.2.3 Um operador B : D(B) ⊂ X → X é gerador infinitesi-

mal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo se, e somente se, B é um

operador linear limitado em X.

Teorema 1.2.4 Se B : D(B) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe C0, então B é um operador linear fechado e D(B) é

um subespaço linear denso em X.

1.2.3 Teorema Lumer-Phillips

Nesta subseção, vamos considerar o espaço de Banach (X, ‖ · ‖X) sobre

o corpo dos números complexos e L(X) o conjunto dos operadores lineares

sobre X.

Definição 1.2.9 Seja B : D(B) ⊂ X → X, com B ∈ L(X). O conjunto

dos λ ∈ C, tais que (λI − B)−1 existe, é limitado e está definido em um

subconjunto denso de X, é chamado conjunto resolvente de B e é denotado

por ρ(B).

O operador linear (λI − B)−1, denotado por R(λ,B), é chamado de ope-

rador resolvente de B.

Definição 1.2.10 Seja X um espaço de Banach, X∗ o dual de X e 〈·, ·〉
a dualidade entre X e X∗. Para cada x ∈ X, definimos

J(x) =
{
x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = ‖x‖2X = ‖x∗‖2X∗

}
.
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Observação 1.2.1 Como consequência do Teorema de Hanh-Banach, te-

mos que J(x) 6= ∅, para cada x ∈ X.

Definição 1.2.11 Dizemos que o operador linear B : D(B) ⊂ X → X é

dissipativo se, para cada x ∈ D(B), existe x∗ ∈ J(x), tal que

Re〈x∗, Bx〉 ≤ 0.

Para um espaço de Hilbert (H, 〈·, ·〉), a definição de operador dissipativo

é a seguinte

Definição 1.2.12 O operador linear B : D(B) ⊂ X → X é dissipativo se,

para cada x ∈ D(B) temos

Re〈Bx, x〉 ≤ 0.

Teorema 1.2.5 (Lumer-Phillips) Seja B : D(B) ⊂ X → X um opera-

dor linear, com D(B) denso em X.

• Se B é dissipativo e existe λ0 > 0, tal que Im(λ0I −B) = X, então

B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe

C0.

Teorema 1.2.6 (Teorema de Perturbação de Geradores) Se B é o

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em um espaço de Ba-

nach X e J é um operador linear e limitado em X, então B+ J é gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X.

1.2.4 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam (X, ‖ · ‖X) um espaço de Banach e B : D(B) ⊂ X −→ X um

operador linear. Considere o problema de Cauchy abstrato
dU

dt
= BU(t),

U(0) = U0,
(1.1)

para todo t > 0, com U0 ∈ X.
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Definição 1.2.13 Seja B o operador linear definido na equação (1.1).

Uma função U : R+ → X, cont́ınua, continuamente diferenciável, tal que

U(t) ∈ D(B) para todo t > 0 e que satisfaz o problema (1.1), é dita solução

forte do problema (1.1).

Teorema 1.2.7 Seja B o operador linear definido no problema (1.1), sendo

o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X. Então,

para cada U0 ∈ D(B), o problema (1.1) possui uma única solução forte

U(t) = S(t)U0 na classe

U(t) ∈ C ([0,∞), D(B)) ∩ C1 ([0,∞), X) ,

onde S é o semigrupo gerado por B.

Se U0 ∈ X, então dizemos que U(t) = S(t)U0 ∈ C([0,∞), X) é uma

solução fraca para o problema (1.1).

1.3 Problema Semilinear Abstrato: Existência

de solução

Sejam (X, ‖ · ‖X) um espaço de Banach e B : D(B) ⊂ X −→ X um

operador linear . Considere o problema de Cauchy abstrato
dU

dt
= BU(t) + FU(t),

U(0) = U0,
(1.2)

para todo t > 0, com U0 ∈ X e F uma função não linear sobre D(B).

Definição 1.3.1 Uma função F : Y ⊂ X → X é Lipschitz cont́ınua sobre

conjuntos limitados, se para todo conjunto limitado A ⊂ Y , existe uma

constante L > 0 (chamada de constante de Lipschitz), tal que

‖F (U)− F (V )‖X ≤ L‖U − V ‖X ,

para cada U, V ∈ A.

Para subconjuntos limitados do domı́nio, usaremos a seguinte definição,

a qual é equivalente à definição anterior.
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Definição 1.3.2 Seja B : D(B) ⊂ X −→ X um operador linear.

Dizemos que uma função F : D(B) −→ D(B) é Lipschitz cont́ınua em

conjuntos limitados de D(B) se, dado M > 0, existe uma constante LM > 0

tal que

‖F (U)− F (W )‖X + ‖B
(
F (U)− F (W )

)
‖X

≤ LM
(
‖U −W‖X + ‖B(U −W )‖X

)
,

para todo U,W ∈ D(B) tais que

‖U‖X + ‖BU‖X ≤M e ‖W‖X + ‖BW‖X ≤M.

O Teorema a seguir, será empregado para mostrarmos existência e uni-

cidade de solução para o problema semilinear.

Teorema 1.3.1 Sejam B o operador linear definido no problem (1.2), ge-

rador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X e F : D(B) →
D(B) uma função Lipschitz cont́ınua em conjuntos limitados A ⊂ D(B).

Então, para cada dado inicial U0 ∈ D(B), existe uma única solução forte

U = U(t) do Problema de Cauchy (1.2) definida em um intervalo maximal

[0, Tm), pertencente à classe

U ∈ C
(
[0, Tm), D(B)

)
∩ C1([0, Tm), X

)
,

tal que vale uma e somente uma das seguintes condições

i) Tm =∞;

ii) Tm <∞ e lim
t→Tm

‖U‖X + ‖BU‖X =∞.

Para uma demonstração deste Teorema, veja [37].

1.4 Lemas Técnicos

Nesta seção vamos demonstrar lemas que usaremos nas provas de existência

e unicidade de solução bem como os lemas usados para encontrar taxas de

decaimento e provar otimalidade destas taxas.
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O lema abaixo é usado na alta frequência no caso 0 ≤ θ < δ. Usando

este lema conseguimos a regularidade necessária nos dados iniciais.

Lema 1.4.1 Sejam c, r números positivos e a ∈ R. Então existe uma

constante C > 0 tal que

tre−c|ξ|
at ≤ C|ξ|−ar

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn, ξ 6= 0.

Demonstração: De fato, considere s = c|ξ|at isso implica que

tr = c−rsr|ξ|−ar.

Portanto existe C > 0 tal que

tre−c|ξ|
at = c−rsr|ξ|−are−s ≤ C|ξ|−ar,

pois a função sre−s é limitada no intervalo 0 ≤ s <∞ para um r > 0 fixo.

A constante C depende de r e c, isto é C = C(r, c).

O lema abaixo é usado para encontrar taxas de decaimento tanto na

baixa frequência quanto na alta frequência.

Lema 1.4.2 Sejam k > −n, ϑ > 0 e C > 0. Então existe uma constante

K > 0 dependendo de n tal que∫
Rn
e−C|ξ|

ϑt|ξ|kdξ ≤ Kt−
n+k
ϑ ,

para todo t > 0.

Demonstração: Observamos que

I(t) :=

∫
Rn
e−C|ξ|

ϑt|ξ|kdξ =

∫ ∞
0

∫
|ξ|=r

e−Cr
ϑtrkdSξdr

=

∫ ∞
0

e−Cr
ϑtrk

(
wnr

n−1) dr = wn

∫ ∞
0

e−Cr
ϑtrk+n−1dr,

com a constante wn definida por wn = mes
{
x ∈ Rn : |x| = 1

}
.
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Usando a seguinte mudança de variável s = rt
1
ϑ , temos que

I(t) = wn

∫ ∞
0

e−Cs
ϑ

sk+n−1t−
n+k−1
ϑ t−

1
ϑ ds

= wnt
− k+n

ϑ

∫ ∞
0

e−Cs
ϑ

sk+n−1ds.

Notamos que para todo k + n > 0 temos que∫ ∞
0

e−Cs
ϑ

sk+n−1ds <∞.

Portanto temos que

I(t) ≤ Kt−
k+n
ϑ , t > 0

com K > 0 uma constante dependendo de n.

O Lema acima é muito importante para encontrar taxas de decaimento

na baixa frequência do problema linear (β = 0).

Para encontrarmos taxas de decaimento do problema semilinear (β > 0)

vamos precisar do seguinte lema:

Lema 1.4.3 Sejam k > −n, ϑ > 0 e C > 0. Então existe uma constante

K > 0 dependendo de n tal que∫
|ξ|≤1

e−C|ξ|
ϑt|ξ|kdξ ≤ K(1 + t)−

n+k
ϑ ,

para todo t > 0.

Demonstração: Definimos

I(t) =

∫
Rn
e−C|ξ|

ϑt|ξ|kdξ.

Vamos primeiro mostrar que a desigualdade do lema vale para t ∈ (0, 1].

Como I é uma função cont́ınua para t ∈ [0, 1], existe uma constante positiva

C1 > 0 tal que

I(t) ≤ C1 para todo t ∈ (0, 1].
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Seja C2 uma constante positiva tal que C1(1+ t)
n+k
ϑ ≤ C12

k+n
ϑ ≤ C2, logo

I(t) ≤ C1 ≤ C2(1 + t)−
n+k
ϑ

para todo t ∈ (0, 1].

Vamos agora mostrar que o lema vale para t ∈ [1,∞). Pelo Lema

anterior temos, em particular para t ≥ 1, que

I(t) ≤ Ct−
k+n
ϑ .

Basta mostrar que Ct−
k+n
ϑ ≤ K(1 + t)−

k+n
ϑ . Observamos que

I(t) ≤ Ct−
k+n
ϑ ≤ C 2

n+k
ϑ (2t)−

k+n
ϑ ≤ C 2

n+k
ϑ (1 + t)−

k+n
ϑ ,

pois 1 + t ≤ 2t para todo t ∈ [1,∞), .

Portanto o lema está demonstrado.

Nos próximos dois lemas aparecem estimativas por baixo para dois

termos dados por integral que aparecem em uma expansão assintótica da

solução. Essas estimativas são de fundamental importância para mostrar

que a taxa encontrada é ótima, como veremos no Caṕıtulo 4.

Lema 1.4.4 Sejam n > 2α e θ >
α

2
. Então existe t0 > 0 tal que para

todo t ≥ t0 vale que∫
Rn
e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ

| sin(|ξ|αt)|2

|ξ|2α dξ ≥ Ct−
n−2α

2θ ,

com C uma constante positiva dependo somente de n, θ e α.

Demonstração: Observamos que

I(t) : =

∫
Rn
e
− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t
∣∣∣∣ sin(|ξ|αt)
|ξ|α

∣∣∣∣2 dξ
=

∫ ∞
0

∫
|ξ|=r

e
− r2θt

1+r2δ

∣∣∣∣ sin(rαt)

rα

∣∣∣∣2 dSdr
=

∫ ∞
0

e
− r2θt

1+r2δ

∣∣∣∣ sin(rαt)

rα

∣∣∣∣2
(∫
|ξ|=r

dS

)
dr.
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Denotando wn =

∫
w=1

dw, escrevemos

I(t) =

∫ ∞
0

e
− r2θt

1+r2δ

∣∣∣∣ sin(rαt)

rα

∣∣∣∣2 (wnrn−1) dr
= wn

∫ ∞
0

e
− r2θt

1+r2δ rn−(1+2α)| sin(rαt)|2dr.

Como 1 ≤ 1+r2δ para todo r ∈ R temos que −r2θt ≤ − r2θt

1 + r2δ
. Então

segue que

I(t) ≥ wn
∫ ∞

0

e−r
2θtrn−(1+2α)| sin(rαt)|2dr.

Considerando a seguinte mudança de variável s = rt
1
2θ obtemos

I(t) ≥ wn
∫ ∞

0

e−s
2θ(

st−
1
2θ
)n−(1+2α)

sin2 (sαt1− α
2θ
)
t−

1
2θ ds

= wnt
−n−2α

2θ

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−(1+2α) sin2 (sαt1− α
2θ
)
ds.

Usando a identidade sin2(x) = 1
2

(1− cos(2x)) segue que

I(t) ≥ 1

2
wnt

−n−2α
2θ

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−(1+2α)
(

1− cos
(
2sαt1−

α
2θ
))
ds

=
1

2
wnt

−n−2α
2θ (A− Fn(t, α)),

ondeA =

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−(1+2α)ds e Fn(t, α) =

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−(1+2α) cos
(
2sαt1−

α
2θ
)
ds.

Como e−s
2θ

sn−(1+2α) ∈ L1(R) para n > 2α, aplicamos o Lema de

Riemann-Lebesgue obtendo

Fn(t, α) =

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−(1+2α) cos
(
2sαt1−

α
2θ
)
ds→ 0

quando t→∞.
Portanto, existe t0 > 0 tal que Fn(t, α) ≤ A

2
para todo t ≥ t0. Assim

o lema está provado para C =
wnA

4
.

Seguindo as mesmas ideias da demostração anterior, temos o seguinte
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lema.

Lema 1.4.5 Sejam n ≥ 1 e θ >
α

2
. Então existe t0 > 0 tal que para todo

t ≥ t0 vale ∫
Rn
e
− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t| cos(|ξ|αt)|2 dξ ≥ Ct−

n
2θ ,

com C uma constante positiva dependendo somente de n, θ e α.

O próximo lema é útil para obter taxas de decaimento do problema

semilinear.

Lema 1.4.6 Sejam a > 1 e p > 1 inteiro. Então

(1 + t)a
∫ t

0

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ C

para todo t > 0 onde C = C(a, p) é uma constante positiva.

Demonstração: Para calcular essa integral vamos separá -la em duas

integrais, sendo uma integral sobre o intervalo
[
0, t

2

]
e a outra sobre o

intervalo
[
t
2
, t
]
.

Primeiro, observamos que, se 0 ≤ τ ≤ t

2
temos que

1 + t ≤ 1 + 2t− t ≤ 2 + 2t− 2τ ≤ 2(1 + t− τ)

e isso implica que

(1 + t− τ)−a ≤ 2a(1 + t)−a

pois a > 1.

Então, temos que

(1 + t)a
∫ t

2

0

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ 2a
∫ t

2

0

(1 + τ)−padτ

≤ 2a
(1 + τ)1−pa

1− ap

∣∣∣∣∣
t
2

0

= −2a
(
1 + t

2

)1−ap
ap− 1

+ 2a
1

ap− 1
≤ 2a

ap− 1

pois ap > 1. Notar que
2a

ap− 1
é uma constante positiva.

Agora vamos estimar a integral para
t

2
≤ τ ≤ t. Nesse intervalo temos

que

1 + t ≤ 2(1 + τ).
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Logo

(1 + τ)−ap ≤ 2ap(1 + t)−ap.

Então, obtemos que

(1 + t)a
∫ t

t
2

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ 2ap(1 + t)a−ap
∫ t

t
2

(1 + t− τ)−adτ

≤ −2ap(1 + t)a−ap
(1 + t− τ)1−a

1− a

∣∣∣∣∣
t

t
2

≤ −2ap(1 + t)a−ap
1

1− a + 2ap(1 + t)a−ap
(
1 + t

2

)1−a
1− a

≤ 2ap(1 + t)a−ap
1

a− 1
≤ 2ap

a− 1
,

devido a que ap > a, onde
2ap

a− 1
é uma constante positiva, pois a > 1.

Finalmente, definindo C(a, p) = max

{
2ap

a− 1
,

2a

ap− 1

}
conclúımos que

(1 + t)a
∫ t

0

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ C(a, p)

para todo t ≥ 0 e portanto o lema está provado.

Lema 1.4.7 Seja F : [0,∞) −→ R uma função cont́ınua e positiva, defi-

nida por

F (M) = aI0 + bTMp −M,

onde a, b, I0, T são constantes positivas e p > 1 um número real. Então F

possui um único ponto de mı́nimo global M0 ∈ (0,∞) e além disso, existe

ε > 0 tal que, se 0 < I0 ≤ ε, então F (M0) < 0.



Caṕıtulo 2

Existência Problema

Linear

Neste caṕıtulo, mostramos a existência e a unicidade de soluções, via

teoria de semigrupos, para o seguinte problema de Cauchy linear .
utt + (−∆)δutt + (−∆)αu+ (−∆)θut = 0,

u(0, x) = u0(x),

ut(0, x) = u1(x),

(2.1)

onde u = u(t, x), com (t, x) ∈ (0,∞) × Rn e as potências fracionárias do

operador Laplaciano satisfazendo 0 ≤ δ ≤ α e 0 ≤ θ ≤ α+δ
2

.

Calculando, formalmente, o produto interno usual em L2(Rn), da equação

diferencial em (2.1) com a função ut, temos∫
Rn

(
utt + (−∆)δutt + (−∆)αu+ (−∆)θut

)
utdx = 0.

Usando o Teorema de Plancherel, obtemos que de modo standard que

1

2

d

dt

(
‖ut‖2L2 + ‖(−∆)

δ
2 ut‖2L2 + ‖(−∆)

α
2 u‖2L2

)
+ ‖(−∆)

θ
2 ut‖2L2 = 0,

(2.2)
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para todo t > 0.

Definimos a energia total do sistema (2.1) por

E(t) =
1

2

(
‖ut‖2L2 + ‖(−∆)

δ
2 ut‖2L2 + ‖(−∆)

α
2 u‖2L2

)
,

de modo que podemos reescrever a equação em (2.2) como

d

dt
E(t) + ‖(−∆)

θ
2 ut‖2L2 = 0, (2.3)

para todo t > 0.

2.1 Operador Aσ

Nesta seção consideramos 0 ≤ δ ≤ σ e definimos o operador Aσ de

modo que seu domı́nio seja um subespaço de Hσ(Rn), ou seja,

D
(
Aσ
)

=
{
u ∈ Hσ(Rn) : ∃ y = yu ∈ Hδ(Rn),

(u, ϕ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ϕ
)

= (y, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕ
)
,

∀ ϕ ∈ Hσ(Rn)
}
.

A partir da condição imposta sobre D(Aσ), é natural definirmos o

operador Aσ, como:

Aσ : D(Aσ) −→ Hδ(Rn),

u 7−→ y,
(2.4)

com y = Aσu =
(
I + (−∆)δ

)−1(
I + (−∆)σ

)
u.

Mostramos a seguir, que D(Aσ) 6= ∅ e que, para cada u ∈ D(Aσ),

existe um único elemento y ∈ Hδ(Rn), tal que Aσu = y, concluindo que o

operador Aσ está bem definido.

De forma mais geral, mostramos no Lema 2.1.1 que cada u ∈ Hσ(Rn)

está associado a, no máximo, um elemento de y ∈ Hδ(Rn).

Lema 2.1.1 Para todo u ∈ Hσ(Rn), existe no máximo um elemento y =
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yu ∈ Hδ(Rn) tal que Aσu = y, ou seja,

(u, ϕ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ϕ
)

= (y, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕ
)
, (2.5)

para todo ϕ ∈ Hσ(Rn).

Demonstração: Naturalmente que 0 ∈ D(Aσ), onde D(Aσ) 6= ∅.
Seja u ∈ Hσ(Rn). Suponhamos que existam y1, y2 ∈ Hδ(Rn), satisfa-

zendo a relação (2.5). Segue então, que

(y1, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y1, (−∆)

δ
2ϕ
)

= (y2, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y2, (−∆)

δ
2ϕ
)
,

para todo ϕ ∈ Hσ(Rn), ou seja,

(y1 − y2, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 (y1 − y2), (−∆)

δ
2ϕ
)

= 0,

para todo ϕ ∈ Hσ(Rn).

Como C∞0 (Rn) está densamente imerso em Hσ(Rn), em particular

(y1 − y2, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 (y1 − y2), (−∆)

δ
2ϕ
)

= 0, (2.6)

para qualquer ϕ ∈ C∞0 (Rn).

Definindo y := y1 − y2, segue da densidade de C∞0 (Rn) em Hδ(Rn),

que existe {ϕm}m∈N ⊂ C∞0 (Rn), tal que ϕm −→ y em Hδ(Rn), quando

m→∞ ou seja, ∥∥ϕm − y∥∥Hδ −→ 0, quando m→∞,

assim como,∥∥ϕm − y‖2Hδ =
∥∥ϕm∥∥2

Hδ
− 2
(
ϕm, y

)
Hδ

+
∥∥y∥∥2

Hδ
−→ 0, (2.7)

quando m → ∞. Além disso, como
∣∣∥∥ϕm∥∥Hδ − ∥∥y∥∥Hδ ∣∣ ≤ ∥∥ϕm − y∥∥Hδ ,

temos que ∥∥ϕm∥∥Hδ −→ ∥∥y∥∥
Hδ
, quando m→∞. (2.8)

Assim, dos resultados em (2.7) e em (2.8), obtemos

(
y, ϕm

)
Hδ
−→

∥∥y∥∥2

Hδ
quando m→∞. (2.9)
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Por outro lado, pela definição do produto interno no espaço Hδ(Rn) e

considerando o resultado em (2.6), também temos que

(
y, ϕm

)
Hδ

=
(
y, ϕm

)
+
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕm

)
= 0, (2.10)

para todo m ∈ N.

Portanto, de (2.9) e (2.10), segue que∥∥y∥∥2

Hδ
= lim
m→∞

(y, ψm)Hδ = 0,

onde conclúımos que y = 0 ∈ Hσ(Rn), ou seja, y1 = y2 ∈ Hσ(Rn).

Como consideramos δ ≤ σ, temos σ ≤ 2σ − δ e então,

H2σ−δ(Rn) ⊆ Hσ(Rn) ⊆ Hδ(Rn).

Lema 2.1.2 Se 0 ≤ δ ≤ σ, então D(Aσ) ⊂ H2σ−δ(Rn) e existe uma

constante C > 0, tal que

‖u‖H2σ−δ ≤ C
∥∥Aσu∥∥Hδ ,

para todo u ∈ D(Aσ).

Demonstração: Seja u ∈ D(Aσ), então existe um y = yu ∈ Hδ(Rn), tal

que

(u, ϕ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ϕ
)

= (y, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕ
)
, (2.11)

para todo ϕ ∈ Hσ(Rn).

Definimos o funcional F : Hδ(Rn) −→ R, dado por

〈F,ϕ〉 = (y, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕ
)
.

Dessa forma, o funcional F está bem definido e é linear.

Além disso, F é cont́ınuo pois, dado ϕ ∈ Hδ(Rn),∣∣〈F,ϕ〉∣∣ ≤ ∣∣(y, ϕ)
∣∣+
∣∣((−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕ
)∣∣

≤ ‖y‖ ‖ϕ‖+
∥∥(−∆)

δ
2 y
∥∥∥∥(−∆)

δ
2ϕ
∥∥.
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Então, considerando a definição de norma em Hδ(Rn) e usando o Te-

orema de Plancherel, temos que∣∣〈F,ϕ〉∣∣ ≤ ∥∥ŷ∥∥ ∥∥ϕ̂∥∥+
∥∥|ξ|δ ŷ∥∥ ∥∥|ξ|δϕ̂∥∥

≤ 2
∥∥(1 + |ξ|2δ

)1/2
ŷ
∥∥∥∥(1 + |ξ|2δ

)1/2
ϕ̂
∥∥

≤ 2 ‖y‖Hδ ‖ϕ‖Hδ ,

para todo ϕ ∈ Hδ(Rn), ou seja, ‖F‖ ≤ 2 ‖y‖Hδ . Logo, F é um funcional

limitado e portanto, cont́ınuo.

Assim, dado u ∈ D(Aσ), existe F ∈ (Hδ(Rn))′ = H−δ(Rn) tal que

(u, ϕ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ϕ
)

= 〈F,ϕ〉, (2.12)

para todo ϕ ∈ Hδ(Rn).

Como D(Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Hσ(Rn), em particular,

D(Rn) ↪→ S(Rn) ↪→ Lp(Rn), ∀p ≥ 1,

e o resultado é válido em Hσ(Rn), e também

(u, ϕ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ϕ
)

= 〈F,ϕ〉,

para todo ϕ ∈ D(Rn), onde conclúımos que a equação

u+ (−∆)σu = F, (2.13)

é válida no espaço dual S ′(Rn) ⊂ D′(Rn).

Aplicando a Transformada de Fourier na equação (2.13)), e conside-

rando a definição do funcional F , obtemos

(
1 + |ξ|2σ

)
û =

(
1 + |ξ|2δ

)
ŷ,

para u ∈ D(Aσ) ⊂ Hσ(Rn) e y ∈ Hδ(Rn), ou ainda,

(
1 + |ξ|2δ

)−1/2(
1 + |ξ|2σ

)
û =

(
1 + |ξ|2δ

)1/2
ŷ. (2.14)
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No entanto, da definição de Aσ, temos que y = Aσu e então

ŷ = Âσu =
1 + |ξ|2σ

1 + |ξ|2δ û. (2.15)

Por outro lado, tomando o quadrado da norma de cada um dos membros

da equação (2.14), em relação ao espaço L2(Rn), obtemos∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)−1(
1 + |ξ|2σ

)2|û|2dξ =

∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)
|ŷ|2dξ.

Mas, conforme o Lema 1.1.5, apresentado no caṕıtulo anterior,

1 + |ξ|2(2σ−δ) ≤ C
(
1 + |ξ|2δ

)−1(
1 + |ξ|2σ

)2
,

para todo δ, σ ≥ 0 e ξ ∈ R.

Assim, a equação integral acima, pode ser reescrita como∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2σ−δ))|û|2dξ ≤ C ∫

Rn

(
1 + |ξ|2

)δ|ŷ|2dξ, (2.16)

em que C é uma constante que depende de δ.

Portanto, considerando a definição de Aσ dada em (2.15), segue da

inequação em (2.16), que

‖u‖H2σ−δ ≤ C‖y‖Hδ = C
∥∥Au∥∥

Hδ
,

para todo u ∈ D(Aσ), ou seja, D(Aσ) ⊂ H2σ−δ(Rn).

Lema 2.1.3 Se 0 ≤ δ ≤ σ, então H2σ−δ(Rn) ⊆ D(Aσ), ou seja, dado

u ∈ H2σ−δ(Rn) existe y ∈ Hδ(Rn) tal que

(u, ϕ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ϕ
)

= (y, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕ
)
, (2.17)

para todo ϕ ∈ Hσ(Rn).

Demonstração: Sejam u ∈ H2σ−δ(Rn) e G : Hδ(Rn) −→ R o funcional

dado por

〈G,ϕ〉 = (u, ϕ) +
(
(−∆)σ−

δ
2 u, (−∆)

δ
2ϕ
)
.



55

Dessa forma, o funcional G está bem definido e é linear. Além disso,

G é cont́ınuo pois, da definição de norma em Hδ(Rn) e pelo Teorema de

Plancherel ∣∣〈G,ϕ〉∣∣ ≤ ∣∣(u, ϕ)
∣∣+
∣∣((−∆)σ−

δ
2 u, (−∆)

δ
2ϕ
)∣∣

≤ 2 ‖u‖H2σ−δ ‖ϕ‖Hδ , ∀ϕ ∈ H
δ(Rn),

ou seja, ‖G‖ ≤ 2 ‖u‖H2σ−δ . Logo, G ∈
(
Hδ(Rn)

)′
= H−δ(Rn).

Com objetivo de usar o Teorema de Lax-Milgram, definimos

b : Hδ(Rn)×Hδ(Rn) −→ R,
b(ϕ, φ) = (ϕ, φ) + ((−∆)

δ
2ϕ, (−∆)

δ
2 φ).

(2.18)

Assim, a forma b(·, ·) está bem definida, é bilinear e é cont́ınua pois,

dado (ϕ, φ) ∈ Hδ(Rn)×Hδ(Rn),

|b(ϕ, φ)| ≤
∣∣(ϕ, φ)

∣∣+
∣∣((−∆)

δ
2ϕ, (−∆)

δ
2 φ)
∣∣

≤ ‖ϕ‖ ‖φ‖+
∥∥(−∆)

δ
2ϕ
∥∥ ∥∥(−∆)

δ
2 φ
∥∥

≤
∥∥ϕ̂∥∥ ∥∥φ̂∥∥+

∥∥|ξ|δϕ̂∥∥ ∥∥|ξ|δφ̂∥∥
≤ 2 ‖ϕ‖Hδ ‖φ‖Hδ .

Além disso, b(·, ·) é coerciva pois, para todo ϕ ∈ Hδ(Rn),

b(ϕ,ϕ) =
∥∥ϕ̂∥∥2

+
∥∥|ξ|2δϕ̂∥∥2

=

∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)∣∣ϕ̂∣∣2dξ = ‖ϕ‖2Hδ .

Portanto, segue do Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.2.1) que, para

o funcional linear e cont́ınuo G, existe um único y ∈ Hδ(Rn), que é solução

para o problema variacional

b(y, ϕ) = 〈G,ϕ〉, ∀ϕ ∈ Hδ(Rn). (2.19)

Assim, para a forma bilinear cont́ınua e coerciva b(·, ·) e o funcional

linear e cont́ınuo G, existe um único y ∈ Hδ(Rn), de modo que

(y, ϕ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ϕ
)

= (u, ϕ) +
(
(−∆)σ−

δ
2 u, (−∆)

δ
2ϕ
)
, (2.20)

para todo ϕ ∈ Hδ(Rn).
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No entanto, como Hσ(Rn) ⊂ Hδ(Rn), em particular temos que a igual-

dade (2.20) é válida para ϕ ∈ Hσ(Rn).

Pela Identidade de Plancherel, temos

(
(−∆)σ−

δ
2 u, (−∆)

δ
2ϕ
)

=
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ϕ
)
.

Assim, se u ∈ H2σ−δ(Rn), vemos que u satisfaz a identidade que define

D(Aσ), isto é H2σ−δ(Rn) ⊂ D(Aσ).

Observação 2.1.1 Segue dos dois lemas anteriores que D(Aσ) = H2σ−δ(Rn).

2.2 Caso 0 ≤ θ < δ ≤ α

Nesta seção, reescrevemos o problema de Cauchy (2.1) na forma
d

dt
U = B1U + J1(U),

U(0) = U0,
(2.21)

para U , U0 ∈ X, B1 e J1 adequados.

Podemos escrever a equação diferencial em (2.1) na forma(
I + (−∆)δ

)
utt = −(−∆)αu− (−∆)θut.

Com a finalidade de obtermos B1 e J1, somamos e subtráımos u no

segundo membro da equação acima, obtendo assim(
I + (−∆)δ

)
utt = − (I + (−∆)α)u+

(
u− (−∆)θut

)
.

Da definição do operador Aσ, vemos que o operador

Aα =
(
I + (−∆)δ

)−1

(I + (−∆)α)

está bem definido (caso σ = α). Portanto, definindo v = ut, segue que

vt = −Aαu+
(
I + (−∆)δ

)−1 (
u− (−∆)θv

)
,

com D(Aα) = H2α−δ(Rn).
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Assim, a equação (2.21) se escreve como

d

dt

(
u

v

)
=

(
v

−Aαu+
(
I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

) )

= B1

(
u

v

)
+ J1

(
u

v

)
,

onde B1 : D(Aα)×Hα(Rn)→ Hα(Rn)×Hδ(Rn), está bem definido por

B1

(
u

v

)
=

(
v

−Aαu

)
, (2.22)

e J1 : Hα(Rn)×Hδ(Rn)→ Hα(Rn)×Hδ(Rn), é definido por

J1

(
u

v

)
=

(
0(

I + (−∆)δ
)−1 (

u− (−∆)θv
) )

pois 0 ≤ θ < δ ≤ α.

2.2.1 B1 é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contrações de Classe C0

Mostramos nesta subseção, que B1 é gerador infinitesimal de um semi-

grupo de contrações de classe C0 no espaço X = Hα(Rn)×Hδ(Rn).

Lema 2.2.1 O operador B1 definido em (2.22), é gerador infinitesimal de

um semigrupo de contrações de classe C0 em Hα(Rn)×Hδ(Rn).

Demonstração: Vamos mostrar que o operador B1 satisfaz as hipóteses

do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.2.5) no espaço de Hilbert X =

Hα(Rn)×Hδ(Rn).

O conjunto D(B1) é denso em X, pois 0 ≤ δ ≤ α e

D(B1) = H2α−δ(Rn)×Hα(Rn) e X = Hα(Rn)×Hδ(Rn).
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Mostremos que B1 é dissipativo. Sejam dados (u, v) ∈ D(B1), então(
B1(u, v), (u, v)

)
Hα×Hδ = ((v,−Aαu), (u, v))Hα×Hδ

= (v, u)Hα − (Aαu, v)Hδ .

Pela definição que usamos de produto interno em espaços Hs(Rn), te-

mos

(
B1(u, v), (u, v)

)
Hα×Hδ =

∫
Rn

(1 + |ξ|2α)v̂ ¯̂udξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)Âαu ¯̂vdξ

e usando a relação (2.15), Âαu =
1 + |ξ|2α

1 + |ξ|2δ
û, obtemos

(
B1(u, v), (u, v)

)
Hα×Hδ =

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2α)v̂ ¯̂udξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)1 + |ξ|2α

1 + |ξ|2δ û
¯̂vdξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2α)
(
v̂ ¯̂u− û ¯̂v

)
dξ

= 2i

∫
Rn

(1 + |ξ|2α)Im
(
v̂ ¯̂u
)
dξ.

Assim, para todo (u, v) ∈ D(B1)

Re
((
B1(u, v), (u, v)

)
Hα×Hδ

)
= 0,

o que prova que B1 é dissipativo.

Mostremos agora que Im(I −B1) = Hα(Rn)×Hδ(Rn).

Seja (f, g) ∈ Im(I − B1), logo existe (u, v) ∈ D(B1) = H2α−δ(Rn) ×
Hα(Rn), tal que

(u, v)−B1(u, v) = (f, g).

Como 0 ≤ δ ≤ α, temos (u, v) ∈ Hα(Rn)×Hδ(Rn) e por definição de

B1, temos que B1(u, v) ∈ Hα(Rn)×Hδ(Rn), onde segue que

(f, g) = (I −B1)(u, v) ∈ Hα(Rn)×Hδ(Rn).

Por outro lado, para provar que Hα(Rn) × Hδ(Rn) ⊂ Im(I − B1),

devemos ter que, dado (f, g) ∈ Hα(Rn) ×Hδ(Rn), existe (u, v) ∈ D(B1),
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tal que (f, g) = (I −B1)(u, v), ou seja

(u− v, v +Aαu) = (f, g),

ou equivalentemente, mostrar que existe (u, v) ∈ H2α−δ(Rn) × Hδ(Rn)

satisfazendo {
u− v = f ∈ Hα(Rn),

v +Aαu = g ∈ Hδ(Rn).

Da primeira equação, temos v = u− f , a qual sustituimos na segunda

equação, obtendo

Aαu+ u = f + g. (2.23)

Assim, dados (f, g) ∈ Hα(Rn) ×Hδ(Rn), devemos mostrar que existe

u ∈ H2α−δ(Rn) satisfazendo a equação (2.23).

Como Aα =
(
I+ (−∆)δ

)−1(
I+ (−∆)α

)
aplicamos

(
I+ (−∆)δ

)
ambos

os lados da equação (2.23),

(I + (−∆)α)u+ (I + (−∆)δ)u = (I + (−∆)δ)(f + g).

Objetivo: Aplicar Teorema de Lax-Milgram (2.23) para mostrar existência

de uma solução para a equação (2.23).

Como 0 ≤ δ ≤ α, associamos a equação acima a seguinte forma bilinear

b(·, ·) : Hα(Rn)×Hα(Rn)→ Rn

(u, ϕ) 7−→ b(u, ϕ) = (u, ϕ)Hα + (u, ϕ)Hδ ,

que pode ser mostrado de forma padrão que é cont́ınua e coerciva.

Agora, seja F : Hδ(Rn) −→ R, o funcional definido por

〈F,ϕ〉 = (f, ϕ)Hδ + (g, ϕ)Hδ .

Assim, F está bem definido e é linear e cont́ınuo, isto é

F ∈
(
Hδ(Rn)

)′
= H−δ(Rn) ⊂ H−α(Rn).
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Portanto, segue do Lema de Lax-Milgram (ver Teorema 1.2.1), que

existe um único u ∈ Hα(Rn), tal que

b(u, ϕ) = 〈F,ϕ〉, ∀ϕ ∈ Hδ(Rn),

isto é

(u, ϕ)Hα + (u, ϕ)Hδ = (f, ϕ)Hδ + (g, ϕ)Hδ

Pela definição de produto interno em Hs(Rn), vemos que

(
(−∆)

α
2 u, (−∆)

α
2 ϕ
)
+
(
(−∆)

δ
2 u, (−∆)

δ
2ϕ
)
+2(u, ϕ) = (f, ϕ)Hδ +(g, ϕ)Hδ ,

para todo ϕ ∈ Hδ(Rn).

Como S(Rn) é denso em Hδ(Rn), a equação variacional acima é válida

para todo ϕ ∈ S(Rn) e portanto,

Aαu+ u = f + g (2.24)

no sentido das distribuições temperadas, ou seja, em S ′(Rn).

Aplicando a transformada de Fourier em (2.24), obtemos

Âαu+ û = f̂ + ĝ,

ou ainda (
1 + |ξ|2δ

)1/2
Âαu =

(
1 + |ξ|2δ

)1/2(
f̂ + ĝ − û

)
.

Integrando sobre Rn∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

) ∣∣Âαu(ξ)
∣∣2dξ =

∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)
|f̂ + ĝ − û|2dξ.

Portanto

‖Aαu‖2Hδ ≤ ‖f‖Hδ + ‖g‖Hδ + ‖u‖Hδ <∞,

pois u, f ∈ Hα(Rn) ⊂ Hδ(Rn) e g ∈ Hδ(Rn).

Do Lema 1.1.5, resulta

‖u‖H2α−δ ≤ ‖Aαu‖Hδ <∞,

provando que a solução u de (2.24) satisfaz u ∈ H2α−δ(Rn).
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Portanto, u e v = u − f são as soluções de (I − B1)(u, v) = (f, g), ou

seja (f, g) ∈ Im(I −B1).

Logo, pelo Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.2.5), B1 é gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em X.

2.2.2 J1 é um Operador Limitado

Agora, vamos mostrar que o operador J1 é um operador limitado, onde

J1 : Hα(Rn)×Hδ(Rn) −→ Hα(Rn)×Hδ(Rn) (2.25)

(u, v) 7−→
(

0,
(
I + (−∆)δ

)−1 (
u− (−∆)θv

))
.

Notemos que J1 está bem definido, pois 0 ≤ θ < δ ≤ α.

Lema 2.2.2 O operador J1 é linear e limitado.

Demonstração: A linearidade de J1, segue da linearidade do operador

Laplaciano.

Seja (u, v) ∈ X. A seguinte estimativa mostra que J1 é limitado em X.

∥∥J1(u, v)
∥∥2

Hα×Hδ ≤
∫
Rn

1

1 + |ξ|2δ |û|
2dξ +

∫
Rn

|ξ|4θ

1 + |ξ|2δ |v̂|
2dξ

≤
∫
Rn

(
1 + |ξ|2α

)
|û|2dξ + C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)
|v̂|2dξ

= ‖u‖2Hα + C‖v‖2Hδ

≤ C‖(u, v)‖2X .

Dos resultados obtidos nos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 segue do Teorema 1.2.6,

que B1 + J1 é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X e

portanto, segue do Teorema 1.2.7, que existe uma única solução U = (u, ut)

para o problema de Cauchy dado em (2.21), com U0 = (u0, u1).

A solução vem dada por

U(t) = S1(t)U0, t ≥ 0,

onde {S1(t)}t≥0 é o semigrupo gerado por B1 + J1.
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Quando U0 = (u0, u1) ∈ Hα(Rn)×Hδ(Rn), temos então

U ∈ C
(

[0,∞), Hα(Rn)×Hδ(Rn)
)
.

Dessa forma, a primeira componente de U(t) = S1(t)U0, é a única

solução do problema (2.1) e satisfaz

u ∈ C ([0,∞), Hα(Rn)) ∩ C1
(

[0,∞), Hδ(Rn)
)
.

Além disso, para dados iniciais U0 = (u0, u1) ∈ D(B1) = H2α−δ(Rn)×
Hα(Rn), temos que

u ∈ C
(

[0,∞), H2α−δ(Rn)
)
∩C1 ([0,∞), Hα(Rn)) ∩C2

(
[0,∞), Hδ(Rn)

)
.

2.3 Caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α + δ

2
≤ α

Assim como na seção anterior, vamos reescrever o problema de Cauchy

descrito em (2.1), na forma
d

dt
U = B2U + J2(U),

U(0) = U0,
(2.26)

onde U = (u, ut) , U0 = (u0, u1) ∈ X, com B2 e J2 adequados, de modo

que B2 é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0

em X, J2 é um operador linear e limitado sobre X.

Definimos v = ut e então, da equação (2.1) obtemos

vt = −Aαu−Aθv +
(
I + (−∆)δ

)−1

(u+ v)

com

Aα =
(
I + (−∆)δ

)−1

(I + (−∆)α) ,

Aθ =
(
I + (−∆)δ

)−1 (
I + (−∆)θ

)
,

cujos dominios vêm dados por D(Aα) = H2α−δ(Rn), D(Aθ) = H2θ−δ(Rn).
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Com essas considerações, podemos escrever o Problema (2.26) como

d

dt

(
u

v

)
=

(
v

−Aαu−Aθv +
(
I + (−∆)δ

)−1
(u+ v)

)

= B2

(
u

v

)
+ J2

(
u

v

)
,

onde B2 : D(Aα)×Hα(Rn)→ Hα(Rn)×Hδ(Rn),

B2

(
u

v

)
=

(
v

−Aαu−Aθv

)
,

e J2 : Hα(Rn)×Hδ(Rn)→ Hα(Rn)×Hδ(Rn),

J2

(
u

v

)
=

(
0(

I + (−∆)δ
)−1

(u+ v)

)
.

Observação 2.3.1 Como estamos considerando 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+δ
2

para as

potências fracionárias, temos que

H2α−δ(Rn) ⊂ Hα(Rn) ⊂ H2θ−δ(Rn) ⊂ Hδ(Rn),

e portanto, B2 está bem definido em D(B2) = H2α−δ(Rn)×Hα(Rn).

2.3.1 B2 é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contrações de Classe C0

O lema a seguir descreve essa propriedade do operador B2 a qual é

adequada para obtermos solução do problema (2.26).

Lema 2.3.1 O operador B2 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0 em Hα(Rn)×Hδ(Rn).

A demonstração deste lema é análoga a demonstração para B1 na

subseção anterior.
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2.3.2 J2 é um Operador Linear Limitado

Lema 2.3.2 J2 é um Operador Linear Limitado.

A linearidade de

J2 : Hα(Rn)×Hδ(Rn) −→ Hα(Rn)×Hδ(Rn)

(u, v) 7−→
(

0,
(
I + (−∆)δ

)−1

(u+ v)

)
.

é imediata.

O fato que J2 é limitado segue da seguinte estimativa

‖J2(U)‖2X =
∥∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

)∥∥∥2

Hδ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)
∣∣∣∣ û+ v̂

1 + |ξ|2δ

∣∣∣∣2 dξ
≤
∫
Rn
|û|2 dξ +

∫
Rn
|v̂|2 dξ

≤ ‖u‖2Hα + ‖v‖2Hδ ≤ ‖U‖
2
X ,

válida para U ∈ X.

Dos Lemas 2.3.1 e 2.3.2, conclúımos do Teorema de Perturbação de

Geradores (Teorema 1.2.6), que B2 + J2 é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe C0 em X e portanto, segue do Teorema 1.2.7, que

existe uma única solução U = (u, ut) para o problema de Cauchy dado em

(2.26) com U0 = (u0, u1).

A solução vem dada por

U(t) = S2(t)U0, t ≥ 0,

onde {S2(t)}t≥0 é o semigrupo gerado por B2 + J2.

Como U0 = (u0, u1) ∈ Hα(Rn)×Hδ(Rn), temos então

U ∈ C
(
[0,∞), Hα(Rn)×Hδ(Rn)

)
.
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Dessa forma, a primeira componente de U(t) = S2(t)U0, é a única

solução do problema (2.1) e satisfaz

u ∈ C
(
[0,∞), Hα(Rn)

)
∩ C1([0,∞), Hδ(Rn)

)
.

Para dados iniciais U0 = (u0, u1) ∈ H2α−δ(Rn)×Hα(Rn), temos

u ∈ C
(
[0,∞), H2α−δ(Rn)

)
∩ C1([0,∞), Hα(Rn)

)
∩ C2([0,∞), Hδ(Rn)

)
.
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Caṕıtulo 3

Taxas de Decaimento do

Problema Linear

Para obter estimativas e taxas de decaimento de normas da solução do

problema definido em (2.1), aplicamos a transformada de Fourier obtendo

o seguinte problema de Cauchy no espaço de Fourier:


(
1 + |ξ|2δ

)
ûtt + |ξ|2αû+ |ξ|2θût = 0

û(0, ξ) = û0(ξ)

ût(0, ξ) = û1(ξ),

(3.1)

onde û = û(t, ξ), com (t, ξ) ∈ (0,∞)× Rn, α ∈ [0, 2] e δ, θ ∈ [0, α].

3.1 Estimativas Gerais

Multiplicando (3.1) por ût, obtemos(
1 + |ξ|2δ

)
ûttût + |ξ|2αûût + |ξ|2θûtût = 0,
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que é equivalente a

1

2

d

dt

((
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2 + |ξ|2α |û|2

)
+ |ξ|2θ |ût|2 = 0.

Definimos a densidade de energia do sistema (3.1) por

E1(t, ξ) =
(

1 + |ξ|2δ
)
|ût|2 + |ξ|2α |û|2

e reescrevemos a equação acima, na forma

1

2

d

dt
E1(t, ξ) + |ξ|2θ |ût|2 = 0, (3.2)

para (t, ξ) ∈ (0,∞)× Rn.

Multiplicando (3.1) por û e tomando a parte real, obtemos

Re
((

1 + |ξ|2δ
)
ûttû+ |ξ|2αûû+ |ξ|2θûtû

)
= 0,

que é equivalente a

1

2

d

dt

(
|ξ|2θ |û|2 + 2

(
1 + |ξ|2δ

)
Re
(
ûtû
))

+ |ξ|2α |û|2 =
(

1 + |ξ|2δ
)
|ût|2 .

Então, definindo

E2(t, ξ) = |ξ|2θ |û|2 + 2
(

1 + |ξ|2δ
)
Re
(
ûtû
)
,

reescrevemos a equação acima, na forma

1

2

d

dt
E2(t, ξ) + |ξ|2α |û|2 =

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2 , (3.3)

para (t, ξ) ∈ (0,∞)× Rn.

Considerando as equações em (3.2) e em (3.3), definimos

E(t, ξ) = E1(t, ξ) +
1

3
ρ(ξ)E2(t, ξ), (3.4)
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para (t, ξ) ∈ (0,∞)× Rn, onde ρ : Rn −→ [0,∞), é definida por

ρ(ξ) =



ε|ξ|2α−2θ, |ξ| ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ α

2
,

ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ , |ξ| ≤ 1,
α

2
< θ,

ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ , |ξ| ≥ 1, 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
,

ε|ξ|2α−2θ, |ξ| ≥ 1, θ >
α+ δ

2
,

(3.5)

com ε > 0, a ser escolhido adequadamente mais adiante.

A idéia de escolher ρ(ξ) dessa forma é para obter taxas de decaimento

ótimas e o modo de se encontrar uma tal função está indicado no trabalho

de Luz-Ikehata-Charão [30].

Derivando a expressão (3.4) em relação à variável t e usando as equações

em (3.2) e (3.3), obtemos

1

2

d

dt
E(t, ξ) =

1

2

d

dt
E1(t, ξ) +

1

3
ρ(ξ)

(
1

2

d

dt
E2(t, ξ)

)
=
(
−|ξ|2θ |ût|2

)
+

1

3
ρ(ξ)

(
−|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
,

de onde segue que

1

2

d

dt
E(t, ξ) + |ξ|2θ |ût|2 +

1

3
ρ(ξ)|ξ|2α |û|2 =

1

3
ρ(ξ)

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2 ,

que reescrevemos na forma

1

2

d

dt
E(t, ξ) + F (t, ξ) = R(t, ξ), (3.6)

onde F,R : (0,∞)× Rn −→ [0,∞) são os funcionais definidos por

F (t, ξ) = |ξ|2θ |ût|2 +
1

3
ρ(ξ)|ξ|2α |û|2 ,

R(t, ξ) =
1

3
ρ(ξ)

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2 . (3.7)

Na sequência enunciamos e mostramos os Lemas 3.1.1 à 3.1.6, que usamos

para determinar uma estimativa para a norma de û.



70

Lema 3.1.1 Sejam 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
. Então,

ρ(ξ) ≤ |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ,

para todo ξ ∈ Rn, com ρ como definido em (3.5).

Demonstração: Para |ξ| ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ α

2
, como ε ≤ 1

2
, temos que

ε|ξ|2α
(

1 + |ξ|2δ
)
≤ 2ε|ξ|2α ≤ |ξ|2α ≤ |ξ|4θ

e então, da definição de ρ, temos

ρ(ξ) = ε|ξ|2α−2θ ≤ |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ .

Para |ξ| ≤ 1 e
α

2
< θ ≤ α+ δ

2
e para |ξ| ≥ 1 e 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
, como

ε < 1, temos imediatamente

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

(1 + |ξ|2δ) <
|ξ|2θ

(1 + |ξ|2δ) .

Portanto, o resultado é válido para todo ξ ∈ Rn.

Lema 3.1.2 Sejam 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
. Então,

R(t, ξ) ≤ 1

3
F (t, ξ),

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn.

A prova desse lema é imediata a partir das definições de R e F e do

Lema 3.1.1.

Lema 3.1.3 Sejam 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
. Então,

1

3
ρ(ξ)E1(t, ξ) ≤ F (t, ξ),

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn, com ρ como definido em (3.5).

A prova segue das definições de F e E1 e do Lema 3.1.1.
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Lema 3.1.4 Sejam 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
. Então,

ρ(ξ) ≤ |ξ|2α−2θ,

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn, com ρ como definido em (3.5).

Demonstração: Para 0 ≤ θ ≤ α

2
, |ξ| ≤ 1 e 0 < ε ≤ 1, temos que

ρ(ξ) = ε|ξ|2α−2θ ≤ |ξ|2α−2θ.

Para
α

2
< θ ≤ α+ δ

2
, |ξ| ≤ 1 e 0 < ε ≤ 1, como 2α < 4θ, temos

ε|ξ|4θ < |ξ|2α ≤ |ξ|2α
(

1 + |ξ|2δ
)

e então, da definição de ρ, temos que

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ < |ξ|
2α−2θ.

Para 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
, |ξ| ≥ 1 e 0 < ε ≤ 1, como 4θ ≤ 2α+ 2δ, temos

ε|ξ|4θ ≤ |ξ|2α+2δ ≤ |ξ|2α
(

1 + |ξ|2δ
)

e então, da definição de ρ, temos que

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≤ |ξ|
2α−2θ.

Portanto, o resultado é válido para todo ξ ∈ Rn.

Lema 3.1.5 Sejam 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
. Então,

∣∣∣∣13ρ(ξ)E2(t, ξ)

∣∣∣∣ ≤ 2

3
E1(t, ξ),

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn, com ρ como definido em (3.5).
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Demonstração: Para θ e ε, conforme as hipóteses do lema, temos∣∣∣∣13ρ(ξ)E2(t, ξ)

∣∣∣∣ ≤ 1

3
ρ(ξ)

(
|ξ|2θ |û|2 + 2

(
1 + |ξ|2δ

)
|û| |ût|

)
≤ 1

3
ρ(ξ)

(
|ξ|2θ |û|2 + |ξ|2θ |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)2

|ξ|−2θ |ût|2
)

≤ 2

3

(
ρ(ξ)|ξ|2θ |û|2 + ρ(ξ)

(
1 + |ξ|2δ

)2

|ξ|−2θ |ût|2
)
.

Assim, usando os resultados dos Lemas 3.1.1 e 3.1.4, obtemos∣∣∣∣13ρ(ξ)E2(t, ξ)

∣∣∣∣
≤ 2

3

(
|ξ|2α−2θ|ξ|2θ |û|2 +

|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ
(

1 + |ξ|2δ
)2

|ξ|−2θ |ût|2
)

≤ 2

3

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
=

2

3
E1(t, ξ),

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn.

Lema 3.1.6 Sejam 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
. Então,

|ξ|2α |û|2 +
(

1 + |ξ|2δ
)
|ût|2 ≤ 5e−

1
5
ρ(ξ)t

(
|ξ|2α |û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
,

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn, com ρ como definido em (3.5).

Demonstração: Usando os resultados dos Lemas 3.1.2 e 3.1.3 na identi-

dade obtida em (3.6), temos que

1

2

d

dt
E(t, ξ) + F (t, ξ) = R(t, ξ) ≤ 1

2
F (t, ξ),

onde obtemos

d

dt
E(t, ξ) ≤ −F (t, ξ) ≤ −1

3
ρ(ξ)E1(t, ξ)

e assim, para todo t > 0 e ξ ∈ Rn,

d

dt
E(t, ξ) ≤ −1

3
ρ(ξ)E1(t, ξ). (3.8)
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Como resultado do Lema 3.1.5, temos que

−2

3
E1(t, ξ) ≤ 1

3
ρ(ξ)E2(t, ξ) ≤ 2

3
E1(t, ξ),

onde segue que

1

3
E1(t, ξ) ≤ E1(t, ξ) +

1

3
ρ(ξ)E2(t, ξ) ≤ 5

3
E1(t, ξ)

e então, considerando a definição do funcional E, obtemos

1

3
E1(t, ξ) ≤ E(t, ξ) ≤ 5

3
E1(t, ξ), (3.9)

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn.

Além disso, segue das desigualdades obtidas em (3.8) e (3.9), que

d

dt
E(t, ξ) ≤ −1

3
ρ(ξ)E1(t, ξ) ≤ −1

5
ρ(ξ)E(t, ξ),

onde obtemos a inequação diferencial

d

dt
E(t, ξ) +

1

5
ρ(ξ)E(t, ξ) ≤ 0,

cuja solução é dada por

E(t, ξ) ≤ e−
1
5
ρ(ξ)tE(0, ξ),

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn.

Assim, usando a equivalência obtida em (3.9), segue que

E1(t, ξ) ≤ 3E(t, ξ) ≤ 3e−
1
5
ρ(ξ)tE(0, ξ) ≤ 5e−

1
5
ρ(ξ)tE1(0, ξ),

ou seja, a densidade de energia do problema definido em (3.1) no espaço

de Fourier, decai exponencialmente na forma

E1(t, ξ) ≤ 5e−
1
5
ρ(ξ)tE1(0, ξ),

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn.
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Portanto, da definição do funcional da energia E1, temos que

|ξ|2α |û|2 +
(

1 + |ξ|2δ
)
|ût|2 ≤

≤ 5e−
1
5
ρ(ξ)t

(
|ξ|2α |û(0, ξ)|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût(0, ξ)|2

)
= 5e−

1
5
ρ(ξ)t

(
|ξ|2α |û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
,

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn.

Observação 3.1.1 Da desigualdade obtida no Lema 3.1.6, é simples obter

|û|2 ≤ 5e−
1
5
ρ(ξ)t

(
|û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α |û1|2

)
, (3.10)

válida para todo t > 0 e ξ ∈ Rn, com ξ 6= 0.

Essa desigualdade é útil na obtenção de taxa para a norma L2 da

solução.

3.2 Taxas de Decaimento para |ξ| ≤ 1

Nesta seção, estimamos a desigualdade do Lema 3.1.6 e a desigualdade

decorrente desse lema, dada em (3.10), na região de baixa frequência.

Devido à forma como definimos a função ρ = ρ(ξ) (ver em (3.5)),

dividimos esta seção nos seguintes casos:

i) Caso 0 ≤ θ ≤ α

2
;

ii) Caso
α

2
< θ ≤ α+ δ

2
.

3.2.1 Caso 0 ≤ θ ≤ α

2
Conforme mostramos em (3.1), a equação associada ao problema de

Cauchy, no espaço de Fourier, é dada por
(
1 + |ξ|2δ

)
ûtt + |ξ|2αû+ |ξ|2θût = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ),

ût(0, ξ) = û1(ξ),

(3.11)
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onde û = û(t, ξ), com (t, ξ) ∈ (0,∞)× Rn, δ, θ ∈ [0, α].

Usando a notação definida no artigo [30], para a equação (3.11), temos

que

P1(ξ) = 1 + |ξ|2δ, P2(ξ) = |ξ|2θ e P3(ξ) = |ξ|2α,

de modo que o espaço de integração a considerar em este caso é

Ω = {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 1} .

Com essas considerações, podemos escrever o problema (3.11) na forma

abstrata segundo o artigo [30] na seguinte forma:
P1 ûtt + P2 ût + P3 û = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ),

ût(0, ξ) = û1(ξ),

(3.12)

onde û = û(t, ξ), com (t, ξ) ∈ (0,∞)× Ω.

A Energia global associada ao problema em (3.12) é definida por

E(t) =
1

2

∫
Ω

(
P3(ξ)|û|2 + P1(ξ)|ût|2

)
dξ, ∀ t ≥ 0.

Para obtermos a taxa de decaimento, definimos a função ρ(ξ) como :

ρ(ξ) = min
ξ∈Ω

{
P3(ξ)P2(ξ)−1, P2(ξ)P1(ξ)−1} = |ξ|2α−2θ.

Consideremos a hipótese abaixo, a qual chamaremos de Hipótese 1:

Hipótese 1 Seja β > 0 tal que, para as funções mensuráveis e positivas

(exceto posśıvelmente em um conjunto de medida nula) Pi, i = 1, 2, 3,

definidas sobre Ω ⊂ Rn, pelo menos uma das duas condições seguintes é

satisfeita:

i) C3
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P1(ξ)dξ <∞ e C4

β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)dξ <∞,

ii) C1
β =

∫
Ω

P2(ξ)
− 1
β P1(ξ)

1+β
β dξ <∞, C4

β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)dξ <∞

C5
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)P2(ξ)−2P1(ξ)2dξ <∞,

C6
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P2(ξ)−2P1(ξ)P3(ξ)2dξ <∞.
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Com todas essas considerações, enunciamos o Teorema 2.2 e seu respec-

tivo Corolário 2.2, tal como aparecem no artigo Luz-Ikehata-Charão [30] e

cujas demonstrações podem ser encontradas nesse mesmo artigo.

Teorema 3.2.1 Sejam (û0, û1) ∈ L∞(Rn) × L∞(Rn) e sejam Pi(ξ), i =

1, 2, 3 e β > 0 satisfazendo a Hipótese 1. Então a energia total associada

ao problema de Cauchy sobre Ω satisfaz∫ T

S

E(t)1+βd t ≤ Cβ
(
‖û0‖2L∞ + ‖û1‖2L∞

)β
E(S),

para 0 ≤ S < T <∞, onde Cβ > 0 é uma constante.

Corolário 3.2.1 Sob as hipóteses do Teorema 3.2.1, a energia total asso-

ciada ao problema de Cauchy (3.12) possui o seguinte decaimento

E(t) ≤ Ct−
1
β t→∞,

onde β > 0 é a constante dada na Hipótese 1 e C > 0 é uma constante que

depende dos dados iniciais.

Conforme ao Corolário 3.2.1, a taxa de decaimento da energia do sis-

tema (3.1) na baixa frequência, é t
− 1
β , com β > 0 calculado de modo a sa-

tisfazer a Hipótese 1 desse corolário, sobre a região Ω = {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 1}.

Observação 3.2.1 Vamos usar o seguinte resultado:

∫
|ξ|≤1

|ξ|pdξ =

∫ 1

0

∫
|ξ|=r

rpdSξ dr =

∫ 1

0

rp
(∫
|ξ|=r

dSξ

)
dr

=

∫ 1

0

rp
(
ωnr

(n−1)
)
dr = C

∫ 1

0

r(p+n−1)dr <∞,

se p+ n− 1 > −1, ou seja, p > −n, com n ≥ 1.

Devemos calcular β > 0, que satisfaça as condições i) e ii) da Hipótese

1 do Corolário 3.2.1 como segue:

Sejam P1(ξ), P2(ξ), P3(ξ), ρ(ξ) e Ω como definidos acima.
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i) Determinar β > 0, de modo que as integrais C3
β e C4

β que calculamos

a seguir, sejam finitas. Nesse sentido, temos que

C3
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P1(ξ)dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β

(
1 + |ξ|2δ

)
dξ ≤ 2

∫
Ω

|ξ|
(2θ−2α)

β dξ <∞,

se
2θ − 2α

β
> −n, ou seja, β >

2α− 2θ

n
, para n ≥ 1;

C4
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β |ξ|2αdξ =

∫
Ω

|ξ|
(2θ−2α)

β
+2α

dξ <∞,

se
2θ − 2α

β
+ 2α > −n, ou seja, β >

2α− 2θ

n+ 2α
, para n ≥ 1. Então,

considerando que α ≥ 0, conclúımos que as integrais C3
β e C4

β são

simultaneamente finitas para

β > max

{
2α− 2θ

n
,

2α− 2θ

n+ 2α

}
=

2α− 2θ

n
=: β1,

para θ ∈
[
0,
α

2

]
, com n ≥ 1.

ii) Determinar β > 0, de modo que as integrais C1
β , C4

β , C5
β e C6

β que

calculamos a seguir, sejam finitas. Nesse sentido temos que

C1
β =

∫
Ω

P2(ξ)
− 1
β P1(ξ)

1+β
β dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
2θ
β

(
1 + |ξ|2δ

) 1+β
β
dξ ≤ 2

1+β
β

∫
Ω

|ξ|−
2θ
β dξ <∞,

se −2θ

β
> −n, ou seja, β >

2θ

n
, para n ≥ 1;

C4
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)dξ =

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β |ξ|2αdξ <∞,
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se β >
2α− 2θ

n+ 2α
, para n ≥ 1;

C5
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)P2(ξ)−2P1(ξ)2dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β |ξ|2α|ξ|−4θ
(

1 + |ξ|2δ
)2

dξ

≤ 4

∫
Ω

|ξ|
(

(2θ−2α)
β

+2α−4θ
)
dξ <∞,

se
2θ − 2α

β
+ 2α− 4θ > −n, ou seja, β >

2α− 2θ

n+ 2α− 4θ
, com n ≥ 1;

C6
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P2(ξ)−2P1(ξ)P3(ξ)2dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β |ξ|−4θ
(

1 + |ξ|2δ
)
|ξ|4αdξ

≤ 2

∫
Ω

|ξ|
(

(2θ−2α)
β

−4θ+4α
)
dξ <∞,

se
2θ − 2α

β
− 4θ+ 4α > −n, ou seja, β >

2α− 2θ

n+ 4α− 4θ
, sendo C5

β e

C6
β válidos para n ≥ 1, pois 2θ ≤ α.

Assim, as integrais C1
β , C4

β , C5
β e C6

β são simultaneamente finitas

para

β > max

{
2θ

n
,

2α− 2θ

n+ 2α
,

2α− 2θ

n+ 2α− 4θ
,

2α− 2θ

n+ 4α− 4θ

}
,

para θ ∈
[
0,
α

2

]
, com n ≥ 1.

Mas, como estamos considerando 0 ≤ θ ≤ α

2
, vemos que

2α− 2θ

n+ 2α− 4θ
≥ 2α− 2θ

n+ 2α
e

2α− 2θ

n+ 2α− 4θ
≥ 2α− 2θ

n+ 4α− 4θ
.

Portanto, essas integrais são finitas se

β > max

{
2θ

n
,

2α− 2θ

n+ 2α− 4θ

}
= β2.

Posto isso, segue do Corolário 3.2.1 que a taxa de decaimento da energia
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total do sistema em (3.1) na baixa frequência, é dada por t
− 1
β , com

β > min{β1, β2}.

Mais precisamente:

a) Para n > 2θ e 0 ≤ θ < min
{n

2
,
α

2

}
, temos que

β >
2α− 2θ

n+ 2α− 4θ
,

b) Para 2θ ≥ n e θ ∈
[n

2
,
α

2

]
,

β >
2θ

n
.

Portanto, de acordo com o Corolário 3.2.1, segue que a taxa de decai-

mento da energia total na baixa frequência, poder ser estimada

E(t) =
1

2

∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ ≤ Ct−

1
β , (3.13)

para t > 0, com α, β, θ e n como nos casos (a) e (b) dados acima.

Agora, para obtermos taxas de decaimento para a solução do problema

em (2.1), na norma L2, consideramos novamente a equação associada ao

problema, no espaço de Fourier, que é dada em (3.1), reescrevendo-a na

forma

1 + |ξ|2δ

|ξ|2α ûtt + û+
|ξ|2θ

|ξ|2α ût = 0, (3.14)

onde û = û(t, ξ), com (t, ξ) ∈ (0,∞)× Rn \ {0}, δ, θ ∈ [0, α].

Considerando a equação (3.14) e usando mais uma vez o Corolário

3.2.1, obtemos estimativas para o funcional

L(t) =
1

2

∫
|ξ|≤1

((
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α |ût|2 + |û|2

)
dξ (3.15)

e em particular, para a norma L2 da solução do problema em (2.1) na baixa
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frequência, pois ∫
|ξ|≤1

|û(t, ξ)|2dξ ≤ 2L(t).

Considerando novamente a notação definida em [30], agora para a

equação (3.14), temos que

P1(ξ) =
1 + |ξ|2δ

|ξ|2α , P2(ξ) = |ξ|2θ−2α e P3(ξ) = 1,

para |ξ| ≤ 1, com |ξ| 6= 0. Assim como antes,

ρ(ξ) = min
{
P3(ξ)P−1

2 (ξ), P2(ξ)P−1
1 (ξ)

}
= |ξ|2α−2θ

e o espaço de integração, na baixa frequência, continua sendo

Ω = {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 1} .

Assim como fizemos anteriormente, devemos mais uma vez calcular

β > 0 que satisfaça as condições i) e ii) da Hipótese 1 do Corolário 3.2.1.

Sejam P1(ξ), P2(ξ), P3(ξ), ρ(ξ) e Ω como definidos acima e n ≥ 1.

i) Determinar β > 0, de modo que as integrais C3
β e C4

β que calculamos

a seguir, sejam finitas. Nesse sentido, temos que

C3
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P1(ξ)dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β

(
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α dξ ≤ 2

∫
Ω

|ξ|
(2θ−2α)

β
−2α

dξ <∞,

se
2θ − 2α

β
− 2α > −n, ou seja, β >

2α− 2θ

n− 2α
, para n > 2α;

C4
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)dξ =

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β dξ <∞,

se
(2θ − 2α)

β
> −n, ou seja, β >

(2α− 2θ)

n
, para n ≥ 1.

Então, considerando que α ≥ 2θ, conclúımos que as integrais C3
β e

C4
β são simultaneamente finitas para

β > max

{
2α− 2θ

n− 2α
,

2α− 2θ

n

}
=

2α− 2θ

n− 2α
=: β1,
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para θ ∈
[
0,
α

2

]
, com n > 2α.

ii) Determinar β > 0, de modo que as integrais C1
β , C4

β , C5
β e C6

β que

calculamos a seguir, sejam finitas. Nesse sentido temos que

C1
β =

∫
Ω

P2(ξ)
− 1
β P1(ξ)

1+β
β dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2θ−2α)

β

((
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α

) 1+β
β

dξ ≤ 2
1+β
β

∫
Ω

|ξ|−
(2θ+2αβ)

β dξ <∞,

se −2θ + 2αβ

β
> −n, ou seja, β >

2θ

n− 2α
, para n > 2α;

C4
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)dξ =

∫
Ω

|ξ|
(2θ−2α)

β dξ <∞,

se β >
2α− 2θ

n
, para n ≥ 1;

C5
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P3(ξ)P2(ξ)−2P1(ξ)2dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β |ξ|−2(2θ−2α)

((
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α

)2

dξ

≤ 4

∫
Ω

|ξ|
(

(2θ−2α)
β

−4θ
)
dξ <∞,

se
2θ − 2α

β
− 4θ > −n, ou seja, β >

2α− 2θ

n− 4θ
, para n > 4θ;

C6
β =

∫
Ω

ρ(ξ)
− 1
β P2(ξ)−2P1(ξ)P3(ξ)2dξ

=

∫
Ω

|ξ|−
(2α−2θ)

β

(
|ξ|2θ

|ξ|2α

)−2 (
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α dξ

≤ 2

∫
Ω

|ξ|
(

(2θ−2α)
β

+2α−4θ
)
dξ <∞,

se
2θ − 2α

β
+ 2α − 4θ > −n, ou seja, β >

2α− 2θ

n+ 2α− 4θ
, sendo C6

β

válido para n ≥ 1, pois 2θ ≤ α.

Assim, conclúımos que as integrais C1
β , C4

β , C5
β e C6

β são simultane-
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amente finitas para

β > max

{
2θ

n− 2α
,

2α− 2θ

n
,

2α− 2θ

n− 4θ
,

2α− 2θ

n+ 2α− 4θ

}
, (3.16)

para θ ∈
[
0,
α

2

]
, com n > 2α.

Como 0 ≤ θ ≤ α

2
, temos que

2α− 2θ

n− 4θ
≥ 2α− 2θ

n
e

2α− 2θ

n− 4θ
≥ 2α− 2θ

n+ 2α− 4θ
.

Portanto, todas essas integrais são finitas se

β > max

{
2θ

n− 2α
,

2α− 2θ

n− 4θ

}
=: β2

Posto isso, segue do Corolário 3.2.1 que a taxa de decaimento da energia

do sistema associado à (3.14) na baixa frequência, é dada por t
− 1
β com

β > min{β1, β2}.

Mais precisamente:

a) Para n ≥ 3α e θ ∈
[
0,
α

2

]
, temos

β >
2α− 2θ

n− 4θ
,

b) Para 2α < n < 3α e θ ∈
[
0,
n− 2α

2

]
, vemos

β >
2α− 2θ

n− 4θ
,

c) Para 2α < n < 3α e θ ∈
[
n− 2α

2
,
α

2

]
, temos

β >
2θ

n− 2α
.
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Portanto, de acordo com o Corolário 3.2.1, temos que

L(t) =
1

2

∫
|ξ|≤1

(
|û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α |ût|2

)
dξ ≤ Ct−

1
β , (3.17)

para t > 0, com α, β, θ e n satisfazendo cada um dos casos (a), (b) e (c)

acima.

A partir da estimativa para o funcional L, apresentada em (3.17), ob-

temos também, estimativas para o decaimento da norma L2 da solução do

problema (2.1) na região de baixa frequência.

Através do lema a seguir, reunimos e apresentamos formalmente, as

estimativas de decaimento na norma L2 da solução do problema de Cau-

chy em (2.1), bem como, a estimativa para a energia desse sistema, que

obtivemos em (3.17) e (3.13).

Lema 3.2.1 Seja 0 ≤ θ ≤ α
2

. Então existe uma constante C positiva tal

que, para todo t > 0 e ε > 0 fixado arbitrariamente, são válidas as seguintes

estimativas na baixa frequência (|ξ| ≤ 1)

i) Para n ≥ 3α e 0 ≤ θ ≤ α

2
, se u0, u1 ∈ L1(Rn), então

∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−4θ
2α−2θ

+ε (‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
.

ii) Para 2α < n < 3α e 0 ≤ θ ≤ n− 2α

2
, se u0, u1 ∈ L1(Rn), então

∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−4θ
2α−2θ

+ε (‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
.

iii) Para 2α < n < 3α e
n− 2α

2
≤ θ ≤ α

2
, se u0, u1 ∈ L1(Rn), então

∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−2α

2θ
+ε (‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
.
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iv) Para n > 2θ e 0 ≤ θ ≤ min
{n

2
,
α

2

}
, se u0, u1 ∈ L1(Rn), então

∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2α|û|2 + (1 + |ξ|2δ)|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

+ε (‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
.

v) Para 2θ ≥ n e
n

2
≤ θ ≤ α

2
, se u0, u1 ∈ L1(Rn), então

∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

+ε (‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
.

3.2.2 Caso
α

2
≤ θ ≤ α + δ

2

Como estamos considerando |ξ| ≤ 1, temos pela definição de ρ(ξ) dada

em (3.5), que

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≥ ε
|ξ|2θ

2
(3.18)

e além disso, para 0 < |ξ| ≤ 1, temos

1 + |ξ|2δ

|ξ|2α ≤ 2|ξ|−2α. (3.19)

A partir dessas desigualdades, mostramos o lema a seguir, na região de

baixa frequência.

Lema 3.2.2 Seja
α

2
≤ θ ≤ α+ δ

2
. Então existe uma constante C > 0, tal

que para todo t > 0 valem as seguintes estimativas

i) Para n ≥ 1, se u0 ∈ L1(Rn) e u1 ∈ Ẇ−α,1(Rn), então∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1

)
.

ii) Para n > 2α, se u0 ∈ L1(Rn) e u1 ∈ L1(Rn), então∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ ‖u0‖2L1 + Ct−

n−2α
2θ ‖u1‖2L1 .
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iii) Para n ≥ 1, se u0 ∈ L1(Rn) e u1 ∈ L1(Rn), então∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ ≤ Ct−

n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
.

Demonstração:

i) Usando as relações (3.18), (3.19) e a estimativa obtida em (3.10),

temos que

∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

5e−
1
5
ρ(ξ)t

(
|û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α |û1|2

)
dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt (|û0|2 + 2|ξ|−2α |û1|2

)
dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt

(
|û0|2 +

∣∣|ξ|−αû1

∣∣2)dξ.
Então, tomando a norma em L∞ dos dados iniciais e usando o Lema

1.4.2 da Seção 1.3, com ϑ = 2θ e k = 0, obtemos∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
(
‖û0‖2L∞ +

∥∥|ξ|−αû1

∥∥2

L∞

)∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θtdξ

≤ Ct−
n
2θ

(
‖û0‖2L∞ +

∥∥|ξ|−αû1

∥∥2

L∞

)
,

para todo t > 0, com n ≥ 1.

Portanto, da definição dos espaços Ẇ−m,p(Rn), segue que∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1

)
,

para todo t > 0, com n ≥ 1.

ii) De forma análoga ao item anterior, temos que∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt (|û0|2 + 2|ξ|−2α |û1|2

)
dξ

≤ 2C

∫
|ξ|≤1

(
e−

ε
10
|ξ|2θt |û0|2 + e−

ε
10
|ξ|2θt|ξ|−2α |û1|2

)
dξ,

para todo t > 0.

Então, usando o Lema 1.4.2, com k = 0 para o dado inicial u0,
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k = −2α para u1 e com ϑ = 2θ para ambos, obtemos∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C ‖û0‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θtdξ

+ C ‖û1‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt|ξ|−2αdξ

≤ Ct−
n
2θ ‖û0‖2L∞ + Ct−

n−2α
2θ ‖û1‖2L∞ ,

para todo t > 0, com n > 2α.

Portanto,∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ ‖u0‖2L1 + Ct−

n−2α
2θ ‖u1‖2L1 ,

para todo t > 0, com n inteiro tal que n > 2α.

iii) Agora, usando a relação (3.18) e o Lema 3.1.6, estimamos a norma

da energia do sistema na baixa frequência, da seguinte forma:∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤
∫
|ξ|≤1

5e−
1
5
ρ(ξ)t

(
|ξ|2α |û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt

(
|ξ|2α |û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
dξ.

Então, usando o Lema 1.4.2, com k = 0 e com ϑ = 2θ, obtemos∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤
(
C ‖û0‖2L∞ + 2C ‖û1‖2L∞

) ∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θtdξ

≤ Ct−
n
2θ
(
‖û0‖2L∞ + ‖û1‖2L∞

)
,

para todo t > 0, com n ≥ 1.

Portanto,∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ ≤ Ct−

n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
,

para todo t > 0, com n ≥ 1.
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3.3 Taxas de Decaimento para |ξ| ≥ 1

Nesta seção estudamos o decaimento de energia do sistema linear no

espaço de Fourier, dado em (3.1), na região de alta frequência. Nessa

região, conforme definimos em (3.5), a função ρ é dada por

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ,

para todo 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
.

Além disso, para o caso |ξ| ≥ 1, o comportamento do funcional da

energia do sistema, depende da relação entre os expoentes δ e θ.

Por isso, dividimos o estudo desta seção, nos seguintes casos:

i) 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+ δ

2
,

ii) 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ θ ≤ α

2
,

iii) 0 ≤ θ < δ e
α

2
≤ θ ≤ α+ δ

2
.

3.3.1 Caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α + δ

2

Neste caso, como |ξ| ≥ 1 e δ ≤ θ, temos 1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ ≤ 2|ξ|2θ,
onde segue que

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≥
ε

2
. (3.20)

e além disso, para |ξ| ≥ 1, temos que

1 + |ξ|2δ

|ξ|2α ≤ 1 + |ξ|2δ. (3.21)

Lema 3.3.1 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+ δ

2
, u0 ∈ Hα(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn).

Então existe uma constante C > 0 , tal que para n ≥ 1 valem as seguintes

estimativas
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i)

∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ce−
ε
10
t (‖u0‖2L2 + ‖u1‖2Hδ

)
;

ii)

∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ ≤ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ

)
,

para todo t > 0.

Demonstração: Sejam u0 ∈ Hα(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) e n ≥ 1.

i) Usando as relações (3.20), (3.21) e a estimativa obtida em (3.10),

temos que

∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤
∫
|ξ|≥1

5e−
1
5
ρ(ξ)t

(
|û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α |û1|2

)
dξ

≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
t
(
|û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
dξ

≤ Ce−
ε
10
t

∫
Rn

(
|û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
dξ.

Portanto, ∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ce−
ε
10
t (‖u0‖2L2 + ‖u1‖2Hδ

)
dξ,

para todo t > 0, com n ≥ 1.

ii) Agora, usando o Lema 3.1.6, estimamos a norma da energia do sis-

tema na alta frequência, da seguinte forma:∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤
∫
|ξ|≥1

5e−
1
5
ρθ(ξ)t

(
|ξ|2α |û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
dξ

≤ Ce−
ε
10
t

∫
Rn

((
1 + |ξ|2α

)
|û0|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|û1|2

)
dξ.

Portanto, do Lema 1.1.5, segue que∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ Ce−
ε
10
t (‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ

)
,

para todo t > 0, com n ≥ 1.
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3.3.2 Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ θ ≤ α

2
Neste caso, a estrutura da equação é caracterizada pela função

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ,

que degenera para zero, quando |ξ| → ∞, pois δ > θ.

Essa estrutura implica em perda de regularidade nos dados iniciais, ou

seja, para a obtenção de taxas de decaimento na região de alta frequência,

iguais às obtidas na região de baixa frequência, é necessário maior regula-

ridade nos dados iniciais do problema.

Agora, como |ξ| ≥ 1, temos 1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ, onde segue que

ρ(ξ) ≥ ε

2
|ξ|2(θ−δ) (3.22)

e além disso, para |ξ| ≥ 1

1 + |ξ|2δ

|ξ|2α ≤ 2|ξ|2(δ−α). (3.23)

O objetivo é obter estimativas na região de alta frequência, para a

norma L2 da solução e para a energia do sistema em (2.1), iguais às en-

contradas para a região de baixa frequência.

Por isso, dividimos o estudo deste caso na alta frequência, de acordo

com os casos considerados na região de baixa frequência.

Lema 3.3.2 Seja 0 ≤ θ < δ. Então existe uma constante C > 0 tal que

para todo t > 0, são válidas as seguintes estimativas:

i) Para n ≥ 3α e 0 ≤ θ ≤ α

2
, se u0 ∈ H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ (Rn) e u1 ∈

H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ
+δ−α(Rn), então∫

|ξ|≥1

|û|2dξ

≤ Ct−
n−4θ
2α−2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ

+δ−α

)
.
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ii) Para 2α < n < 3α e 0 ≤ θ ≤ n− 2α

2
, se u0 ∈ H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ (Rn) e

u1 ∈ H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ
+δ−α(Rn), então∫

|ξ|≥1

|û|2dξ

≤ Ct−
n−4θ
2α−2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ

+δ−α

)
.

iii) Para 2α < n < 3α e
n− 2α

2
< θ ≤ α

2
, se u0 ∈ H

(δ−θ)(n−2α)
2θ (Rn) e

u1 ∈ H
(δ−θ)(n−2α)

2θ
+δ−α(Rn), então∫

|ξ|≥1

|û|2dξ

≤ Ct−
n−2α

2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−2α)

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−2α)
2θ

+δ−α

)
.

iv) Para n > 2θ e 0 ≤ θ ≤ min
{n

2
,
α

2

}
, se u0 ∈ H

(δ−θ)(n+2α−4θ)
2α−2θ

+α(Rn)

e u1 ∈ H
(δ−θ)(n+2α−4θ)

2α−2θ
+δ(Rn), então∫

|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ ≤

≤ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n+2α−4θ)

2α−2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n+2α−4θ)
2α−2θ

+δ

)
.

v) Para 2θ ≥ n e
n

2
≤ θ ≤ α

2
, se u0 ∈ H

(δ−θ)n
2θ

+α(Rn) e u1 ∈

H
(δ−θ)n

2θ
+δ(Rn), então∫

|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ ≤

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ

)
.

Demonstração:

i) Usando as relações (3.22), (3.23) e a estimativa obtida em (3.10),
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temos que∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
|ξ|2(θ−δ)t

(
|û0|2 + 2|ξ|2(δ−α) |û1|2

)
dξ.

Então, usando o Lema 1.4.1, com r =
n− 4θ

2α− 2θ
e a = 2(θ − δ),

obtemos∫
|ξ|≥1

|û|2dξ

≤ Ct−
n−4θ
2α−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)(n−4θ)

(2α−2θ)

(
|û0|2 + |ξ|2(δ−α) |û1|2

)
dξ

≤ Ct−
n−4θ
2α−2θ

∫
Rn

(
|ξ|2

(
(δ−θ)(n−4θ)

(2α−2θ)

)
|û0|2 + |ξ|2

(
(δ−θ)(n−4θ)

(2α−2θ)
+δ−α

)
|û1|2

)
dξ,

para todo t > 0, com n > 4θ.

Portanto,∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−4θ
2α−2θ

(
‖u0‖2

H

(δ−θ)(n−4θ)
(2α−2θ)

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−4θ)
(2α−2θ)

+δ−α

)
,

para todo t > 0, com n > 4θ e, em particular, para n ≥ 3α.

ii) A demonstração para o caso 2α < n < 3α e 0 ≤ θ ≤ n− 2α

2
, é

análoga à demonstração do item anterior, visto que o resultado no

item i), é válido também para n > 2α, pois θ ≤ α

2
.

iii) Da mesma maneira como nos itens anteriores, temos que∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
|ξ|2(θ−δ)t

(
|û0|2 + 2|ξ|2(δ−α) |û1|2

)
dξ.

Então, usando o Lema 1.4.1, com r =
n− 2α

2θ
e a = 2(θ−δ), obtemos

∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−2α

2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)(n−2α)

2θ

(
|û0|2 + |ξ|2(δ−α) |û1|2

)
dξ

≤ Ct−
n−2α

2θ

∫
Rn

(
|ξ|2

(
(δ−θ)(n−2α)

2θ

)
|û0|2 + |ξ|2

(
(δ−θ)(n−2α)

2θ
+δ−α

)
|û1|2

)
dξ,

para todo t > 0 e θ ∈
[
n− 2α

2
,
α

2

]
, com n > 2α.
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Portanto,∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−2α

2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−2α)

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−2α)
2θ

+δ−α

)
,

para todo t > 0 e θ ∈
[
n− 2α

2
,
α

2

]
, com 2α < n < 3α.

iv) Agora, usando a relação (3.22) no ińıcio desta subseção e o Lema

3.1.6, estimamos a norma da energia do sistema na alta frequência:∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
|ξ|2(θ−δ)t

(
|ξ|2α |û0|2 + 2|ξ|2δ |û1|2

)
dξ.

Então, usando o Lema 1.4.1, com r =
n+ 2α− 4θ

2α− 2θ
e a = 2(θ − δ),

obtemos∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|−
2(θ−δ)(n+2α−4θ)

2α−2θ

(
|ξ|2α |û0|2 + |ξ|2δ |û1|2

)
dξ

≤ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|2
(

(δ−θ)(n+2α−4θ)
2α−2θ

+α
)
|û0|2 dξ

+ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|2
(

(δ−θ)(n+2α−4θ)
2α−2θ

+δ
)
|û1|2dξ,

para todo t > 0, com n > 2θ. Portanto,∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n+2α−4θ)

2α−2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n+2α−4θ)
2α−2θ

+δ

)
,

para todo t > 0, com n > 2θ.

v) Usando mais uma vez a relação (3.22), o Lema 3.1.6 e o Lema 1.4.1
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com r =
n

2θ
e a = 2(θ − δ), temos a estimativa

∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α|û|2 + (1 + |ξ|2δ)|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|−
2(θ−δ)n

2θ

(
|ξ|2α|û0|2 + |ξ|2δ|û1|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2

(
(δ−θ)n

2θ
+α

)
|û0|2 + |ξ|2

(
(δ−θ)n

2θ
+δ

)
|û1|2

)
dξ,

para todo t > 0, com 2θ ≥ n. Portanto,∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α|û|2 + (1 + |ξ|2δ)|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ

)
para todo t > 0, com 2θ ≥ n.

3.3.3 Caso 0 ≤ θ < δ e
α

2
≤ θ ≤ α + δ

2

Também neste caso, como |ξ| ≥ 1, temos 1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ, e assim

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≥
ε

2
|ξ|2(θ−δ), (3.24)

e além disso,
1 + |ξ|2δ

|ξ|2α ≤ 2|ξ|2(δ−α). (3.25)

Lema 3.3.3 Sejam 0 ≤ θ < δ e
α

2
≤ θ ≤ α+ δ

2
. Então existe uma cons-

tante C > 0 tal que para todo t > 0, são válidas as seguintes estimativas:

i) Para n ≥ 1, se u0 ∈ H
(δ−θ)n

2θ (Rn) e u1 ∈ H
(δ−θ)n

2θ
+δ−α(Rn), então∫

|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ−α

)
.
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ii) Para n > 2α, se u0 ∈ H
(δ−θ)(n−2α)

2θ (Rn) e u1 ∈ H
(δ−θ)(n−2α)

2θ
+δ−α(Rn),∫

|ξ|≥1

|û|2dξ

≤ Ct−
n−2α

2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−2α)

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−2α)
2θ

+δ−α

)
.

iii) Para n ≥ 1, se u0 ∈ H
(δ−θ)n

2θ
+α(Rn) e u1 ∈ H

(δ−θ)n
2θ

+δ(Rn), então∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ

)
.

Demonstração:

i) Usando as relações (3.24), (3.25) e a estimativa obtida em (3.10),

temos que∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
|ξ|2(θ−δ)t

(
|û0|2 + 2|ξ|2(δ−α) |û1|2

)
dξ.

Então, usando o Lema 1.4.1, com r =
n

2θ
e a = 2(θ − δ), obtemos

∫
|ξ|≥1

|û|2dξ

≤ Ct−
n
2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2θ

(
|û0|2 + |ξ|2(δ−α) |û1|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

∫
Rn

(
|ξ|2

(
(δ−θ)n

2θ

)
|û0|2 + |ξ|2

(
(δ−θ)n

2θ
+δ−α

)
|û1|2

)
dξ,

para todo t > 0, com n ≥ 1.

Portanto,∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ−α

)
,

para todo t > 0, com n ≥ 1.

ii) A prova é semelhante ao item anterior, considerando r =
n− 2α

2θ
e

a = 2(θ − δ) no Lema 1.4.1.
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iii) Agora, usando a desigualdade em (3.24) e o Lema 3.1.6, estimamos∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
|ξ|2(δ−θ)t

(
|ξ|2α |û0|2 + 2|ξ|2δ |û1|2

)
dξ.

Então, usando o Lema 1.4.1, com r =
n

2θ
e a = 2(θ − δ), obtemos

∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2θ

(
|ξ|2α |û0|2 + |ξ|2δ |û1|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

∫
Rn

(
|ξ|2

(
(δ−θ)n

2θ
+α

)
|û0|2 + |ξ|2

(
(δ−θ)n

2θ
+δ

)
|û1|2

)
dξ

para todo t > 0, com n ≥ 1.

Portanto, ∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2α |û|2 +

(
1 + |ξ|2δ

)
|ût|2

)
dξ ≤

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ

)
,

para todo t > 0, com n ≥ 1.

3.4 Resultados Gerais de Decaimento

Nesta seção reunimos as principais estimativas que obtivemos para a

norma L2 da solução do problema de Cauchy definido em (2.1), bem como,

estimativas para a energia total desse sistema, em relação à norma no

espaço da energia, que observamos ser o espaço X = Hα(Rn)×Hδ(Rn).

Nos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 a seguir, usamos o Teorema de Plancherel e

apresentamos de maneira sistemática, as estimativas obtidas para a norma

L2 da solução do problema, que decorrem dos lemas apresentados neste

caṕıtulo. No Teorema 3.4.3 apresentamos as estimativas para a energia do

sistema, também resultantes desses lemas.
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Teorema 3.4.1 Seja 0 ≤ δ ≤ θ. Então existem constantes C > 0 e ε > 0

tal que para todo t > 0 e ε0 > 0 fixado arbitrariamente, valem as seguintes

estimativas para a norma L2 da solução u(t, x) do problema de Cauchy em

(2.1):

i) Para n ≥ 3α e θ ∈
[
0,
α

2

]
,

se u0 ∈ L1 (Rn) ∩ L2 (Rn) e u1 ∈ L1 (Rn) ∩Hδ (Rn), então∫
Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n−4θ
2α−2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2L2 + ‖u1‖2Hδ

)
.

ii) Para 2α < n < 3α e θ ∈
[
0,
n− 2α

2

]
,

se u0 ∈ L1 (Rn) ∩ L2 (Rn) e u1 ∈ L1 (Rn) ∩Hδ (Rn), então∫
Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n−4θ
2α−2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2L2 + ‖u1‖2Hδ

)
.

iii) Para 2α < n < 3α e θ ∈
[
n− 2α

2
,
α

2

]
,

se u0 ∈ L1 (Rn) ∩ L2 (Rn) e u1 ∈ L1 (Rn) ∩Hδ (Rn), então∫
Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n−2α
2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2L2 + ‖u1‖2Hδ

)
.

iv) Para n ≥ 1 e θ ∈
[
α

2
,
α+ δ

2

]
,

se u0 ∈ L1 (Rn) ∩ L2 (Rn) e u1 ∈ Ẇ−α,1 (Rn) ∩Hδ (Rn), então∫
Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1

)
+ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2L2 + ‖u1‖2Hδ

)
.

v) Para n > 2α e θ ∈
[
α

2
,
α+ δ

2

]
,
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se u0 ∈ L1 (Rn) ∩ L2 (Rn) e u1 ∈ L1 (Rn) ∩Hδ (Rn), então∫
Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n
2θ ‖u0‖2L1 + Ct−

n−2α
2θ ‖u1‖2L1

+ Ce−
ε
10
t (‖u0‖2L2 + ‖u1‖2Hδ

)
.

Teorema 3.4.2 Seja 0 ≤ θ < δ. Então existe uma constante C > 0

tal que para todo t > 0 e ε0 fixado arbitrariamente, valem as seguintes

estimativas para a norma L2 da solução u(t, x) do problema de Cauchy em

(2.1):

i) Para n ≥ 3α e θ ∈
[
0,
α

2

]
, se u0 ∈ L1 (Rn) ∩ H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ (Rn) e

u1 ∈ L1 (Rn) ∩H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ
+δ−α (Rn), então∫

Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n−4θ
2α−2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ct−

n−4θ
2α−2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ

+δ−α

)
.

ii) Para 2α < n < 3α e θ ∈
[
0,
n− 2α

2

]
, se u0 ∈ L1 (Rn)∩H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ (Rn)

e u1 ∈ L1 (Rn) ∩H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ
+δ−α (Rn), então∫

Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n−4θ
2α−2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ct−

n−4θ
2α−2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−4θ)

2α−2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−4θ)
2α−2θ

+δ−α

)
.

iii) Para 2α < n < 3α e θ ∈
[
n− 2α

2
,
α

2

]
, se u0 ∈ L1 (Rn)∩H

(δ−θ)(n−2α)
2θ (Rn)

e u1 ∈ L1 (Rn) ∩H
(δ−θ)(n−2α)

2θ
+δ−α (Rn), então∫

Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n−2α
2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ct−

n−2α
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−2α)

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−2α)
2θ

+δ−α

)
.

iv) Para n ≥ 1 e θ ∈
[
α

2
,
α+ δ

2

]
, se u0 ∈ L1 (Rn) ∩ H

(δ−θ)n
2θ (Rn) e
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u1 ∈ Ẇ−α,1 (Rn) ∩H
(δ−θ)n

2θ
+δ−α (Rn), então∫

Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1

)
+ Ct−

n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ−α

)
.

v) Para n > 2α e θ ∈
[
α

2
,
α+ δ

2

]
, se u0 ∈ L1 (Rn)∩H

(δ−θ)(n−2α)
2θ (Rn)

e u1 ∈ L1 (Rn) ∩H
(δ−θ)(n−2α)

2θ
+δ−α (Rn), então∫

Rn
|u(t, x)|2dx ≤ Ct−

n
2θ ‖u0‖2L1 + Ct−

n−2α
2θ ‖u1‖2L1

+ Ct−
n−2α

2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)(n−2α)

2θ

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)(n−2α)
2θ

+δ−α

)
.

Teorema 3.4.3 Para todo t > 0 e para ε0 fixado arbitrariamente, valem

as seguintes estimativas para a energia E(t, x) do sistema definido em (2.1),

onde C > 0 é uma constante:

i) Para n > 2θ, 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ min
{n

2
,
α

2

}
, se u0 ∈ L1(Rn) ∩

Hα(Rn) e u1 ∈ L1(Rn) ∩Hδ(Rn), então∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)

δ
2 ut|2 + |(−∆)

α
2 u|2

)
dx

≤ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ

)
.

ii) Para 2θ ≥ n, 0 ≤ δ ≤ θ e θ ∈
[n

2
,
α

2

]
, se u0 ∈ L1(Rn) ∩Hα(Rn) e

u1 ∈ L1(Rn) ∩Hδ(Rn), então∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)

δ
2 ut|2 + |(−∆)

α
2 u|2

)
dx

≤ Ct−
n
2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ

)
.

iii) Para n ≥ 1, 0 ≤ δ ≤ θ e θ ∈
[
α

2
,
α+ δ

2

]
, se u0 ∈ L1(Rn) ∩Hα(Rn)
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e u1 ∈ L1(Rn) ∩Hδ(Rn), então∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)

δ
2 ut|2 + |(−∆)

α
2 u|2

)
dx

≤ Ct−
n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ce−

ε
10
t (‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ

)
.

iv) Para n > 2θ, 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ θ < min
{n

2
,
α

2

}
, se u0 ∈ L1(Rn) ∩

H
(δ−θ)(n+2α−4θ)

2α−2θ
+α(Rn) e u1 ∈ L1(Rn)∩H

(δ−θ)(n+2α−4θ)
2α−2θ

+δ(Rn), então∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)

δ
2 ut|2 + |(−∆)

α
2 u|2

)
dx

≤ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ct−

n+2α−4θ
2α−2θ ‖u0‖2

H
(δ−θ)(n+2α−4θ)

2α−2θ
+α

+ Ct−
n+2α−4θ
2α−2θ ‖u1‖2

H
(δ−θ)(n+2α−4θ)

2α−2θ
+δ
.

v) Para 2θ ≥ n, 0 ≤ θ < δ e θ ∈
[n

2
,
α

2

]
, se u0 ∈ L1(Rn)∩H

(δ−θ)n
2θ

+α(Rn)

e u1 ∈ L1(Rn) ∩H
(δ−θ)n

2θ
+δ(Rn), então∫

Rn

(
|ut|2 + |(−∆)

δ
2 ut|2 + |(−∆)

α
2 u|2

)
dx

≤ Ct−
n
2θ

+ε0
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ct−

n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ

)
.

vi) Para n ≥ 1, 0 ≤ θ < δ e θ ∈
[
α

2
,
α+ δ

2

]
, se u0 ∈ L1(Rn) ∩

H
(δ−θ)n

2θ
+α(Rn) e u1 ∈ L1(Rn) ∩H

(δ−θ)n
2θ

+δ(Rn), então∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)

δ
2 ut|2 + |(−∆)

α
2 u|2

)
dx

≤ Ct−
n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ Ct−

n
2θ

(
‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+α

+ ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ

)
.
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Caṕıtulo 4

Expansão Assintótica e

Taxa Ótima: Problema

Linear

Neste caṕıtulo encontramos expansões assintóticas para o Problema de

Cauchy Linear (2.1) e a sua derivada no tempo. Usando essas expansões,

mostramos que as taxas de decaimento da norma L2 da solução do pro-

blema linear e a derivada, encontradas no Caṕıtulo 3, são ótimas.

Como consequência das otimalidades das taxas de decaimento para

u(t, x) e ut(t, x), provaremos também otimalidade para (−∆)
α
2 u(t, x) e

(−∆)
δ
2 ut(t, x), mostrando que esta última possui, individualmente, uma

taxa melhor da que foi obtida no Teorema 3.4.3 (Caṕıtulo 3).

A solução do problema linear (3.1) no espaço de Fourier é dada da

seguinte forma

û(t, ξ) = Ĥ(t, ξ)û0 + Ĝ(t, ξ)û1 (4.1)

com

Ĝ(t, ξ) =
eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
,
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Ĥ(t, ξ) =
λ+e

λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
.

Aqui λ+ e λ− são as ráızes caracteŕısticas associadas que satisfazem a

identidade

(1 + |ξ|2δ)λ2 + |ξ|2θλ+ |ξ|2α = 0,

para todo ξ ∈ Rn e, portanto são dadas por

λ± =
−|ξ|2θ ±

√
|ξ|4θ − 4(1 + |ξ|2δ)|ξ|2α
2(1 + |ξ|2δ) . (4.2)

Notamos que para |ξ| ≤ 1 e θ >
α

2
temos que |ξ|4θ ≤ |ξ|2α. Então

|ξ|4θ − 4(1 + |ξ|2δ)|ξ|2α

= |ξ|4θ − 4|ξ|2α − 4|ξ|2δ+2α

≤ −3|ξ|2α − 4|ξ|2δ+2α < 0

para ξ 6= 0.

Com isso conclúımos que λ± são complexas, ou seja,

λ± =
−|ξ|2θ ± i|ξ|α

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) .

Neste caṕıtulo vamos considerar as seguintes condições sobre as potências

fracionárias

0 < δ ≤ θ ≤ α e
α

2
< θ ≤ α+ δ

2
.

4.1 Expansão Assintótica para û(t, ξ)

Na Subseção 4.1.1 vamos construir uma expansão assintótica para a

solução û(t, ξ) na baixa frequência e mostraremos que a norma L2 da dife-

rença entre a solução û(t, ·) e a expansão assintótica decai no tempo com

certa taxa. Na Subseção 4.1.2 também mostraremos que a norma L2 da

diferença da solução e a expansão assintótica encontrada na Subseção 4.1.1

decai, nessa região de alta frequência, com certa taxa no tempo.
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4.1.1 Zona de Baixa Frequência (|ξ| ≤ 1)

Sabemos que as ráızes caracteŕısticas, associadas à equação (3.1) no

espaço de Fourier, como é simples de verificar para esse caso, são complexas

e dadas da seguinte forma

λ± =
−|ξ|2θ ± i|ξ|α

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) .

Para simplificar as expressões, vamos definir

a(ξ) =
|ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ) e b(ξ) =
|ξ|α

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) , (4.3)

e assim podemos reescrever λ± da seguinte forma

λ± = −a(ξ)± ib(ξ).

Vamos encontrar a solução expĺıcita û(t, ξ) como aparece no ińıcio deste

caṕıtulo, usando a expressão acima para λ±. Notamos que

λ+ − λ− =
(
− a(ξ) + ib(ξ)

)
−
(
− a(ξ)− ib(ξ)

)
= 2ib(ξ),

e que

eλ+t − eλ−t = e(−a(ξ)+ib(ξ))t − e(−a(ξ)−ib(ξ))t

= e−a(ξ)t
(
eib(ξ)t − e−ib(ξ)t

)
= e−a(ξ)t2i sin (b(ξ)t) .

Também temos que

λ+e
λ−t − λ−eλ+t =

(
− a(ξ) + ib(ξ)

)
e(−a(ξ)−ib(ξ))t

−
(
− a(ξ)− ib(ξ)

)
e(−a(ξ)+ib(ξ))t

= e−a(ξ)ta(ξ)
(
eib(ξ)t − e−ib(ξ)t

)
+ e−a(ξ)tib(ξ)

(
eib(ξ)t + e−ib(ξ)t

)
= e−a(ξ)t2ia(ξ) sin

(
b(ξ)t

)
+ e−a(ξ)t2ib(ξ) cos (b(ξ)t) .
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Assim, conclúımos que

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
= e−a(ξ)t 1

b(ξ)
sin (b(ξ)t)

e também que

λ+e
λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
= e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t) + e−a(ξ)t cos (b(ξ)t) .

Portanto, temos que a solução û(t, ξ) do Problema de Cauchy (3.1) no

espaço de Fourier, conforme (4.1), é dada da seguinte forma

û(t, ξ) = e−a(ξ)t cos (b(ξ)t) û0 + e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0

+ e−a(ξ)t 1

b(ξ)
sin (b(ξ)t) û1. (4.4)

Observação 4.1.1 Usando o Teorema do Valor Médio encontramos as

seguintes identidades

(i) cos (b(ξ)t) = cos(|ξ|αt)− t (b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t),

com

η(ξ) := β1b(ξ) + (1− β1)|ξ|α

para algum β1 ∈ (0, 1),

(ii) sin (b(ξ)t) = sin(|ξ|αt) + t (b(ξ)− |ξ|α) cos(µ(ξ)t),

com

µ(ξ) := β2b(ξ) + (1− β2)|ξ|α

para algum β2 ∈ (0, 1).

Usando as identidades da Observação 4.1.1 podemos reescrever a solução
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dada em (4.4) da seguinte forma

û(t, ξ) = e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)û0 + e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0

− e−a(ξ)tt (b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t)û0 + e−a(ξ)t 1

b(ξ)
sin(|ξ|αt)û1

+ e−a(ξ)tt
(b(ξ)− |ξ|α)

b(ξ)
cos(µ(ξ))û1.

O termo da expansão assintótica é determinado por uma combinação

linear dos termos

e−a(ξ)t cos(|ξ|αt) e e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α .

Agora, podemos reescrever a solução û(t, ξ) na seguinte forma

û(t, ξ) = e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)û0 + e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α û1

+ e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0 − e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|α

)
sin(η(ξ)t)û0

+ e−a(ξ)t

(
1

b(ξ)
− 1

|ξ|α

)
sin(|ξ|αt)û1 + e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
cos(µ(ξ)t)û1.

Observação 4.1.2 Usando a Transformada de Fourier podemos decompor

os dados iniciais û0 e û1 na seguinte forma

ûj(ξ) = Aj(ξ)− iBj(ξ) + Pj , ξ ∈ Rn,

para j = 0, 1 (de modo similar como aparece no Lema 1.1.3 para uma

função f ∈ L1(Rn)), sendo Pj , Aj , Bj definidos por

Pj := Puj =

∫
Rn
uj(x)dx, Aj := Auj , Bj := Buj .

Usando a observação acima vamos considerar a seguinte expansão as-

sintótica desejada

P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt) + P1e

−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α .

Portanto conclúımos que a diferença da solução û(t, ξ) do Problema de
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Cauchy (3.1) e a expansão assintótica é dada por

û(t, ξ)− P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)− P1e

−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α

=
(
A0(ξ)− iB0(ξ)

)
e−a(ξ)t cos(|ξ|αt) +

(
A1(ξ)− iB1(ξ)

)
e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α

+ e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0 − e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|α

)
sin(η(ξ)t)û0

+ e−a(ξ)t

(
1

b(ξ)
− 1

|ξ|α

)
sin(|ξ|αt)û1 + e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
cos(µ(ξ)t)û1.

Definimos agora as seis expressões que aparecem no lado direito da

igualdade acima como sendo as seguintes funções

• K1(t, ξ) =
(
A1(ξ)− iB1(ξ)

)
e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α ;

• K2(t, ξ) =
(
A0(ξ)− iB0(ξ)

)
e−a(ξ)t cos(|ξ|αt);

• K3(t, ξ) = e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0;

• K4(t, ξ) = e−a(ξ)tt
(
b(ξ)− |ξ|α

)
sin(η(ξ)t)û0;

• K5(t, ξ) = −e−a(ξ)t

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
sin(|ξ|αt)
|ξ|α û1;

• K6(t, ξ) = e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
cos(µ(ξ)t)û1.

A seguir vamos mostrar que é posśıvel estimar a norma L2, na baixa

frequência, dessas seis funções por uma taxa que seja melhor que a taxa

t−
n−2α

2θ encontrada no Caṕıtulo 3 para a norma L2 da solução.

Teorema 4.1.1 Sejam n > 2α, 0 < δ ≤ θ ≤ α com α
2
< θ ≤ δ+α

2
.

Consideremos os dados iniciais

u0 ∈ L1(Rn) e u1 ∈ L1,κ(Rn)

com κ ∈ (0,min{1, δ}). Então existe um número ε0 > 0 tal que a solução

û(t, ξ) para o problema (3.1) satisfaz∫
|ξ|≤1

∣∣∣∣û(t, ξ)− P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α

∣∣∣∣2 dξ
≤ C

(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n−2α+ε0
2θ ,
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para todo t ≥ 1 com C uma constante positiva e

P0 =

∫
Rn
u0(x)dx, P1 =

∫
Rn
u1(x)dx.

Demonstração: Mostraremos que a taxa de decaimento para a norma L2

na baixa frequência, da diferença entre a solução no espaço de Fourier e a

expansão assintótica, é da ordem t−
n−2+ε0

2θ para t suficientemente grande

(t >> 1).

Precisamos estimar a norma L2 das funções K1, K2 K3, K4, K5 e K6.

Como

−a(ξ)t = − |ξ|2θ

2 (1 + |ξ|2δ) t ≤ −
|ξ|2θ

4
t, ∀ t ≥ 0,

podemos estimar todos os termos que contém exponenciais da forma se-

guinte

e−a(ξ)t ≤ e−
|ξ|2θt

4 .

Para estimar K1(t, ξ), usamos os Lemas 1.4.2 e 1.1.4 temos que∫
|ξ|≤1

|K1(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

|A1(ξ)− iB1(ξ)|2e−|ξ|
2θt|ξ|−2αdξ

≤ C(K2 +M2)‖u1‖2L1,κ

∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt|ξ|2κ−2αdξ

≤ C(K2 +M2)‖u1‖2L1,κt
−n+2κ−2α

2θ ,

para todo t > 0.

Agora vamos estimar K2(t, ξ). Usando os Lemas 1.4.2 e 1.1.4 temos,

para todo t ≥ 1, que∫
|ξ|≤1

|K2(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

|A0(ξ)− iB0(ξ)|2e−|ξ|
2θtdξ

≤ C(L2 +N2)‖u0‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θtdξ

≤ C(L2 +N2)‖u0‖2L1t
− n

2θ ≤ C‖u0‖L1t−
n−2α+2κ

2θ ,

pois κ < δ ≤ α.

Para estimar K3(t, ξ), primeiro notemos que

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α ≥ 4 + 4|ξ|2δ − 1 ≥ 3, (4.5)
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pois temos que |ξ|4θ−2α ≤ 1, para todo |ξ| ≤ 1 e
α

2
< θ.

Então para
α

2
< θ temos que

∫
|ξ|≤1

|K3(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt |ξ|4θ−2α

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α
|û0|2dξ

≤ 1

3
‖û0‖2L∞

∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt|ξ|4θ−2αdξ

≤ 1

3
‖u0‖2L1 t

−n+4θ−2α
2θ

≤ C‖u0‖2L1 t
−n−2α+2κ

2θ ,

para todo t ≥ 1, pois κ < 2θ, e assim 2κ− 2α < 4θ − 2α.

Para estimar K4(t, ξ), notamos que para |ξ| ≤ 1 temos pela desigual-

dade (4.5) que(√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)

2(1 + |ξ|2δ)

)2

=
4(1 + |ξ|2δ)2 − 4(1 + |ξ|2δ)

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α + 4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

4(1 + |ξ|2δ)2

≤
2 + |ξ|2δ −

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

1 + |ξ|2δ

≤ (2 + |ξ|2δ)2 − 4(1 + |ξ|2δ) + |ξ|4θ−2α

2 + |ξ|2δ +
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

≤ |ξ|
4δ + |ξ|4θ−2α

2 +
√

3

≤ C
(
|ξ|4δ + |ξ|4θ−2α

)
.
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Então, conclúımos que∫
|ξ|≤1

|K4(t, ξ)|2dξ

≤
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt|ξ|2αt2

(√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) − 1

)2

|û0|2dξ

≤ C‖û0‖2L∞t2
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt|ξ|2α

(
|ξ|4δ + |ξ|4θ−2α

)
dξ

= C‖û0‖2L∞t2
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt
(
|ξ|4δ+2α + |ξ|4θ

)
dξ

≤ C‖u0‖2L1t
2
(
t−

n+4δ+2α
2θ + t−

n+4θ
2θ

)
= C‖u0‖2L1

(
t−

n+4δ+2α−4θ
2θ + t−

n
2θ

)
.

Vimos que n+2κ−2α < n. Agora, como δ+α ≥ 2θ, temos 2α−4θ ≥ −2δ

e assim 4δ + 2α − 4θ ≥ 4δ − 2δ = 2δ > 0 > 2κ − 2α, pois 0 < κ < δ.

Portanto ∫
|ξ|≤1

|K4(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n−2α+2κ

2θ ,

para t ≥ 1.

Agora vamos estimar K5(t, ξ). Usando a desigualdade (4.5), temos

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)√
3

∣∣∣∣∣
2

Agora, multiplicando a última estimativa pelo conjugado de seu numera-
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dor, obtemos

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 ≤
∣∣∣∣∣∣ 4(1 + |ξ|2δ)2 − 4(1 + |ξ|2δ) + |ξ|4θ−2α

√
3
(

2 + 2|ξ|2δ +
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α
)
∣∣∣∣∣∣
2

≤
∣∣∣∣4|ξ|2δ + 4|ξ|4δ + |ξ|4θ−2α

2
√

3

∣∣∣∣2
≤ C

(
|ξ|4δ + |ξ|8δ + |ξ|8θ−4α

)
≤ C

(
|ξ|4δ + |ξ|8θ−4α

)
(4.6)

para todo |ξ| ≤ 1.

Então, encontramos a seguinte estimativa para K5(t, ξ)∫
|ξ|≤1

|K5(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt|ξ|−2α

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 |û1|2dξ

≤ C‖û1‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt|ξ|−2α

(
|ξ|4δ + |ξ|8θ−4α

)
dξ

≤ C‖u1‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt
(
|ξ|4δ−2α + |ξ|8θ−6α

)
dξ

≤ C‖u1‖2L1

(
t−

n+4δ−2α
2θ + t−

n+8θ−6α
2θ

)
.

n − 2α + 2κ ≤ n + 4δ − 2α, pois 2κ − 2α < 2δ − 2α < 4δ − 2α, para

0 < κ < δ. Como α
2
< θ ≤ δ+α

2
, vemos que 8θ − 6α > −2α. Assim, existe

ε > 0 tal que 8θ − 6α ≥ −2α+ ε. Portanto,∫
|ξ|≤1

|K5(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1t
−n−2α+ε1

2θ ,

com ε1 = min{2κ, ε}, para todo t ≥ 1.

Finalmente, estimemos K6(t, ξ). Para isso, vamos usar o Teorema do

Valor Médio. Definindo

f(r) =
2(1 + r2δ)√

4(1 + r2δ)− r4θ−2α
,

vemos que ∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣ = |1− f(|ξ|)| = ||ξ|f ′(β2|ξ|)|,
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já que f(0) = 1, com β2 ∈ (0, 1).

Notamos que derivando f em relação a r temos que f ′(r) é dada pela

seguinte expressão

f ′(r) =
4δr2δ−1

(
4(1 + r2δ)− r4θ−2α

)
− (1 + r2δ)

(
8δr2δ−1 − (4θ − 2α)r4θ−2α−1

)
(4(1 + r2δ)− r4θ−2α)

3
2

.

Então é fácil verificar que

|f ′(r)| ≤ C
(
r2δ−1 + r4θ−2α−1

)
para 0 ≤ r ≤ 1.

Conclúımos então que∫
|ξ|≤1

|K6(t, ξ)|2dξ

≤ t2
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θt

(
1− 2(1 + |ξ|2δ)√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

)2

|û1|2dξ

≤ C‖û1‖2L∞t2
∫
|ξ|≤1

e|ξ|
2θt
(
|ξ|4δ + |ξ|8θ−4α

)
dξ

≤ C‖u1‖2L1 t
2
(
t−

n+4δ
2θ + t−

n+8θ−4α
2θ

)
= C‖u1‖2L1

(
t−

n+4δ−4θ
2θ + t−

n+4θ−4α
2θ

)
.

Para α
2
< θ ≤ δ+α

2
e 0 < κ < δ, temos que 4δ − 4θ > 2κ − 2α, com isso

t−
n+4δ−4θ

2θ ≤ t−
n−2α+2κ

2θ . Agora, da hipótese α
2
< θ ≤ δ+α

2
, vemos que

4θ > 2α, portanto existe ε > 0 tal que 4θ ≥ 2α+ ε. Assim n+ 4θ − 4α ≥
n− 2α+ ε. Finalmente, considerando ε2 = min{2κ, ε}, temos∫

|ξ|≤1

|K6(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1t
−n−2α+ε2

2θ ,

para todo t ≥ 1.

O teorema está provado se consideramos ε0 = min{2κ, ε1, ε2}.

4.1.2 Zona de Alta Frequência (|ξ| ≥ 1)

Para mostrar que a norma L2 da diferença entre a solução û(t, ξ) com o

perfil assintótico encontrado na subseção anterior decai com uma taxa boa
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na alta frequência vamos usar a seguinte estimativa encontrada no Lema

3.3.1 do Caṕıtulo 3∫
|ξ|≥1

|û(t, ξ)|2dξ ≤ Ce−
η
5
t(‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L2

)
, (4.7)

que vale para 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
e 0 ≤ δ ≤ θ.

Agora considerando
α

2
< θ ≤ α+ δ

2
, 0 ≤ δ < θ e as definições de P0 e

P1 temos que∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt) + P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α

∣∣∣∣2 dξ
≤C

∫
|ξ|≥1

|P1|2e
− |ξ|

2θt

1+|ξ|2δ
sin2 (|ξ|αt)
|ξ|2α + |P0|2e

− |ξ|
2θt

1+|ξ|2δ cos2 (|ξ|αt)dξ

≤C
(
|P1|2 + |P0|2

) ∫
|ξ|≥1

e
− |ξ|

2θt

1+|ξ|2δ dξ

≤C
(
|P1|2 + |P0|2

) ∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δt

2 dξ

≤C
(
|P1|2 + |P0|2

) ∫
|ξ|≥1

e−
(|ξ|2θ−2δ+1)

4
tdξ

=C
(
|P1|2 + |P0|2

)
e−

t
4

∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δ

4
tdξ.

Usando o Lema 1.4.2, temos a seguinte estimativa para o perfil assintótico∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt) + P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α

∣∣∣∣2 dξ
≤C
(
‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

t
4 t−

n
2θ−2δ , (4.8)

para todo t > 0, com C uma constante positiva dependendo de θ, δ e n.

A estimativa acima permite provar o próximo teorema.

Teorema 4.1.2 Sejam
α

2
< θ ≤ α+ δ

2
, 0 ≤ δ < θ e

u0 ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn).
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Então a solução û(t, ξ) do problema (3.1) satisfaz∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣û(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t sin (|ξ|αt)

|ξ|α − P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt)

∣∣∣∣2 dξ
≤ C

(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L2 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−kt,

para todo t ≥ 1, com C e k constantes positivas.

Demonstração: A prova é obtida usando as estimativas (4.7) e (4.8),∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣û(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t sin (|ξ|αt)

|ξ|α − P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt)

∣∣∣∣2 dξ
≤C

(∫
|ξ|≥1

|û(t, ξ)|2dξ +

∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣P1e
−a(ξ)t sin (|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt)

∣∣∣∣2 dξ
)

≤Ce−
η
5
t
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L2

)
+ C

(
‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

t
4 t−

n
2θ−2δ

≤C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L2 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−kt,

para todo t ≥ 1, com k = min

{
η

5
,

1

4

}
.

4.1.3 Taxa Ótima para u(t, x)

Para mostrar que as taxas encontradas no Caṕıtulo 3 para a norma L2

da solução são ótimas, vamos usar as estimativas para a diferença entre a

solução û e o perfil assintótico feitas na Seção 4.1.

Nosso objetivo é mostrar o seguinte importante teorema:

Teorema 4.1.3 Sejam n > 2α, P1 6= 0 com α
2
< θ ≤ α+δ

2
, 0 ≤ δ ≤ θ,

κ ∈ (0,min{1, δ}) e

u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1,κ(Rn).

Então, existem constantes C1 > 0, C2 > 0 e t0 >> 1 tais que para todo

t ≥ t0 vale que

C1|P1|t−
n−2α

4θ ≤ ‖u(t, ·)‖ ≤ C2t
−n−2α

4θ ,

sendo u(t, x) a única solução do Problema de Cauchy (2.1).
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Demonstração: Pelo Teorema 3.4.1 (ver Caṕıtulo 3 Seção 3.4) temos que

‖u(t, ·)‖ ≤ C2t
−n−2α

4θ ,

com C2 > 0 uma constante que depende dos dados iniciais.

Usando os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 obtemos

−
∥∥∥∥û(t, ·)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α − P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|αt)
∥∥∥∥

≥ −C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L2 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

kt
2

− C
(
‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n−2α+ε0
4θ , (4.9)

com k e ε0 constantes positivas.

Também, pelo Lema 1.4.2, temos

|P0|2
∥∥∥e−a(ξ)t cos (|ξ|αt)

∥∥∥2

= |P0|2
∫
|ξ|≤1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ cos2 (|ξ|αt)dξ + |P0|2

∫
|ξ|≥1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ cos2 (|ξ|αt)dξ

≤ |P0|2
∫
|ξ|≤1

e−|ξ|
2θtdξ + |P0|2

∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δ

2
tdξ

≤ C|P0|2
(
t−

n
2θ + t−

n
2θ−2δ

)
≤ C|P0|2t−

n
2θ , (4.10)

pois 0 < δ ≤ θ.

Pelo Lema 1.4.4, também temos

|P1|
∥∥∥∥e−a(ξ)t sin (|ξ|αt)

|ξ|α

∥∥∥∥
L2

≥ C3|P1|t−
n−2α

4θ , (4.11)

para todo t ≥ t1 com t1 >> 1 suficientemente grande.

Pelo Teorema de Plancherel, notamos que valem as seguintes estimati-
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vas na norma L2

‖u(t, ·)‖ = ‖û(t, ·)‖ ≥
∥∥∥∥P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α + P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|αt)
∥∥∥∥

−
∥∥∥∥û(t, ·)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α − P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|αt)
∥∥∥∥

≥ |P1|
∥∥∥∥e−a(ξ)t sin (|ξ|αt)

|ξ|α

∥∥∥∥− |P0|
∥∥∥e−a(ξ)t cos (|ξ|αt)

∥∥∥
−
∥∥∥∥û(t, ·)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α − P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|αt)
∥∥∥∥ .

Combinando as estimativas (4.9), (4.10) e (4.11), obtemos

‖u(t, ·)‖ ≥ C3|P1|t−
n−2α

4θ − C|P0|t−
n
4θ

− C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L2 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

kt
2

− C
(
‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ + ‖u0‖2L1

)
t−

n−2α+ε0
4θ , (4.12)

para todo t ≥ t1 com t1 >> 1 e com 0 < δ ≤ θ e α
2
< θ < α+δ

2
. Assim,

da estimativa (4.12) e da hipótese que P1 6= 0, conclúımos que existe uma

constante C1 > 0 e um t0 > 0, tais que

‖u(t, ·)‖ ≥ C1|P1|t−
n−2α

4θ

para t ≥ t0 ≥ t1.

4.2 Expansão Assintótica para ût(t, ξ)

Nesta seção, encontraremos expansão assintótica para a derivada da

solução do problema (3.1), ût(t, ξ), fazendo uso da solução expĺıcita encon-

trada na seção anterior para û(t, ξ). Também mostraremos que a diferença

entre a derivada da solução e a sua expansão assintótica na norma L2 decai

com certas taxas tanto na baixa frequência bem como na alta frequência.
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4.2.1 Zona de Baixa Frequência (|ξ| ≤ 1)

Como tinhamos visto na Seção 4.1, a solução û(t, ξ) do Problema de

Cauchy (3.1) no espaço de Fourier vem dada por

û(t, ξ) = e−a(ξ)t cos (b(ξ)t) û0 + e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0

+ e−a(ξ)t 1

b(ξ)
sin (b(ξ)t) û1, (4.13)

com a(ξ) e b(ξ) definidos como em (4.3).

Derivando no tempo a expressão para û(t, ξ) dada em (4.13) se obtém

ût(t, ξ) = −a(ξ)e−a(ξ)t

(
cos(b(ξ)t)û0 +

a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û0 +

1

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û1

)
+ e−a(ξ)t(− b(ξ) sin(b(ξ)t)û0 + a(ξ) cos(b(ξ)t)û0 + cos(b(ξ)t)û1

)
= −e−a(ξ)t

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)

)
sin(b(ξ)t)û0 − e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û1

+ e−a(ξ)t cos(b(ξ)t)û1.

Usando o Teorema do Valor Médio, obtemos as seguintes igualdades

(i) sin(b(ξ)t) = sin(|ξ|αt) + t (b(ξ)− |ξ|α) cos(η(ξ)t),

com

η(ξ) := β1b(ξ) + (1− β1)|ξ|α

para algum β1 ∈ (0, 1),

(ii) cos(b(ξ)t) = cos(|ξ|αt)− t (b(ξ)− |ξ|α) sin(µ(ξ)t),

com

µ(ξ) := β2b(ξ) + (1− β2)|ξ|α

para algum β2 ∈ (0, 1).
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Usando essas identidades, podemos reescrever ût(t, ξ) da seguinte forma

ût(t, ξ) = −e−a(ξ)t

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)

)
sin(|ξ|αt)û0

− e−a(ξ)tt

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)

)(
b(ξ)− |ξ|α

)
cos(η(ξ)t)û0 − e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û1

+ e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)û1 − e−a(ξ)tt(b(ξ)− |ξ|α) sin(µ(ξ)t)û1.

Observação 4.2.1 Vimos que a expansão assintótica para a solução û(t, ξ)

do Problema de Cauchy (3.1) no espaço de Fourier é dada por uma com-

binação linear das funções

e−a(ξ)t cos(|ξ|αt) e e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α .

Então, podemos esperar que a expansão assintótica para a derivada da

solução do problema original, venha determinada pela transformada de

Fourier inversa de uma combinação linear dos termos

−e−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt) e e−a(ξ)t cos(|ξ|αt).

Nosso objetivo então será mostrar que, efetivamente, essa é a expansão

assintótica procurada.

Tendo em conta a Observação 4.2.1, consideramos

ût(t, ξ) =
(
e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)û1 − e−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)û0

)
− e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û1 − e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|α

)
sin(µ(ξ)t)û1

− e−a(ξ)t

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)
− |ξ|α

)
sin(|ξ|αt)û0

− e−a(ξ)tt

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)

)(
b(ξ)− |ξ|α

)
cos(η(ξ)t)û0.

Agora, pela Observaçaõ 4.1.2, descompomos as Transformadas de Fourier

das funções û0 e û1

ûj(ξ) = Aj(ξ)− iBj(ξ) + Pj , ξ ∈ Rn,
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para j = 0, 1.

Com essas descomposições, podemos considerar a seguinte expansão

assintótica para ût(t, ξ)

−P0e
−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt) + P1e

−a(ξ)t cos(|ξ|αt).

Portanto, a diferença entre a derivada da solução ût(t, ξ) e a expansão

assintótica, é dada por

ût(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)

= (A1(ξ)− iB1(ξ)) e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)− (A0(ξ)− iB0(ξ)) e−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)

− e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û1 − e−a(ξ)tt(b(ξ)− |ξ|α) sin(µ(ξ)t)û1

− e−a(ξ)t

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)
− |ξ|α

)
sin(|ξ|αt)û0

− e−a(ξ)tt

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)

)
(b(ξ)− |ξ|α) cos(η(ξ)t)û0 (4.14)

Definamos as seguintes funções, as quais representam a cada termo da

soma que aparece no lado direito da agualdade acima

• N1(t, ξ) = (A1(ξ)− iB1(ξ)) e−a(ξ)t cos(|ξ|αt);

• N2(t, ξ) = (A0(ξ)− iB0(ξ)) e−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt);

• N3(t, ξ) = −e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û1;

• N4(t, ξ) = −e−a(ξ)tt(b(ξ)− |ξ|α) sin(µ(ξ)t)û1;

• N5(t, ξ) = −e−a(ξ)t

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)
− |ξ|α

)
sin(|ξ|αt)û0;

• N6(t, ξ) = −e−a(ξ)tt(b(ξ)2 + a(ξ)2)

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
cos(η(ξ)t)û0.

Agora, mostraremos que a taxa de decaimento para a norma L2 na

baixa frequência, da diferença entre a derivada ût(t, ξ) e a expansão as-

sintótica é da ordem t−
n
2θ , para t suficientemente grande. Para isso, pre-

cisamos obter estimativas para N1, N2, N3, N4, N5 e N6 na norma L2.
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Considerando κ > 0, tal que κ < min{1, δ}, estimamos N1(t, ξ)∫
|ξ|≤1

|N1(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

|A1(ξ)− iB1(ξ)|2e−c|ξ|
2θtdξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

(|A1(ξ)|2 + |B1(ξ)2|)e−c|ξ|
2θtdξ

≤ C(M2 +N2)‖u1‖2L1,κ

∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt|ξ|2κdξ

≤ C‖u1‖2L1,κt
−n+2κ

2θ ,

para todo t > 0.

Estimemos agora N2(t, ξ). Para todo t > 0, temos∫
|ξ|≤1

|N2(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

|A0(ξ)− iB0(ξ)|2e−c|ξ|
2θt|ξ|2αdξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

(|A0(ξ)|2 + |B0(ξ)|2)e−c|ξ|
2θt|ξ|2αdξ

≤ C(L2 +K2)‖u0‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt|ξ|2αdξ

≤ C‖u0‖2L1t
−n+2α

2θ ≤ C‖u0‖2L1t
−n+2κ

2θ ,

pois 0 < κ < δ ≤ α.

Para estimar N3(t, ξ), usaremos a desigualdade (4.5) e as definições de

a(ξ) e b(ξ). Assim∣∣∣∣a(ξ)

b(ξ)

∣∣∣∣2 =
|ξ|4θ−2α

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α
≤ 1

3
|ξ|4θ−2α.

Então ∫
|ξ|≤1

|N3(t, ξ)|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt|ξ|4θ−2α|û1|2dξ

≤ C‖û1‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt|ξ|4θ−2αdξ

≤ C‖u1‖2L1t
−n+4θ−2α

2θ .

Agora, como α
2
< θ ≤ δ+α

2
, temos que 4θ − 2α > 0. Assim, existe ε1 > 0,
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tal que 4θ − 2α ≥ ε1. Portanto∫
|ξ|≤1

|N3(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1t
−n+ε1

2θ

Para estimar N4(t, ξ) na região |ξ| ≤ 1, usamos a desigualdade (4.5)

|b(ξ)− |ξ|α|2 =

∣∣∣∣∣ |ξ|α
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) − |ξ|α
∣∣∣∣∣
2

= |ξ|2α
∣∣∣∣∣
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)
2(1 + |ξ|2δ)

∣∣∣∣∣
2

≤ C|ξ|2α
∣∣∣∣∣4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 4(1 + 2|ξ|2δ + |ξ|4δ)√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α + 2(1 + |ξ|2δ)

∣∣∣∣∣
2

≤ C√
3 + 2

|ξ|2α
∣∣∣4|ξ|2δ + |ξ|4θ−2α + 4|ξ|4δ

∣∣∣2
≤ C|ξ|2α

(
|ξ|4δ + |ξ|8θ−4α + |ξ|8δ

)
≤ C

(
|ξ|4δ+2α + |ξ|8θ−2α

)
.

Assim, concluimos em∫
|ξ|≤1

|N4(t, ξ)|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θtt2

(
|ξ|4δ+2α + |ξ|8θ−2α

)
|û1|2dξ

≤ C‖û1‖2L∞t2
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt
(
|ξ|4δ+2α + |ξ|8θ−2α

)
dξ

≤ C‖u1‖2L1t
2
(
t−

n+4δ+2α
2θ + t−

n+8θ−2α
2θ

)
= C‖u1‖2L1

(
t−

n+4δ+2α−4θ
2θ + t−

n+4θ−2α
2θ

)
.

Vimos na estimativa anterior que t−
n+4θ−2α

2θ ≤ t−
n+ε
2θ , para ε1 > 0 tal

que 4θ − 2α ≥ ε. Também, como α
2
< θ ≤ α+δ

2
e κ < δ, vemos que

4δ + 2α− 4θ ≥ 2κ e com isso t−
n+4δ+2α−4θ

2θ ≤ t
n+2κ

2θ . Assim, considerando

ε2 = min{2κ, ε1}, temos∫
|ξ|≤1

|N4(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1t
−n+ε2

2θ .
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Estimemos agora N5(t, ξ). Pelas definições de a(ξ) e b(ξ), temos(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)
− |ξ|α

)2

=

(
|ξ|α

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) +
|ξ|4θ−α

2(1 + |ξ|2δ)
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α
− |ξ|α

)2

= |ξ|2α
(√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) +
|ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ)
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α
− 1

)2

= |ξ|2α
(

2−
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

)2

≤ 1√
3
|ξ|2α

(
2−

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

)2

Na última desigualdade, temos considerado a relação (4.5)

Multiplicando a última estimativa pelo seu conjugado, obtemos

(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)
− |ξ|α

)2

≤ 1√
3
|ξ|2α

(
4− 4(1 + |ξ|2δ) + |ξ|4θ−2α

2 +
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

)2

≤ 1√
3
|ξ|2α

(
−4|ξ|2δ + |ξ|4θ−2α

2 +
√

3

)2

≤ C|ξ|2α
(
|ξ|4δ + |ξ|8θ−4α

)
= C

(
|ξ|4δ+2α + |ξ|8θ−2α

)
.

Portanto∫
|ξ|≤1

|N5(t, ξ)|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt
(
|ξ|4δ+2α + |ξ|8θ−2α

)
|û0|2dξ

≤ C‖û0‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt
(
|ξ|4δ+2α + |ξ|8θ−2α

)
dξ

≤ C‖u0‖2L1

(
t−

n+4δ+2α
2θ + t−

n+8θ−2α
2θ

)
.

Vemos que 4δ+2α > 2κ, pois 0 < κ < δ e 8θ−2α ≥ 2κ , pois α
2
< θ ≤ α+δ

2

e 0 < κ < δ. Portanto∫
|ξ|≤1

|N5(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n+2κ

2θ .
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Finalmente, para estimar N6(t, ξ), notemos que

∣∣b(ξ)2 + a(ξ)2
∣∣2 =

∣∣∣∣∣ |ξ|2α
(
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

)
+ |ξ|4θ

4(1 + |ξ|2δ)2

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣ |ξ|2α1 + |ξ|2δ

∣∣∣∣2
≤ C|ξ|4α;

e ∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

∣∣∣∣∣
2

≤ C
∣∣∣√4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)

∣∣∣2 .
Multiplicando e dividindo pelo conjugado nesta última desigualdade, temos

para |ξ| ≤ 1

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 ≤
∣∣∣∣∣4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 4(1 + 2|ξ|2δ + |ξ|4δ)√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α + 2(1 + |ξ|2δ)

∣∣∣∣∣
2

≤ C
∣∣∣∣−8|ξ|2δ − 4|ξ|4δ − |ξ|4θ−2α

√
3 + 2

∣∣∣∣2
≤ C

(
|ξ|4δ + |ξ|8δ + |ξ|8θ−4α

)
≤ C

(
|ξ|4δ + |ξ|8θ−4α

)
.

Multiplicando as desigualdades obtidas, obtemos a estimativa

∣∣b(ξ)2 + a(ξ)2
∣∣2 ∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 ≤ C(|ξ|4δ+4α + |ξ|8θ).
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Portanto∫
|ξ|≤1

|N6(t, ξ)|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θtt2(|ξ|4δ+4α + |ξ|8θ)|û0|2dξ

≤ C‖û0‖2L∞t2
∫
|ξ|≤1

e−c|ξ|
2θt(|ξ|4δ+4α + |ξ|8θ)dξ

≤ C‖u0‖2L1t
2
(
t−

n+4δ+4α
2θ + t−

n+8θ
2θ

)
= C‖u0‖2L1

(
t−

n+4δ+4α−4θ
2θ + t−

n+4θ
2θ

)
.

Notemos que t−
n+4θ
2θ ≤ t−

n+2κ
2θ , pois 0 < κ < δ ≤ θ. Também, como

α
2
< θ ≤ α+δ

2
e 0 < κ < θ, temos que 4δ + 4α − 4θ ≥ 2κ. Portanto,

concluimos em ∫
|ξ|≤1

|N6(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n+2κ

2θ .

Combinando as estimativas anteriores e considerando ε0 = min{2κ, ε1, ε2},
temos provado o seguinte teorema

Teorema 4.2.1 Sejam 0 < δ ≤ θ ≤ α com α
2
< θ ≤ δ+α

2
. Consideremos

os dados iniciais

u0 ∈ L1(Rn) e u1 ∈ L1,κ(Rn)

com κ ∈ (0,min{1, δ}). Então existe um número ε0 > 0 tal que a derivada

da solução ût(t, ξ) para o problema (3.1) satisfaz∫
|ξ|≤1

∣∣∣ût(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n+ε0
2θ ,

para todo t ≥ 1 com C uma constante positiva e

P0 =

∫
Rn
u0(x)dx, P1 =

∫
Rn
u1(x)dx.
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4.2.2 Zona de Alta Frequência |ξ| ≥ 1

Usaremos a estimativa encontrada no Lema 3.3.1. Dessa estimativa,

podemos inferir, para |ξ| ≥ 1∫
|ξ|≥1

|ût(t, ξ)|2 ≤ Ce−
η
5
t(‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ ), (4.15)

que vale para 0 < δ ≤ θ ≤ α+δ
2

.

Estimemos o perfil assintótico para ût(t, ξ)∫
|ξ|≥1

∣∣∣P1e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)− P0e

−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ C
∫
|ξ|≥1

(
|P1|2e

− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t
cos2(|ξ|αt) + |P0|2e

− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t|ξ|2α sin2(|ξ|αt)

)
dξ

≤ C(|P1|2 + |P0|2)

∫
|ξ|≥1

e
− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t|ξ|2αdξ

≤ C(|P1|2 + |P0|2)

∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δ

2
t|ξ|2αdξ

≤ C(|P1|2 + |P0|2)

∫
|ξ|≥1

e
−
(
|ξ|2θ−2δ+1

4

)
t
|ξ|2αdξ

= C(|P1|2 + |P0|2)e−
t
4

∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δ

4
t|ξ|2αdξ,

sempre que 0 ≤ δ < θ.

Usando o Lema 1.4.2 e as definições de P0 e P1, temos a seguinte

estimativa para o perfil assintótico∫
|ξ|≥1

∣∣∣P1e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)− P0e

−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ C(‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1)e−
t
4 t−

n+2α
2θ−2δ . (4.16)

Essa última estimativa permite provar o seguinte Teorema

Teorema 4.2.2 Sejam α
2
< θ ≤ α+δ

2
, 0 ≤ δ < θ e

u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn).
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Então a derivada da solução, ût(t, ξ), satisfaz∫
|ξ|≥1

∣∣∣ût(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ C(‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2Hα + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1)e−kt,

para todo t ≥ 1, com C e k constantes positivas.

Demonstração: Das estimativas (4.15) e (4.16), podemos escrever∫
|ξ|≥1

∣∣∣ût(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤
∫
|ξ|≥1

|ût(t, ξ)|2dξ +

∫
|ξ|≥1

∣∣∣P1e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)− P0e

−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ Ce−
η
5
t(‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ ) + C(‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1)e−

t
4 t−

n+2α
2θ−2δ

≤ C(‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2Hα + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1)e−kt,

para todo t ≥ 1, com k = min

{
η

5
,

1

4

}
.

4.2.3 Taxa Ótima para ut(t, x)

No seguinte Teorema, provaremos a otimalidade da taxa para a norma

L2. Para tal fim, usaremos as estimativas encontradas na Seção 4.2.

Teorema 4.2.3 Sejam n ≥ 1, P1 6= 0, α
2
< θ ≤ α+δ

2
, 0 ≤ δ < θ, κ ∈

(0,min{1, δ}) e

u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1,κ(Rn).

Então, existem constantes C1 > 0, C2 > 0, dependendo dos dados iniciais,

e t1 > 0 suficientemente grande tal que, para todo t ≥ t1 vale

C1|P1|t−
n
4θ ≤ ‖ut(t, ·)‖ ≤ C2t

− n
4θ ,

sendo ut(t, x) a derivada da solução do problema de Cauchy.

Demonstração: Pelo Teorema 3.4.3, temos

‖ut(t, ·)‖ ≤ C2t
− n

4θ ,
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com C2 > 0 uma constante que depende dos dados iniciais.

Pelos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2, temos

−
∥∥∥ût(t, ·)− P1e

−a(ξ)t cos(|ξ|αt) + P0e
−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)

∥∥∥
≥ −C

(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n+ε0
4θ

− C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2Hα + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

k
2
t, (4.17)

com k e ε0 constantes positivas.

Também temos

|P0|2
∥∥∥e−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)

∥∥∥2

= |P0|2
(∫
|ξ|≤1

e
− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t|ξ|2α sin2(|ξ|αt)dξ +

∫
|ξ|≥1

e
− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t|ξ|2α sin2(|ξ|αt)dξ

)

≤ |P0|2
(∫
|ξ|≤1

e−
|ξ|2θ

2
t|ξ|2αdξ +

∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δ

2
t|ξ|2αdξ

)
≤ |P0|2

(
Ct−

n+2α
2θ + Ct−

n+2α
2θ−2δ

)
≤ C|P0|2t−

n+2α
2θ , (4.18)

pois 0 < δ < θ.

Pelo Lema 1.4.5, também temos

|P1|
∥∥∥e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

∥∥∥ ≥ C3|P1|t−
n
4θ , (4.19)

para todo t ≥ t0 com t0 suficientemente grande.

Pelo Teorema de Plancherel, vemos que são válidas as seguintes esti-

mativas na norma L2

‖ut(t, ·)‖ = ‖ût(t, ·)‖ ≥
∥∥∥P1e

−a(ξ)t cos(|ξ|αt)− P0e
−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)

∥∥∥
−
∥∥∥ût(t, ·)− P1e

−a(ξ)t cos(|ξ|αt) + P0e
−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)

∥∥∥
≥ |P1|

∥∥∥e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)
∥∥∥− |P0|

∥∥∥e−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)
∥∥∥

−
∥∥∥ût(t, ·)− P1e

−a(ξ)t cos(|ξ|αt) + P0e
−a(ξ)t|ξ|α sin(|ξ|αt)

∥∥∥ .
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Combinando essa última estimativa com as estimativas (4.17), (4.18),

(4.19), chegamos em

‖ut(t, ·)‖ ≥ C3|P1|t−
n
4θ − C|P0|t−

n+2α
4θ

− C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n+ε
4θ

− C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2Hα + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

k
2
t

≥ C1|P1|t−
n
4θ ,

para todo t ≥ t1 com t1 ≥ t0 > 0 suficientemente grande, sendo C1 =

C1(u0, u1) .

Isso mostrou que a taxa obtida para a norma L2 de ut é ótima para o

caso 0 ≤ δ < θ e α
2
< θ ≤ α+δ

2
.

4.3 Taxa Ótima para (−∆)
α
2u(t, x)

Para mostrar que a taxa obtida para a norma L2 de (−∆)
α
2 u é ótima,

multiplicamos a expressão para û(t, ξ) dada em (4.13) por |ξ|α e procede-

mos como nos dois casos anteriores para u e ut.

4.3.1 Baixa Frequência |ξ| ≤ 1

Multiplicando por |ξ|α à expressão para û(t, ξ) dada por (4.13), obte-

mos a seguinte igualdade

|ξ|αû(t, ξ)− e−a(ξ)t
(
P0|ξ|α cos(|ξ|αt) + P1 sin(|ξ|αt)

)
= L1(t, ξ) + L2(t, ξ) + L3(t, ξ) + L4(t, ξ) + L5(t, ξ) + L6(t, ξ),

onde

• L1(t, ξ) = (A1(ξ)− iB1(ξ)) e−a(ξ)t sin(|ξ|αt),

• L2(t, ξ) = (A0(ξ)− iB0(ξ)) e−a(ξ)t|ξ|α cos(|ξ|αt),

• L3(t, ξ) = e−a(ξ)t|ξ|α a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û0,

• L4(t, ξ) = −e−a(ξ)tt|ξ|α(b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t)û0,
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• L5(t, ξ) = −e−a(ξ)t

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
sin(|ξ|αt)û1,

• L6(t, ξ) = e−a(ξ)tt|ξ|α
(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
cos(µ(ξ)t)û1.

Considerando 0 < κ < min{1, δ}, cada uma dessas funções, possuem

as seguintes estimativas na baixa frequência (|ξ| ≤ 1)∫
|ξ|≤1

|L1(t, ξ)|2 dξ ≤ C‖u1‖2L1,κt
−n+2κ

2θ .

∫
|ξ|≤1

|L2(t, ξ)|2 dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n+2α

2θ .∫
|ξ|≤1

|L3(t, ξ)|2 dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n+4θ

2θ .∫
|ξ|≤1

|L4(t, ξ)|2 dξ ≤ C‖u0‖2L1

(
t−

n+4δ+4α−4θ
2θ + t−

n+2α
2θ

)
.∫

|ξ|≤1

|L5(t, ξ)|2 dξ ≤ C‖u1‖2L1

(
t−

n+4δ
2θ + t−

n+8θ−4α
2θ

)
.∫

|ξ|≤1

|L6(t, ξ)|2 dξ ≤ C‖u1‖2L1

(
t−

n+4δ+2α−4θ
2θ + t−

n+4θ−2α
2θ

)
.

4.3.2 Alta Frequência |ξ| ≥ 1

Agora, para obtermos uma estimativa na alta frequência (|ξ| ≥ 1),

empregamos o Lema 3.3.1, obtendo assim∫
|ξ|≥1

|ξ|2α|û(t, ξ)|2dξ ≤ Ce−
ε
5
t (‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ

)
, (4.20)

para todo t > 0, 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+δ
2

.

Também, das definições de P0 e P1, obtemos a seguinte estimativa para

o perfil assintótico, na região |ξ| ≥ 1∫
|ξ|≥1

∣∣∣P0e
−a(ξ)t|ξ|α cos(|ξ|αt) + P1e

−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
e−

t
4 t−

n+2α
2θ−2δ . (4.21)

Agora, sob as hipóteses
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i) α
2
< θ ≤ α+δ

2
, 0 < δ ≤ θ,

ii) u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn),

iii) u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn),

e as estimativas (4.20) e (4.21), chegamos na seguinte relação∫
|ξ|≥1

∣∣∣|ξ|αû(t, ξ)− P0e
−a(ξ)t|ξ|α cos(|ξ|αt)− P1e

−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ C
(
‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
e−kt,

para todo t ≥ 1, C e k constantes positivas. A demostração desse fato, é

semelhante à demonstração do Teorema 4.2.2.

4.3.3 Taxas Ótimas

Com os resultados obtidos anteriormente, podemos provar a otimali-

dade da taxa na norma L2 para (−∆)
α
2 u(t, x), dada no seguinte Teorema

Teorema 4.3.1 Sejam n ≥ 1, P1 6= 0, α
2
< θ ≤ α+δ

2
, 0 < δ ≤ θ, κ ∈

(0,min{1, δ}) e

u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1,κ(Rn).

Então, existem constantes C1 > 0, C2 > 0 e t0 > 0 suficientemente grande

tal que, para todo t ≥ t0 vale

C1|P1|t−
n
4θ ≤ ‖(−∆)

α
2 u(t, ·)‖L2 ≤ C2t

− n
4θ .

4.4 Taxa Ótima para (−∆)
δ
2ut(t, ξ)

Para conseguirmos uma expansão assintótica para |ξ|δût(t, ξ) e pro-

var que a taxa ótima é melhor do que a taxa encontrada no Caṕıtulo 3,

usaremos os resultados obtidos na Seção 4.2.
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4.4.1 Zona Baixa Frequência |ξ| ≤ 1

De acordo com os resultados obtidos na Seção 4.2, e para obtermos

uma estimativa na baixa frequência, multiplicamos por |ξ|δ a igualdade

dada pela equação (4.14), obtendo

|ξ|δût(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t|ξ|δ cos(|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t|ξ|δ+α sin(|ξ|αt)

= M1(t, ξ) +M2(t, ξ) +M3(t, ξ) +M4(t, ξ) +M5(t, ξ) +M6(t, ξ),

onde as funções Mj(t, ξ), j = 1, . . . , 6 são definidas como

• M1(t, ξ) = (A1(ξ)− iB1(ξ)) e−a(ξ)t|ξ|δ cos(|ξ|αt);

• M2(t, ξ) = (A0(ξ)− iB0(ξ)) e−a(ξ)t|ξ|δ+α sin(|ξ|αt);

• M3(t, ξ) = −e−a(ξ)t|ξ|δ a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û1;

• M4(t, ξ) = −e−a(ξ)tt|ξ|δ (b(ξ)− |ξ|α) sin(µ(ξ)t)û1;

• M5(t, ξ) = −e−a(ξ)t|ξ|δ
(
b(ξ) +

a(ξ)2

b(ξ)
− |ξ|α

)
sin(|ξ|αt)û0;

• M6(t, ξ) = −e−a(ξ)tt|ξ|δ
(
b(ξ)2 + a(ξ)2

)( b(ξ)− |ξ|α
b(ξ)

)
cos(η(ξ)t)û0.

Para estimar cada Mj(t, ξ), j = 1, . . . , 6, usaremos as estimativas encon-

tradas no Teorema 4.2.1, para as funções Nj(t, ξ), j = 1, . . . , 6.

Assim, para 0 < κ < min{0, δ} obtemos as seguintes estimativas na

baixa frequência

i)

∫
|ξ|≤1

|M1(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1,κt
−n+2δ+2κ

2θ ,

ii)

∫
|ξ|≤1

|M2(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n+2δ+2α

2θ ,

iii)

∫
|ξ|≤1

|M3(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1t
−n+2δ+4θ−2α

2θ ,

iv)

∫
|ξ|≤1

|M4(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1

(
t−

n+6δ+2α−4θ
2θ + t−

n+2δ+4θ−2α
2θ

)
,

v)

∫
|ξ|≤1

|M5(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1

(
t−

n+6δ+2α
2θ + t−

n+2δ+8θ−2α
2θ

)
,

vi)

∫
|ξ|≤1

|M6(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1

(
t−

n+6δ+4α−4θ
2θ + t−

n+2δ+4θ
2θ

)
.
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Semelhantemente à demonstração do Teorema 4.2.1, temos que existe

ε0 > 0 tal que, a taxa na baixa frequência na norma L2 vem dada por∫
|ξ|≤1

∣∣∣|ξ|δût(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t|ξ|δ cos(|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t|ξ|δ+α sin(|ξ|αt)
∣∣∣ dξ

≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n+2δ+ε0
4θ (4.22)

para todo t ≥ 1, com u0 ∈ L1(Rn) e u1 ∈ L1,κ(Rn).

4.4.2 Zona Alta Frequência |ξ| ≥ 1

Como uma consequência do Teorema 4.2.2, temos a seguinte estimativa

na alta frequência para a diferença entre |ξ|δût(t, ξ) e seu perf́ıl assintótico

Corolário 4.4.1 Sejam α
2
< θ ≤ α+δ

2
, 0 ≤ δ ≤ θ e

u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn).

Então |ξ|δût(t, ξ) satisfaz∫
|ξ|≥1

∣∣∣|ξ|δût(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t|ξ|δ cos(|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t|ξ|δ+α sin(|ξ|αt)
∣∣∣2 dξ

≤ C
(
‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
e−kt,

para todo t ≥ 1, com C e k constantes positivas.

4.4.3 Taxas Ótimas

Para provar otimalidade da taxa para (−∆)
δ
2 ut(t, ξ), com taxa ótima

t−
n+2δ
2θ , precisamos obter estimativas superior e inferior na norma L2 para

essa função.

Para conseguirmos estimativa inferior, usamos uma versão do Lema

1.4.5, que nos permite obter, para n ≥ 1 e α
2
< θ∥∥∥P1e

−a(ξ)t|ξ|δ cos(|ξ|αt)
∥∥∥
L2
≥ C|P1|t−

n+2δ
4θ ,

para todo t ≥ t1, com t1 > 0, e para alguma constante positiva C.
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Para a estimativa superior, não podemos aplicar diretamente o Teo-

rema 3.4.3, pois a taxa obtida áı, não é ótima. Assim, precisamos obter

estimativas na alta e na baixa frequência independentemente.

• Para a alta frequência (|ξ| ≥ 1), podemos usar o Lema 3.3.1, resul-

tando em∫
|ξ|≥1

∣∣∣|ξ|δût(t, ξ)∣∣∣2 dξ ≤ C (‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ
)
e−

ε
5
t (4.23)

• Para a baixa frequência (|ξ| ≤ 1), usamos o Lema 3.1.6, obtendo

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 ≤ Ce−
ε|ξ|2θ

10
t
(
|ξ|2α|û0|2 + (1 + |ξ|2δ)|û1|2

)
.

Multiplicando essa desigualdade por |ξ|2δ

1+|ξ|2δ ≥ 0, obtemos

|ξ|2δ|ût|2 ≤ Ce−
ε|ξ|2θ

10
t(|ξ|2α|û0|2 + |ξ|2δ|û1|2

)
.

Integrando essa expressão na região |ξ| ≤ 1∫
|ξ|≤1

∣∣∣|ξ|δût(t, ξ)∣∣∣2 dξ ≤ C (‖u0‖2L1t
−n+2α

2θ + ‖u1‖2L1t
−n+2δ

2θ

)
.

Como estamos trabalhando sob a hipótese 0 < δ ≤ θ ≤ α, obtemos

finalmente uma estimativa na baixa frequência∫
|ξ|≤1

∣∣∣|ξ|δût(t, ξ)∣∣∣2 dξ ≤ C (‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
t−

n+2δ
2θ (4.24)

Finalmente, das relações (4.23) e (4.24), vemos que existe um t2 > 0

suficientemente grande tal que∥∥∥|ξ|δût(t, ·)∥∥∥
L2
≤ C

(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2Hα + ‖u1‖2Hδ

)
t−

n+2δ
4θ .

Pelo Lema de Plancherel, obtemos a estimativa superior desejada, isto é∥∥∥(−∆)
δ
2 ut(t, ·)

∥∥∥
L2
≤ C2t

−n+2δ
4θ , (4.25)

para todo t ≥ t2, com t2 > 0 suficientemente grande.

Com todas essas considerações, o resultado que se obtém é o seguinte
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Teorema 4.4.1 Sejam n ≥ 1, P1 6= 0, α
2
< θ ≤ α+δ

2
, 0 < δ ≤ θ < α,

κ ∈ (0,min{1, δ}) e

u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1,κ(Rn).

Então, existem constantes C1, C2 e t0 > 0 suficientemente grande, tal que,

para todo t ≥ t0 vale

C1|P1|t−
n+2δ
4θ ≤

∥∥∥(−∆)
δ
2 ut(t, ·)

∥∥∥
L2
≤ C2t

−n+2δ
4θ .



134



Caṕıtulo 5

Caso de Super Damping

Neste caṕıtulo encontraremos taxas de decaimento, expansão assintótica

e taxas ótimas para nosso problema linear (5.1). Neste caṕıtulo vamos con-

siderar somente taxas para a norma L2 da solução. O problema de Cauchy

aqui considerado é o seguinte
utt + (−∆)δ utt + (−∆)θ ut + (−∆)α u = 0,

u(0, x) = u0(x),

ut(0, x) = u1(x)

(5.1)

com u = u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)×Rn onde o expoente do termo de damping,

θ, é grande. Para tal fim, vamos dividir o nosso estudo em dois casos

• Caso δ = 0, 0 < α < θ.

• Caso 0 < δ ≤ α,
α+ δ

2
< θ <

α+ 2δ

2
.

Observemos que, no segundo caso, temos considerado a restrição por cima

θ <
α+ 2δ

2
com a finalidade de obtermos otimalidade da taxa, já que

com o método empregado aqui, não foi posśıvel provar essa otimalidade

para o caso
α+ 2δ

2
≤ θ. Notemos também que, na obtenção de taxas de

decaimento, essa restrição adicional não é necessária.
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5.1 Super Damping: Caso δ = 0 e θ > α

Nesta seção, encontraremos taxas de decaimento do problema linear

(5.1) quando δ = 0, isto é
utt + (−∆)αu+ (−∆)θut = 0

u(0, x) = u0(x)

ut(0, x) = u1(x),

(5.2)

com (t, x) ∈ (0,∞)× Rn, sob a hipótese θ > α.

Nosso trabalho nesta seção generaliza o trabalho de Ikehata-Iyota [20]

que estudaram o caso particular α = 1 e θ = 2.

Para esse fim, trabalhamos com o problema de Cauchy no espaço de

Fourier, o qual, semelhantemente aos caṕıtulos anteriores, obtém-se apli-

cando a Transformada de Fourier na variável x no problema (5.2). O

problema assim obtido é
ûtt + |ξ|2θût + |ξ|2αû = 0

û(0, ξ) = û0(ξ)

ût(0, ξ) = û1(ξ),

(5.3)

onde û = û(t, ξ), com (t, ξ) ∈ (0,∞)×Rn e potências fracionárias 0 < α <

θ.

Observação 5.1.1 Sobre a existência de soluções para o problema (5.2)

observamos que podemos escrevê-lo na forma abstrata
utt + 2 aAυut +Au = 0

u(0, x) = u0(x) ∈ D(Aα0)

ut(0, x) = u1(x) ∈ D(Aα1),

onde a = 1
2
> 0, υ = θ

α
≥ 0, A = (−∆)α e α0 ≥ 0, α1 ≥ 0.

Da definição do operador A, vemos que ele é autoadjunto e não nega-

tivo. Além disso, para dados iniciais no espaço da energia X = Hα(Rn)×
L2(Rn) temos que α0 = 1/2, α1 = 0.

Então, definindo τ = max
{

1
2
, υ
}

= υ = θ
α
> 1, pois θ > α, vemos que

1− τ < 0 < α0 − α1 = 1/2 < τ.
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Assim, pelo Teorema 2.1 em [14], temos que existe solução única u =

u(t, x) e além disso, a solução verifica

(a) (u, ut) ∈ C
(
[0,∞), Hα(Rn)× L2(Rn)

)
,

(b) Para m ≥ 1 inteiro, a m−ésima derivada no tempo Dm
t u(t, x) sa-

tizfaz

Dm
t u ∈ C

(
(0,∞), D(A1+m(υ−1))

)
.

5.1.1 Estimativas

Para obtermos taxa de decaimento, usaremos o método da energia,

assim como foi visto em caṕıtulos anteriores.

Multiplicando a equação em (5.3) por û, obtemos

ûttût + |ξ|2θûût + |ξ|2αûût = 0,

que é equivalente a

d

dt

(
1

2
|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2

)
+ |ξ|2θ|ût|2 = 0.

Definimos a densidade de energia do sistema (5.3) por

e0(t, ξ) =
1

2
|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2, (5.4)

e escrevemos a equação anterior na forma

d

dt
e0(t, ξ) + |ξ|2θ|ût|2 = 0.

Multiplicando a equação em (5.3) por û e tomando a parte real, obte-

mos
d

dt

(
1

2
|ξ|2θ|û|2 +Re(ûtû)

)
+ |ξ|2α|û|2 = |ût|2.

Então definindo,

e1(t, ξ) = Re(ûtû) +
1

2
|ξ|2θ|û|2, (5.5)

reescrevemos a equação acima na forma

d

dt
e1(t, ξ) + |ξ|2α|û|2 = |ût|2.
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Considerando as definições de e0(t, ξ) e e1(t, ξ) dadas em (5.4) e (5.5)

respectivamente, definimos

e(t, ξ) = e0(t, ξ) + βρ(ξ)e1(t, ξ), (5.6)

para β > 0 a ser escolhido adequadamente e a função ρ : Rn → [0,∞) dada

por

ρ(ξ) =
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
.

Derivando em relação a t a função e(t, ξ), obtemos

d

dt
e(t, ξ) =

d

dt
e0(t, ξ) + βρ(ξ)

d

dt
e1(t, ξ)

= −|ξ|2θ|ût|2 + βρ(ξ)
(
|ût|2 − |ξ|2α|û|2

)
,

isto é
d

dt
e(t, ξ) + |ξ|2θ|ût|2 + βρ(ξ)|ξ|2α|û|2 = βρ(ξ)|ût|2.

Definimos assim,

F (t, ξ) = |ξ|2θ|ût|2 + βρ(ξ)|ξ|2α|û|2,

R(t, ξ) = βρ(ξ)|ût|2, (5.7)

e então,
d

dt
e(t, ξ) + F (t, ξ) = R(t, ξ). (5.8)

Lema 5.1.1 Sejam β > 0, θ > α, então

R(t, ξ) ≤ βF (t, ξ), ∀ t ≥ 0, ∀ ξ ∈ Rn.

Demonstração: Para θ > α, vemos que 1 ≤ 1 + |ξ|4θ−2α, para todo

ξ ∈ Rn, e então

R(t, ξ) = β
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
|ût|2

≤ β|ξ|2θ|ût|2

≤ β|ξ|2θ|ût|2 + β2ρ(ξ)|ξ|2α|û|2

= βF (t, ξ),
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isto é

R(t, ξ) ≤ βF (t, ξ),

para qualquer t ≥ 0 e ξ ∈ Rn.

Observação 5.1.2 Do Lema 5.1.1 e a relação (5.8), vemos que

d

dt
e(t, ξ) + (1− β)F (t, ξ) ≤ 0,

para β > 0 suficientemente pequeno.

Lema 5.1.2 Seja θ > α, então existe uma constante M = M(β) tal que

para todo ξ ∈ Rn \ {0}

i)
ρ(ξ) + βρ(ξ)2|ξ|−α

2|ξ|2θ ≤M,

ii)
1

2β
+
ρ(ξ)

2|ξ|α +
ρ(ξ)|ξ|2θ−2α

2
≤M.

Demonstração: Usaremos a seguinte desigualdade

1
1
rp

+ rp
≤ 1

2
, ∀ r > 0, ∀ p ≥ 0.

i)
ρ(ξ)

2|ξ|2θ =
1

2|ξ|2θ ·
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
=

1

2
· 1

1 + |ξ|4θ−2α
≤ 1

2
,

βρ(ξ)2|ξ|−α

2|ξ|2θ =
β

2|ξ|2θ+α ·
|ξ|4θ

(1 + |ξ|4θ−2α)2

=
β

2
· |ξ|2θ−α

1 + |ξ|4θ−2α
· 1

1 + |ξ|4θ−2α

=
β

2
· 1

1
|ξ|2θ−α + |ξ|2θ−α

· 1

1 + |ξ|4θ−2α

≤ β

4
,

onde na última desigualdade temos empregado a desigualdade men-
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cionada no ińıcio da prova. Assim,

ρ(ξ) + βρ(ξ)2|ξ|−α

2|ξ|2θ ≤ 1

2
+
β

4
=
β + 2

4
.

ii)
ρ(ξ)

2|ξ|α =
1

2|ξ|α ·
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
=

1

2
· 1

1
|ξ|2θ−α + |ξ|2θ−α

≤ 1

4
,

onde na última desigualdade, usamos a relação mencionada no ińıcio

da prova. Por outro lado,

ρ(ξ)|ξ|2θ−2α

2
=
|ξ|2θ−2α

2
· |ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
=

1

2
· |ξ|

4θ−2α

1 + |ξ|4θ−2α
≤ 1

2
.

Assim,

1

2β
+
ρ(ξ)

2|ξ|α +
ρ(ξ)|ξ|2θ−2α

2
≤ 1

2β
+

1

4
+

1

2
=

3β + 2

2β
.

Com essas estimativas, o lema está provado.

Lema 5.1.3 Seja θ > α, então existe uma constante M > 0 tal que para

todo ξ ∈ Rn

ρ(ξ)e(t, ξ) ≤MF (t, ξ),

com t ≥ 0.

Demonstração: Para ξ = 0, o resultado é imediato.

Considerando então ξ 6= 0, e usando a desigualdade de Young com

ε = |ξ|α > 0, temos

Re(ûtû) ≤ |ût|
2

2|ξ|α +
|ξ|α|û|2

2
.
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Com isso, segue

ρ(ξ)e(t, ξ) ≤ ρ(ξ)

2
|ût|2 +

ρ(ξ)

2
|ξ|2α|û|2 + β

ρ(ξ)2

2
|ξ|2θ|û|2

+ β
ρ(ξ)2

2
· |ût|

2

|ξ|α + β
ρ(ξ)2

2
|ξ|α|û|2

=

(
ρ(ξ) + βρ(ξ)2|ξ|−α

2|ξ|2θ

)
|ξ|2θ|ût|2

+

(
1

2β
+
ρ(ξ)

2|ξ|α +
ρ(ξ)|ξ|2θ−2α

2

)
βρ(ξ)|ξ|2α|û|2

≤M |ξ|2θ|ût|2 +Mβρ(ξ)|ξ|2α|û|2

= MF (t, ξ),

onde nas últimas desigualdades, temos aplicado o Lema 5.1.2.

Do Lema 5.1.3

(1− β)ρ(ξ)e(t, ξ)M−1 ≤ (1− β)F (t, ξ),

e da relação na Observação 5.1.2

d

dt
e(t, ξ) + (1− β)ρ(ξ)M−1e(t, ξ) ≤ d

dt
e(t, ξ) + (1− β)F (t, ξ) ≤ 0.

Assim, temos a seguinte inequação

d

dt
e(t, ξ) + (1− β)ρ(ξ)M−1e(t, ξ) ≤ 0, ∀ ξ ∈ Rn,

cuja solução é

e(t, ξ) ≤ e−ωρ(ξ)te(0, ξ), (5.9)

com ω = (1− β)M−1 > 0, para β ∈ (0, 1).

Por outro lado, para ξ 6= 0, usamos a desigualdade de Young com

ε = |ξ|2θ > 0

± βρ(ξ)Re(ûtû) ≤ β

2
ρ(ξ)|ξ|2θ|û|2 +

βρ(ξ)

2
· |ût|

2

|ξ|2θ . (5.10)
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Pela definição de e(t, ξ)

e(t, ξ) = e0(t, ξ) + βρ(ξ)

(
Re(ûtû) +

1

2
|ξ|2θ|û|2

)
≥ e0(t, ξ)− βρ(ξ)

2
|ξ|2θ|û|2 − βρ(ξ)

2
· |ût|

2

|ξ|2θ +
βρ(ξ)

2
|ξ|2θ|û|2

=
1

2
|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2 − βρ(ξ)

2
· |ût|

2

|ξ|2θ

=
1

2

(
1− βρ(ξ)

|ξ|2θ

)
|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2.

Como
βρ(ξ)

|ξ|2θ =
β

|ξ|2θ ·
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
≤ β,

então

1− βρ(ξ)

|ξ|2θ ≥ 1− β > 0, para 0 < β < 1.

Assim,

e(t, ξ) ≥ (1− β)e0(t, ξ), ξ 6= 0. (5.11)

Pelas definições de e(t, ξ) e e0(t, ξ), vemos que a relação acima é válida

para qualquer ξ ∈ Rn.

De (5.9) e (5.11) deduzimos

e0(t, ξ) ≤ 1

1− β e
−ωρ(ξ)te(0, ξ), ξ ∈ Rn, (5.12)

para cada t ≥ 0.

Das definições de e(t, ξ) e (5.10), vemos que

e(t, ξ) ≤ e0(t, ξ) +
βρ(ξ)

2
|ξ|2θ|û|2 +

βρ(ξ)

2
· |ût|

2

|ξ|2θ +
βρ(ξ)

2
|ξ|2θ|û|2

= e0(t, ξ) + βρ(ξ)|ξ|2θ|û|2 +
β

2
· ρ(ξ)

|ξ|2θ |ût|
2.

Para ξ 6= 0, estimamos

• ρ(ξ)

|ξ|2θ =
1

1 + |ξ|4θ−2α
≤ 1,

• ρ(ξ)|ξ|2θ =
|ξ|4θ

1 + |ξ|4θ−2α
=

|ξ|4θ−2α

1 + |ξ|4θ−2α
· |ξ|2α ≤ |ξ|2α.
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Portanto,

e(t, ξ) ≤ 1

2
|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2 + β|ξ|2α|û|2 +

β

2
|ût|2

=
β + 1

2
|ût|2 +

2β + 1

2
|ξ|2α|û|2

≤ (2β + 1)

(
1

2
|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2

)
= (2β + 1)e0(t, ξ).

Como e(t, 0) = e0(t, 0), a desigualdade acima é válida para todo ξ ∈ Rn.

Com todas essas considerações, temos provado o seguinte lema

Lema 5.1.4 Seja θ > α, então existem constantes positivas C = C(β) e

ω = ω(β) tais que

e0(t, ξ) ≤ Ce−ωρ(ξ)te0(0, ξ), ∀ ξ ∈ Rn,

para t ≥ 0.

Teorema 5.1.1 Sejam n ≥ 1, θ > α e κ ≥ 0. Se u0 ∈ Hκ+1(Rn)∩L1(Rn),

u1 ∈ Hκ(Rn) ∩ L1(Rn), então existe uma constante C > 0 tal que

‖ut(t, ·)‖2 + ‖(−∆)
α
2 u(t, ·)‖2 ≤ C(1 + t)−

n
2θ ‖u1‖2L1 + C(1 + t)−

n+2α
2θ ‖u0‖2L1

+ C(1 + t)−
κ

θ−α
(
‖u1‖2Hκ + ‖u0‖2Hκ+1

)
.

Demonstração: Pelo Teorema de Plancherel e o Lema 5.1.4,∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)

α
2 u|2

)
dx ≤ C

∫
Rn

(
|ût|2 + |ξ|2α|û|2

)
dξ

≤ C
∫
Rn
e−ωρ(ξ)t

(
|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

)
dξ.

• Para |ξ| ≤ 1, 1 + |ξ|4θ−2α ≤ 2, e assim

ρ(ξ) =
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
≥ 1

2
|ξ|2θ.
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Portanto, do Lema 1.4.3∫
|ξ|≤1

e−ωρ(ξ)t
(
|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

)
dξ

≤
∫
|ξ|≤1

e−
ω
2
|ξ|2θt (|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

)
dξ

≤ C(1 + t)−
n
2θ ‖u1‖2L1 + C(1 + t)−

n+2α
2θ ‖u0‖2L1 .

• Para |ξ| ≥ 1, 1 + |ξ|4θ−2α ≤ 2|ξ|4θ−2α e assim

ρ(ξ) =
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
≥ 1

2|ξ|2θ−2α
.

Portanto,∫
|ξ|≥1

e−ωρ(ξ)t
(
|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

)
dξ

≤
∫
|ξ|≥1

e
− ωt

2|ξ|2θ−2α
(
|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

)
dξ

=

∫
|ξ|≥1

(
e
− ωt

2|ξ|2θ−2α |ξ|−2κ

)(
|ξ|2κ|û1|2 + |ξ|2κ+2α|û0|2

)
dξ.

Calculemos

sup
|ξ|≥1

e− ωt
2|ξ|2θ−2α

|ξ|2κ

 = sup
|ξ|≥1

e− ω(t+1)

2|ξ|2θ−2α

|ξ|2κ · e
ω

2|ξ|2θ−2α


≤ e

ω
2 sup
|ξ|≥1

e− ω(t+1)

2|ξ|2θ−2α

|ξ|2κ


= e

ω
2 sup
r≥1

e− ω(t+1)

2r2θ−2α

r2κ

 .
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Seja a mudança de variável σ =

√
ω(t+ 1)

rθ−α
, então

sup
|ξ|≥1

e− ωt
2|ξ|2θ−2α

|ξ|2κ

 ≤ eω2 sup
σ≥0

 e−
σ2

2 σ
2κ
θ−α

ω
κ

θ−α (1 + t)
κ

θ−α


= e

ω
2 ω−

κ
θ−α (1 + t)−

κ
θ−α sup

σ≥0

(
σ

2κ
θ−α

e
σ2

2

)
≤ C(1 + t)−

κ
θ−α ,

onde C = C(κ, θ, α, ω) > 0. Portanto,∫
|ξ|≥1

e−ωρ(ξ)t
(
|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

)
dξ

≤ C(1 + t)−
κ

θ−α

∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2κ|û1|2 + |ξ|2(κ+α)|û0|2

)
dξ

≤ C(1 + t)−
κ

θ−α
(
‖u1‖2Hκ + ‖u0‖2Hκ+α

)
.

Das estimativas encontradas na baixa e na alta frequência, obtemos o re-

sultado desejado.

Teorema 5.1.2 Sejam n > 2α, θ > α, κ ≥ α. Se u0 ∈ Hκ(Rn)∩L1(Rn),

u1 ∈ Hκ−α(Rn) ∩ L1(Rn), então existe uma constante C > 0 tal que

‖u(t, ·)‖2 ≤ C(1 + t)−
n−2α

2θ ‖u1‖2L1 + C(1 + t)−
n
2θ ‖u0‖2L1

+ C(1 + t)−
κ

θ−α
(
‖u1‖2Hκ−1 + ‖u0‖2Hκ

)
.

Demonstração: Pelo Lema 5.1.4, para ξ 6= 0, vemos

|û|2 ≤ Ce−ωρ(ξ)t
(
|û1|2

|ξ|2α + |û0|2
)
.

• Na baixa frequência

ρ(ξ) ≥ 1

2
|ξ|2θ,
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então∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ω|ξ|2θt

2

(
|û1|2

|ξ|2α + |û0|2
)
dξ

≤ C(1 + t)−
n−2α

2θ ‖u1‖L1 + C(1 + t)−
n
2θ ‖u0‖2L1 .

Na alta frequência, na demonstração do Teorema 5.2.1, vimos

ρ(ξ) ≥ 1

2|ξ|2θ−2α
sup
|ξ|≥1

e− ωt
2|ξ|2θ−2α

|ξ|2κ

 ≤ C(1 + t)−
κ

θ−α ,

e assim∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e
− ωt

2|ξ|2θ−2α |ξ|−2κ
(
|ξ|2(κ−α)|û1|2 + |ξ|2κ|û0|2

)
dξ

≤ C(1 + t)−
κ

θ−α
(
‖u1‖2Hκ−α + ‖u0‖2Hκ

)
.

Observação 5.1.3 Para ter menor exigência de regularidade, podeŕıamos

considerar apenas u1 ∈ Ẇκ−α,2(Rn), com κ > 0. Sendo assim, pela iden-

tidade de Plancherel, obtemos∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C(1 + t)−
κ

θ−α

∫
|ξ|≥1

(∣∣|ξ|κ−αû1

∣∣2 + |ξ|2κ|û0|2
)
dξ

≤ C(1 + t)−
κ

θ−α

[∫
Rn

∣∣∣∣ ̂
(−∆)

κ−α
2 u1

∣∣∣∣2 dξ + ‖u0‖2Hκ
]

= C(1 + t)−
κ

θ−α
(
‖u1‖2Ẇκ−α,2 + ‖u0‖2Hκ

)
.

5.1.2 Expansão Assintótica

Vimos anteriormente que, o problema de Cauchy no espaço de Fourier,

associado ao problema (5.2), é
ûtt + |ξ|2θût + |ξ|2αû = 0

û(0, ξ) = û0(ξ)

ût(0, ξ) = û1(ξ),
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com û = û(t, ξ), para (t, ξ) ∈ (0,∞) × Rn e 0 ≤ α < θ. A equação

caracteŕıstica para a relação anterior é

λ2 + |ξ|2θλ+ |ξ|2α = 0,

cujas soluções são

λ± =
−|ξ|2θ ±

√
|ξ|4θ − 4|ξ|2α
2

.

Consideremos δ0 > 0, com |ξ| ≤ δ0 < 1. Nesse caso, vemos

λ± =
−|ξ|2θ ± |ξ|α

√
|ξ|4θ−2α − 4

2
,

com |ξ|4θ−2α − 4 ≤ δ4θ−2α
0 − 4 ≤ −3 < 0. Logo, as ráızes são complexas e

assim,

λ± =
−|ξ|2θ ± i|ξ|α

√
4− |ξ|4θ−2α

2
.

Definindo a(ξ) =
|ξ|2θ

2
, b(ξ) =

|ξ|α
√

4− |ξ|4θ−2α

2
, podemos escrever

λ± = −a(ξ) + ib(ξ).

Podemos escrever explicitamente a solução da forma

û(t, ξ) = Ĥ(t, ξ)û0 + Ĝ(t, ξ)û1,

onde

Ĥ(t, ξ) =
λ+e

λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−

= e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t) + e−a(ξ)t cos(b(ξ)t),

Ĝ(t, ξ) =
eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

= e−a(ξ)t 1

b(ξ)
sin(b(ξ)t).
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Pelo Lema 1.1.3

ûj(ξ) = Aj(ξ)− iBj(ξ) + Pj , j = 0, 1,

então

û(t, ξ) = P0Ĥ(t, ξ)+(A0(ξ)−iB0(ξ))Ĥ(t, ξ)+P1Ĝ(t, ξ)+(A1(ξ)−iB1(ξ))Ĝ(t, ξ).

Sejam

K1(t, ξ) = P0e
−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t),

K2(t, ξ) = (A1(ξ)− iB1(ξ))Ĝ(t, ξ),

K3(t, ξ) = (A0(ξ)− iB0(ξ))Ĥ(t, ξ).

Então, segue que

û(t, ξ) = P1Ĝ(t, ξ) + P0e
−a(ξ)t cos(b(ξ)t) +K1(t, ξ) +K2(t, ξ) +K3(t, ξ).

Usando o Teorema do Valor Médio, vemos

sin(b(ξ)t) = sin(|ξ|αt) + t(b(ξ)− |ξ|α) cos(ε(ξ)t),

ε(ξ) = βb(ξ) + (1− β)|ξ|α, β ∈ (0, 1)

cos(b(ξ)t) = cos(|ξ|αt)− t(b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t),

η(ξ) = β′b(ξ) + (1− β′)|ξ|α, β′ ∈ (0, 1).

Assim,

û(t, ξ) = P1e
−a(ξ)t 1

b(ξ)
sin(|ξ|αt) + P0e

−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

+ P1e
−a(ξ)t 1

b(ξ)
t(b(ξ)− |ξ|α) cos(ε(ξ)t)− P0e

−a(ξ)tt(b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t)

+
3∑
j=1

Kj(t, ξ).

Com a finalidade de obtermos expansão assintótica mais diante, vamos

considerar a função f(r) =
2√

4− r4θ−2α
. Com isso, e pelo Teorema do
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Valor Médio, vemos que

2√
4− |ξ|4θ−2α

− 1 = |ξ|(4θ − 2α)
µ4θ−2α−1

(4− µ4θ−2α)
3
2

,

com µ = β′′|ξ|, β′′ ∈ (0, 1), isto é

2√
4− |ξ|4θ−2α

= 1 + (4θ − 2α)(β′′)4θ−2α−1 |ξ|4θ−2α

(4− (β′′)4θ−2α|ξ|4θ−2α)
3
2

.

Portanto,

û(t, ξ) = P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

+ P1e
−a(ξ)t(4θ − 2α)

(β′′)4θ−2α−1|ξ|4θ−2α

(4− (β′′)4θ−2α|ξ|4θ−2α)
3
2

sin(|ξ|αt)
|ξ|α

+ P1e
−a(ξ)t 1

b(ξ)
t(b(ξ)− |ξ|α) cos(ε(ξ)t)

− P0e
−a(ξ)tt(b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t) +

3∑
j=1

Kj(t, ξ).

Definamos

K4(t, ξ) = P1e
−a(ξ)t 1

b(ξ)
t(b(ξ)− |ξ|α) cos(ε(ξ)t)

K5(t, ξ) = −P0e
−a(ξ)tt(b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t)

K6(t, ξ) = P1e
−a(ξ)t(4θ − 2α)

(β′′)4θ−2α−1|ξ|4θ−2α

(4− (β′′)4θ−2α|ξ|4θ−2α)
3
2

sin(|ξ|αt)
|ξ|α

Estimemos cada Kj(t, ξ), i = 1, . . . , 6.

Para estimar K1(t, ξ), primeiro estimamos

∣∣∣∣a(ξ)

b(ξ)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣ |ξ|2θ−α√
4− |ξ|4θ−2α

∣∣∣∣∣
2

≤ 1

3
|ξ|4θ−2α.

Portanto, ∫
|ξ|≤δ0

|K1(t, ξ)|2dξ ≤ 1

3
‖u0‖2L1t

−n+4θ−2α
2θ .
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Para estimar K2(t, ξ), notemos que

|Ĝ(t, ξ)|2 ≤ 4

3
e−|ξ|

2θt|ξ|−2α.

Assim, para ε ∈ (0,min{1, α})∫
|ξ|≤δ0

|K2(t, ξ)|2dξ ≤ 4

3

∫
|ξ|≤δ0

|A1(ξ)− iB1(ξ)|2e−|ξ|
2θt|ξ|−2αdξ

≤ C‖u1‖2L1,ε

∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θt|ξ|2ε−2αdξ

≤ C‖u1‖2L1,εt
−n+2ε−2α

2θ .

Para estimar K3(t, ξ), primeiro notemos que

|Ĥ(t, ξ)|2 ≤ Ce−|ξ|
2θt|ξ|4θ−2α + e−|ξ|

2θt.

Então temos∫
|ξ|≤δ0

|K3(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1

∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θt|ξ|4θ−2αdξ

+ C‖u0‖2L1

∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θtdξ

≤ C‖u0‖2L1t
−n+4θ−2α

2θ + C‖u0‖2L1t
− n

2θ .

Para estimar K4(t, ξ), primeiro estimemos a expressão

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 ≤ 1

3

∣∣∣∣∣ |ξ|4θ−2α√
4− |ξ|4θ−2α + 2

∣∣∣∣∣
2

≤ C|ξ|8θ−4α.

Portanto∫
|ξ|≤δ0

|K4(t, ξ)|2dξ ≤ C|P1|2t2
∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θt|ξ|8θ−4αdξ

≤ C‖u1‖2L1t
2t−

n+8θ−4α
2θ

= C‖u1‖2L1t
−n+4θ−4α

2θ .
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Estimemos K5(t, ξ), para isso, notemos que

|b(ξ)− |ξ|α|2 ≤ C|ξ|8θ−4α.

Com isso, obtemos∫
|ξ|≤δ0

|K5(t, ξ)|2dξ ≤ C|P0|2t2
∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θt|ξ|8θ−2αdξ

≤ C‖u0‖2L1t
2t−

n+8θ−2α
2θ

= C‖u0‖2L1t
−n+4θ−2α

2θ .

Finalmente, estimemos K6(t, ξ). Para isso, trabalhemos com a seguinte

expressão∣∣∣∣∣(4θ − 2α)
(β′′)4θ−2α−1|ξ|4θ−2α

(4− (β′′)4θ−2α|ξ|4θ−2α)
3
2

∣∣∣∣∣
2

≤ (4θ − 2α)2

9
|ξ|8θ−4α,

pois considerando θ >
2α+ 1

4
, temos (β′′)4θ−2α−1 < 1, para β′′ ∈ (0, 1) e

|ξ|4θ−2α ≤ δ4θ−2α
0 ≤ 1, para |ξ| ≤ δ0 ≤ 1.

Com isso, temos∫
|ξ|≤δ0

|K6(t, ξ)|2dξ ≤ C|P1|2
∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θt|ξ|8θ−6αdξ

≤ C‖u1‖2L1t
−n+8θ−6α

2θ .

Com todas essas estimativas, temos mostrado o seguinte lema

Lema 5.1.5 Sejam n ≥ 1, ε ∈ (0,min{1, α}). Então, existe uma cons-

tante C > 0 tal que∫
|ξ|≤δ0

∣∣∣∣û(t, ξ)−
{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∣∣∣∣2 dξ
≤ C‖u1‖2L1,εt

−n−2α+2ε
2θ + C‖u0‖2L1t

− n
2θ .
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5.1.3 Estimativas na Alta Frequência

Do Lema 5.1.4, temos

|ût|2 + |ξ|2α|û|2 ≤ Ce−ωρ(ξ)t
(
|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

)
, ξ ∈ Rn.

Como anteriormente, consideramos δ0 tal que δ0 ≤ |ξ| ≤ 1, então

ρ(ξ) =
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
≥ |ξ|

2θ

2
≥ δ2θ

0

2
.

Agora se |ξ| ≥ 1, temos

ρ(ξ) =
|ξ|2θ

1 + |ξ|4θ−2α
≥ |ξ|2θ

2|ξ|4θ−2α
=

1

2|ξ|2θ−2α
.

Assim, ∫
|ξ|≥δ0

|û(t, ξ)|2dξ ≤ C
∫
δ0≤|ξ|≤1

e−
ωδ2θ0

2
t

(
|û1|2

|ξ|2α + |û0|2
)
dξ

+ C

∫
|ξ|≥1

e
− ωt

2|ξ|2θ−2α

(
|û1|2

|ξ|2α + |û0|2
)
dξ

≤ C

δ2α
0

e−
ωδ0t

2 (‖u1‖2 + ‖u0‖2)

+ Ct−
κ

θ−α (‖u1‖2Ẇκ−α,2 + ‖u0‖2Hκ),

onde a segunda integral foi estimada segundo o procedimento visto na

demonstração do Teorema 5.1.2.

Por outro lado,∫
|ξ|≥δ0

|P1|2e−|ξ|
2θt sin2(|ξ|αt)

|ξ|2α dξ +

∫
|ξ|≥δ0

|P0|2e−|ξ|
2θt cos2(|ξ|αt)dξ

≤ |P1|2

δ2α
0

∫
|ξ|≥δ0

e−|ξ|
2θtdξ + |P0|2

∫
|ξ|≥δ0

e−|ξ|
2θtdξ

≤ C(‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1)

∫
|ξ|≥δ0

e−
|ξ|2θt

2 e−
|ξ|2θt

2 dξ

≤ C(‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1)e−
δ2θ0 t

2 t−
n
2θ

≤ C(‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1)e−dt,
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para algumas constantes C > 0 e d > 0, com t > 0 suficientemente grande.

Com as estimativas obtidas na baixa e alta frequência, provamos o

seguinte teorema

Teorema 5.1.3 Sejam n ≥ 2α, ε ∈ (0,min{1, α}), κ ≥ 0, u0 ∈ L1(Rn) ∩
Hκ(Rn) e u1 ∈ L1,ε(Rn)∩L2(Rn)∩ Ẇκ−α,2(Rn). Então, a solução û(t, ξ)

do problema de Cauchy no espaço de Fourier verifica∫
Rn

∣∣∣∣û(t, ξ)−
{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∣∣∣∣2 dξ
≤ C‖u1‖2L1,εt

−n−2α+2ε
2θ + C‖u0‖2L1t

− n
2θ

+ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2 + ‖u1‖2

)
e−dt

+ Ct−
κ

θ−α
(
‖u0‖2Hκ + ‖u1‖2Ẇκ−α,2

)
,

para algumas constantes C > 0 e d > 0.

5.1.4 Taxa Ótima

• Para n > 2α,∫
Rn

e−|ξ|
2θt sin2(|ξ|αt)

|ξ|2α dξ ≤
∫
Rn

e−|ξ|
2θt|ξ|−2αdξ ≤ Ct−

n−2α
2θ , (5.13)

para t ≥ 1.

• Para n ≥ 1,∫
Rn

e−|ξ|
2θt cos2(|ξ|α)dξ ≤

∫
Rn

e−|ξ|
2θtdξ ≤ Ct−

n
2θ , (5.14)

para t ≥ 1.
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Pelo Teorema de Plancherel e os Lemas 1.4.4, 1.4.5, vemos

‖u(t, ·)‖ = ‖û(t, ·)‖ ≥
∥∥∥∥P1e

−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α + P0e

−a(ξ)t cos(|ξ|αt)
∥∥∥∥

−
∥∥∥∥û(t, ·)−

{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∥∥∥∥
≥ |P1|

∥∥∥∥e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α

∥∥∥∥− |P0|
∥∥∥e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

∥∥∥
−
∥∥∥∥û(t, ·)−

{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∥∥∥∥
≥ C|P1|t−

n−2α
4θ − C|P0|t−

n
4θ − C‖u1‖L1,εt−

n−2α+2ε
4θ − C‖u0‖L1t−

n
4θ

− C (‖u0‖L1 + ‖u1‖L1 + ‖u0‖+ ‖u1‖) e−dt

− C (‖u0‖Hκ + ‖u1‖Ẇκ−α,2) t
− κ

2(θ−α) .

Para κ >
(n− 2α)(θ − α)

2θ
, temos que existe uma constante C1 > 0 tal que

para t > 0 suficientemente grande

‖u(t, ·)‖ ≥ C1|P1|t−
n−2α

4θ .

Por outro lado, também pelo Teorema de Plancherel e as relações (5.13),

(5.14), vemos

‖u(t, ·)‖ = ‖û(t, ·)‖ ≤
∥∥∥∥û(t, ·)−

{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∥∥∥∥
+ |P1|

∥∥∥∥e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α

∥∥∥∥+ |P0|
∥∥∥e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

∥∥∥
≤ C‖u1‖L1,εt−

n−2α+2ε
4θ + C‖u0‖L1t−

n
4θ

+ C (‖u0‖L1 + ‖u1‖L1 + ‖u0‖+ ‖u1‖) e−dt

+ C (‖u0‖Hκ + ‖u1‖Ẇκ−α,2) t
− κ

2(θ−α)

+ C|P1|t−
n−2α

4θ + C|P0|t−
n
4θ

≤ C2t
−n−2α

4θ ,

para κ >
(n− 2α)(θ − α)

2θ
e t > 0 .

Assim, temos demonstrado o seguinte teorema

Teorema 5.1.4 Sejam n > 2α, κ >
(n− 2α)(θ − α)

2θ
, ε ∈ (0,min{1, α}).
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Se u0 ∈ L1(Rn) ∩Hκ(Rn), u1 ∈ L1,ε(Rn) ∩ L2(Rn) ∩ Ẇκ−α,2(Rn), então

a solução u(t, x) satisfaz

C1|P1|t−
n−2α

4θ ≤ ‖u(t, ·)‖ ≤ C2t
−n−2α

4θ ,

com C1 e C2 constantes positivas e para t > 0 suficientemente grande.

Observação 5.1.4 Notemos que se κ−α ≥ 0, então L2(Rn)∩Ẇκ−α,2(Rn) =

Hκ−α(Rn), isto é, a regularidade vai depender também da escolha desse κ.

5.2 Super Damping: Caso δ > 0 e α+δ
2 < θ

Essa condição sobre os expoentes dos Laplacianos implica que θ > α/2

pois estamos assumindo que δ ≤ α. Nesta seção, encontraremos taxas de

decaimento do problema linear
utt + (−∆)δutt + (−∆)θ ut + (−∆)α u = 0

u(0, x) = u0(x)

ut(0, x) = u1(x),

(5.15)

com (t, x) ∈ (0,∞)× Rn, sob as hipóteses 0 < δ ≤ α,
α+ δ

2
< θ.

Observação 5.2.1 A modo de comentário, mencionamos como se pode

obter a prova de existência de solução para o problema (5.15) com hipóteses

sobre as potências fracionárias dadas no ińıcio desta seção.

Aplicando o operador linear (I+(−∆)δ)−1 em ambos lados da equação

em (5.15), obtemos

utt + (I + (−∆)δ)−1(−∆)θ ut + (I + (−∆)δ)−1(−∆)α u = 0.

Chamando P = (I + (−∆)δ)−1, A = (−∆)α, podemos ainda reescrever a

equação acima da forma

utt + P Aυ ut + P Au = 0, (5.16)

onde υ = θ
α
> 0.
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A equação (5.16) está escrita na forma abstrata, descrita no Teorema

2.1 do artigo [14], exceto pelo operador linear e cont́ınuo P , isto é, quando

P = Id for o operador identidade.

Revisando a demonstração sobre existência e regularidade para o caso

P = Id no artigo de Ghisi-Gobbino-Haraux [14], se pode provar que o

operador linear e cont́ınuo P não afeta na obtenção de solução para o

problema de Cauchy associado à equação (5.16) e, portanto, na do problema

(5.15).

Agora, para obter estimativas para este caso, aplicamos a transfor-

mada de Fourier na variável x em (5.15) para obter o problema de Cauchy

associado no espaço de Fourier
(1 + |ξ|2δ)ûtt + |ξ|2θût + |ξ|2αû = 0

û(0, ξ) = û0(ξ)

ût(0, ξ) = û1(ξ)

(5.17)

5.2.1 Estimativas

Usaremos o método da energia no espaço de Fourier.

Definimos a densidade da energia do sistema (5.17) por

e0(t, ξ) =
1

2
(1 + |ξ|2δ)|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2. (5.18)

Multiplicando a equação em (5.17) por ût obtemos que

d

dt
e0(t, ξ) + |ξ|2θ|ût|2 = 0, (5.19)

para todo ξ e todo t > 0. Também definimos o funcional

e1(t, ξ) = (1 + |ξ|2δ)Re(ûtû) +
1

2
|ξ|2θ|û|2. (5.20)

Então, multiplicando a equação em (5.17) por û e considerando a parte

real, análogo como no Caṕıtulo 4 obtemos que

d

dt

(
1

2
|ξ|2θ|û|2 + (1 + |ξ|2δ)Re(ûtû)

)
+ |ξ|2α|û|2 = (1 + |ξ|2δ)|ût|2,
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que podemos reescrever como

d

dt
e1(t, ξ) + |ξ|2α|û|2 = (1 + |ξ|2δ)|ût|2. (5.21)

Considerando as definições em (5.18) e (5.20), definimos

e(t, ξ) = e0(t, ξ) + βρ(ξ)e1(t, ξ), (5.22)

para β > 0 onde ρ : Rn → [0,∞) é dado por

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

2 + |ξ|4θ−2α
,

com ε > 0 a ser escolhido adequadamente.

Derivando e(t, ξ) em relação à t e usando as equações em (5.19) e (5.21),

obtemos a seguinte identidade

d

dt
e(t, ξ) + |ξ|2θ|ût|2 + βρ(ξ)|ξ|2α|û|2 = βρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ût|2.

Definindo,

F (t, ξ) = |ξ|2θ|ût|2 + βρ(ξ)|ξ|2α|û|2

R(t, ξ) = βρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ût|2 (5.23)

podemos expressar a identidade diferencial anterior como

d

dt
e(t, ξ) + F (t, ξ) = R(t, ξ). (5.24)

Notemos ainda que

• Para |ξ| ≤ 1, como |ξ|2δ − 1 ≤ 0 ≤ |ξ|4θ−2α, vemos que

1 + |ξ|2δ

2 + |ξ|4θ−2α
≤ 1.

• Para |ξ| ≥ 1 e θ >
α+ δ

2
,

1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ ≤ 2|ξ|4θ−2α ≤ 2(2 + |ξ|4θ−2α)
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e assim,
1 + |ξ|2δ

2 + |ξ|4θ−2α
≤ 2.

Portanto, para ε ≤ 1
2
, temos pela definição de ρ(ξ) que

ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ) = ε
|ξ|2θ

2 + |ξ|4θ−2α
(1 + |ξ|2δ) ≤ |ξ|2θ, (5.25)

que vale para todo ξ ∈ Rn.

Das definições para F (t, ξ) e R(t, ξ) dadas em (5.23), obtemos para

ε ≤ 1
2

de (5.25) que

R(t, ξ) = βρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ût|2

≤ β|ξ|2θ|ût|2

≤ β|ξ|2θ|ût|2 + β2ρ(ξ)|ξ|2α|û|2

= βF (t, ξ),

isto é

R(t, ξ) ≤ βF (t, ξ), ∀ t > 0, ∀ ξ ∈ Rn. (5.26)

Da desigualdade (5.26) e de (5.20), deduzimos

d

dt
e(t, ξ) + (1− β)F (t, ξ) ≤ 0, ∀ t > 0, ∀ ξ ∈ Rn, (5.27)

para β > 0 que será escolhido suficientemente pequeno.

Lema 5.2.1 Sejam θ >
α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
, então existe uma constante

M = M(β) > 0 tal que

ρ(ξ)e(t, ξ) ≤MF (t, ξ).

Demonstração: Observamos que a demonstração deste lema é análoga à

do lema similar no Caṕıtulo 4, porém com uma função ρ(ξ) diferente e por

isso fazemos de novo os cálculos.

Para ξ = 0, o resultado é imediato.
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Para ξ 6= 0, pelas definições de ρ(ξ), e(t, ξ), temos

ρ(ξ)e(t, ξ) = ρ(ξ)

[
1

2
(1 + |ξ|2δ)|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2

]
+ βρ(ξ)2

[
(1 + |ξ|2δ)Re(ûtû) +

1

2
|ξ|2θ|û|2

]
.

Notemos que, como ξ 6= 0, podemos estimar

Re(ûtû) ≤ |ût|
2

2|ξ|α +
|ξ|α|û|2

2
.

Assim,

ρ(ξ)e(t, ξ) ≤ |ξ|2θ|ût|2
(
ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)

2|ξ|2θ +
βρ(ξ)2

2|ξ|2θ+α

)
+ βρ(ξ)|ξ|2α|û|2

(
1

2β
+
ρ(ξ)

2|ξ|α +
ρ(ξ)

2
|ξ|2θ−2α

)
. (5.28)

Vamos estimar cada um desses somandos.

Vimos anteriormente que, para 0 < ε ≤ 1
2
, ρ(ξ)(1+|ξ|2δ) ≤ |ξ|2θ, e portanto

ρ(ξ)

2|ξ|2θ (1 + |ξ|2δ) ≤ |ξ|
2θ

2|ξ|2θ =
1

2
.

Por outro lado, vemos que para p ≥ 0 e r > 0 vale a seguinte desigual-

dade elementar
1

1
rp

+ rp
≤ 1

2
. (5.29)

Então, considerando 0 < ε ≤ 1
2
,

βρ(ξ)2

2|ξ|2θ+α =
β

2|ξ|2θ+α · ε
2 · |ξ|4θ

(2 + |ξ|4θ−2α)2

≤ β

2
· |ξ|2θ−α

(2 + |ξ|4θ−2α)
· 1

(2 + |ξ|4θ−2α)

≤ β

2
· 1

1

|ξ|2θ−α + |ξ|2θ−α

≤ β

4
,

onde na última desigualdade, temos usado a relação (5.29).
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Portanto, se 0 < ε ≤ 1
2
,

ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)
2|ξ|2θ +

βρ(ξ)2

2|ξ|2θ+α ≤
β + 2

4
. (5.30)

Também, notemos que, se 0 < ε ≤ 1
2

e pela relação (5.29)

ρ(ξ)

2|ξ|α =
1

2|ξ|α · ε ·
|ξ|2θ

(2 + |ξ|4θ−2α)
≤ 1

4
,

e
ρ(ξ)|ξ|2θ−2α

2
=
|ξ|2θ−2α

2
· ε · |ξ|2θ

(2 + |ξ|4θ−2α)
≤ 1

2
.

Portanto, para 0 < ε ≤ 1
2

1

2β
+
ρ(ξ)

2|ξ|α +
ρ(ξ)|ξ|2θ−2α

2
≤ 3β + 2

2β
. (5.31)

Finalmente, usando as desigualdades (5.30) e (5.31) em (5.28), obtemos o

resultado desejado.

Do Lema 5.2.1 e da desigualdade (5.27) deduzimos para β > 0, a ser

tomado suficientemente pequeno, que

d

dt
e(t, ξ) + (1− β)ρ(ξ)M−1e(t, ξ) ≤ 0, ∀ t > 0, ∀ ξ ∈ Rn.

Essa inequação diferencial possui solução

e(t, ξ) ≤ e−ωρ(ξ)te(0, ξ), ∀ ξ ∈ Rn, (5.32)

com ω = (1− β)M−1 > 0 para β ∈ (0, 1).

Para ξ 6= 0, temos a seguinte desigualdade

± (1 + |ξ|2δ)Re(ûtû) ≤ 1

2
(1 + |ξ|2δ)2|ξ|−2θ|ût|2 +

1

2
|ξ|2θ|û|2. (5.33)

Vamos usar essa estimativa para provar o próximo lema.

Lema 5.2.2 Sejam θ >
α+ δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2
. Então, existem constantes

positivas C = C(β) e ω = ω(β) tais que

e0(t, ξ) ≤ Ce−ωρ(ξ)te0(0, ξ), ∀ t > 0, ∀ ξ ∈ Rn.
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Demonstração: Para o caso ξ = 0, o resultado é imediato com C = 1.

Para ξ 6= 0, temos pela definição de e(t, ξ) e usando a desigualdade em

(5.33) com o sinal negativo,

e(t, ξ) = e0(tξ) + βρ(ξ)

[
(1 + |ξ|2δ)Re(ûtû) +

1

2
|ξ|2θ|û|2

]
≥ e0(t, ξ)− β

2
ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)2|ξ|−2θ|ût|2

=
1

2
|ξ|2α|û|2 +

1

2
(1 + |ξ|2δ)|ût|2

(
1− βρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ξ|−2θ

)
.

Como ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ) ≤ |ξ|2θ, para 0 < ε ≤ 1
2
, podemos estimar

βρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ξ|−2θ ≤ β|ξ|2θ|ξ|−2θ = β.

Portanto, se β ∈ (0, 1), obtemos

e(t, ξ) ≥ 1

2
|ξ|2α|û|2 +

(1− β)

2
(1 + |ξ|2δ)|ût|2

≥ (1− β)e0(t, ξ), ∀ ξ ∈ Rn. (5.34)

De (5.32) e (5.34), deduzimos

e0(t, ξ) ≤ 1

1− β e
−ωρ(ξ)te(0, ξ), ∀ ξ ∈ Rn. (5.35)

Por outro lado, usando a definição de e(t, ξ) e a desigualdade (5.33), temos

e(t, ξ) = e0(t, ξ) + βρ(ξ)

[
(1 + |ξ|2δ)Re(ûtû) +

1

2
|ξ|2θ|û|2

]
≤ e0(t, ξ) + βρ(ξ)|ξ|2θ|û|2 +

β

2
ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)2|ξ|−2θ|ût|2.

Agora, como ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ) ≤ |ξ|2θ, para 0 < ε ≤ 1
2
, temos a seguinte

estimativa

ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)2|ξ|−2θ ≤ |ξ|2θ(1 + |ξ|2δ)|ξ|−2θ = 1 + |ξ|2δ.

Também, se 0 < ε ≤ 1
2

ρ(ξ)|ξ|2θ ≤ |ξ|2θ

2 + |ξ|4θ−2α
· |ξ|2θ ≤ |ξ|4θ−2α

1 + |ξ|4θ−2α
· |ξ|2α ≤ |ξ|2α.
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Portanto,

e(t, ξ) ≤ 1

2
(1 + |ξ|2δ)|ût|2 +

1

2
|ξ|2α|û|2 +

β

2
(1 + |ξ|2δ)|ût|2

+ β|ξ|2α|û|2

≤ (2β + 1)e0(t, ξ). (5.36)

Finalmente, considerando t = 0 na desigualdade (5.36) e da desigual-

dade em (5.35), obtemos

e0(t, ξ) ≤ Ce−ωρ(ξ)te0(0, ξ), ∀ t > 0, ∀ ξ ∈ Rn,

com C = C(β) =
2β + 1

1− β , para 0 < β < 1 e 0 < ε ≤ 1
2
.

Teorema 5.2.1 Sejam n ≥ 1, θ >
α+ δ

2
e ε ≥ 0. Se u0 ∈ L1(Rn) ∩

Hα+ε(Rn), u1 ∈ L1(Rn) ∩Hδ+ε(Rn), então

‖ut‖2Hδ + ‖(∆)
α
2 u‖2 ≤ C(1 + t)−

n
2θ ‖u1‖2L1 + C(1 + t)−

n+2α
2θ ‖u0‖2L1

+ C(1 + t)−
ε

2θ−α
(
‖u1‖2Hδ+ε + ‖u0‖2Hα+ε

)
,

com C > 0 uma constante.

Demonstração: Pelo Teorema de Plancherel e o Lema 5.2.2,

‖ut‖2Hδ + ‖(∆)
α
2 u‖2 ≤ C

∫
Rn
e−ωρ(ξ)t

[
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

]
dξ

Estimemos essa integral na baixa e na alta frequência.

• Para |ξ| ≤ 1, temos que 2 + |ξ|4θ−2α ≤ 3 pois θ > α/2 e assim

ρ(ξ) = ε · |ξ|2θ

2 + |ξ|4θ−2α
≥ ε

3
|ξ|2θ = c1|ξ|2θ.
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Portanto, do Lema 1.4.3∫
|ξ|≤1

e−ωρ(ξ)t
[
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

]
dξ

≤
∫
|ξ|≤1

e−c1ω|ξ|
2θt
[
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

]
dξ

≤
(
C(1 + t)−

n
2θ + C(1 + t)−

n+2δ
2θ

)
‖u1‖2L1

+ C(1 + t)−
n+2α

2θ ‖u0‖2L1

≤ C(1 + t)−
n
2θ ‖u1‖2L1 + C(1 + t)−

n+2α
2θ ‖u0‖2L1 .

• Para |ξ| ≥ 1 temos 2 + |ξ|4θ−2α ≤ 3|ξ|4θ−2α pois θ > α/2 e então

ρ(ξ) = ε · |ξ|2θ

2 + |ξ|4θ−2α
≥ ε

3
· |ξ|

2θ

|ξ|4θ−2α
=

c2
|ξ|2θ−2α

≥ c2
|ξ|4θ−2α

.

Portanto,∫
|ξ|≥1

e−ωρ(ξ)t
[
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

]
dξ

≤
∫
|ξ|≥1

e
− ωc2t

|ξ|4θ−2α

[
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

]
dξ

≤
∫
|ξ|≥1

(
e
− ωc2t

|ξ|4θ−2α |ξ|−2ε

)(
2|ξ|2δ+2ε|û1|2 + |ξ|2α+2ε|û0|2

)
dξ.

Agora estimamos

sup
|ξ|≥1

(
e
− ωc2t

|ξ|4θ−2α |ξ|−2ε

)
= sup
|ξ|≥1

e− ωc2(1+t)

|ξ|4θ−2α

|ξ|2ε e
ωc2

|ξ|4θ−2α


≤ eωc2 sup

r≥1

e−ωc2(1+t)

r4θ−2α

r2ε

 .
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Consideramos agora a mudança de variavél σ =

√
ω(1 + t)

r2θ−α . Então

sup
|ξ|≥1

(
e
− ωc2t

|ξ|4θ−2α |ξ|−2ε

)
≤ eωc2 sup

1≥σ≥0

(
e−c2σ

2

· σ
2ε

2θ−α

ω
ε

2θ−α (1 + t)
ε

2θ−α

)

= eωc2ω−
ε

2θ−α (1 + t)−
ε

2θ−α sup
1≥σ≥0

(
σ

2ε
2θ−α

ec2σ2

)
≤ C(1 + t)−

ε
2θ−α ,

onde C = C(ε, θ, α, β) é uma constante positiva. Assim,∫
|ξ|≥1

e−ωρ(ξ)t
[
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2α|û0|2

]
dξ

≤ C(1 + t)−
ε

2θ−α

∫
|ξ|≥1

(
|ξ|2δ+2ε|û1|2 + |ξ|2α+2ε|û0|2

)
dξ

= C(1 + t)−
ε

2θ−α
(
‖u1‖2Hδ+ε‖u0‖2Hα+ε

)
.

Finalmente, das estimativas na alta e na baixa frequência segue a conclusão

da prova do teorema.

Teorema 5.2.2 Sejam n > 2α, θ >
α+ δ

2
, ε ≥ α− δ. Se u0 ∈ L1(Rn) ∩

Hε(Rn), u1 ∈ L1(Rn) ∩Hδ+ε−α(Rn), então

‖u(t, ·)‖2 ≤ C(1 + t)−
n−2α

2θ ‖u1‖2L1 + C(1 + t)−
n
2θ ‖u0‖2L1

+ C(1 + t)−
ε

2θ−α
(
‖u1‖2Hδ+ε−α + ‖u0‖2Hε

)
.

Demonstração: Pelo Lema 5.2.2, para ξ 6= 0, vemos que

|û|2 ≤ Ce−ωρ(ξ)t
(

(1 + |ξ|2δ)
|ξ|2α |û1|2 + |û0|2

)
.

• Na baixa frequência, |ξ| ≤ 1, vimos na demostração do Teorema

5.2.1 que

ρ(ξ) ≥ c1|ξ|2θ.
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Então obtemos∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−ωc1|ξ|
2θt (|ξ|−2α|û1|2 + |û0|2

)
dξ

≤ C(1 + t)−
n−2α

2θ ‖u1‖2L1 + C(1 + t)−
n
2θ ‖u0‖2L1 .

• Na alta frequência, |ξ| ≥ 1, vimos na demonstração do Teorema 5.2.1

que

ρ(ξ) ≥ c2
|ξ|4θ−2α

, sup
|ξ|≥1

e
− ωc2t

|ξ|4θ−2α

|ξ|2ε ≤ C(1 + t)−
ε

2θ−α ,

e com isso obtemos de modo similar como no teorema anterior que∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤
∫
|ξ|≥1

e
− ωc2t

|ξ|4θ−2α |ξ|−2ε
(
|ξ|2δ+2ε−2α|û1|2 + |ξ|2ε|û0|2

)
dξ

≤ C(1 + t)−
ε

2θ−α
(
‖u1‖2Hδ+ε−α + ‖u0‖2Hε

)
.

Portanto, das estimativas na baixa e na alta frequência, segue a prova

do teorema.

Observação 5.2.2 A hipótese de ε ≥ α − δ implica que a exigência de

regularidade adicional nos dados iniciais parece ser forte, por exemplo sobre

o dado inicial u0. Sendo assim, isso pode ser contornado considerando

apenas ε ≥ 0 e u1 ∈ Ẇ δ+ε−α,2(Rn) obtendo a seguinte estimativa que exige

menos por exemplo no dado u0 embora resulte em taxa menor.∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C(1 + t)−
ε

2θ−α
(
‖u1‖2Ẇδ+ε−α,2 + ‖u0‖2Hε

)
.

5.2.2 Expansão Assintótica: Super Damping

Como θ > α+δ
2

, implica em θ > α
2

, estamos no mesmo caso estudado

na Seção 4.1. Portanto, a expansão assintótica é a mesma, mas neste caso,

teremos cuidado com as desigualdades que relacionam as potências fra-

cionárias. Notamos que a hipótese principal sobre as potências fracionárias

na qual trabalhamos é 0 < δ ≤ α como na Seção 4.1.
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Estimativas Zona Baixa Frequência:

No que segue desta seção, vamos fixar 0 < δ0 < 1 e trabalhar na região

de baixa frequência com 0 < |ξ| ≤ δ0.

Assim como foi feito na Seção 4.1 para obtermos expansão assintótica

na baixa frequência, mantendo as notações, temos

a(ξ) =
|ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ) , b(ξ) =
|ξ|α

√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

2(1 + |ξ|2δ) .

Notamos então que para |ξ| ≤ δ0 temos que

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α ≥ 0.

Então, conforme Seção 4.1 as ráızes do polinômio caracteŕıstico associ-

ado à equação em (5.17) no espaço de Fourier, são dadas por

λ = λ(ξ) = a(ξ) ± i b(ξ),

com a(ξ) e b(ξ) funções reais de ξ.

Agora, como na Seção 4.1, onde calculamos a solução expĺıcita no

espaço de Fourier, na zona de baixa frequência, onde foi aplicado o Te-

orema do Valor Médio na solução expĺıcita, temos válida, também neste

caso em consideração de super damping, a seguinte identidade

û(t, ξ)− e−a(ξ)tP0 cos(|ξ|αt)− e−a(ξ)tP1
sin(|ξ|αt)
|ξ|α (5.37)

= K1(t, ξ) +K2(t, ξ) +K3(t, ξ) +K4(t, ξ) +K5(t, ξ) +K6(t, ξ),
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onde

K1(t, ξ) = (A1(ξ)− iB1(ξ)) e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)
|ξ|α ,

K2(t, ξ) = (A0(ξ) + iB0(ξ)) e−a(ξ)t cos(|ξ|αt),

K3(t, ξ) = e−a(ξ)t a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t)û0,

K4(t, ξ) = −e−a(ξ)tt (b(ξ)− |ξ|α) sin(η(ξ)t)û0,

K5(t, ξ) = −e−a(ξ)t

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
sin(|ξ|αt)
|ξ|α û1,

K6(t, ξ) = e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|α

b(ξ)

)
cos(µ(ξ)t)û1,

com
α+ δ

2
< θ <

α+ 2δ

2
, onde P0 e P1 são as integrais dos dados iniciais

u0 e u1, respectivamente.

Notamos que as duas expressões em P0 e P1 em (5.37) formam uma

posśıvel expansão assintótica. De fato, para isso, vamos mostrar que as

funções Ki(t, ξ), para i = 1, ..., 6, tem decaimento mais rápido do que as

expressões em P0 e P1.

Como nos casos anteriores, vamos estimar na norma L2, cada uma das

funções Ki(t, ξ), para i = 1, ..., 6, sob as hipóteses dadas no ińıcio desta

seção.

Notemos que, pela definição de a(ξ) acima, podemos estimar o termo

exponencial presente em todas as funções da seguinte forma:

e−2a(ξ)t ≤ e−
1
2
|ξ|2θt, t > 0, |ξ| ≤ δ0.

Para estimar K1(t, ξ) consideramos um número κ, tal que 0 < κ < δ.

Assim ∫
|ξ|≤δ0

|K1(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1,κt
−n−2α+2κ

2θ ,

desde que 0 < κ < min{1, δ}.
Estimemos agora K2(t, ξ). Para todo t > 0, temos∫

|ξ|≤δ0
|K2(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t

− n
2θ .
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Para estimar K3(t, ξ), notemos que se |ξ| ≤ δ, com δ o expoente do

termo de inércia rotacional.

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α ≥ 4− δ4θ−2α
0 ≥ 0,

pois δ0 < 1.

Assim ∣∣∣∣a(ξ)

b(ξ)

∣∣∣∣ =
|ξ|2θ−α√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

≤ |ξ|2θ−α√
4− δ4θ−2α

0

para |ξ| ≤ δ0. Portanto, estimamos K3(t, ξ) da seguinte forma∫
|ξ|≤δ0

|K3(t, ξ)|2dξ ≤ 1

4− δ4θ−2α
0

‖u0‖2L1t
−n−2α+4θ

2θ .

Para estimar K4(t, ξ), observamos primeiro que

|b(ξ)− |ξ|α|2 ≤ |ξ|
2α

4

∣∣∣√4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)
∣∣∣2

≤ |ξ|
2α

4

∣∣∣∣∣ 4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 4(1 + |ξ|2δ)2√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α + 2(1 + |ξ|2δ)

∣∣∣∣∣
2

≤ C |ξ|2α

(
√

4− δ4θ−2α
0 + 2)2

(
|ξ|2δ + |ξ|4θ−2α

)2

≤ C|ξ|4δ+2α,

para todo |ξ| ≤ δ0 < 1 e pela hipótese que θ <
α+ 2δ

2
.

Assim,∫
|ξ|≤δ0

|K4(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t
2

∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θt|ξ|4δ+2αdξ

≤ C‖u0‖2L1t
2t−

n+4δ+2α
2θ

= C‖u0‖2L1t
−n+4δ+2α−4θ

2θ .

Agora, como θ <
α+ 2δ

2
, temos 4θ < 2α+4δ, o qual implica 4δ+2α−4θ >
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0. Portanto, dado que 0 < κ < δ ≤ α vemos que −2α + 2κ < 0 <

4δ + 2α− 4θ. Assim∫
|ξ|≤δ0

|K4(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n−2α+2κ

2θ ,

para t > 0.

Para estimar K5(t, ξ), notemos que para |ξ| ≤ δ0 vale a estimativa

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|αb(ξ)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√

4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α − 2(1 + |ξ|2δ)√
4(1 + |ξ|2δ)− |ξ|4θ−2α

∣∣∣∣∣
2

≤ C

4− δ4θ−2α
0

|ξ|4δ,

onde a última estimativa foi obtida semelhante aquela feita para K4(t, ξ).

Portanto, a estimativa para K5(t, ξ) resulta em∫
|ξ|≤δ0

|K5(t, ξ)|2dξ ≤ C

4− δ4θ−2α
0

‖u1‖2L1

∫
|ξ|≤δ0

e−|ξ|
2θt|ξ|4δ−2αdξ

≤ C

4− δ4θ−2α
0

‖u1‖2L1t
−n−2α+4δ

2θ

≤ C

4− δ4θ−2α
0

‖u1‖2L1t
−n−2α+2κ

2θ ,

pois, −2α+ 2κ < −2α+ 2δ < −2α+ 4δ, para 0 < κ < δ.

Para estimar K6(t, ξ), vemos que se θ <
α+ 2δ

2
, temos 4θ < 2α + 4δ,

o qual implica 4δ − 4θ > −2α.

Portanto, existe ε2 > 0 tal que 4δ − 4θ ≥ −2α + ε2. Com isso, final-

mente, obtemos∫
|ξ|≤δ0

|K6(t, ξ)|2dξ ≤ C

4− δ4θ−2α
0

‖u1‖2L1t
−n+4δ−4θ

2θ

≤ C

4− δ4θ−2α
0

‖u1‖2L1t
−n−2α+ε2

2θ .

Com todas essas estimativas, temos demostrado o seguinte teorema

Teorema 5.2.3 Sejam 0 < δ ≤ α com
α+ δ

2
< θ <

α+ 2δ

2
. Considere-
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mos os dados iniciais

u0 ∈ L1(Rn), u1 ∈ L1,κ(Rn)

com κ ∈ (0,min{1, δ}). Então existe um número ε0 > 0 tal que a solução

û(t, ξ) para o problema (3.1) satisfaz∫
|ξ|≤δ0

∣∣∣∣û(t, ξ)− P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|αt)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|αt)
|ξ|α

∣∣∣∣2 dξ
≤ C‖u1‖2L1,κt

−n−2α+ε0
2θ + C‖u0‖2L1t

− n
2θ ,

para todo t > 0 com C uma constante positiva e

P0 =

∫
Rn
u0(x)dx, P1 =

∫
Rn
u1(x)dx.

Observação 5.2.3 Notamos que no teorema acima ε0 = min{2κ, ε2, 2α}.

Estimativas: Zona de Alta Frequência

Pela estimativa obtida no Lema 5.2.2, temos para ξ 6= 0

|û|2 ≤ Ce−ωρ(ξ)t
(

(1 + |ξ|2δ)
|ξ|2α |û1|2 + |û0|2

)
.

Para δ0 considerado na subseção anterior, vamos considerar primeiro o

caso δ0 ≤ |ξ| ≤ 1. Então fica fácil de ver que nessa zona vale que

ρ(ξ) = ε · |ξ|2θ

2 + |ξ|4θ−2α
≥ ε

3
|ξ|2θ ≥ c1δ2θ

0 .

Portanto,∫
δ0≤|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
∫
δ0≤|ξ|≤1

e−c1ωδ
2θ
0 t
(

(1 + |ξ|2δ)|ξ|−2α|û1|2 + |û0|2
)
dξ

≤ 2C

δ2α
0

e−c1ωδ
2θ
0 t (‖u1‖2 + ‖u0‖2

)
.

Por outro lado, para |ξ| ≥ 1

ρ(ξ) = ε · |ξ|2θ

2 + |ξ|4θ−2α
≥ c2
|ξ|4θ−2α

,
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com c2 ≥ ε/3 uma constante.

Assim,∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e
− c2ωt

|ξ|4θ−2α

(
(1 + |ξ|2δ)|ξ|−2α|û1|2 + |û0|2

)
≤ Ct−

ε
2θ−α

(
‖u1‖2Hδ+ε−α + ‖u0‖2Hε

)
, (5.38)

onde a integral do lado direito foi estimada segundo o procedimento visto

na demonstração do Teorema 5.2.1 para ε ≥ α− δ .

Por outro lado,∫
|ξ|≥δ0

|P1|2e−|ξ|
2θt sin2(|ξ|αt)

|ξ|2α dξ +

∫
|ξ|≥δ0

|P0|2e−|ξ|
2θt cos2(|ξ|αt)dξ

≤ C |P1|2

δ2α
0

∫
|ξ|≥δ0

e−|ξ|
2θtdξ + C|P0|2

∫
|ξ|≥δ0

e−|ξ|
2θtdξ

≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 |

) ∫
|ξ|≥δ0

e−
|ξ|2θ

2
te−

|ξ|2θ
2

tdξ

≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
e−

δ2θ0
2
t(1 + t)−

n
2θ

≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
e−

δ2θ0
2

t, t > 0,

com C > 0 constante.

Observação 5.2.4 Para ter posśıvel menor exigência de regularidade dos

dados iniciais, podeŕıamos considerar apenas ε ≥ 0 e u1 ∈ Ẇ δ+ε−α,2(Rn)

na desigualdade (5.38).

5.2.3 Taxa Ótima

Combinando as estimativas obtidas na seção anterior para a baixa e

alta frequência, temos o lema seguinte

Lema 5.2.3 Sejam n > 2α, 0 < κ < min{1, δ}, ε ≥ α− δ, u0 ∈ L1(Rn) ∩
Hε(Rn), u1 ∈ L1,κ(Rn) ∩Hδ+ε−α(Rn). Então a diferença entre a solução

û(t, ξ) do problema de Cauchy no espaço de Fourier e seu perfil assintótico
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verifica∫
Rn

∣∣∣∣û(t, ξ)−
{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|α)t

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∣∣∣∣2 dξ
≤ C‖u1‖2L1,κt

−n−2α+2κ
2θ + C‖u0‖2L1t

− n
2θ

+ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2 + ‖u1‖2

)
e−dt

+ Ct−
ε

2θ−α
(
‖u0‖2Hε + ‖u1‖2Hδ+ε−α

)
,

com C > 0 constante e d =
δ2θ0
2

.

Finalmente, mostraremos taxa ótima para a norma L2 da solução a

qual vem expressa no seguinte teorema

Teorema 5.2.4 Sejam n > 2α, P1 6= 0, 0 < δ ≤ α,
α+ δ

2
< θ <

α+ 2δ

2
,

κ ∈ (0,min{1, δ}), ε >
2θ − α

2θ
(n− 2α) e

u0 ∈ L1(Rn) ∩Hε(Rn), u1 ∈ L1,κ(Rn) ∩Hδ+ε−α(Rn).

Então existem constantes C1 > 0, C2 > 0 e t0 >> 1 tal que para todo

t ≥ t0 vale

C1|P1|t−
n−2α

4θ ≤ ‖u(t, ·)‖ ≤ C2t
−n−2α

4θ ,

sendo u(t, x) a única solução do problema (3.1)

Demonstração: Para n > 2α, valem as estimativas∫
Rn
e−|ξ|

2θt sin2(|ξ|αt)
|ξ|2α dξ ≤

∫
Rn
e−|ξ|

2θt|ξ|−2αdξ ≤ Ct−
n−2α

2θ ,

∫
Rn
e−|ξ|

2θt cos2(|ξ|αt)dξ ≤
∫
Rn
e−|ξ|

2θtdξ ≤ Ct−
n
2θ ,

para t > 0.
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Pelo Teorema de Plancherel e os Lemas 1.4.4, 1.4.5, vemos

‖u(t, ·)‖ = ‖û(t, ·)‖ ≥ |P1|
∥∥∥∥e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α

∥∥∥∥− |P0|
∥∥∥e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

∥∥∥
−
∥∥∥∥û(t, ·)−

{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∥∥∥∥
≥ C|P1|t−

n−2α
4θ − C|P0|t−

n
4θ − C‖u1‖L1,κt−

n−2α+ε0
4θ − C‖u0‖L1t−

n
4θ

− C (‖u0‖L1 + ‖u1‖L1 + ‖u0‖+ ‖u1‖) e−dt

− C (‖u0‖Hε + ‖u1‖Hδ+ε−α) t−
ε

2θ−α ,

com d =
δ2θ0
2

.

Assim, existe uma constante C1 > 0 e um t1 > 0 tal que, para todo

t ≥ t1,

‖u(t, ·)‖ ≥ C1|P1|t−
n−2α

4θ ,

pois todas as parcelas na estimativa anterior decaem mais rápido no tempo

que o termo com P1.

Por outro lado, aplicando mais uma vez o Teorema de Plancherel e as

relações, vemos

‖u(t, ·)‖ = ‖û(t, ·)‖ ≤ |P1|
∥∥∥∥e−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α

∥∥∥∥+ |P0|
∥∥∥e−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

∥∥∥
+

∥∥∥∥û(t, ·)−
{
P1e
−a(ξ)t sin(|ξ|αt)

|ξ|α + P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|αt)

}∥∥∥∥
≤ C‖u1‖L1,κt−

n−2α+ε0
4θ + C‖u0‖L1t−

n
4θ

+ C (‖u0‖L1 + ‖u1‖L1 + ‖u0‖+ ‖u1‖) e−dt

+ C (‖u0‖Hε + ‖u1‖Hδ+ε−α) t−
ε

4θ−2α

+ C|P1|t−
n−2α

4θ + C|P0|t−
n
4θ

≤ C2t
−n−2α

4θ ,

pois assumimos ε tal que n−2α
4θ

< ε
4θ−2α

.

Assim, conclúımos que

‖u(t, ·)‖ ≤ C2t
−n−2α

4θ ,

para alguma constante C2 > 0 e para todo t > 0.
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Com essas estimativas e considerando t0 = t1, o teorema de optimali-

dade está provado.



Caṕıtulo 6

Existência e Unicidade

de Soluções para o

Problema Semilinear

Neste caṕıtulo, fazemos um breve estudo do problema de Cauchy se-

milinear (β 6= 0) (6.1), o qual envolve condições para obtermos existência

e unicidade de solução.
utt + (−∆)δutt + (−∆)αu+ (−∆)θut = β(−∆)γ(up),

u(0, x) = u0(x),

ut(0, x) = u1(x),

(6.1)

onde u = u(t, x), com (t, x) ∈ (0,∞) × Rn, p ≥ 1 um inteiro e potências

fracionárias para o operador Laplaciano satisfazendo 0 ≤ δ ≤ α, 0 ≤ θ ≤
α+δ

2
e max{0, α

2
− n

4
} ≤ γ ≤ α+δ

2
.

Como no caso linear, consideramos o espaço de energia X = Hα(Rn)×
Hδ(Rn) e rescrevemos o problema de Cauchy (6.1) na forma abstrata

dU

dt
= BU + F (U),

U(0) = U0,
(6.2)
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onde U = U(u, ut), U(0) = (u0, u1) e B, F operadores adequados os quais

serão obtidos segundo critérios semelhantes aos descritos no Caṕıtulo 2.

6.1 Existência e Unicidade

Nosso objetivo é primeiramente definir adequadamente os operadores

B e F na formulação abstrata (6.2) e a seguir, verificar que tais operadores

satisfazem as hipóteses do Teorema 1.3.1.

Para tal fim, consideramos dois casos

• 0 ≤ θ < δ

• 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+ δ

2

6.1.1 Caso 0 ≤ θ < δ

Rescrevemos o problema (6.1) na forma matricial
d

dt
U = B1U + F1(U),

U(0) = U0,
(6.3)

onde

B1 : D(Aα)×Hα(Rn) −→ Hα(Rn)×Hδ(Rn)

é o operador definido por

B1 =

(
0 I

−Aα 0

)
,

o operador Aα é definido como no Caṕıtulo 2, isto é

Aα =
(
I + (−∆)δ

)−1(
I + (−∆)α

)
,

com domı́nio D(Aα) = H2α−δ(Rn) e F1 : D(Aα)×Hα(Rn) −→ Hα(Rn)×
Hδ(Rn) operador definido por

F1

(
u

v

)
=

(
0(

I + (−∆)δ
)−1 (

u− (−∆)θv + β(−∆)γup
) ) .
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Os operadores Aα e B1 já fora estudados na existência do problema

linear. Foi também visto que o operador B1 é gerador de semigrupo. Assim,

basta mostrar que o operador F1 está bem definido sobre o domı́nio de B1

e que é Lipschitz cont́ınuo em conjuntos limitados A ⊂ D(B1), quando

2α− δ > n

2
.

Tendo em conta a desigualdade

1 + |ξ|2α

(1 + |ξ|2δ)2
≤ C

(
1 + |ξ|2(α−2δ)

)
e o Lema 1.1.8, para s = 2α− δ > n

2
, vemos que, para U = (u, v) ∈ D(B1)

‖F1(u, v)‖2H2α−δ×Hδ ≤ C(‖u‖2H2α−δ + ‖v‖2Hα + ‖up‖2H2α−δ )

≤ C(‖u‖2H2α−δ + ‖v‖2Hα + ‖u‖2p
H2α−δ ) <∞,

o que mostra que o operador F1 está bem definido sob as condições 0 ≤
γ ≤ α+ δ

2
e 2α− δ > n

2
.

Resta mostrar que o operador F1 é Lipschitz cont́ınuo sobre conjuntos

limitados em seu domı́nio. Para tal fim, primeiro precisamos de dois lemas.

Lema 6.1.1 Sejam 0 ≤ θ < δ ≤ α, 0 ≤ γ ≤ α+ δ

2
, p > 1 inteiro e

1 ≤ n < 2(2α − δ). Se U = (u, v), W = (w, z) ∈ D(B1) = H2α−δ(Rn) ×
Hα(Rn), então existe uma constante C > 0, tal que

‖F1(U)− F1(W )‖X

≤ C
(
1 + ‖B1(U)‖p−1

X + ‖B1(W )‖p−1
X

)
‖B1(U −W )‖X .

Demonstração: Usaremos a seguinte estimativa

1 + |ξ|4θ

1 + |ξ|2δ ≤ C
(

1 + |ξ|2(2θ−δ)
)
.
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Assim, para U = (u, v), W = (w, z) pertencentes a D(B1) = H2α−δ ×Hα

‖F1(U)− F1(W )‖2Hα×Hδ

≤ C
∫
Rn

1

1 + |ξ|2δ |û− ŵ|
2dξ + C

∫
Rn

1

1 + |ξ|2δ |ξ|
4θ|v̂ − ẑ|2dξ

+ C

∫
Rn

1

1 + |ξ|2δ |β|
2|ξ|4γ |ûp − ŵp|2dξ

≤ C
∫
Rn
|û− ŵ|2dξ + C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2θ−δ)

)
|v̂ − ẑ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2γ−δ)

)
|ûp − ŵp|2dξ

= C‖u− w‖2 + C‖v − z‖2H2θ−δ + C‖up − wp‖2H2γ−δ .

Pelo Lema 1.1.10, para s = 2α − δ > n

2
e p > 1 inteiro e o Lema 2.1.2,

vemos que

‖F1(U)− F1(W )‖2X ≤ C‖Aα(u− w)‖2Hδ + C‖v − z‖2Hα

+ C
(
‖Aαu‖p−1

Hδ
+ ‖Aαw‖p−1

Hδ

)2 ‖Aα(u− w)‖2Hδ

≤ C
(
1 + ‖B1U‖p−1

X + ‖B1W‖p−1
X

)2 ‖B1(U −W )‖2X .

Lema 6.1.2 Sejam 0 ≤ θ < δ ≤ α, 0 ≤ γ ≤ α+ δ

2
, p > 1 inteiro e

1 ≤ n < 4α− 2δ. Se U = (u, v), W = (w, z) ∈ D(B1), então existe C > 0,

tal que

‖B1(F1U − F1W )‖X

≤ C
(
1 + ‖B1U‖p−1

X + ‖B1W‖p−1
X

)
‖B1(U −W )‖X .

Demonstração: Para U = (u, v), W = (w, z) pertencentes a D(B1), e
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pelo Lema 1.1.8 temos

‖B1(F1U − F1W )‖2X

≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2(α−2δ)

)
|û− ŵ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(α−2δ+2θ)

)
|v̂ − ẑ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(α−2δ+2γ)

)
|ûp − ŵp|2dξ

= C‖u− w‖2Hα−2δ + C‖v − z‖2Hα−2δ+2θ + C‖up − wp‖2Hα−2δ+2γ .

Aplicando o Lema 1.1.10, com s = 2α − δ > n

2
e p > 1, e o Lema 2.1.2,

obtemos

‖B1(F1U − F1W )‖2X
≤ C‖B1(U −W )‖2X + C

(
C‖B1U‖p−1

X + C‖B1W‖p−1
X

)2 ‖B1(U −W )‖2X
≤ C

(
1 + ‖B1U‖p−1

X + ‖B1W‖p−1
X

)2 ‖B1(U −W )‖2X .

Sejam dados U, W ∈ D(B1) = H2α−δ(Rn) × Hα(Rn), então pelos

Lemas 6.1.1 e 6.1.2, existe uma constante C > 0 tal que

‖F1(U)− F1(W )‖X + ‖B1(F1U − F1W )‖X

≤ C
(
1 + ‖B1(U)‖p−1

X + ‖B1(W )‖p−1
X

)
‖B1(U −W )‖X .

Assim, dada uma constante M > 0 e dados U, W ∈ H2α−δ(Rn) ×
Hα(Rn), com

‖U‖p−1
X + ‖B1(U)‖p−1

X ≤M e ‖W‖p−1
X + ‖B1(W )‖p−1

X ≤M

vemos que é válida a seguinte estimativa

‖F1U − F1W‖X + ‖B1(F1U − F1W )‖X ≤ CLM‖B1(U −W )‖X ,

onde LM = 1 + 2Mp−1.

Assim, F1 é um operador Lipschitz cont́ınuo sobre conjuntos limitados

de D(B1).
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Como vimos no Caṕıtulo 2, B1 é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0 em X, portanto, pelo Teorema 1.3.1 existe uma

única solução do problema de Cauchy (6.3).

Resumimos todos esses resultados no seguinte teorema

Teorema 6.1.1 Seja 1 ≤ n < 2(2α − δ), onde n é a dimensão do espaço

e sejam 0 ≤ θ < δ ≤ α, 0 ≤ γ ≤ α+ δ

2
e p ≥ 1 inteiro. Então, para dados

iniciais

(u0, u1) ∈ H2α−δ(Rn)×Hα(Rn),

existe uma única solução u = u(t, x) para o problema de Cauchy associado

à equação semilinear dada em (6.1) verificando

u ∈ C2
(

[0, T ), Hδ(Rn)
)
∩ C1 ([0, T ), Hα(Rn)) ∩ C

(
[0, T ), H2α−δ(Rn)

)
,

definida em um intervalo maximal [0, T ), de modo que vale uma, e somente

uma, das seguintes condições

a) T =∞;

b) T <∞ e lim
t→T

(‖U(t)‖X + ‖B1U(t)‖X) =∞.

6.1.2 Caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α + δ

2
Neste caso reescrevemos o problema de Cauchy como{

Ut = B2U + F2(U),

U(0) = U0,
(6.4)

onde

B2 : H2α−δ(Rn)×Hα(Rn) −→ Hα(Rn)×Hδ(Rn)

é o operador definido por

B2 =

(
0 I

−Aα −Aθ

)

com os operadores Aα e Aθ definidos como no Caṕıtulo 2, isto é

Aα =
(
I + (−∆)δ

)−1
(I + (−∆)α) ,

Aθ =
(
I + (−∆)δ

)−1 (
I + (−∆)θ

)
,
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cujos domı́nios são D(Aα) = H2α−δ(Rn) e D(Aθ) = H2θ−δ(Rn) e o opera-

dor F2 : H2α−δ(Rn)×Hα(Rn) −→ Hα(Rn)×Hδ(Rn) definido por

F2 =

(
0(

I + (−∆)δ
)−1 (

I + β(−∆)γup−1
) )

.

Como no caso anterior, vamos mostrar que o operador F2 está bem definido

sobre o domı́nio de B2 e que é Lipschitz cont́ınuo em conjuntos limitados

A ⊂ D(B2), quando 2α− δ > n

2
.

Semelhantemente ao caso anterior, pelo Lema 1.1.8, com s = 2α− δ >
n

2
, temos que para U = (u, v) ∈ D(B2)

‖F2(u, v)‖2D(B2)×Hα

≤ C‖u‖2Hα−2δ + C‖v‖2Hα−2δ + C‖up‖2Hα−2δ+2γ

≤ C‖u‖2H2α−δ + C‖v‖2Hα + ‖u‖2p
H2α−δ

<∞,

o que mostra que o operador F2 está bem definido sob as condições 0 ≤
γ ≤ α+ δ

2
e n < 2(2α− δ).

Assim como no caso anterior, para mostrarmos que o operador F2 é

Lipschitz cont́ınuo sobre conjuntos limitados de D(B2), primeiramente pre-

cisamos de dois lemas previos.

Lema 6.1.3 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+ δ

2
, 0 ≤ γ ≤ α+ δ

2
, p ≥ 1 inteiro e

1 ≤ n < 4α− 2δ. Se U, W ∈ D(B2) = H2α−δ(Rn)×Hα(Rn), então existe

uma constante C > 0 tal que

‖F2U − F2W‖X

≤ C
(
1 + ‖B2U‖p−1

X + ‖B2W‖p−1
X

)
‖B2(U −W )‖X .

Demonstração: Usaremos a seguinte desigualdade

1 + |ξ|4θ

1 + |ξ|2δ ≤ C
(

1 + |ξ|2(2θ−δ)
)
.
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Para U = (u, v) e W = (w, z) em D(B2),

‖F2U − F2W‖2Hα×Hδ

≤
∫
Rn

1

1 + |ξ|2δ |û− ŵ|
2dξ +

∫
Rn

1

1 + |ξ|2δ |v̂ − ẑ|
2dξ

+

∫
Rn

1

1 + |ξ|2δ |β|
2|ξ|4γ |ûp − ŵp|2dξ

≤ C
∫
Rn
|û− v̂|2dξ + C

∫
Rn
|v̂ − ẑ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2γ−δ)

)
|ûp − ŵp|2dξ

= C‖u− w‖2 + C‖v − z‖2 + C‖up − wp‖2H2γ−δ .

Pelo Lema 1.1.10, com s = 2α− δ > n

2
e p > 1, e o Lema 2.1.2 temos

‖F2U − F2W‖2Hα×Hδ ≤ C‖Aα(u− w)‖2Hδ + C‖v − z‖2Hα

+ C
(
‖Aαu‖p−1

Hδ
+ ‖Aαw‖p−1

Hδ

)2 ‖Aα(u− w)‖2Hδ

≤
(
1 + ‖B2U‖p−1

X + ‖B2W‖p−1
X

)2 ‖B2(U −W )‖2X .

Lema 6.1.4 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+ δ

2
, 0 ≤ γ ≤ α+ δ

2
, p ≥ 1 inteiro e

1 ≤ n < 4α− 2δ. Se U, W ∈ D(B2) = H2α−δ(Rn)×Hα(Rn), então existe

uma constante C > 0 tal que

‖B2(F2U − F2W )‖X

≤ C
(
1 + ‖B2U‖p−1

X + ‖B2W‖p−1
X

)
‖B2(U −W )‖X .

Demonstração: Sejam U = (u, v) e W = (w, z). Considerando as desi-

gualdades

1 + |ξ|2α

(1 + |ξ|2δ)2
≤ C

(
1 + |ξ|2(α−2δ)

)
,

(1 + |ξ|2θ)2

(1 + |ξ|2δ)3
≤ C

(
1 + |ξ|2(2θ−3δ)

)
,
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podemos estimar

‖B2(F2U − F2W )‖2Hα×Hδ

≤
∫
Rn

1 + |ξ|2α

(1 + |ξ|2δ)2

(
|û− ŵ|2 + |v̂ − ẑ|2 + |β|2|ξ|4γ |ûp − ŵp|2

)
dξ

+

∫
Rn

(1 + |ξ|2θ)2

(1 + |ξ|2δ)3

(
|û− ŵ|2 + |v̂ − ẑ|2 + |β|2|ξ|4γ |ûp − ŵp|2

)
dξ

≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2(α−2δ)

)
|û− ŵ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(α−2δ)

)
|v̂ − ẑ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(α−2δ+2γ)

)
|ûp − ŵp|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2θ−3δ)

)
|û− ŵ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2θ−3δ)

)
|v̂ − ẑ|2dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2θ−3δ+2γ)

)
|ûp − ŵp|2dξ

= C‖u− w‖2Hα−2δ + C‖v − z‖2Hα−2δ + C‖up − wp‖2Hα−2δ+2γ

+ C‖u− w‖2H2θ−3δ + C‖v − z‖2H2θ−3δ + C‖up − wp‖2H2θ−3δ+2γ .

Pelo Lema 1.1.10, com s = 2α − δ > n

2
e p ≥ 1, e o Lema 2.1.2 temos

finalmente

‖B2(F2U − F2W )‖2X ≤ C‖Aα(u− w)‖2Hδ + C‖v − z‖2Hα

+ C
(
‖Aαu‖p−1

Hδ
+ ‖Aαw‖p−1

Hδ

)2 ‖Aα(u− w)‖2Hδ

≤ C
(
1 + ‖B2U‖p−1

X + ‖B2W‖p−1
X

)2 ‖B2(U −W )‖2X .

Agora, pelos Lemas 6.1.3 e 6.1.4, temos que, para U,W ∈ D(B2) =

H2α(Rn)×Hα(Rn), existe uma constante C > 0, tal que

‖F2U − F2W‖X + ‖B2(F2U − F2W )‖X

≤ C
(
1 + ‖B2U‖p−1

X + ‖B2W‖p−1
X

)
‖B2(U −W )‖X .
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Assim, dada uma constante M > 0 e dados U,W ∈ D(B2) tais que

‖U‖p−1
X + ‖B2U‖p−1

X ≤M e ‖W‖p−1
X + ‖B2W‖p−1

X ≤M,

então

‖F2U − F2W‖X + ‖B2(F2U − F2W )‖X ≤ CLM‖B2(U −W )‖X ,

onde LM = 1 + 2Mp−1.

Assim, F2 é um operador Lipschitz cont́ınuo sobre conjuntos limitados

de D(B2).

Como vimos no Caṕıtulo 2, B2 é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0 em X, portanto, pelo Teorema 1.3.1 existe uma

única solução do problema de Cauchy (6.4).

Resumimos todos esses resultados no seguinte teorema

Teorema 6.1.2 Seja 1 ≤ n < 2(2α − δ), onde n é a dimensão do espaço

e sejam 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+ δ

2
, 0 ≤ γ ≤ α+ δ

2
e p ≥ 1 inteiro. Então, para

dados iniciais

(u0, u1) ∈ H2α−δ(Rn)×Hα(Rn),

existe uma única solução u = u(t, x) para o problema de Cauchy associado

à equação semilinear dada em (6.1) verificando

u ∈ C2
(

[0, T ), Hδ(Rn)
)
∩ C1 ([0, T ), Hα(Rn)) ∩ C

(
[0, T ), H2α−δ(Rn)

)
,

definida em um intervalo maximal [0, T ), de modo que vale uma, e somente

uma, das seguintes condições

a) T =∞;

b) T <∞ e lim
t→T

(‖U(t)‖X + ‖B2U(t)‖X) =∞.

6.2 Solução Global

Nesta seção faremos um breve desenvolvimento na obtenção de solução

global para o problema semilinear associado à equação (6.1). Para isso,

é suficiente mostrar que a condição (b) nos Teoremas 6.1.1 e 6.1.2 não
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acontece. Lembramos que a existência local é obtida com a hipótese

0 ≤ γ ≤ α+ δ

2
.

Mas para obtermos solução global vamos precisar da condição adicional

que

max
{

0,
α

2
− n

4

}
< γ ≤ α+ δ

2

e que 2α− δ > n
2

.

Por exemplo, para o caso da equação da onda em que α = 1 e δ = 0

temos a condição que 1
4
< γ ≤ 1

2
para n = 1 e para n = 2, 3 podemos ter

0 < γ ≤ 1
2
.

Para a equação de placas com inércia rotacional, temos α = 2 e δ = 1.

Com isso devemos trabalhar com 1 − n
4
< γ ≤ 3

2
se n = 1, 2, 3 e

0 < γ ≤ 3
2

para n ≥ 4.

Aplicando transformada de Fourier em relação à variável x ao problema

de Cauchy em (6.1), obtemos o seguinte problema no espaço de Fourier
(1 + |ξ|2δ)ûtt + |ξ|2αû+ |ξ|2θût = β|ξ|2γ ûp,
û(0, ξ) = û0(ξ)

ût(0, ξ) = û1(ξ),

(6.5)

onde û = û(t, ξ), com (t, ξ) ∈ (0,∞)×Rn, β 6= 0, p ≥ 1 inteiro e potências

fracionárias satisfazendo

0 ≤ δ ≤ α, 0 ≤ θ ≤ α+ δ

2
, max

{
0,

α

2
− n

4

}
< γ ≤ α+ δ

2
.

Pelo principio de Duhamel, e usando as condições iniciais, a solução

û(t, ξ) do problema associado no espaço de Fourier é dado por

û(t, ξ) = Ĝ(t, ξ)û0 + Ĥ(t, ξ)û1 + β

∫ t

0

Ĥ(t− τ, ξ) |ξ|2γ

(1 + |ξ|2δ) û
p(τ, ξ)dτ,

(6.6)

onde

Ĝ(t, ξ) =
λ+e

λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
e Ĥ(t, ξ) =

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
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com as ráızes caracteŕısticas da EDO no espaço de Fourier dadas por:

λ± =
−|ξ|2θ ±

√
|ξ|4θ − 4|ξ|2α (1 + |ξ|2δ)
2 (1 + |ξ|2δ) .

Para as funções Ĝ e Ĥ dadas acima, se verificam as seguintes estimativas,

para cada ξ ∈ Rn e t ≥ 0∣∣∣Ĝ(t, ξ)
∣∣∣2 ≤ 5e−

1
5
ρ(ξ)t,

∣∣∣Ĝt(t, ξ)∣∣∣2 ≤ 5e−
1
5
ρ(ξ)t |ξ|2α

(1 + |ξ|2δ) ,∣∣∣Ĥ(t, ξ)
∣∣∣2 ≤ 5e−

1
5
ρ(ξ)t

(
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α ,

∣∣∣Ĥt(t, ξ)∣∣∣2 ≤ 5e−
1
5
ρ(ξ)t. (6.7)

Como e
1
5
ρ(ξ)t ≤ 1, para qualquer (t, ξ) ∈ [0,∞) × Rn, concluimos das

estimativas anteriores que,∣∣∣Ĝ(t, ξ)
∣∣∣2 ≤ 5,

∣∣∣Ĝt(t, ξ)∣∣∣2 ≤ 5
|ξ|2α

(1 + |ξ|2δ) ,∣∣∣Ĥ(t, ξ)
∣∣∣2 ≤ 5

(
1 + |ξ|2δ

)
|ξ|2α ,

∣∣∣Ĥt(t, ξ)∣∣∣2 ≤ 5. (6.8)

A estratégia para obtermos solução global é supor que T < ∞, e com

essa hipótese, mostraremos que ‖U‖X + ‖BU‖X < ∞, para qualquer t ∈
[0, T ), contradizendo o resultado dos Teoremas 6.1.1 e 6.1.2 .

Observação 6.2.1 Notemos que, para o caso em que 0 ≤ θ < δ ≤ α,

temos

‖U‖2X + ‖B1U‖2X ≤ ‖u‖2Hα + ‖ut‖2Hδ + ‖ut‖2Hα + ‖Aαu‖2Hδ ,

enquanto, para o caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+δ
2

‖U‖2X + ‖B2U‖2X ≤ ‖u‖2Hα + ‖ut‖2Hδ + ‖ut‖2Hα + ‖Aαu‖2Hδ + ‖Aθu‖Hδ .
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Para a última norma, usando o Lema 1.1.5 , podemos estimar

‖Aθu‖2Hδ =

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ) (1 + |ξ|2θ)2

(1 + |ξ|2δ)2
|û|2dξ

≤ C
∫
Rn

(1 + |ξ|2)2θ−δ|û|2dξ

≤ C
∫
Rn

(1 + |ξ|2)α|û|2dξ

= C‖u‖2Hα .

Assim, temos a seguinte desigualdade, quando 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+δ
2

‖U‖2X + ‖B2U‖2X ≤ C‖u‖2Hα + ‖ut‖2Hδ + ‖ut‖2Hα + ‖Aαu‖2Hδ .

Portanto, vamos provar a existência global considerando a estimativa

abaixo que é valida para ambos os casos de B1 e B2. Então precisamos

estimar o lado direito da desigualdade abaixo sob a hipótese de que T <∞

‖U‖2X + ‖BU‖2X ≤ C‖u‖2Hα + C‖ut‖2Hδ + C‖ut‖2Hα + C‖Aαu‖2Hδ ,

onde B = B1 ou B = B2.

Considerando a observação anterior e lembrando que X = Hα × Hδ,

usando a definição de espaços Hs e do operador Aα, obtemos a estimativa

seguinte

‖U‖2X + ‖BU‖2X ≤ C
∫
Rn

(1 + |ξ|2α)|û|2dξ + C

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ût|2dξ

+ C

∫
Rn

(1 + |ξ|2α)|ût|2dξ + C

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ) (1 + |ξ|2α)2

(1 + |ξ|2δ)2
|û|2dξ.

Usando o Lema 1.1.5 na última integral, e organizando adequadamente,

obtemos

‖U‖2X + ‖BU‖2X ≤ C
∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)
|û|2dξ

+ C

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)δ + (1 + |ξ|2)α

)
|ût|2dξ.

Sustituindo na estimativa anterior û e ût, pelas suas soluções expĺıcitas



188

deduzidas na expressão (6.6), obtemos

‖U‖2X + ‖BU‖2X

≤ C
∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)(
|Ĝ|2|û0|2 + |Ĥ|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)δ + (1 + |ξ|2)α

)(
|Ĝt|2|û0|2 + |Ĥt|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|Ĥ(t− τ, ξ)|2|ûp|2dξ dτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)δ + (1 + |ξ|2)α

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|Ĥt(t− τ, ξ)|2|ûp|2dξ dτ.

(6.9)

Usando as estimativas para |Ĝ|, |Ĝt|, |Ĥ| e |Ĥt| como aparecem em

(6.8), podemos estimar sem muita dificuldade todas as integrais na desi-

gualdade anterior, exceto pelas integrais que contém o termo |Ĥ| as quais

devemos estimar com mais cuidado devido à singularidade em ξ = 0 que

aparece na estimativa para Ĥ em (6.8).

Sendo assim, podemos calcular∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)
|Ĝ|2|û0|2dξ

≤ C
∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)
|û0|2dξ

≤ C‖u0‖2H2α−δ ,

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)δ + (1 + |ξ|2)α

)
|Ĝt|2|û0|2dξ

≤ C
∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)2α−δ + (1 + |ξ|2)α

)
|û0|2dξ

≤ C‖u0‖2H2α−δ ,
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∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)δ + (1 + |ξ|2)α

)
|Ĥt|2|û1|2dξ

≤ C
∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)δ + (1 + |ξ|2)α

)
|û1|2dξ

≤ ‖u1‖2Hα ,

∫ t

0

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)δ + (1 + |ξ|2)α

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|Ĥt(t− τ, ξ)|2|ûp|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)
|ûp|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

‖up(τ)‖2H2α−δdτ ≤ C
∫ t

0

‖u(τ)‖2p
H2α−δdτ,

devido a que δ ≤ α, a potência inteira da não linearidade p ≥ 1 e pelo

fato de H2α−δ(Rn) ser uma álgebra, já que 2α− δ > n
2

.

Para as integrais restantes, devido à singularidade em ξ = 0, devemos

impor a condição p > 1 inteiro e separar cada integral em zonas de

alta e baixa frequência, como segue∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)
|Ĥ|2|û1|2dξ

=

∫
|ξ|≤1

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)
|Ĥ|2|û1|2dξ

+

∫
|ξ|≥1

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

)
|Ĥ|2|û1|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

(2α+δ + 22α−δ)
2δ

|ξ|2α |û1|2dξ

+ 2C

∫
|ξ|≥1

(|ξ|2α + |ξ|4α−2δ)
|ξ|2δ

|ξ|2α |û1|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

|ξ|−2α|û1|2dξ + C

∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2)α|û1|2dξ

≤ C‖u1‖2Ẇ−α,2 + C‖u1‖2Hα ,

devido a que δ ≤ α onde também usamos a estimativa para Ĥ em (6.8).

Para a segunda integral que contém o termo |Ĥ|, estimamos por sepa-

rado na zona de baixa frequência e depois na alta frequência.
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• Para |ξ| ≤ 1, vemos que 1 + |ξ|2 ≤ 2 e 1 ≤ 1 + |ξ|2δ, então∫ t

0

∫
|ξ|≤1

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|Ĥ(t− τ, ξ)|2|ûp|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

∫
|ξ|≤1

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

) |ξ|4γ−2α

1 + |ξ|2δ |û
p|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

∫
|ξ|≤1

(2α + 22α−δ)|ξ|4γ−2α|ûp|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

‖ûp(τ)‖2L∞
(∫
|ξ|≤1

|ξ|4γ−2αdξ

)
dτ.

Observemos que a hipótese γ > α
2
− n

4
, implica que 4γ−2α > −n. Com isso,

a integral em ξ entre parênteses é limitada por uma constante dependendo

somente de γ , α e da dimensão n.

Portanto resulta que∫ t

0

∫
|ξ|≤1

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|Ĥ(t− τ, ξ)|2|ûp|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

‖up(τ)‖2L1dτ ≤
∫ t

0

‖u(τ)‖2p
H2α−δdτ,

onde na última integral, temos empregado o Lema 1.1.9, para s = 2α−δ >
n
2

e p > 1 inteiro. Aqui apareceu a necessidade de impor p > 1.

Agora precisamos estimar a outra integral na zona de alta frequência.

• Para |ξ| ≥ 1, temos duas posibilidades,

i) se 4γ − 2α ≥ 0, usando o Lema 1.1.5 e considerando a hipótese

γ ≤ α+δ
2

, temos

|ξ|4γ−2α

1 + |ξ|2δ ≤
1 + |ξ|4γ−2α

1 + |ξ|2δ ≤ C(1 + |ξ|2)2γ−α−δ ≤ C,

ii) se 4γ − 2α < 0 e do fato de 1 + |ξ|2δ ≥ 1, podemos estimar

|ξ|4γ−2α

1 + |ξ|2δ ≤ |ξ|
4γ−2α ≤ 1.

Com essas observações, as hipóteses δ ≤ α, s = 2α− δ > n
2

e p > 1 inteiro,
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a estimativa na alta frequência fica∫ t

0

∫
|ξ|≥1

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|Ĥ(t− τ, ξ)|2|ûp|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

∫
|ξ|≥1

(
(1 + |ξ|2)α + (1 + |ξ|2)2α−δ

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2

(1 + |ξ|2)δ

|ξ|2α |ûp|2dξ dτ

≤ C
∫ t

0

∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2)2α−δ|ûp|2dξ dτ

= C

∫ t

0

‖up(τ)‖2H2α−δdτ ≤ C
∫ t

0

‖u(τ)‖2p
H2α−δdτ,

onde na última desigualdade temos usado o Lema 1.1.8.

Então, substituindo as estimativas obtidas acima na desigualdade (6.9),

obtemos a importante estimativa

‖U(t)‖2X + ‖BU(t)‖2X ≤ C‖u0‖2H2α−δ + C‖u1‖2Ẇ−α,2

+ C‖u1‖2Hα + C

∫ t

0

‖u‖2p
H2α−δdτ, (6.10)

válida para todo t ∈ [0, T ), com T < +∞ o intervalo de existência local

que estamos supondo finito.

Pelo Lema (2.1.2), como 0 < δ ≤ α, temos que

‖u‖H2α−δ ≤ C‖Aα u‖Hδ .

Usando esse resultado, e tomando o supremo, a estimativa (6.10) fica

‖U(t)‖2X + ‖BU(t)‖2X ≤ C‖BU0‖2X + C‖u1‖2Ẇ−α,2 + C T sup
0≤τ≤t

‖BU(τ)‖2pX .

(6.11)

Consideremos a função M : [0, T ) −→ [0,∞) dada por

M(t) = sup
0≤τ≤t

{
‖U(τ)‖2X + ‖BU(τ)‖2X

}
.

Assim, a estimativa (6.11), diz que

M(t) ≤ C
(
‖BU0‖2X + ‖u1‖2Ẇ−α,2

)
+ C TMp(t), (6.12)
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para todo t ∈ [0, T ), com T <∞.

O objetivo é mostrar que M é uma função limitada no intervalo [0, T ), a

qual seŕıa a contradição que estamos procurando.

Seja F : [0,∞) → R a função dada por F (M) = CI0 + CTMp −M ,

onde p > 1 inteiro, I0 = ‖BU0‖2X + ‖u1‖2Ẇ−α,2 e C > 0 a mesma constante

que aparece na desigualdade (6.12).

Vemos que a função F verifica as hipóteses do Lema 1.4.7, portanto F

possui um único ponto de mı́nimo global M0 ∈ (0,∞) e existe ε > 0 tal

que se 0 < I0 ≤ ε, então F (M0) < 0. Devido à continuidade da função

M(t), temos duas possibilidades:

(i) M(t) < M0, ∀ t ∈ [0, T ),

(ii) M(t) > M0, ∀ t ∈ [0, T ).

Como M(0) = ‖U0‖2X + ‖BU0‖2X , então, assumindo hipótese adicional

M(0) < M0, segue da continuidade da função M(t) que, M(t) ≤ M0,

∀ t ∈ [0, T ), portanto, só a condição (i) é válida.

Portanto, mostramos que se T <∞, segue que ‖U(t)‖2X +‖BU(t)‖2X <

M0, ∀ t ∈ [0, T ), que é a contradição que estávamos procurando e então

conclúımos em T =∞.

Portanto, a solução é global para os dois casos considerados, 0 ≤ θ <

δ ≤ α ou 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+δ
2

, dados iniciais pequenos e

max
{

0,
α

2
− n

4

}
< γ ≤ α+ δ

2
, 2α− δ > n

2
e p > 1.

Podemos resumir as estimativas anteriores no seguinte teorema.

Teorema 6.2.1 Seja n a dimensão do espaço, com 1 ≤ n < 2(2α − δ) e

sejam 0 ≤ θ < δ ≤ α ou 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α+δ
2
≤ α, max

{
0, α

2
− n

4

}
< γ ≤

α+δ
2

, p > 1 um inteiro. Sejam u0, u1 na classe

(u0, u1) ∈ H2α−δ(Rn)×
(
Hα(Rn) ∩ Ẇ−α,2(Rn)

)
.

Sejam ainda,

I0 = ‖BU0‖2X + ‖u1‖2Ẇ−α,2 ,
M(0) = ‖U0‖2X + ‖BU0‖2X

e M0 > 0 o mı́nimo global da função F (M) = CI0 + CTMp −M , para

M ≥ 0, com C > 0 a constante que aparece na relação (6.12).
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Então existe ε > 0 tal que, se 0 < I0 ≤ ε e M(0) < M0, existe uma

única solução global u = u(t, x) para o problema de Cauchy associado à

equação semilinear, tal que

u ∈ C2
(

[0,∞), Hδ(Rn)
)
∩C1 ([0,∞), Hα(Rn)) ∩C

(
[0,∞), H2α−δ(Rn)

)
.
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Caṕıtulo 7

Taxas decaimento

Problema Semilinear

Neste caṕıtulo mostraremos taxas de decaimento para o problema (6.1),

tanto para a solução desse problema na norma L2 quanto para a energia

associada do sistema.

Observamos ainda que as taxas relatadas para a solução do problema

linear, neste trabalho, foram para θ ≥ 0 e taxas ótimas para o caso α
2
<

θ ≤ α+δ
2

. Entretanto, por motivo de śıntese de não ficar o trabalho muito

extenso, estudamos taxas neste caṕıtulo apenas para o problema semilinear

(6.1) para o caso das potências fracionárias satisfazendo

0 ≤ δ ≤ θ , α
2
≤ θ ≤ α+ δ

2
e max{α

2
− n

4
, 0} ≤ γ ≤ α+ δ

2
.

Entretanto, observamos que por exemplo para o caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α
2

os cálculos são semelhantes.

O caso em que 0 ≤ θ < δ o problema de taxas para o semilinear ainda

está em aberto. De fato, neste caso a equação tem um a estrutura de

perda de regularidade o que causa mais dificuldade no estudo devido a que

é necessário impor mais regularidade nos dados iniciais.

Observamos que as taxas de decaimento obtidas para a norma L2 da

solução do problema associado à equação semilinear, são diferentes das
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taxas obtidas para o problema associado à equação linear.

Lembramos que, para o problema linear, as taxas para a norma L2 da

solução, no caso em que 0 ≤ θ ≤ α
2

, são

t−
n−4θ
2α−2θ , para n ≥ 3α e 0 ≤ θ ≤ α

2
,

t−
n−4θ
2α−2θ , para 2α < n < 3α e 0 ≤ θ ≤ n− 2α

2
,

t−
n−2α

2θ , para 2α < n < 3α e
n− 2α

2
< θ ≤ α

2
,

enquanto que, para o problema semilinear, a taxa é t−
n

2α−2θ , que é melhor

do que as citadas acima, mas mediante a exigência de maior regularidade

sobre os dados inicias do problema.

Para a energia total associada ao sistema, no caso 0 ≤ θ ≤ α

2
, obte-

mos a taxa t−
n
2θ para o problema linear, enquanto que, para o problema

semilinear obtemos t−
n

2α−2δ .

A diferença entre as taxas obtidas para este caso, se deve ao fato de

termos usado outro método para a obtenção das taxas (ver [30]).

Conforme visto no Caṕıtulo 3, Seção 3.1, a soma na norma L2 da

solução com a norma da energia vem dada por,∫
Rn

(
|û|2 + (1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2α|û|2

)
dξ, (7.1)

que chamamos de energia estendida.

7.1 Estimativas de energia

Decompomos a integral (7.1) em duas partes: zona de baixa frequência

(|ξ| ≤ 1) e zona de alta frequência (|ξ| ≥ 1). Como 0 ≤ δ ≤ α, observamos

que

a) |ξ| ≤ 1

|ξ|2α ≤ 1 + |ξ|2(2α−δ), 1 + |ξ|2δ ≤ 2(1 + |ξ|2α),

b) |ξ| ≥ 1

|ξ|2α ≤ 1 + |ξ|2(2α−δ), 1 + |ξ|2δ ≤ 1 + |ξ|2α.
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Assim, estimamos a integral anterior na forma∫
Rn

(
|û|2 + (1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2α|û|2

)
dξ

≤
∫
|ξ|≤1

(
|û|2 + (1 + |ξ|2(2α−δ))|û|2 + 2(1 + |ξ|2α)|ût|2

)
dξ

+

∫
|ξ|≥1

|
(
û|2 + (1 + |ξ|2(2α−δ))|û|2 + (1 + |ξ|2α)|ût|2

)
dξ

≤ C
∫
Rn

(
(1 + |ξ|2(2α−δ))|û|2 + (1 + |ξ|2α)|ût|2

)
dξ

= ‖u‖2H2α−δ + ‖ut‖2Hα

≤ ‖(u, ut)‖2H2α−δ×Hα .

Do visto na última estimativa, para obtermos taxas de decaimento, é sufi-

ciente estimar ‖(u, ut)‖H2α−δ×Hα . Usamos mais uma vez a expressão para

û(t, ξ) obtida em (6.6) e deduzindo dessa expressão ût(t, ξ), vemos que

‖(u, ut)‖2H2α−δ×Hα

≤ C
∫
Rn

(
(1 + |ξ|2(2α−δ))

∣∣∣Ĝ(t, ξ)
∣∣∣2 + (1 + |ξ|2α)

∣∣∣Ĝt(t, ξ)∣∣∣2) |û0|2dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(1 + |ξ|2(2α−δ))
|ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2

∣∣∣Ĥ(t− τ, ξ)
∣∣∣2 |ûp|2dξdτ

+ C

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2(2α−δ))

∣∣∣Ĥ(t, ξ)
∣∣∣2 + (1 + |ξ|2α)

∣∣∣Ĥt(t, ξ)∣∣∣2) |û1|2dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(1 + |ξ|2α)
|ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2

∣∣∣Ĥt(t− τ, ξ)∣∣∣2 |ûp|2dξdτ.
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Das estimativas mostradas em (6.7), vemos que

‖(u, ut)‖2H2α−δ×Hα

≤ C
∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t

(
(1 + |ξ|2(2α−δ)) + (1 + |ξ|2α)

|ξ|2α

1 + |ξ|2δ

)
|û0|2dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)(t−τ) (1 + |ξ|2(2α−δ))

|ξ|4γ−2α

1 + |ξ|2δ |û
p|2dξdτ

≤ C
∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t

(
(1 + |ξ|2(2α−δ))

1 + |ξ|2δ

|ξ|2α + (1 + |ξ|2α)

)
|û1|2dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)(t−τ)(1 + |ξ|2α)

|ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|ûp|2dξdτ. (7.2)

Limitamos cada integral em (7.2) usando o Lema 1.1.5:

a) ∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t

(
1 + |ξ|2(2α−δ) + (1 + |ξ|2α)

|ξ|2α

1 + |ξ|2δ

)
|û0|2dξ

≤ C
∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t(1 + |ξ|2(2α−δ))|û0|2dξ.

b) Como max{0, α
2
− n

4
} < γ, dividindo em regiões de baixa e alta

frequência podemos estimar a segunda integral em cada uma dessas

regiões e usando o Lema 1.1.9, chegamos em∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)(t−τ)(1 + |ξ|2(2α−δ))

|ξ|4γ−2α

1 + |ξ|2δ |û
p|2dξdτ

≤ C
∫ t

0

‖u(τ)‖2p
H2α−δ

∫
|ξ|≤1

e−
1
5
ρ(ξ)(t−τ)|ξ|4γ−2αdξdτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)(t−τ)(1 + |ξ|2(2α−δ))|ûp|2dξdτ.

c) ∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t

(
(1 + |ξ|2(2α−δ))

1 + |ξ|2δ

|ξ|2α + 1 + |ξ|2α
)
|û1|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
1
5
ρ(ξ)t|ξ|−2α|û1|2dξ

+ C

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t(1 + |ξ|2α)|û1|2dξ.
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d) Como γ ≤ α+δ
2

, podemos estimar∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)(t−τ)(1 + |ξ|2α)

|ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2
|ûp|2dξdτ

≤ C
∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)(t−τ)(1 + |ξ|2(2α−δ))|ûp|2dξdτ.

Portanto, das relações (a) até (d), podemos continuar estimando (7.2)

‖(u, ut)‖2H2α−δ×Hα ≤ C
∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t(1 + |ξ|2(2α−δ))|û0|2dξ

+ C

∫
|ξ|≤1

e−
1
5
ρ(ξ)t|ξ|−2α|û1|2dξ + C

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)t(1 + |ξ|2α)|û1|2dξ

+ C

∫ t

0

‖u(τ)‖2p
H2α−δ

∫
|ξ|≤1

e−
1
5
ρ(ξ)(t−τ)|ξ|4γ−2αdξdτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρ(ξ)(t−τ)(1 + |ξ|2(2α−δ))|ûp|2dξdτ

:= I1(t) + I2(t) + I3(t) + I4(t) + I5(t). (7.3)

Disso, para estimarmos ‖(u, ut)‖H2α−δ×Hα , é suficiente encontrar esti-

mativas para cada uma das integrais Ii(t), i = 1, 2, 3, 4, 5.

Vimos no Caṕıtulo 3, que a definição de ρ(ξ) dada em (3.5), para
α

2
≤ θ ≤ α+ δ

2
é

ρ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ , ∀ ξ ∈ Rn.

Notemos que

• Para 0 < |ξ| ≤ 1, vemos que ρ(ξ) ≥ ε |ξ|
2θ

2
.

• Para |ξ| ≥ 1, vemos que ρ(ξ) ≥ ε

2
.

Lema 7.1.1 Seja n a dimensão do espaço, com 1 ≤ n < 2(2α − δ), e

sejam 0 ≤ δ ≤ θ, α
2
≤ θ ≤ α+δ

2
, max{α

2
− n

4
, 0} < γ ≤ α+δ

2
e p > 1

inteiro. Então, para dados iniciais

(u0, u1) ∈
(
L1(Rn) ∩H2α−δ(Rn)

)
×
(
L1(Rn) ∩Hα(Rn) ∩ Ẇ−α,1(Rn)

)
,
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temos que existe uma constante C > 0 tal que

‖(u(t), ut(t))‖2H2α−δ×Hα

≤ C(1 + t)−
n
2θ
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1 + ‖(u0, u1)‖2H2α×Hα

)
+ C

∫ t

0

(1 + t− τ)−
n
2θ ‖(u, ut)‖2pH2α−δ×Hαdτ, t > 0,

se γ ≥ α
2

, ou

‖(u(t), ut(t))‖2H2α−δ×Hα

≤ C(1 + t)−
n
2θ
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1 + ‖(u0, u1)‖2H2α×Hα

)
+ C

∫ t

0

(1 + t− τ)−
n+4γ−2α

2θ ‖(u, ut)‖2pH2α−δ×Hαdτ, t > 0,

se max{0, α
2
− n

4
} < γ < α

2
.

Demonstração: Vamos estimar as integrais I1(t), I2(t), I3(t), I4(t), I5(t)

dadas em (7.3), separando em regiões de alta e baixa frequência e usando

a estimativa para ρ(ξ) vista anteriormente.

Assim, usando o Lema 1.4.3 e considerando a norma L∞ na região de

baixa frequência, podemos estimar I1(t) da seguinte forma

I1(t) ≤ C‖û0‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θtdξ + Ce−

ε
10
t‖u0‖2H2α−δ

≤ C‖u0‖2L1(1 + t)−
n
2θ + Ce−

ε
10
t‖u0‖2H2α−δ

≤ C(1 + t)−
n
2θ
(
‖u0‖2L1 + ‖u0‖2H2α−δ

)
.

Para I2(t), usamos também o Lema 1.4.3, tomamos a norma L∞ e a

definição de espaço Ẇ−α,1(Rn),

I2(t) ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt ∥∥|ξ|−αû1

∥∥2

L∞
dξ

= C
∥∥∥(−∆)−

α
2 u1

∥∥∥2

L1

∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θtdξ

≤ C(1 + t)−
n
2θ ‖u1‖2Ẇ−α,1 .
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Para estimarmos I3(t), tomamos a norma L∞ e usamos uma vez mais

o Lema 1.4.3, ambas na região |ξ| ≤ 1,

I3(t) ≤ C‖u1‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θtdξ + Ce−

ε
10
t‖u1‖2Hα

≤ C‖u1‖2L1(1 + t)−
n
2θ + Ce−

ε
10
t‖u1‖2Hα

≤ C(1 + t)−
n
2θ
(
‖u1‖2L1 + ‖u1‖2Hα

)
.

Para a integral I4(t), como γ > α
2
− n

4
implica em 4γ − 2α > −n,

podemos aplicar o Teorema 1.4.3 e estimar

I4(t) ≤ C
∫ t

0

‖u(τ)‖2p
H2α−δ

∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θ(t−τ)|ξ|4γ−2αdξdτ

≤ C
∫ t

0

(1 + t− τ)−
n+4γ−2α

2θ ‖u(τ)‖2p
H2α−δdτ,

para p > 1.

Para a integral I5(t), usamos a estimativa obtida para ρ(ξ), tanto na

baixa frequência bem como na alta frequência

I5(t) ≤ C
∫ t

0

∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θ(t−τ)(1 + |ξ|2(2α−δ))

∣∣ûp(τ, ξ)∣∣2 dξdτ
+ C

∫ t

0

∫
|ξ|≥1

e−
ε
10

(t−τ)(1 + |ξ|2(2α−δ))
∣∣ûp(τ, ξ)∣∣2 dξdτ.

Agora, tomando a norma L∞ e usando o Lema 1.4.3 na zona de baixa

frequência, temos

I5(t) ≤ 2C

∫ t

0

‖up(τ)‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θ(t−τ)dξdτ

+ C

∫ t

0

e−
ε
10

(t−τ)‖up(τ)‖2H2α−δdτ

≤ C
∫ t

0

‖up(τ)‖2L1(1 + t− τ)−
n
2θ dτ

+ C

∫ t

0

e−
ε
10

(t−τ)‖up(τ)‖2H2α−δdτ.
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Usando os Lemas 1.1.8 e 1.1.9 com s = 2α− δ > n

2
, vemos que

I5(t) ≤ C
∫ t

0

(
(1 + t− τ)−

n
2θ + e−

ε
10

(t−τ)
)
‖up(τ)‖2H2α−δdτ

≤ C
∫ t

0

(
(1 + t− τ)−

n
2θ + e−

ε
10

(t−τ)
)
‖u(τ)‖2p

H2α−δdτ

≤ C
∫ t

0

(1 + t− τ)−
n
2θ ‖u(τ)‖2p

H2α−δdτ,

com p > 1 inteiro. Finalmente, somando as estimativas obtidas para I1(t),

I2(t), I3(t), I4(t), I5(t), e considerando o sinal de 4γ − 2α, segue de (7.3) a

conclusão do lema.

7.2 Taxa de decaimento da Energia Es-

tendida

Teorema 7.2.1 Seja n a dimensão do espaço, com 2θ < n < 2(2α − δ)
e sejam 0 ≤ δ ≤ θ, α

2
≤ θ ≤ α+δ

2
, max{0, α

2
− n

4
} < γ ≤ α+δ

2
, p > 1 um

inteiro. Sejam os dados iniciais

(u0, u1) ∈
(
L1(Rn) ∩H2α−δ(Rn)

)
×
(
L1(Rn) ∩Hα(Rn) ∩ Ẇ−α,1(Rn)

)
.

Ainda mais, sejam

I0 = ‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1 + ‖(u0, u1)‖2H2α−δ×Hα ,

Ms(0) = ‖(u0, u1)‖2H2α−δ×Hα

e M0 > 0 o mı́nimo global da função F (M) = CI2
0 + CMp − M , para

M ≥ 0, com C > 0 uma constante adequada. Então existe ε > 0 tal que

se, 0 < I0 ≤ ε e Ms(0) < M0, vale a seguinte estimativa para a energia

estendida,∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δut|2 + |(−∆)αu|2 + |u|2

)
dx ≤M0(1 + t)−s,

para t > 0, onde u = u(t, x) é a solução do problema de Cauchy associado

à equação semilinear (6.1) e s = n
2θ

se 4γ − 2α ≥ 0 ou s = n+4γ−2α
2θ

se
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4γ − 2α < 0.

Demonstração: Escolhamos s = n
2θ

se 4γ − 2α ≥ 0 ou s = n+4γ−2α
2θ

se

4γ − 2δ < 0 e definamos a função Ms : [0,∞) −→ [0,∞) dada por

Ms(t) = sup
0≤τ≤t

{
(1 + τ)s‖(u(τ), ut(τ))‖2H2α−δ×Hα

}
. (7.4)

Introduzimos a função auxiliar definida por

N(τ) := ‖(u(τ), ut(τ))‖2H2α−δ×Hα .

Com essa função, podemos escrever∫ t

0

(1 + t)s(1 + t− τ)−s‖(u(τ), ut(τ))‖2p
H2α−δ×Hα

=

∫ t

0

(1 + t)s(1 + t− τ)−sN(τ)pdτ

=

∫ t

0

(1 + t)s(1 + t− τ)−s
((1 + τ)sN(τ))p

(1 + τ)ps
dτ.

Da definição de Ms(t), vemos

sup
0≤τ≤t

{((1 + τ)sN(τ))} ≤Ms(t)
p, ∀ t > 0,

e portanto ∫ t

0

(1 + t)s(1 + t− τ)−sN(τ)pdτ

≤Ms(t)
p(1 + t)s

∫ t

0

(1 + τ)−ps(1 + t− τ)−sdτ.

Pelo Lema 1.4.6, com a = max{ n
2θ
, n+4γ−2α

2θ
} > 1, obtemos∫ t

0

(1 + t)s(1 + t− τ)−sN(τ)pdτ ≤ CMs(t)
p,

com C = C(n, p, θ).
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Do Lema 7.1.1 e da definição de N(τ), temos a estimativa

(1 + t)s‖(u, ut)‖2H2α−δ×Hα

≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1 + ‖(u0, u1)‖2H2α−δ×Hα

)
+ CMs(t)

p,

para t > 0.

Tomando o supremo em ambos lados da desigualdade acima, obtemos

Ms(t) ≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1 + ‖(u0, u1)‖2H2α−δ×Hα

)
+ CMs(t)

p, (7.5)

com C = C(n, p, θ).

Seja a função F : [0,∞) −→ [0,∞) definida como

F (M) = C I0 + CMp −M, (7.6)

onde I0 = ‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−α,1 + ‖(u0, u1)‖2H2α−δ×Hα e C > 0 é

a constante dada na relação (7.5).

Pela definição de Ms(t), essa função é cont́ınua e Ms(t) ≥ 0, para t ≥ 0.

Também, pela definição da função F , vemos que ela é cont́ınua e além

disso, da desigualdade (7.6), temos que F (Ms(t)) ≥ 0, para cada t > 0.

Assim, pelo Lema 1.4.7, a função F definida em (7.6) possui um único

ponto de mı́nimo global M0 > 0 e existe ε > 0 tal que, se 0 < I0 ≤ ε, então

F (M0) < 0.

Por outro lado, Ms(0) = ‖(u0, u1)‖2H2α−δ×Hα e assumindo uma hipótese

adicional, Ms(0) < M0, segue da continuidade de Ms(t) que Ms(t) ≤ M0,

para todo t ≥ 0, isto é

sup
0≤τ≤t

{
(1 + τ)s‖(u, ut)‖2H2α−δ×Hα

}
≤M0,

para t ≥ 0 e em consequência,

‖(u, ut)‖2H2α−δ×Hα ≤M0(1 + t)−s, ∀ t ≥ 0.
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Portanto, como t́ınhamos estimado no ińıcio deste caṕıtulo, e usando

o Teorema de Plancherel, finalmente obtemos∫
Rn

(
|ut|2 +

∣∣∣(−∆)δut

∣∣∣2 + |(−∆)αu|2 + |u|2
)
dx ≤M0(1 + t)−s, ∀ t ≥ 0,

com s escolhido segundo o sinal de 4γ − 2α.

Observação 7.2.1 Lembremos que as taxas ótimas na norma L2, para o

problema de Cauchy linear, obtidas no Caṕıtulo 4, para o caso α
2
< θ ≤ α+δ

2

foram

• para a solução, u(t, x), a taxa é t−
n−2α

2θ sempre que os dados inicias

verifiquem u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1,κ(Rn) com

κ ∈ (0,min{1, δ}),

• para a derivada da solução, ut(t, x), a taxa é t−
n
2θ sempre que os

dados iniciais verifiquem u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩
L1,κ(Rn), com κ ∈ (0,min{1, δ}),

• para (−∆)
α
2 u(t, x), a taxa é t−

n
2θ sempre que os dados iniciais ve-

rifiquem u0 ∈ Hα(Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1,κ(Rn) com

κ ∈ (0,min{1, δ}),

• para (−∆)
δ
2 ut(t, x), a taxa é t−

n+2δ
2θ para dados iniciais u0 ∈ Hα(Rn)∩

L1(Rn), u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1,κ, com κ ∈ (0,min{1, δ}),

enquanto, para o problema semilinear, o Teorema 7.2.1 mostra que a taxa

é t−
n
2θ para a norma da energia e da norma L2 da solução é a mesma da

norma da energia para o problema linear, mas melhora a taxa de decai-

mento da norma L2 da solução. Notemos que esse fato decorre que para

estudar taxas para o problema semilinear foi necessário maior exigência

de regularidade, pequenez sobre os dados iniciais e ainda mais, hipótese

adicional sobre a dimensão do espaço.

Notamos ainda, que a taxa da norma L2 da parcela da energia que cor-

responde ao termo de inércia rotacional é a melhor entre as quatro normas

consideradas. De fato, a taxa para a norma de ut é t−
n
2θ e a taxa que

corresponde ao termo de inércia rotacional é melhorada devido a ordem δ

do operador de Laplace no termo de inércia rotacional generalizado.
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7.2.1 Problemas em aberto

Neste trabalho ainda está em aberto provar que as taxas obtidas para

o problema linear com 0 ≤ θ ≤ α
2

são ótimas.

Também ainda ficou em aberto o caso de existência e decaimento ótimo

para o problema linear e semilinear quando θ ≥ α+2δ
2

.

O caso de taxas de decaimento para o problema semilinear quando

θ < δ está em aberto. A dificuldade nesse caso é que a equação apresenta

estrutura de perda de regularidade. Precisamos estimativas mais agudas

que ainda não foi possivel atacar neste trabalho.

O caso da não linearidade com p > 0 real ainda não pudemos conside-

rar. É uma problema mais delicado. Precisamos para isso usar desigual-

dades em espaços fracionários mais sofisticadas.

Temos ainda em aberto o caso em que δ = 0 e θ ≥ α a existência do

semilinear e taxas de decaimento.
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