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Resumo

A classificagao das algebras de Hopf pontuadas finito dimensionais
sobre D, em que m = 2n = 4t e t > 3, foi concluida em [12], para
o caso em que k é um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. A menos de isomorfismo, tais algebras sao: 1) B(M;)#kD,,,
com I = {(i,k)} € J ek # n; 2) B(ML)#kD,,, com L € L; 3)
Ar(A, ) com |I| >1oul ={(i,n)} ey=0e4) Brr(\~,0,u) com
(I,L) e X, |I| > 0e|L| > 0. Os conjuntos g, £ e X séo provenientes do
método de classificacao utilizado e sao tais que as algebras de Nichols
B(M;), B(Mr) e B(My,1), esta ultima associada as &lgebras do item
4, possuem dimensao finita e A\, 7,0 e p sao familias de elementos de k.
Neste trabalho, damos contribuicoes a cerca da teoria de representagao
destas algebras. Calculamos conjuntos completos de modulos simples e
nao isomorfos sobre as algebras descritas nos dois primeiros itens e para
Ar(0,0), em que I € J. Além disso, estudamos os Aj(A,y)-modulos e
os classificamos efetivamente quanto ao fato de ser simples ou nao, para
o caso em que v =0 e I é um conjunto especifico.

Palavras-chave: Algebras de Hopf pontuadas, Médulos simples, Grupo
Dihedral, Anel de Grothendieck.






Abstract

The classification of finite dimensional pointed Hopf algebras over
Dy, m = 2n = 4¢ and ¢ > 3, was completed in [12], for the case
where k is an algebraically closed field of characteristic zero. Unless iso-
morphism are such algebras: 1) B(M)#kD,,, with I = {(i,k)} € J and
k # n; 2) B(ML)#KkD,,, with L € £; 3) Ar(A\,y) with |I| >1oul =
{(i,n)} and v = 0 and 4) Br (A, 7,0, p) with (I,L) € K, |I| > 0 and
|L| > 0. The sets g, £ and X are from the classification method used
and are such that the Nichols’ algebras B(My), B(My) and B(M 1),
these last one associated to the algebras of item 4, are finite dimensio-
nal and A, 7,0 and p are elements families of k. This work contributes
to the theory of representation of these algebras. Calculated complete
sets of simple and non-isomorphic modules on the algebras described in
the first two items and for A;(0,0), wherein I € J. In addition, it was
studied the A;(\,7) - modules and classify them effectively as being
simple or not, for the case where v = 0 and I is a specific set.

Keywords: Pointed Hopf algebras, Simple modules, Dihedral Group,
Grothendieck ring.
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Introducao

O problema de classificagao de édlgebras de Hopf sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero tem sido bastante estu-
dado. Resultados significativos tém sido obtidos para as algebras de
Hopf, cujas subcoalgebras simples tem dimensdo um, ou seja, as pon-
tuadas. Neste caso, se G(H) é o grupo dos elementos grouplikes da
algebra de Hopf H entdo seu coradical é a algebra de grupo kG(H).

Um método de classificagdo de algebras de Hopf pontuadas que
se destaca é o método de levantamento, introduzido em [6]. Neste ar-
tigo, os autores realizam a classificagao das algebras de Hopf pontuadas
quando o grupo dos elementos grouplikes é abeliano e possui uma res-
trigao na dimensao do grupo. No caso em que o grupo nao é abeliano,
o problema esta em aberto e contribuigoes tém sido feitas para grupos
especificos, por exemplo, em 2], [12], [14] e [13].

Seja Dy, o grupo dihedral de ordem 2m. A classificacdo de algebras
de Hopf pontuadas e finito dimensionais tais que G(H) = D,,, em que
m = 2n = 4t e t > 3, foi concluida em [12], para o caso em que k é
um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero. Por ([12],
Theorem B), a menos de isomorfismo, tais 4lgebras sao:

(a) B(Mp)#kD,, com I ={(i,k)} €,k #n;
(b) B(Mp)#kD,, com L € L;
(c

(d) Br..(A7,0,p) com (I,L) e X,|I| >0e |L| > 0.

)
)
) Ar(\) com T€3,[1] > 1, 0ul = {(i,n)} ey =0;
)

As algebras descritas nos itens (a) e (b) sdo bosonizagoes, onde os
objetos B(M;) e B(M]) sao algebras de Nichols finito dimensionais na
categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre kID,,,. Para

as defini¢oes de modulo de Yetter-Drinfeld, algebra de Nichols e boso-
nizacao veja ([26], Section 11.6, Section 15.5). Os conjuntos J, £ e X,
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citados acima, sdo provenientes do método de classificacao utilizado e
s@o tais que as algebras de Nichols B(My), B(Mr) e B(M; L), esta al-
tima relacionada as algebras do item (d), possuem dimenséo finita ([12],
Theorem A). Para as algebras dos itens (c) e (d), os autores apresen-
tam conjuntos de geradores e relagoes, em que A, 7,0 e pu sao familias
de elementos de k satisfazendo algumas relages ([12], Definition 3.9,
Definition 3.11).

Este resultado foi a principal motivacao para a realizagao deste tra-
balho. Nosso objetivo inicial era calcular o anel de Grothendieck da
categoria de H-mo6dulos a esquerda finito dimensionais, para todas as
algebras de Hopf H descritas nos itens (a), (b), (¢) e (d) acima. Nesse
sentido, observamos que o conceito de grupo de Grothendieck de cate-
gorias com certas particularidades é um tema altamente desenvolvido e
bastante estudado por muitos autores. Quando € é uma categoria abe-
liana k-linear, onde os objetos possuem comprimento finito, o grupo de
Grothendieck de €, G(€), é um grupo abeliano livre gerado por classes
de isomorfismos de objetos simples. Ainda pensando em categorias C
(que generalizam a estrutura monoide), as chamadas categorias monoi-
dais, acrescidas de certas “condigdes de finitude” o grupo §(€), torna-se
um anel, chamado anel de Grothendieck de C.

Deste modo, torna-se necessario calcular os médulos simples sobre
as algebras apresentadas anteriormente. Iniciamos estudando os mo-
dulos simples sobre as algebras dos itens (a) e (b). Nestes calculos,
a referéncia [14] foi muito util, pois o autor também calcula modulos
simples sobre algebras que sao bosonizagoes de dlgebras de Nichols com
algebras de grupo. Tentamos, sem sucesso, verificar as hipoteses das
algebras dadas em [14] para as éalgebras dadas em (a) e (b), porém
conseguimos fazer uma adaptacao da prova realizada em [14].

Considerando uma &lgebra de Hopf H, o anel de Grothendieck de H
é definido como o anel de Grothendieck da categoria de H-como6dulos
a esquerda (a direita) finito dimensionais e é estudado, por exemplo,
em [17] e em [21]. Neste ultimo, podemos observar que os anéis de
Grothendieck sao ferramentas importantes para a resolugao de certos
problemas como a verificagao de uma conjectura de Kaplansky.

A partir desta definigao, nos propomos a calcular o anel de Grothen-
dieck da categoria de H-comddulos a direita finito dimensionais, em
que H ¢é cada uma das algebras (a), (b), (¢) e (d), citadas acima.
Resolvemos este problema para uma algebra de Hopf pontuada finito
dimensional qualquer. Para tanto, usamos a bijecao existente entre as
subcoéalgebras simples de uma coalgebra C' e as classes de isomorfismos
de C-comoédulos simples, veja ([20], 1.6 Lemma). Como tal resolugdo
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nao apresentou uma complexidade consideravel, optamos por inclui-la
no Capitulo 1, na secdo em que tratamos da teoria de anéis de Grothen-
dieck.

Com relagao as algebras descritas no item (c) acima, observamos que
para A = 0 = v temos A;(0,0) ~ B(M;)#kD,, ([12], Lemma 3.16).
Assim, o problema de calcular A;(0,0)-médulos simples é resolvido
do mesmo modo que para as algebras descritas nos itens (a) e (b).
Estudamos também os A;(A,v)-modulos no caso especifico em que I =
{(i,n)} e v = 0, para cada 1 < i < n — 1, i impar. Nesse caso,
em [12], a &lgebra é denotada por A;,()). Esta algebra nao ¢ uma
bosonizagao como as anteriores e portanto tornou-se necessario buscar
outras formas de calcular os moédulos sobre ela. Estudamos referéncias
que fazem estudos similares, por exemplo [14], onde o autor calcula
todos os modulos simples sobre uma &lgebra de Hopf pontuada H tal
que G(H) = S3. Em [13], sao construidos alguns modulos simples sobre
algumas algebras de Hopf pontuadas sobre S4. Na referéncia [29], sdo
calculados os moédulos simples sobre uma algebra de Hopf pontuada
sobre Z,, tal que a caracteristica do corpo é positiva.

Observamos que a éalgebra de Hopf A;,(\) ¢ pontuada e seu co-
radical é a algebra de grupo kD, ([12], Theorem A). Deste modo, a
ideia chave para estudarmos os A;,(A)-modulos é enxerga-los como
kD,,-moédulos, pois a algebra kID,, é semissimples e os kID,,-mé6dulos
simples sdo bem conhecidos na literatura, veja, por exemplo ([25], Sec-
tion 5.3). Isto é, dado um A;,(\)-modulo M, temos que M|xp,, (M
com a agao restrita a kD,,) é isomorfo a um kD,,-mo6dulo simples ou
é isomorfo uma soma direta de kID,,-médulos simples. Concentramos
nossa atencdo na classificacao dos A, ,,(A)-moédulos quanto ao fato de
ser ou nao simples e tal classificagao tornou-se o objetivo principal desta
tese de doutorado. Também nos preocupamos em caracterizar os ob-
jetos simples encontrados a fim de, no futuro, calcularmos o anel de
Grothendieck associado.

Alertamos que, em todo este trabalho, k é um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero.

O trabalho esta organizado como segue. No primeiro capitulo recor-
damos resultados basicos como &lgebras de Hopf pontuadas, teoria de
representagoes de grupos e de algebras e anéis de Grothendieck. Além
disso, como as nossas algebras sao levantamentos de algebras de Ni-
chols finito dimensionais na categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld
sobre kID,,,, apresentamos resumidamente a categoria dos moédulos de
Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H, em que H é uma algebra de Hopf.
Definimos uma &algebra de Nichols nesta categoria, para o caso em que
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H possui antipoda bijetora e finalizamos com o conceito de bosoniza-
cao.

Na secao em que tratamos de anéis de Grothendieck, calculamos
dois exemplos. Um deles é o anel de Grothendieck da categoria de
kD,,-modulos & esquerda finito dimensionais. Este exemplo serd im-
portante para caracterizarmos os anéis de Grothendieck calculados no
Capitulo 3. Observamos ainda, que a teoria de representacao de alge-
bras possui um papel fundamental neste trabalho, pois muitas vezes é
mais conveniente enxergar um A-mo6dulo como uma representagao.

Em [12], as algebras A;(X,7y) e A; () sdo caracterizadas por seus
geradores e relagoes. Como Ar(0,0) ~ B(M;)#kD,, entdo também
temos os geradores e relagoes de B(M)#kD,,, para qualquer I. Ja
os geradores de B(M ,)#kD,, nao sao apresentados explicitamente em
[12] e ent@o calculamos os mesmos no Capitulo 2. A fim de deixar
o trabalho padronizado, também calculamos os geradores da algebra
B(M1)#KD,,. Para tanto, gastamos um tempo entendendo os objetos
My e My, que sao somas de objetos simples na categoria dos modu-
los de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre kID,,,. A partir destes objetos
construimos as algebras de Nichols B(M;) e B(M}) e finalmente obte-
mos os geradores e relagoes das respectivas bosonizagoes. Mostramos
explicitamente um isomorfismo entre as algebras de Hopf A(0,0) e

No Capitulo 3, calculamos um conjunto completo de B(M)#kD,,,-
modulos simples nao isomorfos e o anel de Grothendieck da categoria
B(M;)#kD,, M. Mostramos que este anel é isomorfo ao anel de Grothen-
dieck da categoria kp,, m e consequentemente obtemos as regras de fu-
sao de G(m(ar,)#kp,, M), isto ¢, todas as relagdes da forma [S;][S;] =
> ker @k[Sk), em que {[Sk],k € I} é um conjunto de classes de iso-
morfismos de B(M;)#kD,,-mo6dulos simples. Fazemos o mesmo para
a algebra de Hopf B(M)#KkD,,, usando os geradores calculados no
capitulo anterior.

No quarto capitulo estudamos os A; ,,(A)-modulos. Por ser o ca-
pitulo principal da tese, explicamos a seguir um pouco de cada segao.
Seja

S = {MXUMXz’MXzﬂMXMMPnl <l<n- 1}a

um conjunto completo de kDD,,-mo6dulos simples e nao isomorfos, em
que m = 2n = 4t. Nesta notagao, estamos considerando [ € N e
omitimos esta informacao adiante. Para o que segue, w é uma raiz
m~ésima primitiva da unidade.

Na Segéo 4.1, mostramos que hé exatamente um A;,,(\)-médulo
simples M tal que M |yp,, = M, para cada j € {1,2,3,4}. Se 1 <1 <
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n—1ew?’ =1 entdo também existe apenas um A; ,,(\)-modulo simples
M tal que M|yp,, = M,,. Agora, para | =  existem quatro A; ,()\)-
modulos simples néo isomorfos tais que M|yp, = M Py - Sew? £1e
[ # % entdo nao existe um A; ,,(A)-moédulo tal que Myp,, ~ M,,.

Na Secao 4.2, mostramos que se M é um A; ,(A)-modulo tal que
M, ~ @) My, , em que ¢; € {1,2,3,4} e s > 2, entdo M ¢é um
A; n(A)-mo6dulo que néao é simples.

Na Secdo 4.3, provamos que se M é um A, ,(A)-moédulo tal que
Mlwp,, ~ &5\ My, DS} My, , em que 1; € {1,2,3,4},1 < )y <
n—1er,s>1, entao M éum A, ,(A)-modulo que nao é simples.

Na Segéo 4.4, estudamos os A; ,(A)-modulos M tais que M |gp,, ~

;leplj, em que 1 <[; <n—1er > 2 Mais precisamente, analisa-

m

mos 0s A; »(A)-modulos M divididos nos seguintes casos:
: ~ i _ .
(i) Mk, = @h_1M,, e w2t =1 para todo 1 < k < r;

(ii) Mlkp,, ~ ®p_1 M,

o, el =5, para todo 1 <k <r;

(iii) Mkp,, ~ ©p_1 My, @@ilep%, em que 1,5 > 1 e w?s =1,
para todo 1 < k < r;

(iv) Mlkp,, =~ @glepzj @@2:1Mmk, em que r,s > 1, [w%‘i *1le
lj # 5] e W2k =1 ou I, = 5], para quaisquer 1 < j < re
1<k<s;

(V) Mlp,, = ®5_ M, e w2k £ 1 e I, # 2], para todo 1 < k < r.

Mostramos que nao existem A;,(A)-médulos simples satisfazendo
as condigoes dos itens (i), (iii) e (iv). No caso (ii), mostramos que nao
existem A; ,(A\)-modulos simples para r > 5.

Resolvemos o caso (v) para r = 2, r = 3 er > 4. Parar = 2,
encontramos as restrigoes necessarias para M ser simples. Para r = 3,
mostramos que nao existe um A; ,(A)-modulo nestas condigdes. Para
r = 4 nao foi possivel resolvermos. Para r > 4, mostramos que se
existir um A; ,(A)-modulo, entdo o mesmo nao é simples.
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Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, com o objetivo de deixar o trabalho o mais auto-
contido possivel, escrevemos conceitos conhecidos que sao necessarios
posteriormente.

1.1 Algebras de Hopf pontuadas

As algebras de Hopf pontuadas sao usadas no decorrer de todo o
trabalho. Por este motivo, de acordo com as referéncias [19], [9] e [26],
iniciamos relembrando este conceito e alguns resultados relacionados.
Assumimos conhecidos ao leitor os conceitos de coalgebras e bidlgebras.

Para o que segue, consideramos k um corpo e (C,A,¢) uma k-
coalgebra. Usando a notagao de Sweedler e omitindo o somatorio, es-
crevemos A(c) = ¢; ® co, para todo ¢ € C.

Definigao 1.1.1 Um elemento ¢ € C tal que A(c) = ¢ ® ¢ € chamado

elemento grouplike. O conjunto de todos os elementos grouplikes de C'
é denotado por G(C).

Definicao 1.1.2 Um elemento x € C tal que A(x) = Qg+ hQ z,
em que g,h € G(H), é chamado (g, h)-primitivo ou skew-primitivo.

Se C' é uma bidlgebra entdo A é um morfismo de algebras e con-
sequentemente 1 € G(C). Os elementos (1, 1)-primitivos sdo denomi-
nados primitivos e o conjunto de todos os elementos primitivos de C' é
denotado por P(C).

Definicao 1.1.3 O coradical de C, denotado por Cy, € a soma de
todas as subcodlgebras simples de C.
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Definigao 1.1.4 Dizemos que C € uma codlgebra pontuada se toda
subcodlgebra simples de C' possui dimensdo 1.

No proximo lema sao caracterizadas as subcoélgebras de dimensao 1
de uma coalgebra. Este resultado, além de ser utilizado na Proposigao
1.1.6, também é importante na Subsegao 1.3.4.

Lema 1.1.5 ([9], Proposition 5.5.1, (i),(ii)) Seja C' uma k-codlgebra.
Entao sao vdlidas as afirmagoes.

(i) Todo coideal & direita (4 esquerda) de C de dimensdo 1 € gerado por
elementos grouplikes.

(ii) Existe uma correspondéncia bijetora entre G(C) e o conjunto dos
morfismos de codlgebra de k para C'. Deste modo, toda subcodlgebra de
dimensao 1 de C' € da forma kg, para algum g € G(C).

Demonstragao: (ii) Se a: k — C' é um morfismo de coalgebras entao
g = a(l) € G(C). Além disso, se g € G(C) entdo a fungdo f : k — C,
tal que f(1) = g, ¢ um morfismo de coalgebras. ]

A proposigao a seguir oferece outra caracterizagao para as codlge-
bras pontuadas.

Proposicao 1.1.6 ([19], Section 5.1) C' € uma codlgebra pontuada se,
e somente se, o coradical Cy € codlgebra de grupo kG(C).

Demonstragao: Sejam C uma coalgebra pontuada e C’ uma subcoél-
gebra simples de C. Como C é pontuada, segue que C’ tem dimensao
1, e assim, pelo item (ii) do Lema 1.1.5, obtemos C’ = kg, para algum
g € G(C). Consequentemente, Cy C kG(C).

Por outro lado, dados ¢ € G(C) e k € k, temos que A(kg) =
kg ® g € kg ® kg. Logo, kg é uma subcoalgebra simples de C'. Deste
modo, kG(C) C C. |

Na sequéncia relembramos os conceitos de algebras de Hopf e alge-
bras de Hopf pontuadas.

Definigao 1.1.7 ([19], Definition 1.4.1) Sejam A uma dlgebra e C' uma
codlgebra. Entao Homy(C, A) é uma dlgebra com o produto de convo-
lugao (f * g)(c) = m(f ® g)(Ac), para quaisquer f,g € Homg(C, A) e
c € C. A unidade de Homy(C, A) é pe.

Definigao 1.1.8 ([19], Definition 1.5.1) Uma dlgebra de Hopf sobre k
€ uma bidlgebra H sobre k tal que a funcao identidade Iy possui uma
inversa S em rela¢do ao produto de convolugdo, denominada antipoda,
na dlgebra Endyg(H).
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Exemplo 1.1.9 ([19], Exemple 1.5.3) Se G € um grupo entao a dlgebra
de grupo kG é uma dlgebra de Hopf. De fato, basta definirmos S(g) =
g1, para todo g € G. Além disso, se H é uma dlgebra de Hopf entio
G(H) ¢ um grupo com o produto induzido por H.

Definigao 1.1.10 ([26], Definition 5.1.13) Uma bidlgebra pontuada é
uma bidlgebra tal que sua estrutura de codlgebra € pontuada.

Deste modo, uma algebra de Hopf pontuada é uma algebra de Hopf
tal que sua estrutura de coalgebra é pontuada. Se H é uma algebra de
Hopf pontuada entdo G(H) é um grupo e assim, Hy = kG(H) é uma
algebra de Hopf, veja o exemplo acima. Na literatura, as algebras de
Hopf pontuadas H tais que G(H) = G sado chamadas de algebras de
Hopf pontuadas sobre G.

Lembramos alguns fatos sobre espagos graduados que sao necessa-
rios neste e no proximo capitulo.

Definigao 1.1.11 Seja S um conjunto nao vazio. Um k-espag¢o ve-
torial V € S-graduado se V.= ®;esV(s), em que V(s) € k-subespago
vetorial de V', para cada s € S. Um subespago S-graduado de V é um
subespago W de V' tal que W = @4es(V(s) NW).

Definigao 1.1.12 Seja A uma dlgebra. Dizemos que A € uma dl-
gebra graduada se A = &p>0A(n) € um k-espago vetorial graduado,
A(n)A(m) C A(n+m), para quaisquer n,m >0 e 1 € A(0).

Definigao 1.1.13 Seja C uma codlgebra. Dizemos que C € uma codl-
gebra graduada se C = &,>0C(n) é um k-espago vetorial graduado,
A(C(n)) C Y, C(n—1i)®C(i), para cadan > 0 e e(C(n)) =0, para
cada n # 0.

Um ideal & esquerda (respectivamente ideal & direita, ideal) gradu-
ado de uma algebra graduada é um ideal & esquerda (respectivamente
ideal a direita, ideal) que é k-subespago vetorial graduado.

Uma bialgebra (respectivamente algebra de Hopf ) graduada é um k-
espago vetorial graduado cuja graduacao o torna uma algebra graduada
e uma coalgebra graduada.

O lema a seguir é tutil no préximo capitulo.

Lema 1.1.14 ([26], Exercise 4.4.9 (a)) Sejam A = @®,>0A(n) uma
dlgebra graduada e V' um k-subespago vetorial graduado de A. Entao
I =<V >, oideal gerado por V, é um ideal graduado de A.

Demonstragao: Uma demonstracao detalhada pode ser encontrada
em (|23], Proposigao 1.13). [
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1.2 Representacoes de grupos e de algebras

1.2.1 Representacoes de grupos

Nessa subsecao, de acordo com as referéncias [8] e [11] relembramos
algumas definigoes e resultados que sao uteis para a proxima subsegao
e também para o Capitulo 2.

Consideramos G um grupo com notagao multiplicativa e denotamos
por GL(M) o grupo de todas as transformagoes lineares invertiveis de
um k-espago vetorial M.

Definicao 1.2.1 ([11], pg. 59) Seja G um grupo. Uma representagao
de G é um par (M,T), em que M é um k-espago vetorial e T : G —
GL(M) é um homomorfismo de grupos.

E comum na literatura uma representacio ser simplesmente deno-
tada por T ou M, ao invés do par (M,T). Quando M é um k-espago
vetorial de dimensao finita dizemos que a representagao € finito dimen-
sional. Nesse caso, se dimgM = n entao dizemos que a representacao T’
tem grau ou dimensao n. Naturalmente que, neste caso, os operadores
T(g) : M — M, para todo g € G, podem ser representados por uma
matriz invertivel n X n em relacdo a uma dada base (8 fixada de M,
[T(g)]s, sendo esta sua representagio matricial. Todavia ao longo deste
trabalho, escreveremos simplesmente T'(g) para denotar sua respectiva
matriz em relagao a tal base § fixada de M, o contexto nao permitira
confusao quanto ao uso de tal notagao.

Para o que segue consideramos G um grupo finito e representagoes
finito dimensionais.

Definicao 1.2.2 ([8], (9.1) Definition) Sejam Ty : G — GL(M;) e
Ty : G — GL(Ms) duas representagoes de G. Dizemos que Ty e Ty
s@o representagoes equivalentes se existe um isomorfismo de espagos
vetoriais S : My — Ms tal que Tz(g)S = STi(g), para todo g € G.

Sejam G um grupo finito e T : G — GL(M) uma representagio de
G. Um G-subespago de M é um subespago vetorial N de M tal que
T(g)(N) C N, para todo g € G ([8], pg. 38). Assim, {0} e M sao
G-subespagos triviais de M.

Definigao 1.2.3 ([8], (10.2) Definition) Uma representagcio T : G —

GL(M) tal que M # 0 é denominada irredutivel se os unicos G-
subespagos de M sao {0} e M. Caso contrdrio, T € redutivel.
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Na sequéncia introduzimos uma das ferramentas mais importantes
no estudo de representagoes de um grupo.

Definicao 1.2.4 ([11], Section 4.2) Seja T : G — GL(M) uma repre-
sentagdo de dimensao finita de G. Entao o caracter de T € a fung¢ao
pr : G — k definida por ur(g) = tr(T(g)), em que tr € o trago de
T(9)-

Quando conveniente também denotamos o caracter por py; invés
de KT

Proposicao 1.2.5 ([11], Corollary 4.2.4) Seja k um corpo de caracte-
ristica zero. Entao qualquer representagao de G € totalmente determsi-
nada por seu caracter, ou seja, se up = pn entdo T : G — GL(M) e
F: G — GL(N) sao representacoes equivalentes.

O resultado a seguir é util para calcularmos um conjunto completo
de representagoes irredutiveis nao equivalentes de um especifico grupo
dihedral G, tal grupo é a mola mestra deste trabalho, abaixo especifi-
camos melhor tal G.

Proposicao 1.2.6 ([11], Corollary 4.2.2.) O numero de classes de iso-
morfismos de representacoes irredutiveis de um grupo G € igual o nu-
mero de classes de conjugagoes de G (se |G| # 0 em k).

Seja m um inteiro positivo, m > 3. Expressamos o grupo dihedral
de ordem 2m em termos de seus geradores e relacoes por

D, =<g,h:g>=1=h™gh=h"1g>.

Neste trabalho, m = 4t com ¢t > 3 e n = 7 = 2t e portanto,
m e m sao ambos pares, pois trabalharemos com as algebras de Hopf
pontuadas sobre kD, com m nessas condigoes. Tais édlgebras foram
totalmente classificadas em [12], onde o fato de m ser par é relevante.
A teoria de representacao de D, para m par, é diferente da teoria de
representagoes para m fmpar. Para o que segue, sugerimos [12].

E sabido da literatura que o dihedral D,,, explicitado acima possui
4 representagoes de dimensao 1 e n — 1 representagoes de dimensao 2.
Dessa maneira, os espacos vetoriais M em questao sao isomorfos a k,
no caso das representacoes de dimensdo 1 e isomorfos a k?, no caso das
de dimensao 2.

Denotamos por x;, j € {1,2,3,4}, as representagdes de dimenséao 1
de D,,, que sdo dadas na tabela abaixo. Uma referéncia é ([25], Section
5.3).
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Tabela 1.1: Representacoes de grau 1 de D,

1 h™ hb, 1<b<n-11 g | gh
x1 |1 1 1 1] 1
xe | 1 1 1 1] -1
xs | 1| (=)"=1 (—-1)® 1] -1
xa | 1] (D" =1 (—1)? 11

Seja w uma raiz m-ésima primitiva de 1. As representagoes de grau
2 de D, sao denotadas por p;, para cada 1 < [ < n — 1, e dadas
matricialmente por

pz(g)=<2 é) e pz(h)=<gl 3_1)

em relagao & uma base 3 = {vy,vs} fixada de k?. Para1 <[ <n—1,
a€{0,1} ebe{0,---,m — 1}, temos

a b a bl
aon (01 w0 {01 w0
pl(gh)*(1 0) (o wt ) 71 o0 0wt )
Observemos que as representagoes p; podem ser definidas para

qualquer 0 < I < m — 1. Todavia, sao consideradas apenas para
1 <1< n-—1, devido aos fatos seguintes.

(i) As representacoes pr € pn—k Sa0 equivalentes, para 1 < k < n —
1. De fato, denotando por pp € pm,m—x 0s caracteres de pr € Ppm—k,
respectivamente, temos

Nk(hb) =Wkl + = /‘m—k(hb)

1 (gh) = 0 = pm—r(gh®),

para todo b € {0,--- ,m — 1}. Assim, pela Proposigdo 1.2.5, p; € pm—k
sao equivalentes, para 1 < k <n — 1.

(ii) As representagoes p, € X3 x4 sdo equivalentes. De fato, denotando
por u, o caracter de p,, temos

pin () = W™ + W™ =2 = y3(h") + xa(h"), para b par,

pin(h?) = W™ + w™" = =2 = x3(h") + xa(h"), para b impar
fin(gh’) = 0 = x3(gh") + xa(gh®), 0<b<m-—1.
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(iii) As representagdes pg e x1 @ x2 s@o equivalentes. De fato, seja g
o caracter de pg entdo, para todo b € {0,--- ,;m — 1}, temos

po(h”) =w® + w0 =2 = x1 (h") + x2(h")

110(gh®) = 0 = x1(gh®) + x2(gh").

Antes de passarmos ao proximo resultado observamos que, para
todol1 <I<n-1,

pi(g)(vi) =v2 e pi(g)(v2) =1 (1.1)

e também que
pi(h)(v1) = wloy e pi(h)(ve) = w vy, (1.2)

Proposicao 1.2.7 As representacoes {x1,X2; X3, X4,0i,1 <1 < n —
1} formam um conjunto completo de representagoes irredutiveis e nao
equivalentes de D, .

Demonstragao: As representagées X1, X2, X3 € X4 sdo irredutiveis,
pois possuem dimensao um.

Seja 1 <[ < n —1. Mostremos que p; é irredutivel. Suponhamos
que p; seja redutivel, entdo existe um k-subespaco nao trivial U de k2
tal que p;(D,,)(U) C U. Claramente, o k-subespaco U possui dimensao
um e assim, existe u € U nao-nulo tal que U = ku.

Escrevemos u = av; + bve. Como p;(g)(u) € U, segue que existe
v € k tal que p;(g)(u) = yu e portanto, matricialmente temos

m@WU:<$é)(Z>:7(Z)

a .
> é o vetor coordenada de wu.

b
Calculos simples nos dao que @ = by e b = ay e assim, a(1—~2) = 0.
Portanto, @ = 0 ou ¥2 = 1. Se a = 0 entdo b = 0 e isso implica que
u = 0, absurdo. Logo, vy =1 ou —1.
Sey =1entdao a = becomo p;(h)(u) € U, segue que p;(h)(u) = v'u,
para algum 7/ € k. Matricialmente, temos

(1)-4(2)
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e isso implica que w' = w™!, ou seja, w? =1, o que é um absurdo, pois
2l < 2n = m e m é o menor inteiro positivo tal que w™ = 1.

Se v = —1entdo b = —a e como p;(h)(u) € U, segue que p;(h)(u) =
~"u, para algum v € k. De maneira inteiramente aniloga ao anterior,
chegaremos ao mesmo absurdo.

Portanto, {x1, X2, X3, X4, 01, 1 <1 <n—1} é um conjunto de repre-
sentagoes irredutiveis de D,,,. Mostremos que tais representagoes nao
sao duas a duas equivalentes.

Como as representagoes x;, 1 < j < 4 possuem dimensao um, as
mesmas nao sao equivalentes as representagoes p;, 1 <1 < n — 1, pois
estas ultimas possuem dimensao dois.

Sejam 1 < I3 < la < n — 1 e suponhamos, por absurdo, que p;,
e p1, sejam representagdes equivalentes. Entao existe um isomorfismo
de k-espacos vetoriais S : k? — k? tal que (Spi, (s))(v) = (p1,(5)9)(v),
para quaisquer s € G e v € k?. Em particular, para s = h e v = vy,
temos por um lado que

(Spu, (R))(v1) = S(pi, (B)(v1)) = S(w'vr) = W' S(va),

em que a segunda igualdade segue de (1.2).
Por outro lado, escrevendo S(v1) = avy + buy em fungdo da base g
de k?, temos que

(P, (h)S)(v1)

P (R)(S(v1))
pi, (h)(avy + bvz)

= a(pi,(R)(v1)) + b(p1, (h)(v2))
= awl2v1 + bw_l2’027

em que a ultima igualdade segue de (1.2). Mas
wllS(vl) = wll(avl +buy) = aw'?vy + bw 20,

e assim, a(wh —w'?) =0 e b(wh —w™2) = 0. Além disso, S(v1) # 0,
pois S é um isomorfismo e com isso, a # 0 ou b # 0. Se a = 0 entao
b # 0 e portanto, w' = w™!2 e isso implica que w2 =1, 0 que ¢
absurdo, pois I1 +1s < m e m é o menor inteiro positivo tal que w™ = 1.
Seb=0entdo a# 0 e wh = w!, um absurdo, pois 1 <1} <lp <n—1
e portanto, wh # W',

Finalmente, vejamos que as representacoes x1, X2, X3 € X4 Na0 Sao
duas a duas equivalentes.

Sejam k,t € {1,2,3,4}, k # t. Suponhamos, por absurdo, que X
e x¢ sejam representacgoes equivalentes. Entao existe um isomorfismo
de k-espagos vetoriais S : k — k com S(1) = «, para algum o # 0
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e (Sxu(s))(r) = (xt(s)S)(r), para quaisquer s € G e r € k. Em
particular, para r = 1, temos

(Sxr()(1) = Shx(s)(1))
= xx(s)(1)S(1
= xk(s)(Da
= axx(s)(1)

)

e também

(xe(s)9)(1) = xe(s)(S(1
= ( )xt(s)
= axi(s)(1)
Como « # 0, xx(s)(1) = x:(s)(1) e como {1} é uma base de k,
segue que xi(s) = xt(s), para todo s € G. Logo, xx = Xt, absurdo,
pois como k # t, xr # x¢. Concluimos que as representagdes x1, X2, X3

e x4 nao sao duas a duas equivalentes.
Sendo m par, a quantidade de classes de conjugacao de D,, é igual
a n + 3. Pela proposicao anterior, segue que que {x1, X2, X3, X4, 21, 1 <
I <n—1} é um conjunto completo de representagoes irredutiveis e nao
equivalentes de D, . [ |

)
(1)

A partir de duas representagoes podemos obter novas representa-
¢oes. A seguir, recordamos a soma direta e o produto tensorial de
representagoes, respectivamente.

Definicao 1.2.8 ([27], pg. 4) Sejam p : G — GL(V) eo : G —
GL(W) representagdes de G. Definimos a representag¢io soma direta
p®o:G—= GLVaW) por (p&o)(g)(v,w) = (p(g)(v),o(g)(w)), para
quaisquer g € G e (v,w) €V O W.

Definicao 1.2.9 ([27], pg. 4) Sejam p : G — GL(V) eo : G —
GL(W) representagoes de G. Definimos a representac¢ao produto ten-
sorial p&a : G — GL(V&W) por (p@a)(g)(v&w) = p(g)(v)@0(g)(w),
para quaisquer g € G ev@w eV W.

1.2.2 Representagoes de algebras

Nessa subsecao recordamos algumas defini¢oes e resultados princi-
pais tteis aos capitulos posteriores, utilizamos as bibliografias (8], [11]
e [22]. Embora trabalhemos com &lgebras finito dimensionais, alguns
dos resultados e defini¢oes apresentados valem independentemente da
dimensao, como por exemplo, a definicao de representagao de algebra.
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Definigao 1.2.10 ([11], Definition 2.3.1.) Seja A uma dlgebra sobre
um corpo k. Uma representacio de A é um par (M,T), em que M
é um k-espago vetorial e T : A — Endg(M) é um homomorfismo de
k-dlgebras.

Algumas vezes escrevemos apenas 1" ou M para nos referirmos a
uma representacao. A k-algebra Endg (M) é chamada algebra de endo-
morfismos do k-espago vetorial M cujo elemento unidade é a identidade
Iy;. Se a dimensao de M é finita, dizemos que a representacao ¢é finito
dimensional. Mais especificamente, se dimyM = n, a representacao
diz-se de grau ou dimensao n.

Proposicao 1.2.11 ([22], Se¢ao 1.3) Seja A uma k-dlgebra. Entao
as representacoes de A estao em correspondéncia biunivoca com os A-
mddulos & esquerda.

Demonstragao: Se T : A — Endg(M) é uma representacao de A,
entdo M ¢é um A-mo6dulo & esquerda com a agdo am := T'(a)(m), para
quaisquer a € Aem € M.

Reciprocamente, se M é um A-modulo & esquerda, entdo é facil ver
que M é um k-espago vetorial (pois A é uma k-algebra). Para cada a €
A, definimos T'(a)(m) := am, para todo m € M, decorrendo entao que
T & um morfismo de 4lgebras. Logo, o par (M, T) é uma representagao
de A. Notemos que se A é outra representagao associada a estrutura
de A-modulo de M, isto é, A(a)(m) = T(a)(m), para quaisquer a € A
em € M, entao T = )\ e temos uma bijegao. [

Em particular, fixada uma k-algebra A, as representacoes finito di-
mensionais de A estao em correspondéncia biunivoca com os A-moéddulos
a esquerda finito dimensionais.

Nesse trabalho, todos A-modulos séo considerados a esquerda, assim
a palavra esquerda seré omitida. A proxima defini¢cao sera muito usada,
uma vez que nossas representagoes sao todas finito dimensionais e por
isso caracterizadas por matrizes.

Definic¢ao 1.2.12 ([8], (10.17) Definition) Sejam T : A — Endg(M)
uma representacao finito dimensional de A de grau n, isto €, dimyM =
n e  uma base de M sobre k. Para cada a € A, seja T(a) € M, (k) a
matriz de T(a) em relagio & base 8. Entao T : A — M, (k), em que
a — T(a), é chamada representagao matricial de T (ou M ).

Dada uma representagao (M, T) de grau n e tendo em vista a defi-
ni¢ao acima, a agao dada na Proposicao 1.2.11 é representada matrici-
almente por [T'(a)(m)]g = [T'(a)]g[m]g, em que S é uma base de M e
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[m]g é o vetor coordenada de m em relacdo & base . Em muitos dos
calculos desse trabalho faremos uso desse fato, sem qualquer mengao
a0 mesmo.

Definigao 1.2.13 ([8], (10.12) Definition) Sejam T} : A — Endg(M;)
e Ty : A — Endy(Ms) duas representacoes de A. Dizemos que Ty e Ty
sGo representagoes equivalentes se existe um isomorfismo de espagos
vetoriais S : My — Ms tal que Tz(a)S = STi(a), para todo a € A.

De acordo com ([11], pg. 5), uma subrepresentagido de uma repre-
sentagdo T' de A, T': A — Endk(M), é um subespago vetorial N de M
tal que T(a)(N) C N, para todo a € A. Naturalmente que {0} e M
sao subrepresentacoes de A.

Uma representacgao de A, T : A — Endg(M), é irredutivel se nao
existe um subespago vetorial nao trivial N de M tal que T'(a)(N) C N,
para todo a € A. Caso contréario, é redutivel. Equivalentemente, uma
representacao de A é irredutivel se as unicas subrepresentacoes de A
sao {0} e M.

Para o que segue, sugerimos ([22], se¢bes 5.5 e 5.6), onde tanto a
algebra quanto as representacoes sao finito dimensionais. Dada uma
representagao 7', usamos a notacao My = M para denotarmos a es-
trutura de A-moédulo do espago vetorial M associado, cuja acao é dada
pela Proposicao 1.2.11. Lembramos que um A-modulo M é denomi-
nado simples se seus tnicos submodulos sao 0 e M.

Proposicao 1.2.14 Seja T : A — Endgx(M) uma representagio de A.
Entao Mt é um A-mddulo simples se, e somente se, a representacao
T € irredutivel.

Demonstragao: Suponhamos, por hipotese, que T seja irredutivel.
Seja N um A-submoédulo de M7 e como A é uma k-dlgebra, N torna-se
um k-espaco vetorial. Por outro lado, pela acao referida acima, restrita
a N, temos que T'(a)(N) = aN C N, para todo a € A. Assim, N =0
ou N = M(= Mry), pois T & irredutivel. Logo, M7 é um A-mo6dulo
simples.

Agora, mostremos que T ¢é irredutivel. Seja N um subespago veto-
rial de M tal que T(a)(N) C N, para todo a € A. Obviamente que N
é um A-modulo com a agdo, an = T'(a)(n) € N, para quaisquer a € A
en € N, que é a agao referida acima, restrita a N. Logo, N torna-se
um A-submoédulo de M e sendo esse simples, segue que N = 0 ou
N = Mr(= M). Portanto, T é irredutivel. |
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Proposicao 1.2.15 Sejam T : A — Endg(M) e F : A — Endg(M’)
representagées de uma dlgebra A. Os A-mddulos My e My sao iso-
morfos se, e somente se, T e F' sdao equivalentes.

Demonstragdo: Suponhamos que os A-médulos My e M} sejam iso-
morfos e consideremos S : My — M}, o tal isomorfismo de A-mo6dulos.
Temos que

S(T(a)(m)) = S(am) = aS(m) = F(a)(S(m)) = (F(a)S)(m),

para quaisquer a € A e m € M, ou seja, T e F sdo equivalentes.

Agora, suponhamos que T e F sejam equivalentes. Entao existe
um isomorfismo de k-espagos vetoriais S : M — M’ tal que ST(a) =
F(a)S, para todo a € A. Mostremos que S ¢ um morfismo de A-
modulos. Sejam a € A e m € M. Entao

S(am) = 5(T(a)(m)) = F(a)(S(m)) = aS(m).
Portanto, os A-moédulos Mt e M} sao isomorfos. ]

Definigao 1.2.16 Sejam A uma dlgebra e T : A — Endg(P),S: A —
Endg(N) duas representagoes de A. Entao T @ S : A — Endg(P® N),
em que

(T'@ 5)(a)(p,n) = (T(a)(p), T(a)(n)),

para quaisquer a € A,p € P en € N, € uma representacao de A,
denominada soma direta.

Defini¢ao 1.2.17 Sejam A wuma bidlgebra e T : A — Endg(P),S :
A — Endg(N) duas representagoes de A. Entido T®S : A — Endg(P®y
N), em que

(T'@ S5)(a)(p@n) = T(a1)(p) © S(az)(n),

onde A(a) = a1 ® as, € uma representacao de A, denominada produto
tensorial.

Proposicao 1.2.18 Sejam A uma bidlgebra, T : A — Endg(P), S :
A — Endg(N) duas representagoes de A. Entao My @ Mg = Mrgs e
Mp & Mg = Mpgs como A-mddulos.

Demonstracao: Notemos que My ® Mg = P® N = Mpgs, como
k-espagos vetoriais.
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Sejam a € A,p € Pen € N. Como A é uma bidlgebra e My, Mg
sao A-modulos com as agoes definidas pelas representagoes T e S, res-
pectivamente, temos que a estrutura de A-moédulo de My ® Mg é

a)(p@n) = a1p®asn
= T(a1)(p) ® S(az)(n).

Por outro lado, a estrutura de A-mé6dulo de Mrggs é

a-(pen) = (T'e®S)(a)(p@n)
= T(a1)(p) ® S(az)(n),
em que a ultima igualdade segue pela defini¢ao anterior. Portanto,
Mp ®@ Mg = Mpgs como A-modulos.
Analogamente, como k-espagos vetoriais, M & Mg = P® N =
Mrgs. A agao de A em My & Mg é definida por

a-(p,n) = (ap,an) = (T(a)(p), T(a)(n)).
A agdo de A em Mrgs = P @® N é dada da seguinte forma
a-(p,n) = (T & S)(a)(p,n) = (T'(a)(p), T(a)(n)).
Portanto, os A-médulos Mr & Mg e Mrgs sao iguais. [ ]

Voltamos nossa atencao para as relagoes entre as representagoes
das &lgebras de grupo kG e as representagoes do grupo finito G que
possuem relevancia no Capitulo 4.

Proposicao 1.2.19 ([8], pg. 45) Existe uma bije¢io entre as repre-
sentacgoes de um grupo finito G e da dlgebra de grupo kG.

Demonstragao: SeT : G — GL(M) é uma representacdo de G entéo é
possivel estender T para uma representagao de kG, T : kG — Endy (M),
definindo T'(3>" kyg) = > k,T'(g).

Além disso, T estende-se de maneira tnica a T. De fato, supo-
nhamos uma representacao p : kG — Endg(M) que seja uma outra
extensdo de T, ou seja, p|¢ = T. Entéo

T(Y kgg) =Y kgT(9) = kgpla(g) = p(>_ kq9)-

Portanto, T' = p.
Seja agora F' : kG — Endg(M) uma representagao de kG. Conside-
ramos a restricdo F' = F|g. Notemos que F(g) € GL(M), pois

F(9)F(g~')=F(9)F(9~") = F(99~") = F(lg) = Iu.
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Analogamente, F(g~')F(g) = In;. Logo, F(g) é invertivel para
cada g € G, ou seja, I’ € uma representagao de G. [

O préximo resultado segue do fato de que os kG-submodulos de M
sdo precisamente os G-subespagos de M, veja ([8], pg. 48).

Proposicao 1.2.20 Se T : G — GL(M) € uma representacdo irredu-
tivel de G entdo T € uma representacdo irredutivel de kG. Ainda, se F
¢ uma representagdo irredutivel de kG entio F|g é uma representacdo
irredutivel de G.

Lema 1.2.21 Sejam A uma dlgebra e B C A uma subdlgebra. Sejam
p: B — Endg(M) e 7 : B — Endg(N) representagoes irredutiveis e
nao equivalentes de B tais que seja possivel estendé-las para represen-
tagoes p: A — Endg(M) e 7 : A — Endg(N) de A. Entao p e T sdo
representagoes irredutiveis e nao equivalentes de A.

Demonstragao: Suponhamos que p nao seja irredutivel. Entao existe
um k-subespago vetorial nao trivial M’ de M tal que p(a)(M') C M’,
para todo a € A. Em particular, p(b)(M') = p(b)(M’) C M’, para todo
b € B. Isto contradiz o fato de p ser irredutivel. Logo, p é irredutivel.
A mesma anélise vale para 7.

Suponhamos que 5 : A — Endgy(M) e 7 : A — Endg(N) sejam
equivalentes. Entao existe um isomorfismo de k-espagos vetoriais S :
M — N tal que S(p(a)(m)) = 7(a)(S(m)), para quaisquer a € A e
m € M e, em particular, para todo b € B, S(p(b)(m)) = 7(b)(S(m)).
Consequentemente, S(p(b)(m)) = 7(b)(S(m)), para quaisquer b € B e
m € M. Isso nos diz que p e T sao representagoes equivalentes de B, o
que é absurdo. Portanto, p e T sao representagdes nao equivalentes. m

Observagao 1.2.22 Sabemos que {x1, x2,X3, X4, 01,1 <1 <n—1}¢é
um conjunto completo de representacoes irredutiveis de D, .

Pela Proposigao 1.2.19, x; (j = 1,2,3,4) e pp (1 <1 < n—1)
estendem-se de modo tnico, respectivamente, para x;’ (7 =1,2,3,4) e
para p;’ (1 <1<mn—1). Além disso, pela proposi¢ao acima as mesmas
sao todas irredutiveis e nao equivalentes entre si. Logo,

{X117X2/u X3/7 X4/>Pl/71 < l <n-— 1}

é um conjunto completo de representagoes irredutiveis de kD,,.

No decorrer do trabalho as representacoes irredutiveis de kID,,, serao
denotadas pelo conjunto S = {x1, x2, X3, X4, 01,1 <1 < n—1}. Para
fixarmos notagao

S = {MX17MX27MX3’MX4’M

1 <l<n—1},
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é o conjunto de todos os kD,,-mo6dulos simples nao isomorfos finito
dimensionais associados as representagoes irredutiveis, nao equivalentes
e finito dimensionais de kID,,, ditas acima.

Observagao 1.2.23 Se M e N sao espacos vetoriais isomorfos, as k-

algebras Endg (M) L Endg(N) sao isomorfas. Portanto, se (M,T) é
uma representagao da k-algebra A, entdo (N, fT) é uma representacao
de A. O caso particular em que dimgM = n = dimyN, nos da os
isomorfismos de k-algebras Endy (M) ~ M,, (k) ~ Endg(N).

Tal fato aplica-se em particular para as representagoes irredutiveis
Xjs J € {1,2,3,4}, de kD,, de dimensao 1. Temos que M, ~ k como
espagos vetoriais. Dai, as dlgebras Endy (M, ;) e Endy (k) sao isomorfas.
E sabido, além disso, que Endy (k) e k também sdo algebras isomorfas.

Tendo isso em mente, as representagoes x; de kD, serdo escritas
como Y; : kD, — k e nao faremos nenhuma mengao quanto a isso.

O mesmo comentario para as representacoes irredutiveis p; de kD,,
de dimensao 2, para todo 1 <[ <n — 1. Os kD,,-médulos irredutiveis
M,, sdo isomorfos a k2 como espacos vetoriais e como tal, no tltimo
capitulo, a base 8 = {v1,v2} € usada como base dos M, s, para todo
1 <1<n-—1. A diferenca entre os M,;ls é dada pela agao descrita na
igualdade (1.2).

E possivel definir o caracter para algebras.

Definicao 1.2.24 ([11], Section 3.6) Sejam A uma k-dlgebra e T :
A — Endg(V) uma representagao de dimensao finita de A. Entdo o
caracter de T € a funcdo linear up : A — k definida por ur(a) =

tr(T(a)).

O caracter de um A-modulo M, denotado por s, é o caracter da
representacdo T : A — Endg (M), em que T' é representagao associada a
M, como explicado na Proposicao 1.2.11. O teorema a seguir também
pode ser traduzido em termos de representagdes de A. Lembremos
que um A-moédulo é denominado semissimples se é uma soma direta de
modulos simples ([22], Section 2.3).

Teorema 1.2.25 ([15], Theorem (7.19)) Sejam k um corpo de caracte-
ristica 0 e A uma k-dlgebra. Se M e M’ sao A-mdédulos finito dimensi-
onais e semissimples tais que pyr = pp entao M e M' sao A-mddulos
isomorfos.

Para a proxima definigao seja L uma extensao do corpo k, A uma
k-algebra e ¥V um A-modulo finito dimensional. Denotamos por AX a
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L-algebra A ® L e por VI o AF-médulo V ® L. Para mais detalhes,
veja ([8], Section 29).

Definicao 1.2.26 ([8], Definition (29.12)) Sejam A uma k-dlgebra e
V um A-mddulo simples finito dimensional. Chamamos V de absolu-

tamente simples se VI é um AV -médulo simples para cada extensio L
de k.

Teorema 1.2.27 ([8], Corollary (29.15)) Sejam V um A-mddulo sim-
ples, em que A € uma k-dlgebra e L o fecho algébrico de k. Se V¥ é
simples entao V' € absolutamente simples. Em particular, para dlgebras
sobre corpos algebricamente fechados, todo mddulo simples € absoluta-
mente simples.

Teorema 1.2.28 ([15], Theorem (7.20)) Sejam M e M’ mddulos sobre
uma k-dlgebra A, com M absolutamente simples sobre A. Suponhamos
que dimgM = dimyM' ou M’ é simples. Entdo up = pne Se, €
somente se, M ~ M’.

Finalizamos essa subsecao com trés resultados que serao tteis mais
adiante. O primeiro no Capitulo 3 e os demais no Capitulo 4.

Proposicao 1.2.29 ([15], Proposition (4.6)) Seja A um anel. Entao
A

e ——— possuem 0s mesmos mddulos simples a esquerda.

rad(A)
Proposicao 1.2.30 (|22], Section 2.5, Lemma a) Sejam A uma dlgebra
e {N;}ier uma familia de A-mddulos simples. Entdo todo submddulo
de M = @®;c;N; € isomorfo a um mddulo da forma ®;c;N;, em que
JCI.

Proposicao 1.2.31 ([11], Theorem 4.1.1 (i) - Maschke) Sejam G um
grupo finito e k um corpo cuja caracteristica nao divide a ordem de G.
Entao a dlgebra kG é semissimples.
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1.3 Anéis de Grothendieck

Iniciamos esta secao escrevendo algumas nogoes sobre categorias que
sa0 necessarias para a definigao de grupo e de anel de Grothendieck na
Subsegao 1.3.2. Na sequéncia, calculamos o anel de Grothendieck da
categoria xp,, m, em que m = 2n. Este exemplo é utilizado no Capitulo
3, para caracterizar outros anéis de Grothendieck. Finalizamos a se¢ao
calculando o anel de Grothendieck da categoria m, em que H é uma
algebra de Hopf pontuada finito dimensional.

1.3.1 Nogoes basicas de categorias monoidais e lo-
calmente finitas

Consideramos conhecidos os conceitos bésicos de categoria abeli-
ana, categoria k-linear, categoria monoidal e rigida, de acordo com as
referéncias [10] e [18], assim como, os conceitos de sequéncias exatas e
funtores exatos. No entanto, o produto tensorial da categoria monoidal
é essencial para descrevermos o produto no anel de Grothendieck e,
por este motivo, iniciamos relembramos a definicao de uma categoria
monoidal.

Defini¢ao 1.3.1 Uma categoria monoidal é uma cole¢io (C,®,1,a,
l,r), em que C € uma categoria, ® : € x C — C € um bifuntor, denomi-
nado produto tensorial, 1 € um objeto em C, a,l e r sao isomorfismos
naturais entre os funtores ((—®—)®—) e (—(-®-)), 18— ele, —®1
e Ie, respectivamente, tais que, para quaisquer objetos X, Y, Z, W € C,
valem os axiomas do pentdgono e do tridngulo, ou seja

axy,zewoxey.zw = (Ix @ ayzw)axyvezw(oxyz ® Iw)

(Ix ®ly)axiy =rx @ Iy.
Exemplo 1.3.2 ([18], Ejemplo 3.1.1 (5)) Se H é uma bialgebra sobre
um corpo k entao a categoria ym, dos H-modulos & esquerda finito
dimensionais, ¢ monoidal. O produto tensorial é o produto tensorial
sobre o corpo k. Se VW € gm entao a agao em V ® W é definida por
h(v ® w) = h1v ® how,

para quaisquer h € Hiv eV ew € W.
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De modo similar, a categoria my, dos H-modulos & direita finito
dimensionais, é monoidal. Se VW € my entdo a acdo em V @ W é
definida como segue.

(v @ w)h = vhy ® wha,
para quaisquer h € HveVewe W.

No exemplo a seguir e no decorrer do texto, usamos a notagao de
Sweedler para comodulos, isto &, se (V, p) é um C-comodulo a esquerda
entdo denotamos p(v) = v(_1) ® v(g), para qualquer v € V. Se (V,p)
¢ um C-comoédulo a direita entao denotamos p(v) = v(g) ® v(1), para
qualquer v € V.

Exemplo 1.3.3 (|26], Chapter 11) Se H é uma bialgebra sobre um
corpo k entdo a categoria “m, dos H-comédulos & esquerda finito di-
mensionais, ¢ monoidal. O produto tensorial é o produto tensorial sobre
o corpo k. Se V, W € f'm entdo a coacdo em V @ W ¢ definida por

plv® w) = v1yw(-1) @ v(0) ® W),

para quaisquer v € Ve w € W.

De modo similar, a categoria m’,| dos H-comédulos a direita finito
dimensionais, ¢ monoidal. Se V,W € m* entdo a coacio em V @ W é
definida por

plv @ w) = v(0) @ wo) @ V)W),

para quaisquer v € V e w € W.

Exemplo 1.3.4 Por ([10], Corollary 5.3.7), se H é uma algebra de
Hopf com antipoda bijetora entdo a categoria gm é rigida. O mesmo
para a categoria mZ. Por (|26], Corollary 7.6.4), as algebras de Hopf
pontuadas possuem antipoda bijetora. Portanto, se H é uma algebra
de Hopf pontuada entdo as categorias ym e m* sio rigidas.

As definigoes e resultados a seguir caracterizam as categorias ne-
cessarias para a definicao de um grupo de Grothendieck, na préxima
subsegao.

Definigao 1.3.5 ([10], Definition 1.5.1) Seja € uma categoria abeliana.
Um objeto X em C € simples se é diferente de zero e, além disso, 0 e
X sao seus unicos subobjetos. Um objeto X em € € semissimples se
€ uma soma direta de objetos simples. A categoria C € uma categoria
semissimples se todo objeto de C € semissimples.
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Definigao 1.3.6 ([10], Definition 1.5.3) Sejam C uma categoria abeli-
ana e X um objeto de C. Dizemos que X tem comprimento finito se
existe uma filtracdo

O:Xnglgan—ngn:X

%

tal que , denominado fator de composicdo, € um objeto simples

i—1
para todo i. FEssa filtragdo € denominada série de Jordan-Hdélder. Di-
zemos que uma sé€rie de Jordan-Hélder contém um objeto simples Y

é

com multiplicidade m, se a quantidade de valores i tais que

i—1
isomorfo a Y € igual a m. Denotamos por [X : Y] a multiplicidade de
Y na série de Jordan-Hélder de X .

Teorema 1.3.7 ([10], Theorem 1.5.4) Seja C uma categoria abeliana.
Seja X em C um objeto com comprimento finito. Entao qualquer filtra-
¢ao de X pode ser estendida a uma série de Jordan-Holder e quaisquer
duas séries de Jordan-Holder de X contém os mesmos fatores de com-
posi¢ao e com a mesma multiplicidade.

Devido o teorema anterior, podemos definir o comprimento de uma
série de Jordan-Holder.

Definicao 1.3.8 ([10], Definition 1.5.5) O comprimento de um objeto
X € o comprimento da sua série de Jordan-Hélder (se ela existir).

Definic¢ao 1.3.9 ([10], Definition 1.8.1) Uma categoria abeliana e k-
linear C € dita localmente finita se

(i) O k-espago vetorial Home(X,Y') possui dimensao finita, para quais-
quer dois objetos X, Y em C.

(ii) Todo objeto em C possui comprimento finito.

Exemplo 1.3.10 ([10], pg. 10) Seja A uma algebra sobre um corpo k.
A categoria 4m é localmente finita.

Exemplo 1.3.11 ([10], Proposition 1.9.5) Seja C uma coalgebra sobre
um corpo k. A categoria m® é localmente finita.

1.3.2 Anéis de Grothendieck

Nesta subsecao, apresentamos a definicdo de grupo de Grothendi-
eck para uma categoria abeliana k-linear cujos objetos possuam com-
primento finito. A menos que se diga o contrario, é considerado uma
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categoria com estas caracteristicas. Adicionalmente, em categorias que
também forem monoidais e rigidas, por meio do produto tensorial,
é possivel definir um produto associativo no grupo de Grothendieck,
tornando-o um anel.

Para o que segue, sugerimos a referéncia [10]. Consideramos {S;}icr
um conjunto de representantes das classes de objetos simples em C.

Definigao 1.3.12 (/10], Definition 1.5.8) O grupo de Grothendieck de
C, denotado por G(C), é o grupo abeliano livre gerado pelas classes de
isomorfismos [S;] de objetos simples em C. Para cada objeto X em C
associamos [X| € §(C) dada pela formula

[X] =[x - Sillsi],

%

em que [X : S;] é a multiplicidade de S; na série de Jordan-Holder de
X.

Observagao 1.3.13 Sejam X,Y objetos simples em C tais que [X] =
[Sk] e [Y] = [S,] para alguns k,j € I, isto ¢ X ~ S e Y ~ S;. Entéo
X@Y ~ S, @ S, eportanto [X @Y : S;] =[Sy @S, : ], para cada
i € I, pois uma série de Jordan-Hélder de X € Y induz uma série de
Jordan-Holder de Sy @ S;, devido o isomorfismo. Consequentemente,
[X@Y] = [Sk®S;]. Por outro lado, os fatores de composicao de Si, ®.S;
sao S e S e os fatores de composicdo de X @Y sao X e Y. Deste
modo,
X+ [Y]=[XaY]=[S:®S;] =[Sk +[5]

Portanto, a soma definida acima estd bem definida. Isso finaliza a
observagao.

A proposigao a seguir esclarece como elementos quaisquer do grupo
de Grothendieck se relacionam. Iniciamos enunciando um lema, cuja
demonstracao detalhada pode ser encontrada em ([24], Proposi¢ao
1.3.11).

Lema 1.3.14 Se0 - X — Y — Z — 0 € uma sequéncia exata curta
em uma categoria localmente finita entao os fatores de composicdo de
Y sao exatamente os fatores de composicio de X e de Z, a menos de
isomorfismo.

Proposigao 1.3.15 Se 0 - X — Y — Z — 0 € uma sequéncia exata
curta em C entio [Y] = [X] + [Z] em §(C).
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Demonstragao: Sejam [X]| =) .[X : S;][Si] e [Z] = > ,[Z : Sk][Sk].
Pelo Lema 1.3.14, segue que

V=D _1X SIS+ 312 Si[Sk] = [X] + [2].
i k
Corolario 1.3.16 Sejam X,Y € C. Entio (X Y] = [X] +[Y] em
g(©).

Demonstragao: Lembramos que 0 - X - X ®Y — Y — 0 é uma
sequéncia exata curta em C e assim, pela proposi¢ao anterior, segue que
(X @Y]=[X]+[Y] em G(C). [

Corolario 1.3.17 Sejam X,Y € C tais que X ~ Y. Entdio [X] = [Y]
em G(C).

Demonstracgao: A sequéncia 0 - X — Y — 0 — 0 é exata curta em
C, logo [Y] = [X] em G(C). |

Adicionalmente, se € for uma categoria monoidal entdo é possivel
dar uma estrutura de anel & §(C).

Teorema 1.3.18 Seja C uma categoria abeliana, k-linear, monoidal e
rigida tal que todo objeto tem comprimento finito. Entao a relagao

[Si][S,] = [Si @ Sj] =D _[(Si ® ;) : Skl[Sul, i, 5 €T,

kel
define uma multiplicagao associativa em G(@).

Observagao 1.3.19 No teorema acima a igualdade

[Si ® 85] =Y _[(Si ® 8;) = Sil[Selsi i € 1,

kel

é relevante, pois o produto deve continuar compativel com a Defini¢ao
1.3.12.

Demonstragao: Mostremos que o produto esta bem definido. Sejam
X,Y € C objetos simples tais que X ~ S; e Y ~ 5}, para algum ¢ € I
e algum j € I. Entao as sequéncias

0=-0—=-8—-X—-0, 0=-5,—=-Y—=0—=0
sao exatas curtas em C. Isto implica que as sequéncias

0-0—=2505—=-X®S5 =0
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0-X®S;-X®Y —=>0—-0

sao exatas, pois estamos supondo € uma categoria rigida e neste caso
o produto tensorial ¢ biexato ([18], Observacion 3.4.5). Consequente-
mente, pela Proposicao 1.3.15,

[S;® S;] =[X®Y].

Agora, mostremos que o produto é associativo.

Sejam 4,j,p € I. Como o funtor _ ® S, é exato, os fatores de
composicao de (S; ® S;) ® S, sdo os fatores de composigao de S ® Sp,
em que Sj, é fator de composicao de S; ® S;. Assim, para cada ! € I,

[(S:®8;) @8, : 5] = [Si®8;: Sk[Sk @S, : ] (1.3)
kel
Analogamente, o funtor S; ® _ é exato e os fatores de composicao

de S; ® (S; ® Sp) s@o os fatores de composicao de S; ® Sy, em que S,
¢ fator de composicao de S; ® Sp. Assim, para cada [ € I,

[Si @ (S; @ 8p) : Si] = [S;®Sp: 5,][8i ® S, : S (1.4)
rel
O produto tensorial é associativo, ou seja, (S;®S5;)®S, ~ S;®(S;®
Sp). Logo, paracadal € I, [(S; ®5;)® S, : 5] =15 ®(S;®@5p) : Si].
Deste modo, para quaisquer i, j,p € I, temos

([SillSiDISs] = 2perlSi ® S; 1 Sk][Sk][Sp]
= D kierlSi ® S Sk][Sk ® Sy Si][S1]
E oy alSi®8)©S, : Ss)
= D kierlSi @ (S5 © 5p) : Sif[S1]
(1.9) :

= Zk,lel Sj & Sp : Sr][.% ® S, : Sl][Sl]
=[S X k1er[55 ® Sp 2 Sp][S)]
= [SJ([S5][Sp))-

Na sequéncia calculamos dois exemplos de anéis de Grothendieck.
Um deles é o anel de Grothendieck da categoria de representagoes da
algebra de grupo kD,,, em que m é par. O outro é o anel de Grothen-
dieck da categoria dos comoédulos finito dimensionais de uma &lgebra
de Hopf pontuada finito dimensional.
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1.3.3 Anel de Grothendieck de yp, m

Nesta subsegao, calculamos o anel de Grothendieck da categoria
kD, M, em que m = 2n. Optamos em calcular apenas o caso em que m
é par, pois o utilizamos para caracterizar outros anéis de Grothendieck
no Capitulo 3, onde as algebras consideradas sdo &lgebras de Hopf
pontuadas sobre kID,,, com m par, mais especificamente, m = 4t,t > 3.
A restricao de que m seja um namero par é relevante, pois para m
impar, a teoria de representagoes para kD,,, apesar de bem conhecida
na literatura, é diferente. Veja, por exemplo, ([25], Section 5.3).

Pelo Exemplo 1.3.10, xp, m é localmente finita e assim, pela de-
finigao 1.3.12, G(kp,,m) é o Z-modulo livre gerado pelo conjunto das
classes de isomorfismos de objetos simples. Observamos que em gp,, m
os objetos simples sao os kD,,-mo6dulos simples.

A Observagao 1.2.22 nos diz que

S = {MX17MX2’MX3aMX47Mp”1 S l S n— 1}

é o conjunto de todos os kID-mo6dulos simples nao isomorfos finito di-
mensionais. Ent&o, §(xp,, m) é o Z-mo6dulo livre gerado pelo conjunto

T = {[MX1]’ [MX2]7 [MX3]7 [MX4]7 [MPLL 1 S l S n— 1}

Pelos Exemplos 1.3.2 e 1.3.4, yxp,,m ¢ uma categoria monoidal e
rigida, respectivamente. Logo, §(kp,,m) é um anel com o produto defi-
nido como no Teorema 1.3.18, ou seja,

[MM] [M'r] = [Mu ® MT] = [MI—L®T}7

em que M,, M, € 8. A seguir, calculamos as regras de fusao deste
anel de Grothendieck. Para uma apresentacao mais clara e efetiva dos
resultados, fixamos a seguinte nota¢do. Aqui é bom ter em mente a
Tabela 1.1.

X0,0 *= X1 X1,0 *= X2, X0,1 ‘= X3, X1,1 ‘= X4-
Deste modo,
Xe5(97R%) = (=1)* (=1,
em que £,0,a € {0,1} e b € {0,1,--- ;m — 1}. Lembramos que duas
representacoes p, T sao equivalentes se existem bases o e 3 de M, e de
M., respectivamente, nas quais [p(t)]o = [T(t)]g, para todo t € kD,,.

Proposigao 1.3.20 Valem as seguintes regras de fusao no conjunto
S = {X1?X2ax3ax47pla 1 < l <n-— 1}
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Se ¢,6,8,0 € {0,1} = Za entdo
Xe,6 @ Xe 5 ™~ Xeqz,643
Sel,te{l,---,n—1} entao
p1r® X0,0 = pL = Pr & X1,0

Pl X0,1 = Pl = pr D X1,1,

Pyt @ pi—t, LF#tel+tF#n,
X0,1DX1,1 D pi—t, | Ftel+t=mn,
P20 D x00 D X1,0, | =1t e2F#n,

X0,1 ® x1,1 € X0,0 D X1,0, [ =1t €2l =n.

L& pr =

Demonstragao: Sejam ¢,6,%,0,a € {0,1} e b € {0,1,--- ,n}. Consi-
deramos x. s ® Xz 3 : KDy, — Endg(k ® k) e notemos que

(Xes @ X=5)(9"R0)(r @ s) = Xes(g°h")(r) @ xz5(9°h")(s)
1

= (=D*(=D"re (=1)*(-1)"s
— ( )a(s+s)( )b(5+57"®8

= Xeys, 6+6(g hb )( ®S)
para quaisquer 7, s € k. Logo, x¢,s ® Xz5 ™ Xeiz.645-
Seja I € {1,--- ,n — 1}. Lembramos que o caracter de p; satisfaz
for (h?) = w! +w™' e p,, (gh’) = 0. Consideremos a representacio

o1 @ X10 : kD, — End (k* @ k).

Seja B = {v1, v2} uma base de k> = M,,, como na Subsegao 1.2.1, entdo
0={v1 ® 1,03 ® 1} é uma base de k> @ k e

el = (5 ),

[(p1 ® x1,0)(gh®)], = ( —SJ”’ %L())ilb > .

As igualdades anteriores seguem de:

(Pt ® x1,0)(h") (01 ® 1) = py(h”)(v1) ® x1,0(h")(1)
= w0 @ (-1)°(=1)° = w(v; ® 1),
(P ® x1,0)(A") (02 @ 1) = py(A")(v2) ® x1,0(h")(1)
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=w Py 1),
(o1 ® X1,0)(gh") (01 ® 1) = pu(gh®)(v1) @ x1,0(9")(1)
=Wy @ (=1)1(~1)° = —w (v, ® 1),
(1 ® x1,0)(9h") (v2 @ 1) = pi(gh®) (v2) ® x1,0(9h") (1)
=—w v ®1).
Assim, usando os caracteres, fip,gy, o(h?) = W +w ™ = p, (h’) e
Por@xi.0(gh’) = 0 = p,, (gh®). Portanto, pelo Teorema 1.2.25, p; @

X1,0 = p;. De forma analoga, temos p; ® xo0,0 = pi-
Consideramos p; ® xo,1. Notemos que

(o1 ® x0,1) (") (01 @ 1) = pi(h)(v1) @ x0,1(R)(1)
_ Wlb,U1 ® (_1)0(_1)1) _ wlb+nb(’l)1 ® 1)7
(o1 ® x0,1) (") (v2 @ 1) = pi(h")(v2) ® x0,1(A)(1)
_ w—lbv2 ® (_ )O(—l)b — —lb—&-nb(v2 ® 1),
(pr ® x01)(gh") (v ®1) = pz(ghb)(vl) ® x0.1(gh")(1)
=W @ (=1)°(=1)" = """ (v ® 1),
(1 x0,1)(gh") (v2 @ 1) = pz(ghb)(vz) ® xo,1(gh")(1)
'Ul ® (_1) (_1)b = w lb-&-nb(,u1 ® 1)’

wlernb 0
0 wnbflb )

0 wflernb
(oo @l = oten < ).

assim

[(p1 ® x0,1)(h")],

Usando os caracteres,

sz®><o,1(hb) = lbonb o ynb=tb _ ()b 4 (n=Db

= w (Tt (b — (R,
Lip@xoq (9h°) = 0= p, _, (gh'),

entdo, pelo Teorema 1.2.25, p; ® x0,1 = pn—;. De forma analoga, p,_; =~
PL O X1,1-

Sejam [,t € {1,---,n — 1}. Consideramos p; ® p; : kD,, —
Endy (k% ® k?) e fixamos a = {v; ® v1,v1 ® vg,v3 ® v1,02 ® v3} uma

47



base de k? ® k2. Entdo, fazendo um célculo direto, obtemos

w(tb 0 0 0

0 wt=tb 0 0

[(p ® Pt)(hb)}a = 0 0 (=)D 0
0 0 0 w e

€

0 0 0  w b

0 0 w(flth)b 0

(o1 ® pi)(gh")]a = 0 it 0 0

wtH)b 0 0 0

Podem ocorrer os casos descritos abaixo.

1)1 #t 1+t #n Sejapy®p_y : kD, — Endg(k®> @ k?) e
v = {(v1,0), (0,v1), (0,v2), (v2,0)} uma base de k? @ k2. Entao

pre(B)(v1), pr—(h")(0))
G ,0),

pr+1(h*)(0), pr—e(R")(v1))
O,w by 1),

pr44(B")(0), pr—¢(A")(v2))

0, w—(l t)bv2)

prit(R”) (v2), pr—t(h*)(0))

(gt ® pr—) (A")(v1,0) = (
= (
(
= (
(
= (
(
= (w1l 0),
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (w

(Pt ® pr—e) (h*) (0, v1) =
(P14t @ pi—e) (h2)(0,v2) =
(Pt ® pr—t) (") (v2,0) =

Pz+t(9h )(v1), Plft(ghb)(()))

w

(Pt ® pr—t)(gh®)(v1,0) =

l+t)bv2 0 ,

prit(gh)(0), pr—e(gh”) (v1))

)

(pr+t @ pi—e) (gh®)(0,v1) = )
0.w (- t)b )
)

,w V2

(P4t @ pi—t)(gh")(0,v2) = Pl+t(9h )( p1-t(9h") (v2))

0,w v1)

pr4¢(gh®) (v2), pi—t(gh®)(0))
—(l+¢t)b )

)

(Pt @ pr—t)(gh®) (v2,0) =

1110

Logo,
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(+tb 0 0 0

0 Wi g 0

[(pre ® prt)(B")] = 0 0 w0 g
0 0 0 )

e

0 0 0 w0

0 0 w—(lft)b 0

(e @ p)@h) = | o oo 0

Gl 0 0 0

Portanto, p; @ pt = pi4++ © pi—t.

2) L #1t, I+t =n. Sejam x0,1 D x1,1 D pi—¢ : kD, — Endi(k ® k & k?)
en = {(17070)a (0707’01)’ (anva)a (07 170)} uma base de k & k @ k>.
Entao

(X01 @ X1,1 ® p1—)(h")(1,0,0) = (x0,1(h")(1),0,0)
= ((-1)",0,0),
(X0,1 ® x1.1 @ pi—)(h)(0,0,v1) = (0,0, p1— t( *)(v1))
= (0,0, W= vl)
(X0,1 ® x1.1 @ pi—1)(B)(0,0,v2) = (0,0, Pl t(h?)(v2))
— (0,0, w(HH0byy).
(X0,1 ® x1.1 @ pi—)(R)(0,1,0) = (0, x1,1(h")(1),0)
=(0,(-1)%,0),
(x0,1 @ X1,1 @ pi—t)(gh")(1,0,0) = (Xo,l(ghb)( ),0,0)
= ((-1)",0,0),
(X0.1 @ x1.1 @ p1—1)(gh")(0,0,v1) = WOMtQWX))
= (0,0,wby),
(X0, ® X1.1 @ pi—1)(gh")(0,0,v2) = (0,0, p1—¢(gh®)(v2))
= (0,0,w Dby,
(X0.1 @ X1.1 @ p1—1)(gh®)(0,1,0) = (0,x1,1(gh")(1),0)
= (0,(-1)"**,0)
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e assim,

b UL ; 0
[(X0,1 ® x1,1 © pr—t) ()] = . B S

0 0 0 (—-1)®

b N e
[(X0,1 @ X1,1 @ p1—¢)(gh”)]y = o W=t o o .

0 0 0 (—1)bt1
Notemos que, Up,@p, (ghb) =0= Hxo,1®x1,1Pp1—¢ (ghb) €
Lpi@p, (h?) = WP 4 (=0 4 (100 =(FDb
— wnb +w(l—t)b + w(—l+t)b _,’_w—nb
_ (71)b +w(lft)b +W(*FHf)b + (71)b
= luXo,lEBXLl@plq,(hb)v

na segunda igualdade usamos o fato de que | +t = n. Portanto, pelo
Teorema 1.2.25, p; @ pr ~ X0,1 ® X1,1 D p1—¢-

3) l=t, 2l # n. Seja x0,0 D X1,0 D pa : kDy, — Endg(k?), entao

(X0,0 ® X1,0 @ par)(h?)(1,0,0) = (x0,0(h ®)(1),0,0)
— (1,0,0),
(X0,0 © X1,0 © p2) (h*)(0,0,01) = (0,0, par (h*)(v1))
= (0,0, wy),
(X0,0 © X1,0 ® p21) (h*)(0,0,v2) = (0,0, pau (h*) (v2))
= (0,0 w_2lbvg),
(X0,0 ® X1,0 ® p2r)(h")(0,1,0) = (0, x1,0(h")(1),0)
—(0,1,0),
(X0,0 @ X1,0 B p21)(gh)(1,0,0) = (x0,0(gh")(1),0,0)
— (1,0,0),
(X0,0 ® X1,0 @le)(ghb)(07oavl) (0,0 le(gh )(v1))
= (0,0 wzlbvg),
(X0,0 ® X1,0 ® p2r)(gh®)(0,0,v2) = (0,0, po(gh®) (v2))
=(0,0,w ™ 2%q,),
(X0,0 ® X1,0 ® p21)(gh")(0,1,0) = (0 X1 0(gh®)(1),0)
= (0,-1,0).
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Logo,

1 0 0 0

0 W 0 0

[(x0,0 B X1,0 PZZ)(hb)}n = 0 0 -2l

0 0 0 1

€

1 0 0 0

0 0 —2lb 0

[(x0,0® x1,0 D le)(ghb)]n = 0 w2t 0 0
0 0 0 -1

Nesse caso, Hoi®pe (ghb) =0= Hxo,0®x1,0Bp2 (ghb) €
Hipmop (h?) = w(HOD 4 (1=0b | (=1+0b | =(+0)b
W2 0 40 2

_ . 20b —2lb __ b
=w +2+w = Hxo0,0®x1,0®p2 (h )7

na segunda igualdade usamos o fato de que I = ¢t. Assim, pelo Teorema
1.2.25, p1 ® pr =~ X0,0 D X1,0 @ pa-

4) 1 =t,2l =n. Seja x01 D x1.1 D X0.0 D X1.0 : KDy, — Endi(k?) e
9 ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} uma base de k*. Entao

(X0.1 @ X1,1 © X0,0 ® X1,0)(h*)(1,0,0,0) = (x0,1(h")(1),0,0,0)
= ((-1)",0,0,0),

(X0,1 ® X1,1 D X0,0 D X1,0)(h?)(0,1,0,0) = (0, x1,1(h")(1),0,
= (0,(~=1)",0,0),

(X0,1 ® X1,1 ® X0,0 @Xl’o)(hb)(O,O, 1,0) = (0,0, xo, O(hb)(l) 0)
— (0,0,1,0),

(X0,1 ® X1,1 ® X0,0 ® x1,0)(h")(1,0,0,0) = (0,0,0, x1,0(h")(1))
— (0,0,0,1),

(X0.1 @ X1,1 @ X0,0 ® X1,0)(9h")(1,0,0,0) = (x0,1(gh")(1),0,0,0)
= ((-1)*,0,0,0),

(X0,1 ® X1,1 D X0,0 © X1,0)(9h")(0,1,0,0) = (0, x1,1(9h")(1),0,0)
= (0,(=1)"*%,0,0),

(X0,1 ® X1,1 ® X0,0 ® X1,0)(9h")(0,0,1,0) = (0,0, x0,0(gh")(1),0)
= (0,0,1,0),
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(X0,1 ® X1,1 D X0,0 ® X1,0)(9h")(1,0,0,0) = (0,0,0, x1,0(gh")(1))

= (0,0,0,-1).
Logo,
(—1)° 0 0 0
b 0 (-1)® 0 0
[(x0,1 ® X1,1 D X0,0 ® X1,0)(h”)]6 = 0 0 10
0 0 0 1
€
(-1)° 0 0 0
b 0 —(-=1)® 0 o0
[(x0,1 ® X1,1 D X0,0 ® X1,0)(9h")]p = 0 0 1 0
0 0 0 -1

Nesse caso, pp,@p, (gh®) =0 = :uXO,l@Xl,l@X0,0@Xl,O(ghb) e

Mpl®pt(hb) e L (o LI G A LR (R
= W20 0 40 2D
= (_1)b +2+ (_1)b = Hx0,19x1,19X0,09X1,0 (hb)a
na segunda e terceira igualdades usamos os fatos de que I =t e 21l = n,

respectivamente. Logo, pelo Teorema 1.2.25, p; ® pr ~ X0,1 ® x1,1 @
X0,0 D X1,0- [

Corolario 1.3.21 Valem as seguintes regras de fusio em §(kp,, m):
Se e,0,8,0 € {0,1} = Zs entao

[st,é] [ng,g] = [Mxﬁg,dg} .

[Mpl][MXo,o] = [Mpl] = [Mm][Mxm]v
[MPL][MX0,1] = [Mpnfz] = [Mpz][MX1,1]a

MPH—t] + [Mpl—f,]7l 7é te l+t 7é n,

Mo, )+ My, ]+ My, [l #t el +t=n,

My, ]+ [Myg o] + [My, o], 1=t € 20 #n,

Moo ]+ [My, ]+ [Myg o) + [My, ).l =t e 2l =n.

X0,0

|
M) = |
|

52



Demonstragao: Usando a defini¢gdo do produto em §G(xp, m) e as
Proposigoes 1.3.20 e 1.2.18, temos as igualdades a seguir.
Se g,0,8,0 € {0,1} = Zs entéo

[MXs,sHMng] = [MXE,E ® Mng] = [Mxﬁaégy
Sel,t€{l,--- ,n—1} entdo
[MPLHMXO,U] = [Mpl ® MXU,O] = [Mpl]

[Mpl ® MXl,o] = [Mpl][MXl,OL

[MPZHMXO,l] = [Mpz ® MXO,l] = [Mpn—l]
= [MPI ®MX1,1] = [Mpl][MXl,l]'

Sel#tel+1t+#n entao
[MleMpt] = [MPH—t D MPL—J = [MPH-J + [Mpz—t]'
Sel#tel+t=n entao

[Mpl][MPt] = [MX0,1 D MX1,1 @ Mpzft]
= [MXU,J + [MX1,1] + [Mpl—t]'

Sel=1te2l+#n entdo

[Mpz][MPt] = [Mpm @ MXO,O EB MXl,o]
[MPZJ + [MXO.O] + [MXI,O]'

Sel=te?2l=nentao

[Mpz][MPt] = [MXO,l @ MX1,1 @ MXo,o @ MXl,o]
= [Mxm] + [Mxm] + [MXO.O] + [Mxm]'

1.3.4 Anel de Grothendieck de m*’

O objetivo nesta subsegdo é calcularmos o anel de Grothendieck
da categoria m, em que H é uma algebra de Hopf pontuada finito
dimensional. Este calculo surgiu no decorrer do estudo, pois alguns
autores, por exemplo [21], definem o anel de Grothendieck de uma
algebra de Hopf H como sendo o anel de Grothendieck da categoria
m#. No entanto, observamos ao leitor que os resultados aqui obtidos
nao sao pré-requisitos aos demais capitulos do trabalho.

Seja C' uma k-coalgebra, é conhecido na literatura que existe uma
bije¢ao entre os C-comddulos simples e as subcoalgebras simples de C'
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([1], Theorem 3.1.4). Tal correspondéncia foi muito tutil para encon-
trarmos os H-comodulos & direita simples, em que H é uma &lgebra de
Hopf nas condigoes citadas acima.

A seguir, usando [1], [9] e [20], esclarecemos como ocorre esta bije-
¢do. Sejam C uma k-coalgebra e (M, 1) um C-comddulo a direita finito
dimensional. Dada uma base {m;}?_; de M, denotamos por C'(M) o
subespaco de C gerado pelo seguinte conjunto

{c; € C :¢p(m) =Zmi®ci,Vm€M}.

Observamos que C'(M) nado depende da base escolhida para M e é
uma subcoalgebra de C'.

Teorema 1.3.22 ([1], Theorem 3.1.4) Seja C uma k-codlgebra.

(i) Se M é um C-comddulo & direita simples entao C(M) é uma k-
codlgebra simples.

(i) Se D € uma k-subcodlgebra simples de C entao existe um C-
comddulo & direita simples M tal que C(M) = D.

Demonstragao: (i) Por ([9], Exercise 2.5.4), segue que
C(M) = (annc-(M))* = {c € O|f(c) = 0,Yf € annc- (M)},

em que C* é a algebra dual de C.

Mostremos que (annc-(M))* é uma subcoalgebra simples de C.
Consideramos M como um C*-médulo & esquerda. Entao M ~
C*
annc« (M)’
annc« (M) é um ideal maximal de C*. Agora, por ([1], Theorem 2.3.4),

Deste modo, como M é C*-mdédulo simples, segue que

annc- (M) é uma subcoalgebra simples de C.

(i) Sejam D uma k-subcoalgebra simples de C' e M um coideal a direita
minimal de D. Entao AM C M@ D C M ® C.

Afirmamos que M ¢ um C-comoédulo a direita simples e C(M) = D.
De fato, como C' é um C-comodulo a direita com a coagao definida por
meio do coproduto e AM C M ® C, obtemos que (M,Aly) é um
C-comodulo a direita.

Suponhamos que (N,A|y) é um C-subcomodulo a direita de M.
Entao, A(N) € N ® D e assim, N é um coideal a direita de D e
N C M. Como M é um coideal a direita minimal segue que N = M.
Portanto, M é um C-comodulo & direita simples.

De AM C M ® D, segue que C(M) C D. Como D é uma subcoal-
gebra simples, concluimos que C(M) = D. |
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Lema 1.3.23 Sejam M e N dois C-comddulos a direita simples. En-
tao C(M) = C(N) se, e somente se, N e M sao C-comédulos isomor-

fos.

Demonstragao: Ver ([9], exercise 3.1.3). |

Teorema 1.3.24 ([20], 1.6 Lemma) Existe uma correspondéncia bije-
tora entre o conjunto das classes de isomorfismos de C-comddulos a
direita simples e o conjunto das subcodlgebras simples de C.

Demonstragao: Definimos
¢ {[M]: M é C-comodulo simples} — {subcoélgebras simples de C},

tal que ¢([M]) = C(M). Notemos, pelo Teorema 1.3.22 (i) e Lema
1.3.23, que ¢ esta bem definido. E injetor e sobrejetor pelo Lema 1.3.23
e Teorema 1.3.22 (ii), respectivamente.

Assim, ¢~1(D) é a classe do coideal & direita minimal de D. |

A partir de agora, aplicamos os resultados apresentados para calcu-
H

larmos o anel de Grothendieck da categoria m* .
Teorema 1.3.25 Seja H uma dlgebra de Hopf pontuada finito dimen-
sional. Entao {kg,g € G(H)} é o conjunto de todas as subcodlgebras
simples de H.

Demonstragao: Segue diretamente da Proposicao 1.1.6. ]

Teorema 1.3.26 Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita e
pontuada. Entao {kg,g € G(H)} € um conjunto completo de H-
comddulos a direita simples e nao isomorfos.

Demonstragao: Seja g € G(H). Consideramos kg, uma subcoalgebra
simples de H. Notemos que kg é coideal minimal de kg e consequen-
temente é um H-comoédulo & direita simples com a coacao definida por
pg(9) =9 ®g.

Sejam r,s € G(H) e r # s. Suponhamos que ks ~ kr como H-
comodulos & direita. Pelo Lema 1.3.23,

ks = C(ks) = C(kr) =kr.

Deste modo, existe a € k tal que r = as. Isto contradiz o fato de que
os elementos de G(C') sao linearmente independentes. Portanto, ks e
kr sao H-comodulos a direita nao isomorfos.
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Pelos Teoremas 1.3.24 e 1.3.25, segue o resultado. ]

Agora, estando em posse de um conjunto completo de H-comodulos

a direita simples e ndo isomorfos, calculamos o grupo de Grothendieck

da categoria m*.

Teorema 1.3.27 G(m*) ¢ o Z-mddulo livre gerado pelo conjunto

{lkgl,g € G(H)}.

Teorema 1.3.28 G(m'?) ¢ um anel e vale a sequinte regra de fusdo
para todo g,h € G(H)
[kg][kh] = [kgh].

Demonstragao: Consideramos ¢ : kg ® kh — kgh, em que ¢(ag ®
bh) = abgh, para todo a,b € k. Observamos que ¢ é bijetora pois os
dois espagos tem a mesma dimensao e ¢ é sobrejetora.

A coagao de kg®@kh é p : kg®@kh — kg@kh® H, em que p(g®@h) =
g ® h® gh. Assim, para a, b € k, temos

(p @ id)p(ag @ bh) = (¢ @ id)(ag ® bh @ gh) = abgh @ gh

panp(ag @ bh) = pyn(abgh) = abgh & gh.

Portanto, ¢ é um morfismo de H-comoddulos.
Finalmente,
[kg][kh] = [kg ® kh] = [kgh],

em que a primeira igualdade segue da definigao e a tultima segue do fato
de que ¢ é um isomorfismo de H-comoédulos. ]

Para o proximo teorema consideramos o anel de grupo ZG(H).
Teorema 1.3.29 Os anéis G(m*?) e ZG(H) sdo isomorfos.

Demonstracao: Consideramos o homomorfismo de Z-moédulos f :
ZG(H) — G(m*) tal que f(g9) = [kg|, para cada g € G(H). Notemos
que, se Y ) Zglkg] € G(m*) entdo Y gec(m) %99 € ZG(H) e

f( Z 2g9) = Z zgkg].
gEG(H) geG(H)

Isso prova que f é sobrejetora. Sejam r = deG(H) zgg € 1 =
> gec(m) %99 € ZG(H) tais que f(r) = f(r’). Entao
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> zlkgl= > #lkgl.

geG(H) geG(H)

Consequentemente, z, = z, para todo g € G(H), pois G(mf) ¢ grupo
abeliano livre gerado pelo conjunto {[kg],g € G(H)}. Deste modo,
r=17r" e f & um isomorfismo de Z-moédulos.

Mostremos, agora, que f é homomorfismo de anéis.

frr') = f((zgeG(H)Zgg)(ZheG(H)Zhh))
gh€G(H) zgzngh)
= Y gnec(n) Zo%nlkgh]
(deG(H) g [kg])(ZheG(H) zn[kh]) = f(r)f(r').

1.4 Mobdulos de Yetter-Drinfeld

Nesta secao, apresentamos a categoria dos modulos de Yetter-
Drinfeld & esquerda sobre H, em que H é uma &algebra de Hopf, pois as
algebras de interesse neste trabalho sao todas levantamentos de alge-
bras de Nichols finito dimensionais da categoria dos médulos de Yetter-
Drinfeld & esquerda sobre H, em que H = kID,,.

Além disso, lembramos alguns resultados que sao tuteis e estudamos
a caracterizagao dos objetos simples desta categoria quando H é uma
algebra de grupo. Nas duas ultimas subsegoes, definimos os conceitos
de algebra de Nichols e bosonizagao, respectivamente.

Um dos motivos pelo qual a categoria dos moédulos de Yetter-
Drinfeld a esquerda sobre H é tao relevante na classificacao de 4lgebras
de Hopf pontuadas é pelo fato de que A# H é uma bialgebra se, somente
se, A & uma bialgebra nesta categoria ([26], p. xiv).

1.4.1 Nocgoes basicas

As principais referéncias para esta subsegao sao [26] e [6]. Conside-
ramos H uma algebra de Hopf com antipoda S.

Definigao 1.4.1 Um k-espago vetorial M € um mddulo de Yetter-
Drinfeld & esquerda sobre H se M € simultaneamente um H-mddulo
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a esquerda e um H-comddulo & esquerda e satisfaz a sequinte relacdo
de compatibilidade, para quaisquer h € H e m € M

(h . m)(_l) & (h : m)(o) = p(h : m) = hlm(_l)S(hg) ® hg - my.

Observamos que todo k-espago vetorial V' é um modulo de Yetter-
Drinfeld & esquerda sobre H, basta definirmos hv = e(h)v e p(v) = 1®w,
para quaisquer h € H e v € V.

Denotamos por ZYD a categoria em que os objetos sdo modulos de
Yetter-Drinfeld & esquerda sobre H e os morfismos sao aqueles que sao
simultaneamente morfismos de H-moédulos e de H-comodulos. Nesse
trabalho, todos os modulos de Yetter-Drinfeld sobre H sao considerados
a esquerda, assim a palavra esquerda sera omitida. Quando nao houver
confusao também sera omitida a algebra de Hopf.

Dizemos que N C M é um submédulo de Yetter-Drinfeld de M se
N é, simultaneamente, um H-submoédulo e um H-subcomédulo de M.

Se My, -+, My sdo objetos em £YD, entdo My @ -+ ® My é um
objeto em HYD com a agdo e a coacio definidas de modo usual, isto ¢

h(m1®m2®---®ms)=h1m1®h2m2®---®hsms e

p(mi@ma - @mg) = my_1) - @M1y @ (M) ®Ma(0) - - @My (0))-

Assim, concluimos que (g‘j@,@),k,a,l,r), em que a,l e r S840 0s iso-
morfismos canoénicos, é uma categoria monoidal.

Além disso, se H é uma algebra de Hopf com antipoda bijetora e
R e S sao duas élgebras em gw) entao o modulo de Yetter-Drinfeld
R ® S possui uma estrutura de algebra, como enunciamos no teorema
a seguir.

Teorema 1.4.2 ([26], pg. 369) Sejam H wuma dlgebra de Hopf com
antipoda bijetora, R e S dlgebras em g’é'D. Entao R ® S possui uma
estrutura de dlgebra em YD, em que o produto € definido da sequinte
forma: ser,r’" € R,s,5' € S, entio (r®s)(r'®@s") =r(sr’) @58’
Nesse caso, denotamos R ® S por R®S.

As proximas definigoes sao importantes na subsegao seguinte. Seja
H uma algebra de Hopf com antipoda bijetora.

Definicao 1.4.3 ([6], Definition 1.7) Uma bidlgebra trancada em YD
é uma colegio (B, m,n, A e) em que (B,m,n) e (B,A, &) sdo, respec-
tivamente, uma dlgebra e uma codlgebra em YD, A : B — BB e
€ : B — k sdo morfismos de dlgebras.
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Definicao 1.4.4 Uma dlgebra de Hopf trancada em 1YD é uma bidl-
gebra trangada em BYD que possui uma antipoda.

No exemplo a seguir, tratamos da semissimplicidade da categoria
Hﬁg‘é@, em que G é um grupo finito e k é um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero. A categoria ﬁg‘é@ é semissimples e uma
familia completa de moédulos de Yetter-Drinfeld sobre kG, simples e nao
isomorfos é bem conhecida na literatura. Usamos tal familia no préoximo
capitulo e, por este motivo, a descrevemos neste exemplo. Para maiores
detalhes sugerimos as referéncias (|3], Section 3.1), ([12], pg. 72) e ([8],

pg. 74).

Exemplo 1.4.5 Iniciamos fixando algumas notagoes. Dado ¢ € G,
denotamos sua classe de conjugacio em G por O, = {zox™1,2 € G} e
o grupo dos centralizadores de 0 em G por Cg(0) = {z € G,z0 = ox}.
Sejam 9 um conjunmle contém um representante de cada classe de
conjugagao de G e Cg(o) um conjunto de representantes das classes de
representagoes irredutiveis e ndo isomorfas do grupo Cg(0).

—

Para o € G e (p,V) € Cg(o), definimos
M(Oov P) =kG ®IkCG(U) V.

Entao M(O,, p) € um modulo de Yetter-Drinfeld com a agéo e a coagao
definidas, respectivamente, por

h-(x®wv)=hzx®uv (agdo induzida),

S(z@v) =200 ' @ (2 @),

em que h,z € G,v € V. Os objetos M(0,,p) sdo simples em fSGYD e
todo objeto simples em ﬂig‘j@ é isomorfo a M(0,, p), para tnicos o € ¢

S

e p € Cg(o) ([3], Proposition 3.1.2).

A seguir apresentamos outra caracterizagdo para os moédulos de
Yetter-Drinfeld sobre kG que sao simples. Para o que segue sugerimos
([12], pg. 72) e ([8], pg. 74). Sejam o € ¥, Oy = {01 = 0,02, ,0n}
uma numeragao de sua classe de conjugacao e g; € G tal que g;og; 1=
o;, para cada 1 < ¢ < n. Entao,

G =g1Cc(0)UgCq(o)U---UgnCqlo),n=[G:Cq(o)]

donde cada elemento de G é expresso como um produto g;y, para Gnicos
1<i<ne~vyeCg(o). Uma consequéncia é que todo elemento de kG
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se escreve de forma tnica como Y-, g;vi, em que v; € kCq (o). Assim,

kG = P g:kCe (o)

i=1

¢ um Cg(0)-modulo livre a direita com base {g1,- - ,gn} €

kG ®kcg(o) V = @gikCG(U) Qo (o) V-
i=1
Agora, usando que g;v; ® v = g; ®; - v, para quaisquer v; € kCq(0)
e v € V, escrevemos

M(0,,0)= P gi®V. (1.5)

1<i<n

As estruturas de kG-moédulo e kG-comodulo podem ser reescritas
da seguinte forma:

g-(gi®v)=g;@7-v, §(gi®V)=0; Qg v, (1.6)

em que gg; = g;7y, para Gnicos 1 < j <ne~y e Cg(o).

Ainda, por ([8], pg. 74), se {v1,--- ,v,} é uma base para o k-espago
vetorial V' entdo {g; ® vj,1 < i < n,1 < j < r} é uma base para
M(0O,, p) como k-espago vetorial.

Neste trabalho, assim como na referéncia [12], definimos M (O, p)
como na igualdade (1.5). Porém, optamos por incluir a primeira carac-
terizagdo, pois é essencial para entendermos a agao em (1.6).

1.4.2 Algebras de Nichols

As algebras de Nichols sao ferramentas importantes no estudo de
classificagao de algebras de Hopf pontuadas. Deste modo, apresentamos
na sequéncia a definicdo de tais objetos na categoria dos moédulos de
Yetter-Drinfeld sobre uma algebra de Hopf H, com antipoda bijetora.
Também, lembramos alguns detalhes de sua construgao que sao tteis
no Capitulo 2. As principais referéncias para esta subsegao sao ([26],
Section 15.5) e [6].

Defini¢ao 1.4.6 ([6], Definition 2.1) Seja V um mddulo de Yetter-
Drinfeld sobre H. Uma dlgebra de Nichols de V' é wma dlgebra de
Hopf trangada graduada R = ©n>oR(n) em EYD tal que k = R(0) e
V = R(1) em £YD, P(R) = R(1) e R ¢ gerada como dlgebra por R(1).
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O interessante ¢ que dado V € #YD, sempre existe a sua algebra
de Nichols e ela é tnica a menos de isomorfismo. Na sequéncia, por
meio da observagao e do teorema, damos uma ideia da construcao da
algebra de Nichols de V.

Observacgao 1.4.7 Dado V € YD, consideramos a algebra tensorial

(T(V) = @T"(V), mu,0),

n>0

emque T°(V) =k, T* V)=V, T"(V) =VV®---QV (n vezes) para
cadan >2et:V — T(V) é a inclusdo candnica. Os morfismos m :
TV)RT(V) = T(V)eu:k — T(V) estao definidos como explicado a
seguir. Sejamz =21 Q- Rz, ET*"(V)ey=11 Q- Qyy, € T™(V),
entao

y=mERY) =110 QT @Y Q@ ® Yy, € T"T™(V)

p(l)=1eT(V) =k

A partir da propriedade universal da dlgebra tensorial obtemos que
T(V) possui estrutura de codlgebra definida por

Ay : T(V) = T(V)&T(V),

em que Apyy é o tnico morfismo de algebras em HYyD tal que
Apy(v) =v®1+1®v, para cadav € V.

Também, eppyy @ T(V) — k é o tnico morfismo de éalgebras na
categoria YD tal que epvy(v) =0, para cada v € V.

Além disso, T(V) é uma algebra de Hopf trangada e graduada em
1y,

Para o proximo resultado, consideremos Q o conjunto dos ideais
I CT(V) tais que
(i) I é um ideal graduado e INV = 0.
(ii) I & um coideal, ou seja, Apy(I) C IQT(V)+T(V)®I eepyy(I) =
0.

Sejam, ainda, I(V) =3 ;.0 J,

Q={I€Q,1 éum moédulo de Yetter-Drinfeld}

el(V)=3 57
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Teorema 1.4.8 ([6], Proposition 2.2, (i), (ii) e (iv)) Seja V € HYD,

entao
V) (V)
B(V):i==—== —
W) I(V) ne?o (V)

¢ uma algebra de Nichols de V e I(V) = I(V). Essa ¢é a unica algebra
de Nichols de V', a menos de isomorfismo.

1.4.3 Bosonizagoes

Iniciamos relembrando alguns conceitos preliminares. As principais
referéncias sao [26] e [6]. Para o que segue, consideramos H uma bial-
gebra.

Definicao 1.4.9 Seja A uma dlgebra.
(i) Dizemos que A é um H-mddulo dlgebra & esquerda se A é um H-
mddulo a esquerda tal que

h-(ab) = (hy -a)(hs - b) e h-14 = e(h)la,

para quaisquer h € H e a,b € A.
(ii) Dizemos que A é um H-comddulo dlgebra a esquerda se A é um
H-comodulo a esquerda tal que

(ab)(—1) ® (ab)o) = a(—1)b(—1) @ a)b) e p(la) =1 @ 14,
para quaisquer a,b € A.

Definigao 1.4.10 Seja C uma codlgebra.
(i) Dizemos que C é um H-mddulo codlgebra a esquerda se C é um
H-mddulo a esquerda tal que

(h-c)1®@(h-c)a=h1-c1®hs-cy e elh-c)=c¢e(h)e(c),

para quaisquer h € H e c € C.
(ii) Dizemos que C' é um H-comddulo codlgebra & esquerda se C' € um
H-comddulo a esquerda tal que

(e1)(=1y(e2)(—1) ® (c1)(0) ® (c2)(0) = (1) ® (c(0))1 @ (c(0))2
e c(—1)e(co)) = e(e)1u, para todo c € C.

Neste trabalho, consideramos as estruturas definidas acima sempre
a esquerda, e com este entendimento omitiremos a palavra esquerda. E
possivel definir um produto e um coproduto no espago vetorial A ® H,
se A for um H-modulo algebra e H-comodulo algebra, respectivamente.
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Definigao 1.4.11 Seja A um H-mddulo dlgebra. Definimos A#H =
A® H como k-espaco vetorial e a multiplica¢ao

(a#th)(b#£l) = a(hy.b)#hal,

para quaisquer h,l € H e a,b € A. Entdo A#H ¢é uma dlgebra com
unidade 1 o# 1y, denominada produto smash de A e H.

Definigao 1.4.12 Seja C' um H-comddulo codlgebra.  Definimos
C#H =C ® H como k-espago vetorial, a comultiplica¢ao

A(cfth) = c1#t(c2)(—1yh ® (c2)(0)#he

e a counidade
e(c#th) = ec(c)ey(h),

para quaisquer h € H e ¢ € C. Entao C#H ¢é uma codlgebra e é
denominada coproduto smash de C' e H.

A seguir escrevemos o conceito de bosonizagao.

Definigao 1.4.13 Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora
e R uma dlgebra de Hopf trangada em BYD. A bosonizagio de R
por H € a dlgebra de Hopf, denotada por R#H, em que as estruturas
de dlgebra e de codlgebra sao dadas pelo produto e coproduto smash,
respectivamente. A antipoda é definida por

S: R#H — R#H,

em que S(r#h) = (1r#Sua(r(—1)h))(Sr(7(0))#1H), para quaisquer r €
RehecH.

Finalizamos esta subsecao com alguns resultados envolvendo o pro-
duto smash, tteis na demonstracao do Lema 1.4.18, que é essencial no
Capitulo 3. Consideramos G um grupo finito.

Proposigao 1.4.14 As dlgebras k#kG e kG sao isomorfas.

Demonstragao: Lembramos que k é um kG-modulo & esquerda via

(Z kgg) -1 = E(Z kqg)r = (Z kg)r, Z kgg € kG,r € k.

geG geG geG geG

Deste modo, dados a# EQGG kg, b# > e knh € k#kG, temos
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(ast dec kgg)(b# > peg knh) = Zg,heG kokn(a#tg)(b#h)
= Ygnea kgkna(gb)#gh
= Zg,hGG k‘gk‘ha(é‘(g)b)#gh
= Y. gnec kgknab#gh
= ab# Zg,heG kgkngh.

Consideremos o isomorfismo canénico ¢ : k ® kG — kG tal que
o(r ® > cqke9) = 2 ,eqTkgg e mostremos que ¢ um morfismo de
algebras.

Pela conta feita acima, segue que

P((a#t D e keg)(b# D peq knh)) = d(ab# ), e kgkngh)
Zg,hEG abkgkngh.

Por outro lado,

P(a# deG kg@)d(b# > e knh) = (deG akgg) (3 e bknh)
= >, nec abkgkngh.

Portanto, ¢ é um morfismo de algebras e as algebras k#kG e kG sao
isomorfas. u

Proposigao 1.4.15 (28], Theorem 2.7) Seja A uma dlgebra com uni-
dade. Entio rad(A#kG) = rad(A)#kG.

Proposigao 1.4.16 Seja A um kG-mddulo dlgebra com wunidade.

Como dlgebras
A#kG A

rad(A)#kG = rad(A)

#KkG.

Demonstracgao: Consideramos a aplicacdo bilinear a seguir.

A A kG
v rad(A) kG = rad(4) @ kG

(E7Ekgg) = b® Zkgg,
emque b=>b+rad(A) eb®@> kyg=b® > kyg+ rad(4) @ kG.

Afirmagao: ¢ estd bem definida.
De fato, se (b,> kq9) = (@,>_ kqg), entdo a — b € rad(A). Conse-

quentemente, a —b® > kyg = 0, provando a afirmagao.
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Deste modo, existe um tnico morfismo de k-espacos vetoriais

A AkG
ro_ a4 _ AWK
v rad(A) @k = rad(A) @ kG

tal que ' (b® Y k,9) =b®@ > kyg.
Consideramos a seguinte aplicacao bilinear.

A

(0, kgg) = b® > kyg.
Entao existe um tnico morfismo de k-espagos vetoriais

A
I
¢ AQRKG — md(A)®kG

tal que ¢/(b@ > kyg) =b® > kyg.

Pelo fato de que rad(A) @ kG C ker(¢’), segue, pela propriedade
universal do quociente, que existe um tnico morfismo de k-espagos
vetoriais

ARkG R A
rad(A) @ kG rad(A)

¢ R kG,

tal que ¢""(b®@ > kyg) =b® > kyg.
Notemos que

¢" oy (b Zkgg) =¢"(b® Z kqg) = b® Z kgg

e
Vod" (@) kyg) =00 keg) =b® Y kyg.
ARkG A
L kG sio k- C e )
0go, rad(A) © kG e rad(4) ® kG sao k-espagos vetoriais isomor
fos.

Observemos que rad(A) ¢ um kG-modulo, pois dados b € rad(A)
er € kG, temos rb = r(14b) = (rla)b € rad(A). Ainda, pela Pro-
posicao 1.4.15, segue que rad(A)#kG = rad(A#kG) é um ideal de

A#kG
#kG e

A#kG. Consideramos, assim, as algebras m

rad(A)
e mostremos que ¥’ é um morfismo de algebras.
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Sejam (a# Y. kph), (b# Y keg) € 7mji4(A)#kG’ entao

U ((@# 3 knh)(b# X" kgg)) = Xohgec knkgt' (@(hb)#thg)

= Lngea knkgt' (a(hb)#thg)

= Zh,geG knkga(hb)4thg

= Y gec knkg(a#h) ()

= (a# ZhEG knh)(b# deG kqg)

= Q'@ X knh)¢' (04 3 k).

A#kG A
rad(A)#kG © rad(A)

Antes de enunciarmos a proxima proposi¢ao, lembremos o conceito
de algebra exterior, de acordo com ([16], Chapter XIX).

Sejam M um k-espago vetorial e T(M) = @®,>0T"(M) a algebra
tensorial de M. Para cada r, seja a, o k-subespago de T" (M) gerado
pelos elementos da forma z; ® - ® x,, em que x; = x; para algum

i
i # j. Definimos A"(M) := M)

T

classe de 1 ® - - ® &, em A"(M). Se dimxyM = n entdo A"(M) = 0,
para todo r > n.

Denotamos A(M) := @22, A" (M). Com o produto definido a seguir
A(M) & denominada algebra exterior.

Logo, as algebras #kG sdo isomorfas. [

e denotamos por z1 A--- Az, a

Ty A Az ) (YL A Ayp) DT A AT Ay A Aype.
Proposicao 1.4.17 ([15], Example (4), pg. 60) Sejam M um k-espago
vetorial e A= AN(M) =k AN (M) & ---® A" (M) a dlgebra exterior de

A
. _ Al o n =
M. Entdo, rad(4) = N(M) & --- & \"(M) e Zoms =k

Observamos que se M é kG-modulo entdao A(M) é um kG-modulo
algebra e o isomorfismo acima também é um morfismo de kG-modulos.

Lema 1.4.18 Sejam G um grupo finito e M um kG-mddulo, entdo
AN(M)#kG
md((A()]\/;%):é#]]@ e kG sdo dlgebras isomorfas.
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Demonstragao: Observamos que

ANM)#kG B ANM)#kG
rad(AN(M)#kG) rad((/\()M))#kG
O AM
- rad(/\M)#kG
>~ k4KG
~ kG,

em que a igualdade e os isomorfismos ocorrem devido as Proposicoes
1.4.15, 1.4.16, 1.4.17 e 1.4.14, respectivamente. [ |
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Capitulo 2

Algebras de Hopf
pontuadas sobre D,

Neste capitulo, apresentamos as algebras de Hopf que motivaram a
realizacdo deste trabalho. S&o as algebras de Hopf pontuadas finito di-
mensionais H tais que G(H) = D,,,, em que m = 4t e t > 3. Denotamos
n="3.

Em [12], s@o classificadas todas as algebras nestas condigoes. O
método de classificagdo usado é o levantamento e, como G(H) = D,,,
consiste resumidamente nos seguintes passos (para mais detalhes sobre

o método de levantamento veja [6]):

(i) Determinar todos os modulos de Yetter-Drinfeld sobre kD, tais
que a algebra de Nichols B(V) ¢é finito dimensional.

(ii) Para cada V do passo (i), computar todas as algebras de Hopf H
tais que gr H ~ B(V)#KkD,,. A algebra de Hopf H é denominada
levantamento de B(V') sobre D,,.

(iii) Provar que toda élgebra de Hopf pontuada finito dimensional tal
que G(H) =Dy, em que m = 4t e t > 3, é gerada por elementos
grouplikes e skew-primitivos.

Mais precisamente, os autores provam o teorema a seguir.

Teorema 2.0.1 ([12], Theorem B) Seja H uma dlgebra de Hopf pon-
tuada finito dimensional tal que G(H) = D,,. Entdo H € isomorfa a
uma das sequintes dlgebras:

(a) B(M)#KkD,,, com I ={(i,k)} € J,k #n;
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(b) B(Mp)#kD,, com L € L;
(¢c) Ar(\y) com T €, |I|>1, oul ={(i,n)} ey=0;
(@) Br.oO\y.0, ) com (I,L) € 5,11 > 0 ¢ || > 0.

Reciprocamente, qualquer dlgebra de Hopf nesta lista é um levanta-
mento de uma dlgebra de Nichols finito dimensional em Eg:‘j@.

O objetivo deste capitulo é caracterizarmos por meio dos geradores
as algebras de Hopf pontuadas finito dimensionais dadas nos itens (a)
e (b) do Teorema 2.0.1 e dois casos particulares da algebra do item
(c), a saber, A;(X,0) com I = {(i,n)} e A;(0,0) para I = {(i,n)} ou
|I| > 1. Essas sdo as algebras que usaremos nos capitulos posteriores e
tal caracterizagao é essencial nos desenvolvimentos que serao realizados.

Os objetos M; e My, que aparecem no Teorema 2.0.1, sdo modulos
de Yetter-Drinfeld sobre kDD,,, cuja algebra de Nichols possui dimen-
sao finita. Sao calculados, portanto, no primeiro passo do método de
levantamento e sao objetos simples ou somas de objetos simples pois,

pelo Exemplo 1.4.5, a categoria ﬁg;yﬂa é semissimples.

Ainda, pelo exemplo citado, os objetos simples de gig:y@ sdo para-

metrizados por pares (O, p), em que O é uma classe de conjugagao de
Dy, e (p,V) € uma representagao irredutivel dos centralizadores de um
elemento fixo 0 € 0. S&o denotados na literatura por M (O, p).

Uma vez que as classes de conjugagoes de D, sao distintas para m
par e m impar, é conveniente separar o estudo em dois casos. Neste
trabalho, assim como em [12], tratamos apenas do caso em que m é
par (mais especificamente, m = 4t e t > 3). Tendo isso em mente,
lembramos que as classes de conjugacoes de D,,, m par, sao:

O1 = {1},0pn = {h"},04: = {h*,h™"}, para 1 <i < n,

Oy = {gh’ : j par} e Ogn = {gh? : j impar}.

As dimensoes das &lgebras de Nichols dos modulos de Yetter-
Drinfeld que sao simples e parametrizados pelas classes de conjuga-
¢oes Oyn e Opi, com m par, foram calculadas em (]2], Theorem 3.1
(b)). Os objetos My e M}, surgem deste estudo e isto ficara claro nas
duas segOes seguintes. Em [12], especificamente para m = 4t e t > 3,
os autores completam o estudo, mostrando que os médulos de Yetter-
Drinfeld simples parametrizados pelas classes de conjugagoes Og4 e Ogp
possuem algebras de Nichols com dimenséao infinita. Assim, em [12] a
classificagao das algebras é realizada com essa restrigao em m.

70



Observamos que para m impar ndo se conhece ainda a dimensao
das algebras de Nichols de todos os moédulos de Yetter-Drinfeld sobre
kD,,. Sabe-se que existe no méaximo um simples tal que sua algebra
de Nichols possui dimensao finita ([2], Theorem 3.1 (a)). E mais, por
([4], Theorem 4.8), a menos de isomorfismo essa ¢ a unica algebra de
Nichols em ﬁg: YD que pode ter dimensao finita.

2.1 Os objetos M; e B(Mj)

Tendo em vista a caracterizagao apresentada no Exemplo 1.4.5 para
os objetos simples da categoria ﬁig:‘j@, consideramos a classe de con-
jugacao Oy = {hi, h=%}, em que 1 < i < n— 1. Nesse caso, o grupo dos
centralizadores de h* em D,,, denotado por Cp, (h?), ¢ < h >, ou seja,
um grupo ciclico de ordem m. As representagoes irredutiveis de < h >
s@o bem conhecidas na literatura (é um grupo ciclico) e sdo dadas por

pr < h >— Endg(k), 1 <k<m-—1,

em que up(h) = wk e w é uma raiz m-ésima primitiva da unidade.

Entao, M; == M (O, ) € um modulo de Yetter-Drinfeld sobre kD,
que é simples, para quaisquer 1 <k<m—-1lel<i<n-—1.

Na sequéncia, obtemos uma base para o k-espaco vetorial M; j, em
quel <k <m-—1lel <i<n—1. Parao que segue, usamos as notagoes
e as defini¢oes introduzidas no Exemplo 1.4.5. Sejam O = {h?,h~%}
e Cp,, (k') =< h >. Notemos que

W1t =h' e ghlg7'=h""
Assim, g1 =1, g2 =g e
My = (10k)® (9 k).
Seja {v} uma base para k entdo {a;, =1 ®v,b;;, = g @ v} é uma
base para M;; e dimpM; = 2. Logo, pelas acdo e coacao definidas
no Exemplo 1.4.5, a estrutura de médulo de Yetter-Drinfeld sobre kDD,

do objeto M; ; estd totalmente determinada pelas relagoes calculadas

abaixo.
€9)

grair = g-(1®@v)=g1l-v
= gouml)(v)=gov
= bi,ka
_ &)

g-bix = g-(gRV)=1®1-v
= lom()e) =100
= Qi k,
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h-a;p, = h-(1®v)=1®h-v
= 1ou(h)(v) =12 wk
= wrax,
hob, = h- @ =
ik = (g@v) =g®h™ v
= g um(hw) =geow v
= wfkbi,lw

Slaig) =h @aix e d(big)=h""@ b

Em (1), (2),(3) e (4) usamos, respectivamente, as seguintes igualdades
emD,,: g-1=¢g-1;¢>?=1-1;h-1=1-heh-g=g-h "

Observagao 2.1.1 O objetivo desta observagao é caracterizarmos os
objetos M, em que 1 <i<n-1el <k <m—1, como kID,,-
modulos ja conhecidos. Para tanto, consideramos as representagoes pg,
da Subsegdo 1.2.1, definidas para todo 1 < k < m — 1. Vimos que
Pn > X3 D Xa € Pk > Pm—k, Para todo 1 < k < n — 1. Entao, devido as
Proposicoes 1.2.15 e 1.2.18, temos M, ~ M, e M, ~M,, ®M,,
como KkID,,,-modulos.

Notemos que M; e M, , para 1 < k < m — 1, sao espagos veto-
riais isomorfos, ambos possuem dimensao 2. Afirmamos que sao kD,,-
modulos isomorfos.

De fato, tendo em mente a base § = {vi,v2} de M,, como na
Subsecao 1.2.1, consideramos o k-isomorfismo f : M, — M;, tal que
f(n1) = aik e f(ve) = bip. Usando as igualdades (1.1) e (1.2) e a
estrutura de modulo de Yetter-Drinfeld de M, i, segue que

flg-v1) = f(ve)
bik =g aix

= g'f(vl)7
f(v1)

aik =g - bik

g- f(UQ)7
f(h-v1) = flwhvr) =wf(v1)

= whair=h-aig

h- f(v1)

—k

f(g-v2)

f(h-vy) = flw ™) =wFf(vs)
= w kb =h by

h- f(v2).
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Logo, M; 1 e M,, sao kD,,-mddulos isomorfos, para todo 1 < k <
m — 1. Segue que

My~ M, 6 paral <k <n-—1,

Mip = M,, = My, © M,

Mi,mfk ~ M

~
Pm—k — Pk

paral <k <n-—1.

Como kD,,-médulos M;;, ~ M; ,,—j mas nao como moédulos de
Yetter-Drinfeld sobre kDD,,,, pois, pelo Exemplo 1.4.5, M, e M;
sao objetos simples e nao isomorfos. Isso finaliza a observacao.

Agora, de acordo com ([12], Section 2A2), definimos
J=A{(i,k):w=-11<i<n-1,1<k<m-1},

com o intuito de estudarmos a dimensao da algebra de Nichols B(M; 1),
para quaisquer 1 <k<m-1lel<i<n-—1.

Por (2], Theorem 3.1 (b) (ii)), temos B(M;r) ~ AM;i e
dimyB(M; ;) = 4, para cada (i,k) € J. Por outro lado, se w*? # —1
entdo dimyB(M; ;) = co. Para provar que a dimenséo é infinita usa-se
o fato de que g (h?) # —id.

E possivel somar objetos da forma M; ; e ainda obtermos médulos
de Yetter-Drinfeld cuja algebra de Nichols possui dimensao finita. Para
tanto, consideramos a relagao de equivaléncia no conjunto J definida
por (veja [12], Section 2B1)

(i,k) ~ (p,q) se w'TTPF =1,
Seja M = M, g, ® -+ ® M,;_, com (is,ks) € J, para cada 1 <
s < r. Entao dimyB(M) < oo se, e somente se, (ip, kp) ~ (iq, kq), para
todo 1 < p,q < r. Também, B(M) ~ AM e dimyB(M) = 4" ([12],
Proposition 2.5).

Definigao 2.1.2 ([12], Definition 2.6) Seja

J= {I = | J{lis, ko)} ¢ (i, ko) € T, (i, Eis) ~ (ip, kp), 1 < 5,p < r} .
s=1

Para cada I € 3, definimos M; = @ pye1 Mi k-
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Pelo exposto acima, segue que B(M;) ~ AM; e dimyB(M;) = 4111,
para cada I € J.

Na sequéncia, caracterizamos a algebra de Nichols B(My) por meio
de seus geradores e relagoes. Desenvolvemos esses resultados pois sao
necessarios na Segao 2.3.

Teorema 2.1.3 Sejam I € J e M; = @ pyerMi . Entao a dlgebra de
Nichols B(My) € gerada como dlgebra pelo conjunto {a; x, m}(z‘,k)el e
sua estrutura de modulo de Yetter-Drinfeld sobre kD, estd totalmente
determinada pelas relagoes a sequir, onde (i,k) € I.

9 Tir=bik, 9-bix =8k, h-TGg=u"aGx, h-biy=w " by,
0(@ir) = h' @@y e d(bik) =h" @by
Demonstragao: Do Teorema 1.4.8, segue que

T(M) _ D " (M)

B(MI): T(M[) et I(M[)

A algebra de Nichols B(M7;) é gerada como algebra por B(M;)(1) =
My + I(My), isto é, por elementos em grau 1. Vimos que {a;x,bix} €
uma base de M; y, para cada (i,k) € I. Assim, {a;,bix}r)er ¢ uma

base para M e consequentemente B(M;) é gerada como &lgebra por

{m =k + I(M[), bi,k = b@k + I(MI)}(i7k)eI.

Agora, como B(M7) é um kID,,-modulo algebra e um kD,,-comddulo
algebra, obtemos que sua estrutura de modulo de Yetter-Drinfeld sobre
kD,,, esta totalmente definida pelas relagoes a seguir, onde (i,k) € I.

9 k=9 Gk =D"0ir, g-bir =9 bir=0r,

h-Gig=h-ai=w@Grh -biy=h bj=w "by,
S(@ix) =h' @ay e 8(bix) =h™" @by
=

Para facilitar a leitura da préxima proposi¢ao achamos importante
relembrar, na observacao a seguir, o produto e o coproduto da algebra
tensorial T (M) e o produto da algebra T'(M;)QT (Mj).

Observagao 2.1.4 Consideramos o seguinte diagrama
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T(M]) X T(M]) T(M[)
ARQA A (*)
(T(Mn)@T(Mr)) © (T(Mr)@T(Mr)) ————— T(M)QT(Mr)

Da observagao 1.4.7, segue que m esta definido como explicado na
sequéncia. Sejam

r=11Q® - Qr, €T (M) ¢ y=y1 @ @Y € T (M)

entdo zy =m(r @Y) =21 Q- QT QY1 ® -+ Q Y € T (My).

Assim, para x = a; € My, podemos escrever a; ,a;r = m(a;r ®
i) = Qi g  a; k-

Além disso, o coproduto da algebra tensorial T'(Mr), Arp,y :
T(Mr) — T(M7)®@T(My), é definido de modo que Ap(p,y € o tnico
morfismo de algebras em tg:‘é@ tal que Apoy(w) =w®@ 1+ 10w,
para cada w € Mj.

Agora, m((r ® s) ® (r' ® s')) = r(s(_1) - 7') ® 5(0)s’, para quais-
quer 1,1, s, 8" € T(My), de acordo com o Teorema 1.4.2. Os produtos
r(s(—1) - ') e 8(0)s’ sdo realizados em T'(Mj).

Observagao 2.1.5 Os elementos @; 5 e b; i, do teorema anterior, sdo

elementos primitivos de B(M7), para cada (i, k) € I. De fato, como
B(M;) = %(]J\\j])) e Ary(w) = w® 1+ 1®w, para cada w € My,
I

segue a afirmacao.

Proposicao 2.1.6 Sejam I € J e V. C T(M) o subespago gerado
pelos elementos apq @ ai ) + Aig @ Apg € Gp g Qb + b ) R apq, em
que (i, k), (p,q) € I. Se Jy =<V >C T(My) ¢é o ideal gerado por V
entio Jy € um ideal graduado, um coideal e Jy N My = 0. Além disso,
Upg @i f T ik Rapg=0=apq @b+ b Ray, em B(My).

Demonstragao: Como T'(M;) é algebra de Hopf, segue que A é mor-
fismo de élgebras. Para as operagoes a seguir, tenhamos em mente o
diagrama (*). Deste modo,
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Alap,q ® i+ aik @ apq) = A(ap,qaik + Aikp,q)

= m(A(ap,q) @ Alair)) +m(A(aik) @ Alap,q))

= m((apq@1+1®apq) @ (aik®1+1®a;x))

+m((air ®1+1® aik) ® (apq @ 141 @ apq))

Apqik @1+ apq®aj,+hP-a;;apq,+h-1Q apqair+

Faikpq @1+ a;x @ apg+h' ap,Qa;,+h1®a;kap,

= Ay ik @ L+ apg ®a; ) +wPa;p @ ap g+ e(hP)1 ® ap qa; 1+
Faikap g @1+ a; ) @ apg+wlay, @ a;y +e(h')1 @ a; gap 4

= Apgtik ®l+ap,®@aip—aipr®apq+1®apqa;r+
+a;k0pq D1+ aip @ apg— apq @ a;r+ 1R a;rap,

= Apqik L +1®apqaik+ a;10pq @1 +1Q a;rapq

= (ap,@ik T Qi kap,q) ® 1+ 1@ (ap,qaik + i kap,q)

€ JvQT(M;y)+T (M r)Jy.

Na igualdade (1), utilizamos a defini¢gdo de m e o fato de que T'(M7y) é
um kD,,-comddulo algebra (6(1) = 1® 1). A igualdade (2) segue, pois
T (M) é um kD,,,-médulo &lgebra e entdao h'-1 = g(h?)1. Na igualdade
(3), usamos que £(h?) = 1 = ¢(h?) e o fato de que wP* = —1 = W',
Esta dltima igualdade é uma consequéncia dos pares (i,k),(p,q) € T
([12], Section 2B1).

Usando as mesmas ferramentas citadas acima, temos que,
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Alap,q @ bik + bik ® ap,q) = Alap,gbik + bikap,q)
= m(A(ap,q) ® Abik)) + M(Abi k) ® Alap,q))

m(
= m((apq @1 +1®apq) @ (bip @1+ 1@ b))
+m((bigx @1+ 1@ bi k) @ (apq @ 1+l @ apq))
= ap,qbiJf ®1+ Qp.q ® bi,k + hP . bi,k X Qp.q +hP - 1® ap,qukJr
Fbiklp,qg @1+ bk @apg+h™" apg @b +h™" - 1R kapgq

= apgrbir @1+ apq @b p + w‘pébi,k ® ap,q +e(hP)1 ® apgbik+
+bikp,q @ 1+ bik @ ap g +w ' apq @bk +e(h™")1 @ b; kap,q
= apgbik ®1+apq@bik—bik @ apq+1®apqbir+

+bikap,g @1+ bik @ apq — apg @by +1®bikapg
= (apgbik +bikapq) @1+ 1® (apgbik + bikap,q)
S Jv@T(M[) "‘FT(MI)@JV

Diante do exposto, concluimos que A(V) C Jy®T(M;) +
T(Mp)@Jv.

Seja z um elemento qualquer do ideal Jy entao z = 22‘:1 82475,
em que s;,7; € T(M) e z; € V, para cada 1 < j < t. Deste modo,

A(z) € (T(MDT(My))(Jv@T(Mr)+
+T(Mp)@Jy ) (T(Mp)@T(My))
C Jv@T(Mr)+T(Mr)aJy,

implicando que Jy é um coideal de T(Mj).

Mostremos agora que Jy é um ideal graduado. Claramente V é
um subespaco graduado, pois V' C T?(Mj) e isto implica em V =
Gn>0T™ (M) NV. Como Jy =<V >, segue, pelo Lema 1.1.14, que Jy
é um ideal graduado.

Assim, Jy é um ideal graduado, um coideal e Jyy N M; = 0. Con-
sequentemente, Jy € Q (ver Observagao 1.4.7). Pelo Teorema 1.4.8,

sabemos que B(M;) = ?((1\]\//[[1))’ em que I(M;) = > yeo . Além disso,
I

pg @ Qi+ Qg @ Apg € Apg @ik +big @ ay, € Jy CI(My).
Portanto, em B(Mj)

Up,g @ Qi + ik @ apg=0=0pq @bk +bip ®apg.
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Proposicao 2.1.7 O conjunto {1,a; x, bi i, @i rbir} € uma base do k-
espago vetorial B(M; ).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1.3, B(M; ) é gerada como alge-
bra pelo conjunto {@;x,b;r}. Pela proposi¢do anterior, temos que

. — —_ [ S ——

ainl =0 = by e Grbix = —birair Logo, {1, @z, bix, airbir}
gera B(M; 1) como k-espago vetorial. Como dimyB(M; ) = 4, segue
que {1,@;%, b k, @i kbik} € uma base. [

2.2 Os objetos M e B(Mp)

Esta segao é analoga a anterior e por este motivo omitimos alguns
detalhes no seu desenvolvimento. Consideramos a classe de conjugagao
Opn = {h™}. Observamos que h™ é um elemento central em D,, e
assim, Cp, (h") = D,,. Como m ¢é par, da Subsecdo 1.2.1, temos
que {x1,X2,X3,X4,01, 1 <1 < n—1} & um conjunto completo de
representagoes irredutiveis e nao equivalentes de D, .

Nesse caso, para cada 1 <1 <n — 1, temos que M; := M (Op~, p;)
é um modulo de Yetter-Drinfeld sobre kID,,, que é simples. O mesmo
raciocinio para M (Opn, x), em que k € {1,2,3,4}.

A seguir, utilizamos a segunda caracterizacdo dos moédulos de
Yetter-Drinfeld simples, apresentada no Exemplo 1.4.5, para obtermos
uma base para M;, em que 1 <! <n — 1, e mostramos como a acao e
a coacao agem nestes elementos.

Notemos que

Opn = {h"},Cp,, (h") =Dy, e 1A"171 = b,

Logo, pelo Exemplo 1.4.5, g1 = 1 e M; = 1 ®k?, em que (p;,k?) é uma
representacgao de kID,,.

Seja B = {v1,v2} uma base de k2, como na Subsecao 1.2.1. Entao
{es =1®wv1,d; = 1® vy} é uma base para M; como k-espago vetorial.
Deste modo, a estrutura de médulo de Yetter-Drinfeld sobre kDD,,, de
M; esta totalmente definida pelas relagoes a seguir (Exemplo 1.4.5).

gra = g-(1ev)=18g-n
= 1@pg)(n) =10v =d,

g-di = g-(1Qu)=1®g-v9
= 1@ p(g)(ve) =1®@v1 = ¢,
h-¢ h-1®@v)=1®h- v

1@ pi(h)(vy) = 1@ Wy = wle,
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h-d = h'(1®v2):1®h-02
= 1@ph)(v2) =1Q@w vy =wld,
5(Cl):5(1®U1):hn®(1®vl):hn®cl’
6(dl) = 6(1 ®U2) = hn(l ®U2) =h"® dl.

Observagao 2.2.1 Observamos que M; e M, sao k-espagos vetoriais
isomorfos, ambos possuem dimensao 2, em que 1 <[ < n — 1. Além
disso, afirmamos que sao isomorfos como kID,,-mddulos.

De fato, tendo em mente a base f§ = {vi,v2} de M, como na
Subsecao 1.2.1, consideramos o k-isomorfismo f : M, — M, tal que
f(v1) = ¢ e f(v2) = d;. Usando as igualdades (1.1) e (1.2) e as relagoes
calculadas anteriormente, segue que

flg-v) = flva) =4
= g-aq=g-f(un),

flg-v2) = fln)=c

= g-di=g- f(v),
f(h-v1) = flwvr)=wf(or)
= Wwle=h-qg
= h-f(v)
’ Fhov) = fwe) =w f(o)
= w_ldl =h-d
= h-f(v2).

Logo, M; e M,, sao kID,,-mddulos isomorfos.

Além disso, pela Observagao 2.1.1, segue que M; ~ M;; como kID,,-
modulos mas nao como kD,,-comoédulos pois, pelo Exemplo 1.4.5, M;
e M;; sdo moédulos de Yetter-Drinfeld simples e nao isomorfos. Isso
finaliza a observagao.

Na sequéncia, abordamos a algebra de Nichols dos objetos simples
desta se¢ao. Para cada [ fmpar e 1 <1 < n — 1, temos que M; é um
modulo de Yetter-Drinfeld sobre kD,,, que é simples e cuja algebra de
Nichols possui dimenséo finita. Mais precisamente, B(M;) ~ AM; e
dimgB(M;) = 4 ([2], Theorem 3.1 (b) (i)).

Para cada [ par e 1 < I < n — 1, temos que M; é um moédulo
de Yetter-Drinfeld sobre kID,,, que é simples e cuja algebra de Nichols
possui dimensdo infinita ([2], Theorem 3.1 (b) (i)). A prova baseia-
se no fato de que p;(h™) # —id. Vale o mesmo raciocinio para os
modulos de Yetter-Drinfeld parametrizados pelos pares (Opn, xx), em
que k € {1,2,3,4}.
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Definigao 2.2.2 ([12], Definition 2.9) Seja

,
L= {L = U{ls} :1 <1y, , 1, <n nameros impares}
s=1

e, para cada L = {ly,---,l,} € £, definimos M}, = $jep M;.
Por ([12], Proposition 2.8), o médulo de Yetter-Drinfeld My, definido
acima, ¢ tal que B(Mp) = AMy e dimyB(Mp) =4".

Nos proximos resultados caracterizaremos a &algebra de Nichols
B(Mp) em termos de seus geradores e relagoes.

Teorema 2.2.3 A dlgebra de Nichols B(ML) ¢ gerada, como dlgebra,

por {¢;,d;,l € L}. Sua estrutura de modulo de Yetter-Drinfeld sobre

kD,,, estd totalmente definida pelas relagoes a sequir, em que | € L.
g-a=d, h-a=dva, @) =hroa,

Demonstragao: Sabemos, pelo Teorema 1.4.8, que

T(M T+(M
B(Mp) = ~( L) = @k207~( z)
I(Mg) I(Mp)
e B(M7}) é gerada, como algebra, por B(Mp,)(1) = T(Aﬁ ;- Logo, B(My,)
L

é gerada, como &lgebra, por {¢,d;,l € L}.

Lembramos que B(My) é¢ um kD,,-mo6dulo algebra e um kD,,-
comodulo algebra. Assim, sua estrutura de modulo de Yetter-Drinfeld
esté totalmente definida pelas relagoes a seguir, em que | € L.

g-a=d, h-g=da, @ =rog,

]

Analogamente ao que fizemos na Observagdo 2.1.5, obtemos que
¢,d; com | € L, sdo elementos primitivos em B(Mf). A proposi-
¢ao a seguir é utilizada na Segao 2.3, onde caracterizaremos a algebra
B(M,)#kD,, por meio de seus geradores.
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Proposicao 2.2.4 Sejam L € L e V C T(My) o subespago gerado
pelos elementos ¢; @ ¢ + ¢ R ¢, dj @ dyr +dr @d; e ¢ ®dyr + dr ® ¢y,
coml,r € L. Se J=<V >CT(Mp) é o ideal gerado por V entio J €
um ideal graduado, um coideal e J N My, = 0. Além disso, em B(Mp)

R+, Rag=4;R®d,+d, d;j=¢;®d, +d, @c; =0.

Demonstracgao: Afirmamos que J é um coideal. De fato, notemos
que

A(Cl Rd, +d, ® Cl) A(Cld,« + drcl)
= m(A(a) @ Ady)) + m(A(dy) @ Acr))

m((a®1+19q)®(d, ®1+1®d,))

+ m((d®14+10d)®(q@1+1®c))
= qd,®14+¢g®d, —d, ®c;+h"-1® c¢d,
+ deyR®1+d, Q¢ —¢Rd, +h"-1R®d,.q

(Cldr - d,cl) RK1+hA"-1® (CldT + d,«cl)
€ JRT (ML) +T(Mp)®J.

De forma anéloga mostramos que
Alqg®c+e®¢) e A(di®d,+d-®d)) € JRT (M) +T(ML)RJ,

de onde concluimos que V' C JRT'(Mp)+T (M )®J. Também, de modo
inteiramente analogo ao que fizemos na Proposigao 2.1.6, provamos que
J é um coideal.

Mostremos agora que J é um ideal graduado. Claramente, V' é um
subespago graduado, pois V' = @,>¢T" (M) N V. Deste modo, pela
Proposigao 1.1.14, segue que J =< V > é um ideal graduado.

Assim, J é um ideal graduado, um coideal e J N My, = 0. Conse-
quentemente, J € Q. Logo, como

_ T(ML> e T _ /
B(M,,) = L) I(My) —J/ZGQJ,

concluimos a seguinte igualdade em B(M,)

R+ Ra=4d®d,+d, d;=¢;®d, +d, ®¢c; =0.
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Proposigao 2.2.5 O conjunto {1,¢,d;,c;d;} ¢ uma base do k-espaco
vetorial B(M)).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.3, B(M;) é gerada como algebra
pelo conjunto {e,d;}. Pela proposi¢ao anterior, o> =0 = d72 e
¢d; = —dc;. Logo, {1,¢,d;, c;dy} & um conjunto gerador B(M;). Como
dimgB(M;) = 4, segue que {1,¢;,d;, c;d;} é€ uma base para o k-espago
vetorial B(M;). ]

2.3 As algebras B(M;)#kD,, e B(Mp)#kD,,

Nesta se¢ao, descrevemos por meio de seus geradores e relagoes as
algebras de Hopf B(M;)#kD,, e B(Mp)#kD,,, em que I € Je L €
L, respectivamente. Iniciamos caracterizando a algebra B(M;)#kD,,.
Ressaltamos que as secOes anteriores sao pré-requisitos.

Teorema 2.3.1Sejam I € J e {a; x, M}(Lk)g o conjunto dos elemen-
tos primitivos que geram B(My) como dlgebra. Entio B(Mp)#kD,,
¢ a dlgebra gerada pelo conjunto {1#g, 14th, @i x#1, bi 1 #1} i ryer €
satisfaz as relagoes a sequir, para quaisquer (i,k) e (p,q) € I.

(1#9)* = 1= (1#n)™,
(1#9)(1#h)(14tg) = (1#h)" 1,
(1#g) (@r#l) = (bir#1)(1#9),

(1#h) @k #1) = w* (@ r#1)(1#h),
(1) (bik#1) = w™" (b 1 #1) (1#h),
(@ # 1) (@i #1) + (@ x#1) (@ #1) = 0,
(@ # 1) (b #1) + (b s #1) (@ g#1) = 0.

Demonstragao: Mostremos a primeira e a terceira relagoes do enun-
ciado. A segunda, a quarta e a quinta seguem de forma analoga.
Observamos que

(1#g)* (1#9)(1#g) = 1(g - D#g°

e(g)13#g® = 141 = (1#h)"

% 1
X

(1#9)(@x#1) = 1(g-aix)#gl
bi k#g = (b 1k #1)(1#9).
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A igualdade (x) é valida, pois B(M;) é um kD,,,-mo6dulo algebra.
Pela Proposigao 2.1.6,

Ap,g ® ik + ik @ apq =0 € apg @bk +bik@apg=0
em B(M;). Logo,

(Ap,q#1) (@ #1) + (@i k#1) (@pg#1) = (Apg Gik + Tik Gpg)#]
ap,g @ Qik + Qik @ apgF#1
0

e

(@pq#1) (bs 1 #1) + (bip#1) (@pg#1) = (pg bik + bik Gpg)#1
= (ap’q ® bi,k + bz‘,k ® ap,q)#l
0,

provando as duas ultimas relagoes.

Finalmente, provemos que B(M7)#kD,, é gerada como algebra pelo
conjunto {@; x#1, b; x#1, 199, 1#£h} i kyer- Um elemento qualquer de
B(M1)#kD,, é uma soma de parcelas da forma

t

b
Eaflia%"'a’ri# E kg"'hbgah’v
i=1

gohb €Dy,

em que a € {0,1}, b € {0,1,--- ,m — 1} e aj; € {@Gix, bik}(ik)er, Para
quaisquer 1 < j <rel <7<t Entao, usando a definigao de produto
smash e o fato de que B(M;) é um kD,,,-modulo dlgebra, temos

t
b

E Q102 -+ - Qi FF E kgahbgah =

i=1

g° hbeDTn

t
= Z Z kgapvariag; - -- ariftgh’ =

=1 ge hb EDm

t
=3 > kgewlanias - ap#1)(1#g°h%) =

=1 ge hbeD,,

:Z Z Egaps (ariftl)(azi#1) - - -

=1 gahbeby,
- (aritl) (14£g) - - - (14fg) (1#h) - - (14¢h) .

a Vezes b vezes
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Observagao 2.3.2 Se I = {(i,k)} entdo o conjunto

{1, @ 1 #b, bi k#b, a; kbi x#b,b € Dy, }

é uma base para o k-espago vetorial B(My)#KkD,,.

De forma inteiramente similar ao teorema anterior provamos o pro-
ximo.

Teorema 2.3.3 Sejam @, d;, | € L o0s elementos primitivos que geram
B(Mp). Entio B(Mp)#kD,, € a dlgebra gerada por 14#tg, 14th, C#1
e di#1, em que l € L e satisfaz as relagdes a sequir, para quaisquer
r,l e L.

(1#9)” = 1#1 = 1#h™,
(1#9)(1#th) = (1#h)™ ! (1#g),
@#1)(1#9) = (1#g)(di#1),
(1#h) (di#1) = W™ (di#1)(1#h),
(1#h) ([@#1) = W' (@#1) (1#h),
(@#1)(dr#1) + (do#1)(@#1) = 0,
(a#l)(cr#1) + (G#1)(@#1) =0,

)+

(1) ([@#f1) + (d#1) (@ #1) = 0.

Demonstragao: Vejamos que B(Mz)#kD,, é gerada como algebra
por {G#1,d;#1,1#g,1#h,l € L}. De fato, um elemento qualquer de
B(M)#kD,, ¢ uma soma de parcelas da forma

t apb
Dim1 A1i02i -+ Ariff Zg“hbeﬂ)m kganvg®h?,

em que a € {0,1}, b € {0,1,--- ,m — 1} e a;; € {@,d;,| € L}, para
quaisquer 1 < j <rel <<t Entao,

t

b
Zalia%"'ari# Z kgapeg®h” =
i=1

gehbeD,,

¢
=3 Y kgeaniag - ariftgh’ =

i=1 gahbeD,,

t
= Z Z kgape(ariaz; - - - ari#l)(l#gahb) =

=1 ge hb eD,,
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:Z Z kg“hb (ari#£1)(ag#1) - -

i=1 gahbeb,,

- (ari#tl) (13£g) - - (1#g) (14#h) - - (1#h) .

a Vezes b vezes

de onde concluimos que B(M|)#kD,, é gerada como algebra pelo con-
junto {G#1, di#1, 1#g, 14h,1 € L}.

As seis primeiras relagoes seguem apenas fazendo contas, como no
teorema anterior. Mostremos a seguir as outras trés relagoes. Pela
Proposicao 2.2.4, obtemos que

@#)( & #) + (GH#)@E#]) = (a©d + dr ©a)#l
= 0,

(@#1)(c#1) + (c-#1)(a#1) (a®cr + ¢ @c)#l

= 0

(d#1)(d#1) + (d:#1)(di#1) = (d@d +dr @ dy)#]
= 0.

Observagao 2.3.4 O conjunto {1#b,C#b, di#b,cid;#b,b € D,,} €
uma base para o k-espago vetorial B(M;)#KD,y,.

2.4 As algebras A;(\, )

Nesta secao, estudamos dois casos particulares da algebra Ar(A,7),
a saber A7(A,0) com I ={(i,n)} e A;(0,0) com I € J.

Iniciamos definindo a algebra A;()\, ) no caso geral e na sequéncia
nos concentramos nos casos particulares. Para o desenvolvimento desta
se¢do consideramos ([12], Sections 3B, 3C). Sejam I € J,

A= Apa,ik) )Gkl € ¥ = Vpa,ik)(p,0),(i k)T

familias de elementos do corpo k tais que

Apm—kyik = Nikpm—k € Ypkik = Vik,pk-
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Definigao 2.4.1 ([12]|, Definition 3.9) Para I € J, denotamos por
Ar(N\, ) a dlgebra gerada pelos elementos g, h, Tp 4, Yp.q, €M que (p,q) €
1, satisfazendo as sequintes relagoes:

¢ =1=n" ghg=h"""t,
9Tp,g = Yp,a9> hp,q = wlpgh, hypq =w™Ypqeh,
Tp.qTik + TikTpg = Ogm—kApqik(l — hPT?),
Tp gYik + YikTpg = OqkVp.qid (L — AP0,

E possivel determinar uma estrutura de algebra de Hopf em A (), )
definindo

Alg) =g®g,A(h) =h®@h,
A(Zp,g) =Tpg® 1+ @1y,

AYp,q) = Upqa @1+ R ®ypgq

para qualquer (p,q) € I. Definimos ainda, para qualquer (p,q) € I,

e(g) =1=¢(h) e e(xp,q) = 0==e(Ypq);
Notemos que Aj(A,v) é gerada por seus elementos grouplikes e
skew-primitivos. Portanto, por ([26], Corollary 5.1.14), é pontuada.

Observagao 2.4.2 Se |I| = 1 entdo é suposto v = 0 na definigdo
anterior.

2.4.1 A[(O, 0)

Nesta subsecao, restringimos a Definicao 2.4.1 para A =0 = .
Defini¢ao 2.4.3 Seja I € J. Entao A;(0,0) € a dlgebra gerada pe-
los elementos g, h,xp g, Ypq, com (p,q) € I, satisfazendo as sequintes
relagoes:

g°=1=h", ghg=h""",
9Tp,g = Yp,a9> htpq = wlrpgh, hypq = w™ Yy eh,

Tp,gTik + TikTpg =0, TpqVik + Yiklpqg = 0.

Usando [12, Lemma 3.16], A;(\,v) ~ B(M)#kD,, se, e somente
se, A = 0 = 7. Assim, as algebras A;(0,0) estdo caracterizadas em
termos das bosonizagoes B(M)#kD,, estudadas na se¢do anterior. A
seguir especificamos um isomorfismo entre elas.
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Proposigao 2.4.4 Seja I € J. Consideramos o morfismo de dlge-
bras f : Ar(0,0) — B(M;)#KD,, tal que f(g) = 1#g, f(h) = 14h,
f(xik) = aqip#l e f(yir) = bix#l. Entdo f € um isomorfismo de
dlgebras de Hopf.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.3.1 e pela Definigao 2.4.3 é imediato
que f preserva as relagoes que definem as duas algebras e que é um
isomorfismo.

Mostremos que f é um morfismo de codlgebras. Notemos que

A(f(zir)) = Al@ix#l) _
= Tl @ 1#1 + 1#0' @ aip#l
= (JOfNwix@1+h@zp)
= (feNA(ik)

A(f(g)) = A(l#g) =1#g® 1#g
= (fefllgeg)=(f®f)A(9).

De forma analoga, A(f(yix)) = (f @ f)A(yir) € A(f(R) = (f @
F)A(R). Além disso,

e(f(zin) = e(@r#l)
= e(ar)e(1)
= 0=¢(Tik)

De forma anéloga, (f(yix)) = e(yix) € €(f(h)) = e(h). Agora,
como f é morfismo de algebras, segue que f é um morfismo de coalge-
bras. Portanto, f é um isomorfismo de algebras de Hopf. ]

—~

Observagao 2.4.5 A proposigao anterior é valida para qualquer I € J,
isto é, para I = {(4,k)} como no item (a) do Teorema 2.0.1 e para
I ={(¢,n)} ou |I| > 1 como no item (c) do referido teorema.

2.4.2 A\

Nesta subsegao estudamos a algebra A;()\, ) para o caso particular
emque [ = {(i,n)} €J,n=", m=4t,t >3 el <i<n—1 Neste
caso, é suposto que v = 0 e assim, a algebra Aj(\,~y) é denotada por
A; n(N). A seguir, de acordo com ([12], Example 3.10), descrevemos-a.
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Definigao 2.4.6 Para I = {(i,n)}, denotamos por A;.,(\) a dlgebra
gerada por elementos g, h,x,y satisfazendo as relagdes a sequir.

9> =1="n", ghg=h"""1,
gr =yg, hx = —zh, hy = —yh,
22 =M1 -0*), > =M1 —-h™%), 2y +yx =0.

Observagao 2.4.7 A partir das relagoes acima, podemos deduzir ou-
tras que serao usadas no Capitulo 4.

(i) xg = gy. De fato, de gz = yg, segue que gzg = y, ou seja, £g = gy.
(ii) gry = yxg, pois a relagdo zy + yx = 0 implica que gxy + gyx = 0.
Assim,
gry = —gyr=—agT
= —xyg = yxg.

(iii) hzy = xyh. De fato, da relagdo hx = —zh, segue que hxy =
—xhy = zyh.

(iv) 2%y = ya?, pois como xy + yx = 0 entdo x?y + xyx = 0. Assim,
2%y = —xyr = y?.

Observagao 2.4.8 Como w™ = 1 e por ser m = 2n, temos que 1 =
(w™)?. Chamando w’ = w", segue que w'? = 1 e como k & corpo, temos
que w’ = 1 ou —1, mas W’ # 1, pois w é raiz m-ésima primitiva da
unidade. Logo, w™ = —1. Como (i,n) € J, entdo w™ = —1, para
1 <7 < n—1. Portanto, ¢ é impar.

Além disso, n é o menor inteiro positivo tal que w™ = —1. Isso
ocorre pois, se houvesse s um inteiro positivo, s < n, tal que w® = —1,
terfamos que w?®* = 1 e dai, 2s = mq para algum inteiro positivo ¢ e
isso é um absurdo, pois 25 < 2n = m.

Deste modo, para cada i impar e 1 <1i < n — 1 temos uma &algebra
A; n(N). A seguir estudamos a dimensao de A;,()\) como k-espaco
vetorial. Estes resultados serao utilizados no Capitulo 4.

Lema 2.4.9 dimyA4; ,(\) = 8m.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.0.1, a algebra de Hopf A;,,(\) é um
levantamento de B(M7y), ou seja, gr(Ain(N)) = B(Mr)#kD,,. Além
disso, sempre é valido que, dimgA; ,(\) = dimg(gr(A4; ,(N)) ([5], Sec-
tion 5.1). Do inicio deste capitulo temos que dimyB(M;) = 4. Logo,
como dimgkD,,, = 2m, segue que

dimy A; ,(A) = dimy (B(M[)#kD,,) = 8m.
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Lema 2.4.10 O conjunto 3= {1, g, h, ---, h™ L gh,--- ,gh™ L x,
gz, h, -+, K™Yz, ghz, -+, gh™ 'z, y, gy, hy, -+, K"y, ghy,
o gh™ Yy, wy, gry, hay, -, K™ ey, ghay, -, gh™ oy} € uma

base para A; n(A).

Demonstragao: Notemos que um elemento qualquer da &lgebra
Ain(X) € uma soma de parcelas da forma g*hlzy? em que a,c,d €
{0,1} e b€ {0, - ,m —1}. Assim, o conjunto descrito no enunciado é
um conjunto gerador de A; ,(A).

Pelo lema anterior, temos que dimyA; ,,(A) = 8m. A quantidade de
elementos no conjunto S também é 8m. Portanto, S é uma base de
A n(X) como k-espaco vetorial. ]
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Capitulo 3

Modulos simples sobre
bosonizacoes e anéis de

Grothendieck

Neste capitulo, calculamos os moédulos simples sobre as &lgebras
de Hopf B(M;)#kD,, e B(Mr)#kD,,, em que I € Je L € L, res-
pectivamente. Além disso, mostramos que os anéis de Grothendieck
S(kp,, ™), G(B (1) #kD,, ™) € G5 (a1, )#kD,, M) sd0 todos isomorfos.

Observamos que neste capitulo calculamos os modulos simples sobre
as algebras dos itens (a) e (b) do Teorema 2.0.1 e, devido a Proposi¢ao
2.4.4 e a Observagao 2.4.5, também os modulos simples sobre a dlgebra
A1(0,0), para I como no item (c) do teorema citado.

3.1 B(M;)#kD,,-moédulos simples

Nesta se¢ao, calculamos um conjunto completo de B(M)#KD,,-
modulos simples, nao isomorfos e de dimensao finita, para qualquer
I € J. Pela Proposicao 2.4.4, B(Mp)#kD,, e A;(0,0) sao algebras de
Hopf isomorfas. Considerando esse isomorfismo, para facilitar nossos
célculos, usamos um abuso de notacdo, dizendo que B(M;)#kD,, é
gerada pelos elementos g, h, Tp g, Yp.q, com (p,q) € I, satisfazendo as
relagoes da Definigao 2.4.3. Pela Proposi¢ao 1.1.6, segue que kD, é
uma subalgebra de Hopf de A;(0,0) ~ B(M)#kD,,.

Iniciamos mostrando que dada uma representagao de kD,,, sempre
obtemos uma representacao de B(M;)#kD,,, estendendo-a por zero.
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Proposicao 3.1.1 Seja p : kD, — Endx(M) uma representacao de
kD,,,. Entdo o morfismo de dlgebras p : B(M7)#kD,,, — Endx(M), tal
que

P(Tp,q) = 0=D(Yp,q),
para todo (p,q) € I, € uma representacao de B(M)#KD,,.

Demonstragao: Notemos que

plg®) = plg)?=plg®) =pQ1)
= p(h™) =p(h™),
p(ghg) = plg)p(h)p(g) = p(ghg)
= p(h™ 1) =p(h™),
ﬁ(gxp,q) = p(g)ﬁ(xp,q) =
= ﬁ(yp,q)p(g) = ﬁ(ypng)v
p(hxp,q) = ﬁ(h)ﬁ(%},q) =0

= Wqﬂxp,q)ﬁ(h) = ﬁ(wqxp,qh%

ﬁ(hyp,q) = ﬁ(h)p(ypyq) = ;)

P(@pqTik +  TikTpg) = P(Tp,q)P(Tik)+
+ ﬁ(xi,k)p(xp,q) =0,

P(@pa¥ir + YikTpq) = P(Tp,q)P(Yik)+
+ Pik)P(Tp,e) = 0,
para quaisquer (i, k), (p,q) € I. Logo, p preserva as relagoes que definem
B(M;)#kD,,, ou seja, é uma representacio desta algebra. [

Denotamos por Mz o B(M[)#kD,,-moédulo asociado a representa-
¢80 p, como feito na Subsegao 1.2.2. Mostremos, a seguir, a correspon-
déncia biunivoca que existe entre os modulos simples de B(M)#kD,,
e os modulos simples de kD,,,. Consideramos o conjunto completo

8§ ={M,,,M,,,M,,,M,,,M,,1<l<n-1}

X1 X2 X3

dos moédulos simples e ndo isomorfos de kD,, (Exemplo 1.2.22). A
demonstracao deste teorema foi baseada em ([14], Proposition 4.1).
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Teorema 3.1.2 T := { M5y, M5z, M5z, Mxz, M7, 1 <1 <n—1} é um

X1 X2 X3 X4 PL
conjunto completo de B(Mp)#KkD,,-mddulos simples e nao isomorfos.

Demonstragao: Pela proposicao anterior, cada uma das represen-
tagoes irredutiveis de kID,, pode se estender a uma representagao de
B(M;)#kD,,. Pelo Lema 1.2.21 estas representagoes sdo irredutiveis
e nao equivalentes duas a duas. Assim, pelas Proposigoes 1.2.14 e
1.2.15, T é um conjunto de mdédulos simples e nao isomorfos da algebra
B(MI)#kD7rL~

Pela Proposigao 1.2.29, as algebras

B(M)#kD,, e rad(B(M;)#kD,, )

possuem os mesmos modulos simples e, pelo Lema 1.4.18, segue que

rad(B(My)#kD,,)
B(M;)#kD,, e kD,,, possuem os mesmos modulos simples.

e kD,,, sao isomorfas, pois B(M) = A(My). Logo,

Portanto, T é um conjunto completo de B(M;)#kD,,-modulos sim-
ples e nao isomorfos. [

Observagao 3.1.3 Na prova do teorema anterior, precisamos da &lge-
bra B(M7j) apenas para fazermos uso da Proposi¢io 3.1.1, isto &, para
conseguirmos estender as representagoes por zero.

A proposigao a seguir é utilizada na proxima se¢do. Como envolve a
notagao da Proposigao 3.1.1, optamos por apresenti-la nesse momento.

Proposigao 3.1.4 Sejam p, T representacoes de kKD, e p,T represen-
tagoes de B(Mp)#KD,,, como na Proposicao 3.1.1. Entio pQT =p T
epbT=p>DT.

Demonstragao: Mostremos que as representagoes p @ 7 e p ® T sao
iguais nos geradores de B(M)#kD,,. Como z,, € yp SA0 respec-
tivamente elementos (1, hP)-primitivos e (1, h~P)-primitivos e g, h sdo
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elementos grouplikes, segue que

(Pe7)(9) = plg) @7(g9) = plg) ®7(9)
= (pe71)(9)=p®7(9),

(p@7)(h) = p(h)@7(h) = p(h)®T(h)
= (paT1)(h)=paT(h),

(PeT)(xpg) = Plapg) @T(L) +p(h7) @T(p,q)

(P®T) (yp,q) = p(yp,q) ®@7(1) +p(h7?)® ?(y;mq)
0+0=p0p®7(Ypgq)-

Portanto, p 7T =p® 7.
Mostremos, agora, que as representacoes p @ T e p D T sao iguais
nos geradores de B(M;)#kD,,.

(peT)(9) = plg)eT(9)=rplg)®T(9)
= (poT7)(9)=p&7(9),
POT)(Tp,g) = P(Tpg) ©T(Tp,q)
= 0=pP7(xp,

Para os demais geradores de B(M;)#kD,, as contas seguem de modo
analogo. Portanto, p @7 =p& 7. ]

3.2 Anel de Grothendieck de (7, 4xp,m

Usando o Teorema 3.1.2 e a definicao de grupo de Grothendieck,
obtemos que §(g(ar,)#kp,, M) € 0 Z-modulo livre gerado pelo conjunto

Ty = {[MXTL [MXT]’ [MXT]v [MXTL [MPTL I<li<n- 1)}

Pelos Exemplos 1.3.2 € 1.3.4, 5(as;)#kp,, m € uma categoria monoidal
e rigida e assim, pelo Teorema 1.3.18, §(3(ns;)#xkp,,M) é€ um anel com
o produto dado a seguir.

n+3

(M) [Miz] = [Mi; @ Mpg] =Y [Mpz @ Mg - M) [Mi),

i=1
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em que [Mpy], [My], [Mi;] € Tr, para quaisquer 1 < i,j,k <n+3e
estendido por linearidade nos demais elementos de G(s(as,)#xn,, M)

O objetivo nesta seao ¢ mostrarmos que G(s(ar,)#kn,, M) € G(kp,, M)
sao anéis isomorfos e para tanto, desenvolvemos a proposi¢ao e o lema
expostos na sequéncia.

Proposigao 3.2.1 Sejam
OZMEO CMEl e CMET

uma série de Jordan-Holder na categoria yp,, m, em que & : KDy, —
Endy(My,) sdo representacoes de kDDy,, para s = 0,--- ,r e & as res-
pectivas extensoes & dlgebra B(Mp)#KkD,,, como na Proposi¢io 3.1.1.
Entao

OzMg—OcMg—lcmcME—T

¢ uma série de Jordan-Hdélder na categoria (a4, M-

m

Demonstragao: Por hipotese, {.y1(7)|n,, = &s(x), para quaisquer
z €kD,, e s=0,---,r — 1. Consequentemente,

e se x € kD,,, @(‘TNME = €s+1(17)|M§S = f‘z(x) = g(x)v
o @(mﬂMg =0="E(zp,q) €
° @(yp,qﬂMg =0= 575(:%#1)

Logo, &s+1(y)me = &(y), para todo y € B(M)#kD,, e assim pode-
mos considerar a seguinte série em B (M) #kD,,, M

O:ME—OCMETC---CME—T.

Mg,

Ei—1

Suponhamos que

possui um B(M;)#kD,,-submoédulo e o

i’

i1

denotamos por . Entao, em ¢ (pr,)#xp,, M,

Mi&_l C M; C Mg

Seja p : B(Mp)#kD,, — End(M; ) a representacdo associada ao
B(Mp)#KkD,,-modulo My, assim My = M,. Se y € B(M)#kD,,,
temos

PW)lare— = &i-1(), &i(y)lar, = p(y)- (3.1)
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Deste modo, restringindo p para kD,, (kD,, é uma subalgebra de
B(M1)#kD,,) obtemos que 7; := plkp,, é uma representacao de kD,
tal que, em ,p_ m,

m

Mgi—l C M, C MEH
pois se x € kD,,, entdo, pela Equacao (3.1),

Ti(@) M, _, = p(@) g = Eim1(2) = & ()

&i(@) |, = &(@)|u, = pla) = 7i(2).

Logo, T & um kD,,-submoédulo de & Como $_ ¢ um
§i—1 i1 Méi—l
kD,,-mo6dulo simples, segue que T =0 ou no_ M na
m” b S -
Mfi—l Mfi—l Mgi—l

categoria gp,, m.
Ti

fz 1
Mg, , = Mg—, e assim, pela Equacao (3.1),

Suponhamos = 0. Neste caso, como conjuntos temos M; =

p(y) = pW)lar— = &i-1(y),

M
para todo y € B(M;)#kD,,. Logo, p=&_1 e —— = 0.
SL 1
M., Me,
Suponhamos, agora, que —— = . Neste caso, My = M, =
Mfi—l Mfz 1
Mg como conjuntos e, pela Equagao (3.1), segue que,
p(y) =&Yl = &(y),
para todo y € B(Mp)#kD,,. Logo, p=¢&; e = ‘.
Mii—l Mfifl
Mg ]
Portanto, — & um B(M)#kD,,-mobdulo simples, para cada 1 <
i1
1 <r, e
OZMECM€C"'CM§
¢ uma série de Jordan-Holder na categoria s (a,)4kp,, M- ]

No lema a seguir, mostramos que a multiplicidade de M,, € 8 na
série de Jordan-Holder de M, g, ¢ igual a multiplicidade de Mz; € T

na série de Jordan-Holder de M—=— TS
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Lema 3.2.2 Sejam M, M,, € 8. Entdo, para cada M,, € 8, temos

[Mﬂj®ﬂk : MIM] = [Mil—lj@lbk : Mm]
Demonstragao: Seja
0= Mg, C Mg, C--- C M, = My, (3.2)

uma série de Jordan-Holder para o kID,,-médulo Mg, , em que & :
kD,,, — Endg(M¢,) sdo as representagoes sobre kD, associadas, para
s =20,---,7. Pela Proposicao 3.2.1,
OZMETJCMfTC CM{T«:Miltj@#k
¢ uma série de Jordan-Holder para o B(M;)#kDy,-moédulo M.
Como (3.2) é uma série de Jordan-Holder em yp,, m entdo, para cada

m

M
s=1,---,r, existe um isomorfismo de kID,,,-mo6dulos f : :5 — M,,,
s—1

.. , Mg~
para algum M,, € 8. Nosso objetivo ¢ mostrarmos que r— ~ My

na categoria g (nz,)#kp,, M- Para tanto, definimos

. Mg - ' _ g
I g = My, tal que f/() = f(m),
§5—1

em que m = m+Mg—em=m+Mg,_, em € Mg, = Mg sendo esta
iltima igualdade como COIlJuntOb. Mostremos que f’ é um isomorfismo
de B(M;)#kD,,-mddulos.

Afirmamos que f’ estd bem definida. De fato, sejam m,n € Mf
tais que m = 7, entdo m —n € Mg—. Os conJuntos Mg— e M, ,
sao iguais e assim, m —n € Mg _,, ou seja, m = n. Deste modo,
f(m) = f(n) e isto implica que f'(m) = f(n), provando a afirmagao.

Na sequéncia, mostramos que f’ & um morfismo na categoria

B(M;)#kD,, M. Seja T € 47

f(t-

, entao para qualquer t € kID,,

) = f'(t-m)
— f@m) B
= 1 f(m) = t- /().

Além disso, para qualquer (p,q) € I, temos

3

f(@pq-m) = f'(Tpe M)
= f'(0)=f(0)=
o = xp,q'f/(m),i
['Wpq-m) = 0=ypq- f'(M).



Deste modo, f’ é um isomorfismo de B(M7)#kD,,-modulos e assim,

M@+ My, < [Migpr : My;], para cada 1 <i<n+3.
Seja, agora, f' : ]V][wi — Mz um isomorfismo de B(Mp)#kD,,-
€s—1

modulos.  Entao, em particular, f/ também é um isomorfismo de
kD,,,-modulos, pois kD, é uma subélgebra de B(M;)#kD,,. Logo,

R : > —=- - My;], para cada 1 <17 < n + 3. Portanto,
MNJ®NI«: Mlh > My,]®p,k Mul d 1< < 3 P
M@+ My] = [Mrgpy : My], para cada 1 <i<n+3. |

Consideramos o anel G(kp,, m), introduzido na Subsecao 1.3.3, ge-
rado pelo conjunto T = {[My,], [My,], [My,], [My,], [M,],1 < 1 <
n—1}.

Teorema 3.2.3 Os anéis de Grothendieck G(5(ar,)#kp,, ™) € G(kp,, M)
8a@o isomorfos.

Demonstragao: Consideramos o Z-homomorfismo

¢ : S(kp,,m) = S(B (M) kD, ™)

definido por ¢([M,,]) = [Mg] se [M,,] € T e estendido por linearidade
nos demais elementos de G(xp,, m).

Mostremos que ¢ esta bem definido. De fato, sejam N, N’ € yp_m
tais que [N] = [N']. Entéo, pela Defini¢ao 1.3.12,

n+3 n+3
Z[N : Mlti][Mlti] = Z[N/ : MM][MML

i=1 i=1

em que [M,,] € T, para cada 1 < i < n+ 3. Como T ¢é base do
grupo livre G(kp,, m), segue que [N : M,,| = [N’ : M,,], para cada
1 <i < n+ 3. Deste modo,
e([V]) o +g:_13[N:MM'i][MHi])
= Zi:lg[N t My, Jo([My,])
n

= i1 EX/ t M, [Mig)

= ¢ i=1 (N7 M, ][My,])

= (N

Mostremos, a seguir, que ¢ ¢ homomorfismo de anéis. Sejam [M,,, ],
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[M,,,] € T fixos. Para [M,,] € T, em que 1 <i <n+ 3, temos
(M, ][My,]) = <P(L)Muj @ My, ])
n+

= Z[Mp’j & M,u,k : Mpq](p([MHz])
i=1
n+3

= Z[MM@,% :Mui]<p([MHiD
e

- Z[MM@M My, [M],

i=1
onde a terceira igualdade segue da Proposigao 1.2.18.
Por outro lado,

P([My; De([M,]) =

I

==%

| ®
=

n+3
= ZiZI [ij®,uk : Mm] [MEL

onde a terceira e quarta igualdades seguem das Proposicoes 1.2.18 e
3.1.4, respectivamente.

Pelo Lema 3.2.2, segue que cp([MM][MM]) = @([My,])e([M,,]), ou
seja, ¢ é homomorfismo de anéis. E imediato que ¢ é injetor e sobre-
jetor. Portanto, os anéis de Grothendieck G((nr,)#kp,,m) € G(kp,, M)
sao isomorfos. n

Corolario 3.2.4 Valem as seguintes regras de fusao em
S((ary)#xm,, M)
See,8,g,0 € {0,1} = Zy entio

(M5l [My ] = M55
Sel,te{l,---,n—1} entao
[Mpr)[Mzs] = [Mr] = [Mpr] [Mx],
[Mzr][Mxs 5] = [Mpr=] = [Mz][Mx=],

[M ] [ pzft}rl#tEZ“’t#ny
— [M 1] [M11]+[Mﬁ}7l7étel+t:nv
MMl =0 (b 4 (o] + Ml 1= 1 e 21 #m,
[MXO 1] [MX1,1] + [Mm] + [MX1 o] l =te Ql =n.

Demonstracgao: Segue diretamente pelo teorema anterior e o Corola-
rio 1.3.21. ]
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3.3  B(Mp)#kD,,-mdbédulos simples

Nesta segdo, calculamos um conjunto completo de B(Mp)#kD,,-
modulos simples, ndo isomorfos e de dimensao finita. Pela Observacao
3.1.3, s6 precisamos estender (por zero) as representagoes do grupo a
bosonizagao. Assim, os resultados desta segao e da proxima seguem
diretamente dos argumentos feitos nas duas se¢bes anteriores.

Lembramos que B(Mp,)#kD,,, em que L € £, é a algebra de Hopf
gerada por elementos 1#¢, 1#h, G#1, di#1, | € L, satisfazendo as re-
lacoes dadas no Teorema 2.3.3.

Proposicao 3.3.1 Seja p : kD,,, — Endx(M) uma representacao de
kD,,. Entao o morfismo de dlgebras p : B(Mp)#kD,, — Endx(M) tal
que

p(1#g) = p(9), p(1#h) = p(h), p(@#1) = 0 = p(di#1)
é uma representacao de B(Mrp)#KD,,.

Demonstragao: Notemos que

p((1#9)?) = p(1#9)* = p(g?) = p(1)
= p(h™) = p((14n)™),
p((14g)(14£h)(144g)) = p(14t9)p(1#h)p(1#g)
= plghg) = p(h™ 1)
= p((1#h)™1)
p(1#g)(@#1)) = p(1#g)p(C#1) =0
- = p((di#1)(1#9)),
p((A#h)(di#1)) = p(1#h)p(di#1) =0
= plw U (di#1)(14h)),
p((14h)(@#1)) = p(Fh)p(@#1) =0
= p(w'(@#1)(1#h)),
p(@#V)(d#1) + (d#1)(@#1)) = p(@#1)p(d,#1)
+ pld#)p(a#1) =0,
p(@#1)(G#1) + (G#1)(G#1)) = p(@#1)p(c#1)
+  pE#1)p(a#1) =0,
PUd#N)(d#1) +  (d#D)(di#1) = p(di#1)p(d #1)
+ pd#D)P(d#) =0,

para quaisquer [, € L. Portanto, p é uma representacao da algebra
B(Mp)#KD,,. ]
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Denotamos por Mz o B(Mp)#kD,,-modulo associado a represen-
tagao p.
Teorema 3.3.2 F := { M5y, My, My, Mg, M, 1 <1 <n—1} é um
conjunto completo de B(My,)#kD,,-mddulos simples e nao isomorfos.

Demonstragao: Esta demonstragao é inteiramente analoga a do Teo-
rema 3.1.2, basta trocar I por L. ]

3.4 Anel de Grothendieck de (7, )4xp,m

Seja F o conjunto completo de B(Mp,)#kD,,-mddulos simples e
nao isomorfos, dado pelo Teorema 3.3.2. O anel de Grothendieck
S(® (M )#kD,, m) € 0 Z-mobdulo livre gerado pelo conjunto

Fr, = {[Mx], [Mx5], [Msz], [Ms], [M], 1 <1< n— 1},

com o produto

n+3
(M) [ M) = [Mi; @ Mpz] = [ Mz @ Mg - My [ M),
i=1
em que My, [Mp], [Mz;] € Fr, para cada 1 <i < n + 3 e estendido
por linearidade nos demais elementos de G(s(ar,)#kp,, M)-

Seguindo a mesma idéia do Teorema 3.2.3, obtemos que os anéis
de Grothendieck S(xp,,m) e G(5(nrr,)#xp,, M) sdo isomorfos. A tnica
diferenca no raciocinio é garantir que as representagoes do grupo podem
se estender a bosonizagao, mas isso foi feito na Proposigao 3.3.1.

Teorema 3.4.1 Os anéis de Grothendieck G(s(ar, )4, ™) € S(kp,, M)
8a@o isomorfos.

Diretamente do teorema acima e do Corolario 1.3.21, seguem as
regras de fusdo em G(s(as,)#kn,, M)

Corolario 3.4.2 Valem as seguintes regras de fusdo em
S(s(ay)#xD,, M)
See,8,2,0 € {0,1} = Zy entio

Myl My ] = My 5]
Sel,te{l,--- ,n— 1} entao

[Mpr)[Mzs] = [Mpr] = [Mpr] [Mx],

Pl X0,0 Pl P
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[MXOJ] = [

+ 1

Pl—t

M=) = [Mp]

L,l#tel+t#n,
]

My—],l#tel+t=n,

[Mm]a

+[Mm],l:t 62[75?7/,

A+
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Capitulo 4

A; (A)-moddulos

Y

Neste capitulo, calculamos os A; ,,(A)-modulos simples, em que m =
4t,t >3, n="9 =2tel <i<n—1. Lembramos que A;,(\) é gerada
por elementos g, h, z,y satisfazendo as relagoes (veja Subsecao 2.4.2)

g =1=hn", ghg=hm"",
gr = yg,he = —xh, hy = —yh,
22 =XN1-hr%), 9> =21 —h"%), 2y +yz =0.

Segundo ([12], pg. 84), se |I| = 1, entdo é suposto que v = 0. Se,
além disso, A = 0 entao A; ,(\) ~ B(My)#kD,, por ([12], Lemma 3.16)
e, nesse caso, os B(M)#kD,,,-modulos simples ja foram calculados no
Teorema 3.1.2 desse trabalho. Consideramos daqui para frente A # 0.

Nosso objetivo é encontrarmos um conjunto completo de A;,,(X)-
modulos simples, nao isomorfos e de dimensao finita. Faremos isto a
partir de um conjunto completo de médulos simples e nao isomorfos de
uma subalgebra semissimples conveniente de A; ,, ().

A algebra A; ,(X\) € pontuada e G(4; ,(A\)) = D,,. Logo, a algebra
de grupo kD, é uma subalgebra de A;,(\) e é semissimples, pois
estamos supondo k um corpo de caracteristica zero, veja a Proposicao
1.2.31. Lembramos do Capitulo 1 que

S = {MX17MX2>MX3=MX47MM71 <l<n- 1}7

é o conjunto de todos os kDD,,-mo6dulos simples, nao isomorfos e finito
dimensionais associados as representagoes irredutiveis, nao equivalentes
e finito dimensionais de kD,,, dadas pelo conjunto

S = {X17X2ax3ax4apl71 < l <n-— 1}
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Seja M um A; ,(A)-modulo. O fato de kD, ser uma subélgebra
semissimples de A; ,(\) e o que recordamos acima, nos da que M|xp,,
¢ uma soma direta (finita) dos kID,,-mo6dulos simples dados em 8. A
notagao M|kp,, significa M visto como um kID,,,-médulo restringindo a
acdo de A; ,(A\) a elementos de kID,,, e que M = M|kp,, como k-espagos
vetoriais. Assim,

Mk

~ @) M

., € {1,2,3,4} ou

Mlip,, ~ @5 My, @@ M,, 1y € {1,2,3,4},1 <1, <n—1
ou
MlkDm ~ @Zleplk,l S lk S n — 1,

para r,s > 1.

Deste modo, podemos enxergar todo A; ,(A)-médulo como uma
extensao de um kID,,,-modulo e entdo, a fim de calcularmos A; ,,(\)-
modulos simples, podemos estudar os A; ,(A)-moédulos nas trés formas
descritas acima.

Quando M é um A; ,,(A)-médulo simples, mostramos como ocorre a
extensao da acao de kD,,, & A4; ,(A). Quando M é um A;,,(\)-mddulo
que nao é simples apenas usamos argumentos para provar isso e nao
nos preocupamos em caracteriza-los. Classificamos todos os A; ,(A)-
modulos da segunda forma descrita acima. Para a primeira forma nao
resolvemos para o caso s = 3. Quando M|yp, =~ @’,;Zlek, nao resol-
vemos nos seguintes casos:

erc{234} el =2 paratodo 1 <k <r.

or:4elk7égewzki#l,paratodolgkgr.

A fim de deixarmos clara a organizagao dos resultados obtidos neste
capitulo, apresentamos a seguir os principais teoremas e proposigoes de
cada secao.

Na Segao 4.1, calculamos todos os A; ,(A\)-mo6dulos simples M tais
que Mkp,, € isomorfo a um kD,,-médulo simples. Estes simples sdo
provenientes de extensoes das representacoes do conjunto S. Mostra-
mos quando é possivel estender as representagoes contidas no conjunto
S para representagdes da algebra A; (). Mais precisamente, a Pro-
posicao 4.1.1, mostra que as representacoes X1, X2, X3 € x4 podem ser
estendidas para representagoes de A; ,(A), de forma tnica, por zero.
No Teorema 4.1.5, provamos que p; estende-se a uma representagao de
A;n(N) se, e somente se, w2 = 1 ou pz estende-se a pz sob certas
condi¢oes. Em contrapartida, no Teorema 4.1.10, provamos que se [
é tal que w2 £ 1el # 5 entao nao ¢ possivel estendermos p; para

m
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uma representagao de A4; ,(A). Finalizamos esta secao calculando to-
dos os Asg(A)-modulos simples M tais que M|p,, ¢ isomorfo a um
kID15-moédulo simples.

Na Segéo 4.2 mostramos que se M é um A; ,(\)-moédulo tal que
Mlyp,, ~ @51 M ,,» €I que 1; € {1,2,3,4}, s =2 e s> 3 entdo M ¢é
um A; ,(A)-modulo que nao é simples.

Na Segao 4.3 provamos que se M ¢ um A;,(A\)-modulo tal que
M, = &)1 My, @ Sp_1M,, , em que 1, € {1,2,3,4},1 < [y <
n—1ers >1entdo M também ¢é um A;,(\)-modulo que néo é
simples.

Na Secao 4.4 estudamos os A; ,(A)-mddulos M tais que M |xp,, =~
k=1Mp, , em que 1 <l <n—1. Dividimos esta se(;éo em 5 subsegoes.
Na Subsecdo 4.4.1 mostramos que se r > 2 e w?* = 1, para cada

ke{l,---,r}, entdo M & um A;,(A)-moédulo que néo é simples.

Quando M & um A; »,(A)-modulo tal que Mlyp,, ~ &j_; M, , I =
5, para cada 1 < k < r e r > 5, provamos em 4.4.2 que M é um
A; n(A)-mo6dulo que ndo é simples.

Em 4.4.3, misturamos esses dois casos envolvendo os I's. Mos-
tramos que se M ¢é um A;,(A)-modulo tal que Mlkp, =~
D=1 M, @D ®i_1 My, , em que r,s > 1, w?it = 1, para cada j €
{1,---,r}elp = §, para cada 1 < k < s, entdo M & um A; ,(A)-
modulo que nao é simples.

Podemos ter  tal que [w? =1 oul = 2] ouainda [l # % e w? # 1].
Nesse sentido, provamos na Subsegdo 4.4.4 que se M é um A; ,(N)-
modulo tal que Mlkp,, ~ Bj—1 My, D ®;_1 My, , em que s > 1,
[w2it £ 1el; # 2], paracadal < j <r e [w? =1 ou I = 2],
para cada 1 < k < s, entdo M é um A; ,,(A)-médulo que néo é simples.

Na Subsecao 4.4.5, mostramos que se 1 < [1,l; < n — 1 sao tais
que ly + 1y =n, Wt £1 e l; # %, para cada j € {1,2}, entdo M &
um A; ,(A)-moédulo que é simples. Construimos dois As ¢(A)-modulos
simples e nao isomorfos.

Além disso, mostramos que nao existe um A, ,(A)-modulo tal que
Mlkp,, ~ M, & M, & M, e w2t £ 1 e l; # 2], para cada
Jj €41,2,3}. Para M|p,, =~ @j-1 My, , em que r > 4, provamos que
M & um A;,(A)-moédulo que néo é simples.

As tabelas a seguir resumem os resultados obtidos.
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Tabela 4.1: Resumo das Secoes 4.2 e 4.3

Mwp,, ~ Condigoes Conclusao

®)—1 My, 1, €{1,2,3,4}, s=2e s >3 | Nao é simples

®)—1 My, 1, €{1,2,3,4t es=3 Nao resolvido
©i_1 My, D D1 My, 1, €{1,2,3,4} er,s > 1 Nao é simples

Tabela 4.2: Resumo da Secao 4.4

Mlkp,, ~ Condicoes Conclusao
D1 My, s>2ewi =1 Nao & simples
@§:1Mp% r€{2,3,4} Nao resolvido
S Mpn r>5 N&o ¢é simples
2 -
Dr_1 My, DB 1My, s,r>1lew™ =1 Nao é simples
° 2
=1 Mp, D By My, s>, Nao é simples
[w%"Z #lel; # 5]
e [w =1 ou I =%
My, & Mp, wlit£1el; # 5 Nao existe
Lh+lh#n
M, ®M,, wlit£1el; # 5 E simples
li+la=n
M, & M, &M, whit£lel; #2 Nao existe
1 M,,, r=4,w?i"£1el; # 2 | Nao resolvido
=1 My, r>5wlit#£1el; # % | Nao é simples

4.1 Extensoes de representacoes simples

Nesta segao, calculamos todos os A; ,(A)-modulos simples M tais
que M |xp,, seja isomorfo a um kD),,-mo6dulo simples do conjunto 8 defi-
nido no Capitulo 1. Estes A4; ,(A\)-mo6dulos simples séo obtidos a partir
da extensao das representagoes irredutiveis e nao isomorfas de kID,,.
Iniciamos mostrando quando é possivel estender as representagoes ir-
redutiveis de kD, a representagdes da algebra A; ,,(\). Aqui é tutil ter
em mente a Observagao 1.2.23.

Proposigao 4.1.1 As representacdes x1, X2, X3 € X4 podem ser esten-
didas a representagées de A; (), de forma dnica, por zero.

Demonstragao: Consideremos Y ;, para qualquer 1 < j < 4. Defini-
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mos o morfismo de &lgebras Xj : A; »(A) = k como segue

X;(9) = x;(9), X5 (h) = x;(h) e Xj(x) = 0=X;(y).

Mostremos que X esta bem definida, isto é, as relagoes que definem
A; »(X) sao preservadas por X;. De fato, temos que

Xi(97) = 0=X;(y9), Xj(hz) = 0 = =Xj(zh) = Xj(—zh),

Xi(hy) = 0 = =XG(yh) = X;(=yh) e X;(zy + yz) = 0 = X;(0).

Notemos que X;(2?) = 0. Por outro lado, para 1 <i <n —1,

) = (%) = (6 () = 1.

Assim,
GAQ-R) = Ag(A-h¥)
= A(1) = x;(h*))
= AM1-1)=0.

Logo, X;(2?) = 0 = \;(A(1 — h%)). De forma anéloga, X;(y?) = 0 =
(A1 = h=2)).

A partir das relagoes 22 = A(1 — h?) e y? = A\(1 — h~2%) concluimos
que a unica forma de estender x;, 1 < j < 4, é definirmos ¥;(z) =0e
Xi(y) = 0. L
Corolario 4.1.2 Os A;,,(\)-mddulos M, para j € {1,2,3,4}, sao

per,
simples e nao isomorfos.

Demonstragao: Pelo Lema 1.2.21, as extensoes X1, X2, X3 € Xa Sa0
representacoes irredutiveis e nao equivalentes de A; ,(\). Agora, o
resultado segue pelas Proposicoes 1.2.14 e 1.2.15. [

Seguindo a notagao acima, enunciamos o préximo resultado.
Teorema 4.1.3 Seja (M,T) uma representacdo de A;,(\) tal que
M|yp,, e My, sejam isomorfos como kD, -mddulos, para j € {1,2,3,4}.
Entao M ~ Mx> como Aj; »(X)-médulos.

Demonstragao: Denotamos por S : M |xp,, — k (k ~ M, ) o isomor-

fismo de kDD,,,-mo6dulos dado no enunciado. Pela Proposicao 1.2.15, as
representacoes Tkp,, € X, sS40 equivalentes, isto ¢,

ST |kp,, (b) @ X;(0)S, para todo b € kDD,,.
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Mostremos que o isomorfismo S é de fato um morfismo de A; ,(A)-
moédulos e com isso segue o teorema. Para isso, observemos da relagao
2 = \(1 — h?") e da igualdade (x), o seguinte

%) = NT(1) = T(h*))
XJ( )S =8~ IXJ(hQZ)S)
xi(1) = x;(h*))S
1-1)S

T(z)? = T(x
A(S™

AS~1
AST1
0.

Como T é uma representacao de grau 1, entao T'(z) é um morfismo
k-linear nulo ou bijetor. Como T'(x)? = 0, segue que T'(x) é o morfismo
nulo, pois se T'(x) fosse bijetor, a composicao T'(x)? é também bijetora,
o que é absurdo. Pela mesma razao, T(y) = 0. Portanto,

S(em) = S(T(x)(m)) = 5(0) = 0 = X;(x)S(m) = x5(m)

e analogamente, S(ym) = yS(m). |

A seguir, vemos quando é possivel estender p; : kD,, — Endy(k?),
1 <1< n-—1, arepresentagdes de A;,(\). Lembramos que estamos
considerando a base 3 = {v1,v,} fixada de k?, mencionada na Subsegao
1.2.1.

Lema 4.1.4 A igualdade w? = —1 se, e somente se, | = 5

Demonstragao: De fato, se | = 7, entao w? = w"™ = —1. Suponha-
21

mos que w* = —1 entdo, por ser n o menor inteiro positivo tal que
w™ = —1, segue que 2 = ns (s é impar, veja a Observacao 2.4.8).
Sendo n = 2t, podemos escrever | = ts = §s. Para s = 1, obtemos
I = 5. Observamos que para valores de s maiores ou iguais do que 3,
ja que s & impar, obtemos | = §s > n — 1, o que nao poderia ocorrer,

pois1 <l <n-—1. ]

Naturalmente que se w?'® = 1 entdo [ # 5.
Teorema 4.1.5 Sejam p; : kD, — Endy(k?) as representagoes irre-
dutiveis de KD,,, em que 1 <[ <n —1. Entao
(i) pi estende-se de modo tnico a uma representacdo de A; ,(\) por

zero se, e somente se, W' = 1.
(ii) p; estende-se a uma representacdo p; de A;n(N) tal que

= (0 5 )
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= n 5 )

em que z € uma raiz quarta de —4\? se, e somente se, | = 5-
Demonstracgao: (i) Suponhamos 1 < [ < n — 1 tal que w?® = 1.
Definimos o morfismo de dlgebras p; : A;n(\) — Endg(k?) tal que
pi(9) = pi(g), pi(h) = pu(h) e pi(z) =0 = pi(y).

Mostremos que p; estd bem definida, isto é, as relagoes que definem
A; »(\) s@o preservadas por p;. De fato, temos que

pi(gr) =0="pi(yg), pi(hx) =0= —pi(zh)=pi(—zh),

pi(hy) =0 = —pi(yh) = pi(—yh) e pi(zy + yz) = 0 = pi(0).

Além disso, pi(z?) =0 e

A1 =R*) = A@(1) - pi(h*))

10 w2l 0
=0 V) (0 )

b

em que a tltima igualdade segue da hipdtese. Logo, pj(2?) = 0 =
Pi(A(1 — h?%)). Analogamente, p;(y?) = 0 = pi(A(1 — h=2%)). Portanto,
pi estende-se a uma representacao de A; ,(\) por zero.

A partir das relagoes hx = —zxh, hy = —yh e da hipotese de que

w? = 1, concluimos que a tnica forma de estendermos p;, é definirmos

pi(x) =0ep(y) =0.

Reciprocamente, suponhamos p; uma extensao por zero de p;, para
algum 1 <[ <n—1. Ent@o p; preserva as relacoes que definem A; ,,(\)
e assim, p(2?) = 0 = p;(A(1 — h?%)). Logo,

(05)=("0" sa o)

e isso nos da que w?" = 1, pois A # 0.

(ii) Suponhamos [ = 7 e definimos a extensdo pz pelo morfismo de

algebras pz : A;j,(A) — Endi(k?) tal que pz(9) = p=(9),pz(h) =

pz(h), i
o= () 5 )




0 =z
pg(y)<22 0),

em que z é uma raiz quarta de —4\?. Mostremos a boa definicdo de
pz verificando que as relagoes definidas em A; ,, (M) sdo preservadas por

pz. De fato,
_ 0 1 0o 2
Pg(gx):<1 O)(Z 6)
z 0
ey
0 2N\/0 1
20 10
= pz(9),
w3 0 0
e = (% 2)(03)
. 0 w%%
h wT iz 0
) 0 —w g2
B —w3z 0
. 0 % w? 0
- Lz 0 0 w3
—  —py(ah) = yl-ah),
em que a igualdade (%) segue do fato de que w™ = —1 e portanto,
w? = —w~%. Analogamente, pu(hy) = puz(—yh). Verifiquemos as
demais relagoes.
_ 0 2 0 2
2 _ z z
Pg(%) = z 0 )( z 0
B 200
o 0 2\
©) 10 w™ 0
B A<0 1)‘A 0 wm)
= Alpg() =7 ()
— - ),
a igualdade (*) segue do fato de que w™ = —1. De modo anélogo,
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pz (y?) = p= (A(1 — h=2%)). Finalmente,

. 0 2 0 =z 0 =z 0 2
e = (5 ) (2 5)(25)(25F)

% + 22 0
- 0 22+ %2
B 4)(";{,24 0 )
= 3 4)\227;#
(o0 )

0 0
= p3(0).

Portanto, pz estende-se, de fato, a uma representagao pz de Ain(N)

tal aue o= () — [ 0 2 . (0 =z )
al que pz(z) = .6 )¢ pz(y) = 2 g ) em que z ¢ uma
raiz quarta de —4\2.

Reciprocamente, suponhamos que p; estende-se a uma representa-
cao p; de A; ,(\) como no enunciado do teorema. Entdo 7 preserva as
relagoes que definem A; ,,(A). A relagdo hx = —xh nos diz que

w0 0 2 0o -2 w0
(5202 8)-(% @)% )
l

e isso implica que w! = —w™! e dai, w? = —1. Logo, pelo lema acima,
=2

5 ]

Sejam | = § e z uma raiz quarta de —4)2%. Denotamos por M, o
A; n(A)-modulo associado a extensao dada no Teorema 4.1.5 (ii). Ob-
servamos de imediato que, para cada z € {z1, 29, 23, 24}, sendo este o
conjunto das raizes quartas de —4\?, os A; ,,(A\)-mo6dulos M,,, M,,, M.,
e M., sao simples uma vez que sao associados & uma extensao da re-
presentacao pz, que ¢ irredutivel, veja Lema 1.2.21.

A estratégia para mostrar que os mesmos nao sao dois a dois iso-
morfos é usar o que diz o Lema de Schur, isto é, provar que nao hé
morfismo de 4; ,,(A\)-modulos nao-nulo entre eles.

Proposigao 4.1.6 Se z e 2’ sio duas raizes quartas distintas de —4\2
entio M, e M, sio A; ,(N\)-mddulos nao isomorfos.

Demonstragao: Seja ¢ : M, — M, um morfismo nao-nulo de
A; n(A)-modulos (¢ é também k-linear). Escrevemos p(v1) = avi+bug e
p(ve) = cvy +dvs. Sendo M, e M,/ A; ,(A\)-mo6dulos, basta lembrarmos
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da agdo definida na Proposicdo 1.2.11. Assim, zp(v1) = pz (x)(p(v1))
e matricialmente,

[p(zv1)]s = [e(pz(z)(v1))]s
= [@]i[%(x) v1())]/3 Z\[W]B P%l(z)]ﬁ[vl]ﬁ
= \b a ) ( 2 0 ) < 0 )
~ (= )

Por ser ¢ um morfismo de A; ,(A\)-modulos, segue que

)

QZ—f‘b = zc
Za ) zd.

De maneira analoga, temos também que

lgo(v1)]s = [pz(9)(p(v1))]s = ( (1) (1) > ( Z ) - ( Z >

e que

[p(gvi)ls = [p(pz(9)(v1))ls

I
ISH
~_
~_

Logo, a = d e b = c. Diretamente deste fato, da igualdade (x) e da
hipotese de que z e 2’ sao distintas, segue que d = a = 0 e sendo ¢
nao-nulo, b e ¢ sdo ambos nao-nulos. Usando estes fatos, segue que

motols = sl = (5 % ) (0) = (%)
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e também

[p(hv))ls = [@(pg (h)(v1))ls = [¢lslp

Portanto, w2b = w™3b e como b # 0, obtemos que 1 = w?? = W",

absurdo, pois w™ = —1. Portanto, M, e M, sdo A; ,(\)-médulos ndo

isomorfos. u

Corolario 4.1.7 Sejam 1 <1y,--- ,l, < n —1 tais que w?“* =1, para

je{l, -+ ,s} e 21,20,23 € z4 as raizes quartas de —4\? entdo
{Mﬁ Mpl 7M217M227M237M4}

€ um conjunto de A; ,(\)-mddulos simples e nao isomorfos.

Demonstragao: Pelo Lema 1.2.21 sabemos que {p;,- - ,7.} é um
conjunto de representagoes irredutiveis e nao equivalentes. Logo, pe-
las Proposigoes 1.2.14 e 1.2.15, 0s 4; ;,(\)-modulos Mp—, - -, Mg sao

simples e nao isomorfos.

Os A; ,(A)-modulos M, , M,,, M,, e M,, sao simples como ja ob-
servamos acima e, pela Proposicao 4.1.6, nao sao dois a dois isomorfos.
Além disso, nao sao isomorfos aos A;,(A)-modulos Mg—, -+, Mg,
pois as representacoes pi,, - -+, pi, € Pz NA0 S0 equlvalentes Portanto,

{MPl1 MPl 7MZ17M227M23’M4}
¢ um conjunto de A; ,,(A\)-modulos simples e ndo isomorfos. ]

Teorema 4.1.8 Seja (M,T) uma representagdo de A;,(\) tal que
M, ~ M, como kD,,-mddulos, em que p; é como Teorema 4.1.5
(i). Entao M ~ Mz como A; ,(\)-mddulos.

Demonstragao: Consideremos S : M |xp,, — M), o isomorfismo dado
no enunciado. Pela Proposicao 1.2.15, as representacoes T'|kp,, € p; 80
equivalentes, isto é,

ST |xp,, (b) @ pi1(b)S, para todo b € kDD,

Consideremos 3 = {S~!(v1),S 1 (ve)} base de M = M]|yp,, como

m

k-espago vetorial. A representagao T preserva as relagoes que definem
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Ain(A) e, dessa forma, da relacdo ha = —zh, segue que T'(h)T(x) =
—T(x)T(h). Da igualdade (x), T'(h) = S~tp;(h)S e

(57 (M)S) (S (v1) = S (k) (1)) =) 7 whon) = w5 )
(S o)) (S (v2)) = S (pu(R)(v)) E) S w ) = w S (ue)
e isso nos diz que

rwle = (5 ).

Denotamos a matriz de T'(x) em relagdo a base 3’ por

air a2
a1 a2
e assim,

wt 0 ain a2 \ _ [ e a2 wh 0
0 wil as1  Qa99 B as1  Aa99 0 wil ’

Das igualdades wtap; = —wlar e wlagy = —wlags, obtemos a1y =
ag9 = 0, pois a caracteristica de k é zero.

Ja as igualdades w'ajs = —wlan e wlas = —wlas, nos dao
que (W +1)ajs = 0 = (W + 1)ag. Se w? +1 = 0, entdo w? =
—1. Portanto, (w?)’ = (—1)%, isto &, w?* = (—=1)" = —1, esta tltima

igualdade segue do fato de que i é impar (veja a Observagao 2.4.8), mas
temos um absurdo, pois estamos supondo w?* = 1. Logo, a12 = 0 = ag;
e a matriz [T(z)]g é nula e portanto, T'(z) = 0. De forma anéloga,
T(y) = 0. Tal concluséo independe da base escolhida para M, pois se
7 & outra base de M, entdo [T'(x)], = [I]}[T ()]s 1]}, = Oax2.
Mostremos agora que S é um isomorfismo de A; ,,(A)-modulos.

Sam) = S(T(x)(m)) = $(0) = 0 2 F1(2)S(m) = xS (m)

()

S(ym) = S(T(y)(m)) = S(0) = 0 =" pi(y)S(m) = yS(m).

Em (%) e (xx) acima usamos que p; estende-se a p; de modo tnico a
uma representagao de A; ,,(A\) por zero. Portanto, M ~ M. ]
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Teorema 4.1.9 Seja (M,T) uma representagcdo de A;n(\) tal que

Mp,, ~ M,, p COMO kD,,,-modulos. Entao M ~ M,, ou M ~ M,,

ou M ~ M,, ou M ~ M,,, em que 21, 22,23 € 24 SG0 as Taizes quartas

de —4)2.

Demonstracao: Sejam S : M, — M,, o isomorfismo dado
2

no enunciado. Novamente, pela Proposicao 1.2.15, as representagoes
T'lyp,, € pz sdo equivalentes, isto &,

Tlp,, (b) 2 S1ps (b)S, para todo b € kD,

Sejam 3’ = {S7(v1),S7(v2)} uma base de M como k-espago ve-
torial. Analogamente ao feito no teorema anterior segue que T'(h) =
_ w? 0
S7tpg(h)S e [T(h)]p = ( 0 w3 )
Sendo que T'(h)T(z) = —T(x)T'(h) e portanto, em relacdo & base

B, temos
Tl @l = (4 03)(2132)
( 11 Cl12 n) ( E ) .

|

:

. n
Das igualdades wzaj; = —a11Ww? € Agw™ T = —agw 7, segue que
a11 = 0 = age, pois k possui caracteristica zero. Portanto,

rly = (0 ).

Observamos das igualdades (1.2) e de () que
T —=h¥) (S v1)) = (S7'pg(1—h*)S) (S (v1))
= S pz(1 —h*)(v1))
S~ (pg (1)(v1) — pg (h*)(v1))
= S7H o — W) = S H( = w™)or)
= (1—-w")S~ 1( 1) =25~ 1(1)1)

e analogamente,

T(1-h*)(S™ ()) (57 pyg (1= 1*1)8)(S7H(v2)) = 257 (va).

Da relagao 22 = A(1 — h?%), obtemos matricialmente, em relagio &
base ', que
[T = MT(A=h*))]s
= AT —=h*)s

(240
= Lo 2 )
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2
a21

ra = (0 ).

Chamamos [T'(y)]g = ( z; 232

e seguindo o desenvolvimento anterior, temos que b;; = bys = 0 e
b12b21 = 2\ e portanto, by = %. Assim,

2)
Ty = ( 0 % ).
Da igualdade (1.1), temos que
(5712 (9)8)(S™(v1)) = S7H(v2) e (S™pg(9)S) (S (v2)) = 57 (v1)

Logo, aisas; = 2\ # 0, ou seja, ajg = e assim,

>, usando a relagao hy = —yh

e assim, pela igualdade (x), [T(g)]g = ( (; (1) )

Agora, da relagao y = gxg temos, em relagao a base 3, que

Tl = Ty @] 1)
- (Vo) (e w)(0)

A relagio zy = —yxr nos da que [T(2)]p[T(y))sg =
—[T(y)]p[T(z))p e isso implica que a3; = —4A?, donde concluimos que
as1 é uma raiz quarta de —4\2. Assim, ag; é um dos zis, 1 <4 < 4.
Para fixar ideias, escrevemos ag; = 2.

Consideramos a representagio (M,,pz) (veja Teorema 4.1.5 (ii)).
Pelo desenvolvido nesta prova, os caracteres s = fiar,, isto €, as re-
presentagoes 1" e pz possuem o mesmo caracter. Ainda, pelo Corolario
4.1.7, M, é um A; ,,(A\)-modulo simples.

Agora, por hipotese, M|kp,, e M, o sdo isomorfos como kD,,-
modulos e portanto, M|yp,, € simples e, pela Proposigao 1.2.14, T|xp,,
é irredutivel. Logo, T é irredutivel, pelo Lema 1.2.21 e, novamente pela
Proposicao 1.2.14, M é simples.

Concluimos entdo que M e M, sdo A;,(A)-moddulos simples, fi-
nito dimensionais e as representagoes associadas aos mesmos possuem
o mesmo caracter. Portanto, pelo Teorema 1.2.25, temos que M e M,
sao isomorfos. n
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Teorema 4.1.10 Se w?® #£ 1 el # 5 entdo p; nao estende-se a uma
representacdo de A; n(N).

Demonstragao: Seja p; : kD,, — Endg(k?) uma representacio tal
que w2 £ lel # 5. Suponhamos, por absurdo, que p; estende-se a
uma representagao p; : A; ,(A) — Endg(k?). Denotamos

— ail a2 — bi1 b2
x) = e = ,
i) = (o o) et = (0 42 )
as matrizes das representagoes em relagao a base 8 = {v1, va}.
Como p; preserva as relacoes que definem A;,()\), da relagao

hx = —xh, segue que p;(hx)(v) = pi(—zh)(v), para todo v € k?. Ma-
tricialmente temos que

[e(W)]slpi()]glvls = =[pu(2)]slpi(R)]s[v]s,

para todo v € k2.

Em particular, para v = v, temos que ajiw' = —aj1w! e como
wt # 0 e a caracteristica de k é zero, a;; = 0. Por outro lado, ag w !
—agnw! e portanto, (1 + w2l)a21 = (0 e necessariamente as; = 0 pois,
caso contrario, w? = —1 e isso implicaria que [ = 5, 0 que contradiz a
hipotese. Logo, a;1 = 0 = a21. De maneira anéloga, para v = vg, segue
que age = 0 = a12. Desta forma, p;(z) = 0.

A relacado hy = —yh nos da matricialmente que

[or(h)]s[Pe(w)]slv]s = —[pi(y)]s[Pi(h)]s[v]s,

para todo v € k?. Exatamente como fizemos acima, concluimos que
b;; = 0, para quaisquer 1 < ,j < 2 e assim, p;(y) = 0.

Concluimos entdo que tal extensdo estende-se por zero a A;,(X)
e, pelo Teorema 4.1.5, w2 = 1 e isso é absurdo de acordo com nossa
hipotese. Portanto, p; ndo estende-se a uma representacdo de A; ,(\)
sewmi#lel;&%. [

O teorema acima nos diz que nao existe um A; , (A)-modulo tal que
Mkp,, ~ M,,, em que w? #£1el# 2.

Exemplo 4.1.11 Consideramos m = 12,n = 6,7 = 3. Nesse caso, a
algebra As () satisfaz as relagoes

g2:1:th7 ghg:hll,

gr = yg,hr = —xh, hy = —yh,
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22 =X1-h%, 2 = X1 -h"%), 2y +yz =0.

O conjunto completo de kID5-moddulos simples e nao isomorfos é

S = {X17X27X37X47p1a P2, P3, P47P5}~

Pelo Teorema 4.1.1, as representagoes x1, X2, X3, X4 podem ser es-
tendidas para representagoes de Az ¢(A), de forma tnica, por zero. O
Teorema 4.1.5 nos diz que podemos estender as representacoes ps € py
a representagbes de Az ¢(\), de forma tnica, por zero, pois W = 1.
Também pelo Teorema 4.1.5, podemos estender a representacao ps a
uma representacao p; de As () tal que

o= %)

)= 2 g )

em que z é uma raiz quarta de —4\?, pois [ =3 = 5
Pelo Teorema 4.1.10, as representacoes p1 e ps nao se estendem a

representagoes de Asg()\), pois w?!! # 1 e w? # —1 para l € {1,5}.
Portanto, se z1,22,23 € z4 s@o as raizes quartas de —4)\? entdo

{ M5, Mgz, Mz, Mgy, Mz, M, M, M, , M., , M., } é um conjunto

de A3 ¢(A)-modulos simples e nao isomorfos.

4.2 M‘k]D)m ~ @jleXz]

Nesta se¢@o, mostramos que se M é um A; ,(A)-modulo tal que
M|, =~ @&;_1M,, , em que 1, € {1,2,3,4} e s =2 ou s > 4, entdo M
¢ um A; ,(\)-mo6dulo que ndo é simples. Primeiramente, apresentamos
dois resultados mais gerais que se aplicam diretamente aos Teoremas
4.2.3 e 4.2.4, respectivamente, para os casos em que s = 2 e s > 4,
assim como para o principal teorema da proxima segao.

Proposicao 4.2.1 Seja M um A;,(N\)-mddulo simples tal que

5
Mlp,, ~ ®;_M;, s > 2, seja um isomorfismo de KD,,-mddulos,
em que 0s M]s sio kKD,,-mddulos nao-nulos. Entido S™'(M;) nao ¢
A n(X)-submodulo de M, para todo ! =1,2,--- ,s.

Demonstragdo:  Suponhamos que S™'(M,) seja um A, ,()\)-
submodulo de M, para algum 7 € {1,2,---,s}. Entdo S~'(M,) = 0 ou
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S=1(M,) = M, isto é, M, = 0 ou M, = S(M) = &;_, M, e ambas igual-
dades sao obviamente absurdas (notemos que se M, = @;_, M, entao

YA €{1,2,--- s}, A # 5, My C Myn Y M; =0, ou seja, My = 0,
I#l=1

absurdo). Assim, S™!(M;) ndo é um A, (\)-submédulo de M, para

todol=1,2,---,s. [ |

Vemos imediatamente da proposigao acima que zS~'(M,) # 0 ou
yS™Y(M,) # 0, para 3 = 1,2, , s e portanto, xS~ (M,) e yS~1(M,)
nao podem ser simultaneamente nulos.

Corolario 4.2.2 Seja M um A; ,()\)-mddulo simples tal que M |xp,, 2
®7_, M, s > 2, seja um isomorfismo de kD,,,-mddulos, em que os M]s
sao kDD, -mddulos nao-nulos. Entdo, para cada j € {1,2,--- ,s}, exis-
tem zj,z; € M, tais que xS~ (z,) ¢ ST (M,) ou yS‘l(z;) ¢ S~H(M,),
ou seja,

S (z) = S (ug +ug + -+ ug),

em que ug € My € nao-nulo, para algum £ € {1,2,--- s}, £ # 3 ou

’

yS M (z,) = S M wr +wz + -+ + wy),
em que w, € M, € nao-nulo, para algum r € {1,2,--- ,s}, r # 3.

Demonstragao: Seja j € {1,2,---,s}. Entao, pela proposi¢ao acima,
existem zj,z; € M, tais que zS7'(z,) ¢ S7'(M,) ou yS’_l(z;) ¢
S~1(M,). Caso contrério, isto &, se S~ !(z) € S™H(M,) e yS~'(z) €
S~=Y(M,), para qualquer z € M,, entdo o mesmo seria um A;,()\)-
submodulo de M, contradigao.

Consideremos que S~!(z,) ¢ S~'(M,) e portanto, zS~1(z,) # 0.
Entao 0 # S(zS™!(z,)) € @®;_, M, e portanto, existem u, € M,, 1 €
{1,2,--- , s} ndo todos nulos tais que S(xS71(2,)) = u1 +ug +- - - + us.
Afirmamos que existe pelo menos um ¢ € {1,2,--- s}, £ # 3, tal que
Uy 7& 0.

De fato, se u, = 0, para todo ¢+ € {1,2,---,s}, ¢ # J, entdo
S(xS7(z,)) = u, e assim, zS7(z,) = S (u,) € S7(M,), o que é
absurdo. Logo, existe um ¢ € {1,2,---,s}, £ # 3, tal que uy # 0.
Mesmo raciocinio para a possibilidade yS *1(2;) ¢ M,. |

Teorema 4.2.3 Seja M um A; ,(\)-mddulo tal que M|yp,, ~ M,, &

My, seja um isomorfismo de KD, -mddulos, em que 11,12 € {1,2,3,4}.
Entao M € um A; ,(\)-mddulo que nao é simples.
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Demonstragao: Suponhamos que M seja um A; ,,(A\)-moédulo simples
e denotamos por S : Mlwp,, — M,, @ M,, o isomorfismo de kDD,,-
modulos dado no enunciado.

Pelo corolario acima, existem z, z',umu;1 € M,
M,,, tais que

7
e0 7é Upg s Uy €

1

2S™Hz) = S (uy, +uy,) ou ySTH(Z) = S_l(u;1 —l—u;z).

Consideremos zS7!'(z) = S7'(u,, + w,,). Temos que zhS™1(z) =
—hxS~1(z) e dai,

xhS71(z) = xS 1(hz) =2S71((-1)12)
(—1)* 251 (2)
(=1)*1 8™ (way + us,)

e, por outro lado,
—hxS~1(2) —hS™ Y (u,, + uy,)

—S~Y(hu,, + hu,,)

_(_1)(1” S_l(ull) - (_1)o¢12 S_l(ulz)

= (_l)a,/l—&-ls—l(u“) + (_1)0(124_15_1(’“’12)’

em que oy, ,q,, € {0,1}. Logo,
(D)8 gy +wp) = (1)1 ST () + (1) %215 (wy,)
e aplicando S a essa ultima igualdade, temos que
(=1)* 1y, 4 (=1 %1y, = (=1)* Ty, + (=1)*2 Ty,
Pelo fato da igualdade acima ser uma soma direta, segue que

(_1)0”1 Uyy = (_1)a11+1u“

(1), = (1),

A primeira igualdade implica que u,, = —u,, € como a caracteristica
do corpo ¢ zero, u,, = 0.

Na segunda igualdade, podem ocorrer: a,, = ,, oU @y, # Q,,. Se
o, = oy, entao u,, = 0, absurdo. Portanto, ocorre a outra situagao
(que é uma tautologia) e como u,, = 0, segue que

rS™Hz) = S (uy,).
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Seja V =< S71(u,,) > o k-subespaco vetorial de M gerado por
S~(u,,). Mostremos que V é um A; ,(\)-submoédulo nao trivial de
M.

De fato, V' & nao-nulo, pois u,, # 0 e S é um isomorfismo. Além
disso, V' G M, pois dimyV = 1 e dimyM = 2. Assim, V é um k-
subespago de M néo trivial. Verifiquemos que V é fechado para a acéo
dos elementos geradores de A; ,(A). Temos que

95 Huy) = 57 gus,) = STH(-1)2uy,) = (1257 (u,) €V
e analogamente,
hS™H (uy,) = (—1)*285 (u,,) € V.
Lembramos que h?'z = y,, (h?%)(z) = (—1)*z = 2 e assim,
xS Hu,) = z(xS7(2))
x2871(2)

A1 — h2)S~1(z)
= ASTY((1—h%)z) =0€ V.

Deste modo, V' é fechado para as agoes de g, h e x e como y = gxg,
entao
yS M) = (929)S™ " (us,)
= gx(95 (uy,))
= gz((-1)"2 57 (u,))
= g((=1)"=228  (u,)) =0 € V.

Logo, V é fechado também para a acdo de y. Portanto, V é um A; ,,(\)-
submodulo nao trivial de M, contradizendo o que supusemos inicial-
mente.

Se considerarmos yS~'(z') = S~'(u,, + u,,), concluiremos que
u;l = 0 e fazendo V =< Sil(u;,z) >, obteremos os mesmos absurdos.
Portanto, M é um A; ,,(A)-mo6dulo que nédo é simples. |

Para o proximo teorema devido ao fato de que dimy(M) = s > 4,
a obtencdo de um subespago V' de M, que vira tornar-se um A; ,,(\)-
submodulo nao trivial de M, é mais rapida. Assim, a prova é ligeira-
mente distinta da maneira como desenvolvemos no caso anterior.

Teorema 4.2.4 Seja M um A; ,(\)-mddulo tal que M|yp,, ~ M,, &
<@ My, seja um isomorfismo de KD,,-mddulos, em que 11, -+ ;15 €
{1,2,3,4} e s > 4. Entdo M é um A, ,(A)-mddulo que nao € simples.
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Demonstragao: Seja s > 4. Suponhamos que M seja um A; ,(A)-
modulo simples. Denotamos por S : M|kp,, — My, @©---@® My, , o0
isomorfismo de kDD,,,-mo6dulos dado no enunciado. Pelo Corolario 4.2.2,
existem z, 2 € M,,, tais que

2S71(z) = S ug 4wy e+ u),

em que cada uy € M,, e u; # 0, para algum 1 < j < s ou

’

yS7HZ) = 87 wi + w4 wy),

em que w; € My, e w, # 0, para algum 1 <r <s.
Suponhamos que 57! (z) = S7'(ug + -+ 4+ uj + -+ - + us) e consi-
deremos o k-subespacgo vetorial

V =< zS71(2),yS  (2), 2yS~ () >

de M. Mostremos que V' é um A; ,,(\)-submodulo néo trivial de M.
Claramente, V' # 0, pois S~ !(z) # 0 (u; # 0 e S é um isomor-
fismo). Além disso, V' G M, pois dimy (M) = 5 > 4 e dimy (V) < 3.
Primeiramente, vejamos que V é fechado para a acao de x. De fato,
usando as relagoes que definem A; ,,()), obtemos que

zxS7(z) = A1-h*)S71(2)
= STHA(1 - A%)z2)
= S7H0)=0€eV.

Além disso, zyS~1(z) € V e usando que 22571(2) = 0 temos

rryS~(2) © yr’S(z)=0€V,

em que a igualdade () segue da relagao xy = —yzx.
Na sequéncia, mostramos o fechamento de V' para agao de h. Temos
que
hxS71(z) = —xhS~Y(2)
= —xS51(hz)
= —(=1)™zS7Y2)eV

hyS™H(z) = —yhS™!(2) = —(-1)*'yS™(2) € V,

em que a3 € {0,1}. Usando a igualdade anterior, segue que

hayS™(2) = —xhyS™(2) = (-1)*zyS~(2) € V.
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Verifiquemos o fechamento para agao de g, notemos que

92871 (2) 2 ygS1(2) = yS M (g2) = (~1)PyS (=),

gyS~H(z) =2gS T (2) = (-1)12S 7 (2)

gryS~'(z) = ygyS—'(z)
= (—1)ryzS(z)
= —(=1)PzyS~(z),

em que 31 € {0,1} e a igualdade () segue da relagdo gz = yg. Logo,
grS™(2), gyS™1(2) e gzyST!(z) pertencem a V.

A verificacdo de que V' é fechado para a acéo de y é imediata, pois
y = gxg ou simplesmente observamos que

yrSTH(2) = —ayST (2),

yySTH(2) =y ST (2) = A1~ hF)STH(2) =0

yayS~(z) = —eyyS (=) = ~a (4?5 (2) = 0.

Portanto, V' é um A;,,(\)-submo6dulo ndo trivial de M, contradi-
zendo a suposicao inicial.

Se considerarmos a outra situaco, isto é, que yS~1(z') = S~ (wy +
<o Fwj + - -+ ws), a demonstracao segue de forma similar, conside-
rando o k-subespaco vetorial

V=<8 (), yS ' (2), ayS~H(z) >

de M. Portanto, M é um A, ,(A\)-modulo que néo é simples. ]

4.3 Mp, ~ @M, DD, M,

Nesta se¢@o, mostramos que se M é um A; ,(A\)-moédulo tal que
MlkDm = @j:].MXZJ ®@;:1Mplk7 em que 7, € {1727374}71 < lk: <
n—1ler,s>1,entao M é um A, ,(\)-médulo que nao é simples.

No proximo lema, consideramos M; = &) M ., € My, =

Z:IMPlk'

Ui

Lema 4.3.1 Seja M um A; »(X)-mddulo simples tal que
s
Min,, = ®5—1 My, @D Sioy My, = My ® Mo
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seja um isomorfismo de kD,,-mddulos, em que v, € {1,2,3,4},1 <
lp <n-—1er,s > 1. Entao exristem Zg,Zé € MXW para algum £ €
{1,2,--- s}, tais que S~ (2z) ¢ S™H(My) ou yS~'(z,) ¢ S~H(My),
ou seja, existem wk,w;C €M, , ke {1,2,--+ 1}, com 0 # wy € M),
e0# w;, € M,,, para alguns t,t € {1,2,--- ,r} tais que

2SN z) =S N+ s+ s dw F o wg - Fw,) (41)
ou
yS_l(z;):S_l(z;+z;+~-~+z;+w;+~-~+w;,—l—-~-+w;). (4.2)

Demonstragao: Pela Proposigao 4.2.1, S™1(M;) e S~1(Ms) ndo sao
A; n(X)-submodulos de M.

Primeiramente, suponhamos por absurdo que, para todo z € M,, ,
xS7Y(z) € STH(M;) e yST(2) € STY(My), para qualquer 1 < ¢ < s.
Mostremos que S™1(M;) é um A, ,,(\)-submoédulo de M.

De fato, seja v € S~1(My). Entdo v = S71(z), para algum z € M,
e portanto, v = S~ (3°7_ z), em que cada z, € M, . Assim,

v = (ST =)
= (X S (=)
= Y28 (=),

a ultima igualdade vale, pois cada S™!(z;) € M e M é um A; ,(\)-
moédulo. Pelo que afirmamos acima, cada 2S71(z;) € S~1(M;) e sendo
este um kD,,,-médulo, segue que zv =Y ;_, S~ (z) € ST1(My).

O mesmo raciocinio mostra que yv € S~(M;), para todo v €
S~Y(My). Dessa forma, S~1(M;) é um A; ,,(A\)-submodulo de M e isso
¢ um absurdo.

Logo, existem zz,zé € M,,,, para algum ( € {1,2,---, s}, tais que
28 (zg) ¢ STH(My) ou ySY(z,) ¢ ST(M)).

Consideremos que xS71(z,) ¢ S™1(M;) e assim, S 1(2) # 0.
Entdo 0 # S(zS™'(2¢)) € My ® M; e portanto, existem z, € M,,
para u € {1,2,---,s} e wy € M, para k € {1,2,--- ,r} tais que
0# S(@S Yz)) =21+ 22+ + 25 + w1 +wz + -+ +w,. Afirmamos
que existe pelo menos um ¢ € {1,2,--- ,r} tal que w; # 0.

De fato, se wy = 0, para todo k& € {1,2,---,r}, entdo
S(xS7™(24)) = 21 + 22 + -+ - + 25 e dessa forma, S () = ST (21 +
2o+ -+ +25) € STH(My), o que é absurdo. Mesmo raciocinio para a
possibilidade yS~!(z,) ¢ S~'(M;). Assim, ocorrem as igualdades (4.1)
e (4.2) tal como no enunciado do lema. ]
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Teorema 4.3.2 Seja M um A;,(N\)-mddulo tal que Mlkp, =~
®j—1 My, &P ®=1 M), seja um isomorfismo de kIDy, -mddulos, em que
1, €{1,2,3,4},1 <l <n—1er,s > 1. Entdo M é um A, ,,(\)-médulo
que nao é simples.

Demonstragao: Suponhamos que M seja um A; ,, (A\)-mo6dulo simples.
Denotamos por S : M|kp,, = @5_1 My, @ @} M,, o isomorfismo de
kD,,,-moédulos dado no enunciado.

Pelo lema acima, existem z, 2 € M,,,, para algum ¢ € {1,2,---,s},
tais que

S (2) =S+t zstwi o Fwp o w,)

ou

/

ySTHE ) =S Em Fap b W) b wy e W),

’ - ’ .
com wy, w, nao-nulos, para alguns t,t € {1,2,---,r}. Consideremos
a primeira possibilidade e observemos que

heS™H(z) = hS™ (21 + -+ 25 Fwi 4 Fwp + -+ wy)

= S7Y(hz1 + -+ + hzg + hwy + -+ + hwy + - + hw,)
l

S1((—1)“121+-~-+(—1)aszs+( W WL, >

w‘llwl2
It lr
w'tw w'rw
_|_..._|_( 7ltt1 >_|_..._|_< 4 ™ >)7
w wrw,,
_ Wk,
em que aq,- -, a5 € {0,1} e cada wy, = w . Por outro lado,
ko

—zhS71(2) = —2S71(hz2)
= —2S7H((=1)%2z)
= —(=1)*xS~!(z)
— _(_1)0425’*1(214_. etz wi e Fwp - ._|_wr)
= S—l((_l)az+1(21+. cetzetwi o Fwp _|_wr))7

em que ay € {0,1}.

Como hx = —xh, pelo fato de S ser um isomorfismo e termos uma
soma direta, obtemos a seguinte igualdade na posicao ¢

whwy, (=)t
w*ltwtz o (_1)az+1wt2 ’
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U)tl

Comowt:<w )#O,temoswtl#OOuwtz#O. Se wy, # 0
ta

entdo wh =1 ou wh = —1 e isso contradiz o fato de que w é uma raiz
m-ésima primitiva da unidade uma vez que 1 < I; < n. Se w;, # 0
entdo w™" =1 ou w™% = —1 e temos a mesma contradicdo.

Se for considerada a outra possibilidade, isto &, yS~1(z") = §~1 (2] +
Zyd Az w4 '+w;, +---+w,) e arelagio hy = —yh, chegamos
as mesmas contradigdes. Portanto, M é um A, ,(A)-médulo que nao é
simples. [

44 M, ~ &My,

Nesta segao, estudamos os A; ,,(A)-modulos M tais que Mlyp,, ~
GB};Zlek, emque 1 <l <n-—1er > 2. Nos Teoremas 4.1.5 e
4.1.10 mostramos que as representacoes p; podem ser estendidas para
representacoes de A; ,(A) se, e somente se, w2 = 1 ou | = 5. Tendo
esse resultado em mente, consideramos os A; ,,(A)-modulos M divididos
nos seguintes casos:

(i) Mlwp,, ~ ®f_; M, ew?*" =1, paratodo 1 <k <r;
(ii)) M|kp,, ~ @Zlesz el =5, paratodo 1 <k <r;

(iil) M, =~ Gy M,, P Oi M, , em que r,s > 1 e Wi =1,
2
para todo 1 < k < r;
(iv) Mlp,, ~ §:1Mpzj D i1 M,

m

L0 em que 7,5 > 1, [wit £
lLel; # %] e [WQlki =1 ou Iy = %], para quaisquer 1 < j <re

1<k <s;

(v) Mlup,, =~ @f_ M, e [ #1ely # 5], paratodo 1 <k <.

4.4.1 Caso (i)

Iniciamos mostrando que se r = 2 entdo M é um A;,(\)-mddulo
que nao é simples, isto ¢, mostramos que se (M, T) é uma representagio
de A;n(N) tal que M|ip,, =~ My, ®M,,,emquel <3 <lp<n-1

e w2l1i 2121

=1=w*?" entdo M é um A; ,(\)-mddulo que néo é simples.
O fato de que w?? = 1 = w?"2* nos diz que 1, I sdo ambos distintos
de 7, pois caso contrario terfamos que w™ = 1, absurdo, visto que

w™ = —1.
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Como My, ® M,,, possui dimensao 4 e, como espagos vetoriais,
My, e M, sao isomorfos a k2, o conjunto

a = {my = (v1,0),m2 = (vs,0),m3 = (0,v1),mg = (0,v2)}

é uma base para o mesmo, em que = {vy,v2} é€ uma base qualquer
fixada de k2, como na Subsecdo 1.2.1. Além disso, tenhamos em mente
as igualdades (1.1) e (1.2).

Por ser S um isomorfismo, o' = {S71(my), S~ (mz), S~1(ms3),
S71(my4)} é uma base de M|yp,, = M como espagos vetoriais.

Teorema 4.4.1 Seja (M,T) uma representagdo de A;n(\) tal que
Mip,, = My, &M, , em quel <l <ly <n—1. Se w2t =1 = 2t

entio M é um A, ,(A)-mddulo que ndo € simples.

Demonstragao: Denotamos por S : Mwp, — M, & M, o iso-

morfismo de kDD,,-mo6dulos dado no enunciado. Pela Proposicao 1.2.15,
T|]1<]Dm : kD, — End(thDm) e py, Do, kD,,, — EIldk(]\fm1 D MPLZ)
sao equivalentes, ou seja,

ST, (1) = (p1, @ p1,)(1)S,
equivalentemente,
() q—1
Tlkp,, (1) = S~ (o, ® p1)(r)S,
para todo r € kD,,. Para facilitar a escrita, escrevemos T'|xp,, simples-
mente como 7.

Observemos que a matriz de S™!(p;, ® py,)(h)S em relagao a base
o é

[T(h)}a/ = [Sil(pll ¥ pzz)(h)S]a/ =

De fato,

(S™Hpu, ® p1,) (h)S)(S™ (1))

Y(pn, ® p1) (h)(v1,0)
(o, (R)(v1), pr, (R)(0))
(whvy,0)

b Sil(vlv 0)
whS=1(my).

—~
—
no

~

-1

Il
E W
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Analogamente mostramos que

(S (o1, ® 1) (R)S)(S ™ (m2)) = w157 (my),
(S™ pr, ® p1,) () S)(S™H(m3)) = w25 (ma3)

(S~ (o1, ® p1a)(R)S)(S™H(ma)) = w257 (ma).
Como hx = —zh e sendo T uma representagao, segue que
T(h)T(z) = —T(x)T(h) e usando a igualdade (%), podemos escrever

S™Hpu ® pi) (W) ST () = =T (x)S™ (pr, ® p1, ) (h)S.
Deste modo, na base o/, temos
[S™ o ® pi) (W) S]r [T(2)]ar = ~[T(2)]ar[S™ (o1, @ p1,) () S

isto é,

0 0 ail a2 a3 a4
0 wh o0 0 ag1 a2 Q23 G214 |
0 0 w2 0 asy azx azz ass |
0 0 0 w aq1 Q42 Q43 Q44
air a2 aiz aiq Wt 911 X X
21 G22 (23 A24 0w (3 0
| ast asz ass as 0 0 w0
0 0 0 w™'
@41 Q42 (43 Q44

Util lembrarmos que a caracteristica do corpo é zero, a igualdade

acima implica que w''a;; = —ajwh, ou seja, a;; = 0. Analogamente,
a2z = a3z = aqq = 0.

De w'tais = —a13w!'?, segue que (w27 +1)a;3 = 0 e entdo w'2~h +
1=00uaj3=0. Sew2 141 =0entdow'2=t = —1ely—I; < neisso
contradiz o fato de que n é o menor inteiro positivo tal que w™ = —1.
LOgO7 a3 = 0. De modo anélogo, a24 = A31 = Q42 = 0.

Ainda, de wha;y = —ajpw™", segue que (W' + 1)ajs = 0. Se
w2 4+ 1 = 0 entdao w?* = —1 e consequentemente w?1? = (—1)! = —1

(i é fmpar), o que é uma contadigio, pois pela hipotese, w?1? = 1.
Portanto, a;2 = 0. De forma analoga, as; = agq = aq3 = 0. Portanto,

0 0 0 au
o 0 0 a23 0
[T(‘r)]a/ - 0 aso 0 0
aq1 O O O



Da relagdo y = gxg, segue que T(y) = T(g)T(x)T(g) e por (x)
temos que

T(y) = Sil(ph D plz)(g)ST(x)Sil(pll D pl2)(g)s

Usando a igualdade (1.1), a matriz de S~ (p;, @ p1,)(9)S na base o/ é

01 0 0
_ 10 0 0
()] =[5 on @) DSl = | o o o 1
0 010
e portanto,
0 0 0 as3
_ 0 0 a4 0
rwle=| 5 0 a0
aso 0 0 0
Aplicando T a relagdo 2% = A\(1 — h?%) obtemos
A(1 — w?ht) 0 0 0
0 A1 — w2kt 0 0
2 = .
([T(.’L‘)]a/) - 0 O A(l _ wlel) O
0 0 0 A(1 — w™22?)
e como w21’ =1 = w?2? entdo obviamente ([T(x)],)? g 0.

A relacao zy + yz = 0 implica que

(@) [TW)]er + (0o [T ()] =0
Das igualdades (xx) e de (* * %), temos o sistema

aisas; =0
a230a32 = 0 (43)
a14a32 + aszag; = 0.

Naturalmente que a solugao nula satisfaz o sistema. Nesse caso,
T(xz) =0 =T(y) e consequentemente M é um A; ,,(A)-mddulo que néo
é simples.

De fato, consideramos o k-subespago nao trivial V' de M

V=< S_l(ml), S_l(mg) > .
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Seja v € V. Entdo v = t;5 1 (my) + t2S71(m2), em que ty,t; € k.

tq
Logo, [v]o = 62 e assim,
0
01 00 t1 to
B 1000 t. | | &
[T(g)(v)]a’_[T(g)]&’[v]a’_ 00 0 1 0 - 0 )
0 010 0 0

ou seja, gv = T(g)(v) = taS™ (m1) + t1571(m2) € V. Também,

wh 0 0 0 tq
0 wh 0 0 t
[T(h)(v)]a’ - [T(h)]a/ [U}OZ’ - 0 0 wlz 0 0
0 0 0 wh 0
wlltl
o willtg
= 0 ,
0

isto &, hv = T(h)(v) = Wt S (my) + w™hte S~ (mg) € V.

Como T'(y)(v) =0 =T(x)(v), segue que yv = zv =0 € V e dessa
forma, V' é fechado para as agbes dos geradores de A; (). Logo, V é
um A; ,(A)-submédulo néo trivial de M e portanto, M néo ¢é simples
como A; ,(A)-mddulo.

Agora, analisamos as solugoes nao-nulas do sistema (4.3). Vejamos
que em todos os casos possiveis descritos abaixo, M nao é simples como
A; n(A)-modulo.

A primeira equagao desse sistema nos diz que a4 = 0 ou aq; = 0.
Caso 1: Se ay4 # 0 entao necessariamente a4y = 0 e pela terceira
equagao do sistema, temos que azs = 0. Concluindo, se a4 # 0 entéo
aq1 = 0 = a3z e asz pode ser zero ou nao. De maneira andloga seguem
0s outros casos.

Caso 2: Se a1 # 0 entdo a4 = 0 = as3 e azy pode ser zero ou nao.

Observando a segunda equacao de (4.3), temos que ass = 0 ou
azg — 0.

Caso 3: Se as3 # 0 entao ags = 0 = a41 e a4 pode ser zero ou nao.
Caso 4: Se a3z # 0 entao as3 = 0 = a14 € aq1 pode ser zero ou nao.
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Analisemos o Caso 1, ou seja, ajq # 0, ag; = 0 = ass e azg pode ser
zero ou nao. Sob essas hipdteses, temos o seguinte

a14

0 a23
a23 0

0 0 e [T(y)] o =

0 0

0
[T (@)]ar = o
0

o O O O
OO OO
OO OO
OO OO

0
0
0

Considerando o mesmo espago V' dado acima e, para cada v € V,
[v]o € também como acima, temos que [T'(z)(v)]o = [T(2)]a [V]ar = 0.
Logo, T'(z)(v) = 0. Claramente, T(y)(v) = 0. Logo, V é fechado para
as agoes de = e de y e como ja vimos acima é também fechado para as
de g e de h. Logo, V' ¢ um A, ,,(\)-submoédulo ndo trivial de M.

Para o Caso 2, temos que

0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 O

[T(x)]a' - 0 ass 0 0 € [T(y)]a' - 0 as; 0 0
41 0 0 0 asz 0 0 0

O subespaco W =< S~1(m3), S71(my4) > ¢é fechado para as agoes

0

0

t)

ty

e & de vericacao analoga que gw = T(g)(v) = t5,8 ™ (ms)+t;5~(my) €

W, hw = T(h)(w) = w2t (ms3) + w2t,5 1 (my) € W. As duas

matrizes acima nos dao que T'(y)(w) = 0 = T(z)(w), segue que yw =

zw =0 € W. Portanto, W é um A; ,,(\)-submédulo nao trivial de M.
Os Casos 3 e 4 sao inteiramente anéalogos aos Casos 1 e 2, respec-

tivamente. Portanto, todos os casos de solugbes nao-nulas do sistema

(4.3) nos dao que M é um A; ,(\)-mo6dulo que néo é simples. ]

dos geradores de A; ,(A). De fato, seja w € W. Entéo [w]y =

Neste momento, achamos interessante relembrar o comentério feito
na Subsegao 1.2.2, ou seja, estamos considerando 8 = {vy,v2} como
base dos M,,'s, para todo 1 <1 < n — 1, sendo a diferenca entre os
Mpl's, como kD,,,-mo6dulos, dada pela agdo na igualdade (1.2). Usamos
esse fato a seguir.

s
Lema 4.4.2 Seja M um A;,(N\)-mddulo simples tal que Mlkp,, =
Z:lek’ r>2el <l <n-1, seja um isomorfismo de kKD,,-
mddulos. Entao sao vdlidas as afirmacgoes.
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(i) Para todo 1 < j < r, o kDy,- médulo S*I(Mplj) com base B € tal
que xS~ (v1) ¢ Sil(Mplj) ou xS (vy) ¢ Sil(Mmj).
(ii) O kD,,- mddulo S_I(Mplj) € tal que

xS_l(vl) _ S—l(u1 4+ +Ur),
em que cada ui, € My, e ug # 0, para algum £ # j ou

S (vg) = ST H(wy + - +w,),
em que cada wy € My, e wy # 0, para algum t # j.

Demonstragao: (i) Chamamos V = S‘l(Mplj) e suponhamos que
xS~ (v1) e S (vy) estejam ambos em V.
Seja v € V. Entao v = S~!(av; + bvg) para alguns a,b € k. Assim,

v = xS Y avy + bvg)
= azxS™'(v1) +bxS(ve) €V,

isto &, V' é fechado para a agdo de . Como y = gxg, ndo é dificil ver
que V é também fechado para a acdo de y. Concluimos que V' é um
A; n(X)-submoédulo ndo trivial de M, contrariando a Proposicao 4.2.1.
Portanto, o kD,,,- m6dulo S‘l(Mplj) é tal que 287 1(vq) ¢ S‘l(Mplj)
ou zS 1 (vy) ¢ S_l(Mp,j).

(ii) Por (i), S~ 1(v1) # 0 ou S~ 1(v2) # 0 e a prova segue anéloga a
prova do Corolario 4.2.2. [

Teorema 4.4.3 Seja M um A;,(\)-mddulo tal que M|wp, =~
S My, 7 = 2. Se w?xt = 1, para cada 1 < k < r, entdo M é
um A; n(A)-mddulo que nao € simples.

Demonstragao: Sejam S : M|wp,, — @;ZlMplj o isomorfismo de

kD,,-médulos dado no enunciado e 8 = {v;,v2} uma base para o k-
espago vetorial M), .

Se r = 2 entdo o resultado segue diretamente do Teorema 4.4.1.
Seja r > 3 e suponhamos que M seja um A; ,,(A\)-mo6dulo simples. Pelo

lema anterior, temos que
2SS v1) =S uy + - Fuj 4o+ uy)
e u; # 0, para algum j € {2,--- ,r}. Consideramos o k-espaco vetorial

V =<5 (v1),yS ™ (v2), 2yS ™ (v1), 2yS ™ (v2) > .
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Como u; # 0 e S é um isomorfismo, segue que .5~ *(v1) # 0. Logo,
1 <dimygV <4 edimgM > 6 e assim, V é um subespaco nao trivial de
M. Mostremos que V é fechado para as agoes de g, h,z e y.

Usando que S é um morfismo de kD,,-mo6dulos, as relagoes que
definem a algebra A; ,(\) e as igualdades (1.1) e (1.2), temos

gzS™'(v1) = ygS ' (w)
= yS(gv1)
= yS () eV

gryST'(v1) = wyxgS ' (v1)
= yzS ' (gu1)
= ny_l(Ug)
= —ayS~(v) € V.

Analogamente, mostramos que gyS~!(vs) € V e gryS~i(v) € V.
Agora, vejamos a agdo de h nos geradores de V. Temos

hxS=t(v1) = —th‘l(vl)
= —xS” (hvl)
= —zS” (w v1)
= —whaS t(v)eV
hxyS~!(v1) xyhsfl(vl)
xyS~ (hvl)
;vyS (w v1)
whayS—t(vy) e V.

Analogamente, hyS~1(vs) € V e hayS~!(vy) € V. Finalmente, usando
que w?h® =1, temos

rxS~Hv) = A1 -h?)S"1(vy)
AS((1 = h2)oy)
ST
(0)=0¢€V,

1

1

_ —1
zyS~ (vg) €V,

zxyS~(vy) = y2? S (v) =0V

rzyST(vy) = nyS_l(Ug)

YA = h*") S~ (vy)
ySTHA(L = h*)vy)
ySTHA(L — w21 )0)
yS~10)=0€e V.
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Logo, V' é fechado para as ag¢oes de g,h e z. Como y = gxg, segue
que V & fechado pela acdo de y. Concluimos que V é um A; ,(N)-
submoédulo nao trivial de M. Isso contradiz a suposicao inicial de que
M & um A; ,(A\)-mo6dulo simples. Portanto, M é um A; ,(A\)-mo6dulo
que nao é simples.

Se supusermos que S~ (v2) = SN wy 4+ - +wp + - +w,) e
wy # 0, para algum ¢ € {2,--- | r}, entdo considerando

V =< 28 (v2),yS ™ (01), 2yS ™ (v1), 2yS ™ (v) >

a demonstracao segue de forma similar. [

4.4.2 Caso (ii)

Nesta subse¢ao estudamos os A4; ,,(A)-moédulos M tais que M|xp,, ~
@1 M), , em que lp = 5, para cada 1 <k < r, r > 5. Provamos que
M nas condigoes citadas nao é simples.

A ideia aqui é construirmos um A; ,(A)-submoédulo nao trivial de
M, da mesma forma que fizemos no ultimo teorema da secdo ante-
rior. Porém, neste caso, 22571 (vy) = 2AS71(v1) # 0 e y?>S~(v2) =
20571 (vg) # 0 e torna-se necessario adicionar os elementos S~*(v1),
S™H(v2), yS7H(v1) e S~ (vq) para gerar um A; ,(\)-submodulo nio
trivial de M. O A; ,,(A)-submddulo considerado pode ter dimensio 8
e, por este motivo, colocamos a restricao r > 5 no teorema a seguir.

Teorema 4.4.4 Seja M um A;,(\)-mddulo tal que M|wp, =~
@1 My, , em que Ik = 5, para cada 1 < k < r, r > 5. Entdo M
€ um A; ,(N)-mddulo que ndao € simples.

Demonstragao: Sejam S : M|xp

m

~ ea;leMpﬂ o isomorfismo de
2

kD,,-médulos dado no enunciado e 8 = {vy,v2} a base de M,, ja
citada anteriormente.
Consideramos o k-subespago V' de M, descrito a seguir

V=<8 (), S (v2), 257 (v1), 28 (v2),yS ™ (w),

yS ™ (v2), 2y ST (v1), 2yS ™ (v2) > .

Notemos que V' # 0, pois v; # 0 e S é um isomorfismo. Como
1 < dimgV <8 e dimgM > 10, segue que V é um subespago nao trivial
de M. Usando as relages que definem a algebra A; ,(\), temos

g8 () = S7'(gwn)
= 571(1}2)6‘/,
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gzST'(v1) = ygS (v1)
= yS(gv1)
= yS(vg) €V,

gyS~'(v1) = xgS'(wn)
= x5 (gu)
= $S_1(’U2) eV

gryS~(v1) = yxgS~'(v1)
= yxS 1 (v9)
= —zyS~l(v) € V.

Analogamente, ¢S~ (vg), gzS™1 (2v2), gyS~(v2) e gryS~(ve) per-
tencem a V. Ainda

hSil(Ul) = Sil(hvl)

= w285 Huv) eV,
hxS~Y(v1) = —zhS™1(vy)

= —wzazS () eV,
hyS~Y(vy) = —yhS~(v1)

= —wiySHv) eV

e

hzyS—t(vi) = xzyhS~(vy)

= wiayS(v) e V.

De forma inteiramente analoga,
RS~ (v2), ha S~ (v2), hyS~ (ve) e hayS~'(vy) € V.
Além disso, usando que w™ = —1, segue que

rzS7(v)) = /\( — h2) S (vy)
= 2871 - K0

(( w™)vy)

= 2>\S v )eV

rxS~(v7) )\( — h?) S~ (vy)
“H(1 = h*)vs)
(( w™")vg)
= 2/\5 Lwo) €V,

135



rzySTi(vy) = meS_l(m)

yA(1 = h#) S~ (vy)
AyS—H((1 hz’) 1)
AyS~ ((1 —w")or)
= 2xyS (v ) ev

rryS—t(vy) = 2 yS~l(wp) € V.

Logo, V é fechado para as acgoes de g, h e xz. Como y = gxg, segue
que V & fechado também pela agdo de y. Portanto, V' é um A; ,(N)-
submoédulo nao trivial de M e consequentemente, M nao é simples
como A; ,,(A)-mddulo. [

4.4.3 Caso (iii)

Nesta subsegao fazemos uma mescla, isto é, consideramos M um
Ain(A)-modulo tal que Mlyp,, =~ @), EBEBk 1M, , em que
M

Ply,
1 <j <r. Neste caso, M é um A; ,,(A\)-mo6dulo que néo é simples.

= M,,, paratodo 1 <k < s, 7,5 > 1 e w?lit = 1, para cada
2

Teorema 4.4.5 Seja M um A; ,(X)-mddulo tal que M|kp,, ~ My, @
M,

Py
M é um A; n(N)-mddulo que nao € simples.

como kID,,-médulos e que w?i* =1, para 1 < j < r firado. Entdo

Demonstragao: Suponhamos que M nao seja simples como um
A; n(A)-modulo.

Sejam S : M|kp,, — Mpzj ¢ M, 2 O isomorfismo de kD,,,-mo6dulos
dado no enunciado e 8 = {v1,v2} a base para os M,,'s, para todo
1 <1< n—1, como ja dito anteriormente.

Pelo Lema 4.4.2, podemos supor que S~ (v1) = S71(ug + u2) em
que u; € Mplj e0#uy e M, . Notemos que

hxS~1(v1) = hS™(uy + ug)
= S'_l(hul + h'LLQ)



Por outro lado,

—zhSYv1) = —xS 1 (hvy)
= —z5” (wﬂvl)
= —whazS™(v)

Wl S (uy + ug)
= ST —whuy —whiuy).

Como hx = —zh e S é um isomorfismo, obtemos a seguinte igual-
dade
I z
w' 0 w?2 0
(= o)l (%0 buals = —wblaals - bl
Escrevemos [uz]g = ( 321 ) e como M, & M,, é uma soma
29 J 2

direta, temos

w?2 On U2, Ll U2,
0 w2 U2, U2,
e assim, w%qu = —wlfugl e w_%qu = —wlquz
De uz # 0, segue que uz, # 0 ou ug, # O Se ug, # 0 entdo
Wwhi=% = 1 =w btz Sel; > gentao 1 <1l;— %5 <nelssocontradlz
o fato de que n é o menor mtelro positivo tal que wh'=-1.Sel; < 3
entao 1 < —I; + 5 < n e obtemos a mesma contradicao.
Se ug, 7é 0 entao whits = —1. Assim, lj + 5 = ns, em que s &
fmpar. Para s = 1, obtemos I; = % e isso contradiz o fato de que

w2lit =1 pois, nesse caso, Wit = v = —1, vide Observagao 2.4.8.

Valores de s que sejam maiores ou iguais do que 3 implicam em [; > m,
o que nao é possivel, pois 1 <[; <n — 1.

Se supusermos que xS~ (vg) = S™(wy + wa), em que wy € M,, e
0# we € M, pa chegaremos ao mesmo absurdo. Logo, M nao é simples
como um A; ,(A)-moédulo. |

Para provarmos o caso geral, veja o resultado seguinte, é possivel
usarmos a ideia da demonstragao do teorema anterior. No entanto, é
mais rapido provarmos que M nao é simples como um A4; ,, (A)-moédulo,
calculando um A; ,, (A\)-submodulo néo trivial conveniente. A dimensao
deste A; (A)-submodulo é menor ou igual do que 4. Logo, a hipdtese
[s > 2 ou r > 2] é essencial para termos a dimensdo de M maior ou
igual do que 6.
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Teorema 4.4.6 Seja M um A, ,(\)-mddulo tal que
M|yp,, ~ @;:1Mpzj @692:11\4%7

em que My, = M, , para todo 1 <k <s,r,s>1,[s>20ur>2]e
w?it =1, para cada 1 < j <r, entdo M é um A; ,(\)-mddulo que nio
€ simples.

Demonstragao: Suponhamos que M seja um A; ,, (A)-modulo simples.
Denotamos por S : M|p,, — Bj—1 My, ) EBZZlMp% o isomorfismo de
kD,,,-mo6dulos dado no enunciado e consideramos a base 8 = {v1,va}
para M, . Pelo Lema 4.4.2, podemos supor que

2SN (w1) = S M ug 4 Ayt Upy)

em que u; # 0, para algum j € {2,--- ;7 + s}.
Consideramos o k-espago vetorial

V=< xS_l(vl),yS_l(vg),xyS_l(vl),xyS_l(vg) >,

Como u; # 0 e S é um isomorfismo, segue que xS~ *(v1) # 0. Logo,
1 < dimgV <4 e dimyM > 6, donde V' é um subespago nao trivial de
M.

Usando que S é um morfismo de kD,,-médulos, as relagoes que
definem a algebra A;,,()\), as igualdades (1.1) e (1.2) e o fato de que
whit =1 mostramos, exatamente da mesma forma que na demonstra-
cao do Teorema 4.4.3, que V' é um A, ,,(A)-submddulo nao trivial de
M. Isso contradiz a suposi¢ao inicial de que M é um A; ,,(A\)-mo6dulo
simples.

Se supusermos que S (vy) = ST Hwy 4+ Fwp + -+ wpps) em
que wy # 0, para algum ¢t € {2,--- ,r + s} e considerando

V=< mSil(vg),ySil(vl),xyS’l(vg),wyS’l(vl) >,

a demonstracao segue de forma similar e chegamos a um mesmo ab-
surdo. Portanto, M é um A, ,(A\)-modulo que ndo é simples. ]

4.4.4 Caso (iv)

Nesse momento consideramos importante relembrar que temos trés
casos envolvendo os I's, ou seja, [ pode ser tal que w?* =1 oul = 5
ou [w? #£1 e | # %]. Nesta subsecdo, misturamos todos esses ca-
Sos e provamos que, nestas circunstancias, ndo temos A; ,,(\)-modulos
simples.
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Escrevemos, para cada 1 < j < r, vy = v] e vg = v}, para dizer que
estamos enxergando vy e vz, os elementos da base 3, ambos em M, .
J

A~ — T — S
Para o proximo lema chamamos My = ©j_, My, e My = ©j_ M), .

Lema 4.4.7 Seja M um A; »(X)-mddulo simples tal que
s . ,
Mlip,, = @1 My, D By M, = M1 Mo

seja um isomorfismo de kD,,-mddulos, em que r,5 > 1, [w?i? #£ 1 e
l; # %], para cada 1 < j <, e [w? =1 ou Iy =73%] se 1 <k <s.
Entao sao vdlidas as afirmagoes.

(i) Eziste 1 < p < r tal que xS~ 1(v]) ¢ S™Y (M) ou zS~1(vY) ¢
S=L(My).

(i1) Além disso,

2§ () = ST _uy + D wi)
j=1 k=1
com ws, # 0, para algum 1 < 59 < s ou
2SN W) = SN O uh+ Y wy)
j=1 k=1

com wgl # 0, para algum 1 < s1 < s.

Demonstragao: Suponhamos, para todo 1 < j < r, que S~ 1(v]) €

S=YM,) e que S ' (v]) € STU(M;). Isso implica que S™1(M;) é
fechado para a acao de x. De fato, seja m € M;. Entéo

r T
_ o ayJ o
m = g u; = E a;vy + b;vy.
=1 =1

v m) = w3 S el +b03)
= Y aeSTHv]) + baST (v]) € STI(My).

Como y = gxg, segue que S~*(M;) é também fechado para a acdo
de y. Logo, S™* (M) é um A; ,,(\)-submoédulo nao trivial de M, contra-
dizendo a hipotese de que M é um A; ,,(A)-modulo simples. Portanto,
segue (i).

(ii) Analoga a prova do Lema 4.3.1. |
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Teorema 4.4.8 Seja M um A, ,(\)-mddulo tal que

S ., s
M‘ﬂ(Dm = 69j:lZ\lplj @@kZIMp

Ly ?
seja um isomorfismo de KD,,-mddulos, em que r,s > 1, [w?i? #£ 1 e
ly # 5], para cada 1 < j <7, e Wi =1 ou I = 5], para cada

1<k <s, entdo M nao é simples como um A; ,(\)-mddulo.

Demonstragao: Suponhamos que M seja um A; ,, (A)-modulo simples.
Pelo lema anterior, existe 1 < p < r tal que

2SN D) = ST Jup > we),
j=1 k=1

com ws, # 0, para algum 1 < sg <'s.
Notemos que

haS~H (W) = hS_l(Zuj + Zwk)
j=1 k=1

(w0 (W0
=9 1(2( CUO U.}_lj >UJ+Z( WO w‘lk >U1k)

j=1 k=1
Por outro lado,
—zhS71(WY) = —2zS7 (oY)

= —wr ST Uy + Yk wk)

S (T + D w).

Como hx = —zh e pelo fato de que S é um isomorfismo, segue que
r 1. s 1 r s
w'i 0 w'k 0 o
Z ( 0 wb ) Uj+z ( 0 wh > W = —W p(z “ﬁz Wk)-
j=1 k=1 j=1 k=1

Suponhamos, sem perda de generalidade, que l,, > [, e denotamos

[wselg = ( Wso, ) Na posicao sg, temos a igualdade seguinte

Ws,
2
ls
_wlp w301 _ w l0w501
Wsy, w0 Wy,
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Da primeira coordenada temos (w'so~'» + 1)w,, = 0. Consequen-

temente, wlo~l» + 1 = 0 ou wy,, = 0. Se who=le +1 = 0 entdo
who=lh = —1 e lsy —Ip < n. Todavia, n &€ o menor inteiro positivo
tal que w” = —1. Logo, w'o~'» 41 # 0 e assim, ws,, = 0.

Como ws, # 0 e ws, =0, segue que ws,, # 0. Deste modo, de

l l

—WPWs,, =W 0w,
3 —wlr = o ls L
segue que —w'? = w~ 0. Logo,
w2lp — w72l50 e w2lpz — w72l501.

21 21

s0 =

Por hipotese, l;, = % ou w?«0? = 1. Se [, = % entdo w?» = w™
—ledai, [, = § (veja Lema 4.1.4), contradizendo o fato de que [, # 5.

Se w?s0? =1 entdio w?»* = w™2s0? = 1, contradizendo o fato de que
w2lpi 7& 1.
Portanto, M néo é simples como um A; ,,(\)-mo6dulo. ]

4.4.5 Caso (v)

Nessa subsecao, escrevemos algumas contribuigoes sobre os A; 5, (A)-
modulos M tais que M|yp,, =~ @§=1Mpzj7 em que w2t £ 1 e I; # n
para todo 1 < j <r.

Iniciamos mostrando que se r > 5 entao M nao é simples como um
A; n(AN)-modulo.

Teorema 4.4.9 Seja M um A; ,,(\)-mddulo tal que M|ip,, 2 M, @
@ My, v > 5 seja um isomorfismo de KDy,-mddulos. Se w2lit £
1 e l; # 7%, para cada j € {1,---,r}, entdo M nao é simples como
um A; n(X)-mddulo.

Demonstracgao: Consideremos o k-subespago V' de M, descrito a se-
guir
V=<8 (v1), S (wa), S (v1), 28 (va2),yS ™ (v1),
yS ™ (v2), zyS~ (v1), zyS™  (v2) > .

Claramente V' é nao trivial, pois 2 < dimV < 8 e dimyM > 10,
pois r > 5. De modo analogo ao que fizemos na demonstragao do
Teorema 4.4.4, segue que V' é um A; ,,(\)-submoédulo néo trivial de M.
Portanto, M néo é simples com um A; ,(A)-modulo. ]

Na sequéncia analisamos o caso r = 2. Observamos que o raci-
ocinio do teorema anterior nao se aplica a esse caso particular, pois
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2 < dimgV < 8 naquele teorema, enquanto que a dimensao de M
quando r =2 é 4.

Como na Subsecdo 4.4.1, consideramos o = {m; = (v1,0),ma =
(v2,0),m3 = (0,v1),mq = (0,v2)} a base de M, @® M, e o =
{S7Y(m1), S~ (mz), S~ (m3), S~1(my4)} base de M. No que segue,
denotamos A = [T'(z)]o € B = [T(y)]a’, as matrizes de T'(x) e de T'(y)
em relacao A base o/, respectivamente.

Proposicao 4.4.10 Nao eziste uma representacao (M,T) de A; (M)

5
tal que Mlyp,, =~ M, @ M,, seja um isomorfismo de kD.,,-mddulos,
em que w?it £ 1, 1; # 5, para cada j € {1,2} e ly + 1y # n.

Demonstragao: Suponhamos que exista tal representagdo. Pela Pro-
posigao 1.2.15, T'|kp,, € pi, ® p1, sdo equivalentes, ou seja,

ST(r) 2 (o1, ® pi,) ()5,

para todo r € kD,,,.
De modo analogo ao que fizemos na demonstragao do Teorema 4.4.1,
usando a relagdo hx = —zh e a igualdade (%), temos que

0 0 0

. 0 0 ass
A= 0 as2 0
aq1 O 0

OOOS
'S

Esclarecemos como obtivemos essa matriz, usando a prova do teo-
rema citado acima e as hipoteses da proposicao em questao.

Chegamos que a12 = a1 = a3zq4 = ag3 = 0 pois, por exemplo,
(W' +1)a;2 = 0. Assim, se w?1 +1 = 0, ou seja, w?' = —1 entdo, pelo
Lema 4.1.4, l; = § o que & absurdo, pois por hipotese, I1,l2 # 5. Logo,
a2 = 0. O mesmo raciocinio para mostrar que as; = azq = as3 = 0.

As provas de que a13 = az1 = aoq4 = a4o = 0 e de que ass = 0, para
1 < s <4 sao as mesmas feitas naquele teorema.

Mediante a hipotese de Iy + Iy # n, provamos que ajy = a4 =
azs = azz = 0. Temos que (W't +1)ayy = 0ese w2 4+1 =0, entdo
whtle = —1 e como n é o menor inteiro positivo tal que w” = —1 e
2 <y + 1y < 2n, s6 poderia ocorrer Iy + I = n, o que é absurdo. De
modo analogo a41 = a3z = ag3 = 0 e com isso A = 0.
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Por outro lado, a relacdo 2% = A\(1 — h?%), nos diz que

(1 — w?id) 0 0 0
42 = 0 A1 — w2 0 0
- 0 0 (1 — w?2?) 0

0 0 0 A1 — w™227)

e como w?li? # 1, paracada j € {1, 2}, segue que A2 # 0 e isto contradiz
o fato de que A = 0. [

Teorema 4.4.11 Sejam 1 <li,lo < n—1 tais que l; + 1y = n, w?li® #
L e ly # %, para cada j € {1,2}. Se (M,T) é uma representacio de
A; n(N) tal que Mlyp,, ~ M, & M, seja um isomorfismo de KDy,-
mddulos, entao M ¢é simples.

Demonstracao: Suponhamos que M nao seja um A; ,(A\)-modulo
simples. Entao existe um A; ,(A)-submodulo néo trivial N de M. Em
particular, vendo M como um kID,,-m6dulo, temos que N é um kD,,-
submodulo néo trivial de M. A Proposicao 1.2.30 nos diz que N|yp,, ~
My, ou Nlip,, ~ M, eisto contradiz o Teorema 4.1.10, pois o mesmo
diz que nao existe um A; , (A)-modulo X tal que X|up,, >~ M,,, em que
wihi £ lel# 2 [

Com o objetivo de caracterizarmos todos os A; ,,(A)-moédulo sim-
ples nas condigoes do teorema anterior, apresentamos duas extensoes
distintas para p;, ® pi,-

Proposigao 4.4.12 Sejam 1 < l1,lo < n —1 tais que l1 + 1o = n,
w?it £ 1 e lj # %, para cada j € {1,2}. Entio p;, ® pi, estende-se a
uma representacio F : A; ,(\) — Endg(k? & k?) dada por

0 0 0 1
0 0 w2t 0
[F(2)]a = A2t
0 M=o o
A(1 — w™229) 0 0 0
e
0 0 0 wht
0 0 1 0
[F(y)]()l - 0 A(l _ w—2l21) 0 0
loi
A—w ) 0 0 0

Demonstragao: Tendo em mente que F' é uma extensao de p;; @ pi,,
entao F(g) = (pi, ® p1,)(g) e F(h) = (pi, ® p1,)(h) e suas respectivas
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matrizes [F(g)]a € [F'(h)]a, por um calculo anélogo ao que fizemos no
Teorema 4.4.1, sdo as mesmas que as obtidas 14 (veja em tal teorema
(s  [T(A)]ar)-

Mostremos que F' preserva as relagoes que definem a é&lgebra
A; »(N). De fato,

[F(@))alF(@)la = [(o1, @ p1,)(9)]aF(2)]a =

01 0 0 0 0 0 1
1000 0 0wk 0
1o o001 0 A=) g g

0010 AL — w2i2i) 0 0 0

0 0 0 wh 010 0
0 0 1 0 100 0
= 0 AMl-w™?F%) 0 0 00 0 1
AQ—w2) 0 0 0 0010
= [F(y)]a[F(g)]a,
[F'(W)]a[F (7))o = [(p1, ® p1,) (M)]a[F(2)]a =
wh 0 0 0 0 0 0 1
| 0 wh o0 0 0 0 Wk o
= 0 O wl2 0 O )\(1;;;)?121) O O
0 0 0 wh A1 — w22t 0 0 0
0 0 0 wh
0 0 whi=h 0
= _w2laiy !
0 Mluﬂ# 0 0
A1 — w22ty 0 0 0
0 0 0 —wi2
() 0 0 —whiylz 0
= _w2laiy,—t
0 Al 2 2 0 0
“A(1 — w2h)h 0 0 0
0 0 0 1 wh 0 0 0
_ 0 0 w0 0 wh 0
- 0 D 0 0 w2 0
M1 — w221) 0 0 0 0 0 0 wtk



e analogamente, [F'(h)]o[F(y)]a = —[F(y)]a[F(h)]«. Na igualdade (x)
acima, usamos que l; 4+ lo = n e entao wh = —wlkewh =—wh, A
seguir, usamos novamente tal fato.

A(1 — w™2l2?) 0 0 0

0 A(1 — w?ie2) 0 0

- 0 0 A(1 — w?ie2) 0
0 0 0 A1 — w22d)

A(1 — w?hd) 0 0 0

B 0 A1 — w™2h?) 0 0

- 0 0 A(1 — w?i2) 0
0 0 0 A1 — w22d)

= Mo, @ pi,) (1 = h*)]a = [FON(1 = 7))
)]

Analogamente, [F(y)]a[F(¥)]a = [F(A(1 — h7%"))],. Um calculo
simples mostra que [F(2)]o[F(¥)]a + [F(y)]a[F(2)]a = 0. [

Proposigao 4.4.13 Sejam 1 < l1,lo < n —1 tais que I1 + o = n,
wihit £ 1 e l; # 5, para cada j € {1,2}. Entao p;, ® p, estende-se a
uma representagao F' : A; ,(\) — Endg(k? ® k?) tal que

0 0 0 1
0 0 —wht 0
[F'(2)]a = 0 _/\(1—;,.12_l2i) 0 0
. w'2®
A1 - w*m?l) 0 0 0
e .
0 0 0 —wh?
0 0 1 0
[F'(y)]a = 0 /\(1 _ w—2lzi) 0 0
loi
_A(lgli‘ﬁz) 0 0 0

Demonstragao: Segue de maneira analoga a demonstracao da propo-
sicao anterior. [ |

Os caracteres de F' ¢ F sdo necessarios posteriormente e por este
motivo os calculamos na observacao a seguir.

Observacao 4.4.14 E suficiente calcularmos os caracteres de F e F’
nos elementos da base de A;,(\) como k-espaco vetorial (para tais
elementos veja o Lema 2.4.10). Iniciamos com o caracter de F.
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Claramente,
pr(@) =pr(y) =0 e pr(l) =4,

pois F'(1) é a matriz identidade de ordem 4. Como

—whi 4wkt 0 0 0

0 wht — i 0 0

[F(I’y)]a =A 0 0 7wl2’i + w*lzi 0
0 0 0 whet — 2t

e claramente, pp(zy) = 0. Seja d € {0,--- ,m — 1}. Entéo
pr(gr) = 0= up(h'z),

pr(gy) =0 = up(hly),
pr(gh®e) =0 = up(ghy),
pr(gey) = 0 = pr(ghtzy)

e
/J/F(h/dxy) — )\(_wl27, + w—lzl)(wlld + wlgd _ w—lld _ w—lzd).
Como whtl2 = —1, segue que w'* = —w™!2. Logo, se d & par, temos
whd = w24 ¢ agsim, pur(h¥ry) = 0. Se d é impar entdo wh? = —w~l29,

Deste modo,
HF(hdfy) _ 2)\(_wl2i + w*lzi)(whd + wlgd).
Agora, calculemos o caracter de pp/. Claramente,

pr (x) = pr(y) =0 e pp (1) = 4.

Como
—wlet 4yl 0 0 0
’ _ 0 whet — @l 0 0
[F (ify)} =-A 0 0 _wlzi + w—lﬂ 0
0 0 0 whet — y—lad

segue que pp (zy) = 0. Seja d € {0,--- ,m — 1}. Entao
pr(gz) = 0 = ppr (h'z),

1r(gy) = 0= pp (h'y),
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prr (ghz) = 0 = pp: (gh%y),
pr(gry) = 0 = pp (gh'zy),

e (hzy) = 0, dpar

pr (hlzy) = —2X(—w'? + w2 (Wh? + w'2?), d impar.

Teorema 4.4.15 Os A; ,(\)-mddulos associados, respectivamente, s
representagoes F' e F' sao simples e nao isomorfos.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.4.11, os A; ,,(A)-modulos associados,
respectivamente, as representacoes F' e F’ sdo simples. Para mostrar-
mos que ndo sao isomorfos, basta mostrarmos que as representacoes F'
e F’ nao sao equivalentes, veja Proposicao 1.2.15.

Sem perda de generalidade, consideramos 1 < l; <ly < n. Assim,
0<ly —1; <n.

Suponhamos que pr = ppr. Entdo, para d impar, temos que

pr(hfey) = e (K ay).
Pela observagao acima,

MF(hdl'y) _ 2/\(_wl2i + wflﬂ')(wlld + led)

e (hzy) = —2M(—w"' + w2 (Wh 4 + w'29),

e concluimos que (—w'2’ + w™2%)(Wh +w!2) = 0. Se —w'? + w2 =0,
entdo w??? = 1, contradizendo a hipétese. Se wh + w!? = 0 entdo
w2~ = —1, contradizendo o fato de que n é o menor inteiro positivo
tal que w™ = —1, uma vez que lp — [; < n.

Deste modo, pur # pps e portanto, pelos Teoremas 1.2.27 e 1.2.28,
as representagoes F' e F’ ndo sdo equivalentes. [ |

Mantendo a notagao dita antes da Proposigao 4.4.10, caracterizamos
0s A; n(A)-moédulos simples do Teorema 4.4.11.

Teorema 4.4.16 Sejam 1 < l1,ls < n — 1 tais que I + 1y = n,
w?it £ 1 e l; # 2, para cada j € {1,2}. Se (M,T) € uma representa-
¢ao de A;n(\) tal que Mlyp,, ~ M,, & M), entio T ¢ equivalente a
representacdo F ou a F'.

m
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Demonstracao: Notemos que w!' 2 = —1 se, e somente se, 1+l = n
e isso garante que a matriz A nao seja necessariamente nula, veja prova

da Proposicao 4.4.10.
Considerando a matriz A, sob a hipotese de que I +15 = n, a matriz
A? e o fato de que w?' # 1, para cada j € {1,2}, temos que

arsasr = M1 — w?') £ 0 e aszazs = A(1 — w?2") #£ 0.

Logo, a14, ass,ass e aq1 sao nao-nulos e podemos escrever

A1 — w2l1i A1 — w—2l2i M1 — w2l2i
a41 = ( )Z ( ) € CL32:4( )
a4 a4 az3
Portanto,
0 0 0 an
0 0 azs 0
— loi
A= 0 Mi-w?2h) 0

a23

A(1—w—2l27) 0 0 0

ala

Da relagao y = gxg segue que

0 0 0 a3
0 0 aig 0
— —2lg1i
B = 0 e
A(1—w?29)
At 0 0

A relacdo xy + yr = 0 implica em AB + BA = 0. Efetuando os
céalculos com as matrizes A e B obtidas acima, temos
(1 — w?2?) n A1 — w™2l2t)

a4 as3 =0,
a23 14

ou seja, ‘ .
a2 A1 — w28 4 a2\ (1 — w22t = 0.

2 2191
, : —a2,(1-w?'2
Desta forma, segue que as3 é uma raiz quadrada de %

o (1—g2l2t . 3
Escrevendo w22t = wgll,zi, temos que % = w2l2i  Ag rafzes
quadradas de w?2? sdo w'?® e —w"'. Logo, a3 = apw'?’ ou as3 =
Loi
—a4w'?*. Portanto,
0 0 0 ] aiq
0 0 apw?t 0
A= A(L—w?'2?) (4.4)
0 20 ajqwl2t 0 0
A(1—w 2021
Ad-—w™72") 0 0 0

aiq
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ou

0 0 0 a4
0 0 —ajw?t 0
A= 0 M1—w™2') 0 o |- @5
o olgi e
Al—w™72") 0 0 0

aiq

A fim de fixarmos notagao, denotamos por T e T as representa-
coes de A; ,(N) tais que [T(x)]or = A é como em 4.4 e 4.5, respectiva-
mente.

Afirmagdo: As representacoes F' e T (assim como F’ e T_) sdo equi-
valentes.

De fato, sabemos que F' e Ty sao irredutiveis e entao, para concluir-
mos que sao equivalentes, basta mostrarmos que possuem 0s mesmos
caracteres na base de A; ,(A). Notemos que

2 (ZC) = /"LT+(y) =0e /1'T+(1) =4.

Como
—wlet 4y led 0 0 0
0 wht — et 0 0
AB =X 0 0 —what 4 ylet 0 ’
0 0 0 whet — =l

segue que pr, (ry) = 0. Seja d € {0,---,m — 1}. Entao
pr, (92) = 0 = pr, (hz),
pr, (gy) = 0 = pr, (%),
pr, (gh'z) = 0 = pr, (ghy),

pr, (9zy) = 0 = pr, (ghzy),

‘LLT+ (hdxy) — )\(7(4][21 + w*lgi)(wlld + wlgd _ w*lld _ w*lzd).

Assim como explicamos na Observacao 4.4.14, se d é par, entao
pr, (hlzy) = 0 e pr, (hlzy) = 2A(—w'?? + w2 (Whd 4+ w2), se d ¢
impar.

Logo, pr, = pur e as representagoes F' e T sao equivalentes.
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Mostremos que ppr = . De fato,

pr_(z) = pr_(y) =0e pr_(1) = 4.

Como
—wlet 4y lei 0 0 0
0 wlet — 2t 0 0
AB - _A 0 0 —(.L)l2i + w*lQ’L‘ O )
0 0 0 wht — =i

segue que pur_(xy) = 0. Seja d € {0,--- ,m — 1}. Entao
pr(gz) = 0= pr_(h'z),

pr_(gy) =0 = pr_(h%),
pr_(gh'z) = 0= pr_(gh%y),
pr_(gay) =0 = pr_(gh’ay),

pr_ (hy) = 0, dpar

pr. (Rlzy) = —2X(—w' + w2 (Wh? + w9), d impar.

Como pur_ = g e as representagoes I’ e T_ sao equivalentes. ®

Exemplo 4.4.17 Consideramos Az 6(A), l1 =5, lo = 1 e as representa-
¢oes p1, ps5 € S. Notemos que estamos nas hipoteses do Teorema 4.4.11,
pois w?13 = -1 = w253 ¢ 145 = 6. Entdo os Az g(A\)-modulos
associados, respectivamente, as representagoes F' e I sdo simples e nao
isomorfos.

Pelo que fizemos anteriormente, temos

0 0 0 1
0 0 w0

F@)=1 o ow3 0 0 |
22 0 0 0
0 0 0 b
0 0 1 0

Fly) = 0 2x 0 0 |’
w3 0 0 0



0 0 0 1
0 0 W0
Fi@)=| o _oxo® 0 o
22 0 0 0
e
0 0 0 —uwb
0 0 1 0
F'ly) = 0 20 0 0 ’
22w 0 0 0

o que finaliza nosso exemplo.

Para a proposicao a seguir consideramos a base
= {ml = (’Ul, 05 0)7 mg = (U27 07 O)a ms3 = (07 U1, 0)7

my = (0,1}2,0),m5 = (0,0,Ul),mﬁ = (0,0,Ug)}

de k% ® k? ® k?, em que 8 = {v1,v2} é como na Subsegdo 1.2.1.
Para r = 3, diferente do que acontece para r = 2, mostra-

mos a seguir que simplesmente néo existem A;,(\)-moédulos tais que
Mp,, =~ My, & M,, @ Mp13~

Proposicao 4.4.18 Nao existe uma representacao (M,T) de A; (M)

s
tal que M|mm'f: My, & M, © M), seja um isomorfismo de KD, -
mddulos e w?it £ 1 e l; # %, para cada j € {1,2,3}.

Demonstragao: Suponhamos que exista tal representacao de A4; ,(A).

Como nos resultados anteriores temos

ST(r) 2 (o1, @ pr, ® 1) (1) S,

=

para todo r € kDD,,.

Seja o = {S7H(m1), S7(ma), S™1(m3), S~ (my4), S~ (ms), S~ (me)}
base de M. Denotamos por A, B € Mg(k) as matrizes de T'(x) e T(y)
na base o/, respectivamente.

Da relacdo hx = —xh e usando (), temos

S_l(pll D pi, @plg)(h)ST(J?) = _T(x)S_l(ph D p1, D pl3)(h)57
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e assim, na base ', temos

wh 0 0 0 0 0 a1l G2 a3 Q14 Q15 Q16
0 wh 0 0 0 0 as1  G22 G23 Q24 Q25 A26
0 0 w'z 0 0 0 as1  as2 a3z Q34 a3 436 |
0 0 0 w2 0 0 @41 Qa2 Q43 Q4a Q45 Qag |
0 0 0 0 w'3 0 as1  Gs2 Gs53 Q54 (55 (56
0 0 0 0 0 wB/\as1 as2 ass aes ass aes
a1l  ai12 a3 G4 Aais  Qa16 w' 0 0 0 0 0
a1 a22 a23 az4 a2s a26 0 of“ 0 0 0 0
() as] a32 a33 az4 a3s Aase 0 0 wl2 0 0 0
T |G a2 a3 Qs ass  Gag 0 0 0 w'z o0 0
as1  Gs2 Aas3 Q54 G55 Q56 0 0 0 0 w's 0
a1 ae2 @3 Q64 A65 (66 0 0 0 0 0 ws

De (x) segue claramente que
a11 = a2 = G33 = Q44 = a55 = age = 0.
Além disso, por hipétese I; # 7, logo
a1 = 12 = a34 = 43 = ag5 = a6 = 0.

Continuamos a prova dividindo-a em casos.

Caso 1: Suponhamos l1+ls = l1+l3 = lo+1l3 =n. Deli+is =11 +l3
temos que lp = [3. Assim, de Iz + I3 = n, segue que lo = I3 = 7,
contrariando a hipotese.

Caso 2: Suponhamos Iy + 1y £ n,l1 +1l3 #n e Iy + 13 # n. Da
igualdade (%) temos w'*ajy = —aaw™2, ou seja, (Wit + 1)ayy = 0.
Como Iy + Iy # n, segue que (w2 +1) # 0. Logo, a4 = 0. De forma
analoga mostramos que todos os elementos de A sao iguais a zero. No
entanto, da relagao 22 = A\(1 — h?%) e usando a hipétese, obtemos

(1 — w?h?) 0 0 0 0 0
0 (1-w™21®) 0 0 0 0
24 0 0 (1 — w2l2?) 0 0 0
A=A 0 0 0 (1—-w™22% 0 0 70,
0 0 0 0 (1 — w?s?) 0
0 0 0 0 0 (1 —w2is%)

contradizendo o fato de que A = 0.
Caso 3: L1+l #n,li+l3#n e la+13=n.
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Da igualdade (x) segue que

0 0 O 0 0 0
0 0 O 0 0 0
A= 0 0 0 0 0 a3e
0 0 O 0 ass O
0 0 0 as4 0 0
0 0 ags 0 0 0

Todavia, isso contradiz a igualdade A .

Caso 4: Suponhamos Iy + 1y #n,l1 +13 =n e ls+ 135 # n. Analogo
ao caso 3.

Caso 5: Suponhamos l1 +1s =n,l1 +13 #n e ls+13 # n. Analogo
ao caso 3.

Caso 6: Suponhamos I; +1ls =n,l; +1l3 =n e Iy + 13 # n. De (),
obtemos

0 0 0 alq 0 aie
0 0 a9s 0 a2s 0
A_| 0 a2 0 0 0 0
a41 0 0 0 0 0
0 as2 0 0 0 0
agl 0 0 0 0 0

De (A) segue que a diagonal principal de A% possui todos os ele-
mentos nao-nulos. Logo,

azaa3 = (1 — w?2%) £ 0,
agra1g = A(1 — w_%i) #0,
aszags = M1 —w?B1) £ 0
e
agrais = A(1 — w72l3i) #0.

Consequentemente,

a3z, 423, G441, @14, G52, A25, 461, A16 7é 0.

Por outro lado, multiplicando a sexta linha de A pela quarta coluna de
A temos que agiary = 0, gerando uma contradigao.

Caso 7: Suponhamos Iy + 1y =n,l1 +13 #n e ls + 13 = n. Analogo
ao caso 6.

Caso 8: Suponhamos Iy + 13 # n,l;1 +13 =n e ls+ 13 = n. Analogo
ao caso 6.

Portanto a suposicao inicial é falsa e o resultado esta provado. =
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