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Resumo
Neste trabalho estudamos o modelo de Rosensweig para um ferrofluido
estacionário e a existência de uma solução fraca. Formado pelas equações
de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis, equação de momentum
angular, equação de magnetização e a equações magnetostáticas, esse
modelo descreve o escoamento de um ferrofluido em uma região limitada
tridimensional sob ação de um campo magnético externo.

Para contornar as dificuldades causadas pelas várias equações com mui-
tos termos não-lineares, os problemas foram divididos em sub-problemas
em combinação com técnicas de regularização e um argumento global
de ponto fixo. Mediante o Teorema de imersão de Sobolev e outras
estimativas encontraremos a solução fraca do modelo de Rosensweig a
partir da solução encontrada para o modelo regularizado.

Palavras-chave: Rosensweig. Solução fraca. Ferrofluido. Modelo es-
tacionário. Equações de Navier-Stokes. fluido incompressível. Fluidos
magnéticos.





Abstract
This work studied the Rosensweig’s model for a stationary ferrofluid and
the existence of a weak solution. Formed by the Navier-Stokes equations
for incompressible fluids, angular momentum equation, magnetization
and magnetostatic equations, this model describes the flow of a ferrofluid
in a limited three-dimensional region under the action of an external
magnetic field.

To oversome the difficulties caused by the several of equations with
many nonlinear terms, the problems were divided into subproblems in
a combination with regularization techniques and a global fixed-point
argument. By Sobolev Immersion Theorem and other estimates we will
find the weak solution to the regularized model.

Keywords: Rosensweig. Weak solution. Ferrofluid. Stationary model.
Navier-Stokes equations. Incompressible flow. Magnetic fluids.
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Introdução

A interação entre fluidos e campos eletromagnéticos tem sido
atraente pela diversidade de áreas em que pode ser aplicada, como na
medicina, na indústria, na área automotriz, na acústica, entre outras.

Dentre as iterações que pode ter o fluido com o campo de
força se encontra a ferro-hidrodinâmica onde a força de corpo se produz
pela força de polarização 1 e não existe fluxo de corrente elétrica ne-
cessariamente; diferente da hidrodinâmica, magneto-hidrodinâmica ou
eletro-hidrodinâmica onde as únicas forças de corpo agindo no volume
são a força de gravidade, cargas ou correntes elétricas.

Entende-se por ferrofluido como um líquido (ou coloide 2) al-
tamente polarizável na presença de um campo magnético. Temos nele
misturas de nanopartículas ferromagnéticas dentro de um fluido, que
usualmente é água ou algum solvente orgânico. Os ferrofluidos, apesar
do nome, não mostram ferromagnetismo, pois não conservam a magne-
tização em ausência de um campo externo.

Sendo um pouco mais específico, para um fluido magnético
incompressível (secção 2.3) sob um campo magnético externo, existem
dois modelos que descrevem o movimento de suas partículas dentro de
uma sub-região Ω do volume do fluido. Um deles, e que vai ser estudado
é o modelo de Rosensweig3 (1985), onde o escoamento é descrito pelo
seguinte sistema:

1 Momento de dipolo magnético. A qual requer magnetização (ou imantação) do
material. A magnetização é a densidade de momentos dipolares magnéticos.

2 Os coloides são sistemas onde no menos um componente tem uma das suas
dimensões entre 1nm e 1µm.

3 O outro modelo existente é o modelo de Shliomis
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(P)



div(u) = 0,

ρ(u · ∇)u− (η + ζ)4 u+∇p
= µ0(M · ∇)H + 2ζrot(ω) + L,

ρkI(u · ∇)ω − η′ 4 ω − (η′ + λ′)∇div(ω)
= µ0M ×H + 2ζ(rot(u)− 2ω) +G,

(u · ∇)M − σ4M + 1
τ (M −X0H) = ω ×M,

rot(H) = 0, div(H +M) = F,

u = 0, ω = 0, M · n = 0,

rot(M)× n = 0, H · n = 0 em ∂Ω.

u representa a velocidade e ω representa o momentum angular
das partículas do fluido, p é a pressão, I representa o tensor de inercia
e ρ, η, ζ, µ0, η

′, λ′, σ,X0 e τ são constantes físicas positivas, M e H são
a magnetização e o campo magnético, respectivamente.

Cada equação diferencial do modelo (P) está definida em Ω,
um subconjunto limitado em R3, as que correspondem à equação de
continuidade, equação de momentum linear, equação de momentum
angular, equação de magnetização de Bloch-Torrey 4, equações magne-
tostáticas e as condições de contorno, respectivamente.

O termo µ0(M · ∇)H representa a força do corpo de Kelvin
devido à magnetização, enquanto µ0M ×H representa a densidade de
torque que faz que o fluido circundante e as nanopartículas magnéticas
girem.

Os parâmetros L,F e G recebem o nome de forçantes. Vamos
4 σ representa o coeficiente de difusão magnética que carregam os giros.
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assumir que F satisfaz a seguinte condição:∫
Ω
Fdx = 0,

e está ligado ao campo magnético aplicado Hext pela fórmula:

F = −div(Hext).

Queremos mostrar que o sistema (P) tem uma solução fraca
mas para não utilizar o método de Faedo-Garlekin (que nos levaria em
um sistema algébrico não linear) precisamos adicionar termos extras
que vão regularizar nosso sistema. Logo o novo sistema fica na forma:

(Pε)



div(u) = 0,

ε2 42 u+ ρ(u · ∇)u− (η + ζ)4 u+∇p
= µ0(M · ∇)H + 2ζrot(ω) + L,

ε2 42 ω + ρkI(u · ∇)ω − η′ 4 ω − (η′ + λ′)∇div(ω)
= µ0M ×H + 2ζ(rot(u)− 2ω) +G,

(u · ∇)M − σ4M + 1
τ (M −X0H) = ω ×M,

rot(H) = 0, div(H +M) = F,

u = 0, ∇u · n = 0, ω = 0, ∇ω · n = 0 em ∂Ω,

M · n = 0, rot(M)× n = 0, H · n = 0 em ∂Ω.

A ideia é encontrar uma solução fraca da forma (uε, ωε,Mε, Hε)
para o problema (Pε) e a partir dela construir uma solução (u, ω,M,H)
para o problema (P) fazendo tender ε→ 0 em (uε, ωε,Mε, Hε).

Como encontramos aquela solução para o problema (Pε)?
Para achar aquela solução vamos descompor o problema em duas partes:
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(P1)


(V · ∇)M − σ4M + 1

τ (M −X0H) = w∗ ×M,

H = ∇ϕ, div(H +M) = F,

M · n = 0, rot(M)× n = 0, H · n = 0 em ∂Ω.

Onde para (V,w∗) ∈ V × H1
0(Ω) dado, o par (M,H) vai ser

solução do problema linear (P1). E define-se uma função T1 da forma
T1(V,w∗) = (M,H).
Por outro lado:

(Pε2)



div(u) = 0,

ε2 42 u+ ρ(V · ∇)u− (η + ζ)4 u− 2ζrot(ω) +∇p
= µ0(M · ∇)H + L,

ε2 42 ω + ρkI(V · ∇)ω − η′ 4 ω − (η′ + λ′)∇div(ω)

−2ζ(rot(u)− 2ω) = µ0M ×H +G,

u = 0, ∇u · n = 0, ω = 0, ∇ω · n = 0 em ∂Ω.

Onde para (M,H) ∈ H1
t (Ω) × H1

t (Ω) dado, o par (u, ω) é a
solução ao problema (Pε2). Então, define-se uma função da forma
T2(M,H) = (u, ω). Mediante o teorema de Lax-Milgram vamos demons-
trar que aquelas funções estão bem definidas. Considerarmos T como a
composição T = T2 ◦ T1, vamos demonstrar que é continua e compacta.
Logo utilizando o argumento de ponto fixo, pelo teorema de Schaulder
encontraremos a solução para (Pε).

No que segue vamos estudar o modelo descrito anteriormente
seguindo [12], Youcef Amirat e Kamel Hamdache. O trabalho está
organizado de tal forma que o capítulo 1 dedicada aos resultados e
ferramentas auxiliares que vão ser utilizadas e são primordiais. Nos
capítulos 2 e 3 construímos algumas das equações que vão formar o
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sistema (P). No capítulo 4 se presenta o modelo de Rosensweig de forma
mais detalhada. No capítulo 5 se presenta o problema (Pε) de forma
mais detalhada e se foca em descompor e achar uma solução fraca para
ele. Finalmente no capítulo 6 vamos mostrar e concluir que o problema
(P) possui uma solução fraca.
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1 Resultados Preliminares.

No seguinte capítulo vamos enunciar alguns resultados que
serão utilizados posteriormente e que são necessários e fundamentais
para conseguir nosso objetivo.

1.1 Cálculo e Topologia.

Proposição 1.1.1 (Desigualdade de Young, [6], pp 622). Sejam
1 < p, q < ∞, com 1

p
+ 1
q

= 1, e ε > 0. Então, existe uma constante

real e positiva C(ε) tal que

a b ≤ ε ap + C(ε)bq, ∀ a, b ≥ 0.

1.1.1 Cálculo tensorial.

Algumas identidades vetoriais clássicas e importantes para
facilitar as nossas contas são:

∇ · [(∇ · v)I] = ∇(∇ · v),

∇ · (∇v) = 4v,

∇ · (∇v)⊥ = ∇(∇ · v).

(1.1.1)

〈v · ∇w,w〉 = 0 (1.1.2)

Para v,w funções vetoriais em R3

Outra ferramenta fundamental é a seguinte identidade:

∇× (∇× v) = ∇(∇ · v)−4v,

ou escrito de outra forma:

−4 = rot2 −∇div, (1.1.3)

que vai nos permitir resolver a equação magnetostática.
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Proposição 1.1.2. Seja Ta definida por Ta = 1
2 (ξ ·A) , onde ξ é um

vetor tridimensional definido por ξ = êiêj êkεijk. Então:

∇ · Ta = −1
2∇×A

Demonstração. Considerando como está definido cada termo, por um
lado:

∇ · Ta = ∇ ·
(

1
2ξ ·A

)
,

= êl∂l ·
(

1
2 êiêj êkεijk ·Apêp

)
,

= 1
2δli∂lêjδkpεijkAp,

∇ · Ta = 1
2δlêjεljpAp.

Por o outro lado tem-se:

∇×A = êi∂i ×Apêp,

= ∂iApεiplêl,

∇×A = −∂iêlεilpAp.

Portanto a relação enunciada está provada.

1.2 Análise Funcional.

Os seguintes teoremas vão nos permitir resolver o problema nas
Proposições 5.3.2, 5.3.3 e o Teorema 5.3.1.

Teorema 1.2.1 (Lax-Milgram, [6], pp. 297). Sejam E um espaço de
Hilbert,

B : E × E 7−→ R
(u, v) 7−→ B[u, v]

uma forma bilinear, contínua e coerciva e f ∈ E′. Então, existe um
único u ∈ E tal que

B[u, v] = f(v), ∀ v ∈ E.
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Proposição 1.2.2. Sejam E,F e G espaços de Banach e B uma função
bilinear e contínua com B : E×F → G. Se (un) −→ u fortemente em E,
e (vn) ⇀ v fracamente em F, então (B(un, vn)) ⇀ B(u, v) fracamente
em G.

Definição 1.2.3. Sejam E um espaço de Banach, (xn)n∈N ⊂ E e
(yn)n∈N ⊂ E′. Dizemos que a sequência (xn)n∈N converge para um
elemento x ∈ E no sentido fraco, se f(xn) converge à f(x) em R, para
todo f ∈ E′.

Teorema 1.2.4 (Ponto fixo de Schauder, [2], pp.57). Seja D um
subconjunto convexo, fechado e limitado de um espaço de Banach X. Se
f : D → X é uma aplicação compacta tal que f(D) ⊂ D então existe
x ∈ D tal que f(x) = x.

1.3 Espaços de Sobolev

Lema 1.3.1 (Desigualdade de Hölder, [5], pp 18). Seja Ω ⊂ R3

aberto. Considere um conjunto de números reais e positivos (pi)ni=1

tal que 1 < pi < ∞, ∀ 1 ≤ i ≤ n e
n∑
i=1

1
pi

= 1. Se escolhermos ui ∈

Lpi(Ω), ∀ 1 ≤ i ≤ n, então
n∏
i=1

ui ∈ L1(Ω) e

‖
n∏
i=1

ui‖L1(Ω) ≤
n∏
i=1
‖ui‖Lpi (Ω).

Teorema 1.3.2 (de Rham, [3], pp.243). Seja Ω um domínio conexo,
limitado e Lipschitz de Rd. Seja f ∈

(
H−1(Ω)

)d tal que para cada
ϕ ∈ (D(Ω))d que cumpre div(ϕ) = 0 tem-se:

〈f, ϕ〉H−1,H1
0

= 0.

Então, ∃! z ∈ L2(Ω) tal que f = ∇z

Uma consequência do Teorema de Hanh-Banach é o seguinte
resultado.
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Proposição 1.3.3. Sejam E um espaço lineal normado e F um su-
bespaço de E. Supomos que qualquer funcional contínuo sobre E que
anula-se sobre F é identicamente zero. Então, F é um subespaço denso
de E.

Teorema 1.3.4 ([3], pp.167). Para d > 2, com Ω limitado tem-se a
inclusão (H1(Ω))d ↪→ (Lq(Ω))d, ∀ 2 ≤ q ≤ p onde p cumpre 1

p = 1
2 −

1
d .

Observação 1.3.5. O expoente p dado é o melhor possível no sentido
de que não existe q > p tal que ‖u‖p ≤ C‖u‖H1 , para todo u ∈ D(Ωn).

Observação 1.3.6. Esse resultado pode ser generalizado para os espa-
ços de funções de (Hm(Ω))d para m < 1

2d, logo (Hm(Ω))d ↪→ (Lp(Ω))d

com 1
2 ≥

1
q ≥

1
2 −

m
d .

1.4 Espaços de Hilbert.

Para estudar o modelo de Rosensweig precisamos introduzir os
espaços funcionais na teoria de equações de Navier-Stokes:

V = {v ∈ (D(Ω))3 / div(v) = 0},

V = V̄H1
0(Ω),

H = V̄L2(Ω).

Podemos ter uma definição ainda mais específica do espaço V dada no
seguinte lema:

Lema 1.4.1. Seja Ω um domínio limitado Lipschitz de Rd. Então:

V = {v ∈ (H1
0(Ω))d / div(v) = 0}.

Demonstração. Vamos definir V∗ := {v ∈ (H1
0(Ω))d / div(v) = 0}.

É claro que V ⊂ V∗. Como V∗ é subespaço fechado de (H1
0(Ω))d, então:

V = V̄H1
0 ⊂ V̄∗H

1
0 = V∗.

Para provar a outra inclusão, precisamos mostrar que qualquer
funcional linear contínuo sobre V∗ que anula-se em V também anula-se
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em V∗. Então, se f ∈
[
H−1(Ω)] ∩ V⊥ , pelo Teorema de Rham (1.3.2),

f é o gradiente de uma função z de L2(Ω). Portanto, ∀ v ∈ V∗:

〈f, v〉H−1,H1
0

= 〈∇z, v〉H−1,H1
0

= − (z |div(v))L2 = 0.

Logo, f anula-se sobre V∗ e assim pela Proposição 1.3.3 tem-se V∗ um
subespaço denso de V. Portanto V = V̄ = V∗.

Teorema 1.4.2 (Traço para H1(Ω), [7], pp 100). Seja Ω ⊂ R3 aberto,
limitado e com fronteira de classe C2. Então, a aplicação

|∂Ω : D(Ω) 7−→ H 1
2 (∂Ω)

v 7−→ v|∂Ω

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Ω) em H1(Ω), a uma
única aplicação linear, contínua e sobrejetora, ainda denotada por |∂Ω,
de H1(Ω) em H 1

2 (∂Ω)

Lema 1.4.3. Seja Ω ⊂ R3 aberto. Então, o conjunto

H(div,Ω) = {V ∈ L2(Ω) / div(V ) ∈ L2(Ω)}.

é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por:

〈u, v〉H(div,Ω) := 〈u, v〉L2 + 〈div(u), div(v)〉L2 .

Teorema 1.4.4 (Traço para H(div,Ω), [9], pg 204). Seja Ω ⊂ R3

aberto, limitado e com fronteira de classe C2. Então a aplicação:

|∂Ω .η : D(Ω)3 7−→ H− 1
2 (∂Ω)

v 7−→ v|∂Ω · n

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Ω)3 em H(div,Ω), a
uma única aplicação linear e contínua denotada por |∂Ω ·n, de H(div,Ω)
em H− 1

2 (∂Ω).

Corolário 1.4.5. Para V ∈ H(div; Ω) temos a fórmula de Stokes dada
por:

∀ ϕ ∈ H1(Ω),
∫

Ω
V · ∇ϕdx = −

∫
Ω
ϕdiv(V )dx+ 〈V · n, ϕ〉∂Ω (1.4.1)

onde 〈·, ·〉∂Ω é o pareamento de dualidade entre H− 1
2 (∂Ω) e H 1

2 (∂Ω).
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Lema 1.4.6. Seja Ω ⊂ R3 aberto. Então, o conjunto

H(rot; Ω) = {V ∈ L2 / rot(V ) ∈ L2(Ω)},

é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por:

〈u, v〉H(rot,Ω) := 〈u, v〉L2 + 〈rot(u), rot(v)〉L2 .

Teorema 1.4.7 (Traço para H(rot,Ω), [9], pp 204). Seja Ω ⊂ R3

aberto, limitado e com fronteira de classe C2. Então a aplicação:

|∂Ω × n : D(Ω)3 7−→ H− 1
2 (∂Ω)3

v 7−→ v|∂Ω × n

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Ω)3 em H(rot,Ω), a
uma única aplicação linear, contínua, ainda denotada por |∂Ω × n, de
H(rot,Ω) em H− 1

2 (∂Ω)3.

Corolário 1.4.8. Para V ∈ H(rot; Ω) é satisfeita a fórmula de Green
dada por:

∀W ∈ H1(Ω),
∫

Ω
rot(V ) ·Wdx =

∫
Ω
V · rot(W )dx+ 〈V × n,W 〉∂Ω.

Para resolver a equação de Bloch-Torrey vamos introduzir o
espaço de Hilbert:

H1
t (Ω) = {M ∈ H1(Ω) / M · n = 0 em ∂Ω},

munida com a norma de H1(Ω).

Notemos também que existe C > 0 constante tal que:

‖∇V ‖ ≤ C(‖V ‖2 + ‖rot(V )‖2 + ‖div(V )‖2) 1
2 , ∀ V ∈ H1

t (Ω)

onde ‖ · ‖ vai representar a norma em L2(Ω).
Portanto, vamos ter que a equivalência entre as normas ‖V ‖H1

t (Ω) e(
‖V ‖2 + ‖rot(V )‖2 + ‖div(V )‖2

) 1
2 .
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Para resolver a equação magnetostática, vamos introduzir os
seguintes espaços de Hilbert:

L2
] (Ω) = {ϕ ∈ L2(Ω) / (ϕ; 1) = 0},

H1
] (Ω) = {ϕ ∈ H1(Ω) / (ϕ; 1) = 0}.

Proposição 1.4.9 ([3], pp.285). Seja Ω um domínio de Lipschitz limi-
tado em Rd. Então temos as seguintes desigualdades de Poincaré:

‖u‖2H ≤
1
λ1
‖ 4 u‖2L2

, ∀ u ∈ V,

‖ 4 u‖2L2
≤ 1
λ1
‖Au‖2L2

, ∀ u ∈ D(A),

onde λ1 é o menor autovalor para o operador de Stokes.

Outra ferramenta a utilizar é a desigualdade de Poincaré-
Wirtinger, onde existe C > 0 constante tal que:

‖ϕ‖ ≤ C‖∇ϕ‖, ∀ ϕ ∈ H1
] (Ω). (1.4.2)

Lema 1.4.10 ([11], pp.465). Existe C = C(Ω) constante tal que:

‖u‖H1 ≤ C|rot(u)|,

|u| ≤ C|rot(u)|,

para cada u ∈ H1(D) ∩H0

Os seguintes teoremas vão nos ajudar fazer algumas estimativas
no modelo regularizado.

Teorema 1.4.11 ([3], pp. 223). Seja Ω um domínio de Lipschitz limi-
tado e conexo em Rd. Assumindo que para algum k ≥ 0, Ω é de classe
Ck+1,1, f ∈ Hk(Ω) e ub ∈ Hk+ 3

2 (∂Ω), então existe uma única solução
u ∈ Hk+2(Ω)  −4 u = f em Ω

u = ub em ∂Ω
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que satisfaz:
‖u‖Hk+2 ≤ C(‖f‖Hk+‖ub‖

Hk+ 3
2

),

com C dependendo unicamente de Ω.

Teorema 1.4.12 ([3], pp. 226). Seja Ω um domínio de Lipschitz limi-
tado e conexo em Rd. Seja f ∈ L2(Ω) e fb ∈ H− 1

2 (∂Ω) satisfazendo a
seguinte condição: ∫

Ω
f(x)dx+ 〈fb, 1〉H− 1

2 ,H
1
2

= 0.

Então existe uma única solução u ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω) de: −4 u = f em Ω

∂u
∂n = fb em ∂Ω

e satisfaz, para algum C dependendo unicamente de Ω:

‖u‖H1 ≤ C(‖f‖L2 + ‖fb‖H− 1
2

).

1.5 Electromagnetismo.

Para a dedução das Equações de Navier-Stokes é preciso conhe-
cer as Equações de Maxwell, as quais consistem da Lei de Gauss, Lei
de Gauss para o campo magnético, Lei de Faraday e a Lei de Ampere
generalizada dadas por:

∇ ·E = ρ

ε0
,

∇ ·B = 0,

∇×E = −∂B
∂t
,

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E
∂t
,

onde E representa o potencial elétrico, ρ é a densidade de carga, ε0 é a
permissividade elétrica do vácuo e B representa a densidade de fluxo
magnético.
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Seja Ω uma região de um espaço (Ω ⊂ Rd, d = {2, 3}) preen-
chida com um fluido. Seja x ∈ Ω algum ponto em Ω, com x = (x, y)
(ou x = (x, y, z) dependendo da dimensão do espaço). Se considerarmos
que uma partícula do fluido se move através de x no tempo t, vamos
denotar u = u(x, t) a velocidade da partícula movendo-se no fluido.
Considere x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) o caminho seguido por uma partí-
cula em um fluido, então a velocidade de corpo está dada por:

u(x1(t), x2(t), x3(t), t) = (ẋ1(t), ẋ2(t), ẋ3(t)), (1.5.1)

ie :
u(x(t), t) = dx(t)

dt
. (1.5.2)

Agora, considerando (1.5.2), a aceleração de uma partícula de fluido
está dada por:

a(t) = d2x(t)
dt

= d

dt
u(x1(t), x2(t), x3(t), t).

Utilizando a regra da cadeia e (1.5.1),

a(t) = ∂u

∂x1
ẋ+ ∂u

∂x2
ẏ + ∂u

∂x3
ż + ∂u

∂t
,

que podemos escrever da forma:

a(t) = ∂u

∂t
+ (ẋ, ẏ, ż) ·

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
,
∂u

∂x3

)
,

a(t) =
(
∂

∂t
+ u · ∇

)
(u).

Assim, vamos definir a derivada material como:

D

Dt
= ∂t + u · ∇, (1.5.3)

onde se considera que o fluido está em movimento e que as partículas
de fluido podem mudar de posição com o tempo.
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Para estudar o movimento das partículas no fluido escrevemos:

u(x1, x2, x3, t) = (u(x1, x2, x3, t), v(x1, x2, x3, t), w(x1, x2, x3, t)).
(1.5.4)

Como antes vamos considerar uma região Ω do fluido que esteja se
movimentando. Seja x ∈ Ω, vamos definir a função ϕ : Ω× [0,∞)→ Ω,
suave o suficiente 1 onde ϕ(x, t) corresponde à trajetória da partícula
de fluido desde sua posição x no tempo t = 0 até sua posição no tempo t.

Considerando ϕt(x) = ϕ(x, t), para W ⊂ Ω uma sub-região do
fluido, vamos ter que ϕt(W ) = Wt corresponde à trajetória do volume
W no tempo t dentro do fluido.2

Figura 1 – Wt é a imagem de W como partículas do fluido no tempo t.

Consideramos:

ϕ(x, t) = (ξ(x, t), η(x, t), ϑ(x, t)), (1.5.5)

Seja J(x, t) a matriz Jacobiana da função ϕt.

Lema 1.5.1. A derivada com respeito ao tempo de J está dada por:

∂

∂t
J(x, t) = J(u, t)[div(ϕ(x, t))]

1 tal que para cada t fixo ϕ é invertível.
2 Wt corresponde à imagem de W como partículas do fluido para o tempo t.



1.5. Electromagnetismo. 33

Demonstração. De acordo com (1.5.5):

J(x, t) =


∂ξ
∂x1

∂η
∂x1

∂ϑ
∂x1

∂ξ
∂x2

∂η
∂x2

∂ϑ
∂x2

∂ξ
∂x3

∂η
∂x3

∂ϑ
∂x3

 (1.5.6)

Para x fixo é fácil ver que:

∂

∂t
J(x, t) =


∂
∂t

∂ξ
∂x1

∂η
∂x1

∂ϑ
∂x1

∂
∂t

∂ξ
∂x2

∂η
∂x2

∂ϑ
∂x2

∂
∂t

∂ξ
∂x3

∂η
∂x3

∂ϑ
∂x3

+


∂ξ
∂x1

∂
∂t

∂η
∂x1

∂ϑ
∂x1

∂ξ
∂x2

∂
∂t

∂η
∂x2

∂ϑ
∂x2

∂ξ
∂x3

∂
∂t

∂η
∂x3

∂ϑ
∂x3



+


∂ξ
∂x1

∂η
∂x1

∂
∂t

∂ϑ
∂x1

∂ξ
∂x2

∂η
∂x2

∂
∂t

∂ϑ
∂x2

∂ξ
∂x3

∂η
∂x3

∂
∂t

∂ϑ
∂x3

 ,

(1.5.7)

pois o determinante de uma matriz é multilinear nas colunas e filas.
Escrevendo:

∂

∂t

∂ξ

∂xi
= ∂

∂xi

∂ξ

∂t
= ∂

∂xi
u(ϕ(x, t), t),

∂

∂t

∂η

∂xi
= ∂

∂xi

∂η

∂t
= ∂

∂xi
v(ϕ(x, t), t),

∂

∂t

∂ϑ

∂xi
= ∂

∂xi

∂ϑ

∂t
= ∂

∂xi
w(ϕ(x, t), t),

com i = 1, 2, 3.
Pela definição de velocidade de corpo de fluido tem-se:

∂

∂t
ϕ(x, t) = u(ϕ(x, t), t). (1.5.8)

Considerando (1.5.4):

∂

∂xi
u(ϕ(x, t), t) = ∂u

∂ξ

∂ξ

∂xi
+ ∂u

∂η

∂η

∂xi
+ ∂u

∂ϑ

∂ϑ

∂xi
,

∂

∂xi
v(ϕ(x, t), t) = ∂v

∂ξ

∂ξ

∂xi
+ ∂v

∂η

∂η

∂xi
+ ∂v

∂ϑ

∂ϑ

∂xi
,

∂

∂xi
w(ϕ(x, t), t) = ∂D

∂ξ

∂ξ

∂xi
+ ∂w

∂η

∂η

∂xi
+ ∂w

∂ϑ

∂ϑ

∂xi
,
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para i = 1, 2, 3.

Então, segundo isto e substituindo segundo (1.5.6) e (1.5.7)
tem-se:

∂J

∂t
=
(
∂u

∂ξ
+ ∂v

∂η
+ ∂w

∂ϑ

)
J = (div(u))J.

Teorema 1.5.2. (Teorema do Transporte de Reynolds)
Para qualquer função f de classe C1 com respeito às variáveis (X, t) ∈
R3 × R, tem-se:

d

dt

∫
Wt

f(X, t)dX =
∫
Wt

(
∂f

∂t
+ div(fu)

)
dX. (1.5.9)

Demonstração. Para t fixo, fazendo a mudança de variáveis dada por:

X = ϕ(x, t), x ∈W0

obtem-se: ∫
Wt

f(X, t)dX =
∫
W0

f(ϕ(x, t), t)|J(x, t)|dx,

Logo, derivando em ambos lados:

d

dt

∫
Wt

f(X, t)dX = d

dt

∫
W0

f(ϕ(x, t), t)|J(x, t)|dx,

d

dt

∫
Wt

f(X, t)dX =
∫
W0

∂

∂t
(f(ϕ(x, t), t)|J(x, t)|) dx,

(1.5.10)

Para o integrando do lado direito pode-se escrever:

∂

∂t
(f(ϕ(x, t), t)|J(x, t)|) =

(
∂

∂t
f(ϕ, t) +

(
∂ϕ

∂t

)
· ∇f

)
|J |+f(ϕ, t) ∂

∂t
|J |.

Pelo Lema 1.5.1, substituindo em (1.5.10):

d

dt

∫
Wt

f(X, t)dX =
∫
W0

(
∂

∂t
f(ϕ, t) +

(
∂ϕ

∂t

)
· ∇f + f(ϕ, t)div(u(ϕ, t))

)
|J |dx
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Considerando a equação (1.5.8) e voltando as coordenadas originais
tem-se:

d

dt

∫
Wt

f(X, t)dX =
∫
Wt

(
∂f

∂t
+ u · ∇f + fdiv(u)

)
dX,

d

dt

∫
Wt

f(X, t)dX =
∫
Wt

(
∂f

∂t
+ div(fu)

)
dX.

Observação 1.5.3. Do anterior, considerando o fator densidade de
massa, tem-se que a taxa de variação de momentum de uma parte do
fluido em movimento é equivalente ao total das forças agindo nele, ie:

d

dt

∫
Wt

ρudV =
∫
Wt

ρ
Du

Dt
dV.

Observação 1.5.4. O resultado do teorema, aplicado em funções es-
calares, pode ser aplicado também em funções vetoriais. Para F (X, t)
uma quantidade vetorial e considerando u como o mesmo campo vetorial
anterior pode-se escrever:

d

dt

∫
Wt

F (X, t)dX =
∫
Wt

(
∂F

∂t
+ div(F ⊗ u)

)
dX
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2 Equações de Navier-Stokes

2.1 Conservação de Massa.

Para cada tempo t, assumindo que a densidade de massa do
fluido ρ(x, t) está bem definida. Se W é uma sub-região qualquer em Ω,
a massa do fluido em W no tempo t está dada por:

m(W, t) =
∫
W

ρ(x, t)dV (2.1.1)

Considerando o principio de conservação da massa dentro do fluido
tem-se que não há perda nem ganho de massa no volume. Portanto, a
taxa de variação de massa no volume W é zero, ie :

d

dt
m(W, t) = 0.

Segundo (2.1.1) e aplicando o Teorema de transporte 1.5.2:

0 = d

dt

∫
W

ρ(u, t)dV,

0 =
∫
W

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)

]
dV.

Agora, pelo Teorema do valor médio para integrais (assumindo
que ∂ρ

∂t +∇ · (ρu) é continua) tem-se que ∃ u∗ ∈W tal que:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu∗) = 0.

Como isso ocorre para qualquer W ⊂ Ω, então:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0.

Esta é a forma diferencial da Lei de conservação de massa.
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2.2 Equação de Momento Linear.

O total de momentum linear contido em uma região W em um
tempo t está dado por: ∫

Wt

ρudV,

Dentro das forças externas agindo sobre a região W no tempo
t, ou Wt, tem-se a força de corpo dada por:∫

Wt

ρfdV,

com f a densidade de massa das forças; e a força de superfície:∫
∂Wt

τ(n)dA,

com n a normal para fora em ∂Wt.

De acordo com a segunda Lei de Movimento de Newton a taxa
de variação do momentum linear total é igual ao total de forças externas
agindo no fluido, portanto:

d

dt

∫
Wt

ρudV = d

dt

∫
Wt

ρfdV +
∫
∂Wt

τ(n)dA.

Pela observação 1.5.4 tem-se:∫
Wt

(
∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)

)
dV =

∫
Wt

ρfdV +
∫
∂Wt

τ(n)dA

Precisamos conhecer a forma geral da tensão τ(n). A tensão
τ é linear com respeito ao vetor normal e depende de (t, y) de forma
contínua.

Teorema 2.2.1 (Tensor Tensão de Cauchy). Assuma que ρ, a den-
sidade do corpo, v, o campo de velocidades e f , a força de corpo, são
regulares. Assumindo também que o vetor normal n está fixo e a função
(t, y) 7→ τ(t, y,n) é continua.
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Então existe uma função tensorial (t, y) 7→ σ(t, y) tal que ∀ (t, y)
e para cada vetor unitário n tem-se:

τ(t, y,n) = σ(t, y) · n. (2.2.1)

Demonstração em [[3], pp 18].

Definição 2.2.2. Para todo (t, y), o tensor σ(t, y) definido pela relação
(2.2.1) é conhecido como o tensor tensão do fluido.

Teorema 2.2.3. Assuma ρ, v e f suaves, então o tensor tensão atuando
sobre o fluido é simétrico.

Demonstração em [[3], pp 11].

Em um fluido em repouso, a tensão exercida na superfície de
um fluido atua em direção oposta à normal (para fora) da superfície
deste. Então, segundo isto a tensão em qualquer ponto está dado por:

τ(n) = −pn, p ≥ 0

Portanto, segundo o (2.2.1) o tensor tensão pode ser escrito da forma:

σ = −pId,

Agora temos que estudar o que acontece quando o fluido está
em movimento.

Definição 2.2.4. Para um fluido em movimento o tensor tensão é
separado devido aos efeitos da pressão e movimento da forma:

σ = Tv − pId, p ≥ 0

onde Tv é um tensor simétrico e é chamado tensor de tensão viscosa.

Definição 2.2.5. Seja D uma matriz simétrica da forma:

D(u) = 1
2

[
∇u+ (∇u)T

]
,
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então vamos chamar D(u) de Tensor (de velocidade de) deformação
para o fluxo.

Considerando os tensores Tv e D(u) os tensores de tensão
viscosa e deformação, respectivamente, tem-se que valem as seguintes
propriedades:

1. O tensor Tv em um fluxo depende unicamente do tensor D(u).

2. A dependência de Tv em D(u) é linear.

3. A relação entre Tv e D(u) é isotrópica 1.

Definição 2.2.6. Um fluido que satisfaz as propriedades anteriores
(experimentalmente) é conhecido como fluido Newtoniano.2

Proposição 2.2.7. Em um fluido Newtoniano existe uma relação entre
os tensores de deformação e tensão viscosa dada da forma:

Tv = λ (∇ · u) I + 2µD(u),

com λ, µ ∈ R.

Agora, segundo o Teorema de Cauchy 2.2.1 e aplicando o
teorema da divergência:∫

Wt

(
∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)

)
dV =

∫
Wt

ρfdV +
∫
∂Wt

σ(t, y) · ndA,∫
Wt

(
∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)

)
dV =

∫
Wt

ρfdV +
∫
Wt

∇ · σ(t, y)dA.

De acordo com a definição 2.2.4:∫
Wt

(
∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)

)
dV =

∫
Wt

ρfdV +
∫
Wt

∇ · (Tv − pI)dV,∫
Wt

(
∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)− ρf −∇ · (Tv − pI)

)
dV = 0.

1 Cujas propriedades físicas no dependem da direção em que são examinadas
2 Condições extremas de velocidade, pressão o temperatura podem mudar o com-

portamento a um comportamento Não Newtoniano.
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Pelo Teorema do valor médio para integrais e considerando que isto
acontece ∀ t e qualquer sub-região W do fluido, tem-se:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)− ρf −∇ · (Tv − pI) = 0,

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = ρf +∇ · Tv −∇p,

Pela proposição 2.2.7:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = ρf +∇ · (λ(∇ · u) + 2µD(u))−∇p,

= ρf + λ∇ · (∇ · u) + 2µ∇ ·D(u)−∇p,

= ρf + λ∇(∇ · u) + 2µ∇ ·
[

1
2
(
∇u+ (∇u)T

)]
−∇p,

= ρf + λ∇(∇ · u) + µ(∆u+∇(∇ · u))−∇p,
∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = ρf + µ∆u+ (λ+ µ)(∇(∇ · u))−∇p.

a que é conhecida como a equação de evoluçao de momentum
linear.
Ou escrita de outra forma:

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
−∇ · (σ(t, y)) = ρf.

2.3 Fluidos Incompressíveis.

Vamos chamar um fluido de incompressível se para cada sub-
região Wt (no tempo t) do fluido cumpre-se:

vol(Wt) =
∫
Wt

dV = K,

onde K é constante para qualquer tempo t, i.e., o volume do fluido não
varia. Então:

0 =
∫
Wt

∇ · udV,

devido ao teorema de transporte de Reynolds (1.5.2) logo ∇ · u = 0.
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Assim, da equação de conservação de massa:

∂ρ

∂t
+ u · ∇ρ = 0,

considerando (1.5.3):

Dρ

Dt
= 0.

Então, um fluido é incompressível vale alguma das seguintes equivalên-
cias:

1. O volume do fluido é constante no tempo.

2. ∇ · u = 0, ou seja, a velocidade do fluido está livre de divergência.

3. A densidade do fluido é constante com respeito às trajetórias
associadas à velocidade u.

Para fluidos incompressíveis a equação de momentum linear
torna-se:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = ρf + µ∆u−∇p,

Então, considerando ρ = ρ0 constante tem-se:

ρ0

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
− µ∆u+∇p = ρ0f,

∇ · u = 0.

A que é conhecida como Equação de Navier-Stokes para fluidos incom-
pressíveis.
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3 Ferrofluidos.

Para entender, conhecer e estudar o movimento das partículas
em um fluido magnético deve-se considerar os campos e forças que estão
agindo.

3.1 Equação de movimento para um fluido magnético.

Considere o equilíbrio dinâmico por unidade de volume de um
elemento infinitesimal de um fluido magnético, o suficientemente grande
para conter um grande número de partículas magnéticas coloidais, muito
pequenas comparadas com o campo de fluxo. A taxa de variação de
momentum para um elemento deformável com massa constante e volume
dV = dxdydz está dado por:

D

Dt
(ρudV ) = ρdV

Du

Dt
+ u

DρdV

Dt
,

onde o último termo é zero pois a massa é constante. Logo, pela Lei de
Newton (normalizada a unidade de volume):

ρ
Du

Dt
= fp + fv + fg + fm (3.1.1)

onde o termo D
Dt corresponde à derivada material definida na unidade I

em (1.5.3).

No lado direito de (3.1.1) tem-se a soma de forças de corpo
agindo no elemento normalizadas a unidade de volume, onde aparecem
termos clássicos em fluidos mecânicos como o gradiente de pressão:

fp = −∇p(ρ, T ), (3.1.2)

a força de gravidade (p.u.v.)

fg = ρg, (3.1.3)
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em que g é a aceleração local produzida pela gravidade. A forca de
viscosidade (p.u.v.):

fv = ∇ · Tv

onde Tv, o tensor de tensão viscosa, se relaciona com a velocidade do
fluido mediante a relação constitutiva newtoniana:

Tv = η
[
∇u+ (∇u)T

]
+ λ(∇ · u) · I,

De acordo com (1.1.1) tem-se que a força de viscosidade pode se escrever
como:

fv = η4 u+ (η + λ)∇(∇ · u),

onde η e λ correspondem ao primeiro e segundo coeficiente de viscosidade,
respetivamente. Agora, para fluidos incompressíveis a densidade de força
viscosa está dada por:

fv = η4 u. (3.1.4)

Para o termo fm correspondente à força magnética p.u.v. tem-se a
relação:

fm = ∇ · Tm,

onde Tm é o tensor tensão de um fluido magnetizável, e pode-se escrever:

Tm = −aI +BH,

onde B e H correspondem aos termos das Equações de Maxwell da
indução magnética e o campo magnético respectivamente. Assim, segundo
as Equações de Maxwell o divergente de Tm é da forma:

∇ · Tm = −∇ · (aI) +∇ · (BH),

= −∇a+H(∇ ·B) +B · (∇H),

∇ · Tm = −∇a+B · (∇H).
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Como B = µ0(H +M), com M representando a magnetização:

B · ∇H = µ0(H +B) · ∇H,

= µ0H · ∇H + µ0M∇H,

= µ0

[
1
2∇(H ·H)−H × (∇×H)

]
+ µ0M∇H,

B · ∇H = µ0

2 ∇(H ·H) + µ0M∇H,

portanto tem-se que a forca magnética está dada por:

fm = −∇
(
a+ µ0

2 ‖H‖
2
)

+ µ0M∇H. (3.1.5)

Então, segundo (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4) e (3.1.5) para (3.1.1) tem-se:

ρ
du

dt
= −∇

(
a+ µ0

2 ‖H‖
2
)

+ µ0M∇H + η4 u+ ρg −∇p.

Agora, se considerarmos dentro do fluido a força exercida pelo momen-
tum angular interno, definimos:

fa = ∇ · Ta,

com Ta o tensor tensão angular dado na forma:

Ta = 1
2ε ·A,

onde ε é um tensor (de segunda ordem) e A descreve a taxa de conversão
do momentum angular externo em momentum angular interno; sua
expressão está dada por una relação constitutiva linear envolvendo as
velocidades linear e angular do fluido:

A = 2ξ(∇× u− 2ω)

De acordo à Proposição 1.1.2 pode-se observar que fa está dado por:

fa = −1
2∇×A,

= −1
2∇× (2ξ(∇× u− 2ω)),

= −ξ∇× (∇× u) + 2ξ(∇× ω),

fa = −ξ∇(∇ · u) + ξ 4 u+ 2ξ(rot(ω)).
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Assim, fazendo a nova soma de forças, e considerando:

p∗ = p+ a+ µ0

2 ‖H‖
2,

a equação de movimento para fluidos com movimento angular interno
está dada por:

ρ
Du

Dt
= fp + fg + fv + fm + fa,

ρ
Du

Dt
=−∇p∗ + ρg + η4 u+ (η + λ)∇(∇ · u)

+ µ0M · ∇H − ξ∇(∇ · u) + ξ 4 u+ 2ξ(rot(ω)),

então, no caso de fluidos incompressíveis a equação torna-se:

ρ
Du

Dt
= −∇p∗ + ρg + (η + ξ)4 u+ µ0M · ∇H + 2ξ(rot(ω)).

De acordo com (1.5.3), finalmente tem-se que a equação de movimento
para fluidos incompressíveis (com momentum angular interno) está
dada por:

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
+∇p∗ − (η + ξ)4 u = ρg + µ0M · ∇H

+ 2ξ(rot(ω)).
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4 Modelo de Rosensweig.

4.1 Principais resultados.

Considerando o modelo para escoamento de um ferrofluido
estacionario de Rosensweig para um subconjunto Ω ⊂ R3 limitado e
Lipschitz apresentado anteriormente:

(P)



div(u) = 0,

ρ(u · ∇)u− (η + ζ)4 u+∇p
= µ0(M · ∇)H + 2ζrot(ω) + L,

ρkI(u · ∇)ω − η′ 4 ω − (η′ + λ′)∇div(ω)
= µ0M ×H + 2ζ(rot(u)− 2ω) +G,

(u · ∇)M − σ4M + 1
τ (M −X0H) = ω ×M,

rot(H) = 0, div(H +M) = F,

u = 0, ω = 0, M · n = 0,

rot(M)× n = 0, H · n = 0 em ∂Ω.

Vamos dizer que (u, ω,M,H) é uma solução fraca do problema
(P) se (u, ω,M,H) ∈ V×H1

0(Ω)×H1
t (Ω)×H1

t (Ω) e são satisfeitas as
seguintes condições:

i) A equação de momentum linear é satisfeita fracamente, ie,
∀ Φ ∈ V:

ρ〈(u · ∇)u; Φ〉+ η(∇u;∇Φ) + ζ(rot(u); rot(Φ))

= µ0〈(M · ∇)H; Φ〉+ 2ζ(rot(ω); Φ) + (L; Φ).
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ii) A equação de momentum angular é satisfeita fracamente; ie,
∀ Ψ ∈ H1

0(Ω):

ρk〈(u · ∇)ω; Ψ〉+ η′(∇ω;∇Ψ) + (η′ + λ′)(div(ω); div(Ψ))

= µ0(M ×H; Ψ) + 2ζ(rot(u)− 2ω; Ψ) + (G; Ψ).

iii) A equação de magnetização é satisfeita fracamente, ie,
∀ Λ ∈ H1

t (Ω):

〈(u · ∇)M ;Λ〉+ σ(rot(M); rot(Λ)) + σ(div(M); div(Λ)

+ 1
τ

(M −X0H; Λ) = ω ×M ; Λ).

iv) A equação magnetostática é satisfeita fracamente, ie,
∀ v ∈ H1

] (Ω):

(∇ϕ;∇v) + (M ;∇v) = −(F ; v).

Com 〈· ; ·〉 representando o produto dual de L 3
2 (Ω) e L3(Ω).

Para M,H ∈ H1
t (Ω), tem-se que (M · ∇)H ∈ L 3

2 (Ω). Pela imersão de
Sobolev de H1(Ω) ↪→ L6(Ω) e a desigualdade de Hölder tem-se que para
Φ ∈ V:

〈(M · ∇)H; Φ〉 =
∫

Ω
(M · ∇)H · Φdx.

Com argumentos similares podemos dar sentido aos termos 〈(u·∇)u; Φ〉,
〈(u · ∇)ω; Ψ〉 e 〈(u · ∇)M ; Λ〉.

No seguinte vamos considerar C > 0 como uma constante
genérica que depende unicamente de algumas constantes físicas e do
domínio Ω. Na hora de escrever as normas ou produtos internos, vamos
omitir o conjunto onde está definido pois vamos trabalhar sempre em
um domínio fixo Ω.

Nosso objetivo está direcionado na existência de uma solução
fraca para o problema (P), para isso precisamos demonstrar o seguinte
teorema.
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Teorema 4.1.1. Supomos que L,G ∈ L2(Ω) e F ∈ L2
] (Ω). Então

o problema (P) tem uma solução fraca (u, ω,M,H) satisfazendo as
estimativas de energia:

η

2‖∇u‖
2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2 + η′

2 ‖∇ω‖
2 + (λ′ + η′)‖div(ω)‖2

+ µ0

τ

(
1
2 + X0

)
‖H‖2 ≤ C(‖F‖2 + ‖L‖2 + ‖G‖2),

σ‖rot(M)‖2 + σ‖div(M)‖2 + 1
τ
‖M‖2 + X0

2τ ‖H‖
2 ≤ C‖F‖2,

‖H‖ ≤ ‖M‖+ C‖F‖,

‖H‖H1
t (Ω) ≤ C(‖M‖+ ‖div(M)‖+ ‖F‖),

(4.1.1)

onde C > 0 é uma constante dependendo unicamente do domínio Ω e
algumas constantes físicas.
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5 Resultados Auxiliares

5.1 Estimativas de energia para o problema (P).

Seja (u, ω,M,H) solução do problema (P), pode-se verificar a
seguinte identidade:

ζ‖rot(u)− 2ω‖2 = ζ(rot(u)− 2ω; rot(u)− 2ω),

= ζ‖rot(u)‖2 − 2ζ(rot(u);ω)

−2ζ(ω; rot(u)) + 4ζ(ω;ω),

ζ‖rot(u)− 2ω‖2 = ζ‖rot(u)‖2 − 2ζ(rot(u)− 2ω;ω)

−2ζ(rot(ω);u). (5.1.1)

Assumindo (u, ω,M,H) regular o suficiente, fazendo o produto interno
L2(Ω) na equação de momentum linear por u:

η‖∇u‖2 + ζ‖∇u‖2 = µ0((M · ∇)H;u) + 2ζ(rot(ω);u) + (L;u), (5.1.2)

por outro lado,fazendo o produto interno L2(Ω) na equação de momen-
tum angular por ω:

η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 = µ0(M ×H;ω) + 2ζ(rot(u)− 2ω;ω)

+ (G;ω).
(5.1.3)

Então, somando as equações (5.1.2), (5.1.3) e utilizando a identidade
(5.1.1) chega-se à igualdade:

η‖∇u‖2 + η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2,

= µ0((M · ∇)H;u) + µ0(M ×H;ω) + (L;u) + (G;ω),
(5.1.4)

onde ‖rot(u)‖2 = ‖∇u‖2. Agora, para M e H pode-se escrever:

∂k(MiHi) = Hi∂kMi +Mi∂kHi,

= Hi∂kMi +Mi∂iHk,

∂k(MiHi)−Hi∂kMi = Mi∂iHk,
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com ∂kHi = ∂iHk desde que rot(H) = 0.
Logo, se considerar-se (Fk) = (M · ∇)H, com:

Fk = ∂k(MiHi)−Hi∂kMi,

tem-se:
(M · ∇)H = ∇(M ·H)− (H · ∇u)

fazendo o produto interno L2(Ω) na equação anterior por u, é fácil ver
que (∇M ·H) · u = (u · ∇)M ·H, logo integrando sobre Ω:∫

Ω
(M · ∇)H · udx =

∫
Ω
∇(M ·H)dx−

∫
Ω

(u · ∇)M · hdx,

para o primeiro termo da direita, de acordo à formula de Stokes (1.4.1)
tem-se:∫

Ω
∇(M ·H)dx = −

∫
Ω

(M ·H)div(u)dx+ 〈u · n, (M ·H)〉∂Ω = 0,

pelas condições de contorno div(u) = 0 e u = 0 em ∂Ω. Portanto:

〈(M · ∇)H;u〉 = −〈(u · ∇)M ;H〉. (5.1.5)

Agora, fazendo o produto interno L2(Ω) na equação de magnetização
por H e utilizando a identidade (1.1.3) obtém-se:

〈(u·∇)M ;H〉+σ(rot2(M)−∇div(M);H)+ 1
τ

(M ;H)−X0

τ
(H;H) = (ω×M ;H).

Logo, segundo a equação (5.1.5) vai-se escrever:

〈(M · ∇)H;u〉 = σ(rot2(M)−∇div(M);H) + 1
τ

(M ;H)

−X0

τ
‖H‖2 − (ω ×M ;H),

= σ(rot(M); rot(H)) + σ(div(M); div(H))

+ 1
τ

(M ;H)− X0

τ
‖H‖2 − (ω ×M ;H),

〈(M · ∇)H;u〉 = σ(div(M); div(H)) + 1
τ

(M ;H)

−X0

τ
‖H‖2 − (ω ×M ;H).
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Da equação magnetostática segue:

(div(M); div(H)) = (div(M); div(H +M)− div(M)),

= (div(M); div(H +M))− ‖div(M)‖2,

(div(M); div(H)) = (div(M);F )− ‖div(M)‖2. (5.1.6)

Considerando que H = ∇ϕ e fazendo o produto interno L2 de cada
termo por ϕ:

(div(H +M);ϕ) = (F ;ϕ),

−((M +H) · ∇ϕ) = (F ;ϕ),

−(M ;H)− ‖H‖2 = (F ;ϕ),

(M ;H) = −‖H‖2 − (F ;ϕ). (5.1.7)

Então, utilizando as equações (5.1.4)-(5.1.7):

η‖∇u‖2 + η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2,

=µ0

(
σ(div(M); div(H)) + 1

τ
(M ;H)− X0

τ
‖H‖2 − (ω ×M ;H)

)
+ µ0(M ×H;ω) + (L;u) + (G;ω),

=µ0

(
σ(−‖div(M)‖2 + (div(M);F )) + 1

τ
(−‖H‖2 − (F ;ϕ))

− X0

τ
‖H‖2 − (ω ×M ;H)

)
+ µ0(M ×H;ω) + (L;u) + (G;ω),

Portanto:

η‖∇u‖2 + η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2

+µ0

τ
(1 + X0)‖H‖2 + µ0σ‖div(M)‖2 = µ0σ(div(M);F )

− µ0

τ
(F ;ϕ) + (L;u) + (G;ω).
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Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré e (1.4.2) pode-
se estimar:

η‖∇u‖2 + η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2

+ µ0

τ
(1 + X0)‖H‖2 + µ0σ‖div(M)‖2

≤ µ0σ‖div(M)‖‖F‖+ µ0

τ
‖F‖‖ϕ‖+ ‖L‖‖u‖+ ‖G‖‖ω‖,

≤ µ0σ

(
‖div(M)‖2

2 + ‖F‖
2

2

)
+ µ0

τ
C

(
‖F‖2

2 + ‖H‖
2

2

)
+
(
C
‖L‖2

2η + C
‖∇u‖2η

2C

)
+
(
‖G‖2

2η′ C + C
‖∇ω‖2η′

2C

)
,

portanto:

η‖∇u‖2 + η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2

+µ0

τ
(1 + X0)‖H‖2 + µ0σ‖div(M)‖2 ≤ C(‖F‖2 + ‖L‖2 + ‖G‖2).

Fazendo o produto interno L2(Ω) de cada termo da equação de magne-
tização por M e utilizando (1.1.3) obtém-se:

σ‖rot(M)‖2 + σ‖div(M)‖2 + 1
τ
‖M‖2 − X0

τ
(H;M) = 0.

Utilizando (5.1.7) e (1.4.2):

σ‖rot(M)‖2+σ‖div(M)‖2+ 1
τ
‖M‖2+X0

τ
‖H‖2 ≤ X0

τ
C

(
‖F‖2

2 + ‖H‖
2

2

)
,

portanto:

σ‖rot(M)‖2 + σ‖div(M)‖2 + 1
τ
‖M‖2 + X0

τ
‖H‖2 ≤ C‖F‖2.

Novamente de (5.1.7), utilizando (1.4.2) pode-se deduzir:

‖H‖2 ≤ ‖M‖‖H‖+ C‖∇ϕ‖‖F‖,

‖H‖2 ≤ (‖M‖+ C‖F‖) ‖H‖,

∴ ‖H‖ ≤ ‖M‖+ C‖F‖.

Da equação magnetostática, utilizando (1.1.1) pode-se obter:

div(M +H) = F,

div(∇ϕ) = F − div(M),

4ϕ = F − div(M), ∇ϕ · n = 0 em ∂Ω.
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Com div(M) ∈ L2(Ω) (pois M ∈ H1
t (Ω) ⊂ H1(Ω)) e, aplicando os

resultados de regularidade para a equação elíptica de segunda ordem
com condições de contorno de Neumann homogêneas (1.4.12), tem-se a
estimativa:

‖ϕ‖H2 ≤ C
(
‖ϕ‖H1

]
+ ‖div(M)‖+ ‖F‖

)
.

Portanto,

‖H‖H1
t
≈

(
‖H‖2 + ‖rot(H)‖2 + ‖div(H)‖2

) 1
2 ,

≤ C
(
‖ϕ‖H1

]
+ ‖F‖+ ‖div(M)‖

)
,

≤ (C(‖M‖+ C‖F‖) + ‖F‖+ ‖div(M)‖) ,

‖H‖H1
t
≤ C (‖M‖+ ‖F‖+ ‖div(M)‖) .

5.2 Problema (Pε)

Seja ε > 0 um parâmetro fixo pequeno. Introduzimos o seguinte
problema com termo extra regularizante:

(Pε)



div(u) = 0,

ε2 42 u+ ρ(u · ∇)u− (η + ζ)4 u+∇p
= µ0(M · ∇)H + 2ζrot(ω) + L,

ε2 42 ω + ρkI(u · ∇)ω − η′ 4 ω − (η′ + λ′)∇div(ω)
= µ0M ×H + 2ζ(rot(u)− 2ω) +G,

(u · ∇)M − σ4M + 1
τ (M −X0H) = ω ×M,

rot(H) = 0, div(H +M) = F,

u = 0, ∇u · n = 0, ω = 0, ∇ω · n = 0 em ∂Ω,

M · n = 0, rot(M)× n = 0, H · n = 0 em ∂Ω.
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Assim como foram obtidas as estimativas de energia do problema (P)
podemos obter para o problema (Pε):

ε2‖ 4 u‖2 + η

2‖∇u‖
2 + ε2‖ 4 ω‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2

+ η′

2 ‖∇ω‖
2 + (λ′ + η′)‖div(ω)‖2

+ µ0

τ

(
1
2 + X0

)
‖H‖2 + µ0σ

2 ‖div(M)‖2

≤ C(‖F‖2 + ‖L‖2 + ‖G‖2),

(5.2.1)

σ‖rot(M)‖2 + σ‖div(M)‖2 + 1
τ
‖M‖2 + X0

2τ ‖H‖
2 ≤ C‖F‖2, (5.2.2)

‖H‖ ≤ ‖M‖+ C‖F‖. ‖H‖H1
t (D) ≤ C(‖M‖+ ‖div(M)‖+ ‖F‖).

(5.2.3)
Graças à regularização do sistema (P) e as novas estimativas pode-se
deduzir facilmente de (5.2.1) que u ∈ V, ε4 u ∈ L2(Ω), ω ∈ H1

0(Ω)
e ε 4 ω ∈ L2(Ω). Utilizando a regularidade da equação de Laplace
com condições de contorno de Dirichlet (Teorema 1.4.11) obtém-se que
u ∈ H2(Ω) ∩ V e ω ∈ H1

0(Ω) ∩H2(Ω) com a estimativa:

ε2‖u‖2H2 + ‖u‖2V + ε2‖ω‖2H2 + ‖ω‖2H1
0

+ ‖H‖2

≤ C(‖F‖2 + ‖L‖2 + ‖G‖2).
(5.2.4)

Onde a constante C não depende de ε.

5.3 Resolvendo o problema (Pε)

Teorema 5.3.1. Assuma que L,G ∈ L2(Ω) e F ∈ L2
] (Ω). Então o

problema (Pε) tem uma solução fraca (uε, ωε,Mε, Hε) com
uε ∈ H2(Ω)∩V, ωε ∈ H2(Ω)∩H1

0(Ω), Mε ∈ H1
t (Ω), Hε = ∇ϕε ∈ H1

t (Ω)
satisfazendo as desigualdades (5.2.1) - (5.2.4).
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5.3.1 Resolução da equação de magnetização.

Seja (V,w∗) ∈ V×H1
0(Ω) dado. Denote por (M,H) como o par

solução do sistema linear:

(P1)


(V · ∇)M − σ4M + 1

τ (M −X0H) = w∗ ×M,

H = ∇ϕ, div(H +M) = F,

M · n = 0, rot(M)× n = 0, H · n = 0 em ∂Ω.

Claramente (P1) é uma equação linearizada com respeito ao par (M,H)
pois cada termo depende unicamente de M ou H e é linear. Agora,
definindo o operador T1 : V×H1

0(Ω)→ H1
t (Ω)×H1

t (Ω) da forma:

T1(V,w∗) = (M,H),

onde, como já tinha-se estabelecido, (M,H) é a solução do problema
(P1).
Definindo a forma bilinear A em

(
H1
t (Ω)×H1

] (Ω)
)
×
(
H1
t (Ω)×H1

] (Ω)
)

como:
A((M,ϕ), (Φ,Ψ)) = a(M,ϕ,Φ) + X0

τ
b(M,ϕ,Ψ),

onde:

a(M,ϕ,Φ) = σ(rot(M); rot(Φ)) + σ(div(M); div(Φ))

〈(V · ∇)M ; Φ〉+ 1
τ

(M ; Φ)− X0

τ
(∇ϕ; Φ)− (w∗ ×M ; Φ),

b(M,ϕ,Ψ) = (∇ϕ;∇Ψ) + (M ;∇Ψ).

Agora, vamos denotar por I a forma bilinear definida em H1
t (Ω)×H1

] (Ω)
por:

I(Φ,Ψ) = ((0,−F ); (Φ,Ψ)) = −(F ; Ψ)

A ideia é achar um par (M,ϕ) tal que ∀ (Φ,Ψ) ∈ H1
t (Ω)×H1

] (Ω) esse
seja solução da equação variacional:

A((M,ϕ), (Φ,Ψ)) = I(Φ,Ψ) (5.3.1)

Proposição 5.3.2. O problema (P1) tem uma única solução fraca
(M,H) ∈ H1

t (Ω) × H1
t (Ω). Ainda mais, existe uma constante C > 0
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(dependendo unicamente do domínio D e algumas constantes físicas),
tal que:

1. σ‖rot(M)‖2 + σ‖div(M)‖2 + 1
τ ‖M‖

2 + X0
2τ ‖H‖

2 ≤ C‖F‖2.

2. ‖H‖ ≤ ‖M‖+ C‖F‖.

3. ‖H‖H1
t
≤ C(‖M‖+ ‖div(M)‖+ ‖F‖).

4. T1(V×H1
0(Ω)) ⊂ B(0, R), onde R = C‖F‖ e B(0, R) é uma bola

em H1
t (Ω)×H1

t (Ω)

Demonstração. Primeiramente vamos demonstrar que (P1) possui uma
solução fraca, logo, a partir dos resultados encontrados podemos obter
as estimativas.

• Seja (M,Φ) ∈ H1
t (Ω)×H1

t (Ω), utilizando a desigualdade de Hölder
e a imersão de Sobolev H1(Ω) ↪→ L4(Ω) pode-se escrever:

|〈(V · ∇)M ; Φ〉| ≤ ‖V ‖4‖∇M‖‖Φ‖4
≤ C‖V ‖V‖M‖H1

t
‖Φ‖H1

t
,

‖w∗ ×M‖ ≤ ‖w∗‖4‖M‖4,

≤ C‖w∗‖H1
0
‖M‖H1

t
.

(5.3.2)

Então, para (ϕ,ψ) ∈ H1
] (Ω)×H1

] (Ω) tem-se:

|a(M,ϕ,Φ)| ≤ σ|(rot(M); rot(Φ))|+ σ|(div(M); div(Φ))|

|〈(V · ∇)M ; Φ〉|+ 1
τ
|(M ; Φ)|+ X0

τ
|(∇ϕ; Φ)|

+ |(w∗ ×M ; Φ)|.

Segundo as equações em (5.3.2) tem-se:

|a(M,ϕ,Φ)| ≤ σ‖rot(M)‖‖rot(Φ)‖+ σ‖div(M)‖‖div(Φ)‖

+ C‖V ‖V‖M‖H1
t
‖Φ‖H1

t
+ 1
τ
‖M‖‖Φ‖

+ X0

τ
‖∇ϕ‖‖Φ‖+ C‖w∗‖H1

0
‖M‖H1

t
‖Φ‖.
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Portanto:

|a(M,ϕ,Φ)| ≤ σ‖M‖H1
t
‖Φ‖H1

t
+ σ‖M‖H1

t
‖Φ‖H1

t

+ C‖V ‖V‖M‖H1
t
‖Φ‖H1

t
+ 1
τ
‖M‖H1

t
‖Φ‖H1

t

+ X0

τ
‖ϕ‖H1

t
‖Φ‖H1

t
+ C‖w∗‖H1

0
‖M‖H1

t
‖Φ‖,

|a(M,ϕ,Φ)| ≤ C(V,w∗)
(
‖M‖H1

t
‖Φ‖H1

t
+ ‖ϕ‖H1

t
‖Φ‖

)
.

Por outro lado, para qualquer (ϕ,Ψ) ∈ H1
] (Ω)×H1

] (Ω):

|b(M,ϕ,Ψ)| ≤ |(∇ϕ;∇Ψ)|+ |(M ;∇Ψ)|,

≤ ‖∇ϕ‖‖∇Ψ‖+ ‖M‖‖∇Ψ‖,

≤ C
(
‖ϕ‖H1

]
+ ‖M‖

)
‖∇Ψ‖,

|b(M,ϕ,Ψ)| ≤ C
(
‖ϕ‖H1

]
+ ‖M‖

)
‖Ψ‖H1

]
.

Finalmente, com esses resultados para a forma bilinear A tem-se:

|A((M,ϕ), (Φ,Ψ))| ≤ C(V,w∗)
(
‖M‖H1

t
‖Φ‖H1

t
+ ‖ϕ‖H1

t
‖Φ‖

)
+ X0

τ
C
(
‖ϕ‖H1

]
+ ‖M‖

)
‖Ψ‖H1

]
,

|A((M,ϕ), (Φ,Ψ))| ≤ C(V,w∗)‖(M,ϕ)‖H1
t×H1

]
‖(Φ,Ψ)‖H1

t×H1
]
.

Assim tem-se que A é contínua.
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Por outro lado, ∀ (M,ϕ) ∈ H1
t (Ω)×H1

] (Ω):

A((M,ϕ), (M,ϕ)) = a(M,ϕ,M) + X0

τ
b(M,ϕ, ϕ),

= σ(rot(M); rot(M)) + σ(div(M); div(M))

+ 〈(V · ∇)M ;M〉+ 1
τ

(M ;M)− X0

τ
(∇ϕ;M)

− (w∗ ×M ;M) + X0

τ
((∇ϕ;∇ϕ) + (M ;∇ϕ)) ,

= σ‖rot(M)‖2 + σ‖div(M)‖2

+ 1
τ
‖M‖2 + X0

τ
‖∇ϕ‖2,

≥ min(σ, 1
τ

)
(
‖rot(M)‖2 + ‖div(M)‖2 + ‖M‖2

)
+ X0

τ
‖∇ϕ‖2.

Portanto, utilizando a equivalência de normas e a desigualdade
(1.4.2) de Poincaré-Wirtinger obtém-se:

A((M,ϕ), (M,ϕ)) ≥ C‖(M,ϕ)‖2H1
t×H1

]
, (5.3.3)

com C > 0 constante. Então A é coerciva e assim, aplicando o
Teorema de Lax-Milgram (1.2.1), tem-se que existe uma única
solução para (5.3.1), ou seja, o problema (P1) possui uma única
solução fraca (M,ϕ) ∈ H1

t (Ω)×H1
] (Ω).

• Considerando a equação (5.1.7) das estimativas, utilizando as
desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré-Wirtinger, pode-se
obter:

‖H‖2 ≤ |(M ;H)|+ |(F ;ϕ)|,

≤ ‖M‖‖H‖+ C‖F‖‖ϕ‖,

‖H‖2 ≤ ‖M‖‖H‖+ ‖F‖‖∇ϕ‖,

recordando que H = ∇ϕ ∈ H1
t (Ω) e para ‖H‖ > 0 tem-se:

‖H‖ ≤ ‖M‖+ C‖F‖.
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Para ϕ ∈ H1
] (Ω) tem-se:

‖ϕ‖2H1
]

= ‖ϕ‖2 + ‖∇ϕ‖2,

então, utilizando a desigualdade (1.4.2):

‖ϕ‖H1
]
≤ ‖ϕ‖+ ‖∇ϕ‖ ≤ (C + 1)‖∇ϕ‖,

‖ϕ‖H1
]
≤ (C + 1)(‖M‖+ C‖F‖).

Logo, considerando a estimativa:

‖H‖H1
t

= ‖∇ϕ‖H1
t
≤ C(‖ϕ‖H1

]
+ ‖div(M)‖+ ‖F‖),

obtém-se:

‖H‖H1
t
≤ C(‖M‖+ ‖div(M)‖+ ‖F‖).

Para (M,ϕ) ∈ H1
t (Ω)×H1

] (Ω), de acordo com (5.3.1) e segundo
a definição de I:

A((M,ϕ); (M,ϕ)) = −(F ;ϕ).

Utilizando (5.3.3) e as desigualdades de Cauchy-Schwarz e (1.4.2):

C‖(M,ϕ)‖2H1
t×H1

]
≤ ‖F‖2‖ϕ‖2 ≤ C‖F‖2‖∇ϕ‖2,

portanto:
‖(M,ϕ)‖2H1

t×H1
]
≤ C‖F‖2.

o que mostra que T1(V,w∗) ⊂ B(0, R), ∀ (V,w∗) ∈ V×H1
0(Ω).

Proposição 5.3.3. A função T1 é Lipschitz contínua. Mais especifica-
mente, existe C > 0 constante, dependendo unicamente do domínio Ω e
algumas constantes físicas, tal que:

‖T1(V1, w
∗
1)− T1(V2, w

∗
2)‖H1

t×H1
t
≤ C‖F‖‖(V1, w

∗
1)− (V2, w

∗
2)‖V×H1

0
,

∀ (V1, w
∗
1), (V2, w

∗
2) ∈ V×H1

0(Ω).
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Demonstração. Seja (Vi, w∗i ) ∈ V×H1
0(Ω) e (Mi, Hi) a solução associada

para o problema (P1), tal que:

T1(Vi, wi) = (Mi, Hi), i = 1, 2.

E defina:

V = V1 − V2,

w = w∗1 − w∗2 .

M = M1 −M2,

H = H1 −H2,

então tem-se que (M,H) satisfaz a equação:

(V1 · ∇)M + σ(rot2(M)−∇(div(M)) + 1
τ

(M −X0H)

−w∗2 ×M = −V · ∇M2 + w∗ ×M1,

div(H +M) = 0,

(5.3.4)

e as condições de contorno:

M · n = 0, rot(M)× n = 0, H · n = 0.

Agora, fazendo o produto interno L2(Ω) em (5.3.4) por M :∫
Ω

(V1 · ∇)M ·Mdx+ σ

∫
Ω
rot2(M) ·Mdx− σ

∫
Ω
∇div(M) ·Mdx

+ 1
τ

∫
Ω

(M −X0H) ·Mdx−
∫

Ω
w∗2 ×M ·Mdx

= −
∫

Ω
V · ∇M2 ·Mdx+

∫
Ω
w∗ ×M1 ·Mdx

Utilizando a fórmula de Stokes (1.4.1) pode-se escrever:∫
Ω
rot2(M) ·Mdx =

∫
Ω
rot(M) · rot(M)dx+ 〈rot(M)× n;M〉∂Ω,

= ‖rot(M)‖2,∫
Ω
∇div(M) ·Mdx = −

∫
Ω
div(M) · div(M)dx+ 〈M · n〉∂Ω,

= −‖div(M)‖2.
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E por outro lado é claro que tem termos nulos, logo:

σ(‖rot(M)‖2 + ‖div(M)‖2) + 1
τ
‖M‖2 − X0

τ
(H;M)

= −〈(V · ∇)M2;M〉+ (w∗ ×M1;M)
(5.3.5)

Por outro lado, fazendo o produto interno L2(Ω) na segunda equação
de (5.3.4) por ϕ ∈ H1(Ω) tal que H = ∇ϕ:∫

Ω
div(H +M)ϕdx = 0⇐⇒

∫
Ω
div(H)ϕdx = −

∫
Ω
div(M)ϕdx.

Utilizando a fórmula de Stokes (1.4.1) em ambos lados, similar ao caso
anterior, obtém-se:

‖H‖2 = −(H;M). (5.3.6)

Agora, aplicando a desigualdade de Hölder e a imersão de Sobolev, como
antes, tem-se:

|〈(V · ∇)M2;M〉| ≤ ‖V ‖4‖∇M2‖‖M‖4 ≤ C‖V ‖V‖M2‖H1
t
‖M‖H1

t
,

|(w∗ ×M1;M)| ≤ ‖w∗‖3‖M1‖3‖M‖3

Aplicando a desigualdade de Young (1.1.1), para qualquer α > 0:

C‖V ‖V‖M2‖H1
t
‖M‖H1

t
≤ α‖M‖2H1

t
+ C(α)‖V ‖2V‖M2‖2H1

t
,(5.3.7)

‖w‖3‖M1‖3‖M‖3 ≤ α‖M‖2H1
t

+ C(α)‖w‖2H1
0
‖M1‖2H1

t
.(5.3.8)

Então, segundo as equações (5.3.6)-(5.3.7), de (5.3.5) pode-se obter a
seguinte desigualdade:

|σ(‖rot(M)‖2 + ‖div(M)‖2) + 1
τ
‖M‖2 − X0

τ
(H;M)| ≤ α‖M‖2H1

t

+ C(α)‖V ‖2V‖M2‖2H1
t

+ α‖M‖2H1
t

+ C(α)‖w∗‖2H1
0
‖M1‖2H1

t

Utilizando a Proposição (5.3.2) para M1 e M2:

|σ(‖rot(M)‖2 + ‖div(M)‖2) + 1
τ
‖M‖2 − X0

τ
(H;M)| ≤ α‖M‖2H1

t

+ C(α)‖V ‖2V‖F‖2 + α‖M‖2H1
t

+ C(α)‖w∗‖2H1
0
‖F‖2,



64 Capítulo 5. Resultados Auxiliares

Escolhendo α > 0 pequeno a suficiente deduz-se as desigualdades:

C‖M‖2H1
t

+ X0

τ
‖H‖2 ≤ C‖F‖2

(
‖V ‖2V + ‖w∗‖2H1

0

)
,

‖H‖2H1
t
≤ C‖M‖2H1

t
≤ C‖F‖2

(
‖V ‖2V + ‖w∗‖2H1

0

)
.

5.3.2 Sistema linearizado para (u, ω)

Seja (M,H) ∈ H1
t (Ω) × H1

t (Ω) a solução ao problema (P1)
associada a (V,w∗) ∈ V×H1

0(Ω) obtida pela função T1.
Defina-se (u, ω) como a solução ao problema linear:

(Pε2)



div(u) = 0,

ε2 42 u+ ρ(V · ∇)u− (η + ζ)4 u− 2ζrot(ω) +∇p
= µ0(M · ∇)H + L,

ε2 42 ω + ρkI(V · ∇)ω − η′ 4 ω − (η′ + λ′)∇div(ω)

−2ζ(rot(u)− 2ω) = µ0M ×H +G,

u = 0, ∇u · n = 0, ω = 0, ∇ω · n = 0 em ∂Ω.

Similar ao sistema (P1), é claro que (Pε2) corresponde a um
sistema linearizado com respeito a (U, ω).

Define-se o operador T2 : H1
t (Ω) × H1

t (Ω) →
(
H2(Ω) ∩ V

)
×(

H2(Ω) ∩H1
0(Ω)

)
da forma:

T2(M,H) = (u, ω),

onde (u, ω) é solução do problema (Pε2) para (M,H) dados. Denote T
como o operador composto dado por T = T2 ◦ T1.
Sejam:

U = {u ∈ V / ε4 u ∈ L2(Ω)},

W = {ω ∈ H1
0(Ω) / ε4 ω ∈ L2(Ω)},
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espaços de Hilbert munidos com a norma usual. Define-se E = U ×W.
Logo a imersão contínua E ⊂ V×H1

0(Ω) ⊂ E ′ é satisfeita.
Define-se a forma bilinear B em E × E da forma:

B((u, ω), (Φ,Ψ)) = ε2(4u;4Φ) + η(∇u;∇Φ) + ζ(rot(u); rot(Φ))

− 2ζ(rot(ω); Φ) + ρ〈(V · ∇)u; Φ〉

+ ε2(4ω;4Ψ) + η′(∇ω;∇Ψ) + (η′ + λ′)(div(ω); div(Ψ))

− 2ζ(rot(u)− 2ω; Ψ) + ρk〈(V · ∇)ω; Ψ),

e seja a forma linear J definida em E da forma:

J (Φ,Ψ) = µ0〈(M · ∇)H; Φ〉+ (L; Φ)

+ µ0(M ×H; Ψ) + (G; Ψ).

Logo, a forma variacional para o problema (Pε2) está dada por:

B((u, ω), (Φ,Ψ)) = J (Φ,Ψ), ∀(Φ,Ψ) ∈ E . (5.3.9)

Proposição 5.3.4. Assuma que L,G ∈ L2(Ω) e F ∈ L2
] (Ω). Então

o problema (Pε2) admite uma única solução (u, ω) ∈ (H2(Ω) ∩ V) ×
(H2(Ω) ∩H1

0(Ω)) satisfazendo a estimativa:

ε2‖ 4 u‖2+η‖∇u‖2 + ε2‖ 4 ω‖2 + η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2

+ ζ‖rot(u)− 2ω‖2 ≤ C(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖)2,

(5.3.10)

onde C > 0 é uma constante dependendo unicamente do domínio Ω e
alguns parâmetros físicos.

Demonstração. Para (u, ω) ∈ E tem-se:

B((u, ω), (u, ω)) =ε2‖ 4 u‖2 + η‖∇u‖2 + ζ‖rot(u)‖2

− 2ζ(rot(ω);u) + ρ〈(V · ∇)u;u〉+ ε2‖ 4 ω‖2

+ η′‖∇ω‖2 + (η′ + λ′)‖div(ω)‖2

− 2ζ(rot(u)− 2ω;ω) + ρk〈(V · ∇)ω;ω〉.
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Considerando (1.1.2) e (5.1.1) tem-se:

B((u, ω), (u, ω)) = ε2‖ 4 u‖2 + η‖∇u‖2 + ε2‖ 4 ω‖2 + η′‖∇ω‖2

+(η′ + λ′)‖div(ω)‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2

B((u, ω), (u, ω)) ≥ C(‖u‖2V + ‖ω‖2W) = C‖(u, ω)‖2E . (5.3.11)

Agora, para (u, ω), (Φ,Ψ) ∈ E , utilizando a desigualdade de Hölder
tem-se:

|B((u, ω), (Φ,Ψ))| ≤ ε2‖ 4 u‖‖ 4 Φ‖+ η‖∇u‖‖∇Φ‖

+ ζ‖rot(u)‖‖rot(Φ)‖+ 2ζ‖rot(ω)‖‖Φ‖

+ ρ‖V ‖4‖∇u‖‖Φ‖4 + ε2‖ 4 ω‖‖ 4Ψ‖

+ η′‖∇ω‖‖∇Ψ‖+ (η′ + λ′)‖div(ω)‖‖div(Ψ)‖

+ 2ζ‖rot(u)− 2ω‖‖Ψ‖+ ρk‖V ‖4‖∇ω‖‖Ψ‖4.

Considerando a imersão de Sobolev H1(Ω) ↪→ L4(Ω) tem-se:

|B((u, ω), (Φ,Ψ))| ≤ ε2‖ 4 u‖‖ 4 Φ‖+ η‖∇u‖‖∇Φ‖

+ζ‖rot(u)‖‖rot(Φ)‖+ 2ζ‖rot(ω)‖‖Φ‖

+Cρ‖V ‖V‖∇u‖‖Φ‖V + ε2‖ 4 ω‖‖ 4Ψ‖

+η′‖∇ω‖‖∇Ψ‖+ (η′ + λ′)‖div(ω)‖‖div(Ψ)‖

+2ζ‖rot(u)‖‖Ψ‖+ 4ζ‖ω‖‖Ψ‖

+Cρk‖V ‖V‖∇ω‖‖Ψ‖V,

≤ C(V )(‖u‖U + ‖ω‖W)(‖Φ‖U + ‖Ψ‖W),

∴ |B((u, ω), (Φ,Ψ))| ≤ C(V )‖(u, ω)‖E‖(Φ,Ψ)‖E . (5.3.12)

De forma similar, seja (Φ,Ψ) ∈ E , para J tem-se:

|J (Φ,Ψ)| ≤ µ0|〈(M · ∇)H; Φ〉|+ |(L; Φ)|+ µ0|(M ×H; Ψ)|+ |(G; Ψ)|,

≤ µ0‖M‖4‖∇H‖‖Φ‖4 + ‖L‖‖Φ‖+ µ0‖M‖4‖H‖‖Ψ‖4
+ ‖G‖‖Ψ‖,

|J (Φ,Ψ)| ≤ C(‖M‖H1
t
‖∇H‖‖Φ‖U + ‖M‖H1

t
‖H‖‖Ψ‖)

+ ‖L‖‖Φ‖+ ‖G‖‖Ψ‖.
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Aplicando a Proposição (5.3.2):

|J (Φ,Ψ)| ≤ C(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖)‖(Φ,Ψ)‖V×H1
0
. (5.3.13)

Sendo B uma forma bilinear contínua e coerciva (segundo as
equações (5.3.12) e (5.3.11)), pode-se aplicar o teorema de Lax-Milgram
(1.2.1) e assim tem-se que existe única (u, ω) ∈ E tal que seja solução
da equação variacional (5.3.9) e assim satisfaz:

‖(u, ω)‖E ≤ C(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖). (5.3.14)

Finalmente, considerando o caso B((u, ω), (u, ω)) = J (u,Ψ), da coerci-
vidade (5.3.11), aplicando (5.3.13) e (5.3.14) obtém-se diretamente a
desigualdade (5.3.10).

5.3.3 Continuidade e compacidade do operador T.

Proposição 5.3.5. O operador T é Lipschitz contínuo. Existe uma
constante C > 0, dependendo unicamente do domínio Ω e algumas
constantes físicas, tal que:

1. ‖T (V1, w1)− T (V2, w2)‖V×H1
0
≤ C‖F‖‖(V1, w1)− (V2, w2)‖V×H1

0

2. T
(
BV×H1

0(Ω)(0, R)
)
⊂ B(0, R).

3. T (B(0, R)) está compactamente imerso em V×H1
0(Ω), onde

R = C(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖) e B(0, R) é a bola em V×H1
0(Ω).

Demonstração. 1. Sejam (Mi, Hi) a solução para o problema (P1),
associada a (Vi, w∗i ) e (ui, ωi) a solução para o problema (Pε2)
associada a (Mi, Hi), com i = 1, 2. Define-se:

V = V1 − V2, w∗ = w∗1 − w∗2 ,
M = M1 −M2, H = H1 −H2,

u = u1 − u2, ω = ω1 − ω2,

p = p1 − p2.
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De acordo com isso tem-se que (u, ω) satisfaz a equação:



div(u) = 0,

ε2 42 u+ ρ(V1 · ∇)u− (η + ζ)4 u− 2ζrot(ω) +∇p
= µ0(M1 · ∇)H + µ0(M · ∇)H2 − ρ(V · ∇)u2,

ε2 42 ω + ρk(V1 · ∇)ω − η′ 4 ω − (η′ + λ′)∇div(ω)
+2ζ(rot(u)− 2ω) = µ0M1 ×H + µ0M ·H2 − ρkI(V · ∇)ω2,

u = 0, ∇u · n = 0, ω = 0, ∇ω · n = 0 em ∂Ω.
(5.3.15)

Fazendo o produto interno L2(Ω) de cada termo da segunda
igualdade por u e considerando (1.1.2), obtém-se:

ε2(42u;u)− (η + ζ)(4u;u)− 2ζ(rot(ω);u) + (∇p;u)

= µ0〈(M1 · ∇)H;u〉+ µ0〈(M · ∇)H2;u〉 − ρ(V · ∇)u2;u〉,
(5.3.16)

Utilizando a fórmula de Green, pode-se escrever:

(42u;u) =
∫

Ω
4u · 4udx = ‖ 4 u‖2,

(4u;u) =−
∫

Ω
∇u · ∇udx+ 〈(∇u · n;u〉∂Ω = −‖∇u‖2,

(∇p;u) =−
∫

Ω
pdiv(u)dx+ 〈u · n〉∂Ω = 0

Utilizando a desigualdades de Hölder, Young, (1.4.2) e as proposi-
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ções (5.3.2), (5.3.3) e (5.3.4), ∀ α > 0 tem-se:

µ0|〈(M1 · ∇)H;u〉| ≤ µ0‖M1‖4‖∇H‖‖u‖4,

≤ C(α)‖M1‖2H1
t
‖H‖2H1

t
+ α‖u‖2V,

µ0|〈(M1 · ∇)H;u〉| ≤ C(α)‖F‖4‖(V,w∗)‖2V×H1
0

+ α‖u‖2V.

µ0|〈(M · ∇)H2;u〉| ≤ µ0‖M‖4‖∇H2‖‖u‖4,

≤ C(α)‖M‖2H1
t
‖H2‖2H1

t
+ α‖u‖2V,

µ0|〈(M · ∇)H2;u〉| ≤ C(α)‖F‖4‖(V,w∗)‖2V×H1
0

+ α‖u‖2V.

|〈(V · ∇)u2;u〉| ≤ ρ‖V ‖V‖∇u2‖‖u‖V,

≤ C‖u2‖V‖V ‖V‖u‖V,

≤ C(α)‖u2‖2V‖V ‖2V + α‖u‖2V,

|〈(V · ∇)u2;u〉| ≤ C(α)(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖)2‖V ‖2V + α‖u‖2V.
(5.3.17)

Agora, fazendo o produto interno L2(Ω) em cada termo da terceira
equação de (5.3.15) por ω e considerando (1.1.2), obtém-se:

ε2(42ω;ω)− η′(4ω;ω)− (η′ + λ′)(∇div(ω);ω)

+ 2ζ(rot(u)− 2ω;ω) = µ0(M1 ×H;ω)

+ µ0〈(M · ∇)H2;ω〉 − ρkI〈(V · ∇)ω2;ω〉,

(5.3.18)

Similarmente como feito anteriormente, utilizando a fórmula de
Green, pode-se escrever:

(42ω;ω) =‖ 4 ω‖2,

(4ω;ω) =− ‖∇ω‖2,

(∇div(ω);ω) =− ‖div(ω)‖2.
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Por outro lado, análogo ao caso anterior, ∀ α > 0 pode-se estimar:

µ0|(M1 ×H;ω)| ≤ µ0‖M1‖4‖H‖4‖ω‖2,

≤ C(α)‖M1‖2H1
t
‖H‖2H1

t
+ α‖ω‖2H1

0
,

µ0|(M1 ×H;ω)| ≤ C(α)‖F‖2‖(V,w∗)‖2V×H1
t

+ α‖ω‖2H1
0
,

µ0|〈(M · ∇)H2;ω〉| ≤ µ0‖M‖4‖∇H2‖‖ω‖4,

≤ C(α)‖M‖2H1
t
‖H‖2H1

t
+ α‖ω‖2H1

t ),

µ0|〈(M · ∇)H2;ω〉| ≤ C(α)‖F‖2‖(V,w∗)‖2V×H1
t

+ α‖ω‖2H1
0
,

ρk|〈(V · ∇)ω2;ω〉| ≤ ρk‖V ‖V‖∇ω2‖‖ω‖V,

≤ C‖V ‖V‖ω2‖V‖ω‖V,

≤ C(α)‖V ‖2V‖ω2‖2V + α‖ω‖2V,

ρk|〈(V · ∇)ω2;ω〉| ≤ C(α)(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖)2‖V ‖2V + α‖ω‖2V.
(5.3.19)

Agora, somando (5.3.16) e (5.3.18), considerando (5.1.1), pode-se
estimar:

ε2‖ 4 u‖2 + (η + ζ)‖∇u‖2 + ε2‖ 4 ω‖2 + η′‖∇ω‖2

+ (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 − ζ‖rot(u)‖2 + 4ζ(rot(u)− 2ω;ω)

+ ζ‖rot(u)− 2ω‖2

≤ µ0|〈(M1 · ∇)H;u〉|+ µ0|〈(M · ∇)H2;u〉|+ ρ|〈(V · ∇)u2;u〉|

+ µ0|(M1 ×H;ω)|+ µ0|〈(M · ∇)H2;ω〉|+ ρk|〈(V · ∇)ω2;ω〉|,

Utilizando a desigualdades de Cauchy-Schwarz, (1.4.2), segundo
(5.3.17) e (5.3.19) para α pequeno o suficiente tem-se:

ε2‖ 4 u‖2 + η

2‖∇u‖
2 + ε2‖ 4 ω‖2 + η′

2 ‖∇ω‖
2

+ (η′ + λ′)‖div(ω)‖2 + ζ‖rot(u)− 2ω‖2

≤ C(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖)2‖(V,w∗)‖2V×H1
0

O que mostra que T é Lipschitz contínua.
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2. Como R = C
(
‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖

)2 e em particular C = C(α),
escolhendo α pequeno tal que R < 1, se ‖(V,w∗)‖V×H1

0
< R, de

acordo à desigualdade acima tem-se:

‖(u, ω)‖2V×H1
0
< R4 < R

Logo, T
(
BV×H1

0(Ω)(0, R)
)
⊂ B(0, R).

3. Considere a sequência (Vn, w∗n) ⊂ B(0, R), logo para cada n ∈ N
tem-se que (Mn, Hn) é solução fraca do problema (P1) associada
a (Vn, w∗n), e (Un, ωn) é solução fraca do problema (Pε2) associada
a (Mn, Hn), logo para cada n tem-se:

T (Vn, w∗n) = (Un, ωn).

Como (Un, ωn) é solução de (Pε2), para cada n, segundo (5.3.10)
tem-se:

ε2‖ 4 un‖2+η‖∇un‖2 + ε2‖ 4 ωn‖2 + η′‖∇ωn‖2

+(η′ + λ′)‖div(ωn)‖2 + ζ‖rot(un)− 2ωn‖2

≤ C(‖F‖2 + ‖L‖+ ‖G‖)2,

logo é claro que (un) é limitado em V e (ε∇un) é limitada em
L2(Ω), assim pela regularidade do problema, ε∇un ∈ L2(Ω) e
un ∈ V, portanto (un) é limitada em H2(Ω) ∩ V. De forma similar
pode-se deduzir que (ωn) é limitada em H2(Ω) ∩H1

0(Ω).
Logo, existem subsequências tal que:

T (Vm, w∗m) = (Um, ωm),

satisfazendo:

• (Vm, w∗m) ⇀ (V,w∗) em V×H1
0(Ω), pois ambos são espaços

reflexivos.

• (Vm, w∗m) −→ (V,w∗) em Lq(Ω)×Lq(Ω), 1 ≤ q < 6, pois V ⊂
H1

0(Ω) ⊂ H1(Ω), logo pelo teorema de imersão de Sobolev
tem-se que H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) com 1 ≤ q < 6.
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• (Um, ωm) −→ (U, ω) em V×H1
0(Ω), pois como a imersão dos

espaços é compacta tem-se que a convergência fraca torna-se
forte.

De acordo à proposição (5.3.3), passando o limite para os termos
não-lineares tem-se:

• (Vm · ∇)um −→ (V · ∇)u em Ls(Ω) com s = 2q
2+q já que:

‖(Vm · ∇)um − (V · ∇)u‖s
= ‖(Vm · ∇)um − (V · ∇)um + (V · ∇)um − (V · ∇)u‖s,

≤ ‖Vm − V ‖q‖∇um‖2 + ‖V ‖q‖∇um −∇u‖2
m→∞−−−−→ 0,

pois ∇um, V são limitados em L2(Ω) e Lq(Ω), com 1 ≤ q < 6,
respectivamente.

• Para (Vm · ∇)ωm o caso é análogo ao anterior, assim, para
s = 2q

2+q tem-se a convergência forte (Vm ·∇)ωm −→ (V ·∇)ω
em Ls(Ω).

• Como (Mm, Hm) é solução de (P1) para cada m, pela pro-
posição (5.3.2) e considerando a definição de norma nas
estimativas tem-se:

K‖Mm‖H1
t
≤ C‖F‖2, K > 0

‖Hm‖H1
t
≤ C(‖Mm‖+ ‖div(Mm)‖+ ‖F‖).

Logo, é claro que (Mm, Hm) é limitado em H1
t (Ω)×H1

t (Ω).
Assim, existe uma subsequência (que por conveniência vamos
denotar por (m)) (Mm, Hm) tal que:

(Mm, Hm) ⇀ (M,H) em H1
t (Ω)×H1

t (Ω),

(Mm, Hm) −→ (M,H) em Lq(Ω)× Lq(Ω), para 1 ≤ q < 6.
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Então, observa-se:

∣∣∣∣∫
Ω

(Mm ×Hm −M ×H)ψdx
∣∣∣∣

≤
∫

Ω
|(Mm −M)×Hm)| |ψ|dx

+
∫

Ω
|Mm × (Hm −H)| |ψ|dx,

≤ ‖Mm −M‖‖Hm‖4‖ψ‖4
+ ‖M‖4‖Hm −H‖‖ψ‖4

m→∞−−−−→ 0.

Portanto Mm ×Hm ⇀M ×H em L 4
3 (Ω).

De forma análoga tem-se que (Mm · ∇)Hm ⇀ (M · ∇)H em
L 4

3 (Ω).

Logo pode-se concluir que T (V,w∗) = (u, ω). Consequentemente,
existe uma imersão compacta de T (B(0, R)) em V×H1

0(Ω).

5.3.4 Fim demonstração Teorema 5.3.1

Considerando o demonstrado anteriormente, tem-se que se
satisfazem as hipóteses do Teorema de ponto fixo de Schauder (1.2.4)
para a função T . Portanto existe (uε, ωε) ∈ V×H1

0(Ω) tal que:

T (uε, ωε) = (uε, ωε).

Sendo (Mε, Hε) = T1(uε, ωε) ∈ H1
t (Ω)×H1

t (Ω) com Hε = ∇ϕε, então
conclui-se que (uε, ωε,Mε, Hε) é solução do problema (Pε), satisfazendo
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as equações (5.2.1), (5.2.2) e (5.2.3):

ε2‖ 4 uε‖2 + η

2‖∇uε‖
2 + ε2‖ 4 ωε‖2 + η′

2 ‖∇ωε‖
2

+ (λ′ + η′)‖div(ωε)‖2 + µ0

τ

(
1
2 + X0

)
‖Hε‖2 + ζ‖rot(uε)− 2ωε‖2

+ µ0σ

2 ‖div(Mε)‖2 ≤ C(‖F‖2 + ‖L‖2 + ‖G‖2),

σ‖rot(Mε)‖2 + σ‖div(Mε)‖2 + 1
τ
‖Mε‖2 + X0

2τ ‖Hε‖2 ≤ C‖F‖2,

‖Hε‖ ≤ ‖Mε‖+ C‖F‖,

‖Hε‖H1
t
≤ C(‖Mε‖+ ‖div(Mε)‖+ ‖F‖),

(5.3.20)

e com (uε, ωε) satisfazendo:

ε2‖uε‖2H2 + ‖uε‖2V + ε2‖ωε‖2H2 + ‖ωε‖2H1
0

+ ‖Hε‖2

≤ C(‖F‖2 + ‖L‖2 + ‖G‖2).
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6 Existência de uma solução fraca
para o problema (P)

6.1 Fim demonstração do Teorema (4.1.1)

Seja (uε, ωε,Mε, Hε) solução do problema (Pε) gerada pelo
teorema (5.3.1). A partir dessa solução, passando ao limite quando
ε → 0 na sequência (uε, ωε,Mε, Hε) é que vamos construir a solução
para o problema (P). Para isso precisamos conhecer a formulação fraca
do problema (Pε), que consiste das seguintes equações variacionais:

i) Para todo Φ ∈ H2(Ω) ∩ V:

ε2(4uε;4Φ) + ρ〈(uε · ∇)uε; Φ〉+ η(∇uε;∇Φ)

+ ζ(rot(uε); rot(Φ)) = µ0〈(Mε · ∇)Hε; Φ〉

+ 2ζ(rot(ωε); Φ) + (L; Φ).

ii) Para todo Ψ ∈ H2(Ω) ∩H1
0(Ω):

ε2(4ωε;4Ψ) + ρk〈(uε · ∇)ωε; Ψ〉+ η′(∇ωε;∇Ψ)

+ (η′ + λ′)(div(ωε); div(Ψ)) = µ0(Mε ×Hε; Ψ)

+ 2ζ(rot(uε)− 2ωε; Ψ) + (G; Ψ).

iii) A equação de magnetização é satisfeita fracamente, ie, ∀ Λ ∈
H1
t (Ω):

〈(uε · ∇)Mε; Λ〉+ σ(rot(Mε); rot(Λ)) + σ(div(Mε); div(Λ))

+ 1
τ

(Mε −X0Hε; Λ) = (ωε ×Mε; Λ)

iv) A equação magnetostática é satisfeita fracamente, ie, ∀ ν ∈ H1
] (Ω):

(∇ϕε;∇ν) + (Mε;∇ν) = −(F ; ν).
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Lema 6.1.1. Existe uma subsequência denotada ainda (uε, ωε,Mε, Hε),
com Hε = ∇ϕε tal que quando ε→ 0:

i) ε2 4 uε, ε
2 4 ωε −→ 0 fortemente em L2(Ω).

ii) uε, ωε,Mε, Hε ⇀ u,ω,M,H fracamente em H1(Ω).

iii) uε, ωε,Mε, Hε −→ u, ω,M,H fortemente em Lq(Ω), 1 ≤ q < 6.

Ainda mais, u ∈ V, ω ∈ H1
0(Ω), M ∈ H1

t (Ω) e H = ∇ϕ ∈ H1
t (Ω).

Demonstração. i) Diretamente da primeira estimativa de (5.3.20)
pode-se observar que ε4 uε, ε4 ωε são limitadas em L2(Ω), logo
ε2 4 uε, ε

2 4 ωε −→ 0 quando ε→ 0 em L2(Ω).

ii) Como uε, ωε,Mε, Hε são limitadas em H1(Ω), então existe uma
subsequência que converge fracamente em H1(Ω) a u, ω,M,H

respetivamente.

iii) Pelo teorema de imersão de Sobolev de H1(Ω) ↪→ Lq(Ω),
1 ≤ q < 6, tem-se que a convergência fraca torna-se forte em
Lq(Ω), ; 1 ≤ q < 6.

Corolário 6.1.2. Para ε→ 0, satisfazem-se as seguintes convergências:

• 〈(Mε · ∇)Hε; Φ) −→ 〈(M · ∇)H; Φ).

• (Mε ×Hε; Ψ) −→ (M ×H; Ψ).

• (ωε ×Mε; Λ) −→ (ω ×M ; Λ).

• 〈(uε · ∇)uε; Φ〉 −→ 〈(u · ∇)u; Φ〉.

• 〈(uε · ∇)Mε; Λ〉 −→ 〈(u · ∇)M ; Λ〉.

• 〈(uε · ∇)ωε; Ψ〉 −→ 〈(u · ∇)ω; Ψ〉
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Para todo Φ ∈ V, Λ ∈ H1
t (Ω), Ψ ∈ H1

0(Ω).

Demonstração. • Do lema anterior (6.1.1) tem-se que Mε →M em
L4(Ω), como Hε ⇀ H fracamente em H1(Ω), então ∇Hε ⇀ ∇H
fracamente em L2(Ω) logo (Mε · ∇)Hε ⇀ (M · ∇)H fracamente
em L 4

3 (Ω).
Pela imersão de H1(Ω) ↪→ L4(Ω) e utilizando a Proposição 1.2.2
para ε→ 0 tem-se 〈(Mε · ∇)Hε; Φ〉 −→ 〈(M · ∇)H; Φ〉.

• A convergência dos outros casos é análoga à feita anteriormente.

Finalmente, fazendo ε→ 0 em (Pε) obtém-se que (u, ω,M,H)
é a solução fraca do problema (P). No caso das equações (5.3.20), ao
passar o limite inferior obtém-se que (u, ω,M,H) satisfaz as equações
(4.1.1).
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