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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo de Rosensweig para um ferrofluido
estaciondrio e a existéncia de uma solugao fraca. Formado pelas equagdes
de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis, equacdo de momentum
angular, equacdo de magnetizacio e a equagdes magnetostdticas, esse
modelo descreve o escoamento de um ferrofluido em uma regiao limitada

tridimensional sob a¢do de um campo magnético externo.

Para contornar as dificuldades causadas pelas varias equagdes com mui-
tos termos nao-lineares, os problemas foram divididos em sub-problemas
em combinagdo com técnicas de regularizacdo e um argumento global
de ponto fixo. Mediante o Teorema de imersdo de Sobolev e outras
estimativas encontraremos a solucdo fraca do modelo de Rosensweig a

partir da solugdo encontrada para o modelo regularizado.

Palavras-chave: Rosensweig. Solucao fraca. Ferrofluido. Modelo es-
tacionario. Equagoes de Navier-Stokes. fluido incompressivel. Fluidos

magnéticos.






Abstract

This work studied the Rosensweig’s model for a stationary ferrofluid and
the existence of a weak solution. Formed by the Navier-Stokes equations
for incompressible fluids, angular momentum equation, magnetization
and magnetostatic equations, this model describes the flow of a ferrofluid
in a limited three-dimensional region under the action of an external

magnetic field.

To oversome the difficulties caused by the several of equations with
many nonlinear terms, the problems were divided into subproblems in
a combination with regularization techniques and a global fixed-point
argument. By Sobolev Immersion Theorem and other estimates we will

find the weak solution to the regularized model.

Keywords: Rosensweig. Weak solution. Ferrofluid. Stationary model.

Navier-Stokes equations. Incompressible flow. Magnetic fluids.
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Introducao

A interacdo entre fluidos e campos eletromagnéticos tem sido
atraente pela diversidade de areas em que pode ser aplicada, como na

medicina, na industria, na area automotriz, na acustica, entre outras.

Dentre as iteracdes que pode ter o fluido com o campo de
forca se encontra a ferro-hidrodindmica onde a forca de corpo se produz
pela forca de polarizacdo ! e ndo existe fluxo de corrente elétrica ne-
cessariamente; diferente da hidrodindmica, magneto-hidrodinamica ou
eletro-hidrodinamica onde as unicas forgas de corpo agindo no volume

sdo a forca de gravidade, cargas ou correntes elétricas.

Entende-se por ferrofluido como um liquido (ou coloide ?) al-
tamente polarizavel na presenca de um campo magnético. Temos nele
misturas de nanoparticulas ferromagnéticas dentro de um fluido, que
usualmente é dgua ou algum solvente organico. Os ferrofluidos, apesar
do nome, ndo mostram ferromagnetismo, pois ndo conservam a magne-

tizagdo em auséncia de um campo externo.

Sendo um pouco mais especifico, para um fluido magnético
incompressivel (secgdo 2.3) sob um campo magnético externo, existem
dois modelos que descrevem o movimento de suas particulas dentro de
uma sub-regiao 2 do volume do fluido. Um deles, e que vai ser estudado
¢ o modelo de Rosensweig® (1985), onde o escoamento é descrito pelo

seguinte sistema:

Momento de dipolo magnético. A qual requer magnetizacdo (ou imantagdo) do
material. A magnetizacdo é a densidade de momentos dipolares magnéticos.

Os coloides sdo sistemas onde no menos um componente tem uma das suas
dimensoes entre 1nm e 1um.

3 O outro modelo existente é o modelo de Shliomis
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div(u) = 0,

p(u-Vyu—(n+¢) Au+Vp
= po(M - V)H + 2¢rot(w) + L,

pkI(u-Vw —1n" Aw— (1 + N)Vdiv(w)

= puoM x H + 2{(rot(u) — 2w) + G,
(u-VIM =0 AM+L(M - XoH) =wx M,
rot(H) = 0, div(H + M) = F,

u =0, w =0, M- -n=0,

rot(M) x n =0, H-n=0 em Of.

u representa a velocidade e w representa o momentum angular
das particulas do fluido, p é a pressao, I representa o tensor de inercia
ep,1n,C o, N,o0,Xy e T sdo constantes fisicas positivas, M e H sao

a magnetizacdo e o campo magnético, respectivamente.

Cada equagdo diferencial do modelo (P) estd definida em (2,
um subconjunto limitado em R3, as que correspondem & equacdo de
continuidade, equacdo de momentum linear, equacdo de momentum
angular, equacdo de magnetizacdo de Bloch-Torrey 4, equacdes magne-

tostaticas e as condigoes de contorno, respectivamente.

O termo uo(M - V)H representa a forga do corpo de Kelvin
devido a magnetizacao, enquanto pugM x H representa a densidade de
torque que faz que o fluido circundante e as nanoparticulas magnéticas

girem.

Os parametros L, F' e G recebem o nome de forgantes. Vamos

4 & representa o coeficiente de difusdo magnética que carregam os giros.
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assumir que F' satisfaz a seguinte condicdo:

/de:O,
Q

e estd ligado ao campo magnético aplicado H.,; pela féormula:

F= —diV(Hext).

Queremos mostrar que o sistema (P) tem uma solugdo fraca
mas para nao utilizar o método de Faedo-Garlekin (que nos levaria em
um sistema algébrico néo linear) precisamos adicionar termos extras

que vao regularizar nosso sistema. Logo o novo sistema fica na forma:

div(u) = 0,

e AN u+pu-Vyu—(n+¢) Au+Vp

= po(M - V)H + 2¢rot(w) + L,

2 N2w+ pkl(u-V)w—1n"Aw— (7 + N)Vdiv(w)
= uoM x H + 2¢(rot(u) — 2w) + G,

(u- VM =0 AM+ L(M - XoH) =w x M,
rot(H) =0, div(H+ M)=F,

u=0, Vu-n=0, w=0, Vw-n=0 em 09,

M-n=0, rot(M)xn=0, H-n=0 em 9I0N.

A ideia é encontrar uma solugéo fraca da forma (ue,w., M, H.)
para o problema (P¢) e a partir dela construir uma solugéo (u,w, M, H)

para o problema (P) fazendo tender € — 0 em (ue,w., M, H.).

Como encontramos aquela solugdo para o problema (P€)?

Para achar aquela solu¢do vamos descompor o problema em duas partes:
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(V-VIM -0 AM+ L(M - XH) =w* x M,
(Py) H=Vy, div(H+ M) =F,
M-n=0,rot(M)xn=0, H- n=0 em 90.
Onde para (V,w*) € V x H}(Q2) dado, o par (M, H) vai ser
solucio do problema linear (P!). E define-se uma fungdo T3 da forma
T (V,w*) = (M, H).

Por outro lado:

div(u) =0,

2 N2u+p(V-Vu— (n+¢) Au—2¢rot(w) + Vp

2 N2w+pkI(V -Vw—n' Aw— (7 + N)Vdiv(w)

—2((rot(u) — 2w) = poM x H + G,

u=0, Vu-n=0, w=0, Vw-n=0 em 0.

Onde para (M, H) € H}(Q) x H} (Q) dado, o par (u,w) é a
soluc@o ao problema (P5). Entao, define-se uma fungao da forma
T5(M, H) = (u,w). Mediante o teorema de Lax-Milgram vamos demons-
trar que aquelas funcoes estdo bem definidas. Considerarmos T' como a
composicao T = T, o T7, vamos demonstrar que é continua e compacta.
Logo utilizando o argumento de ponto fixo, pelo teorema de Schaulder

encontraremos a solugio para (P¢).

No que segue vamos estudar o modelo descrito anteriormente
seguindo [12], Youcef Amirat e Kamel Hamdache. O trabalho estd
organizado de tal forma que o capitulo 1 dedicada aos resultados e
ferramentas auxiliares que vao ser utilizadas e sdo primordiais. Nos

capitulos 2 e 3 construimos algumas das equagdes que vao formar o
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sistema (P). No capitulo 4 se presenta o modelo de Rosensweig de forma
mais detalhada. No capitulo 5 se presenta o problema (P¢) de forma
mais detalhada e se foca em descompor e achar uma solugao fraca para
ele. Finalmente no capitulo 6 vamos mostrar e concluir que o problema

(P) possui uma solugdo fraca.
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1 Resultados Preliminares.

No seguinte capitulo vamos enunciar alguns resultados que
serao utilizados posteriormente e que sdo necessarios e fundamentais

para conseguir nosso objetivo.

1.1 Calculo e Topologia.

Proposicdo 1.1.1 (Desigualdade de Young, [6], pp 622). Sejam
1 1

1<p,qg<oo, com -+ - =1, ec > 0. Entdo, existe uma constante

p g
real e positiva C(g) tal que

ab<ed’+C()b!, Va,b>0.

1.1.1 Cdlculo tensorial.

Algumas identidades vetoriais cldssicas e importantes para

facilitar as nossas contas sdo:
V- (VI = V(Y ),
V- (Vv)=Av, (1.1.1)
V- (Vv)t =V(V-v).

(v-Vw,w) =0 (1.1.2)

Para v, w funcdes vetoriais em R3

Outra ferramenta fundamental é a seguinte identidade:
Vx(Vxv)=V(V-v)-Av,
ou escrito de outra forma:
— A =rot? — Vdiv, (1.1.3)

que vai nos permitir resolver a equagdo magnetostatica.
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Proposigao 1.1.2. Seja T, definida por T, = % (&-A), onde & é um

vetor tridimensional definido por & = é;€;€r€;51. Entdo:

VoTa:f%VxA

Demonstrac¢do. Considerando como estd definido cada termo, por um
lado:

1
N 1, .. .
= &0 - <2eiejekeijk -Apep) ,
1 N
= §5lialej5kp€ijkAp7

1
V- Ta = i(gléleijp.

Por o outro lado tem-se:
VXxA= éiai X Apép,
= a7l14p6iplél>

VxA= _6iél6ilpAp-

Portanto a relacao enunciada esta provada. O

1.2 Anélise Funcional.

Os seguintes teoremas vao nos permitir resolver o problema nas

Proposicoes 5.3.2, 5.3.3 e o Teorema 5.3.1.

Teorema 1.2.1 (Lax-Milgram, [6], pp. 297). Sejam E um espago de

Hilbert,
B: ExFE R

(u,v)  +— Blu,v]

uma forma bilinear, continua e coerciva e f € E'. Entdo, existe um

unico u € F tal que

Blu,v] = f(v), Yv € E.
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Proposigao 1.2.2. Sejam E, F e G espagos de Banach e B uma fungdo
bilinear e continua com B : ExX F — G. Se (u,) — u fortemente em E,
e (vy) = v fracamente em F, entio (B(un,v,)) = B(u,v) fracamente

em G.

Definicdao 1.2.3. Sejam E um espago de Banach, (x,)nen C E e
(yn)nen C E'. Dizemos que a sequéncia (Tn)nen converge para um
elemento x € E no sentido fraco, se f(x,) converge d f(x) em R, para
todo f € E'.

Teorema 1.2.4 (Ponto fixo de Schauder, [2], pp.57). Seja D um
subconjunto convexo, fechado e limitado de um espaco de Banach X. Se
f:D — X é uma aplicagio compacta tal que f(D) C D entdo existe
x € D tal que f(z) = z.

1.3 Espacos de Sobolev

Lema 1.3.1 (Desigualdade de Hélder, [5], pp 18). Seja Q C R3

aberto. Considere um conjunto de nimeros reais e positivos (p;),
n

1
tal que 1 < p; < oo, V1<i<mne Z— = 1. Se escolhermos u; €
— Di
=1
LPi(Q), V1 <i<n, entdo Hui ceL(Q) e

i=1

n n
l H uil ) < H il Loi ()-
=1 =1

Teorema 1.3.2 (de Rham, [3], pp.243). Seja Q um dominio conezo,
limitado e Lipschitz de R%. Seja f € (H_l(Q))d tal que para cada
o € (D) que cumpre div(p) = 0 tem-se:

(f,o)m-1m =0.
Entdo, 3! z € L*(Q) tal que f = Vz

Uma consequéncia do Teorema de Hanh-Banach é o seguinte

resultado.
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Proposigao 1.3.3. Sejam E um espaco lineal normado e F' um su-
bespaco de E. Supomos que qualquer funcional continuo sobre E que
anula-se sobre ' € identicamente zero. Entdo, F é um subespago denso
de E.

Teorema 1.3.4 ([3], pp.167). Para d > 2, com § limitado tem-se a
inclusdo (H'(Q))? — (L4(Q))4, V2 < q<p ondep cumpre % =1-

Ul

Observagao 1.3.5. O expoente p dado é o melhor possivel no sentido

de que ndo existe ¢ > p tal que ||u|l, < C|lullm:, para todo u € D(Q™).

Observagao 1.3.6. FEsse resultado pode ser generalizado para os espa-
¢os de fungoes de (H™(2))? para m < 1d, logo (H™(Q))? < (LP(Q))¢

1.4 Espacos de Hilbert.

Para estudar o modelo de Rosensweig precisamos introduzir os
espacos funcionais na teoria de equacgédes de Navier-Stokes:
V= {ve (DQ))?/div(v) = 0},
V= )}Hé(ﬂ)7
H =V ®,

Podemos ter uma defini¢do ainda mais especifica do espaco V dada no

seguinte lema:
Lema 1.4.1. Seja Q um dominio limitado Lipschitz de R®. Entdo:
V = {v e (H}(Q)? / div(v) = 0}.
Demonstragdo. Vamos definir V* := {v € (H}(2))¢ / div(v) = 0}.
E claro que V € V*. Como V* é subespaco fechado de (H(Q))4, entéo:
V=P v o v,

Para provar a outra inclusao, precisamos mostrar que qualquer

funcional linear continuo sobre V* que anula-se em V também anula-se
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em V*. Entdo, se f € [H7}(Q)] N V*, pelo Teorema de Rham (1.3.2),
f é o gradiente de uma funcio z de L?(Q2). Portanto, V v € V*:

<fvv>H—1,H(1) = <V37W>H—1,Hé = — (2] div(v)) 2 = 0.

Logo, f anula-se sobre V* e assim pela Proposi¢do 1.3.3 tem-se V* um
subespaco denso de V. Portanto V=) = V*. O

Teorema 1.4.2 (Trago para H'(Q), [7], pp 100). Seja Q C R3 aberto,
limitado e com fronteira de classe C2. Entdo, a aplicacdo
oo : DQ) — H2(9Q)
v — Vg0

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Q) em H*(2), a uma

unica aplicagao linear, continua e sobrejetora, ainda denotada por |,

de HY(Q) em Hz (09)

Lema 1.4.3. Seja Q C R3 aberto. Entdo, o conjunto
H(div,Q) = {V € L*(Q) / div(V) € L*(Q)}.

é um espago de Hilbert com o produto interno dado por:

(U, ) r(aingy = (U V) 2 + (div(u), div(v)) 1. -

Teorema 1.4.4 (Traco para H(div, (), [9], pg 204). Seja Q C R3

aberto, limitado e com fronteira de classe C?. Entdo a aplicagio:

log 1 : DQ)? — H3(0Q)
v o Vg

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(2)® em H(div, ), a
uma unica aplicagdo linear e continua denotada por |4, - n, de H(div,(2)
em H2 (09).

Corolario 1.4.5. Para V € H(div; Q) temos a formula de Stokes dada

por:
Vo € HY(Q), / V- Vedr = —/ ediv(V)dz + (V- n,0)aq (1.4.1)
Q Q

onde (-,-Yoq € o pareamento de dualidade entre H™2 (9Q) e Hz (99Q).
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Lema 1.4.6. Seja Q C R3 aberto. Entdo, o conjunto
H(rot; Q) = {V € L? / rot(V) € L*(Q)},
€ um espaco de Hilbert com o produto interno dado por:

(U, V) g (rot,2) 7= (U5 V) 2 + (rot(u), rot(v)) 12 -

Teorema 1.4.7 (Traco para H(rot,Q), [9], pp 204). Seja Q C R3
aberto, limitado e com fronteira de classe C?. Entdo a aplicacdo:

log X n:D(Q)P — H-3(0Q)
v Vg XN

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Q)> em H(rot,Q), a
uma unica aplicagdao linear, continua, ainda denotada por |4o X n, de
H(rot,Q) em H™2(80Q)3.

Corolario 1.4.8. Para V € H(rot; Q) € satisfeita a formula de Green
dada por:

VW e HY(Q), / rot(V) - Wdx = / V- rot(W)dz + (V x n, W)sq.
Q Q

Para resolver a equacdo de Bloch-Torrey vamos introduzir o

espaco de Hilbert:
H (Q) = {M € HY(Q) / M -n =0 em 00},

munida com a norma de H' ().

Notemos também que existe C' > 0 constante tal que:
IVVI < CIVIP + [[rot(V) | + |div(V)[[2)2, ¥V € H(Q)

onde || - || vai representar a norma em L?(().

Portanto, vamos ter que a equivaléncia entre as normas ||V [ (q) €

(IVI2 + lrot (V)| + [[div(V)[) .
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Para resolver a equacdo magnetostatica, vamos introduzir os

seguintes espacos de Hilbert:
L} Q) ={p e L*(Q) / (v;1) = 0},
Hy () ={p € H'(Q) / (p;1) = 0}
Proposicao 1.4.9 ([3], pp.285). Seja Q um dominio de Lipschitz limi-

tado em R%. Entdo temos as sequintes desiqualdades de Poincaré:

lully < = Awullz,, YueV,

L)

A1
1

| &ulf, < 5 llAulf,, VueD(A)
1

onde A1 é o menor autovalor para o operador de Stokes.

Outra ferramenta a utilizar é a desigualdade de Poincaré-

Wirtinger, onde existe C' > 0 constante tal que:
lel < ClIVell, Ve H (9. (1.4.2)
Lema 1.4.10 ([11], pp.465). Eziste C = C(Q2) constante tal que:

[uflar < Clrot(w)],
|u < Clrot(u)],

para cada u € H'(D) N Hy

Os seguintes teoremas vao nos ajudar fazer algumas estimativas

no modelo regularizado.

Teorema 1.4.11 ([3], pp. 223). Seja Q@ um dominio de Lipschitz limi-
tado e conexo em R%. Assumindo que para algum k >0, Q € de classe
CHLL F e HR(Q) e up € HET20D | entio existe uma dnica solugio
u € HF2(Q)

—ANu=f em )

u = up em 00
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que satisfaz:

[lw|lgrse < C(||f||Hk+\|ub\|Mk+%),

com C dependendo unicamente de €.

Teorema 1.4.12 ([3], pp. 226). Seja Q um dominio de Lipschitz limi-
tado e conezo em R%. Seja f € L2(Q) e f, € H 2 (09) satisfazendo a

sequinte condi¢do:

[ 1@+ 1),y =0

Entdo existe uma tnica solugdo u € H*(Q) N L3(Q) de:
—ANu=f em Q)
% =fi em OS2

e satisfaz, para algum C dependendo unicamente de §):

[uller < CUS Nz, + 1 folly-3)-

1.5 Electromagnetismo.

Para a deducao das Fquacées de Navier-Stokes é preciso conhe-
cer as Equagées de Maxwell, as quais consistem da Lei de Gauss, Lei
de Gauss para o campo magnético, Lei de Faraday e a Lei de Ampere

generalizada dadas por:

vV.-E="
€0
V-B =0,

0B

E--2

V x T

OE
V x B = uod + pogo

£
onde E representa o potencial elétrico, p é a densidade de carga, g € a

permissividade elétrica do vacuo e B representa a densidade de fluxo

magnético.
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Seja 2 uma regido de um espaco (Q C R?, d = {2,3}) preen-
chida com um fluido. Seja = € © algum ponto em , com x = (x,y)
(ou x = (z,y, z) dependendo da dimensdo do espago). Se considerarmos
que uma particula do fluido se move através de x no tempo t, vamos
denotar u = u(x,t) a velocidade da particula movendo-se no fluido.
Considere x(t) = (z1(t), x2(t), z3(t)) o caminho seguido por uma parti-

cula em um fluido, entdo a velocidade de corpo esta dada por:

u(@y(t), 22(t), w3(t), 1) = (#1(2), &2(t), &3(1)), (1.5.1)
u(x(t),t) = d%it) (1.5.2)

Agora, considerando (1.5.2), a aceleragdo de uma particula de fluido

esta dada por:

a(t) = & ;‘t(t) %u(ml(t),xg(t),xg(t),t).

Utilizando a regra da cadeia e (1.5.1),

(t) = 6u.+8u +87u,+@
@ afEl 3x2 (91’3 815’

que podemos escrever da forma:

@ 8t & y’ 8(E1’ 8x2’ axd

a(t) = (§t+u v)( ).

Assim, vamos definir a derivada material como:

D
= v 1.5.
Dt 815 u s ( ) 3)

onde se considera que o fluido estd em movimento e que as particulas

de fluido podem mudar de posi¢do com o tempo.
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Para estudar o movimento das particulas no fluido escrevemos:

u(xy, o, w3, t) = (u(z1, T2, 23, 1), v(21, T2, 3, 1), W(T1, T2, T3,1)).
(1.5.4)
Como antes vamos considerar uma regiao €2 do fluido que esteja se
movimentando. Seja x € ), vamos definir a funcdo ¢ : Q x [0,00) — £,
suave o suficiente ' onde ¢(x,t) corresponde & trajetéria da particula

de fluido desde sua posicdo x no tempo t = 0 até sua posi¢ao no tempo t.

Considerando ¢:(x) = ¢(x,t), para W C € uma sub-regido do
fluido, vamos ter que (W) = W, corresponde a trajetéria do volume

W no tempo t dentro do fluido.?

Figura 1 — W, é a imagem de W como particulas do fluido no tempo t¢.

Consideramos:
p(x,t) = (£(x,1),n(x, 1), V(x, 1)), (1.5.5)
Seja J(x,t) a matriz Jacobiana da fungéo ;.

Lema 1.5.1. A derivada com respeito ao tempo de J estd dada por:

%J(w, t) = J(u, t)[div(p(, 1))]

tal que para cada t fixo ¢ é invertivel.
W corresponde & imagem de W como particulas do fluido para o tempo t.




1.5. Electromagnetismo. 33

Demonstragio. De acordo com (1.5.5):

o8 on 09

8{1}1 8{1}1 c’?ml

— o9& on oY
Jxt)=| £ o o0 (1.5.6)

%13 on oY

Para x fixo é facil ver que:

0 .08 Onp 99 08 9.0n 99
8 ot Bwl Bwl Bwl 89;1 ot 8131 6131
9 gxy=| 206 o0 ol || 9 oon e
at ) Ot Oxo Oxo Oxo Oxo Ot Oxo Oxo
0 906  Om 99 0 9 9np 99
ot Oz Oxs Oxs Oxs ot Oxs Oxs

26 om0 99

oz oz ot Oz,

o 28 o 200

Oxo Oxo Ot Oxo ’
9 om0 09
6223 6123 ot 6213
(1.5.7)

pois o determinante de uma matriz é multilinear nas colunas e filas.

Escrevendo:

oo 9o D

ot 0,  Ox, OF 3$iu(50(X,t),t),
0 877 _ 0 @ B )
ot dr; Oz Ot 3Iiv(s0(X,t)7t),
o o a o 0

_ - w(p(x,t),t),

ot dx;  Ox; Ot Oy

comi:=1,2,3.
Pela definicao de velocidade de corpo de fluido tem-se:

%@(Xﬂt) = U(Lp(XJ),t). (1'5'8)

Considerando (1.5.4):

O oltp) = QU 06 Oudn  dudd
oz, Y = e o T O 0y | 00 0y
9 WL wdy v
o, VWD) = St 5 on, T a0 om,
O 1)ty = SR 08  Owon , Ow 0y
oz, PN = e o T on 0w T 99 0y
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para i =1,2 3.

Entéo, segundo isto e substituindo segundo (1.5.6) e (1.5.7)

tem-se:

8J_<8u ov  Ow

o~ \ 2 ) J = (div(u))J.

o€ Ton T o0

Teorema 1.5.2. (Teorema do Transporte de Reynolds)
Para qualquer funcdo f de classe C* com respeito as varidveis (X,t) €

R2 x R, tem-se:

d 0
I . f(X,t)dX = w (af + div(fu)) dX. (1.5.9)

Demonstracao. Para t fixo, fazendo a mudanca de varidveis dada por:
X =p(z,t), zeW
obtem-se:

f(X7t)dX: f(@(x’t)vt)“](xvt)‘dxa
Wi Wo

Logo, derivando em ambos lados:

% f(X, t)dX = % fp(x,t), )| (z,t)|dz,

Wy Wo
d ) (1.5.10)
@t J, fX t)dX = . 57 (e, 6), 01T (. 1)) de,

Para o integrando do lado direito pode-se escrever:

o (o)1) = (100) + (52) 97 ) W40 111

Pelo Lema 1.5.1, substituindo em (1.5.10):

d

dt Jw, ot

g [ snax = [ S0+ (52)- 95 + sl taiviutonn)) 1lds
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Considerando a equagdo (1.5.8) e voltando as coordenadas originais

tem-se:
d B of
i J,, FE6ax = <6t +u-Vf+ fdiv(u )) dx,
d TS
g [ rxnax = [ (G va(ru)ax

O

Observagao 1.5.3. Do anterior, considerando o fator densidade de
massa, tem-se que a taxa de variacdo de momentum de uma parte do

fluido em movimento € equivalente ao total das forcas agindo nele, ie:

d
— pudV = / p—dV
dt We W,

Observagao 1.5.4. O resultado do teorema, aplicado em funcées es-
calares, pode ser aplicado também em fungoes vetoriais. Para F(X,t)
uma quantidade vetorial e considerando u como o mesmo campo vetorial

anterior pode-se escrever:

d

oF
o | FX.0dx = . <8t + div(F ® u)) dx
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2 Equacoes de Navier-Stokes

2.1 Conservacao de Massa.

Para cada tempo ¢, assumindo que a densidade de massa do
fluido p(x,t) estd bem definida. Se W é uma sub-regido qualquer em €,

a massa do fluido em W no tempo t esta dada por:

m(W, t) = /W p(x,t)dV (2.1.1)

Considerando o principio de conservacao da massa dentro do fluido
tem-se que nao ha perda nem ganho de massa no volume. Portanto, a

taxa de variacdo de massa no volume W ¢ zero, ie :

d
Zm(W.t) = 0.
dtm( ,t)=0

Segundo (2.1.1) e aplicando o Teorema de transporte 1.5.2:

0 plu, t)dV,

0—/ @+v-( )| dv.
- Jw Lot pu '

Agora, pelo Teorema do valor médio para integrais (assumindo

ap

que 37 + V- (pu) é continua) tem-se que 3 u* € W tal que:

9p 5 _
E+V~(pu)70.

Como isso ocorre para qualquer W C €2, entao:

Jdp B
E—FV-(pu)—O.

Esta é a forma diferencial da Lei de conservagao de massa.
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2.2 Equacao de Momento Linear.

O total de momentum linear contido em uma regido W em um

/ pudV,
Wy

Dentro das forcas externas agindo sobre a regido W no tempo

tempo t esta dado por:

t, ou Wy, tem-se a forca de corpo dada por:

| otav,
Wy

com f a densidade de massa das forcas; e a forca de superficie:

/ |, A,

com n a normal para fora em 0W;.

De acordo com a sequnda Lei de Movimento de Newton a taxa
de variacdo do momentum linear total é igual ao total de forgas externas

agindo no fluido, portanto:

d d
— dV = — d dA.
at Ju, pudV at Ju, pfdV + /é)Wt 7(n)

Pela observacao 1.5.4 tem-se:

o _ .
/Wt ( o +V (pu®u)> dV_/W,pde—i_/ath( YdA

Precisamos conhecer a forma geral da tensdo 7(n). A tensao
7 é linear com respeito ao vetor normal e depende de (¢,y) de forma

continua.

Teorema 2.2.1 (Tensor Tensado de Cauchy). Assuma que p, a den-
stdade do corpo, v, o campo de velocidades e f, a forca de corpo, sdo
requlares. Assumindo também que o vetor normal m estd fixo e a fungdo

(t,y) — 7(t,y,n) € continua.
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Entdo existe uma fungio tensorial (t,y) — o(t,y) tal queV (t,y)

e para cada vetor unitdrio n tem-se:

T(t,y,n) = o(t,y) - n. (2.2.1)

Demonstracao em [[3], pp 18].

Defini¢ao 2.2.2. Para todo (t,y), o tensor o(t,y) definido pela rela¢io

(2.2.1) é conhecido como o tensor tensdo do fluido.

Teorema 2.2.3. Assuma p,v e f suaves, entdo o tensor tensdo atuando

sobre o fluido é simétrico.

Demonstracao em [[3], pp 11].

Em um fluido em repouso, a tensao exercida na superficie de
um fluido atua em diregdo oposta & normal (para fora) da superficie

deste. Entao, segundo isto a tensao em qualquer ponto estd dado por:
T(n) = —pn, p>0
Portanto, segundo o (2.2.1) o tensor tensdo pode ser escrito da forma:
o= —pld,

Agora temos que estudar o que acontece quando o fluido estéd

em movimento.

Definigao 2.2.4. Para um fluido em movimento o tensor tensdo €

separado devido aos efeitos da pressao e movimento da forma:
o=T, — pIda D= 0
onde T, ¢ um tensor simétrico e é chamado tensor de tensdo viscosa.

Definicao 2.2.5. Seja D uma matriz simétrica da forma:

D) = 5 [Vu+ (Va)T].
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entdo vamos chamar D(u) de Tensor (de velocidade de) deformagao

para o fluxo.

Considerando os tensores T, e D(u) os tensores de tensao
viscosa e deformacao, respectivamente, tem-se que valem as seguintes

propriedades:

1. O tensor T, em um fluxo depende unicamente do tensor D(u).
2. A dependéncia de T,, em D(u) é linear.
3. A relacio entre T, e D(u) é isotrépica .

Definig¢ao 2.2.6. Um fluido que satisfaz as propriedades anteriores

(experimentalmente) é conhecido como fluido Newtoniano.?

Proposigao 2.2.7. Em um fluido Newtoniano existe uma relacio entre

0s tensores de deformagdo e tensdo viscosa dada da forma:
Ty =A(V-u)I+2uD(u),

com A\, 1 € R.

Agora, segundo o Teorema de Cauchy 2.2.1 e aplicando o

teorema da divergéncia:

/ <aapu+vo(pu®u))dV—/ pde+/ o(t,y) - ndA,
W, t W, oW,

/ (%’m“‘ +V- (pu®u)) dv :/ pfdV + [ V.o(t,y)dA.
w, \ Ot W, W,

De acordo com a defini¢do 2.2.4:

/<8pu+v-(pu®u)>d‘/:/ pfdV + | V- (T, - pI)av,
w, \ Ot W,

Wy

W, t

Cujas propriedades fisicas no dependem da dire¢do em que sdo examinadas
Condigoes extremas de velocidade, pressao o temperatura podem mudar o com-
portamento a um comportamento Nao Newtoniano.

2
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Pelo Teorema do valor médio para integrais e considerando que isto

acontece V t e qualquer sub-regido W do fluido, tem-se:

0
S V- (ueu) —pf =V (T, —pD) =0,
0
S V- (ueuw) =pf+ VT, - Vp,
Pela proposicao 2.2.7:
dpu
W—&-V-(pu@u) =pf+V-(AV-u)+2uD(u)) — Vp,
=pf+AV-(V-u)+2uV-D(u) — Vp,
1
=pf +AV(V - u) + 2uV - 3 (Vu+ (Vu)T)
- Vpa
=pf+AV(V-u)+ p(Au+ V(V - u)) — Vp,
0
o+ (u@u) = pf + pdut (A4 p)(V(V - u)) - Vp.
a que é conhecida como a equacao de evolugao de momentum
linear.

Ou escrita de outra forma:

ou

p (G + 0 D) = V- (ot = .

2.3 Fluidos Incompressiveis.

Vamos chamar um fluido de incompressivel se para cada sub-

regido Wy (no tempo t) do fluido cumpre-se:
vol(Wy) = / dv =K,
Wy

onde K é constante para qualquer tempo t, i.e., o volume do fluido nédo
varia. Entao:

0= [ V-udV,
Wy

devido ao teorema de transporte de Reynolds (1.5.2) logo V- u = 0.
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Assim, da equacao de conservagao de massas:

dp
il . =0
gt TuVe=0
considerando (1.5.3):
Dp
Ft - O.

Entao, um fluido é incompressivel vale alguma das seguintes equivalén-

cias:

1. O volume do fluido é constante no tempo.
2. V-u =0, ou seja, a velocidade do fluido esta livre de divergéncia.

3. A densidade do fluido é constante com respeito as trajetérias

associadas a velocidade wu.

Para fluidos incompressiveis a equagdo de momentum linear
torna-se:
dpu

= TV (pu@u) = pf + pAu—Vp,

Entao, considerando p = py constante tem-se:

0
Po ((;:+(U'V)U> — pAu+Vp =pof,

V-u=0.

A que é conhecida como Equag¢do de Navier-Stokes para fluidos incom-

pressiveis.
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3 Ferrofluidos.

Para entender, conhecer e estudar o movimento das particulas
em um fluido magnético deve-se considerar os campos e forcas que estao

agindo.

3.1 Equacdo de movimento para um fluido magnético.

Considere o equilibrio dindmico por unidade de volume de um
elemento infinitesimal de um fluido magnético, o suficientemente grande
para conter um grande nimero de particulas magnéticas coloidais, muito
pequenas comparadas com o campo de fluxo. A taxa de variacdo de

momentum para um elemento deforméavel com massa constante e volume
dV = dzxdydz estd dado por:

D Du DpdV

dVv dV—

Dy PudV) =p tu—p—,

onde o ultimo termo é zero pois a massa é constante. Logo, pela Lei de

Newton (normalizada a unidade de volume):

Du

o =fp+fotfotfm (3.1.1)

onde o termo 2. corresponde & derivada material definida na unidade I

Dt
m (1.5.3).

No lado direito de (3.1.1) tem-se a soma de forgas de corpo
agindo no elemento normalizadas a unidade de volume, onde aparecem

termos classicos em fluidos mecéanicos como o gradiente de pressdo:

fo==Vp(p,T), (3.1.2)

a forca de gravidade (p.u.v.)

fo=r8 (3.1.3)
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em que g é a aceleracdo local produzida pela gravidade. A forca de

viscosidade (p.u.v.):
Jo=V T,

onde T, o tensor de tensao viscosa, se relaciona com a velocidade do

fluido mediante a relacao constitutiva newtoniana:
T,=n [Vu + (VU)T} + AV u) -1,

De acordo com (1.1.1) tem-se que a forca de viscosidade pode se escrever

como:

fu:TIAUJr(’?Jr)\)V(V'U),

onde 1 e A correspondem ao primeiro e segundo coeficiente de viscosidade,
respetivamente. Agora, para fluidos incompressiveis a densidade de forga

viscosa estd dada por:

fo=nlu. (3.1.4)

Para o termo f,, correspondente a forga magnética p.u.v. tem-se a

relagdo:

fm =V Tm;
onde T, é o tensor tensdo de um fluido magnetizavel, e pode-se escrever:
T, =—al+ BH,

onde B e H correspondem aos termos das FEquacdes de Mazwell da
indugcdo magnética e o campo magnético respectivamente. Assim, segundo

as Equacoes de Mazwell o divergente de T}, é da forma:

V-T,=-V-(al)+ V- (BH),
— —Va+H(V-B)+B-(VH),
V-T, =-Va+B-(VH).
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Como B = po(H + M), com M representando a magnetizagao:

B-VH = puo(H + B)-VH,
= woH - VH + ugMVH,

1
= 1o [QV(H H)— H % (V x H)} + oMV H,
B-VH = %V(H - H) + puoMVH,

portanto tem-se que a forca magnética esta dada por:

fun ==V (a+ %nﬂnz) + o MVH. (3.1.5)
Entao, segundo (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4) e (3.1.5) para (3.1.1) tem-se:
d
pd—? = —V(a—i— %HHHz) + woMVH+nAu+ pg— Vp.

Agora, se considerarmos dentro do fluido a forca exercida pelo momen-

tum angular interno, definimos:
fa =V Taa

com Ty o tensor tensao angular dado na forma:

1
Ta:§€’A,

onde ¢ é um tensor (de segunda ordem) e A descreve a taxa de converséo
do momentum angular externo em momentum angular interno; sua
expressao estd dada por una relagdo constitutiva linear envolvendo as

velocidades linear e angular do fluido:
A =2V x u—2w)
De acordo a Proposicao 1.1.2 pode-se observar que f, estd dado por:
fo= L V x A
a — 2 )
1
= fiv X (26(V x u — 2w)),

= —£V x (V x u) +26(V x w),
fo=—EV(V - u) + €A u+ 2 (rot(w)).
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Assim, fazendo a nova soma de forcas, e considerando:
* Mo 2
pr=ptat+FlH|,
a equacao de movimento para fluidos com movimento angular interno
estd dada por:

Du
piDt =fp+fg+ fot fm+ fa
Du "

+ poM - VH —EV(V - u) + € A u+ 2(rot(w)),
entdo, no caso de fluidos incompressiveis a equacao torna-se:

D
Y Upt 4 pg (4 €) At oM - VH + 2€(vot(w)).

"Dt ~
De acordo com (1.5.3), finalmente tem-se que a equagio de movimento
para fluidos incompressiveis (com momentum angular interno) esté
dada por:
ou .
P (u-Vu ) +Vp = (n+&) Au=pg+pM-VH

Fn +
+ 2¢(rot(w)).
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4 Modelo de Rosensweig.

4.1 Principais resultados.

Considerando o modelo para escoamento de um ferrofluido
estacionario de Rosensweig para um subconjunto £ C R? limitado e

Lipschitz apresentado anteriormente:

div(u) =0,

p(u-Viu— 0+ Aut+Vp
= po(M - V)H + 2¢rot(w) + L,

pkl(u-Vw —n' Aw— (7 + N)Vdiv(w)
= puoM x H + 2¢(rot(u) — 2w) + G,

(u- VM -0 AM+ L(M — XoH) =w x M,
rot(H) =0, div(H+ M) = F,
0, M-n=0,

<
|

o
&
|

rot(M) xn =0, H-n=0 em Of).

Vamos dizer que (u,w, M, H) é uma solucao fraca do problema
(P) se (u,w, M,H) € VxH}(Q) x H}(Q) x H}(Q) e sdo satisfeitas as

seguintes condigoes:
i) A equacdo de momentum linear é satisfeita fracamente, ie,
Vo eV:

p{(u - V)u; @) +n(Vu; V@) + ((rot(u); rot(P))
= po((M - V)H; @) + 2((rot(w); @) + (L; ®).
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ii) A equacdo de momentum angular é satisfeita fracamente; ie,
VU e H(Q):

pk{(u - V)w; ¥) + 7' (Vw; V) + (0 + N)(div(w); div(D))
= po(M x H; W) + 2((rot(u) — 2w; ¥) + (G; ¥).

iii) A equagdo de magnetizacio é satisfeita fracamente, ie,
VA€ H}(Q):

{(u-V)M;A) + o(rot(M);rot(A)) + o(div(M); div(A)

Jrl(M*XOH;A):wXM;A).
T

iv) A equagdo magnetostitica é satisfeita fracamente, ie,
Vove HH(Q):

(Vip; Vv) + (M; Vo) = —(F;v).

Com (- ;-) representando o produto dual de L3 (Q) e L3(9).

Para M, H € H}(), tem-se que (M - V)H € L?(Q). Pela imersio de
Sobolev de H!(£2) < L%(2) e a desigualdade de Holder tem-se que para
eV

(M -V)H;®) = /Q(M-V)H~<I>dx.

Com argumentos similares podemos dar sentido aos termos {(u-V)u; @),
((u-V)w; ) e ((u-V)M;A).

No seguinte vamos considerar C' > 0 como uma constante
genérica que depende unicamente de algumas constantes fisicas e do
dominio §2. Na hora de escrever as normas ou produtos internos, vamos
omitir o conjunto onde estd definido pois vamos trabalhar sempre em

um dominio fixo €.

Nosso objetivo esta direcionado na existéncia de uma solugao
fraca para o problema (P), para isso precisamos demonstrar o seguinte

teorema.
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Teorema 4.1.1. Supomos que L,G € L*(Q) e F € Lg(Q) Entao
o problema (P) tem uma solugio fraca (u,w, M, H) satisfazendo as

estimativas de energia:
QV 2 — 9wl QIV 2\ N di 2
5 IVull” + Cllrot(u) = 20" + S [Vwll” + (X + 1) | div(w) |

po (1
+- (2 + Xo) IH|* < CUFI? + LI + G,

) ) , 1 , X ) ) (4.1.1)
ollrot(M)|" + ol div(M)|" + —[|M|]" + o[ HII" < ClIE,

IH| < [IM]] + ClIE],
[1H s ) < CUMI| + [[div(M)]| + [|F]),

onde C' > 0 é uma constante dependendo unicamente do dominio () e

algumas constantes fisicas.






51

5 Resultados Auxiliares

5.1 Estimativas de energia para o problema (P).

Seja (u,w, M, H) solugdo do problema (P), pode-se verificar a

seguinte identidade:

Cllrot(u) —2w||* = ((rot(u) — 2w;rot(u) — 2w),
= (llrot(u)[|* — 2¢ (rot(u); w)
—2((w;rot(u)) + 4¢(w; w),
Cllrot(u) = 2w|* = (llrot(w)||* - 2¢(rot(u) — 2w;w)
—2((rot(w); u). (5.1.1)

Assumindo (u,w, M, H) regular o suficiente, fazendo o produto interno

L?(Q) na equacio de momentum linear por u:
|| Vu|® +¢||Vul|® = po((M - V) H;u) + 2¢ (rot(w); u) + (L;u), (5.1.2)
por outro lado,fazendo o produto interno L?(£2) na equacio de momen-
tum angular por w:
7 [Vwl? + (' + X)|[div(w)[|* = po(M x H;w) + 2¢(rot(u) — 2w;w)
+ (G w).
(5.1.3)
Entdo, somando as equagoes (5.1.2), (5.1.3) e utilizando a identidade
(5.1.1) chega-se & igualdade:
|Vl + 7' [ Vwl® + (o + X)l|div(w)|* + ¢llrot(u) — 2w|, (5.1.4)
— 1o((M - V) H; ) + io(M x H;w) + (Liw) + (Giw),
onde [[rot(u)||? = ||Vul||?. Agora, para M e H pode-se escrever:
Ox(M;H;) = H;0xM; + M;0xH;,
= H;0pM; + M;0; Hy,
O (M;H;) — H;0,M; = M;0; H,
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com Oy H; = 0;Hy, desde que rot(H) = 0.
Logo, se considerar-se (Fy,) = (M - V)H, com:

Fy = Ox(M;H;) — H;O M;,

tem-se:
(M-V)H =V(M-H) - (H-Vu)

fazendo o produto interno L?(£2) na equagdo anterior por u, é facil ver
que (VM - H) -u= (u-V)M - H, logo integrando sobre 2

/Q(M-V)H-udx:/QV(M~H)dx7/Q(u-V)M-hdm,

para o primeiro termo da direita, de acordo & formula de Stokes (1.4.1)

tem-se:
/VM H)d /(M H)div(u)dzx + (u-n, (M - H))gq =0,
pelas condigoes de contorno div(u) = 0 e v = 0 em 0. Portanto:
(M -V)H;u) = —{(u-V)M; H). (5.1.5)

Agora, fazendo o produto interno L?(£2) na equacio de magnetizacgao

por H e utilizando a identidade (1.1.3) obtém-se:

X
(u-V)M; H) 40 (rot?(M)—Vdiv(M); H)+ (M H)——O(H H) = (wxM;H).
Logo, segundo a equagdo (5.1.5) vai-se escrever:

(M -V)H;u) = a(rotz(M)—VdiV(M);H)Jr%(M;H)

~T0HIP (o x M H),
= o(rot(M);rot(H)) + o(div(M); div(H))
FL(M H) — 2|2~ (% M H),
(M -V)H;u) = o(div(M);div(H)) + %(M,H)

X
~Z2H|? — (w x M3 H).
.
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Da equagao magnetostatica segue:

(div(M);div(H)) = (div(M);div(H + M) — div(M)),
= (div(M);div(H + M)) — ||div(M)]?,
(div(M);div(H)) = (div(M);F) — ||div(M)]>. (5.1.6)

Considerando que H = Vi e fazendo o produto interno L? de cada

termo por :

(div(H + M);p) = (Fie),
(M +H) Vy) = (Fip),
—(M;H) —|H|* = (F;p),
(M;H) = —|H|*~(F;¢). (5.1.7)

Entéo, utilizando as equagoes (5.1.4)-(5.1.7):

DIVl + 7 [Vl + (7 + N)lldiv(e) |2 + Clrot() — 2],
o (a<div<M>; div(H)) + 20 H) - S )2 (0 x M H))
T T
+ puo(M x H;w) + (L;u) + (G;w),

—po (o(-[ANDI + (@iv(M); ) + L - (i)

X,
- 70||H\|2 — (wx M;H)> + po(M x Hyw) + (L;u) + (G5 w),

Portanto:
NI Vull® + 7' [Vwll® + (" + X) [[div(w)[|* + ¢[rot(u) — 2w]|?
+%(1 + X0)[|H[[* + poo||div(M)||* = poo(div(M); F)

— B (Fip) + (L) + (Giw).
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Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré e (1.4.2) pode-

se estimar:
Nl Vull? + 1 [ Vel + (' + N)lldiviw) |2 + | rot(u) — 2]
+ 20+ )H)2 + M00||diV(M)||2

< oo |[div(M) | F| + £2 HFIIH@H + I Lull + NGl

ILI? A Vull®n IGI? [Vw|/*n’
+<02n +oa ) (et )

portanto:
nl[Vull® + 7' [ Vwl* + (7 + ) |[div(w)[* + ¢[lrot(u) — 2w]|?
+%(1 + X)[|H | + poo||div(M)[|* < C(IF|I* + [IL]* + |G]).
Fazendo o produto interno L?(2) de cada termo da equagio de magne-

tizagdo por M e utilizando (1.1.3) obtém-se:

Xo

_ 1
ol[rot(M)||* + o[ div(M)[|* + ~ | M|[* — == (H; M) = 0.

Utilizando (5.1.7) e (1.4.2):

. X, (IF12 15
o rot M)+ div(M) [+ | M|+ 22 | 2 < c(2+2 ,

portanto:
kot (M) + o ldiv(M) [P + HIMIP + 2 || < Ol I

Novamente de (5.1.7), utilizando (1.4.2) pode-se deduzir:

IH|* < IMIIH] + ClIVellFl,

IH (1> < (1M1 + CIIF) 1 H]I,

|E < 1] + CI| .
Da equagao magnetostética, utilizando (1.1.1) pode-se obter:

div(M + H) = F,
div(Vy) = F — div(M),
Np = F —div(M), Vo-n=0 em 0.
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Com div(M) € L3(2) (pois M € H}(Q) C HY(Q)) e, aplicando os
resultados de regularidade para a equacao eliptica de segunda ordem

com condigdes de contorno de Neumann homogéneas (1.4.12), tem-se a

estimativa:
el < € (el + llaiv(an) + | F1))
Portanto,
1Hlls ~ (I + [rot(HD)I|? + ldiv(D)]?)*
< O (lell; + 171+ ldiv(M)])
< (CUMI+CIFD + I1F] + v
|Hls < CUMI+IF) -+ div(M)I)

5.2 Problema (P¢)

Seja € > 0 um parametro fixo pequeno. Introduzimos o seguinte

problema com termo extra regularizante:

div(u) = 0,

2N u+plu-Viu—(n+¢) Au+Vp

= po(M - V)H + 2¢rot(w) + L,

2 N2w+ pkl(u-V)w —n" ANw— (7 + N)Vdiv(w)
P = uoM x H + 2¢(rot(u) — 2w) + G,

(u-VIM =0 AM+L(M - XH) =wx M,
rot(H) =0, div(H+ M) =F,

u=0, Vu-n=0, w=0, Vw-n=0 em 099,

M-n=0, rot(M)xn=0, H-n=0 em 9.
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Assim como foram obtidas as estimativas de energia do problema (P)

podemos obter para o problema (P¢):
n
| A ull® + §HVUH2 +&%[ A w? + ¢lrot(u) — 2w||

/
+ Vel 4+ (N + 1) [div(eo)]
(5.2.1)

Ho (1 2, M%) 2
20 (G4 ) 1 + A7 jaiv(an)|

< CAIFIP + LI + 1GIP),

: 1 Xo
ollrot(M)[* + o[ div(M)||? + ;||MH2 + ;HHH2 <C|F|*, (5.2:2)

VHI < M+ CIFI. [ Hllspy < CUM]| + [div(M)]| + |1 F]).
(5.2.3)
Gragas a regularizagao do sistema (P) e as novas estimativas pode-se
deduzir facilmente de (5.2.1) que u € V, e Au € L?(Q), w € H}(Q)
e e /A w € L%N). Utilizando a regularidade da equacdo de Laplace
com condi¢des de contorno de Dirichlet (Teorema 1.4.11) obtém-se que
ueH(Q)NVewe H Q) NH2(Q) com a estimativa:

e |lulli + llullf + llwlEe + i + 2]

< C(|F|? + | L|% + |G| (524
< CUFIZ+ILI7 + G117

Onde a constante C' ndo depende de ¢.

5.3 Resolvendo o problema (P¢)

Teorema 5.3.1. Assuma que L,G € L*(Q) e F € L(Q). Entdo o
problema (P¢) tem uma solugio fraca (u®,w®, M, H®) com

w € H2(Q)NV, w® € H2(Q)NHA(Q), M € HA(Q), H® = Vy* € HY(Q)
satisfazendo as desigualdades (5.2.1) - (5.2.4).
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5.3.1 Resolucdo da equacdo de magnetizac3o.

Seja (V,w*) € V x H} () dado. Denote por (M, H) como o par

solucao do sistema linear:

(V-V)M — o AM+ L(M — XH) = w* x M,

(P1) H =V, div(H+ M) = F,
M-n=0,rot(M)xn=0, H- n=0 em 0.

Claramente (P;) é uma equacio linearizada com respeito ao par (M, H)
pois cada termo depende unicamente de M ou H e é linear. Agora,
definindo o operador Ty : V x H}(Q) — H} (Q) x H} () da forma:

T(V,w*) = (M, H),

onde, como j& tinha-se estabelecido, (M, H) é a solucao do problema
(P1).

Definindo a forma bilinear A em (H% () x H;(Q)) X (H% () x Hul(Q))
como:

AM, ), (2,)) = a(M, ,®) + “b(M, 5, W),
onde:
a(M, o, @) = o(rot(M);rot(®)) + o(div(M); div(®))

Xo

(V- V)M ®) + (M5 8) — “2 (Vi @) — (w' x M; ),

b(M, @, ¥) = (Ve; VE) + (M; V).

Agora, vamos denotar por Z a forma bilinear definida em H; () x Hj ()
por:
Z(®, V) = ((0, =F); (2,¥)) = —(F; ¥)

A ideia ¢ achar um par (M, ) tal que V (@, ¥) € H; () x Hy () esse
seja solugao da equacao variacional:

A((M, ), (®,V)) =Z(P,¥) (5.3.1)

Proposicado 5.3.2. O problema (P;) tem uma dnica solugdo fraca
(M,H) € H}(Q) x H}(Q). Ainda mais, existe uma constante C' > 0
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(dependendo unicamente do dominio D e algumas constantes fisicas),

tal que:
L ollrot(M)|]* + ol div(M)|* + [ M|* + 2| H|I* < C|| F|I*.
2 | H| < [|M][ + C|F].
3. |[Hllm < CUIMI| + [|div(M)[| + [ F]])-
4. Tv(V x H}(Q)) € B(0, R), onde R = C||F|| e B(0,R) é uma bola

em H} () x H ()

Demonstragao. Primeiramente vamos demonstrar que (P;) possui uma
solugdo fraca, logo, a partir dos resultados encontrados podemos obter

as estimativas.

e Seja (M, ®) € H}(Q) x Hj (2), utilizando a desigualdade de Holder
e a imersdo de Sobolev H!(Q) — L*(Q) pode-se escrever:
(V- V)M; @) < [[V[|a| VMI[[| @4
< CIV vl M 12
[[w® x M| < [w*[|a|| Mlla,

< Cllw™ Iy [ M |z

(5.3.2)

Entdo, para (p,9) € H} (Q) x H} () tem-se:
[a(M, ¢, @)| < of(rot(M); rot(®))| + o|(div(M); div(®))|
(- V)02 4+ L0 + 2 vy
+ |(w* x M;®)].
Segundo as equagoes em (5.3.2) tem-se:
a(M, @, @)| < ol|rot(M)]|[[rot(®)]| + of|div(M)][|div(®)]]
+ CIIVIIvIIM [l |9l + %HMHH‘I)H

Xo )
+—IVelll@ll + Cllw [y 1 [ | 1]
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Portanto:

a(M, ¢, @)| < of| M e [|Pllezz + 0| M gy || Pz
1
+ CIVIVIM e Pl + — 11 e |8l
Xo §
+ el 1@l + Cllw [l M [l 1211,

2(M, ¢, ®)] < C(V,w") (IM s | @llss + Nl 121])

Por outro lado, para qualquer (¢, ¥) € Hﬁl () x Hul(Q)

IN

b(M, 4, 9)| < [(Vigs V)| + |(M; VD),
< IVl vl + M7,
C (el + 1M1 V9],

C (Il + 1M1) 19

IA A

IN

Ib(M, ¢, )|
Finalmente, com esses resultados para a forma bilinear A tem-se:

A, @), (2, 9))] < C(Vy ") (I1M s 1@l + el 1 21])

Xo
+ 220 (el + 1M1) 121,

IA((M, ), (@, W) < C(V, w)[ (M, )l 1 [ (P W) llexs 1 -

Assim tem-se que A é continua.
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Por outro lado, V (M, ) € H} (Q2) x Hﬁ1 (Q):

AM, ), (M, 9)) = a(M, o, M) + “Lb(M, 5, 0),
= o(rot(M);rot(M)) + o(div(M); div(M))

1 X
-

(V- V)M M) + —(M: M) (V; M)

. X,
= (" X M; M)+ > (Vg3 Vo) + (M; V)
= o|rot (M) ||* + o]|div(M)|]

1 X
+ M+ =2 Vel

T T

. 1 .

> min(o, ~) (|[rot(M)||? + [|div(M)||? + | M)

X
+ Vel

.

Portanto, utilizando a equivaléncia de normas e a desigualdade

(1.4.2) de Poincaré-Wirtinger obtém-se:

A((M’ @)’(M’ 90)) 2 C||(M7 @)”]%I}XH;’ (533)

com C' > 0 constante. Entdo A é coerciva e assim, aplicando o
Teorema de Lax-Milgram (1.2.1), tem-se que existe uma tnica
solugdo para (5.3.1), ou seja, o problema (P;) possui uma tnica
solucdo fraca (M, @) € Hy () x H/(Q).

e Considerando a equagao (5.1.7) das estimativas, utilizando as
desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré-Wirtinger, pode-se
obter:

[H|[* < |(M; H)| + [(F; 9)l,

IMI[[LH][ + ClIE sl

IMI[H] + IF[Vell,

IN

1|

A

recordando que H = Vi € H} (Q2) e para ||H|| > 0 tem-se:

IH| < [|M][ + CIIF[.
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Para ¢ € Hﬁ1 (Q) tem-se:
lelly = lell” + Vel
entdo, utilizando a desigualdade (1.4.2):

el < llell + [1Vell < (€ + D[ Vell,
el < (C+ V(M| + CIF]).

IN

A

Logo, considerando a estimativa:
[H ey = IVella < Cllellmy + div(M)|| + [|F]]),
obtém-se:
[H |l < CUIMI| + [|div(M)][| + | F[]).

Para (M, ¢) € H; () x H} (), de acordo com (5.3.1) e segundo
a definicdo de Z:

A((M,); (M, 9)) = =(F; ).
Utilizando (5.3.3) e as desigualdades de Cauchy-Schwarz e (1.4.2):
CNM, D) Zmy < IEIPIel® < CIFIPIVe]?,

portanto:
|V @)y < CIFI.

o que mostra que Ty (V,w*) C B(0, R), V (V,w*) € V x H}(Q).

O

Proposigao 5.3.3. A funcio Ty € Lipschitz continua. Mais especifica-
mente, existe C' > 0 constante, dependendo unicamente do dominio §) e

algumas constantes fisicas, tal que:

1T (Vi wi) = Ta(Va, wa) [l sy < CIEN(V1, wh) = (Vo w3) v
v (Vi,w5), (Va,ws) € V x H§(Q).
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Demonstragio. Seja (V;,w}) € VxHE(Q) e (M;, H;) a solugdo associada
para o problema (P1), tal que:

Tl(‘/ivwi) = (M’LaHl)a t= 172

E defina:
V=V-V,
w=wj —wj.
M = M, — M,
H = H, — H,

entdo tem-se que (M,H) satisfaz a equagdo:
(Vi - V)M + o(rot?(M) — V(div(M)) + %(M — XoH)
—wi X M ==V - VM, +w* x M, (5.3.4)
div(H + M) =0,
e as condigoes de contorno:
M-n=0, rot(M)xn=0, H-n=0.
Agora, fazendo o produto interno L?(2) em (5.3.4) por M:
/Q(v1 V)M - Mdx + cr/Qrotz(M) - Mdx — a/QVdiv(M) - Mdzx

1
+f/(M—XOH)~de7/w§xM~de
T Ja Q

*7/ V'VM2~Md:c+/w* x M - Mdx
Q Q
Utilizando a férmula de Stokes (1.4.1) pode-se escrever:

/ rot?(M) - Mdx = / rot(M) - rot(M)dx + (rot(M) x n; M)aq,

Q Q
= [rot(M)]1%,
/ Vdiv(M) - Mdx = / div(M) - div(M)dz + (M - n)sq,
Q

= —|ldiv(M)]*.
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E por outro lado é claro que tem termos nulos, logo:

Y 0

2 i oy, Lo X
o([[rot(M)[[* + [[div(M)][*) + —[IM* = = (5.3.5)

=—((V-V)My; M) + (w* x My; M)

Por outro lado, fazendo o produto interno L?(£2) na segunda equacio
de (5.3.4) por p € HY(Q) tal que H = V:

/ div(H + M)pdx =0 <= / div(H)pdx = —/ div(M)edz.
Q Q Q

Utilizando a férmula de Stokes (1.4.1) em ambos lados, similar ao caso
anterior, obtém-se:

|H|* = —(H; M). (5.3.6)

Agora, aplicando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev, como

antes, tem-se:

(V- V)Mo M)| < [V [V M |[[[M |4 < ClIV [l l| Mol [[ M |l
[(w™ > Muy; M) < [|lw”|[3]| Ma || M]3

Aplicando a desigualdade de Young (1.1.1), para qualquer a > 0:

CIVIvlMalls [|M s <l M + C(@) VI Ml (5-3.7)
lwllsMillsllMlls - < all Mg + Clo) JwlZ 1M 15(5.3.8)

Entéo, segundo as equagoes (5.3.6)-(5.3.7), de (5.3.5) pode-se obter a
seguinte desigualdade:

Xo

_ 1
lo([rot(M)[]* + [[div(M)[[*) + ~ | M|[* = —(H; M)| < of | M]|F;

+ C@IVIBIM: 2, + ol MIZ; +Cla)l* 12y 1112,
Utilizando a Proposicao (5.3.2) para M; e Ma:
)
T

+ C@IVIFIFI? + all Mg + C (o) w* g 1712,

, 1
o ([rot (M)|J* + [div(M)[[*) + —[[M]* = == (H; M)| < o M|,
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Escolhendo o > 0 pequeno a suficiente deduz-se as desigualdades:
C\IM 2 ﬁ H 2 < CIF 2 vV 2 * |12
1M gy + —IHI" < CIEN (IVIG + lw” i )

|HIE; < CIMIZy < CIFIR (VIR + lwrI3 ) -

5.3.2 Sistema linearizado para (u,w)

Seja (M, H) € H} () x H} () a solugdo ao problema (Pi)
associada a (V,w*) € V x H}(Q2) obtida pela fungdo Tj.

Defina-se (u,w) como a solucdo ao problema linear:
div(u) =0,

2 N2u+p(V-Vu— (n+¢) Au—2¢rot(w) + Vp
PE
(72) 2 AN2w+ pkI(V - Vw — ' Aw — (7 + N)Vdiv(w)

—2((rot(u) — 2w) = poM x H + G,

u=0, Vu-n=0, w=0, Vw-n=0 em 0Jf.

Similar ao sistema (P;), é claro que (P§) corresponde a um

sistema linearizado com respeito a (U,w).

Define-se o operador T : Hy (Q) x H} (Q) — (H*(Q)NV) x
(H2 QN H(l)(Q)) da forma:

To(M, H) = (u,w),

onde (u,w) é solugdo do problema (P5) para (M,H) dados. Denote T
como o operador composto dado por T' = T o T7.
Sejam:

U={ueV /erhuecl?Q)},

W={weHQ) /e Awel?*Q)},
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espacos de Hilbert munidos com a norma usual. Define-se £ =U x W.
Logo a imersdo continua £ C V x H}(Q) C & ¢é satisfeita.

Define-se a forma bilinear B em £ x £ da forma:

B((u,w), (®,¥)) = £2(Au; A®) + n(Vu; V®) + ¢ (rot(u); rot(®))
— 2((rot(w); @) + p((V - V)u; )
+ 2 (Aw; AY) + 1/ (Vw; VI) + (7' + X)(div(w); div(P))
= 2¢(rot(u) — 2w; ¥) + pk((V - V)w; ¥),

e seja a forma linear J definida em £ da forma:
J(@,9) = po((M - V)H; @) + (L; @)
+ uo(M x H; ) + (G; ¥).
Logo, a forma variacional para o problema (P5) estd dada por:
B((u,w), (®,9)) = J(®,¥), V(P,T)ecf. (5.3.9)

Proposicao 5.3.4. Assuma que L,G € 1.2(Q) e F € L3(Q). Entio
o problema (P5) admite uma tinica solugio (u,w) € (H?(Q) NV) x
(H2(Q) NHE(Q)) satisfazendo a estimativa:

| AullP+nlVul? + | A wll? + 7| Vwl® + (0" + X) || div(w)|?
+ Cllrot(u) — 2| < C(IFI1* + [IL]| + |GI)?,
(5.3.10)

onde C' > 0 é uma constante dependendo unicamente do dominio ) e

alguns pardmetros fisicos.

Demonstragio. Para (u,w) € £ tem-se:

B((u,w), (u,w)) =*[| & ul® + ]| Vul|* + (||rot(u) ||
— 2((rot(w); u) + p((V - V)usu) + %[ A w|®
+ 0/ [Vol? + (" + X) [ div(w)]|?
— 2¢(rot(u) — 2w;w) + pk{(V - V)w; w).
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Considerando (1.1.2) e (5.1.1) tem-se:

B((u,w), (u,w)) = | Aul®+nl|Vul]* + || A w|* + 7| V||
+01" + X)[div(w)|[* + ¢lrot(u) — 2w
B((u,w), (u,w)) > C(ully + [wliy) = Cll(u,w)l2. (5.3.11)

Agora, para (u,w), (®,¥) € &, utilizando a desigualdade de Holder

tem-se:
[B((u,w), (@, )] < || Aullll & || + 7l Vull[ VO
+ Cl[rot(w)[[[rot (@) + 2(]|rot(w) ||| ]|
+ VIl Vulll@lls + [l Awll]l & |
+ 0 [VollIVE] + (n + X)|div(w) || div(E)
+ 2(][rot(u) = 2w[[[[ T[] + pk|[V |4l Ve || |-

Considerando a imersido de Sobolev H!(Q) < L*(Q2) tem-se:

B((u,w), (@, 9))] < | Aull] &A@ +n]Vul[|[VE]
+(|Irot(w)[[[[rot (@) + 2¢]|rot(w)]|[| @]
+Cp|[V[vIIVullll@llv + %[l A wl]| A |
A0 IVl V] + (7" + A)[[div(w) ||| div(P)]|
+2(]|rot (w) [ W] + 4C]jw || ¥]
+CPk|V [y [ Ve[| ¥},

< COV)(lullee + llwllw) (12l + (1€ [[w),
L B((w,w), (2, W) < C(V)[[(u,w)l|el|(D, W)]e- (5:3.12)

De forma similar, seja (&, ¥) € &, para J tem-se:

|T(@,W)] < pol((M - V) H; ®)| + |(L; @)| + po| (M x H; U)| + [(G; V)],
< pol[M||a[[VH|®la + LI ®] + poll MI|4ll H @]l
+ |G,
T (@, W) < C([M g [IVH|[[[Plee + 1 ey [ %]1)
+ Ll + NGl
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Aplicando a Proposicao (5.3.2):
72, 9) < C(IFI* + LN+ IGIDI®, 9w - (5.3.13)
Sendo B uma forma bilinear continua e coerciva (segundo as
equagoes (5.3.12) e (5.3.11)), pode-se aplicar o teorema de Lax-Milgram

(1.2.1) e assim tem-se que existe tnica (u,w) € &£ tal que seja solugdo

da equacdo variacional (5.3.9) e assim satisfaz:
1w, )lle < CUFI + L] + 1G] (5.3.14)

Finalmente, considerando o caso B((u,w), (u,w)) = J(u, ¥), da coerci-
vidade (5.3.11), aplicando (5.3.13) e (5.3.14) obtém-se diretamente a
desigualdade (5.3.10). O

5.3.3 Continuidade e compacidade do operador T.

Proposigao 5.3.5. O operador T é Lipschitz continuo. Existe uma
constante C' > 0, dependendo unicamente do dominio ) e algumas

constantes fisicas, tal que:

LANT (Vi wr) = T(Va, wo)llvsemy < CIE(I[(Vi, wr) = (Va, w2)llvxg
2. T (BVXH}J(Q) (0,R)> c B(O,R).
3. T(B(0, R)) estd compactamente imerso em V x H(Q), onde

R=C(|F|?>+||L|| + ||G]]) e B(0,R) é a bola em V x H}(Q).

Demonstracio. 1. Sejam (M;, H;) a solugdo para o problema (P;),
associada a (Vi,w}) e (u;,w;) a solucdo para o problema (P5)

associada a (M;, H;), com i = 1, 2. Define-se:

V. =V-V, w =w—-uws,
M =M —-M,, H =H —H,,
u = Ui — u2, w = w1 — W2,

p = P1 — D2
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De acordo com isso tem-se que (u,w) satisfaz a equagdo:

div(u) = 0,

2 N2 u+p(Vy - Vu— (n+¢) Au—2¢rot(w) + Vp

= MO(MI . V)H + M()(M . V)HQ — p(V . V)UQ,

2 N2w+ pk(Vy - Vw — 1 Aw — (' + X)Vdiv(w)
+2¢(rot(u) — 2w) = poMy X H + poM - Hy — pkI(V - V)ws,

u=0, Vu-n=0, w=0, Vw-n=0 em 9.
(5.3.15)

Fazendo o produto interno L?(f)) de cada termo da segunda

igualdade por u e considerando (1.1.2), obtém-se:

2(AN2usu) — (n+ O (Ausu) — 2¢ (rot(w); u) + (Vp;u)
= po{(Mr - V)H;u) + po((M - V)Ha;u) — p(V - V)ua;u),
(5.3.16)

Utilizando a férmula de Green, pode-se escrever:

(A%u; ) :/ Au - Audz = || A ulf?,
Q
(Auju) =— / Vu - Vudz + (Vu - n;u)pq = —||Vul|?,
Q

(Vp;u) =— /deiv(u)dx +{(u-n)spn =0

Utilizando a desigualdades de Holder, Young, (1.4.2) e as proposi-
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¢oes (5.3.2), (5.3.3) e (5.3.4), V¥ a > 0 tem-se:

ol (M1 - V) Hs )] < puol| My o[V H | s,
< C(a) M 12 1 I + ollulf?,
uol{(My - V) H: )] < C@IFI I (Vow) By + o3

ol (M - V) Ha;u)| < pol| M ||4||V Ha ||| w4,
< C(@)[|IM ][z 1 Hal + allully,
pol((M - V) Hasu)| < C@) [ FIIH IV, w) 3y + allullF.

(V- V)ug; w)| < pl|V]lv[[Vuzlllullv,
< Clluz|vVvllullv,
< C(@)[ualFIVIE + allulF,
(V- V)ug;u)| < C@IFI?+ L]+ IGID*IVIIF + ellulF-
(5.3.17)

Agora, fazendo o produto interno L?(2) em cada termo da terceira

equagdo de (5.3.15) por w e considerando (1.1.2), obtém-se:

2 (A2w300) — 1 (Bws ) — (1 + N)(Vdiv(w); )
+ 2¢(rot(u) — 2w;w) = po(M; x H;w) (5.3.18)
+ po((M - V)Hy;w) — pkI((V - V)ws; w),

Similarmente como feito anteriormente, utilizando a férmula de

Green, pode-se escrever:

(A2w;w) =[| Awlf?,
(Awyw) = = [[Vwlf?,
(Vdiv(w);w) = — [[div(w)]*.
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Por outro lado, andlogo ao caso anterior, V a > 0 pode-se estimar:

pol(My x Hyw)| < po| M|l HI|al|w]2,
< C(a) | Myl 1 H 1 + allwllfy
pol(My x Hyw)| < Ca)||FIPI(V, w) [ + allwl,
pol (M - V) Ha;w)| < puol| M||4]|V Hall[|w]s,
< Cla) Ml 1H |7 + allwli,
pol(M - V) Ha;w)| < C(@)IF (Vw05 + allwllfy,
Pk[{(V - V)wa; w)| < pk||V[|v[|Vewz ll|w]lv,
< CVivliwzllvliwllv,
< C()|IVI[F w2l + allwl,
PRI{(V - V)wasw)| < C(@)(IIF[1” + 1L + G2V + ellw]-
(5.3.19)

Agora, somando (5.3.16) e (5.3.18), considerando (5.1.1), pode-se
estimar:
) Aul* + (n+ QIVul® + 2| Aw|? + 7'l Vel
+ (0 + N)[[div(w)|[* = ¢llrot(w)||* + 4¢ (rot(u) — 2w;w)
+ (fJrot(u) — 2wl|?
< pol{((My - V) H; w)| + ol (M - V) Ha; w)| 4 pl{(V - V)uz; )|
+ pol (M1 x H;w)| + po|((M - V) Ha;w)| + pk|((V - V)ws; w),

Utilizando a desigualdades de Cauchy-Schwarz, (1.4.2), segundo
(5.3.17) e (5.3.19) para « pequeno o suficiente tem-se:

/
) &ul? + JIVul? + | 2wl + T [Vwl?

+ (0 + N)[[div(w)||* + ¢[[rot(u) — 2w|?
< CUFI + 1L+ NGV w)

O que mostra que T é Lipschitz continua.
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2. Como R = C (|F|]2+ | L] + |G|))* e em particular C = C(«),
escolhendo a pequeno tal que R < 1, se |[(V, W*)||V><Hé < R, de

acordo a desigualdade acima tem-se:
||(u7w)||%]><ﬂ-ﬂ(1] <R'<R

Logo, T (BWH(l)(Q)(o, R)) c B(0,R).

3. Considere a sequéncia (V,,,w)) C B(0, R), logo para cada n € N
tem-se que (M, H,) é solugao fraca do problema (P;) associada
a (Vi,w?k), e (Up,wn) é solugdo fraca do problema (P5) associada

a (M, H,), logo para cada n tem-se:
T (Vy,wy,) = (Un, wy).

Como (U,,wy) é solugdo de (P5), para cada n, segundo (5.3.10)
tem-se:
) A un P40l Vun|* + €%l A wall* + [ Veon |
+01" + X)[div(wn)[* + Cllrot(un) — 2wn]|?
< CUIFI? + LI+ 161D,

logo é claro que (uy,) é limitado em V e (eVu,) é limitada em
L2(Q), assim pela regularidade do problema, eVu, € L?(Q) e
u, € V, portanto (u,) é limitada em H?(Q) N V. De forma similar
pode-se deduzir que (w,,) ¢ limitada em H?(Q) N HE ().

Logo, existem subsequéncias tal que:
T(va w:n) = (Uma wm)a
satisfazendo:

o (Vp,ws) — (V,w*) em V x H}(Q), pois ambos sdo espagos
reflexivos.

o (Vi,wt) — (Vyw*)em LI(Q)xL1(Q), 1 < g <6,poisV C
H}(Q) C H'(Q), logo pelo teorema de imersdo de Sobolev
tem-se que H!(Q) < L4(Q) com 1 < g < 6.
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o (Upn,wm) — (U,w) em V x H}(£2), pois como a imersao dos
espagos é compacta tem-se que a convergéncia fraca torna-se

forte.

De acordo a proposigéo (5.3.3), passando o limite para os termos

nao-lineares tem-se:
o (Vi - Vupy, — (V- V)u em L*(Q2) com s = ;—fq jé que:

(Vi - V)um = (V- V)ulls
= 1 (Vin - V)t — (V- V)t + (V- V)t — (V - V)l
<NV = Vg Vamllz + Vg Vatm = Vull2 === 0,

pois Vi, V sio limitados em L2(Q) e LI(£2), com 1 < ¢ < 6,

respectivamente.

e Para (V,, - V)w,, o caso é andlogo ao anterior, assim, para

s = ;qu tem-se a convergéncia forte (V,, - V)wy,, — (V- V)w
em L°(Q).

e Como (M,,, H,,) é solugdo de (P;) para cada m, pela pro-
posigdo (5.3.2) e considerando a definigdo de norma nas

estimativas tem-se:

K| Mula < CIF|?, K >0
[Hunllerz < O M| + [[div(Mp)[| + | F]])-

Logo, é claro que (M,,, H,,) é limitado em Hj} () x H} ().
Assim, existe uma subsequéncia (que por conveniéncia vamos

denotar por (m)) (M,,, Hy,) tal que:

(Mo, o) = (M, H) em HL () x H} (%),
(M, Hp,) — (M, H) em L9(2) x L), para 1 < g < 6.
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Entéo, observa-se:

/(Mm X Hy,, — M x H)ydzx

Q

g/ (M — M) x Hyp)| [b]da
Q

+ / (M, x (H, — H)||]de,

<[ My = M| ol [ 4

m— 00

+ ([ M||4]| Hyp — H[[[¢]l4 — 0.

Portanto M,, x H,, — M x H em L3 ().
De forma andloga tem-se que (M,, - V)H,, — (M - V)H em

4

L3(Q).

Logo pode-se concluir que T'(V,w*) = (u,w). Consequentemente,

existe uma imersio compacta de T (B(0, R)) em V x H}(€).
O

5.3.4 Fim demonstracdo Teorema 5.3.1

Considerando o demonstrado anteriormente, tem-se que se
satisfazem as hipé6teses do Teorema de ponto fizo de Schauder (1.2.4)

para a funcio T. Portanto existe (ue,w.) € V x H}(Q) tal que:
T(ue,we) = (e, we).

Sendo (M., H.) = T} (ue,w.) € H} (Q) x H} () com H. = V., entdo

conclui-se que (ug,we, M., He) é solugao do problema (P¢), satisfazendo
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as equagoes (5.2.1), (5.2.2) e (5.2.3):

/
A el + GIVuel? + 7 & wel” + | Ve

2
ldiv(M)|* < CIFI? + L1 + 1G1%),

. 1
O I + 2 (54 ) JELIP + Clrot(uc) = 2]
Hoo
2
. 1 Xo
ot (ML) + oM + a2 + 22 2 < ),

+

[Hel| < | Mc| + C|IF,
[Hellm: < CUIMe|| + [[div(Me) || + [1F]),
(5.3.20)

e com (ue,we) satisfazendo:

2 [luelf + lluell + 2 llwellize + llwellzz + H:|I?

< CUIFI* + LI+ 1GIP).-
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6 Existéncia de uma solucao fraca

para o problema (P)

6.1 Fim demonstracdo do Teorema (4.1.1)

Seja (ue,we, M., H.) solucao do problema (P¢) gerada pelo
teorema (5.3.1). A partir dessa solucdo, passando ao limite quando
¢ — 0 na sequéncia (ug,we, M., H.) é que vamos construir a solu¢ao
para o problema (P). Para isso precisamos conhecer a formulagio fraca

do problema (P¢), que consiste das seguintes equagdes variacionais:

i) Para todo ® € H2(Q)NV:
52(Aus; A®) + p((ue - V)ue; @) +n(Vue; VO)
+ ¢(rot(ue);rot(P)) = po((M. - V)H,; D)
+2((rot(we); @) + (L; ®).
ii) Para todo ¥ € H?(Q2) NH(Q):
£2(Awe; AT) + pk((ue - Vwe; ) 4+ 1 (Vwe; V)
+ (0" + N)(div(we); div(¥)) = po(M. x He; 0)
+ 2¢(rot(ue) — 2we; ¥) + (G5 ).

iii) A equacdo de magnetizagao ¢é satisfeita fracamente, ie, V A €
H} (Q):
((ue - V)Mg; A) + o(rot(M,);rot(A)) + o(div(M,); div(A))

+ YO — XHA) = (0o x M)
-

iv) A equacdo magnetostitica é satisfeita fracamente, ie, V v € H ﬁl (Q):

(Voe; Vv) + (M; Vv) = —(F;v).
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Lema 6.1.1. Eziste uma subsequéncia denotada ainda (ue,we, Mc, H.),

com H. = V. tal que quando € — 0:

i) €2 N ue,e? Awe. — 0 fortemente em 1L2(£2).
i) Ue,we, Me, He — u,w, M, H fracamente em H(Q).

iii) ue,we, Moy He —> u,w, M, H fortemente em L1(Q), 1< ¢ <6.
Ainda mais, u € V, w € H}(Q), M € H} () e H = Vi € H}(Q).

Demonstraggo. 1) Diretamente da primeira estimativa de (5.3.20)
pode-se observar que € Au,, € A w, sdo limitadas em L2(£2), logo
e2 Nug, €2 Aw. — 0 quando € — 0 em L2(Q).

ii) Como u.,w., M., H. sdo limitadas em H!(2), entdo existe uma
subsequéncia que converge fracamente em H!'(Q) a wu,w, M, H

respetivamente.

iii) Pelo teorema de imersdo de Sobolev de H!(Q) — L4(2),
1 < g < 6, tem-se que a convergéncia fraca torna-se forte em
LI(Q), ;1<q<6.

O
Corolario 6.1.2. Para e — 0, satisfazem-se as sequintes convergéncias:
o (M. V)H®) — (M- V)H;®).
o (M. x H;¥) — (M x H; V).
o (w. X M A) — (wx M;A).

o ((ue - Vug; @) — ((u-V)u; @).

((ue - V)Me; A) — ((u- V)M; A).

o ((ue - Vweg; ¥) — ((u - V)w; U)
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Para todo ® € V, A € H} (), ¥ € H}(Q).

Demonstragio. e Do lema anterior (6.1.1) tem-se que M. — M em
L4(€2), como H. — H fracamente em H'(Q), entdo VH. — VH
fracamente em L2(2) logo (M. - V)H. — (M - V)H fracamente
em L3 (Q).

Pela imersdo de H' () — L*4(2) e utilizando a Proposicio 1.2.2
para € — 0 tem-se (M. - V)H;; ®) — (M - V)H; ®).

e A convergéncia dos outros casos é analoga a feita anteriormente.

O

Finalmente, fazendo € — 0 em (P¢) obtém-se que (u,w, M, H)
é a solugdo fraca do problema (P). No caso das equagoes (5.3.20), ao
passar o limite inferior obtém-se que (u,w, M, H) satisfaz as equagoes
(4.1.1).
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