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RESUMO

A légica temporal surgiu no século XX como uma alternativa a li-
mitacao da ldogica classica que nao leva em conta o tempo verbal das
sentencas em sua andlise da nogdo de consequéncia légica. A légica tem-
poral, por sua vez, leva em consideracao o tempo na formalizacao de
sentengas e argumentos em pelo menos dois aspectos: 1) reconhecendo
que certas sentencgas usualmente mudam seu valor de verdade de acordo
com o momento em que sdo enunciadas; 2) levando em conta que em al-
guns casos, o tempo verbal das sentengas que compdem um argumento
influencia diretamente na determinagao da sua validade ou invalidade.
Isso leva muitas abordagens a considerar que o mundo estd, de algum
modo, temporalmente estruturado. A forma como se caracteriza essa
estrutura é essencial para se determinar como o valor de verdade de sen-
tencas na logica temporal depende do tempo. Concepgoes diferentes de
passagem do tempo levam a sistemas 16gicos temporais distintos. Por
ser o tempo um conceito muito discutido, podemos encontrar intimeras
concepgoes de tempo ao longo da histéria da filosofia e também da
fisica. Uma das formas de se pensar a passagem do tempo pode ser
aquela descrita da Teoria da Relatividade Restrita, desenvolvida pelo
fisico Albert Einstein. Como veremos, a nogao de tempo na Teoria da
Relatividade difere daquele pensado na fisica classica e em outras te-
orias fisicas, inclusive com o surgimento de alguns “paradoxos” acerca
da passagem do tempo. E esta concepcao de tempo que interessa-nos
investigar, a fim de identificar um sistema légico temporal capaz de
representar tal concepgao de tempo. Alguns esforcos ja foram feitos a
fim de tentar compreender a estrutura logica do tempo da Teoria da
Relatividade Restrita através do desenvolvimento de sistemas 1égicos
temporais. Faremos uma investigacao com base nestes esforcos a fim de
obtermos um esclarecimento mais abrangente da concepcao de tempo
da Teoria da Relatividade e sua relagao com uma logica temporal. Um
trabalho desta natureza é importante para se compreender a estrutura
légica de uma das teorias mais conhecidas da fisica moderna, e como a
filosofia pode contribuir na compreensao de aspectos da fisica, através
de aplicagoes da logica temporal.

Palavras-chave: Tempo. Teoria da Relatividade. Loégica Temporal.






ABSTRACT

Temporal logic arose in the twentieth century as an alternative to a
limitation of classical logic, which does not take into account the ver-
bal tense of sentences in its analysis of the notion of logical conse-
quence. Temporal logic, on the other hand, takes time into account in
the formalization of sentences and arguments in at least two aspects:
1) recognizing that certain sentences usually change their truth value
according to the moment in which they are enunciated; 2) taking into
account that in some cases, the verbal tense of the sentences that com-
pose an argument directly influences the determination of its validity or
invalidity. This leads many approaches to consider that the world is so-
mehow temporally structured. The way this structure is characterized
is essential to determine how the truth value of sentences in temporal
logic depends on time. Different conceptions of the passage of time lead
to different temporal logic systems. Because time is a much discussed
concept, we can find countless conceptions of time throughout the his-
tory of philosophy and also of physics. One way of thinking about the
passage of time can be drawn from the Theory of Special Relativity,
developed by the physicist Albert Einstein. As we will see, the notion
of time in the Theory of Relativity differs from the one advanced by
classical physics and other physical theories, including the emergence
of some “paradoxes” about the passage of time. This conception of
time will be the focus of our investigation: we shall be searching for
a system of temporal logic capable of representing such a conception.
Some efforts have already been made in attempts to understand the
logical structure of time in the Theory of Restricted Relativity through
the development of temporal systems. We will advance an investiga-
tion based on these efforts in order to obtain a more comprehensive
clarification of the concept of time in the Theory of Relativity and its
relation to a temporal logic. A work of this nature is important in
understanding the logical structure of one of the most well-known the-
ories of modern physics, and may shed some light on how philosophy
can contribute to the understanding of aspects of physics through the
applications of temporal logic.

Keywords: Time. Theory of Relativity. Temporal Logic.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho parte do interesse na relagao entre tempo, fisica e
logica. O tempo é um assunto estudado desde os filésofos antigos até
os dias atuais. Dentre as intmeras teorias envolvendo o tempo, uma
que consideramos das mais impactantes para a nossa ideia intuitiva é
advinda da Teoria da Relatividade, e é especificamente dela que iremos
tratar neste trabalho.

Nao s6 a fisica se ocupa da questao do tempo, mas também a
légica. A légica surge com Aristételes enquanto uma forma de estudo de
argumentos validos, mas se desenvolveu em grande medida a partir do
século XIX, encontrando aplicagoes na matematica, na computagao e
inclusive na fisica. A légica temporal surge no século XX reconhecendo
que a validade de alguns argumentos depende justamente do tempo
verbal de suas premissas e conclusao.

A solucdo que a légica temporal apresentou a fim de lidar com a
formalizacdo adequada do tempo verbal de cada sentenca! foi introdu-
zir operadores 16gicos que representem os tempos verbais das sentengas
no passado e no futuro. Usando tais operadores é possivel formalizar
adequadamente os argumentos da linguagem natural em que as dis-
tingoes dos tempos verbais sejam importantes na sua formulagao. Mas
para estabelecermos uma semaéantica para tais operadores precisamos
nos aproximar de uma discussao sobre a natureza do tempo.

A atribuigao de valor de verdade para as férmulas da l6gica tem-
poral vai depender justamente da forma como pensamos o tempo: mo-
delos de tempo diferentes dao origem a diferentes légicas temporais.
Veja: se pensarmos no tempo como uma linha reta que vai do passado
ao futuro entao é valido que um instante nunca vem antes e depois de
outro (ou vem antes ou vem depois). Mas se pensarmos que o tempo
é como um circulo — tudo que ja aconteceu voltard a acontecer — entao
estd correto dizer que um instante pode vir antes e depois de outro.
Uma légica temporal pode, inclusive, trabalhar com nogoes de tempo
advindas da fisica. E nesse ponto que a relagao entre tempo, fisica e
logica se da: queremos responder como seria uma logica temporal para
o modelo de tempo decorrente da Teoria da Relatividade Restrita, a
fim de saber quais férmulas seriam validas e quais inferéncias seriam

1Com ‘sentengas’ estamos nos referindo apenas a sentencas declarativas, ou seja,
expressoes bem formadas gramaticalmente cujo um valor de verdade (verdadeiro ou
falso) pode ser atribuido. Usaremos os termos “proposigdo”, “frase” e “enunciado”
neste mesmo sentido.
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legitimadas quando a concepgao de tempo utilizada é aquela descrita
por uma de nossas melhores teorias fisicas..

Um dos resultados contra intuitivos da Teoria da Relatividade
é conhecido como ‘dilatagao temporal’: o tempo nao passa da mesma
forma em qualquer situagao, mas seu fluxo pode ser mais rapido ou
mais lento para diferentes observadores. Como decorréncia disso, a or-
dem dos eventos nao é a mesma para qualquer observador. Talvez este
resultado nos soe com estranheza pelo fato de nao termos em nossa
gramatica uma estrutura natural para falar que algo ‘¢’ em relagao a
mim e ‘serd’ em relagao a outra pessoa. Mas embora nao tenhamos
na linguagem natural uma forma de representar isso, a légica tempo-
ral fornece uma linguagem artificial que pode auxiliar nessa questéo.
Apesar de nao ser o objetivo primério do légico responder a pergunta
‘o que é o tempo?’, a logica temporal pode ser uma ferramenta que
caminha em conjunto com a nossa compreensao deste problema.

Aqui iremos tratar principalmente da Teoria da Relatividade
Restrita (TRR), mas acreditamos que a Teoria da Relatividade Geral
(TRG) apresenta pontos importantes na discussdo sobre o tempo, de
modo que seria de grande contribuicao para a légica temporal levar tais
pontos em consideragao também. Falaremos disso brevemente no final
deste texto. Frente a isso, este trabalho tem por objetivo investigar a
concepcao de tempo da Teoria da Relatividade Restrita, apresentar os
esforcos ja feitos no desenvolvimento de uma logica temporal para a
concepcao de tempo de tal teoria e buscar possiveis problemas ainda
em aberto a fim de indicar um rumo para futuras pesquisas. Para
tanto, este trabalho se dividird em quatro capitulos (sem contar com a
introducéo e consideragoes finais).

No primeiro capitulo apresentamos uma breve discussao sobre a
relagdo entre tempo, fisica e logica, a fim de situar o problema abor-
dado. A fim de compreender como funcionam os sistemas de légica
temporal, apresentar conceitos importantes e demonstrar resultados
fundamentais, apresentamos neste capitulo um sistema légico tempo-
ral bem simples, cuja compreensao serd importante para o desenvolvi-
mento dos préximos capitulos. Usaremos os resultados provados sobre
este sistema como base para as provas sobre légica temporal para a
TRR.

No segundo capitulo fazemos uma exposicao da Teoria da Rela-
tividade Restrita, com foco principalmente no seu conceito de tempo.
Comecamos expondo seu histérico, a fim de compreender como surge
a teoria. Os principais resultados em relacdo ao tempo residem nas
transformacoes de Lorentz, onde vemos o fendmeno de dilatagao tem-
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poral, e nos diagramas de espago-tempo de Minkowski, que consistirao
na base da légica temporal que apresentaremos no capitulo seguinte.

No terceiro capitulo apresentamos uma légica temporal rela-
tivistica — como assim chamaremos a légica temporal para a concepgao
de tempo da Teoria da Relatividade Restrita — baseada no que foi
apresentado no capitulo anterior. Nossa apresentagao serd firmada so-
bre o trabalho de Robert Goldblatt, que foi o primeiro a apresentar
uma axiomatizagao para este problema. Goldblatt usa a légica modal
(dos operadores de necessidade e possibilidade) com uma interpretagao
temporal. Ao invés disso, nos manteremos na légica temporal, usando
operadores para o passado e futuro.

No quarto capitulo levantaremos alguns problemas ainda em
aberto na discussao sobre sistemas légicos para a Teoria da Relativi-
dade. Nesse momento falaremos brevemente da Teoria da Relatividade
Geral, indicando caminhos que podem ser tomados em futuras pesqui-
sas sobre o tema.

Com este trabalho pretendemos fornecer um texto claro tanto
para o leitor habituado & logica, mas nao tao familiarizado & fisica,
quanto o contrario, para o leitor familiarizado a fisica, mas nao a légica.
E claro, a quem mais possa interessar. Um trabalho dessa natureza é
importante para se compreender a relagao entre tempo, fisica e 1égica
bem como indicar caminhos para possiveis contribuigoes sobre o tema
e consequente avanco da légica temporal.
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2 TEMPO, FISICA E LOGICA

A tentativa de compreender o tempo tem sido fonte de inves-
tigacao desde a antiguidade, e percorre o pensamento de fildsofos, fisicos
e 16gicos ao longo da histéria. As palavras de Santo Agostinho ilustram
o problema: “O que é, pois, o tempo? Se ninguém mo pergunta, sei
o que é; mas se quero explicd-lo a quem mo pergunta, nao sei” (2008,
Livro XI, Capitulo XIV).

Uma das primeiras abordagens a questao sobre ‘o que é o tempo’
foi proposta por Aristoteles. Para ele o tempo esta relacionado ao mo-
vimento: “sé apreendemos o tempo quando marcamos o movimento,
marcando-o antes e depois; e é s6 quando percebemos antes e depois
em movimento que dizemos que o tempo passou” (ARIST()TELES7
1991, IV, 219a22). Embora o tempo esteja relacionado ao movimento,
para Aristdteles, o tempo nao é o préprio movimento, mas a sua me-
dida, ou seja, a contagem que fazemos entre uma mudanga e outra.
Por exemplo, se digo que algo ird acontecer daqui a dois dias, isso sig-
nifica simplesmente que ird acontecer quando a terra completar duas
rotacoes. Se digo que algo ird acontecer em uma hora, significa que devo
esperar o ponteiro dos minutos de um relégio completar uma volta. O
tempo nao existe de forma independente de modo que um reldgio seja
um mecanismo que marca a sua passagem, mas sim a contagem que fa-
zemos entre os ponteiros estarem em uma posicao e outra compreende
o que chamamos de tempo. O tempo é a contagem da mudanca, para
Aristételes.

Segundo Aristdteles, se ndo existe mudanca entdo ndo existe
tempo. Para imaginarmos um universo sem mudanca deveriamos con-
siderar qualquer tipo de mudanca, inclusive qualquer processo corporal
e mental que possa nos ocorrer: “pois mesmo quando estd escuro e
nao estamos sendo afetados pelo corpo, se algum movimento ocorre na
mente, supomos imediatamente que algum tempo realmente se passou”
(ARISTOTELES, 1991, IV, 219a4-6).

Para entender o pensamento de Aristételes, tente responder a
seguinte pergunta: seria possivel que todo o movimento do universo
cessasse, que nenhuma mudanga ocorresse, e enquanto isSso se passas-
sem alguns anos? Para Aristoteles isso seria impossivel, ou até mesmo
uma formulagao sem sentido, pois s6 tem sentido falarmos em tempo
quando hd mudanca. Se nada acontece entao nao hé contagem de mo-
vimento algum, que é justamente o que chamamos de ‘tempo’. Como
poderiamos falar em passagem de anos em um universo estatico se defi-
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nimos um ano (terrestre) como um movimento de transla¢do completo
da terra? Sem este movimento a propria definicdo de ‘ano’ se perderia,
e perguntar quantos anos se passaram em um universo estatico sequer
faria sentido.

Mas podemos ter uma posicao diferente da de Aristételes e con-
siderar que é sim possivel que todo o movimento do universo cesse e
com isso se passem anos. Se este é o caso entdo temos uma ideia de
tempo mais préxima a do fisico Isaac Newton. Para Newton, o tempo
concebido por Aristételes é apenas aparente. Quando concebemos o
tempo apenas em relagdo a coisas perceptiveis (como o movimento)
estamos empregando um tempo meramente relativo no lugar do ver-
dadeiro tempo. Segundo o autor: “o tempo absoluto, verdadeiro e
matematico, flui sempre igual por si mesmo e por sua propria natu-
reza, sem relagdo com nenhuma coisa externa” (NEWTON, 2005, p.
24). Portanto, se todo o movimento do mundo cessasse (inclusive qual-
quer mudanga mental ou corpérea que poderfamos ter) entdo o tempo,
para Newton, continuaria a fluir. E seria possivel se passarem anos sem
que nenhuma mudanca ocorra, pois o tempo verdadeiro flui uniforme e
independentemente de qualquer movimento.

A diferenga entre o tempo aparente e o tempo verdadeiro, pra
Newton, é que o primeiro é impreciso, enquanto o segundo, nao po-
dendo ser acessado diretamente, mas apenas indiretamente por meio
da matematica, é exato. Os dias medidos pela rotacao da terra nao
tém todos exatamente a mesma duragao. Mas os fisicos podem corrigir
essa imprecisao empregando o tempo verdadeiro por meio de dedugoes
matematicas.

Pensar o tempo enquanto algo absoluto permitiu a construcao
da mecanica cldssica newtoniana. A mecénica newtoniana se baseia
em trés leis fundamentais, que permitem calcular como um sistema
mecanico evolui ao longo do tempo a partir das forgas que agem sobre
ele em cada instante. A segunda lei de Newton pode ser escrita como:

= AU
~ AL

Onde F ¢ a forca, m a massa, Av é a variagdo da velocidade e
At é a variacdo do tempo'. Esta férmula nos diz, basicamente, que a
forga que atua sobre um corpo é igual ao produto da massa deste corpo
por sua aceleragao. Mas é claro que para esta lei (ou qualquer outra lei

1Como %

é igual a aceleragdo d, é mais comum encontrarmos essa férmula
escrita como: F' = m.d.
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da mecanica classica em que t ocorra) valer universalmente, ¢t ndo pode
ser impreciso como o tempo advindo da medida de coisas aparentes. E
preciso um tempo uniforme e universal.

Enquanto o tempo de Aristételes € um resultado de como obser-
vamos o mundo, o tempo de Newton é uma construgao intelectual. Se a
visao newtoniana do tempo nos parece mais familiar é porque estamos
mais habituados com a fisica classica e isso de alguma forma influen-
cia nossa concepcao quando nos colocamos a pensar sobre o tempo.
Se quando pensamos sobre o tempo imaginamos uma linha infinita to-
talmente ordenada, que vai do passado ao futuro, e que é absoluta e
independente de qualquer mudanca no mundo, estamos mais préximos
da visao newtoniana. Mas se consideramos que o tempo s6 pode ser de-
finido enquanto a medida do movimento, entao estamos mais proximos
as ideias de Aristételes.

Cabe ressaltar que as posigoes de Newton e Aristételes ndao séo
as unicas. Estamos apresentando ambas pela influencia que estes pen-
sadores tiveram ao longo da histéria, e por suas posigoes divergentes
ilustrarem bem o problema de pensar sobre o que é o tempo?. De um
lado temos a ideia aristotélica de tempo que parece seguir nossa ex-
periéncia do mundo, e do outro temos a ideia newtoniana de tempo
que funciona muito bem com as equacoes da fisica cldssica. Qual delas
deveriamos adotar? Seria possivel determinar qual delas é a correta?
Seria mesmo necessario escolher uma delas?

Talvez uma resposta a essas questoes possa ser encontrada em
uma espécie de sintese entre estes dois autores, sintese esta que permeia
uma das teorias mais conhecidas da fisica moderna: a Teoria da Rela-
tividade. Mas isso ird implicar abandonar muitas das nogoes intuitivas
que tinhamos sobre o tempo. Nesta teoria, o tempo nao é simplesmente
uma medida que s existe quando existe movimento, mas também nao
é algo absoluto e totalmente independente do espago. O tempo, para
a Teoria da Relatividade, passa a ser visto como uma dimensao do
espaco. Tempo e espago coexistem juntos, mas nao sao independentes
de tudo o que acontece.

A Teoria da Relatividade Restrita surge com o fisico Albert Eins-
tein em 1905, e em 1915 é publicada a Teoria da Relatividade Geral.
A Teoria Relatividade Restrita sugere que os eventos nao estao defini-
tivamente ordenados. A estrutura do tempo é muito mais complicada
e articulada do que a simples linha que vai do passado ao futuro, que
estd na nossa imaginagao.

2Uma abordagem mais completa em relacéo as vérias teorias sobre o tempo pode
ser vista em van Frassen, 1970.
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Em seu artigo publicado em 1905, “Sobre a eletrodindmica dos
corpos em movimento”, Einstein compreendeu que o tempo é desace-
lerado pela velocidade. Isso implica que o tempo nao flui da mesma
forma em qualquer situagao. Esta descoberta impactou profundamente
a nossa intuigao sobre o tempo, de modo que as nocoes de passado, pre-
sente e futuro precisaram ser revistas.

Em geral, a nossa nocao de presente é ‘o que estd acontecendo
exatamente agora’ em qualquer lugar do universo, de modo que po-
demos nos perguntar o que estd acontecendo agora em um planeta
distante, por exemplo, e obter uma resposta precisa. Mas a Teoria da
Relatividade Restrita mostra que esta questao nao é tao simples as-
sim, e que a pergunta sobre o que esta acontecendo agora em um lugar
distante sequer tem sentido. Vejamos o porqué.

Imagine que um astronauta viajou até um planeta cinco anos luz
distante da Terra, e queremos saber o que este astronauta esta fazendo
‘agora’. Vamos supor que dispomos de um dispositivo, como um te-
lescépio, que nos permite observar tal planeta. Ora, bastaria observar
pelo telescépio o que faz o astronauta neste momento e responderiamos
o que ele faz ‘agora’, poderiam dizer. Mas nesse caso veriamos o que o
astronauta fazia hé cinco anos, uma vez que o planeta esta a cinco anos
luz da Terra, e a luz do que observamos pelo telescépio demorou cinco
anos para chegar até nés. Entao, poderiam objetar, o que astronauta
faz ‘agora’ corresponde simplesmente a o que ele faz cinco anos depois
do momento em que o observamos pelo telescépio. Mas este também
nao é o caso, pois cinco anos passados na terra e cinco anos para o
astronauta podem nao ser equivalentes. Imagine que o astronauta de-
cide voltar para a Terra. Se ele fizer essa viagem a noventa por cento
da velocidade da luz, se passariam aproximadamente cinco anos e meio
na Terra do periodo de sua viagem. Mas para ele a viagem demoraria
bem menos, apenas dois anos e meio, aproximadamente, pois o tempo
se dilata para corpos em altas velocidades®. Este é um dos resultados
mais impactantes da teoria. Nao podemos mais falar em ‘agora’ uni-
versalmente. O presente se reduz e se limita, de modo que passaremos
a falar em um ‘tempo proprio’ que tem a sua prépria marcha que varia
em relagao a cada estado de movimento.

O chamado ‘tempo préprio’ é o tempo que marca um relégio
préximo e em repouso em relacdo a um referencial*. Cada referencial

3Uma abordagem mais completa da Teoria da Relatividade Restrita sers feita
no segundo capitulo deste trabalho, onde explicaremos a questao da dilatagao tem-
poral. Por enquanto, estamos apenas apresentando alguns aspectos introdutérios
importantes para a compreensao inicial do problema.

4Formalmente, um referencial pode ser entendido como um conjunto de eixos de
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em movimento tem o seu préprio tempo. Como o fluxo do tempo é
diferente para diferentes referenciais em movimento, entao a ordem de
sucessao dos eventos também é diferente. Para dois referenciais que
se deslocam entre si a uma velocidade proxima a velocidade da luz,
um evento a pode ser anterior a um evento b em um dos referenciais,
mas posterior visto do outro referencial. Da mesma forma, dois eventos
podem ser simultaneos vistos de um dos referenciais, mas podem estar
separados por um lapso de tempo visto do outro referencial.

Uma das primeiras confirmacgoes da Teoria da Relatividade Res-
trita se deu em outubro de 1971, com o experimento Hafele-Keating
(dos fisicos Joseph Hafele e Richard Keating). Quatro relégios atémicos
foram sincronizados e colocados em avides a jato em voos ao redor do
mundo uma vez para leste e uma vez para oeste e, apds isso, foram
comparados com relogios que permaneceram no Observatério Naval
dos Estados Unidos. Quando reunidos, os reldgios que voaram apre-
sentaram um atraso em relagdo ao relégio que permaneceu na terra,
proporcional ao previsto pela Teoria da Relatividade®. Hoje a Teoria
da Relatividade é comprovada diariamente por satélites de GPS (Glo-
bal Positioning System): devido a sua alta velocidade em drbita, os
efeitos da relatividade precisam ser considerados a fim de manterem
seus reldgios sempre sincronizados.

A simultaneidade nao é absoluta, os eventos nao estao total-
mente ordenados temporalmente, o tempo se dilata. Por que tudo isso
nos parece tao contra intuitivo quando, na verdade, isto é parte da
estrutura do mundo em que vivemos? Talvez a aproximagao a uma
resposta se relacione a nossa linguagem, e como ela molda a forma
como pensamos. Segundo Rovelli (2018), o motivo desta estranheza é
que a gramatica das linguas naturais estd fundada em uma distingao
‘passado-presente-futuro’. Embora essa distingao nos sirva bem a co-
municagao, ela surgiu de uma experiéncia limitada do mundo, e por
isso nfo consegue apreender a complexidade da estrutura do tempo. A
gramatica nos permite falar, por exemplo, de coisas que ‘sao’, ‘foram’,
ou ‘serao’, mas nao temos uma estrutura igualmente natural para falar
que algo ‘¢’ em relacdo a mim e ‘serd’ em relagao a outra pessoa. E
nesse ponto que comecamos a nos aproximar da légica temporal.

Antes de abordar propriamente a légica temporal, cabe ressaltar
que nao defendemos aqui que a Teoria da Relatividade seja a pala-

coordenadas cartesianas X, Y e Z onde posi¢ao e movimento podem ser especificados.
Para tornar a visualizagdo desta problematizacdo inicial mais simples, podemos
imaginar um referencial simplesmente como um sujeito/observador.

50s resultados deste experimento estdo em Hafele e Keating, 1972.
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vra final para o problema do tempo. Se avancdssemos mais nos des-
dobramentos da fisica no século XX irfamos nos deparar com novos
problemas relacionados a compreensao do tempo, em grande parte ad-
vindos da mecénica quantica. Além disso, um estudo abrangente da
nossa compreensao temporal deveria incluir também os aspectos psi-
colégicos de nossa relagao com o tempo. Podemos brevemente citar
que um estudo desse tipo possivelmente incluiria uma abordagem so-
bre o funcionamento da meméria humana®. Mas o que propomos é que
o desenvolvimento da logica temporal pode andar em conjunto com o
desenvolvimento da fisica, de modo que ambas podem ser ferramen-
tas para a compreensao de aspectos filoséficos, fisicos e linguisticos do
tempo. Vamos entdao compreender como surge a légica temporal e sua
relagao com o cendrio aqui construido.

A légica temporal surge com a obra de Arthur Prior, na década
de 1950. Prior chamou sua légica temporal de ‘tense logic’ ao invés
de ‘temporal logic’. A expressdo ‘tense logic’ também pode ser lida
como ‘légica temporal’, mas a palavra tense, no inglés, se refere ao
tempo verbal. A motivacdo dessa escolha foi para refletir a intencao
original de Prior: “avancar a filosofia do tempo estabelecendo sistemas
formais que tratam os tempos das linguagens naturais como o inglés
como modificadores sentenciais” (MULLER, 2011, p. 325).

Prior, contudo, nao foi o primeiro a abordar o tempo na légica.
Inclusive, uma motivagao adicional para os estudos de Prior foi retomar
problemas ja levantados por fil6sofos antigos e medievais. Uma das
primeiras abordagens do tempo na légica remonta a Aristételes, que em
sua obra Da Interpreta¢do, formula o problema dos futuros contingentes
em seu conhecido exemplo da ‘batalha naval amanha’.

O problema dos futuros contingentes diz respeito a atribuicao de
valor de verdade a sentencas que falam sobre o futuro. A formulacao
do problema por Aristdteles é simples: se eu digo hoje que ‘haverd
uma batalha naval amanha’; esta sentenca é hoje verdadeira ou falsa?
A investigacdo de Aristételes parte do principio de bivaléncia, que é o
principio que diz que ha apenas duas possibilidades para uma sentenca:
ou ela é verdadeira ou é falsa. Se o que a sentenga enuncia ocorre, ela
é verdadeira, se nao, ela é falsa. Para Aristételes, é facil ver que o
principio de bivaléncia vale adequadamente para proposicoes sobre o
presente e sobre o passado: “A respeito das coisas que s@o ou que ja
foram, é necessario que a afirmagio (ou a negacao) seja verdadeira ou
falsa.” (ARISTOTELES, 2013, 18a 28-29). Ou seja, para Aristételes o
que aconteceu no passado é necessario, nao é possivel mudar. Portanto,

6Uma apresentacao introdutéria destas questdes pode ser vista em Rovelli, 2018.
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qualquer afirmacao sobre o passado é necessariamente verdadeira ou
necessariamente falsa.

Contudo, isso nao vale para sentencas sobre o futuro, pois nos
deparamos com um problema. Vamos supor que amanha nao aconteca
uma batalha naval. Nesse caso, a sentenca ‘havera uma batalha naval
amanha’ é hoje falsa. Mas se a sentenca é falsa, entao ela se tornara
necessariamente falsa. O mesmo vale se supormos que amanha haverd
uma batalha naval. Nesse caso, sempre foi necessariamente verdade
que ‘haverd uma batalha naval amanha’. Mas se uma sentenca sobre o
futuro é necessariamente verdadeira ou falsa, entao o futuro parece ja
estar determinado: o que acontece ou nao acontece ja iria, de qualquer
forma, acontecer ou ndo acontecer.

A estratégia de Aristételes para resolver este problema foi tratar
das sentengas sobre o futuro de modo diferente que as demais. Para
o autor, as duas sentengas ‘haverd uma batalha naval amanha’ e ‘nao
havera uma batalha naval amanha’ nao podem ser possiveis ao mesmo
tempo:

Necessariamente, tudo é ou néao é, e serd ou nao
serd. Em verdade, nao é em dividir que se pode
dizer que uma das duas alternativas é necessaria.
Digo, por exemplo, que, necessariamente, acon-
tecerd uma batalha naval amanha ou nao acon-
tecerd; em verdade, nem acontecera necessaria-
mente a batalha naval amanh&, nem necessari-
amente nao acontecera. Todavia, acontecera ou
ndo acontecers necessariamente. (ARISTOTE-
LES, 2013, 9, 19a, 25-35)

Com isso, nao é necessario agora que o futuro ja esteja determi-
nado. Para Aristdteles o que ocorre é que:

Necessariamente (haverd ou ndo haverd uma batalha naval amanha).
Mas o seguinte nao ocorre:

(Necessariamente havera uma batalha naval amanha) ou
(Necessariamente nio haverd uma batalha naval amanha).

Ou seja, o que é necessario é simplesmente que uma das duas
opgoes aconteca: que haja ou nao haja. Mas qual das duas ird ocorrer
nao é algo que ja esta determinado.

Embora os antigos tenham se ocupado de problemas como este
dos futuros contingentes, o desenvolvimento da légica formal que se
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deu a partir do século XIX parece ter se esquecido do tempo. Em parte
porque a légica formal surge como uma tentativa de fundamentacao da
matematica. Na matemaética, entretanto, o tempo nao é um aspecto
que determina a validade. Proposicoes matematicas nao mudam seu
valor de verdade de acordo com o tempo em que sao enunciadas. Dizer
que “hoje 1 mais 1 é igual a 2”, “amanha 1 mais 1 serd igual a 2” ou
que “ontem 1 mais 1 era igual a 2” sao todas proposicoes verdadeiras.
Por isso, a légica desenvolvida a partir do final do século XIX, também
chamada ‘légica classica’, surge com uma linguagem formal que abstrai
o tempo verbal das proposigoes, formalizando-as todas no presente.

A légica classica é composta por uma linguagem formal, na qual
argumentos da linguagem natural podem ser traduzidos e uma relagao
de consequéncia logica pode ser definida. Prior percebeu que alguns
argumentos que consideramos vélidos (ou invélidos) na linguagem na-
tural, quando formalizados na linguagem da légica classica acabam dei-
xando de ser vélidos (ou invédlidos). Veja, por exemplo, o argumento:

Exemplo 2.1

Se Pedro ¢é bibliotecério, entao ele trabalha em uma biblioteca.
Pedro foi bibliotecario.
Logo, Pedro trabalha em uma biblioteca.

Intuitivamente dirfamos que este é um argumento invalido: se
Pedro foi bibliotecéario, nao significa que ele ainda seja e que esteja tra-
balhando em uma biblioteca agora. Este argumento seria vélido apenas
se na segunda premissa tivéssemos que ‘Pedro ¢ bibliotecario’. Mas se
formos formalizar este argumento na linguagem do Célculo Proposici-
onal Cléssico (CPC) ele acabaria se tornando valido. Vamos, a seguir,
apresentar a linguagem do CPC a fim de ver que este é de fato o caso.

Definicao 2.1 O alfabeto proposicional cldssico é o conjunto de simbo-
los A = {p7 q, T, P1, 91, T1, -y T /\7 \/7 -, 7, )7 (}7 onde:

i) {p, ¢, , P1, @1, 71, ...} forma um conjunto infinito enumeravel
de varidveis proposicionais

ii) =, A, V, —, <> slo operadores légicos, respectivamente da nega-
¢ao, conjungao, disjuncao, implicagao e bi-implicagao, onde — é
dito um operador unario e A, V, —, <> sao ditos operadores
binérios.

iii) ) e ( s@o sinais de pontuagao.
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Definicao 2.2 A linguagem formal L sobre A é um conjunto de se-
quéncias finitas dos simbolos de A que satisfazem as seguintes condigoes:

i)seae{p, ¢ r, p1, 1, 71, ...} entdo a € L

ii) se a € L e A é um operador unario, entao Aa € L

)
)
ili) sea € Le B €L eA éum operador binario, entdao (aApB) € L
)
)

iv) qualquer elemento de L é uma férmula de L

v) nada mais é féormula.

Chamamos as férmulas com ocorréncia apenas de varidveis pro-
posicionais de férmulas atomicas, e as férmulas onde ocorrem opera-
dores l6gicos de férmulas moleculares. Adotaremos como convencoes
notacionais:

1. Em férmulas do tipo (aAB), (aVp), (& — B), (a <+ ) omitiremos
o par de parénteses externo.

2. As sequéncias de implicacbes escritas sem parénteses, da forma:
a1 — ag — ag — -+ — q, sao abreviagoes de: (((a1 — a2) —
ag) — ) — Qip.

Dada esta linguagem, podemos formalizar argumentos da lin-
guagem natural e verificar se sua conclusao é consequéncia légica das
premissas . Para formalizar o argumento do exemplo anterior va-
mos escolher a variavel proposicional p para ‘Pedro é bibliotecédrio’ e a
variavel proposicional ¢, para ‘Pedro trabalha em uma biblioteca’. O
argumento formalizado fica da seguinte forma:

Exemplo 2.2

p—4q
p
‘" q

"Essa relacdo de consequéncia légica pode ser definida seméantica ou sintatica-
mente. Nao apresentaremos, neste momento, as defini¢gdes de consequéncia légica
para o CPC, visto néo ser o nosso propédsito fazer uma apresentacdo completa da
légica classica, mas apenas apontar como surge o problema da formalizagdo do
tempo na légica. Para uma abordagem mais completa da logica classica, ver: Elli-
ott Mendelson (1997).
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Onde o simbolo .*. indica a conclusao. Podemos ver que a forma-
lizagao do argumento abstrai o tempo verbal das frases formalizando
todas no presente. No Calculo Proposicional Classico isto resulta em
uma forma de argumento vélida, contrariando nossa intui¢ao inicial de
invalidade (que a conclusdo se segue validamente das premissas pode
ser visto utilizando-se a regra Modus Ponens. Esta regra serd vista
mais adiante, ao falarmos dos sistemas de légica temporal.).

Frente a problemas como esse e a fim de retomar discussoes an-
tigas sobre o tempo na légica, Arthur Prior passa a se dedicar ao de-
senvolvimento de sistemas l6gicos temporais e publica, em 1957, o livro
Time and Modality. Este livro consiste em um compilado de palestras
proferidas pelo autor onde aborda a formalizacao de tempos verbais por
meio de uma légica que introduz novos operadores légicos a linguagem,
que capturam a nogao de passado e futuro.

Vamos, na sequéncia, apresentar a linguagem da légica temporal
e uma semantica para esta linguagem. Em seguida, apresentaremos
um dos sistemas mais simples de logica temporal a fim de compreender
alguns conceitos importantes. Usaremos a compreensao destes concei-
tos e os resultados demonstrados sobre este sistema como base para a
apresentagao do sistema para a Teoria da Relatividade Restrita, mais
adiante.

2.1 A LINGUAGEM DA LOGICA TEMPORAL

A linguagem temporal que apresentaremos aqui é uma extensao
da linguagem do CPC, onde introduzimos novos operadores logicos que
representam o passado e o futuro das sentengas. Os operadores primi-
tivos sao dois: P, que pode ser lido como “foi o caso que”; e F, que
pode ser lido como “serd o caso que”. Sendo assim, um alfabeto tem-
poral A; pode ser obtido simplesmente acrescentando ao conjunto A
da légica proposicional classica os operadores unérios F' e P, ou seja,
Ay = AU{F, P}. Portanto, seja a linguagem temporal L; a linguagem
formada a partir de do alfabeto Ay, a defini¢do de férmulas de L; per-
manece a mesma dada na definicao 2.2, pois sendo F' e P operadores
undrios, entao se a é uma férmula de Ly, entdo F'a e Pa também sao
férmulas.

Podemos ainda introduzir novos operadores temporais a partir
dos operadores F' e P, através de algumas convengoes notacionais, que
facilitarao a escrita de algumas férmulas. Para a linguagem L; man-
teremos a convencao notacional de que quando uma férmula comeca
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com ‘(" e termina com ‘)’ podemos omitir esse par de parénteses, e
acrescentaremos ainda:

i) Ga abrevia —F-a.
ii) Ho abrevia —=P-a.

Dessa forma, G e H sao operadores definidos a partir dos ope-
radores primitivos F' e P. Informalmente, Fa significa que « serd
verdadeiro em algum instante no futuro. Podemos obter a férmula
contraditoria a Fa acrescentando a ela uma negagao, obtendo —Fa
(ndo serd o caso que «). Podemos ainda acrescentar outra negagao
a esta férmula, logo apds o operador F', obtendo —F -, onde se lé:
“nunca serd o caso que «a nao ocorre”, o que é equivalente a dizer que
sempre serd o caso que « ocorre. O operador temporal representado
pela letra G captura o sentido de “sempre serd o caso que”, que é equi-
valente a —~F'—a. Por definicao, se o é uma férmula, entao Ga também
é uma férmula. Ga significa que « é verdadeiro em todos os instantes
do futuro.

Informalmente, P« significa que « foi verdadeiro em algum ins-
tante do passado. Podemos obter a féormula contraditéria a Pa acres-
centando a esta uma negacao, obtendo —Pa (ndo foi o caso que «).
Podemos ainda acrescentar outra negagao a esta férmula, logo apds o
operador P, obtendo —P—«, onde se 1&: “nunca foi o caso que « néao
ocorre”, que € equivalente a dizer “sempre foi o caso que o”. O opera-
dor temporal representado pela letra H captura o sentido de “sempre
foi o caso que”, que é equivalente a =P-q. Por defini¢ao, se o é uma
férmula, entao Ha também é formula. Ha significa que « é verdadeiro
em todos os instantes do passado.

Apresentada a linguagem L; podemos retornar ao exemplo 2.1
dado anteriormente e formalizé-lo utilizando operadores temporais ade-
quados. Podemos agora representar a premissa “Pedro foi bibliotecario”
(para a qual haviamos escolhido a notacéo p), de modo a preservar na
formalizacao a ideia inicial de que a sentenca estd no tempo passado,
utilizando o operador P, obtendo Pp. O argumento completo pode ser
formalizado da forma:

Exemplo 2.3

P —q
Pp
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Nesta formalizacdo temos: se Pedro é bibliotecario, entdao ele
trabalha em uma biblioteca; foi o caso que Pedro é bibliotecério; logo,
Pedro trabalha em uma biblioteca. Esta é uma forma de argumento
invalida ® na légica temporal, como haviamos inicialmente sugerido.

A légica temporal, portanto, utiliza normalmente quatro opera-
dores légicos para o tempo: F e P, e os operadores que destes derivam,
G e H. Estes operadores, diferentemente dos operadores do calculo
proposicional cldssico (A, V, —, =, ), ndo sao fungdes de verdade, ou
seja, seu valor de verdade nao pode ser definido a partir do valor de ver-
dade das féormulas as quais eles se aplicam. Sendo assim, a seméntica
para os operadores temporais nao pode ser feita da mesma forma como
no calculo proposicional cléssico, utilizando-se tabelas de verdade, por
exemplo. Se a férmula « é verdadeira neste momento, isso nao nos
garante que ela foi verdadeira no passado ou que serd verdadeira no
futuro. Portanto, atribuir um valor de verdade para F'a ou Pa apenas
a partir da férmula « nao é possivel. A solucdo para isso é adotar uma
nova interpretagao semantica para logica temporal. Veremos, na secao
seguinte, como isso é feito.

2.2 UMA SEMANTICA PARA A LINGUAGEM TEMPORAL

Para fazer uma seméantica para a linguagem temporal precisa-
remos falar em ‘estruturas temporais’. Uma estrutura temporal é um
par ordenado com um conjunto de instantes de tempo e uma relagao
de ordenacao entre tais instantes. Dada uma estrutura temporal, po-
demos definir o valor de verdade das férmulas de L; e, com isso, definir
o conceito de férmula valida de L; . Formalmente:

Defini¢ao 2.3 Uma estrutura temporal (ou simplesmente estrutura)
E é um par ordenado E = (T, <) onde T é um conjunto nao vazio e
<CTxT.

Intuitivamente podemos entender os elementos de T' como os ins-
tantes de tempo e < como a relagao de ordenacao entre esses instantes.
Designaremos os elementos de T por t,t',t"”,.... Se t’ e t sdo dois
elementos do conjunto T e (t',t"") €<, esta relacao pode ser entendida
como ‘o instante ¢’ é anterior ao instante ¢’ ou ‘o instante t” estd no

8 Ainda ndo definimos o que é um argumento valido na légica temporal, pois
diferentes l6gicas temporais dardo origem a diferentes conjuntos de férmulas vélidas.
Isso serd visto na préxima secdo. Contudo, a forma do argumento do exemplo é
invélida no sistema a ser apresentado adiante, como pode ser visto no exemplo 2.4.
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futuro de ¢”. Para tornar a leitura mais fécil, vamos abreviar (t',¢") €<
como t' <", e (t',t") ¢< como t' At".

Note que ao definir uma estrutura estamos especificando, basica-
mente, quais instantes temos e como eles estao ordenados entre si. Em
geral, espera-se que uma estrutura temporal capture a nossa ideia de
como é o tempo. Se quisermos representar que o tempo teve um inicio
o conjunto 7' deve possuir um elemento minimo, dada a relacao < que
o ordena; se quisermos representar um tempo discreto a relagao < deve
ser uma relacao discreta. Enfim, hé infinitas estruturas possiveis, po-
demos especificar uma estrutura temporal o quanto quisermos e cada
estrutura ird gerar um conjunto diferente de férmulas vélidas (veremos
a definicdo de férmula vilida mais adiante).

Na logica temporal nao falamos mais de férmulas verdadeiras,
simplesmente, mas de férmulas verdadeiras em um determinado ins-
tante de uma estrutura. O valor de verdade das féormulas passa a ser
relativizado a instantes, e o que ird determinar quais férmulas sao con-
sequéncias logicas de algum conjunto de férmulas é o modo como tais
instantes estao ordenados. Para compreender como é feita a atribuicao
de valor de verdade as féormulas da légica temporal precisamos compre-
ender como as valoragoes se relacionam com as estruturas temporais.

Na légica temporal uma valoragao v é uma fungao que atribui
a cada férmula atomica (a cada varidvel proposicional) um valor de
verdade (verdadeiro ou falso) em um instante de tempo, ou seja, v :
ATOM xT — {1,0}, onde ATOM é o conjunto das férmulas atdémicas
da linguagem, T' é o conjunto de instantes de uma estrutura e {1,0} re-
presenta os valores de verdade, respectivamente o verdadeiro e o falso.
Desse modo, se uma férmula « é verdadeira em um instante ¢ que per-
tence ao conjunto T, escrevemos v(«,t) = 1, e se é falsa, escrevemos
v(a,t) = 0. A atribuic@o de valor de verdade a férmulas em que ocor-
rem operadores temporais vai depender justamente da relagao <. As
condigoes para atribuigao de valor de verdade as formulas moleculares
sao dadas a seguir.

Definigao 2.4 Seja uma estrutura £ = (T, <) e « e § duas férmulas
de Ly, a valoragao atribuida a cada féormula da linguagem é definida da
seguinte forma:

1. v(—a,t) =1 sse v(a,t) =0
2. v(a— B,t) =1 sse v(a,t) =0 ouv(f,t) =1
3. v(aAB,t) =1ssev(a,t) =1ev(B,t)=1

v(

aV B,t)=1ssev(a,t) =1ouv(s,t)=1
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5. v(a ¢ B,t) =1 sse v(a, t) = v(f,1)
6. v(Fa,t) =1 sse hd um instante ¢’ € T tal que t <t e v(o,t') =1
7. v(Pa,t) =1 sse hd um instante ¢’ € T tal que t/ < te v(a,t') =1

Como estamos usando as expressoes Ga para abreviar - F—a e
Ha para abreviar = P—a, temos que:

a) v(Ga,t) =1 sse para todo t' € T tal que t < t' v(a,t') =1
b) v(Ha,t) = 1 sse para todo ¢’ € T tal que t' <t v(a,t') =1

Podemos nos referir as estruturas acrescidas de valoracoes como
modelos temporais:

Definicao 2.5 Um modelo temporal (ou simplesmente modelo) M é
um par ordenado M = (E,v), onde E é uma estrutura e v é uma
valoragao.

Um modelo M = (E,v), é sempre baseado em uma estrutura
E = (T, <), acrescida de uma valoragdo. Por isso também podemos
entender um modelo como uma tripla ordenada M = (T, <, v).

Visto isso, podemos entender as nogoes de consequéncia logica
semantica e formula valida na légica temporal. Comegaremos com as
nocgoes de férmula valida:

Definicao 2.6 Seja o uma férmula, a validade de a é definida do se-
guinte modo:

1. « é vdlida em um modelo M = (T,=<,v) (em simbolos Fp; «)
sse para todo instante ¢ € T, v(,t) = 1. Se h& ao menos um
instante t € T' em que « ¢ falsa entao « é invalida no modelo M,
e escrevemos ¥ a.

2. «a é vdlida em uma estrutura E = (T, <) (em simbolos Fg «) sse
«a é valida em todo modelo baseado em nesta estrutura. Se ha
ao menos um modelo baseado em E em que « é invalida entao «
nao é valida na estrutura F, e escrevemos Fg a.

3. a é vdlida em uma classe de estruturas K (em simbolos Fg «) sse
« é valida em toda estrutura que pertence a K. Se hd ao menos
uma estrutura E € K em que « é invalida entdo « nao é vélida
na classe K, e escrevemos Fi .
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4. o é vdlida em uma classe de modelos C' (em simbolos Fo ) sse
a é valida em todo modelo que pertence a C'. Se ha ao menos
um modelo M € C' em que « ¢é invalida entdo « nao é valida na
classe C, e escrevemos F¢o a.

Também podemos estabelecer uma relagao de consequéncia légica
seméantica entre um conjunto de férmulas e uma férmula da linguagem
temporal — 0 que ¢ interessante para analisar argumentos da linguagem
natural, quando temos um conjunto de premissas e uma conclusao a
verificar.

Definigcao 2.7 Seja a uma férmula e I' um conjunto de férmulas, a
relagao de consequéncia légica semantica é definida da seguinte forma:

1. « é consequéncia légica seméantica de I' em um modelo M = (T, <
,v) (em simbolos T' Ep; «) sse para toda férmula v € T' e todo
instante t € T, se v(v,t) = 1 entdo v(a,t) = 1. Se hd ao menos
um instante ¢ € T tal que para toda férmula v € T v(y,t) =1 e
v(a,t) = 0 entdo a ndo é consequéncia légica de I' no modelo M,
e escrevemos I' Fps .

2. «a é consequéncia légica semantica de I' em uma estrutura E =
(T, <) (em simbolos I" Fg «) sse a é consequéncia l6gica de I' em
todo modelo baseado nesta estrutura. Se ha ao menos um modelo
baseado em E em que « nao é consequéncia légica de I' entao «
nao é consequéncia de I' na estrutura F, e escrevemos I' g a.

3. « é consequéncia logica semantica de I' em uma classe de estru-
tura K (em simbolos T' Ex «) sse « é consequéncia légica de T
em toda estrutura que pertence a K. Se ha ao menos uma estru-
tura £ € K em que « nao é consequéncia de I', entao a nao é
consequéncia de I" na classe K, e escrevemos I' Fx a.

4. « é consequeéncia légica semantica de I' em uma classe de modelos
C (em simbolos I" F¢ ) sse a é consequéncia légica de I' em todo
modelo que pertence a C'. Se ha ao menos um modelo M € C em
que a nao é consequéncia de I', entdo o nao é consequéncia de I'
na classe C, e escrevemos I' ¢ a.

Perceba que para « ser valida em uma classe de estruturas K,
a deve ser vélida em todo modelo M baseado em qualquer estrutura
FE € K. Em geral, pretendemos que uma classe de estruturas contenha
as estruturas que refletem a ideia de tempo que queremos capturar. Por
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exemplo, se temos a ideia de que os instantes de tempo estao organiza-
dos de forma transitiva, podemos falar da classe de todas as estruturas
transitivas. Assim, as estruturas que pertencerdo a esta classe serao
aquelas cuja relagao < é transitiva. Se tomarmos o conjunto de to-
dos os modelos que podem ser baseados nestas estruturas, obteremos a
classe dos modelos transitivos. Dado isso, uma férmula serd valida na
classe de todas as estruturas K-transitivas se e somente se for véilida na
classe de todos os modelos M-transitivos. De modo geral, uma férmula
« é valida na classe das p-estruturas se e somente se « é véalida na classe
dos p-modelos, onde p é uma propriedade da relagao <.

Podemos, inclusive, falar da classe de todas as estruturas tempo-
rais. Nesse caso, as féormulas validas nessa classe seriam aquelas validas
em qualquer estrutura. Vamos chamar esta classe de todas as estruturas
de Ky. E vamos chamar de Cj a classe de todos os modelos temporais.
Dessa forma, as formulas validas nestas classes serao aquelas validas
em qualquer classe, independentemente da relacao <. Isso dé origem ao
menor conjunto possivel de férmulas validas (seguindo a semantica que
estamos usando aqui, é claro). Por serem Ky e Cj as classes mais sim-
ples possiveis (sequer estabelecemos alguma propriedade para a relagao
<), usaremos elas para demonstrar alguns resultados importantes das
logicas temporais nas préximas se¢oes. Tendo demonstrado esses resul-
tados, poderemos usa-los como base para provas futuras.

Um método para decidir se uma férmula « é consequéncia logica
de um conjunto de férmulas I' em uma estrutura qualquer E consiste
em supor que v(vy,t) = 1, para toda férmula v € T, e v(a,t) = 0
e chegar a uma contradigao. Como sé ha duas possibilidades para o
valor de verdade de uma féormula — verdadeiro ou falso — se ao supor que
v(a,t) = 0 chegamos a uma contradi¢do, concluimos que v(a,t) = 1,
e que, portanto, I' Fg a. No caso de a nao ser consequéncia légica
de um conjunto de férmulas I' podemos verificar demonstrando um
modelo que faz as formulas v € T" verdadeiras em um instante ¢ e «
falsa no mesmo instante t. Vamos ver como isto funciona testando o
argumento dado no exemplo 2.1 e verificando que trata-se, de fato, de
uma inferéncia invalida.

O exemplo dizia: “Se Pedro é bibliotecério, entao Pedro trabalha
em uma biblioteca. Pedro foi bibliotecario. Logo, Pedro trabalha em
uma biblioteca”. Usando a linguagem temporal para formalizar este
exemplo, vamos verificar se é vilido que {p — ¢, Pp} Fg q.

Exemplo 2.4
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Seja 0 modelo M = (T, <,v), onde T = {¢t, ¢'}, <= {{¢, t)},
v(p,t) = 0, v(p,t') = 1 v(q,t) = 0. Seguindo a defini¢do 2.4, temos
v(p — q,t) = 1,v(Pp,t) = 1ew(q,t) = 0. Portanto, {p — q, Pp} ¥ q.

2.3 O SISTEMA Kr

Veremos, na sequéncia, como definir a nogao de consequéncia
l6gica em L; de uma maneira sintatica, ou seja, de maneira a defi-
nir que férmulas sdo consequéncia légica de determinados conjuntos de
férmulas com base apenas em operagdes com os simbolos (sem inter-
pretar as férmulas como verdadeiras ou falsas). A nogao sintédtica de
consequéncia logica pode ser apresentada introduzindo-se um sistema
formal °. Um sistema formal serd aqui entendido simplesmente como
um conjunto de férmulas contendo alguns axiomas como elementos ini-
ciais e fechado sob certas regras. Vamos entender o que isso significa.

Os axiomas de um sistema formal sao férmulas da linguagem
aceitas sem demonstragao e escolhidas como ponto de partida do sis-
tema. Uma regra de inferéncia é uma relagao entre um conjunto de
férmulas e uma férmula. Ou seja, uma regra é um par ({aq, ..., an}, 5),
onde as férmulas do conjunto {aq, .. ., o, } sd0 as premissas da regra, e a
férmula S é a conclusao da regra. Dizemos que um conjunto de férmulas
I' é fechado por dedugoes se tudo que for deduzido das féormulas de I'
ainda pertence a I' (DA COSTA. 2015, p. 15). Todas as férmulas
que pertencem a um conjunto de férmulas I" fechado por dedugoes sao
chamadas de teoremas de I Uma légica é, entdo, um conjunto de
teoremas!? identificado por axiomas iniciais e regras de inferéncia.

Embora ao apresentar um sistema formal estejamos interessados
apenas nas nogoes sintaticas, ou seja, na nogao de consequéncia légica
apenas enquanto uma manipulagao de simbolos, isso nao significa que
na escolha dos axiomas de um sistema nao tenhamos nenhuma inter-

9Usamos os termos ‘sistema formal’, ‘sistema légico’ ou simplesmente ‘légica’ no
mesmo sentido.

10A palavra ‘teorema’ é vista neste texto em dois sentidos diferentes: teorema
enquanto uma férmula que pertence a um sistema formal; e teorema metatedrico,
que sdo resultados que podem ser provados sobre os sistemas formais. Por exemplo:
a férmula p — p é um teorema da légica proposicional cldssica (e das légicas tem-
porais que tomam o CPC como base). J4 a afirmacdo: ‘se uma férmula é dedutivel
de um conjunto férmulas I' entdo esta férmula é dedutivel de I' U A’ é um teorema
sobre um sistema formal, ou um metateorema, que demonstra alguma propriedade
do sistema — esta, no caso, é chamada de ‘monotonicidade’. Os metateoremas serdo
apresentados de forma numerada ao longo do texto, portanto esta distingao ficard
clara.
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pretacgao das férmulas em mente. Nés poderiamos, a principio, escolher
qualquer conjunto de formulas como axiomas de um sistema. Contudo,
nossa escolha dos axiomas, em geral, é motivada pelo interesse de que
as férmulas que escolhemos sejam vélidas, segundo algum critério de
validade que tenhamos em mente. Com o sistema que vamos apresentar
a seguir pretendemos que os teoremas sejam vélidos segundo a classe
de modelos Cj da qual falamos na secao anterior. O sistema que vamos
apresentar a seguir é chamado K. Os axiomas e regras de K; sao os
mesmos apresentados por Burgess (2002, p. 4) .

Axioma LP: «, tal que o é uma instancia de tautologia da légica
proposicional classica

Axioma Kf: G(a — ) = (Ga — Gpf)
Axioma K,: H(a — ) = (Ha — Hf)
Axioma GP: a — GP«

Axioma HF: o - HF o

E as regras de K; sao:

MP (Modus Ponens): ({a — B,a}, )

GT(Generalizagao Temporal): (a, Ga) e (o, Hay), tal que o é um
teorema.

A rigor, deverfamos nos referir aos axiomas apresentados en-
quanto ‘esquemas de axiomas’. Dessa forma teriamos 5 esquemas de
axiomas que dao origem a infinitas instancias de axiomas, obtidas a
partir da substituicao das férmulas « e § por férmulas da linguagem
L;. A fim de facilitar a leitura deste texto, continuaremos usando sim-
plesmente ‘axiomas’ quando esta distingao nao for fundamental.

O axioma LP e a regra de Modus Ponens garantem que K; é uma
extensao da Légica Proposicional Classica. Assim, se uma férmula é um
teorema no Célculo Proposicional Cléssico, é também em K;. Se uma
légica temporal possui os axiomas LP, K¢, K,, GP e HF e é fechada
sob as regras MP e GT, entao esta logica é chamada de ‘normal’. Dessa
forma, o sistema K; é a menor légica temporal normal.

Podemos agora definir o que é uma prova (ou derivacdo/deducao)
de uma férmula a partir de um conjunto de férmulas em um sistema
formal.
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Definigao 2.8 Uma férmula o é um teorema de um sistema formal
F (em simbolos Fr «) sse a pertence a F. Uma férmula « é dedutivel
(derivdvel) de um conjunto de férmulas I' em um sistema formal F (em
simbolos ' Fr @) sse hd uma sequéncia de férmulas v1,...,7, € T tal
que y; = +++ = ¥, — « é um teorema de F, ou seja, Fp vy — -+ —
Y — Q.

Se uma férmula « ndo é teorema de um sistema formal F, es-
crevemos ¥ «. Se a nao é consequéncia logica de I' em um sistema
F, escrevemos I' ¥p «. Dizer que a é um teorema em um sistema F é
equivalente a dizer que « é dedutivel do conjunto vazio (0 Fr ).

A demonstracdo de um teorema em K; pode ser feita na forma
de uma tabela com trés colunas: na primeira coluna enumeramos to-
das as linhas da demonstracao; na segunda coluna listamos as férmulas
usadas na demonstragao; e na terceira coluna informamos qual axioma
ou regra de inferéncia foi usada para obter a férmula. Vamos visualizar
isto com um exemplo, demonstrando que {a — 3,8 = v} Fk, a — 7.
Esta é uma propriedade das légicas fechadas por MP, que é conhecida
como transitividade.

1. a—=p Premissa

2. B oy Premissa

3. B—=v)—=(a—=(B—=17) Axioma LP

4. a—(B—7) MP nas linhas 2 e 3
5. (a=>(B—=7)—=(a—=p) = (a—7)) Axioma LP

6. (a—=p)— (a—7) MP nas linhas 4 ¢ 5
7. a—vy MP nas linhas 1 e 6

Quando um teorema é demonstrado em um sistema formal, po-
demos introduzir um novo esquema de regra de inferéncia com base
nessa derivacao que poderd ser usado em outras provas. Vamos, por-
tanto, introduzir a regra:

SH (Silogismo Hipotético): ({ao — 3,8 = v}, a — )
Outras duas regras derivadas serdo importantes para demons-

tragoes futuras. Mostraremos a seguir que {a — 8,78} Fk, -« e que
e’ l_Kt .
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1. a—=p Premissa

2. p Premissa

3. (a—p)— (-8 — -a) AxiomaLP

4. (=8 = —a) MP nas linhas 1 e 3
5. "« MP nas linhas 2 e 4

A partir dessa prova vamos introduzir a regra:

MT (Modus Tollens): {{a — 3,5}, ~a)

1. -« Premissa
2. ——a— «a Axioma LP
3. « MP nas linhas 1 e 2

A partir dessa prova vamos introduzir a regra:
DN (Dupla Negagao): (——a, )

Da definigao de prova em um sistema formal seguem alguns resul-
tados interessantes. Um deles é conhecido como Teorema da Deducao
(TD). O Teorema da Dedugao diz que uma férmula 5 é dedutivel de
um conjunto de férmulas I' unido ao conjunto {«a} se e somente se a
férmula o — 8 é dedutivel do conjunto I'. Ou formalmente:

Tu{atrrpfBsselFra—p

A prova deste metateorema é bem simples quando estamos uti-
lizando o célculo proposicional classico. Porém, a prova do Teorema
da Deducao para a logica temporal é um tanto mais complicada e de-
mandaria uma demonstragao demasiadamente longa, fugindo ao escopo
deste trabalho, por isso esta prova nao serd feita aqui. O leitor pode
encontrar a demonstracao deste metateorema em Buvac (2003, pp 107-
115) e Hakli (2010, pp 8-14)L.

Outro resultado interessante que segue da definigdo de prova em
um sistema formal é que qualquer férmula que pode ser provada a partir
de um conjunto de férmulas (ou um conjunto vazio) também pode ser
provada em qualquer extensdo desse conjunto (ZALTA, 1995, p. 52).
Vamos apresentar isto formalmente, na sequéncia, a fim de usar esse
resultado em demonstracoes futuras.

1A prova de Buvac utiliza o método de deducéo rotulada e a prova de Hakli
utiliza 0 método de célculo de sequentes. Ambas as provas sdo feitas para a légica
modal alética, mas uma prova para a légica temporal seguiria os mesmos passos,
apenas trocando as ocorréncias do operador [J pelos operadores temporais G e H,
e fazendo as demais adequagbes necessdrias para a légica temporal.
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Teorema 2.1 Seja a uma férmula, I' e A dois conjuntos de férmulas
e F um sistema formal. SeI'Fr aeI' C A, entdo A Fr a.

Prova: Se I' Fp « entao existe uma sequéncia de férmulas v1,...,y, €
I'tal que Fp vy — - = v, > a. Como I' C A entdo v1,...,7, € A.
Pela definicao de dedugao, se y1,...,Yn € Aebp vy — = 7 — a,

entao A kg a.

Um outro metateorema sobre logicas temporais normais diz que
se uma sequéncia de implicagoes do tipo a3 — -+ = a, — «a é um
teorema em um sistema formal normal, entdo as sequéncias de im-
plicacbes com as generalizagoes temporais Ga; — -+ — Ga,, = Ga
e Hvy —» --- - Ha,, — Ha também sdo. Vamos apresentar isso
formalmente, na sequéncia, a fim de também usar este resultado em
demonstragoes futuras. Esta demonstragao é baseada em Zalta (1995,
p. 87).

Teorema 2.2 Seja F uma logica temporal normal:
l.setpa; — -+ = a, >aentio bFr Gay — -+ = Ga,, — Ga
2.setrpa; — - > a, v>aentdaotr Hoy — --- - Ha,, > Ha.

Prova: 1. A prova é feita por indugdo no ntmero de férmulas da
sequéncia a; — -+ = Qp — Q.

Base: n =10

Temos que mostrar que se g « entdo Fr Ga. Isto se segue diretamente
da regra GT, e como F é um sistema normal entao F é fechado sob
esta regra. Portanto, o teorema vale para n = 0.

Hipétese da Indugao (HI): O teorema vale para n — 1, ou seja, se kg
ap == ap_1 — fentao kg Gay — -+ = Ga,_1 — GB.

Vamos assumir que Fp a3y — --+ — a, — «, disto segue-se, por
HI, que Fp Gay — -+ = Gay,—1 = G(ay, — «a). Como F é uma
légica temporal normal entdo F contém a instancia do axioma Ky:
Fr Gla, — a) = (Gay, — Ga).

Se Fp [Gag — -+ = Gay—1] = [Glay, — a)] e

Fr [Gan — )] = [(Gay, — Ga)l, entdo, por SH

FrGay — - - = Gay—1] = [(Gay, — Ga)l, ou seja

FrGog — - — Gay, — Ga.

2. A prova para o operador H segue exatamente 0s mesmos passos,
apenas substituindo as ocorréncias de G por H.

As definigoes seméanticas e sintaticas de consequéncia légica po-
dem nao parecer, a principio, diretamente relacionadas, mas podemos
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demonstrar que uma férmula é semanticamente védlida se e somente se
é sintaticamente provavel (um teorema). Isto é feito através de algu-
mas provas chamadas ‘metatedricas’ sobre o sistema. Demonstraremos
isto, na sequéncia, através das provas '2 de correcio e completude do
sistema K.

2.3.1 Correcgao

Um sistema é correto em relacao a uma classe de estruturas se
e somente se toda férmula que é teorema do sistema é vélida nesta
classe de estruturas, ou seja, para qualquer férmula «, se - « entao
E a. Vamos demonstrar, na sequéncia, que o sistema K; é correto em
relagao a classe K de todas as estruturas temporais. Para isso, preci-
saremos demonstrar que todos os axiomas de K; sao validos em Kj e
que todas as regras de K; preservam a validade das formulas em K. A
demonstragao dos axiomas K¢, K;,, GP e HF e das regras de inferéncia
é simples e pode ser feita sem necessidade de qualquer definicao ou
lema prévio. A prova do axioma LP, contudo, necessita de mais passos.
Parece intuitivo, a principio, que qualquer instancia de tautologia do
Calculo Proposicional Classico seja valida em uma estrutura temporal,
mas para demonstrar isso adequadamente precisamos provar alguns le-
mas primeiramente, o que faremos a seguir. Nossa demonstracao para
o axioma LP serd baseada em Zalta (1995, pp. 18-23), e para os demais
axiomas e regras de inferéncia, em Burgess ' (2002, pp. 7-8).

Para provar que as instancias de tautologias do CPC sao validas
em qualquer estrutura temporal precisamos primeiramente distinguir
o conjunto das instancias de tautologias das demais férmulas validas.
Faremos isso mostrando que as instancias de tautologias da logica tem-
poral tém a mesma forma que as tautologias da Légica Proposicional
Cléssica. Para isso, iremos tratar as formulas com ocorréncia de opera-
dores temporais, (Fa, Ga, Pa, Ha) enquanto férmulas atémicas. Por
exemplo, na férmula F(q¢ — r) V =F(q — r), F(q¢ — r) serd entendido

12 Ao falar destes teoremas metatedricos usaremos as palavras ‘prova’ e ‘demons-
tracdo’ em um mesmo sentido (a fim de evitar muita repetigdo da mesma palavra
e tornar a leitura deste texto mais facil). Dessa forma, podemos falar em ‘provar
a completude’ (ou qualquer outro metateorema) ou ‘demonstrar a completude’ de
um sistema.

13Preferimos citar a referéncia as paginas dos textos em questdo apenas no inicio
da prova, ao invés de mencionar os autores durante toda a demonstragdo, a fim
de tornar a leitura mais facil. Daqui em diante, continuaremos mencionando as
referéncias usadas em cada prova apenas no comego da demonstragao, como fizemos
aqui.
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como uma variavel proposicional, como p, por exemplo. Dessa forma, a
férmula pV —p se parecerda como uma tautologia da légica proposicional
cldssica. Poderemos entao dizer que a férmula F(qg — r)V—F(q —r) é
uma instancia de tautologia do CPC e conseguiremos a distingao des-
tas férmulas com o restante das férmulas vélidas da logica temporal,
como pretendido. Vamos, em seguida, ver como definir as férmulas
com ocorréncia de operadores temporais enquanto um tipo de férmula
atomica.

Definicao 2.9 uma féormula o que pertence a linguagem L; é uma
formula quase-atémica se o é uma varidvel proposicional ou « é do
tipo GB, HB, FB ou Pg, tal que 8 € L;. O conjunto das férmulas
quase-atomicas de L; serd chamado L}. Usaremos v* para representar
uma férmula qualquer de Lj.

Definicao 2.10 Uma atribuicao bdsica de wvalor de verdade é uma
fungao f* das férmulas de Lf em {1, 0}, ou seja, f* : v* — {1,0}
tal que v* é uma férmula de L}.

Definigao 2.11 Sejam « e § férmulas de L; e v* uma férmula quase-
atomica qualquer, uma atribuicao total de wvalor de verdade é uma
fungao f definida de L; em {1, 0}, tal que:

1. f(7*) = f*(v*), para toda férmula quase-atomica v* € L.
f(ma) =1sse f(a) =

fla— B) =1sse f(a) =0ou f(B) =1
flanB)=1sse fla)=1e f(B) =1

flaVvB)=1sse f(a)=1ou f(B) =

fla« B) = 1sse f(a) = f(B)

Dizemos que a atribuicao de valor de verdade f estende f*, ou
é baseada em f*.

@P‘PW!\D

Definigao 2.12 Uma férmula o € L; é uma instincia de tautologia
se e somente se, para qualquer atribuigao total de valor de verdade f,

fla)=1.

Por exemplo, vamos mostrar que a férmula F(qg — r)V —F(q —
r) é uma instancia de tautologia, conforme a defini¢do. Sendo F'(¢ — r)
uma férmula quase-atémica, entao f(F(q — 7)) =1ou f(F(q —r)) =
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0. Se f(F(q — 1)) = 1 entao ja se segue da defini¢do 2.11 que f(F(¢ —
r)V-F(g—r))=1. Se f(F(¢g = r)) =0entao f(-F(¢g—r))=1e
também se segue que v(F(q — r)V = F(¢ — r)) = 1. Logo, a férmula
é verdadeira em qualquer atribuigao de valor de verdade e, portanto, é
uma instancia de tautologia, conforme definicao. Agora vamos definir
uma correspondéncia entre a atribuicao de valor de verdade definida
para as instancias de tautologias e as valoragoes da légica temporal.

Defini¢ao 2.13 Seja um modelo temporal M = (T, <, v), um instante
t € T e uma férmula quase-atomica v* € L}, uma atribuicdo bdsica
de valor de verdade determinada por M et é uma fungao f; tal que

fF(v*) =1 sse v(y*,t) = 1.

Da mesma forma como na definicdo 2.11, uma atribuicao total
de valor de verdade f; estende f; seguindo as mesmas cldusulas da
definicao 2.11, para qualquer férmula o € L;. Chamamos f; de uma
atribuicao total de valor de verdade determinada por M e t.

v), um instante ¢ € T e uma
1.

)

Lema 2.1 Seja um modelo M = (T, <
formula a € Ly, fi(a) =1 sse 14 v(a,t)

Prova: a prova é feita por indugao sobre o nimero de operadores de .

Base: k=0

Se nao ocorrem operadores em « entao a é uma varidvel proposicio-
nal. Nesse caso, o é uma férmula quase-atoémica e, pela defini¢ao 2.13,
fi(a) = 1 sse v(a,t) = 1. Como a fungdo f; estende f;° seguindo
as mesmas cldusulas da definigdo 2.11, entdao fi(a) = fi(a). Logo,
fi(a) =1 sse v(a,t) = 1.

Hipdétese da Indugao(HI): o lema 2.1 vale para k — 1.
Se o nimero de operadores de « é igual a k, entdao « é do tipo F'3, Gf3,

PB, HB, =8, B—, BAYy, BVryoupf< .

Suponha que « é do tipo F3,G3, PB3 ou HB. Nesse caso, a é uma
férmula quase-atomica e, pela definigdo 2.13, f;(a) = 1 sse v(a, t) = 1.
Como a funcao f; estende f;* seguindo as mesmas clausulas da defini¢ao
2.11, entdo fi(a) = f7(a). Logo, fi(a) =1 sse v(a,t) = 1.

14Em provas do tipo ‘A se e somente se B’ ou simplesmente ‘A sse B’ precisaremos
dividir a prova em duas etapas: se A entdo B, e se B entdo A. Por isso serd comum
durante as provas usarmos o simbolo ‘(—)’, significando a primeira etapa da prova,
e ‘(+)’, significando a segunda etapa da prova.
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Seja a = 3. (—) Se fi(=f) = 1 entdo f;(8) = 0; disto segue-se
por HI que v(f,t) = 0 e, portanto, v(—f3,t) = 1. Logo, se fi(—=f) =1
entdo v(—f,t) = 1. (+) Agora suponha que v(—3,t) = 1, disto segue-
se que v(8,t) = 0; com isso temos, por HI, que f;(8) = 0 e, portanto,
ft(=B) = 1. Logo, se v(—3,t) = 1 entdo fi(—5) = 1. Com isso mostra-
mos que fy(—f8) =1 sse v(—f,t) = 1.

Sejaa =08 — ~. (=) Se fi(8 — ) = Lentdo f:(8) = 0ou fi(vy) =1,
disto segue-se por HI que v(3,t) = 0 ou v(y,t) = 1. Se v(B,t) =0
entdo v(B8 — ~,t) = 1 e se v(y,t) = 1 entdo também é o caso que
v(B8 — v,t) = 1. Logo, se fi(8 — v) = 1 entdo v(8 — ~,t) = 1. (+)
Agora suponha que v(8 — v,t) = 1, disto segue-se que v(8,t) = 0 ou
v(7,t) = 1; com isso temos, por HI, que f¢(8) = 0 ou fi(y) = 1. Se
f:(B8) = 0 entdo fi(8 — v) = 1 ese fi(y) =1 entdo fr(f — v) = 1.
Logo, se v(8 — ~,t) = 1 entdao fi(y) = 1. Com isso mostramos que
fi(B—7)=1ssev(f—~,t) =1

Seja a = BA~. (=) Se fi(BAYy) = Lentao fi(8) = 1e fi(y) = 1; disto
segue-se, por HI, que v(8,t) = 1 e v(~,t) = 1 e, portanto, v(BA~Y,t) = 1.
Logo, se ft(B A7) =1 entao v(B A~,t) = 1. (+) Agora suponha que
v(B Av,t) = 1, disto segue-se que v(,t) = 1 e v(y,t) = 1; com isso
temos, por HI, que fi(8) = 1 e fi(y) = 1 e, portanto, fi(8Avy) = 1.
Logo, se v(B Av,t) = 1 entdao fi(8 A~) = 1. Com isso mostramos que
ft(BA~v)=1ssev(BA~,t)=1.

Seja a = BV . (=) Se fi(BV7) = 1 entao f(8) = 1 ou fi(7) = 1;
disto segue-se, por HI, que v(8,t) = 1 ou v(v,t) = 1 e, portanto
v(BV v,t) = 1. Logo, se fit(BV~y) = 1entdo v(BVy,t) = 1. (+)
Agora suponha que v(8 V v,t) = 1, disto segue-se que v(3,t) = 1 ou
v(y,t) = 1; com isso temos, por HI, que fi(8) = 1 ou fi(vy) = 1 e,
portanto, f;(8Vy) = 1. Logo, se v(8V~,t) =1 entdao fi(BV~y) = 1.
Com isso mostramos que fi(8Vy) =1sse v(8V~,t) =1

Seja o = B > 7. (=) Se fi(8 4 1) = 1, entdo f(8) = fu(); disto
segue-se, por HI, que v(8,t) = v(y,t) e, portanto, v(8 + ~,t) = 1.
Logo, se f:(8 <+ v) = 1, entao v(8 < v,t) = 1. (+) Agora suponha
que v(B + 7,t) = 1, disto segue-se que v(B,t) = v(~v,t); com isso
temos, por HI, que entdo fi(8) = fi(v) e, portanto, fi(8 < 7) = 1.
Logo, se v(f <+ 7,t) = 1 entdo fi (B <> ) = 1. Com isso mostramos que
fi(B + v) = 1sse v(B + v,t) = 1. Isso conclui nossa demonstracao
de que o teorema vale para qualquer férmula o com qualquer niimero
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k de operadores.

Teorema 2.3 Se a é uma instancia de tautologia entao « é valida na
classe K de todas as estruturas temporais.

Prova: Se o é uma instancia tautologia entao « é verdadeira em qual-
quer atribuicao de valor de verdade pela funcao f. Seja a funcao f;
uma func¢do baseada em f, definida por um modelo M = (T, <,v)
(onde (T, <) é uma estrutura qualquer) e um instante ¢t € T, temos
pelo lema 2.1 que v(a,t) = 1. Como ¢ é um instante qualquer, entao «
é verdadeira em todos os instantes que pertencem a T, logo « é vélida
na estrutura (T, <). Como esta é uma estrutura temporal qualquer,
entao « é valida em qualquer estrutura, logo « é valida na classe K
de todas as estruturas temporais.

Tendo demonstrado que o axioma LP é valido na classe de es-
truturas K, podemos agora partir para a demonstragao dos demais
axiomas do sistema K, a fim de demonstrar que K; é correto em
relagao a Kj.

Teorema 2.4 (Teorema da Corregao): O sistema K, é correto em
relagao a classe Ky de todas as estruturas temporais.

Prova: A prova é feita demonstrando que todos os axiomas de K; sao
validos em K e que todas as regras de inferéncia preservam a validade
das férmulas. Como o axioma LP ja foi demonstrado no teorema 2.3,
resta demonstrar os demais axiomas e regras de inferéncia.

Axioma Ky (G(a — B) — (Ga — Gp)): Vamos supor que
o axioma K; nao ¢é valido em Ky. Sendo assim, deve haver algum
modelo (T, <,v) e algum instante ¢ € T em que a férmula é falsa,
ou seja, v(G(a = B) = (Ga — GB), t) = 0. Disto segue-se que
v(G(a = B), t) =1ev(Ga — GB, t) =0, e deste dltimo segue-se que
v(Ga, t) =1 ev(GB, t) = 0. Se v(GB, t) = 0 entdo existe um ins-
tante ' € T tal que t < t' e v(B, ') = 0. Se v(G(a — B), t) =1
e v(Ga, t) = 1 entdo para todo instante ¢ € T tal que t < t/,
vae—= 8, t)=1lev(a, t')=1. Seviae = B, t')=1lev(a, t')) =1
entdo v(f3, t') = 1. Mas tinhamos visto que v(3, ') = 0 — contradigao.
Logo, a férmula G(a — ) — (Ga — Gf) é vélida em K.

Axioma K, (H(a — 8) — (Ha — Hf(3)): Vamos supor que
o axioma K, nao é vélido em Kjy. Sendo assim, deve haver algum
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modelo (T, <,v) e algum instante ¢ € T em que a férmula é falsa,
ou seja, v(H(aw = B) —» (Ha — Hp), t) = 0. Disto segue-se que
v(H(aw = B), t) =1 ev(Ha — HpB, t) = 0, e deste tltimo segue-se
que v(Ha, t) =1 ev(HB, t) =0. Se v(HpB, t) = 0 entdo existe um
instante t' € T tal que ' <t e v(B, t') =0. Se v(H(a — ), t) =1
e v(Ha, t) = 1 entdo para todo instante ' € T tal que t' < ¢,
vla—= 6, t)=1lev(a, t')=1. Sevia = 8, t') =1ev(a, t')=1
entdo v(8, t') = 1. Mas tinhamos visto que v(3, t') = 0 — contradigio.
Logo, a férmula H(a — 8) — (Ha — Hp5) é vilida em K.

Axioma GP (o — GPa): Vamos supor que o axioma GP nao é
véalido em K. Sendo assim, deve haver algum modelo (T, <, v) e algum
instante ¢t € T em que a férmula é falsa, ou seja, v(a - GPa, t) = 0.
Disto segue-se que v(a, t) = 1 e v(GPa, t) = 0. Se v(GPa, t) =0
entdo h& um instante ¢ € T tal que t < ¢’ e v(Pa, t') = 0. Deste
ultimo segue-se que nao hd em T nenhum instante ¢ tal que ¢’ < ¢/
e v(a, t"”) = 1, ou seja, para todo instante ¢ € T tal que ¢/ < t/,
v(a, ") = 0. Como vimos que t < t/, entdo também é o caso que
v(a, t) = 0. Mas haviamos visto que v(«, t) = 1 — contradi¢do. Logo,
a férmula o — GPa é valida em K.

Axioma HF (o« — HFa): Vamos supor que o axioma HF nao é
véalido em K. Sendo assim, deve haver algum modelo (T, <, v) e algum
instante ¢t € T em que a férmula é falsa, ou seja, v(a = HFa, t) = 0.
Disto segue-se que v(a, t) =1 e v(HFa, t) =0. Se v(HFa, t) =0
entdo h& um instante t' € T tal que t/ < t e v(Fa, t') = 0. Deste
ultimo segue-se que ndo hd em T nenhum instante t” tal que t' < ¢
e v(a, t"”) = 1, ou seja, para todo instante t” € T tal que ¢’ < ¢,
v(a, ") = 0. Como vimos que t' < ¢, entdo também é o caso que
v(a, t) = 0. Mas haviamos visto que v(a, t) = 1 — contradigao. Logo,
a férmula o — H Fa é valida em K.

Regra MP: Devemos mostrar que a regra de Modus Ponens preserva
a validade, ou seja, que dadas duas férmulas validas em Ko a — (8 e «,
a férmula g resultante da aplicagao da regra MP também é valida. Se
as férmulas @ — § e a sdo vélidas entao para qualquer modelo (T, <, v)
e qualquer instante t € T, v(ae — B, t) = 1 e v(«, t) = 1. Disto ja
se segue, necessariamente, que v(3, t) = 1 e, portanto, 8 também é
valida em Kj.

Regra GT: Devemos mostrar que a regra de Generalizacao Temporal
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preserva validade, ou seja, que dada qualquer féormula « valida em K,
as férmulas Ga e Ha também sao validas em Ky. Se a férmula o é
vélida, entao para qualquer modelo (T, <, v) e qualquer instante ¢t € T,
v(a, t) = 1. Como « é uma férmula védlida, o também é verdadeira
em todo instante ¢’ tal que t < ¢/, sendo assim v(Ga, t) = 1. Do
mesmo modo, « é verdadeira em todo instante t” tal que t” < t, logo
v(Ha, t) = 1. Portanto, se « é vélida em K, Ga e Ho também sdo
validas em Kj.

2.3.2 Completude

Um sistema formal F é completo em relagao a uma classe de mo-
delos C' (ou uma classe de estruturas K) se toda férmula que é valida
nesta classe é um teorema do sistema, ou seja, para toda férmula c,
se Fo a entao Frp a. Nesta secdo iremos provar que o sistema K; é
completo em relagdo & classe de todos os modelos temporais Cy (con-
sequentemente em relagao a classe de todas as estruturas Ky). Nossa
prova ird se basear em Zalta (1995, pp. 69-75).

Uma das formas de se provar a completude de um sistema em
relagcdo a uma classe de modelos é provando que se uma férmula nao
é um teorema do sistema entao esta férmula nao é valida na classe
de modelos em questao. Portanto, nossa estratégia para demonstrar a
completude de K; em relagao a Cj sera provar que para toda féormula
da linguagem L, se ¥k, o entao « é invalida em ao menos um modelo
M € Cy. Formalmente, o enunciado que iremos provar é:

(A) Se ¥k, a entao existe um modelo M € Cy tal que ¥y o

Provando o enunciado (A) demonstramos que toda férmula que
nao é teorema de K; nao é valida em Cj, e assim estabelecemos a
completude de K¢ em relagdo a Cy. Para provar o enunciado (A)
precisamos, entao, procurar por um modelo que invalida todos os nao-
teoremas de K;. Na tentativa de provar a completude para os sistemas
normais conseguiu-se demonstrar um resultado ainda mais geral: que
para qualquer sistema normal F existe um modelo M que invalida
todos os nao teoremas de F. Chamamos o modelo que invalida todos os
nao-teoremas de um sistema formal F de ‘modelo canénico de F’ (em
sfmbolos M ).

O modelo candnico que iremos demonstrar possui algumas carac-
teristicas importantes: uma delas é que as férmulas vélidas no modelo
MYF sdo todos e somente os teoremas de F. Se o modelo M¥ possui
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essa caracteristica, dizemos que M¥ determina F. Formalmente:
MPF determina F sse, para toda férmula o, Epr a sse Fr a.

Se todos e somente os teoremas de F sdo validos em M* entdo
se uma férmula nio é teorema do sistema, ela nao é valida em M7,
Como F é um sistema qualquer, precisaremos ainda demonstrar que
MF € Cy. Portanto, a prova da completude de K; em relacio & classe
de todos os modelos temporais Cy se dividirda em duas etapas. Precisa-
mos provar que:

(a) Para qualquer sistema F existe um modelo M que determina F.
(b) MF € Cy

O resultado (a) é mais geral e pode ser usado para a prova da
completude de qualquer sistema de légica temporal normal. Portanto
(a) é provado somente uma vez. No terceiro capitulo, ao falarmos do
sistema para a Teoria da Relatividade Restrita usaremos este resul-
tado, bem como outras provas ja realizadas neste primeiro capitulo.
A demonstracao de (b), por sua vez, deve ser feita individualmente
para cada sistema formal. Por exemplo, se quisermos mostrar que um
sistema é completo em relagdo a classe dos modelos transitivos (C-
transitivo), devemos mostrar que MY € C-transitivo. Se quisermos
mostrar que um sistema é completo em relagao a classe dos modelos
reflexivos (C-reflexivo), devemos mostrar que M% € C-reflexivo. E
assim para qualquer outra prova.

Os elementos do conjunto 7' do modelo canénico serao conjuntos
maximais consistentes de férmulas. Para entender o que isso significa
precisamos, primeiramente, introduzir as defini¢coes de conjuntos maxi-
mais consistentes e demonstrar alguns resultados sobre isso. Aqui nos
basearemos em Zalta (1995, pp. 54-65).

Definicao 2.14 Seja I' um conjunto de férmulas:

1. T é mazimal (em simbolos Max(I")) se e somente se para qualquer
férmula o, a € ' ou ~a € T.

2. T é consistente em relagdo a um sistema F (em simbolos Conp (T"))
se e somente se nao é o caso que ambos ' Fr a e I' Fp —a. Po-
demos também dizer que Conp(T) sse I' ¥r a A —a.

3. T é mazximal consistente em rela¢ao a um sistema F (em simbolos
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MaxConp(I")) se e somente se é o caso que Max(I') e Conp(T).

Quando nao é o caso que Max(I"), escrevemos —Max(I"); quando
néo é o caso que Conp(T"), escrevemos —Conp(T'); e quando néo é o
caso que MaxConpg(T'), escrevemos ~MaxConp(T).

Desta definicao seguem-se algumas consequéncias importantes,
que poderao ser usadas em demonstracoes futuras.

Teorema 2.5 Os seguintes resultados podem ser obtidos a partir da
definicao de conjunto maximal consistente:

1. T'+r a sse =Conp(T U {—-a})

Prova: (=) Se T’ Fp a entdo I' U {-a} também deriva «, ou seja,
T'U{-a} Fr a. Mas pela defini¢cao 2.8, I' U {-a} também deriva —c,
ou seja, ' U {—a} Fr —a. Logo, I' U {—«a} nado é consistente com F
(=Conp(T'U{—a})) .

(<) Se =Conp(I'U{-a}) entdo 'U{-a} Fr S A—B. Pelo Teorema da
Dedugéo, ' b ~a — (8 A —8). Usando o axioma LP temos —(8 A —f)
e aplicando a regra MT em —a — (8 A —=8) e =(8 A =) obtemos
——a. Por fim, aplicando a regra DN em ——a obtemos a. Logo, se
—Conp(I'U{-a}) entdo I' Fr a.

2. Se Conp(T') entdo para qualquer férmula a, ou Cong(T' U
{a}) ou Conp(T'U {—a}).

Prova: Prova por redugao ao absurdo. Vamos supor que Cong(I'), mas
TU{a} e TU{—a} sdo inconsistentes. Se TU{a} e TU{—a} sdo inconsis-
tentes, entdo T'U{a} Fr A e TU{-a} Fr BA—[. Pelo Teorema da
Dedugao temosI' -p o = (BA-8) e T Fp —a — (BA—0). Introduzindo
o axioma LP —(8 A =) e usando a regra MT em I' Fr o — (B A =)
e em —(8 A —f) temos que I' Fr —a. E usando a regra MT em
T'kp —a— (BA-8) e em —(8A—8) temos que I' Fp ——q; e aplicando
a regra DN em ——a obtemos I' Fr a. Dessa forma, temos que I' Fp «
e I' Frp —a, o que faz o conjunto I' inconsistente. Mas isso contradiz
nossa suposicao inicial de que Cong(T'). Logo, Se Cong(T") entdo para
qualquer férmula «, ou Conp(I' U {a}) ou Conp(I'U {—a}).

Demonstraremos a seguir que qualquer conjunto consistente de
férmulas pode ser estendido para um conjunto maximal consistente.

Lema 2.2 (Lema de Lindenbaum): Se um conjunto de férmulas
I é consistente em relagdo a um sistema F (Cong(T')), entdo hd um
conjunto de férmulas A que é maximal consistente em relagao a F
(MaxConp(A)), tal que I' C A.
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Prova: Seja ai,as,as,... uma enumeracao de todas as férmulas da
linguagem. Definimos uma sequéncia de conjuntos de férmulas, deno-
minados Ag, A1, As, ..., e um conjunto que une todos os membros de
Ag, A1, As, ..., denominado A, da seguinte forma:

Ag=T

A, U{an}, se Apbra
An+1 =

ApU{-a,}, se A, Fra

A= G A,
n=0

Dada esta definicao, precisamos provar que, de fato, A é maximal con-
sistente em relacdo a F e que I' C A. Para isso, temos trés passos a
demonstrar: i) I' C A; ii) A é maximal (Max(A)); e iii) A é consistente

(Conp(A))

i) Como A = {AgUA; UAyU...}, entdo Ag C A, e como Ag =T
entao I' C A.

ii) De fato, para qualquer n, A,, C A, pois A consiste na uniao de todos
os conjuntos A,. N6s definimos que A, Fr a ou A, ¥r a, e também
definimos que A, 11 éigual a A,, U, ou A, U-a,. Dessa forma, temos
que ou @ € Ap4q ou —aw € Ayiq. Como para qualquer n, A, C A
entdao A é um conjunto maximal. Em outras palavras: em cada passo
da construgao dos conjuntos nés adicionamos uma nova férmula (o, ou
—ay,) a um conjunto jé construido. Como todas as férmulas da lingua-
gem estao listadas, entao ao final teremos que, para qualquer féormula
Qp, OU i, € A ou —a, € A, que é justamente a defini¢do de conjunto
maximal. Logo, Max(A).

iii) Para provar Conp(A) vamos mostrar que: iii.a) se A nao fosse con-
sistente com F entao haveria um conjunto A,, € A que é inconsistente
em relagdo a F (—=Cong(A,,)); e iii.b) todos os conjuntos A,, sdo con-
sistentes em F.

iii.a) Vamos supor que =Conp(A). Entdo A g a A —a, ou seja, existe
um subconjunto finito de férmulas {aq, as,...,ar} que pertencem a
A, tal que {a1,a9,...,a;} Fr a A na. Como cada conjunto A,, é
construido com base em um conjunto anterior, entdo A; contém to-
das as férmulas de A e mais uma; As contém todas as férmulas de
A, e mais uma, e assim sucessivamente. Portanto, para todo j < 1,
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Aj; C A;. Seja A, o maior conjunto dessa sequéncia, entdo todas
as férmulas «; da listagem pertencem a A,,, inclusive o conjunto de
formulas {aq, ag,...,ar} tal que {a1,a9,...,ar} Fr a A . Sendo
assim, A, Fr aA—-a. Como A consiste na uniao de todos os conjuntos
da sequéncia, entdao A, C A. Logo, existe um conjunto A, que estd
contido em A que ¢ inconsistente em relagdo a F (=Conp(A,)).

iii.b) A prova que todos os conjuntos A, sdo consistentes em F ¢é feita
por indugao sobre 0s A,s.

Base: n =10

Como estamos supondo que Cong(I'), e Ag =T, entdo Conp(Ay).
Hipétese da Indugao (HI): Vamos supor que Cong(A,,) e mostrar que
A, 41 também é consistente, ou seja, Conp (A, 41).

Definimos que A, 1 éigual a A,,U{«a,} ou A,,U{—a,}. Vamos analisar
cada caso.

Se Apt1 = A, U{a,} entdo A, Frp . Se A, Fp ay, entdo, pelo
teorema 2.5.1, =Conp (A, U{-ay}). Por HI, Conp(A,). Pelo teorema
2.5.2, se Conp(A,,) entdo Conp(A, U {a,}) ou Cong(A, U {-ay}),
mas ja vimos que =Conp(A, U {-a,}), portanto Conp(A, U {ay}),
que é o mesmo que Conp(A,11).

Se Apy1 = A, U{—a,} entdo A, ¥r a,. Se A, ¥r a, entdo, pelo
teorema 2.5.1, Conp (A, U {—a,}), que é o mesmo que Conp(A,41).
Dessa forma fica provado, por indugao, que Cong(A,,)

Do Teorema de Lindenbaum seguem-se os seguintes corolarios:

Coroldrio 2.1 T' kg a sse para todo MaxConp(A) tal que I' C A,
acA.

Prova: (—) SejaT Fr 