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RESUMO

No presente trabalho implementou-se um modelo de estado plano de
tensoes usando o Método de Elementos Finitos Hibrido com funcoes de
aproximagao baseada em solugdes fundamentais (FEM-HFS). A imple-
mentacao foi utilizada para investigar os resultados de deslocamento, os
efeitos da continuidade dos campos de tensdo e a convergéncia do mé-
todo. A continuidade inter-elementar é imposta mediante o uso de um
principio variacional modificado incorporando um campo de interface
independente entre os elementos. A formulagdo pode envolver base
equilibrada regular ou singular, no entanto as matrizes sao, em am-
bos os casos, obtidas por integragdo em regioes regulares. As matrizes
do dominio do elemento podem ser convertidas em integrais de con-
torno devido as caracteristicas da base auto-equilibrada das solucoes
fundamentais. E realizada a discretizacdo do problema para aplicacio
numérica via FEM-HFS e o co6digo computacional foi implementado
em linguagem Fortran. A malha é composta por elementos triangu-
lares lineares de trés nos para definir os resultados de deslocamentos
no dominio de integragao e elementos triangulares de até nove nds ao
longo de cada aresta, em grade regular, para definir os deslocamentos
inter-elementares. Por fim, o método é testado em problemas padrao
com solugao de referéncia disponivel: sao os casos de placa de material
linear em regime elastico sob carregamento distribuido uniforme, de
flexdo para pequenas deformacoes e deslocamentos, além de problema
de placa com concentracao de tensoes. Os resultados sdo comparados
com a literatura e software Ansys®.

Palavras-chave: Solucdo fundamental, método elementos finitos hi-

brido, base auto equilibrada, membrana ortotrépica, placa laminada






ABSTRACT

In the present work, a plane stress state model was implemented using
the Hybrid Finite Element Method with the fundamental solutions ap-
proach (FEM-HFS). The implementation was used to investigate the
displacement results, the effects of the continuity of the stress fields and
the convergence of the method. Inter-element continuity is imposed
by using a modified variational principle incorporating an independent
interface field between the elements. The formulation may involve re-
gular or singular self-balanced basis, however the matrices are obtained
in both cases by integration into regular regions. The domain matrices
of the element can be converted into boundary integrals because of the
characteristics of the self-balanced base of the fundamental solutions.
The discretization of the problem was performed for numerical appli-
cation via FEM-HFS and the computational code was implemented in
Fortran. The mesh is composed of linear triangular elements of three
nodes to define the results of displacements in the integration domain
and triangular elements of up to nine nodes in each eadge to define
the inter-element displacements. Finally, was caried out simulations of
a plate of linear material in elastic regime under uniform distributed
load of bending for small deformations and displacements besides to
analyze plate problem with concentration of tensions. The results were
compared with the literature results available and Ansys® software.

Keywords: Fundamental solution, hybrid finite element method, self-

balanced basis, orthotropic membrane , laminated plate.






LISTA DE FIGURAS

Figura 1 Tlustracdo do plano de elasticidade linear: Dominio (€2)
e contorno (T). .. . o

Figura 2 Tlustracao da continuidade entre dois elementos e; e ey

adjacentes, onde I';. é o contorno comum a ambos elementos. . ...

Figura 3 Intra-element e frame field em um elemento particular

na formulacdo hibrida. .......... ... i

Figura 4 Tipica interpolacao linear para campo de deslocamento

entre-elementos em uma aresta do elemento aleatério. ............

Figura 5 Modelo fisico de placa em forma de L em anélise, com

origemem 1 = 0e x2 =0... ...

Figura 6 Malha triangular com: zero subdivisao na borda (a) M1;
duas subdivisdes (b) M2.. ...t e

Figura 7 Malha Ansys ref.: 2014 nds e 3826 elementos, utilizada

como resultados de referéncia. ............. ... i

Figura 8 Exemplificacao de aplicagao dos pontos de plotagem com
grade uniforme npi 22 x 22 utilizado neste trabalho aplicado a um

elemento triangular genérico............ oot ii e

Figura 9 Comportamento do deslocamento u; ao longo da linha
X2 = 50 mm (A-B), com v = 5, em relagio a diferentes nimeros de

pontos de integracao npi e npp = 22 aplicada a malha M1.........

Figura 10 Comportamento da tensao oz ao longo da linha yo = 50
mm (A-B), com v = 5, em relagdo a diferentes ntumeros de pontos

de integracao npi e npp = 22 aplicada a malha M1................

Figura 11 Comportamento do deslocamento u; ao longo da linha
X2 = 50 mm (A-B), com npp = 22, em relagdo a diferentes valores
de v aplicada a malha M1. ... . ... .o o i i

33

43

46

49

54

35

56

96

57

o7

o8



Figura 12 Comportamento do deslocamento us ao longo da linha
X2 = 50 mm (A-B), com npp = 22, em relagdo a diferentes valores
de v aplicada amalha M1. ...ttt

Figura 13 Comportamento da tensao o171 ao longo da linha yo = 50
mm (A-B), com npp = 22, em relagdo a diferentes valores de ~

aplicada a malha M1. ... ... . s

Figura 14 Comportamento da tensao os2 na linha xys = 50 mm
(A-B), com npp = 22, em relagio a diferentes valores de « aplicada
amalha ML ... e e

Figura 15 Comportamento do deslocamento u; ao longo da linha

X2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relacdo as malhas M1, M2 e

Figura 16 Comportamento do deslocamento us ao longo da linha

X2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2 e

Figura 17 Comportamento da tensdo o1 ao longo da linha x2 =0

mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2 e M4....

Figura 18 Comportamento da tensao o292 ao longo da linha xo =0
mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2 e M4....

Figura 19 Comportamento do erro relativo do deslocamento u; ao
longo da linha y2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagao as
malhas M1, M2, M3 , M4 e M5. ..o

Figura 20 Comportamento do erro relativo do deslocamento uy ao
longo da linha y2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as
malhas M1, M2, M3 , M4d e M5. ..o

Figura 21 Comportamento do erro relativo da tensao 11 ao longo
da linha yo = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas
M1, M2, M3, M4 e Mb.. ..o e

Figura 22 Comportamento do erro relativo da tensao o229 ao longo

39

60

60

61

62

62

63

64

64

65



da linha yo = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas
M1, M2, M3, M4 € Mb. o ooee oo

Figura 23 Modelo fisico de uma placa quadrada finita (100 mm x
100 mm) com furo central, d= 10 mm e carregamento unidirecional
uniforme p = 100 MPa. ...

Figura 24 Malha triangular M1 em andlise da placa quadrada com

furo central.. ...

Figura 25 Distribuicdo das tensoes principais em torno de um furo
circular com carga aplicada a 6 = 45°em relacao as diregoes prin-
cipais. Fonte: (LEKHNITSKII; TSAT; CHERON, 1968) ..........

Figura 26 Malha de referéncia Ansys com 394 nés e 707 elementos,

com refino localizado no contorno do furo.........................

Figura 27 Comportamento da tensdo o1; ao longo da linha de y; =

0 mm, com v = 5 e npp — 22, para malha M1, M2, Ansys e Ansys

Figura 28 Comportamento da tensao o952 ao longo da linha de x;
= 0 mm, com v = 5 e npp = 22 , para malha M1, M2, Ansys e
AnSys ref.. o e

Figura 29 Ilustragao da decomposi¢do do modelo geométrico (a) em
uma malha triangular usual de FEM (b) e em uma malha aplicavel
A FEM-HFS (C). oot

Figura 30 Modelo de geracao dos noés internos da malha hibrida
aplicavel ao FEM-HFS.. . ... . . e

65

67

68

69

71

72

72

80






LISTA DE TABELAS

Tabela 1 Propriedades e caracteristicas geométricas da lamina or-

totropica daplacaem L. ........ .o i

Tabela 2 Descriminagao das malhas utilizadas para anélise para o

problema de placaem L. ..... ..ot

Tabela 3 Propriedades e caracteristicas geométricas da lamina or-

totropica da placa quadrada com furo central.....................

Tabela 4 Descriminacao das malhas utilizadas para anélise para o

problema de placa com furo central................... ... ... .....

Tabela 5 Fator de concentragio de tensdo K; no ponto (x,y)=(0;5)

para diferentes propriedades de material e malhas.................

54

35

66

67






LISTA DE ABREVIACOES

MEF Método de Elementos Finitos
MEF-H Método de Elementos Finitos Hibrido
MEF-HT M¢étodo de Elementos Finitos Hibrido-Trefftz

MEF-HFS Método de Elementos Finitos Hibrido Baseado em So-
lucdo Fundamental

BEM Método de Elementos de Contorno
GRANTE Grupo de Anélise e Projeto Mecénico
DOF Graus de Liberdade






»

L}

S O

LISTA DE SIMBOLOS

Coordenadas cartesianas

Dominio global do corpo

Contorno global do corpo

Contorno global das condigoes de deslocamentos prescritos
Contorno global das condigoes de esforcos prescritos
Vetor unitario normal a superficie média

Componente da tracao atuando no contorno

Componente do campo de deslocamentos

Componente do campo de deformagoes

Componente do campo de tensoes

Vetor componentes dos deslocamentos

Posicao no dominio

Vetor de deformacao

Operador diferencial

Matriz constitutiva do material

Componentes da matriz constitutiva do material
Componentes da matriz constitutiva reduzida do material

Componentes da matriz constitutiva reduzida inversa do ma-

terial
Vetor forcas de corpo
Componentes do vetor forgas de corpo

Vetor componentes dos deslocamentos no contorno das con-



Xs

S %

9 o > =
® >

3

Uz

Ng

Ce

Xo

digoes essenciais
Vetor tracao atuando no contorno das condigoes naturais
Vetor tracao atuando no contorno

Matriz transformacao relacionada as dire¢oes cossenos ao ve-

tor normal n

Posicao de aplicagdo das solugoes fundamentais (source points)

Componente i do descolamento induzido

Funcao delta de Dirac

Funcional hibrido de um elemento

Dominio do elementos

Contorno do elementos

Contorno com deslocamentos prescritos do elemento
Contorno com esforcos prescritos do elemento
Contorno interno comum a dois elementos adjacentes
Funcao suave qualquer

Componentes cartesianas do vetor unitario normal a super-
ficie

Nuamero de source points

Funcoes de aproximacao internas

Vetor coeficientes incognitos

Posi¢ao de um ponto no contorno de elemento
Centroide geométrico do elemento

Coeficiente adimensional que controla a distancia fisica do

ponto x4 ao contorno do elemento

Matriz campo de deformacao



e

eESE Re 2

Matriz campo de tensoes

Matriz campo de esforgos

Funcoes de aproximagao externas

Vetor deslocamentos nodais

Matriz rigidez do elemento

Vetor forcas nodais

Energia de deformacao do elemento

Matriz de deformabilidade interna do elemento
Matriz de deformabilidade externa do elemento
Matriz de recuperacao movimento de corpo rigido
Vetor de recuperacao movimento de corpo rigido
Vetor movimento de corpo rigido

Modulo de elasticidade na direcao ij

Moédulo de cisalhamento na direcao ij






1.1
1.2
1.3

21
2.1.1
2.1.2
2.1.3
214
2.2

2.3
2.4
24.1
2.4.2
243
244
2.4.5
2.4.6
2.4.7
2.4.8
2.4.9
2.4.10

3.1
3.2

SUMARIO

INTRODUCGAO .ottt iiiieee e eeaanes 27
CONTEXTO ..ot e 27
OBJETIVOS .. e 28
ESTRUTURA DO TEXTO ..o, 29
METODO DE ELEMENTOS FINITOS HIBRIDO ..... 31
TEORIA DA ELASTICIDADE LINEAR............... 32
Relagoes deformacao-deslocamento . ................... 33
Equacgoes constitutivas . .......... . o i 34
Equagoes de equilibrio ........... ... . il 36
Condicgoes de contorno . ..., 36
SOLUCAO FUNDAMENTAL PARA ELASTICIDADE

PLANA ORTOTROPICA ..... ..., 37
FORMULACAO VARIACIONAL PARA FEM-HFS ... .. 40
DISCRETIZACAO EM ELEMENTOS FINITOS........ 44
Campo de deslocamento interno do elemento............ 45
Pontos de aplicacao das solugoes fundamentais .......... 45
Campo de deformagoes........... .. .. L. 47
Campo de tensoes . . ...ouv et 47
Esforgos no contorno. ....... ... .. .. o i 48
Campo de deslocamento entre-elementos ............... 48
Funcional discretizado .............. ... ... .. ... .. ... 50
Condicoes de estacionaridade ......................... 50
Matriz de rigidez do elemento......................... o1
Recuperagao do movimento de corpo rigido ............. 51
RESULTADOS . ittt ittt et i ieieieeenans 53
MODELO DE PLACAEM UL ... ... .. 53
MODELO DE PLACA ORTOTROPICA FINITA COM

FURO CIRCULAR . ... oo 66

CONCLUSOES & - e ettt et e et e e e e 73



REFERENCIAS &+t tittteteteteinteennteraneeennneeennns
APENDICE A - Procedimento computacional para formulacdo
da matriz conectividade hibrida e fluxo de céalculos do
FEM-HFES t i iiiiieiiiiiieieinnnneresnnassanns



27

1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTO

Entre outras coisas o desenvolvimento tecnolégico esté intrinse-
camente relacionado ao desenvolvimento de novos materiais. A ideia de
materiais compostos nao é nova, uma vez que na natureza pode-se ob-
servar inimeros exemplos, tal como a madeira, um material composto
fibroso. A partir dos anos 60, ha uma grande demanda por materiais
com maior rigidez e resisténcia e que, a0 mesmo tempo, aliassem um
baixo peso. Atualmente, elementos estruturais como vigas e placas de
materiais compostos sao usados largamente em muitos setores da in-
dustria como em equipamentos, em dutos ou em vasos de pressdo, na
industria aeroespacial muitas vezes sob forma de compostos laminados,
em navios, pontes (MENDONCA, 2005).

Esta utilizacdo é justificada pelo fato de que, nestas estrutu-
ras, o carregamento é suportado principalmente por tensoes coplanares,
resultando em uma geometria muito compacta, mas ao mesmo tempo
rigida, reforgando a caracterizagao de componentes que aliam o baixo

peso e a alta capacidade de carga.

Muitos problemas de engenharia cujos modelos matematicos
podem ser expressos na forma diferencial ou na forma integral sdo re-
solvidos unicamente via aproximagoes numeéricas, devido sua comple-
xidade para derivacdo teorica. As técnicas largamente utilizada para
resolver estes problemas sdo o Método de Elementos Finitos (MEF)
e Método de Elementos de Contorno (BEM). O MEF caracteriza-se
por discretizar o dominio do problema bem como o contorno da regiao
a ser analisada. Em contrapartida, o BEM, discretiza apenas o con-
torno da regido a ser avaliada. As simplificacdo do modelo de problema
real para modelo matematico expresso pelo MEF possibilita a econo-

mia consideravel de trabalho numeérico além de constituir uma maneira
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muito conveniente para tratar regides ndo limitadas (como os meios
semi-infinitos de problemas de geomecanica) através de meios numé-
ricos (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984) (BREBBIA; WALKER,
1980) em contraste ao BEM.

Sob a 6tica matematica, os modelos de vigas e placas apre-
sentam um desafio interessante por diversos fatores, por exemplo: (1)
seja pelo acoplamento das equagoes diferenciais que surgem com nao-
linearidades geométricas ou acoplamento de relagoes constitutivas; (2)
pelo surgimento de problemas numéricos como o travamento por cisa-
lhamento (GARCIA et al., 2000); (3) pela exigéncia de alta regularidade
das funcoes de aproximacao em alguns modelos, como os de Kirchhoff
e de ordem superior (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009),
nao providas naturalmente pelo MEF. Desta forma, fica claro o grande
interesse, tanto industrial quanto académico em estudar, analisar e pre-

ver o comportamento dessas estruturas.
1.2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é implementar o modelo de estado
plano de tensdes usando o Método de Elementos Finitos Hibrido com
aproximagao via solugdo fundamental (FEM-HFS), para modelagem
de placa de material composto laminado ortotrépico, simétrico, sob
carregamento em flexdo de membrana, para pequenas deformacoes e
deslocamentos e, analisar problemas de concentracao de tensoes. Visa-
se usar a implementacao para investigar os resultados de deslocamento,
os efeitos da continuidade dos campos de tensao e a convergéncia do
método. Para tal, foi utilizado a linguagem FORTRAN, esta desen-
volvida na década de 1950 e utilizada até os dias de hoje nas areas da
Ciéncia da Computacao e andlise numérica, e bibliotecas de dados dis-
poniveis no GRANTE. Finalmente, realizaram-se testes comparativos
do método implementado com software Ansys®.



1.3. Estrutura do texto 29

1.3 ESTRUTURA DO TEXTO

De modo a organizar o documento e facilitar o entendimento
do texto, esta dissertagdo estd organizada como segue. No Capitulo 2
apresenta-se uma revisao bibliografica dos principais tépicos que envol-
vem este trabalho.

Na Secao 2.1 é apresentado uma breve revisao bibliogréafica
referente a teoria de elasticidade linear de materiais ortotropicos. Na
Secao 2.2 sdo apresentados os conceitos principais da solu¢ao fundamen-
tal aplicada a elasticidade plana ortotrépica. Na Secao 2.3 introduz as
bases da formulacdo variacional para o Método de elementos Finitos
Hibrido baseado em solucao fundamental (FEM-HFS) e por fim, na
Secdo 2.4 a é apresentada as etapas da discretizacdo do modelo em

Elementos Finitos.

O Capitulo 3 abrange os resultados referente aos modelos dois
modelos propostos: modelo de placa em L e modelo de placa ortotrépica

infinita com furo circular.

Encerra-se este trabalho com o Capitulo 4, no qual sdo feitas
as consideracoes finais deste trabalho bem como sugestoes de trabalhos
futuros. Por fim, no apéndice A é apresento os detalhes das etapas
operacionais referentes aos algoritmos numéricos para criagdo da malha
hibrida utilizados neste trabalho e um breve fluxograma das etapas de

célculo.






31

2 METODO DE ELEMENTOS FINITOS HIBRIDO

O Método de Elementos Finitos Hibrido-Trefftz (FEM-HT)
originou-se com dois trabalhos pioneiros de Jirousek (JIROUSEK, 1978),(JI-
ROUSEK; LEON, 1977). O método consiste em uma versao modifi-
cada do Método Variacional de Trefftz apresentado primeiramente por
Trefftz em 1926 (TREFFTZ, 1926) em contrapartida ao Método Varia-
cional de Rayleigh-Ritz. O FEM-HT é considerado um método compu-
tacionalmente eficiente para complexos problemas de contorno (QIN,
2000). O método também apresentou-se eficiente para a modelagem de
placas de Mindlin (CHOO; CHOI; LEE, 2010), (JIROUSEK, 1987).

Os métodos atualmente existentes, tais como MEF e FEM-HT,
possuem algumas desvantagens em resolver problemas de engenharia
com materiais compostos e efeitos locais, tal como furos ou trincas
(QIN; WANG, 2008) (WANG; QIN, 2009). No MEF, faz-se necessé-
rio avaliar integrais que necessitam muito tempo computacional para
serem resolvidas além da necessidade de refino local de malha para
andlise dos efeitos locais (WANG; QIN, 2010). A principal desvanta-
gens do método FEM-HT consiste na necessidade de construcao das
funcoes polinomiais Trefftz, a necessidade de escolher os termos a se-
rem truncados do polinémio, além da complexidade na transformacao
das coordenadas necessaria para estabilidade do método (WANG; QIN,
2010). Para transpor os problemas mencionados, (WANG; QIN, 2010)
desenvolveram um novo método hibrido baseado no método FEM-HT.
FEM-HFS é um método hibrido que usa dois campos de deslocamentos,
a principio independentes, sendo um campo de deslocamentos internos
ao elemento, conhecido como intra-element field (QIN, 2000), e um
campo de deslocamento definido apenas nas interfaces entre os elemen-
tos, conhecido como frame field (QIN, 2000), responsavel por impor, de
forma fraca, a posteriori, a continuidade de deslocamentos (BREBBIA;;
TELLES; WROBEL, 1984).
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O campo interno deve ser escolhido de forma a satisfazer, a
priori, as equagoes locais de equilibrio do problema (QIN, 2000). A
continuidade inter-elementar é imposta mediante o uso de um principio
variacional modificado incorporando um campo de interface indepen-
dente entre os elementos (QIN, 1994). A formulacdo pode envolver base
equilibrada regular ou singular, mas as matrizes sao obtidas por integra-
¢do em regioes regulares. Ao final da formulacdo a matriz de rigidez é
simétrica e positiva semi-definida. As matrizes do dominio do elemento
podem ser convertidas em integrais de contorno devido as caracteristi-
cas da base auto-equilibrada, o que pode reduzir drasticamente o custo
do processo de integracdo em diversos tipos de problemas. Devido as
caracteristicas da formulacao hibrida, torna-se possivel desenvolver di-
retamente elementos de placa livres de locking de cisalhamento, como
constatou Jirousek (JIROUSEK; WROBLEWSKI; SZYBINSKI, 1995),

em seu trabalho para placas homogéneas-isotropicas.

O Método de Elementos Finitos Hibrido baseado em solugoes
fundamentais (FEM-HFS) utilizado neste trabalho baseia-se em uma
malha triangular linear que é utilizada para definir os resultados de
deslocamentos nas interfaces dos elementos e o dominio de integragao
numérica para material ortotrépico sob estado plano de tensoes. O
desenvolvimento matemético do FEM-HFS pode ser dividido em duas

etapas:
1. Criagao numérica de malha triangular linear, utilizada para defi-
nicao dos resultados nas interfaces dos elementos;
2. Criacao de uma sub-malha mediante a subdivisao das arestas dos
elementos da malha linear (em até 8 subdivises por aresta) utili-

zada para gerar os pontos de aplicagao das solu¢oes fundamentais.
2.1 TEORIA DA ELASTICIDADE LINEAR

Na teoria da elasticidade linear assume-se que o material de

estudo comporta-se linearmente e as mudangas na orientagdo do corpo
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no estado deformado sdo negligenciadas. Como resultado, podem ser
usadas as relacoes deformagao-deslocamento e as equagoes de equilibrio
referentes a geometria ndo deformada (QIN, 2000). Por conveniéncia,
no decorrer do presente trabalho sera adotado o sistema de coordenadas

cartesianas (x1, x2), como pode ser observado na Figura 1.

Figura 1: Ilustracdo do plano de elasticidade linear: Dominio (2) e
contorno (T).

Considera-se u;, €;; e 0;j, respectivamente, as componentes
dos campos de deslocamento, deformacdo e tensao, com subindices ¢
e j que variam de (1,2). O estado plano de tensbes considera duas
componentes de deslocamentos globais, u; e usz, definidos nas diregoes

globais x1, X2, respectivamente como

u(x) = {“1} . (2.1)
U

2.1.1 Relagoes deformagao-deslocamento

A deformacao é relacionada aos deslocamentos mediante a equa-

cao
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e=L"u, (2.2)

onde & = {e11 €22 12} € 0 vetor deformagdo e o operador diferencial
L é dado por

A L (2.3)
0 8y 0,

onde, a virgula no subindice representa a derivacao em relacao as co-
ordenadas cartesianas, ou seja, d; = 9/9x;, 0.5 = 0*/9x;0x; com
subindices i e j que variam de (1,2).

Rearranjando as equagoes (2.2) e (2.3) obtemos a equacio ci-

nematica

€11 8,1 0
u
€99 = 0 872 { 1}. (24)

Uz
Y12 3,2 6,1
2.1.2 Equacgoes constitutivas

Em problemas de elasticidade 2D, a rela¢do tensdo/deformagao
do material nas direcoes principais pode ser relacionada por meio da

Lei de Hooke, que na forma compacta é definida por

o =De, (2.5)

onde D é a matriz constitutiva do material.

No presente trabalho, como o objetivo é avaliar materiais or-
totrépicos homogéneos lineares no regime elastico, a equagao compacta

(2.5) tem a forma
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o11 Dy D12 Das 0 0 €11
022 D21 Doy Dag 0 0 €22
o33\ _ |Dar Ds2 Dsz 0 0 0 €33 (2.6)
Tos 0 0 0 Dy 0 0| )9s
T13 0 0 0 0 Dss O 713
Ti2 0 0 0 0 0 Deg| |2

Uma placa é um sélido tridimensional com uma geometria ca-
racteristica que pode ser descrita como dois planos paralelos, chamados
de faces, separados por uma espessura h. Paralela as faces, é conside-
rada uma superficie de referéncia €2, geralmente localizada na superficie
média. A placa possui uma tnica normal n e, pelo fato de ser plana, esta
é constante em todo ponto da placa. Devido & sua pequena espessura
em relagdo as outras dimensdes (comprimento e largura), frequente-
mente nao é necessario utilizar Equagoes de Elasticidade 3D, podendo
ser gerada uma formulacdo simplificada 2D. Assim, pode-se assumir
o problema como um de estado plano de tensodes, onde o corpo em
analise possui deformacoes transversais nulas, portanto, problemas de
placas com espessuras muito inferiores as dimensoes globais, em relagao
ao plano y; — x2, (Figura 1), podem ser facilmente avaliados. Desta

forma, a Lei de Hooke (2.6) pode ser reduzida a,

o1 Dy Dy 0 €11
022 ¢ = |D21 D2z 0 €22 (2.7)
012 0 0 D66 Y12

onde 12 = 215 representa deformagdo de engenharia. As componentes
do tensor elastico podem ser invertidas mediante as seguintes relagoes,

A= §11§22 — gfg
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onde Eij = Dij (Z,j = 1,2) e 566 = D66~
2.1.3 Equacgoes de equilibrio

Para problemas no estado plano de tensoes, as equagoes que

caracterizam o equilibrio do plano deformado sdo dadas por

0011 0012

ox1 Ox2

+ b1 =0, (29)

Ooia 002
Ix1 Ox2

onde bie by sdo as componentes das forcas de corpo nas direcoes carte-

+by =0, (2.10)

sianas. Assim as equacOes de equilibrio na forma reduzida podem ser

escritas como

Lo+b=0. (2.11)

2.1.4 Condigoes de contorno

Condigoes de contorno podem ser aplicadas diretamente nos
deslocamentos ou em forgas trativas/compressivas. As condigoes de
contorno de deslocamentos ou condicoes essenciais, de Dirichlet, sao
deslocamentos prescritos, enquanto as condigdes de contorno trativas/-
compressivas ou naturais, de Neumman, exigem que as tragoes induzi-
das devam estar em equilibrio com as forcas externas aplicadas a um
ponto especifico no contorno do corpo (QIN; WANG, 2008). Matemati-
camente, as condi¢coes de contorno essenciais sao aplicadas no contorno

de deslocamentos, ou seja, em I';,

u=u em I, (2.12)

Enquanto as condigoes naturais aplicadas em I'; sao
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t=Ac=t em T (2.13)

onde t é o vetor de tragdo e A é a matriz de transformagao relacionada

o T R .
as direcoes dos cossenos ao vetor n = {n; ng}  normal & superficie

o1n1 + T12NM2

0 7
t— _[”1 ”2] oy (2.14)

T12N1 + 02N2
onde

n1 0 no

A= (2.15)

0 ng Ny

2.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL PARA ELASTICIDADE PLANA
ORTOTROPICA

As solugoes fundamentais, também conhecidas na literatura
como fungdes de Green, sao essenciais para o desenvolvimento do mé-
todo hibrido, uma vez que permitem converter as integrais de dominio

em integrais de contorno.

No estado plano num corpo infinito de material ortotropico,
para uma forga unitaria agindo no ponto de fonte x, (source point),
as solugoes fundamentais singulares correspondentes em um ponto x

satisfazem a equacdo

(Dsa + 566)3,12 5228,22 + 5668711

5113,11 + 5668,22 (512 + 566)8,12 ] {Ufk
Uy,

}+{5k1,5k2}T5 (x,%,) =0,
(2.16)

onde as solugdes uj, e uj;, sdo dadas por Rizzo and Shippy (1970) como
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uly (x,%x5) = (\/714 Inp; — \/EA?M@),

uly (X, Xs) = udy (X,%Xs) = QA1 Ao <arctan

— arctan

T2 T2 )
\/Eﬁ \/XH '

‘ Af A3
u3 (X,%5) = —Q \/T—lhll)l - \/T—Zhlpz- )

(2.17)
onde 6 (x,X;) é a funcdo delta Dirac, u, é a componente i do desloca-
mento induzido no ponto x. Uma forga unitéaria é aplicada ao longo da
direcdo k no ponto de fonte x,, e

1
Q=——

27 (A1 — A2) S22

2515 + S
Ap A Ny = 2212066
22
2
Mg = S“ (2.18)
22

A; = S1a — \iSag,
Pi =1/ )\ﬂ’% + T%,
Ty =T — Tgj-

Assim, realizando a substituicdo das equagoes (2.17) na equa-
¢do cinematica (2.4) obtém-se
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ous
€111 = 78)(11 = Biry,
1

Ouy;  Oujy

€391 = Dve  Oxo = —Bsry,
oud out
i = 2L 4 ZHL — (By 4 By)r,
ox1 Oxe (2.19)
P % Bsr '
2 = 5 m = e
Oulsy
x = = B
€222 Dxa 572,
oui, = Oul,
Yoo = —-B B
Y122 s o1 (—Bs3 + By) 11,
onde
B VA2 a2
1=Q A 2;%_ )\2141*% )
1 1
By =Q (x/A1A§p2 - \/A2A§p2> ,
1 2
VAL = VA2) (13 — VAV ar?
By = QayAy— YN V) (5 = VAnart) (2.20)

(VAvAard +13)7 + (VA — V) 1
MY S
VAt Vi)’
A2 1 A2 1
meq(ALL A1y
A1 P1 A2 P35
Ao realizar o mesmo procedimento de substituicdo, para a

equagcdo constitutiva (2.7), obtém-se as seguintes relagoes de tensoes
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ol = ﬁllf?n + 5125321 = (51131 - 512B3> r1,
03y = Digelyy + Dasehyy = (51231 - 52233) 1,
0791 = ﬁ667?21 = Dgg (B3 + Bz) ra,

_ B _ _ (2.21)
0712 = D11€jyg + D128599 = (DHBB + D1235> T2,

0390 = Di2e19 + Dazesoy = (D12B3 + D2235> T2,

0590 = DeaVias = Do (—Bs + Ba) 71
2.3 FORMULAQAO VARIACIONAL PARA FEM-HFS

Na presente secao, um sumdrio da formulagao variacional é
mostrado para problemas tipicos de estado plano de tensdes de materi-
ais ortotropicos, apresentado por Wang e Qin (WANG; QIN, 2010). A
presente formulacdo descreve um problema de equilibrio de um corpo
que ocupa um dominio 2 e contorno I' = I';y NI, onde I'; e I', sao
as regides sob forca e deslocamento prescrito, tais que I'y UT, = ©.
Incluindo as forcas de corpo, o funcional hibrido para um elemento

qualquer e é dado por

1
He:/ fO'ZEdQ—/
Q. 2 Q

e e

b-udQ—/ E-fidF—F/ t-(u—u)dl,
Tte e

(2.22)
onde u e u sdo o campo independente de deslocamento intra-elemento
e o campo de interface entre-elementos, respectivamente. €2, e I', sdo
dominio e contorno do elemento. I'y. é a parte do contorno do elemento
comum ao contorno global I'; de condicoes de contorno de Neumann. O
contorno do elemento é considerado dividido em I'y = I'ye + I'te + e
onde I',,. é a parte de Dirichlet e I'j. a parte de contorno interno com
outro elemento. Assim, 'y, = TNy e T'ye = TeNIy,. A dltima integral
é o termo adicional em relacdo ao funcional comumente utilizado no

MEF, obtido mediante a primeira variacao de I, em relacao t;, u; e u;
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5He:/ 0':55de/ b~5ude/ t-éudl+
e Qe Fee (2.23)

5t (@ —u) dF+/ t- (6t — du) dI' = 0.

Tie Tie

A primeira integral da equagdo (2.23) pode ser manipulada

mediante o uso da identidade vetorial

V  (oéu)= (V- o) du+ (o:Viu), (2.24)

resultando em

/ o :0ed = / o :ViudQ = V-(o-0u) dQ—/ (V.0)-6ud.
Q. Q. Q. Qe
(2.25)

Aplicando o teorema do divergente no pentltimo termo da
equagdo (2.25) tem-se

/ a:éudQ:—/ (V-a)-éudQ—i—/ n-o-dudl. (2.26)
Qe Qe Te
Assim, o funcional 6T, da equacdo (2.23) pode ser reescrito

como

me:/ (V-a+b)~5ud§2+/ t~5udF—/ t.ou dr+
Qe e Fte
/56.(ﬁ—u) dF+/ t- (0@ — ou) dl = 0.
Te e
(2.27)

A segunda integral da equagao (2.27) pode ser cancelada com
o tltimo termo da ultima integral. A integral do penultimo termo pode
ser separada nas parcelas I'. = ', UT'c UT'j.. Assim, a manipulacao do

conjunto de termos pertencentes ao contorno na equacao (2.27) resulta



42 Capitulo 2. Método de Elementos Finitos Hibrido

I:f/ E-(SﬁdFJr/ 5t - (i — u) dF+/ t- (5 — du) d,
Tie Tie

e

:—/ E.aﬁdr+/ 5t - (W —u) dF+/ t-ou dl+
Tie Te Tie

/ t-5ﬁdF—|—/ t-ou dl,
Tue Tre

:—/ (t—E)~5ﬁdF+/ 5t - (U —u) dF+/ t-ou dl+
Tie I, T

ue

/ t-ou dl.
Tre

(2.28)

Como éu = 0 em T'y,, o pentltimo termo da equagdo (2.28)
se anula. Logo, para garantir a continuidade de forgas e deslocamentos
nas interfaces inter-elementares usa-se o teorema de Green de conversao

entre integral de dominio e de contorno

of

Q. 8%,

dY= [ fn;dl, i=1,2,..,.d, (2.29)
Fe

para qualquer funcdo suave f, a primeira variacdo de II. (2.27) pode
ser simplificada

6He = 7\/ (Uij,j + bl)éuz dQ +/ (ti - 22)5&1 dF +/ 5t1(’lj@ - ui) dF+
Tte e

/ t;0u; dI'.
Tre

(2.30)

Considerando a energia potencial total modificada associada a

dois elementos contiguos II., +II., a variacao pode ser descrita como
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5Hel+§HeQ:f/ (V.a+b)-5ud9+/ (t ). 66 T+
Qe U, Tieg Ulte,
/ 6t-(ﬁ—u)dF+/ tléﬁdF+/ to61 dT" = 0.
FeyUle, Treq Cre,
(2.31)

As dltimas duas integrais sdo feitas no contorno de elemento
e1 que é comum ao elemento ey, bem como na borda do elemento es
comum ao do elemento e;, como pode ser facilmente visualizado na

Figura 2. Assim, essas duas integrais podem ser arranjadas por

/ (bo, +to,) - 5 dT. (2.32)
Tre

€ e,

Figura 2: Tlustragao da continuidade entre dois elementos e; e e; adja-
centes, onde I';, é o contorno comum a ambos elementos.

Observando as equagoes (2.30)-(2.32), onde a solugao buscada
deve ser tal que 0Il, = 0 para funcoes du, du e dt , o teorema funda-

mental do célculo variacional mostra que as condicoes de otimalidade
de II sao
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V-oc+b=0, Vx € Q,,

t = E, Vr € Ftey
_ (2.33)
u=u, Ve ey,

tel + t62 = 0, VfE S Ptev

onde t., e t., sao tragoes ao longo da borda I';. comum entre dois

elementos adjacentes que garantem a continuidade inter-elementares.

As condigoes de estacionaridade apresentadas na equagéo (2.33)
garantem que a minimizagdo do funcional I, satisfaca as condigoes lo-
cais de equilibrio do elemento, as condi¢oes de contorno de forca e as
condigoes de continuidade inter-elementares, contanto que as condigoes

de Dirichlet sejam satisfeitas a priori.

Aplicando o teorema de Green novamente, desta vez direta-

mente no funcional II. (2.30) obtém-se

1 _
He = - |:/ tlu, dr 7/ 04,5 U4 dQ:| */ tzﬂz dr+/ tl(ﬂlfuz) dl’.
2 r Q Tie r

’ ’ (2.34)

Uma vez que o;;; = 0 devido ao uso da base auto-equilibrada,

e subdividindo as regides de contorno, obtém-se o funcional hibrido

1 _
2 Te Tte r

e

Como inicialmente comentado, o funcional hibrido modificado
é composto apenas por integrais de contorno devido as caracteristicas
da base auto-equilibrada que reduz o custo computacional no processo
de integragao (QIN, 1994).

2.4 DISCRETIZACAO EM ELEMENTOS FINITOS

A discretizacao é feita tomando uma base de fungdes ¢,,(x) que
satisfazem as equacgoes diferenciais de equilibrio de Navier (2.11). Em

problemas de elasticidade, dois campos de deslocamentos, a principio
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independentes, sao assumidos: um campo de deslocamentos internos
ao elemento, conhecido como intra-element field (QIN, 2000), e um
campo de deslocamento definido apenas nas interfaces entre os elemen-
tos, conhecido como frame field (QIN, 2000), responsavel por impor, de
forma fraca, a posteriori, a continuidade de deslocamentos (BREBBIA;
TELLES; WROBEL, 1984).

2.4.1 Campo de deslocamento interno do elemento

O campo de deslocamentos interno ao elemento é obtido me-
diante a combinacao linear das solugoes fundamentais do problema de

interesse e é expresso como

a(a) = lugxﬂ s [U’fl(X»ij) uh(x,xsn] {} N,

un()| A |uka(xxy) usa(xx)] | o
(V X € QG,V ij ¢ Qe),
(2.36)
onde ng é o numero de pontos de fonte x,; (j = 1,2,--- ,n,) a qual

sao arranjados externamente ao dominio do elemento, como pode ser
visualizado na Figura 3.

N, (x) é uma matriz formada pelas fun¢oes de aproximacao e

c. o vetor de coeficientes incognitos que sdo dados como

N. — uj (X, %Xs1)  uia(X,Xs1) o Uiy (X, Xsn,)  ufo(X, Xsn,)
e =
o (X, Xs1)  U3(X,Xs1) o0 Uio(X,Xsn,)  UBe(X, Xsn,) ,
(2.37)
T
ce:{cll C21 clns ans} . (238)

2.4.2 Pontos de aplicagao das solugoes fundamentais

Desta forma, u(x) satisfaz a priori as equagdes de Navier,

quaisquer que sejam os valores incégnitos em c.. Portanto, para deter-
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Frame ]fz;eld Q Intra-element field
Uu(x) =N,c, u(x) =N,c,

o “®-Noés gl obais~
o) ~ N6s hibridos

-O-Nés fonte
—& Centroide

Figura 3: Intra-element e frame field em um elemento particular na
formulagao hibrida.

minar adequadamente os pontos de aplicacdo das solugoes fundamen-
tais externamente ao dominio do elemento, ou seja, os pontos de fonte,
aplica-se (WANG; QIN, 2009),

Xs = Xo + 7(X0 — X¢) (2.39)

onde 7y é coeficiente adimensional que controla a distancia fisica do
ponto de fonte ao contorno do elemento, x, é o ponto no contorno do
elemento e x. é o centro geométrico do elemento, como observado na

Figura 3.

Sao utilizados os nés globais dos elementos juntamente com a
criacao de noés extras, chamados de nés hibridos, gerados mediante a
subdivisao das faces de cada elemento, com a finalidade de auxiliar na
criagdo dos pontos de fonte. Segundo Qin (2000), os pontos de fonte
devem possuir a mesma quantidade de nés do elemento para prevengao
de energia de modos esptrios bem como manter a matriz rigidez do

elemento nao singular.

Adicionalmente, como o parametro 7 controla a distancia fisica
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do ponto de fonte ao contorno do elemento alguns cuidados devem
ser tomados. Primeiramente, se v = 0 as singularidades das solugoes
fundamentais nao podem ser evitadas devido a sobreposicao dos pontos
de fonte e os pontos fisicos dos nos. Entao, devem-se utilizar valores
de v > 0 para evitar singularidades. Além disso, caso os valores de -y
sejam pequenos, estes podem afetar a precisao numeérica uma vez que se
encontram proximos a pontos de singularidade da solucao fundamental.
Caso os valores de v sejam muito elevados podem gerar instabilidade
na solugdo e erros de arredondamento (WANG; QIN, 2010).

2.4.3 Campo de deformacgoes

O campo de deformagoes é obtido mediante a substitui¢do da

equacdo (2.36) na equagdo (2.2), que resulta

€11
€e = |ego | =LTu, = LTN,.c. = B.c., (2.40)
Y12
onde
B. =L'N,, (2.41)
com
e (%, y1) ei(xyy) oo 8*1F11(Xa3’ns) €311(x yns)
B = |el2(%,y1) €32(x,y1) - 5?22(x7yn5) E590(X yns)
€112(X,¥1)  E32(%,y1) - 5?12(X7yns) €515(x yng)
(2.42)

2.4.4 Campo de tensoes

O campo de tensoes é obtido mediante a substitui¢cao da equa-

¢do (2.36) nas equagdes (2.2) e (2.5), o que resulta
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011

¢ = |09y| = DLTu, = DL'N,c, = T.c,,

012
onde
.=DL'N,,
com
oin(%,y1) o51(X,y1) - UTH(XJ”S)
Te = |0792(X,¥1) 0390(%,y1) - Ufzz(xvyns)
0112(X,¥1) 0312(X,y1) - Uflz(xayns)

2.4.5 Esforg¢os no contorno

(2.43)

(2.44)

511 (X, Yo,
522 (X, ¥,

)
)
512(%,¥,.)
(2.45)

De modo anélogo, os esforcos no contorno do elemento podem

ser escritos como

t
te = [t1‘| =Aoc.=AT.c. = Qecev
2

com,
Q, = AT..

2.4.6 Campo de deslocamento entre-elementos

(2.46)

(2.47)

Em paralelo, um campo de deslocamento independente é apro-

ximado ao longo da interface entre-elementos, ou seja, u., = u., em

I'., NT'¢, para qualquer elemento adjacente
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ﬂll
621
- - - U2
i) = [Nt 00 N O New o 00 )5 UL R,
0 Na 0 Nep -+ 0 Ney
Uip
Usp
Vxel,,
(2.48)

onde d. é um vetor de deslocamentos nodais e N, (x) é formada pelas

funcoes de interpolacao usuais de elementos finitos, como apresentado

na Figura 4 e uy; e ug; sao as componentes do deslocamento no né

i, respectivamente. Nota-se que essas funcoes sdo definidas apenas no

contorno do elemento, entao sua dimensao é de uma ordem menor que

a dimensao d do dominio do corpo, isto é, em problemas planos tem-se

funcoes parametricamente uni-dimensionais.

=-1 =0 =1
&O g > 3
2 3
— 1-%
1+8
2
N,

¢ -- Coordenada natural
O -- Ponto nodal (2 DOF)

Figura 4: Tipica interpolagao linear para campo de deslocamento entre-

elementos em uma aresta do elemento aleatorio.
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2.4.7 Funcional discretizado

Realizando a substitui¢do das equagcoes (2.36), (2.48) e (2.46)

no funcional (2.35) tem-se o funcional discretizado

1
II, = —iceTHece — deTge + ceTGede (2.49)

onde
H, - / QIN, dr,
Te

G. = / QTN, dr, (2.50)
re

~T_
g, = N t dI'
Tie

2.4.8 Condigoes de estacionaridade

Para garantir a continuidade entre-elementos, os coeficientes
incognitos c. devem ser descritos em funcao dos graus de liberdade
nodais (DOF), ou seja, o vetor de deslocamento d.. Assim, as condigoes

de estacionariedade de II, geram as condicoes

om,

oot = ~Heee + Gede =0, (2.51)
Oll,
i Gle,.—g. =0. (2.52)

Utilizando a equagdo (2.51) para determinar a relacao 6tima

entre c. e d. resulta

ce=H.'G.d.. (2.53)
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2.4.9 Matriz de rigidez do elemento

Agora, realizando a substituicdo da equagao (2.53) junto da
condigao de estacionaridade (2.52), tem-se a matriz de rigidez do ele-

mento

Kede = 8e- (254)

onde g, equivale ao vetor de forgas nodais e K. é a matriz rigidez do

elemento dada na forma
K.=G'H'G.. (2.55)

A matriz simétrica positiva definida e nao singular H, ¢é a
matriz de deformabilidade interna do elemento e na auséncia de forcas

de corpo, produz

c'Hee. =d’'K.d, = 2U,, (2.56)

que representa o dobro da energia de deformacao U, armazenada no

elemento.

Esta informacao é de interesse uma vez que é possivel consta-
tar que a matriz H, é simétrica. Ademais, devido a caracteristica hie-
rarquica, a matriz H, pode ser armazenada em submatrizes de menor
ordem que, além de requererem um menor espago para armazenamento,

nao necessitam ser fatorizadas.
2.4.10 Recuperacao do movimento de corpo rigido

Uma vez determinados os deslocamentos nodais d., o vetor dos
coeficientes incognitos c. pode ser obtido a partir da equacdo (2.53).
Entretanto, esses deslocamentos contém erros, pois os movimentos de
corpo rigido foram descartados durante o desenvolvimento para evitar

a singularidade da matriz deformabilidade do elemento H.. Uma vez



52 Capitulo 2. Método de Elementos Finitos Hibrido

que, H, é ndo singular, pode-se facilmente recuperar os movimentos de
corpo rigido néo incorporados por (JIROUSEK; GUEX, 1986),

u. = u, +
R 1 N -

1
0 = ] co, (2.57)

onde i, = N.c. e o vetor incégnito ¢y de movimento de corpo rigido
podem ser obtidos mediante minimos quadrados da diferenca de u. e

U, em n noés

n

|: ulz — ulz -|— (’U,QZ' — ﬂZi)2:| = min, (258)
i=1
o que resulta em
ReCO =T, (259)
com ~
n 1 0 L5
R, = 0 1 —T1; ) (260)
=1 | T2i —T14 .T,%Z +$§i
n [ Aueli
re = Auegi y (261)
= Atte1io; — Atieg; T
e

Aueji = aeji - ﬁeji (j = ]., 2) (262)

Assim, a partir da equagdo (2.59) o vetor de movimento de
corpo rigido ¢y é obtido
co =R, 'r,. (2.63)

(&

Uma vez determinado o campo de deslocamento d. a partir da
equagcdo (2.54), os coeficientes incognitos c. podem ser determinados e
entao o vetor de recuperagao do movimento de corpo rigido ¢y é obtido
por meio da equagao (2.63). Finalmente, o campo de deslocamento u,
em qualquer ponto interno pode ser avaliado por (2.36) e (2.57).
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3 RESULTADOS

Este capitulo abrange os resultados obtidos referente s compa-
ragoes entre o c6digo desenvolvido neste trabalho em linguagem Fortran
e resultados obtidos mediante simulagdes via o software comercial de
elementos finito Ansys®. O primeiro teste visa verificar o comporta-
mento do FEM-HFS mediante a perturbagdo do coeficiente adimensio-
nal v bem como o comportamento mediante a variagdo dos nimeros de
pontos de integracao numeérica. O segundo estudo visa avaliar princi-
palmente o comportamento das tensoes em uma placa quadrada finita
com furo circular ao centro, bem como os valores do fator de concentra-
¢ao de tensao K; para 4 diferentes materiais ortotropicos e os comparar

com os valores tedricos analiticos.
3.1 MODELO DE PLACA EM L

Neste exemplo, serd avaliado o comportamento dos desloca-
mentos e tensoes de uma placa em forma geométrica de L, fina, ortotro-
pica e engastada sob carregamento coplanar uniformemente distribuido.
O modelo fisico do problema pode ser observado na Figura 5. Seré ava-
liado o comportamento do método FEM-HFS mediante a variacao do
ntmero de pontos de integracdo numeérica (npi), variagao do coeficiente
adimensional vy que controla a posicao dos pontos de aplicagao das so-
lucoes fundamentais e, posteriormente, avaliacao dos resultados para
diferentes malhas e o erro relativo destes para o modelo de referéncia
adotado.
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50 mm
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Figura 5: Modelo fisico de placa em forma de L em analise, com origem
em x1 = 0 e 2 =0.

Considera-se uma placa com os parametros geométricos e de

material conforme a Tabela 1.

Tabela 1: Propriedades e caracteristicas geométricas da lamina orto-
tropica da placa em L.

Mobdulo de elasticidade - E; 70 GPa

Moédulo de elasticidade - Eo 40 GPa

Moédulo de elasticidade cisalh. - G2 7 GPa
Coeficiente Poisson - v 0.25

Espessura - h 2 mm

Carga uni. distribuida - p 100 | MPa

Comprimento e largura - a, b 100 | mm

No caso do FEM-HFS, é importante definir como as condigoes
de contorno serao impostas, da mesma forma como ocorre em FEM

tradicional. As condigbes de contorno aplicadas sdo mostradas a seguir

Engaste
(3.1)
em x1 = 0:uy, = ug, =0.

A malha escolhida é composta por elementos de formato tri-
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angular, onde o nimero de subdivisoes das arestas de cada elemento
determina a malha. Por exemplo, na Figura 6 pode-se observar ma-
lhas com zero e 1 subdivisoes, denominadas respectivamente, M1 e M2.
Vale ressaltar que, a malha M1 é gerada a partir do software Ansys e
a mesma serd utilizada para fins comparativos no decorrer do traba-
lho. A malha de 2014 nés e 3286 elementos gerada no software Ansys
sera considerada como valores de referéncia/alvo, conforme observado
na Figura 7 e chamada de “Ansys ref”. Para referéncia, a malha M1
do método FEM-HFS conta com 66 nos e 98 elementos, a malha M2
conta com 229 nés e 98 elementos e demais malhas geradas para anélise
podem ser observadas na Tabela 2.

Tabela 2: Descriminacao das malhas utilizadas para anélise para o
problema de placa em L.

Malha \ N° de nos \ N° de elementos

M1 66 98
M2 229 98
M3 392 98
M4 555 98
M5 718 98

Ansys ref. 2014 3826
NN A

@ S

>

X1

Figura 6: Malha triangular com: zero subdivisio na borda (a) M1;
duas subdivisées (b) M2.
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Figura 7: Malha Ansys ref.: 2014 nés e 3826 elementos, utilizada como
resultados de referéncia.

Ressalta-se a utilizagdo de uma grade uniforme de npp x npp
para os pontos de plotagem, conforme observado na Figura 8 e que
os pontos mostrados nos graficos no decorrer deste trabalho referem-se
apenas a pontos de amostras para adequar a legenda dos respectivos

gréaficos.

Figura 8: Exemplificacao de aplicacao dos pontos de plotagem com
grade uniforme npi 22 x 22 utilizado neste trabalho aplicado a um
elemento triangular genérico.

Nas Figuras 9 e 10 pode-se visualizar o comportamento do
método FEM-HFS em relagao a variacao da quantidade de pontos de
integracdo numéricos para o deslocamento u; e a tensao o9, respec-
tivamente. Nota-se que tanto para os deslocamentos quanto para as
tensoes a quantidade de pontos de integracdo npi ndo interfere sus-

tancialmente nos resultados finais e por esse motivo para os seguintes
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testes comparativos serd adotado apenas npi = 22.

50 60 70 80 90 100
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Figura 9: Comportamento do deslocamento u; ao longo da linha x2 =
50 mm (A-B), com v = 5, em relagdo a diferentes nameros de pontos
de integracao npi e npp = 22 aplicada a malha M1.
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Figura 10: Comportamento da tensdo o922 ao longo da linha y2 = 50
mm (A-B), com v = 5, em relagdo a diferentes ntumeros de pontos de
integragao mnpi e npp = 22 aplicada a malha M1.



58 Capitulo 3. Resultados

Nas Figuras 11 e 12 podem-se observar o comportamento dos
deslocamentos u; e us do método FEM-HFS mediante a alteracao do
parametro v da equacdo (2.39), com v =1, v =5 e v = 10. Nota-se
que, como apontado por (WANG; QIN, 2010), devem-se evitar valores
pequenos para y, como por exemplo v = 1, para evitar a singularidade
das solucoes fundamentais devido ao fato que o ponto de aplicagao das
solucoes fundamentais se encontra proximo a se sobrepor aos pontos do
contorno do elemento. A sobreposi¢ao ou seja, v = 0 gera singularidade
nas solugoes fundamentais. Por este motivo, o método requer valores de
v > 0 para evitar tal singularidade bem como evitar valores pequenos
para < para nao afetar na precisdao do método.

50 60 70 80 90 100

08 | 08
0.6 - 06
4 d
g - L
E 04+ - 04
5 4 L
k= . B
S 02 e+ gama =1 0.2
g 7 |=w=mgama=35 r
§ - |eeegama=10 -
z 01 |+ss Ansysref. r0
a ] L
0.2 4 r-0.2
'04 1 T T T T T T T T T T T T T T T B '04
50 60 70 80 90 100

Posigdo [mm)]

Figura 11: Comportamento do deslocamento u; ao longo da linha y2 =
50 mm (A-B), com npp = 22, em relagdo a diferentes valores de ~
aplicada a malha M1.
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Figura 12: Comportamento do deslocamento us ao longo da linha xo =
50 mm (A-B), com npp = 22, em relagdo a diferentes valores de ~v
aplicada a malha M1.

Nas Figuras 13 e 14 podem-se verificar o comportamento das
tensoes 011 € 022 em relagao a variacao do parametro . Nota-se nova-
mente o comportamento do método quanto ao uso de valores pequenos
de . Na avaliacao das tensoes, verifica-se também que valores elevados
de v podem gerar instabilidade, conforme observado com v = 10 para
valores de 017 na coordenada y; préximas a 60 mm e 90 mm. Observa-
se, uma pequena discrepancia nos resultados préximos ao ponto de
concentracao de tensao x; = 50 mm e x2 = 50 mm, que ocorre, princi-
palmente devido a quantidade de elementos envolvidos na discretizacao
do ponto e devido ao fato que, no contorno do modelo, as fungoes de
aproximacao, que governam o método, sao as equagao usuais do MEF,
de primeiro grau vistas na equagdo (2.48). Os resultados para v = 5
produzem valores em conformidade com a malha de referéncia do Ansys

tanto para os deslocamentos u; € us quanto para a tensao oij.
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Figura 13: Comportamento da tensdo o1; ao longo da linha yo = 50
mm (A-B), com npp = 22, em relagio a diferentes valores de y aplicada
a malha M1.
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Figura 14: Comportamento da tensio o2 na linha xo = 50 mm (A-B),
com npp = 22, em relacao a diferentes valores de « aplicada a malha
M1.
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Nas Figuras 15 - 18 é possivel observar o comportamento dos
deslocamentos u; € us e das tensoes 011 e 022 ao longo da linha y; =0
com npi = 22 para as malhas M1, M2 e M4. Observa-se que, apesar
do método apresentar DOF inferior ao modelo de referéncia do Ansys,
os resultados dos deslocamentos sdo muito proximos ao de referéncia,
principalmente para us. Nota-se uma perturbagao de o1 para a malha
M4, principalmente nos pontos no contorno do modelo relacionadas as
aproximacoes do frame-field.

A medida que os DOFs do modelo sdo incrementados, nota-se
a suavizacao dos resultados das tensoes 011 e 022, evidenciadas princi-
palmente no intervalo entre as coordenadas y; proximas a 20 mm e 80
mm, devido, principalmente, a base auto-equilibradas das func¢oes das

solugoes fundamentais, visto na equagao (2.16).

Para aprimorar a avaliacdo do comportamento das diferentes
malhas para os deslocamentos e tensoes, serd avaliado o erro relativo

Er entre os resultados de referéncia do Ansys mediante a equacio

0 20 40 60 80 100
0'4\\\\\\\\\\\\\\\\\\\0.4

=a M|
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_ oee M4 L
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Deslocamento u, [mm]

'1.2\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\'1.2
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Posigdo [mm)]

Figura 15: Comportamento do deslocamento u; ao longo da linha x5 =
0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2 e M4.
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Figura 16: Comportamento do deslocamento us ao longo da linha yo =
0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2 e M4.
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Figura 17: Comportamento da tensao o1; ao longo da linha ys = 0
mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2 e M4.
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Figura 18: Comportamento da tensdo os2 ao longo da linha xo
mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2 e M4.

Xhibrido(j) - Xref. (i‘)
X'ref. (i')

Er(z) =

(3.2)

onde Xjprido refere-se aos valores obtidos no método hibrido e X,

sdo0 os valores alvos da malha de referéncia do Ansys.

Pode-se observar nas Figuras 19 - 22 o comportamento da di-

ferenca relativa dos deslocamentos e tensoes ao longo da linha y, = 0

mm. Nota-se que o método hibrido apresenta valores consistentes para

os deslocamentos, com média do erro inferior a 10% para us e de 28%

para uz. No que concerne a diferenca relativa relacionada as tensoes

a média para o1 € de 25% enquanto para oo a discrepancia é maior,

com média de 120%, incrementadas justamente pelas diferengas nas

proximidades do contorno externo do modelo.
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Figura 19: Comportamento do erro relativo do deslocamento u; ao
longo da linha x2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas
M1, M2, M3 , M4 e M5.
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Figura 20: Comportamento do erro relativo do deslocamento uy ao
longo da linha x2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas
M1, M2, M3 , M4 e M5.
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Figura 21: Comportamento do erro relativo da tensao 011 ao longo da
linha y2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2,
M3 , M4 e M5.
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Figura 22: Comportamento do erro relativo da tensao og2 ao longo da
linha y2 = 0 mm (C-D), com npp = 22, em relagdo as malhas M1, M2,
M3 , M4 e M5.
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3.2 MODELO DE PLACA ORTOTROPICA FINITA COM FURO
CIRCULAR

Neste exemplo serd avaliado o comportamento das tensoes e
o fator de concentracao de tensdo de uma placa ortotropica quadrada
sobre carregamento unidirecional p na dire¢do xi, contendo um furo
circular no seu centro, problema tipico de concentracao de tensao. O
modelo fisico do problema pode ser observado na Figura 23. Os para-

metros da placa em anélise podem ser observados na Tabela 3.

Tabela 3: Propriedades e caracteristicas geométricas da lamina orto-
tropica da placa quadrada com furo central.

Moédulo de elasticidade - E; 20 GPa
Modulo de elasticidade - Ey 45 GPa
Mobdulo de elasticidade cisalh. - G2 4 GPa
Coeficiente Poisson - vq9 0.25
Espessura - h 2 mm
Carga distribuida - p 100 | MPa
Comprimento e largura - a, b 100 | mm
Didmetro do furo - d 10 mm

As condigbes de contorno aplicadas sdo mostradas a seguir,
onde rotagoes foram desconsideradas e devido a dupla simetria do pro-
blema. Apenas um quadrante da placa serd analisado com as devidas

condi¢oes de contorno

Engaste
em x1 =0:ug, =0. (3.3)
em x2 =0:uy, =0.

A malha escolhida é composta por elementos triangulares li-

neares, onde o nimero de subdivisoes das arestas de cada elemento
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Figura 23: Modelo fisico de uma placa quadrada finita (100 mm x
100 mm) com furo central, d= 10 mm e carregamento unidirecional
uniforme p = 100 MPa.

determina a malha, como apresentada na Figura 6 (b) do exemplo an-
terior. As caracteristicas das malhas testadas podem ser observadas na
Tabela 4. A malha do modelo fisico discretizada pode ser observada na
Figura 24, bem como a malha Ansys de referéncia na Figura 26.

Tabela 4: Descriminacao das malhas utilizadas para anélise para o
problema de placa com furo central.

Malha \ N° de nos \ N° de elementos

M1 69 107
M2 244 107
Ansys 69 107
Ansys ref. 394 707
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X2

By

Figura 24: Malha triangular M1 em anélise da placa quadrada com
furo central.

Em um material ortotrépico, na presenca de um furo circular,
carregado com uma tensao o, agindo a uma distancia consideravel e
com um angulo ¢ segundo o eixo longitudinal principal, o material tende
a encontrar um novo estado de equilibrio, originando uma concentragao
de tensdo em torno do furo. O fator de concentragdo de tensdo em torno
do furo circular pode ser calculado como sugerido por (LEKHNITSKII;
TSATI; CHERON, 1968) como sendo

[—cos®¢ + (k + ) sin? @]k cos® O
E
K, = ;—9 = E—? + [(1 4+ 1) cos? ¢ — ksin® @] sin® @ (3.4)
—n(1+ k + n)sing cos ¢psin b cos f

onde oy é a tensao tangencial em torno do furo, 6 é o angulo onde se
pretende obter o estado de tensdes em torno do furo, Fy é o modulo de
elasticidade da camada anisotrépica na direcdo 6 e por fim, k e 1 sdo

constantes adimensionais, onde os seus valores sao obtidos por
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K== (3.5)

FE E
77:\/2 (E;—Vm) +G7112 (36)

Em materiais ortotrépicos, a distribuicao da tensao nao sera

simétrica em relacado ao plano de acao da forca aplicada. Somente
serd simétrica em relacdo ao centroide do fur (LEKHNITSKII; TSAT;
CHERON, 1968). Na Figura 25 pode-se observar um exemplo da dis-
tribuicao de tensao em torno de um furo quando uma forca é aplicada
com um angulo de 8 = 45° em relagao as dire¢des principais.

Figura 25: Distribuicdo das tensbes principais em torno de um furo
circular com carga aplicada a 8 = 45°em relac¢ao as direc¢oes principais.
Fonte: (LEKHNITSKII; TSAI; CHERON, 1968)

Em casos em que o dngulo de aplicacao da forca 6 coincide com
os angulos das dire¢des principais ou seja, ¢ = 0, obtém-se da Equagao

(3.4) a tensdo maxima como sendo

E
og = pE—? [~k cos? 6 + (1 + n) sin? 4]. (3.7)
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Neste caso, a distribuicao das tensoes sera simétrica em relagao
as dire¢oes principais x1 € x2 e a tensdo maxima (g, ) e tensdo minima

(0¢,) serdo dadas por

a9, = p(1+1). (3.8)

O’gB—f

p
o (3.9)

Nas Figuras 27 e 28 podem-se observar o comportamento das
tensoes 011 € 092 ao longo da linha xy; = 0 mm para as malhas M1, M2
e Ansys. Nota-se a partir da malha M1, que os resultados das tensoes
sdo proximos aos do modelo Ansys de referéncia bem como o valor do
fator de concentragio de tensdo K; = 3,32 tedricos obtidos mediante a
Equagdo (3.4) no ponto de méximo (x,y)=(0;5) (LEKHNITSKII; TSAT,
CHERON, 1968). Vale ressaltar que a valor de concentracio de tensio

obtido para material ortotrépico diferencia-se do valor de concentracao

para materiais isotrépicos indicado na literatura como K;=22ez onde
oo

g
a tensao méaxima equivalente é considerada o,,4: = 3-0nom, onde a

tensao nominal é
b
nom — 00 1
o <b — d> o (3.10)

Tabela 5: Fator de concentragdo de tensdo K; no ponto (x,y)=(0;5)
para diferentes propriedades de material e malhas.

Propriedades dos materiais H Hibrido H Ansys
| E1 [GPa] [ E5 [GPa] [ Gi2 [GPa] [ w1z || M1 [ M2 [ Ansys [ Ansys ref. |
20 45 4 0.25 || 3,52 | 4,21 2,57 3,86
70 40 7 0.25 || 3,33 | 4,68 1,96 3,22
120 60 4 0.25 || 4,25 | 4,12 1,88 34
38 22 7.8 0.25 || 3,01 | 4,79 1,9 3,08
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Figura 26: Malha de referéncia Ansys com 394 nos e 707 elementos,
com refino localizado no contorno do furo.

Nota-se que o método FEM-HFS apresenta valores de tensao
011 com melhor precisdo que o modelo do Ansys com o mesmo nimero
DOF. As tensbes o117 e 099 apresentaram comportamento proximo ao
comportamento tedrico, que indica a tensao maxima no ponto de inter-
secc@o do eixo x2 e o contorno do furo (Ponto A - (x,y)=(0;5)) e tensao
minima no ponto de intersecgao do eixo x1 e o contorno do furo (Ponto
B - (x,y)~(5:0)).

Na Tabela 5 podem-se observar os valores do fator de concen-
tragao de tensao K; para 4 diferentes materiais e duas diferentes malhas
para o método FEM-HFS bem como para o modelo do Ansys, conforme
os dados da Tabela 4. Nota-se que os valores do fator de concentracao
de tensao para a malha M1 apresenta valor proximo ao valor de refe-
réncia, com erro relativo na ordem de 6%, 0,3%, 28% e 9,3% para os
4 diferentes materiais, respectivamente. Enquanto a malha Ansys com
mesmo numero de DOF de M1 apresenta erros relativos na ordem de
22.,5%, 40,9%, 43,3% e 42,7%, respectivamente.
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Capitulo 3. Resultados
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Figura 27: Comportamento da tensao o1; ao longo da linha de y; = 0
mm, com y = 5 e npp — 22, para malha M1, M2, Ansys e Ansys ref.
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Figura 28: Comportamento da tensao o952 ao longo da linha de y; = 0
mm, com v = 5 e npp = 22 , para malha M1, M2, Ansys e Ansys ref..
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4 CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi implementar o modelo de estado
plano de tensoes por meio do Método de Elementos Finitos Hibrido
com aproximagdo via solucdo fundamental (FEM-HFS), para modela-
gem de placa de material ortotrépico simétrico, sob carregamento em
flexdo de membrana para pequenas deformacoes e deslocamentos e,
analisar problemas de concentragao de tensoes. Visou-se usar a imple-
mentacao para investigar os resultados de deslocamento, os efeitos da
continuidade dos campos de tensao e a convergéncia do método. Para
tal, foi utilizada a linguagem FORTRAN e bibliotecas de dados dispo-
niveis no GRANTE. Finalmente, realizaram-se testes com resultados

de referéncia obtidos no Ansys®.
Os resultados levam a concluir que:

A formulagao discretizada para FEM-HFS mostrou-se capaz
de obter os campos de deslocamentos e tensbes, para estimativa de
campos de tensao de materiais ortotrépicos, apesar da impossibilidade
de validar o co6digo através de resultados analiticos dos problemas sele-
cionados.

Conforme indicado por Wang and Qin (2010), foi constatado
que o método apresenta problemas para -y pequenos e/ou igual a zero,
devido a proximidade do ponto de singularidade das fun¢oes fundamen-

tais.

Um ponto a se destacar é o potencial do método apontado
pelos resultados obtidos. Uma vez que apenas fungdes de aproximacoes
lineares foram utilizadas para a aproximacao nos contornos, frame field,
os resultados sugerem que o uso de funcoes de aproximacao de maior

ordem nos contornos possa ser benéfico.
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formulagao da matriz conectividade hibrida e fluxo de
calculos do FEM-HFS
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Muitos problemas de engenharia expressos na forma diferen-
cial ou na fora integral sdo resolvidos unicamente via aproximagoes
numéricas, devido a complexidade para a derivacdo tedrica. A técnica
largamente utilizada para resolver estes problemas é Método de Ele-
mentos Finitos (MEF) a qual caracteriza-se por discretizar o dominio
do problema bem como o contorno da regiao a ser avaliada.

No presente trabalho, a discretizacao do problema matemaético
de FEM-HFS desenvolveu-se em FORTRAN, linguagem esta, desenvol-
vida a partir da década de 1950 e utilizada até os dias atuais em muitas
aplicacoes onde se faz necesséario uma alta velocidade de execugdo. Esta
discretizacao do problema matematico para uma linguagem de progra-
macao nao é trivial, uma vez que problemas como de acoplamentos
das fungoes diferencias podem vir a surgir devido a nao linearidade
geométrica, além da necessidade de desenvolver um c6digo robusto.

Como apresentado na Secao 2.4 de discretizacdo do problema
em elementos finitos, no FEM-HFS dois campos de deslocamentos sao
assumidos, assim computacionalmente necessita-se desenvolver duas li-
nhas de célculo, ou seja, duas malhas a serem acopladas. Na Figura 29
pode-se observar a necessidade de acoplamento das malhas do FEM-
HFS, onde: (a) refere-se a um modelo geométrico triangular genérico,
(b) decomposi¢ao do modelo geométrico em uma malha triangular usual
de FEM e (c) decomposi¢ao do modelo geométrico em uma malha tri-
angular com uma subdivisao aplicavel ao FEM-HFS.

Nao é trivial a gerar a malha hibrida para uma geometria qual-
quer, uma vez que para o método MEF bem como para FEM-HFS faz-se
necessério geral a matriz conectividade dos elementos do modelo. Para
tal, foi desenvolvida a rotina "creARESTA1" que para cada aresta de
cada elemento, utilizando os dados de conectividade da malha original
do MEF, as coordenadas dos nés, a quantidade de elementos, gera a
nova matriz conectividade da malha hibrida, (29).
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Figura 29: Ilustragdo da decomposi¢do do modelo geométrico (a) em
uma malha triangular usual de FEM (b) e em uma malha aplicivel a
FEM-HFS (c).

A.1 MATRIZ CONECTIVIDADE HIBRIDA DOS NOVOS NOS IN-
TERNOS AS ARESTAS DOS ELEMENTOS

Para o desenvolvimento da matriz de conectividade hibrida
faz-se necessério considerar as seguintes nomenclaturas:

[0 nelem = namero total de elementos;

O nnos = numero total de nés da malha original do
MEF;

0 coor = coordenadas nodais da malha original MEF.

[0 mmaez = nimero maximo de subdivisoes das arestas;

O ndiv = namero de subdivisdes das arestas;

00 NNOShibr = numero total de n6s na malha, incluindo

0s novos noés hibridos;

COORMhibr(3,NNOShibr) = coordenadas dos noés hi-
bridos;

O

O IELEhibr(nelem,3X nmaz) = matriz conectividade da
malha hibrida.



A.1. Matriz conectividade hibrida dos novos nés internos as arestas dos element®$

[J noi = n6é em anélise;
A sequeéncia dos nés no elemento foi considerada como:

e N6 de vértice do inicio da aresta 1 do elemento, seguido dos novos
noés dentro da aresta 1;

e N6 de vértice do inicio da aresta 2 do elemento, seguido dos novos
noés dentro da aresta 2;

e N6 de vértice do inicio da aresta 3 do elemento, seguido dos novos
noés dentro da aresta 3.

Para entender melhor o procedimento toma-se como exemplo

um modelo com ndimero de total de nés nnos = 50 na malha original
do MEF de elementos de 3 nds. Considera-se que se esteja no ponto de
criar a aresta 2 e seus noés internos. Entao os nés internos assumirao os
nameros (nnos+1),(nnos+2)...
(nnost+nmaa-1). Assim, considerando nmax = 3, os noés internos de
nimeros serdao considerados os nés nimeros 51 e 52 na malha hibrida.
Esses nés sao igualmente espacados na aresta, e sao criados a partir
do n6 1 da aresta. O n6 1 da aresta é arbitrado durante a geracao, e
independe dos elementos triangulares que a partilham. A conectividade
do elemento vizinho também é feita, incluindo os novos nos na aresta
comum, como pode ser observado na Figura 30 .

Assim, a nova conectividade em IELEhibr é feita com a se-
guinte ordem dos nés locais:

e No I, nos internos da aresta 1 (nos 1,2,...,nma-1)
e No J , nos internos da aresta 2 (nés 1,2,...,nmaz-1)

e No K, nos internos da aresta 3 (nés 1,2,...,nmaz-1)

Total de nés por elementos = 3X nmax.

Entao cada aresta tem ndiv +1 noés, ou seja, os 2 nés extremos
mais ndiv -1 internos.

As coordenadas dos nés hibridos sdo geradas a partir do nu-
mero de subdivisoes das arestas ndiv e as coordenadas nodais da malha
original do MEF coor, seguindo as seguintes etapas:

1. Comprimento de uma aresta qualquer NO-NO2:
e compX = coor(1,NO2) - coor(1,NO);
e compY = coor(2,NO2) - coor(2,NO);
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N6 K, né 1 da aresta 2

Noé interno 1: n° 51

aresta 3 aresta 2 N6 interno 2: n°® 52
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N6 1, 0

B né 2 daaresta2e
né 1 ou 2 da aresta 1. )
né 2 ou 1 da aresta 1.

Figura 30: Modelo de geragao dos noés internos da malha hibrida apli-
cavel ao FEM-HFS.

e compr = / compX? + compY?;
2. Comprimento do intervalo entre dois nds na aresta em analisada:
o delta — “27PT;
o fat = %;
e delX = fat X compX;
o delY = fatX compY;
3. Verifica se a aresta é a 1,2 ou 3 do elemento NE.
4. Gera os nds internos na aresta:
e se ndiv > 1 entao:
— COORhibr(1,NNOShibr) =coor(1,NO)+ noixdelX;
— COORhibr(2,NNOShibr) =coor(2,NO)+ noixdelY;
— COORhibr(3, NNOShibr) =coor(3,NO) ;
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A.2 FLUXO DE CALCULOS DA FORMULAGAO HIBRIDA

O fluxo de calculo para obtencao dos deslocamentos global do
sistema mediante a formulacao hibrida pode ser divido em trés princi-
pais blocos: (1) processamento da malha original do MEF, (2) proces-
samento da malha hibrida e (3) resultados do sistema global.

1. A partir de uma malha original do MEF:

Gerar nova malha hibrida;
Gerar nova matriz de conectividade;

Gerar dados do centroide geométrico de cada elemento;

2. Para cada elemento do modelo:

Gerar dados de colocagao dos pontos de fonte;

Gerar matriz de aproximacao via solugao fundamental (IN)
Gerar matriz de aproximagao usual do MEF (N,)

Gerar matriz de deformabilidade interna do elemento (He)
Gerar matriz Ge;

Gerar vetor forca nodal g,

Gerar matriz rigidez elementar K;

3. Para solucao global:

Sobrepor as contribui¢des elementares no sistema global de
fora usual do MEF, gerando as equagoes de equilibrio:

K =Dg (A1)

Obtidas as solugdes do sistema (frame), identificar a contri-
buicao de cada elemento De e ge;

Resolver a Equacao (2.53) a fim de obter os coeficientes in-
cOgnitos ce;

Com os valores dos coeficientes incégnitos, recuperar os mo-
vimentos de corpo rigido (2.63);

Gerar os deslocamentos do sistema (2.57)

Calculo das deformacoes e tensoes;
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