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RESUMO

O poli (éter éter cetona), ou PEEK, é um polimero semicris-
talino que ja vem recebendo muita atengdo na area de biomecéanica
por varias décadas, devido a sua resisténcia mecéanica, resisténcia ao
desgaste, inércia e biocompatibilidade. As aplicagoes de componentes
com PEEK, como por exemplo componentes de substituicao de articu-
lacoes, fixacdo da coluna vertebral e fixacdo de fraturas ésseas, estao
sujeitas a cargas mecénicas que atuam em diferentes periodos de tempo.
No entanto, poucos modelos constitutivos disponiveis em softwares de
elementos finitos comerciais sdo adequados para capturar adequada-
mente o comportamento mecéanico viscoelastico do PEEK. Motivado
por este fato, este trabalho apresenta o desenvolvimento de um modelo
constitutivo viscoelastico de deformacoes finitas para o PEEK em uma
estrutura de atualizacdo constitutiva variacional. Para verificar as ca-
pacidades preditivas do modelo proposto, os pardmetros constitutivos
sdo calibrados usando dados experimentais obtidos a partir de testes
compressivos monotonicos realizados com espécimes de PEEK sob di-
ferentes taxas de deformagao.

Palavras-chave: PEEK, Comportamento mecanico, Deforma-
¢oes finitas, Atualizacdo constitutiva variacional






ABSTRACT

Poly (ether ether ketone), or PEEK, is a glassy polymer that
has received much attention in biomechanics for several decades due
to its strength, wear properties, inertness and general biocompatibility.
Applications of PEEK components such as joint replacement, spinal
fusion and bone fracture fixation are all subjected to mechanical loads
that vary over both short and long time periods. However, few of the
available constitutive models in commercial finite element codes are
equipped to adequately capture the time and rate-dependent response
of PEEK. Motivated by this fact, this work presents the development of
a finite strain viscoelastic constitutive model for PEEK in a variational
constitutive update framework. To verify the predictive capabilities of
the proposed model, the constitutive parameters are calibrated using
experimental data obtained from monotonic compressive tests perfor-
med with PEEK specimens at different strain-rates.

Keywords: PEEK, Mechanical Behavior, Finite strain, Varia-
tional constitutive update.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contexto e motivagao

A necessidade de alternativas menos agressivas ao corpo humano
no que se refere ao uso de proteses e implantes tem estimulado o desen-
volvimento de novas alternativas aos materiais de engenharia normal-
mente utilizados na area médica. Polimeros biocompativeis vem sendo
cada vez mais empregados em aplicacoes de alta performance, como por
exemplo na medicina regenerativa, em particular na fabricagdo de com-
ponentes de proteses mecanicas e implantes. Isso se deve, em grande
parte, ao fato de que é possivel obter materiais poliméricos cuja rigidez
é similar & de tecidos duros, como ossos e cartilagens, em contraste com
seus equivalentes metalicos que apresentam rigidez excessiva em relacao
aos tecidos bioldgicos. Implantes metélicos frequentemente absorvem
grande parte dos carregamentos mecénicos e ocasionam o fenémeno de
stress-shielding (Skinner, |1988)), favorecendo a reabsor¢do e perda de
massa 6ssea em torno do implante. Nesse contexto, o poli(eter eter
cetona), referido comumente como PEEK, vém sendo cada vez mais
utilizado na fabricacdo de implantes ortopédicos, traumatologicos e es-
pinhais. O PEEK é um polimero termopléastico membro da familia dos
poli(aryl eter cetonas) (PAEKS) cuja biocompatibilidade foi verificada
em diversos trabalhos, como nos de |Williams et al.| (1987)) e Brown
et al.| (1990), tem um médulo de elasticidade variando na faixa de 3 a
4 GPa, mas é possivel preparar compostos reforcados com por exemplo
fibra de carbono, de comprimento e orientac¢do variando de acordo com
a necessidade, o que permite obte rigidez similar a materiais como osso
cortical (18 GPa) e ligas de titdnio (110 GPa) (Kurtz, 2012).

Este trabalho tem como objetivo dar continuidade & um projeto
de estudo do comportamento mecanico de polimeros com aplicagoes
em biomecénica, fruto da colaboragdo entre o Grupo de Anélise e Pro-
jeto Mecanico (GRANTE) da Universidade Federal de Santa Catarina
(UFSC) com o Laboratério de Biomecanica do Hospital Universitario
da UFSC (LEBm/HU). Em particular, deseja-se complementar o traba-
lho de tese de doutorado do aluno Jan Michel de Farias, do GRANTE,
levantando dados experimentais que possam ser utilizados para testar
e calibrar o modelo constitutivo proposto no seu trabalho. Por ou-
tro lado, o resultado de um estudo do comportamento mecanico com
PEEK disponivel comercialmente no Brasil, e da sua adequagao & mo-
delos considerados o estado da arte na modelagem de polimeros podera
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contribuir para o desenvolvimento nacional de novas técnicas e proce-
dimentos cirirgicos na &rea biomédica, assim como para a criagdo de
implantes com melhor custo-beneficio, facilitando projeto de produtos
mais durdveis e confidveis, e diminuindo o custo de tratamentos médicos
em hospitais.

1.2 Proposta

Nesse trabalho, propde-se realizar uma série de testes mecani-
cos com um polimero denominado poli(éter éter cetona), ou PEEK.
Em particular, deseja-se estudar a resposta do material quando sob
compressao uniaxial, em diferentes taxas de deformacao, em tempera-
tura ambiente, realizando medigoes de forga aplicada e de deslocamento
axial e longitudinal. Desta forma, como primeira etapa de trabalho, é
desenvolvida uma metodologia de ensaios e de medi¢oes experimentais
visando obter dados do comportamento mecanico do material.

Como segunda etapa do trabalho, é feita a implementacao com-
putacional do modelo constitutivo proposto por [Farias et al.| (2017)
considerando caso de deformacdo homogénea. Os dados experimen-
tais obtidos sdo utilizados para calibrar os pardmetros do modelo, por
meio de um algoritmo de parametros, para prever o comportamento do
PEEK sob as condicbes de ensaio propostas. Para avaliar a capacidade
do modelo de Farias em prever o comportamento do PEEK, os resul-
tados obtidos sdo comparados com os obtidos a partir de um processo
de ajuste de pardmetros de um modelo constitutivo ja utilizado para
prever o comportamento mecanico do PEEK, o Three Network Model,
proposto por [Bergstrom| (2015). As atividades de implementagéo e de
ajuste de pardmetros para o modelo de [Bergstrom| (2015) também séo
incluidas nesta etapa.

1.3 Fundo tedérico matematico e notacao

Apesar de uma breve revisao de alguns dos conceitos principais
ser apresentada neste trabalho, de forma a tornar o documento relati-
vamente auto-suficiente, assume-se que leitor tenha familiaridade com
conceitos bésicos de mecénica do continuo (Neto et al., [2009; |Jog), [2015}
Holzapfel, 2000; |Gurtin et al.,|2010). Devido a grande variedade de no-
tagbes existentes em diferentes obras da literatura para operacoes e
algebra tensorial, propoe-se neste trabalho seguir unicamente a nota-
¢ao proposta por C. S. Jog na obra Foundations and Applications of
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Mechanics Volume I: Continuum mechanics . Dessa forma, caso ocorra
quaisquer dividas quanto a natureza das operacoes matematicas reali-
zadas nesse trabalho, o leitor é convidado a verificar as definigoes e a
notacdo do trabalho de |Jog| (2015).

1.4 Organizacao do Documento

A seguir, é feita uma descrigcdo das proximas se¢des na ordem em
que sdo postas nesse documento, e um resumo do contetudo e finalidade
de cada segao é apresentado.

Capitulo 2 - Fundamentacao tedrica: materiais poliméricos. Nesta
secdo, primeiramente é feita uma revisdo de aspectos essenciais para o
entendimento do comportamento mecanico dos materiais poliméricos.
Em seguida, é dado um enfoque ao PEEK, apresentando suas carac-
teristicas moleculares e termomecéanicas. Por fim, é feita uma revisao
dos principais trabalhos encontrados relacionados a avaliagdo do com-
portamento mecanico deste material.

Capitulo 3 - Fundamentacdo tedrica: modelagem constitutiva.
Nessa secao, sdo apresentados de forma breve alguns conceitos fun-
damentais de mecéanica do continuo e da termodindmica de varidveis
internas, visando formar um embasamento teérico para a apresentacao
dos modelos constitutivos utilizados nesse trabalho.

Capitulo 4 - Desenvolvimento tedérico do modelo proposto por
Farias. Nessa se¢ao a formulagao do modelo constitutivo proposto por
Farias et al.| (2017)) é apresentada em detalhes. A seguir, o método de
atualizagdo variacional incremental é empregado para obtencao de um
algoritmo de solugao para o problema constitutivo.

Capitulo 5 - Desenvolvimento tedérico do modelo proposto por
Bergstrom. Nessa se¢do a formulagdo do modelo constitutivo o “Th-
ree Network Model”, proposto por Bergstrom (2015) é apresentada.
Nao sendo este modelo o objeto de estudo desse trabalho, mas sim uma
referéncia para a comparacao com outro modelo, os concentos sdo apre-
sentados de forma breve e resumida, sem uma discussao mais profunda
sobre a origem das hipéteses e das equagoes postas. A seguir, o método
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de integragao de Euler é empregado para obtengao de um algoritmo de
solucdo para o problema constitutivo.

Capitulo 6 - Desenvolvimento experimental. Pretende-se aqui apre-
sentar nessa secao todos os aspectos o procedimento utilizado para re-
alizacdo de testes mecéanicos com o PEEK, comecando com a obtencao
do material para ensaio, motivacao da escolha da geometria do corpo
de prova escolhido, e apresentagdo e justificativa para os dispositivos
de ensaio e medicao empregados. Finalmente, é feita a apresentacdo
das técnicas de medicao utilizadas, assim como os procedimentos de
p6s processamento dos dados obtidos nos ensaios mecanicos.

Capitulo 7 - Resultados. Essa se¢do é dividida em duas partes.
Na primeira parte, os resultados obtidos nos ensaios experimentais sao
apresentados. Dois tipos de resultados sdo apresentados: primeira-
mente os resultados diretos das medi¢des de forca e deslocamento, na
forma de curvas que mostram sua evolugdo com o tempo e de imagens
obtidas durante o ensaio. A seguir, resultados de medi¢ao indireta,
como curvas de tensao por deformagao real, e variagdo volumétrica sao
apresentados. Finalmente, é feita uma discussao dos resultados, in-
cluindo anélise das capacidades dos dispositivos de medic¢ao utilizados,
validade dos resultados e principalmente a analise do comportamento
mecanico observado.

Na segunda parte, o procedimento de ajuste de pardmetros para
os dois modelos consitutivos propostos é apresentado, e a seguir é feita
uma comparacgao das capacidades preditivas observadas, com énfase na
analise dos resultados obtidos pelo modelo proposto por Farias.

Capitulo 8 - Conclusées. Um resumo dos principais resultados ob-
tidos no desenvolvimento do trabalho de dissertagdo assim como su-
gestdes para trabalhos futuros sdo apresentados. E feito também um
levantamento das atividades realizadas e neste trabalho.

Apéndices. Os apéndices A até G mostram, de forma detalhada,
aspectos técnicos da formulacdo do modelo de Farias, como deducoes,
provas de proposicoes feitas e avaliacdo de derivadas tensoriais.
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2 Fundamentacgao tedrica - materiais poliméricos

Nesta se¢ao, descreve-se brevemente diversos aspectos essenciais
para o entendimento do comportamento dos materiais poliméricos. Em
esséncia, segue-se aqui o textos de Sperling| (2006), Halary et al.| (2011]),
[Ward e Sweeney| (2012)), e [Callister| (2008).

2.1 Introducao ao PEEK

O poli(éter éter cetona), ou PEEK (do ingés poly(etheretherketone)),

é um polimero semicristalino, cuja estrutura molecular confere estabili-
dade a altas temperaturas, alta resisténcia a dano quimico e de radiacao
e desgaste, compatibilidade com diversos agentes de reforgo (como por
exemplo fibras de vidro e de carbono), rigidez comparével & de diversos
metais, e biocompatibilidade, o que o torna um material atrativo em
diversas aplicagoes de alta performance. O PEEK “puro”, sem enchi-
mento, tem uma coloragdo marrom, e é frequentemente comercializado
em formato de barras estrudadas, graos ou pé (figura . Quando o
PEEK ¢ “carregado” com fibra de carbono, o material resultante tem
uma coloracao tipicamente preta.

Figura 2.1: PEEK puro, em formato comerciais como em barras, graos
e p6. Imagem obtida do livito PEEK Biomaterials Hand-

book [ty (2073).
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O PEEK é um termoplastico, de forma que abaixo da tempera-
tura de transicdo vitrea, que é de cerca de 143°C, as cadeias poliméricas
tem pouca energia térmica disponivel para que ocorra ruptura de liga-
¢oOes secundarias e deslizamento de uma cadeia em relagdo a outra, e
o PEEK se comporta como uma estrutura rigida, apesar de nesse es-
tado ainda ser capaz de responder com deformacgdes trativas de até
60% (Kurtz, [2012 pg. 4). Acima da temperatura de transigdo vitrea,
a regido amorfa da microestrutura tém maior mobilidade, e macros-
copicamente, o material apresenta um comportamento similar ao de
uma borracha. Essa fase persiste até cerca de 343° C, a temperatura
de fusdo cristalina do material onde ocorre a degradacao dos cristais.
Finalmente, a cerca de 390° C , ocorre a fusao do PEEK (Kurtz}, [2012)).

2.1.1 Aplicagées

O PEEK é considerado um polimero de alta performance, devido
ao fato suas propriedades mecénicas, resisténcia quimica e térmica se-
rem superiores a maioria dos outros polimeros de engenharia. Devido
a sua robustez, o PEEK ¢é usado para fabricar componentes usados em
aplicagbes exigentes, incluindo rolamentos, pecas de pistdo, bombas,
colunas de cromatografia liquida de alta eficiéncia, valvulas de com-
pressores e isolamento de cabos elétricos. E um dos poucos plasticos
compativeis com aplicacdes de ultra-alto vacuo. Areas de aplicacdo
incluem:

e Setor automotivo: A industria automotiva se desenvolve cons-
tantemente no sentido de aumentar o nivel de desempenho e mi-
nimizar o peso dos componentes dos motores. Portanto, existe
uma tendéncia no sentido de utilizar materiais poliméricos para
substituir partes do motor que sao tradicionalmente construidas
a partir de metais. O PEEK, com e sem preenchimento, é o
principal termoplastico de alto desempenho para aplicagoes au-
tomotivas: arruelas de pressao e vedagbes para transmissoes de
poténcia, bragos do rotor, engrenagens e tubos sdo alguns dos
componentes tipicos em que se faz uso do PEEK, principalmente
devido a capacidade de operar em altas temperaturas (tipica-
mente acima de 120° em aplicagdes da indtstria automobilistica)
mantendo boa performance mecanica, excelente resisténcia qui-
mica contra fluidos automotivos, capacidade de acompanhar a
expansdo térmica de metais, resisténcia a fadiga, e baixo ruido
quando utilizado como matéria prima em engrenagens (2.2)), em
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comparacdo a engrenagens de metal. Além disso, o PEEK preen-
chido com carbono fornece propriedades excepcionais de atrito e
desgaste em uma ampla faixa de temperatura.

Wby,

54

Figura 2.2: Engrenagem fabricada a partir de PEEK, com anel metélico
interno. Figura retirada do site https://www.victrex.com/
en/automotive.

e Setor aeroespacial: Na industria aeroespacial, o peso dos compo-
nentes é um fator ainda mais critico, visto que custos de combus-
tivel representam mais de 35% do custo de companhias aéreas.
O alto custo, juntamente com os combustiveis fésseis sendo um
recurso natural limitado, colocam pressdo adicional sobre os fa-
bricantes de aeronaves para oferecer novos niveis de eficiéncia
com relagdo ao uso de combustivel, e a substituicdo de partes
metalicas representa um aspecto critico. O PEEK vem sendo
usado como matéria prima para fabricacdo de componentes me-
nores como bragadeiras, espagadores, porcas, suportes estrutu-
rais, filmes para isolacao acustica térmica, sistemas de tubulacgao,
fixadores e conectores .

e Energia: O PEEK providencia solugbes no setor de energia, em
particular dleo e gas, fornecendo desempenho estavel em tempe-
raturas que variam de -196 ° C (até -321 ° F) até 260 ° C (500 ° F)
com a capacidade de suportar pressoes de até 207 MPa (30.000



38

Figura 2.3: Componentes de PEEK utilizados na industria aerospacial.
https://www.victrex.com/en/aerospace.

psi). Na exploragio de reservas nao convencionais, as condigoes
de operacgao para ferramentas de furos estao se tornando mais ex-
tremas. Pecas feitas em PEEK apresentam durabilidade mesmo
quando operam em elementos corrosivos, como hidrocarbonetos,
agua do mar e gases agressivos. Além da resisténcia quimica, o
material apresenta excelente a fluéncia e pressao.

o Elétrica / Eletronica: O polimero PEEK é um termopléstico de
alto desempenho cuja combinacao tnica de propriedades pode ser
personalizada para atender as crescentes demandas da industria
de eletronicos. O material tem sido utilizado para substituicao
de pequenas partes metalicas no setor de telefonia movel, im-
pressoras a laser e dispositivos de som. Esses componentes sao
obrigados a ter excelente resisténcia ao calor, pois uma alta por-
centagem de energia elétrica fornecida ao dispositivo eletronico é
dissipada na forma de calor. O PEEK tem uma alta temperatura
de fusdo e uma temperatura de operacao, de até 260 ° C (500 °
F). A resisténcia a altas temperaturas e resisténcia mecénica do
polimero permite que os componentes suportem solicitagdes sig-
nificativas. O PEEK em filme pode ser usado para proporcionar
um melhor desempenho actustico.

o Industria médica: A comprovada biocompatibilidade do PEEK
(Kurtz e Devinel [2007)), a rigidez comparével ao da rigidez do
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osso humano, o comportamento radiopaco e as excelentes propri-
edades mecénicas (resisténcia ao desgaste, corrosao, fadiga, etc)
tornam o PEEK um dos materiais mais bem sucedidos em apli-
cagoes na industria de implantes. FEm particular, nas areas de
expertise de desordens na coluna, trauma, ortopedia e odontolo-
gia. No tratamento de desordens na coluna, o PEEK ¢ utilizado
como matéria prima para dispositivos intersomaéticos, hastes de
estabilizacdo, placas cervicais e dispositivos de artroplastia espi-

nhal (2.4).

(a) (b)

Figura 2.4: Exemplos de dispositivos utilizados para tratamento de de-
sordens na coluna. (a) Dispositivo intersomético; (b) hastes
para estabilizagdo de coluna; (c) placa cervical; (d) Prétese
de disco, para atroplastia de articulacido espinhal. Adap-
tado de https://invibio.com/spine.

Na area de trauma, ou seja, fixacao de fraturas, o PEEK é utili-
zado como matéria prima principalmente para fabricacao de placas de
fixagdo de fratura e pregos intramedulares (2.5)).
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(a) (b)

Figura 2.5: Exemplos de dispositivos utilizados para tratamento de
trauma. (a) Placas de fixacdo, (b) Haste e parafuso in-
tramedular. Adaptado de https://invibio.com/trauma

Na area de ortopedia, o PEEK ¢ utilizado como matéria prima
principalmente para fabricacdo de componentes articulares de proteses
de artroplastia de quadril e joelho, e na fabricacdo de &ncoras para
procedimento de artroscopia (2.6)).

Figura 2.6: Exemplos de dispositivos utilizados para tratamento na
area de ortopedia. (a) Inserto articular de prétese de jo-
elho; (b) Inserto articular de prétese de quadril; (c) &ncora
em artroscopia de ombro; (d) e de joelho. Adaptado de
https://invibio.com/ortho
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Na area de odontologia, o PEEK ¢ utilizado como matéria prima
principalmente para fabricagdo de implantes dentérios, pilares interme-
diarios e tampas de cicatrizacao. (2.6]).

(b)

(<)

Figura 2.7: Exemplos de dispositivos utilizados para tratamento na
area de odontologia. (a) Implante dentdrio; (b) Tampa
de cicatrizagdo; (c) pilar intermedidrio. Adaptado de
https://invibio.com/dental
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2.1.2 Estrututa molecular do PEEK

Uma macromolécula de PEEK consiste de uma cadeia aromética
interconectada pelos grupos funcionais cetona ( -CO- ) e éter ( -O-)
formando uma unidade repetida como ilustrado na figura O resul-
tado é uma macromolécula na qual as unidades repetidas estao ligadas
entre si pelas suas extremidades em uma tUnica cadeia, o que o define
como pertencendo a categoria de homopolimeros lineares, ndo havendo
ramificagoes ou ligagoes cruzadas entre as cadeias (Kurtz, [2012).

Jf‘l

Figura 2.8: Unidade repetida do PEEK. Adapado de (Kurtz, [2012)

A macromolécula é relativamente rigida devido aos anéis aromé-
ticos (benzeno) na unidade repetida. Apesar disso, a molécula é livre
para rotacionar axialmente em torno das conexdes cetona ( -CO- ) e
éter ( -O-), e quando é resfriada a partir do estado fundido, a cadeia
pode rotacionar em torno de si mesma formando estruturas dobradas
denominadas cristais. Esses cristais estdo inseridos em uma matriz
amorfa de macromoléculas (CITAR), e devido a essa estrutura bifasica
o PEEK se enquadra na categoria de polimeros semicristalinos. A pro-
porcao de cada uma dessas fases na microestrutura depende da forma
em que foi processado, sendo que em implantes a fase cristalina cons-
titui tipicamente de 30% a 35% do material (Green e Schlegell 2001)).

2.1.3 Histérico e nomenclatura

O processo de sintetizacado do PEEK foi patenteado em 1977 pela
ICI (Imperial Chemical Industries - Reino Unido), e o material foi dis-
ponibilizado comercialmente sob o nome Victrex PEEK™ em 1987, e
uma nomenclatura foi adotada para diferenciar as diferentes categorias
(grades) de PEEK, de acordo com o peso molecular e a viscosidade no
ponto de fuséo cristalina. A Victrex foi vendida pela ICI em 1993, ¢ em
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1998 a Victrex langou o PEEK-OPTIMA™  uma categoria de PEEK
destinada a aplicagoes médicas. Apesar de atualmente o PEEK ser
comercializado por outros fabricantes, como exemplo DuPont e Solvay,
ccmo verificado pelo autor, a grande maioria dos artigos cientificos que
lidam com o estudo do comportamento mecanico do PEEK trabalham
com materiais das categorias Victrex-PEEK™ ¢ PEEK-OPTIMA™ e
portanto é importante diferenciar essas categorias quanto as suas dife-
rentes propriedades. A tabela [I| mostraos diferentes grades de PEEK
juntamente com os valores de peso molecular e a viscosidade associados.

Propriedade ‘ Grade Padrao ‘ Medium-Flow Grade Easy-Flow Grade
Nomenlacura Victrex (Tradicional) 450 381 150
Nomenclatura Invibio (Contemporanea) OPTIMA LT1 OPTIMA LT2 OPTIMA LT3
indice de fluxo de material fundido 3.4 4.5 36.4
Peso molecular (Mpy) 115,000 108,000 83,000

Tabela 1: Nomenclatura e propriedades das principais categorias de
PEEK disponiveis comercialmente.

O grade Padrao é o mais comumente utilizado em aplicagdes em
geral, ja4 o medium-flow e o high-flow grades com propriedades otimiza-
das para processos de fabricacdo como por exemplo tubing, e a injecao
de pecas com expessuras muito finas, que necessitam de um maior nivel
de escoabilidade do material. Essas categorias também sao designadas
como PF (p6 fino), P (pd) e G (granulado), de forma que por exemplo,
PEEK 450G é um material de grade padrdo comercializado em forma
de graos.

2.1.4 Comportamento mecanico

O PEEK apresenta, em temperaturas abaixo da temperatura
transicdo vitrea, um comportamento ineldstico/elastoplastico, tipico
de polimeros semicristalinos. Considerando a resposta um material
inel4stico/elastopldstico em teste de compressdo uniaxial, é possivel
distinguir trés estiagios em uma curva de tensao por deformagao, como
mostrado na figura . Esses trés estagios sdo descritos a seguir:

1. Estagio no qual o material se comporta de forma aproximada-
mente elastica linear. Um comportamento elastico linear é ca-
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racterizado por uma relagdo de dependencia linear entre tensao
e deformacao, e pela auséncia de efeitos dissipativosﬂ durante
um ciclo de carregamento/descarregamento. Um comportamento
eldstico linear pode ser descrito pela lei de Hooke, onde a tensao
e a deformagao sdo relacionadas por uma constante de proporci-
onalidade, denominada médulo de Young.

. Estdgio no qual o material se comporta de forma elastica ndo

linear. Nessa regido a dependéncia entre tensao e deformacao
nao é linear, e efeitos dissipativos como viscoelasticidade podem
se manifestar. Deformagoes residuais apds o descarregamento
sao despreziveis, de forma que o material tende a recuperar o
seu estado inicial apos um ciclo de carregamento. Ou seja, nesse
estagio efeitos de plasticidade sdo aproximadamente despreziveis.

. Estagio no qual o material se comporta de forma plastica. Um

comportamento plastico é nao linear, e é caracterizado pela pre-
senca de deformacdes permanentes do material apds um ciclo de
carregamento.

1No caso de auséncia de efeitos dissipativos, todo e qualquer processo que ocorre

no material é reversivel, e o estado do material em um instante qualquer pode ser
caracterizado pela deformagéo e temperatura do material nesse instante. Efeitos
dissipativos serdo discutidos em mais detalhe na segio (3.2).
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Figura 2.9: Diferentes estagios de uma curva de tensao por deformagao,
tipica de um material polimérico semicristalino submetido
a compressao abaixo da temperatura de transi¢do vitrea.
Figura de autoria prépria.

Note que, em geral, ndo é trivial identificar o ponto de inicio de
escoamento, onde termina o segundo estagio e comega o terceiro. Nao
obstante, é pratica comum na literatura identificar o valor maximo de
tensao da curva (na regido onde ocorre queda dréstica na rigidez do
material) como uma aproximagdo do ponto de inicio de escoamento,
como mostrado na figura . Como exemplos, citamos os trabalhos
de Mulliken e Boyce| (2006), [Lu e Ravi-Chandar| (1999), Miehe et al|
(2009) e |El-Qoubaa e Othman (2016, |2015d). E importante ressaltar
que, apesar de ser uma medida util da capacidade de resisténcia do
objeto sendo testado, esse valor de tensdo de escoamento nao é uma
propriedade intrinseca do material, e sim do corpo, pois como ressalta
[Lu e Ravi-Chandar| (1999)), hé influéncias ndo s6 do material como
da geometria , e fatores como presenca de defeitos e vazios podem
ter influéncia nesse valor de tensdo. Dessa forma, o termo “tensdo de
escoamento”, ao ser utilizado neste trabalho desse ponto em diante,
se refere a esse valor aproximado, e nao ao ponto exato de inicio de
escoamento, a nao ser que mencionado o contrario.
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E importante ressaltar que essa tendéncia de comportamento
descrita na figura nao é absoluta, e que dependendo das condi-
¢oes em que é testado, o PEEK pode apresentar um comportamento
completamente diferente. Como serd mostrado a seguir, em tempe-
raturas muito altas o PEEK pode se comportar como um elastomero
(como mostra a curva C da ﬁgura e em altas taxas de deformagéao
o PEEK pode se comportar como um polimero {régil (curva A da figura
2.10). De fato, como enfatizado por [Ward e Sweeney| (2012)), ndo sé o
PEEK mas os polimeros semicristalinos em geral podem se comportar
tanto de forma fragil. dictil ou como um elastémero, dependendo das
condi¢des em que é testado. Essa mudanca de comportamento frente
a diferentes condigoes torna dificil classificar materiais poliméricos de
acordo com o seu comportamento mecanico.

10
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c ]
0 | | 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Figura 2.10: Curvas tipicas de um elastéomero (C), plastico (B) e poli-

mero frigil (A). Adaptado de |Callister| W m

2.1.5 Dados da literatura

Alguns dos trabalhos da literatura identificam o pico de tensao
entre a primeira e a segunda regiao como sendo o valor de tensao de es-
coamento do material. Apesar disso, o PEEK nao apresenta um ponto
claro de inicio de escoamento, e é observado que antes de atingir esse
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valor méximo, ja ocorre deformacao plastica do materal (El-Qoubaa e
2016)). Dessa forma, no caso do PEEK, o termo tensdo de

escoamento deve ser entendido como o valor de tensdo de pico, que
ocorre quando ha perda de rigidez do material apds o estdgio em que
se comporta de forma aproximadamente linear (estégio 1).

Com relacao aos efeitos da temperatura no corportamento meca-
nico do PEEK, [Hamdan e Swallowe| (1996)), estudando o caso de com-
pressao, observou para o PEEK grade 150G que até a temperatura de
transicao vitrea (T = 143°C), a capacidade de resistir carga é inversa-
mente proporcional a temperatura em que ocorre o ensaio. Para baixas
taxas de deformagio (0.001/s) essa tendéncia ndo muda, porem para
taxas elevadas (maior que 7/s) o efeito do aumento de temperatura é
invertido acima de T até 200°C, de modo que ocorre um aumento da
capacidade de suportar carga.

T T T T T T T
==T-130°C
25 - T-50°C
—T80°C
=-=T130°C
2 -=T140°C | =
— —T150°C
& = T160°C
—+ —
? 1.5 L
E Strain rate 0.1 /s
o
e ]
0.5 - b
1 L
cb 0s 0.9 1

Figura 2.11: Comportamento do PEEK 450G para vérias temperatu-
ras, sob compressdo a uma taxa de 107! /s. Obtido por
El-Qoubaa et al |El-Qoubaa e Othman| (2016).

O autor atribiu esse efeito ao aumento do grau de cristalinidade
que ocorre acima de Tg. Rae et al| (2007) e [El-Qoubaa e Othman|
observaram, para o PEEK 450G, uma diminuicdo da capaci-
dade do material de resistir carga, tanto em tragdo quanto compressao,
com o aumento da temperatura, como mostram as figuras 2.11] 2.12] e
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2:13] Como o estudo nao levou em analisou condigdes de ensaio com
temperatura acima da Tg em altas taxas de deformacéo, o efeito de
aumento de resisténcia em altas temperaturas nao foi verificado.

——— /0 °C —a— 100 °C
E — --15°C —e— 140°C
= | K~y e 23°C —&— 150 °C
% 100 —+—50°C 1
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g
5 \d W W
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£ » n
g =0 e : 2
=)
c
w
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Engineering Strain

Figura 2.12: Comportamento do PEEK 450G para véarias temperatu-
ras, sob tracio a uma taxa de 1073 /s. Obtido do trabalho

de [Rac <t al] (2007).
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Figura 2.13: Comportamento do PEEK 450G para varias
ras, sob compressio a uma taxa de 1073/s.

trabalho de .

0.5

temperatu-
Obtido do

A influéncia da taxa de deformacdo no comportamento meca-
nico do PEEK também é bastante relevante: os valores maximos de
tensao aumentam de forma proporcional a taxa, e esse comportamento
foi observado para diferentes grades de PEEK, tanto em tracao quanto

em compressao, por varios autores (Walley e Field, [1994)

(Hamdan ¢

Swallowe, [1996) (Mélé e Albérolal[1996) (Rae et all [2007)

Berer et al.|

2014) (El-Qoubaa e Othman| 2015a) (El-Qoubaa e Othman

0T5) (B

Qoubaa e Othman| 2016). No estdgio 2 em particular, o comporta-

mento é variado:

o |Walley e Field| (1994) observaram, para PEEK de grade nao es-

pecificado sob compressdo uniaxial, que apéds atingi

r um limite

superior pode ocorrer tanto um efeito de endurecimento quanto
de amolescimento , e 0 mesmo comportamento foi observado por

Hamdan e Swallowe (1996) para o PEEK grade 1

2.11).

50G (figura
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Figura 2.14: Comportamento do PEEK 150G sob compressdo em taxas
de (a) 2000/s, (b)1000/s, (c) 500/s, (d) 7/s, (e) 0.001/s.
Obtido do trabalho de Hamdan e Swallowe| (1996]).

o Rae et al| (2007) verificou, para PEEK 450G sob compressao
uniaxial, que em alguns casos dependendo da taxa de deformacao
imposta, a tensdo se mantém praticamente constante no estagio
2. Em outros casos, o efeito de strain softening foi observado.
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Figura 2.15: Comportamento do PEEK 450G para vérias taxas de
deformagoes, sob compressao em temperatura ambiente.

Obtido do trabalho de .

o |El-Qoubaa e Othman| (2015¢) notam , para PEEK 450G sob com-
pressao, a mesma tendéncia: um rapido aumento de tensao numa
regiao aproximadamente linear até o escoamento, seguido de uma
evolucdo de deformagdo com pouca mudanca na tensdao, como
mostrado na firgura2.16] Além disso, em outro trabalho o mesmo
autir observou que a taxa de deformacéao influencia pouco na va-
riacao de volume do PEEK, que aumenta em média 3.3, 6.2, e
16.2% quando deformado em 10, 20 e 40% respectivamente (El
Qoubaa e Othman| 2014). J4 para tracdo (El-Qoubaa e Othman),
2015b)), foi observado um rapido aumento de tensdo numa re-
gidao aproximadamente linear, seguido de strain hardening (figura

2.17).
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Figura 2.16: Comportamento do PEEK 450G para véarias taxas, sob

compressao em temperatura ambiente.

Obtido por

\Qoubaa e Othman, (2015a).
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Figura 2.17: Comportamento do PEEK 450G para véarias taxas, sob
tragdo em temperatura ambiente. Obtido por [El-Qoubaal
e Othman! (2015b))
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3 Fundamentacao tedrica para modelagem consti-
tutiva

Nessa secao, pretende-se apresentar os principais conceitos e hi-
péteses necessarias para a proposicao de um modelo constitutivo que
sera utilizado para modelar o comportamento mecanico do PEEK.

3.1 Cinematica

3.1.1 Fundamentos e defini¢oes

Consideremos um corpo sélido qualquer, definido por um con-
junto continuo de pontos P ocupando um dominio V' delimitado por
uma superficie S, dentro de um espaco euclidiano tridimensional R3.
Esse corpo sélido pode ser descrito na configuragao de referéncia - tam-
bém chamada de configuragao Lagrangiana - que é definida pela posicao
X do conjunto de pontos Py € V) em um instante de tempo ¢ = tg, i.e.,

X=X,E;, J=123 (3.1)

em termos de uma base cartesiana {E};, J = 1,2,3, definida pelas
operagoes
EJ'EJ:(SIJ e EIXEJZEIJKEK (32)

onde o simbolo ¢ (delta de Kronecker) e o simbolo € sdao definidos por:

0, sedoisindicessaoiguais
0, sel#.J ’ &
or7 =193 4 . €EIJK = 1, parae€i2s, €231, €312
, sel=1J
—1, paraeigs, €213, €321
(3.3)
Esse mesmo corpo sélido pode ser descrito na configuragdo es-
pacial - também chamada de configuracao Euleriana -, que é definida
pela posicdo  de um conjunto continuo de pontos P; ocupando um
dominio V; € R® em um instante de tempo ¢, i.e.,

:c:o:jej, _]:1,2,3 (34)

onde {e;}, 7 = 1,2,3 s@o bases cartesianas da configuragéo espacial.
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O deslocamento (do termo inglés motion) do corpo V é descrito pelo
mapeamento um-a-um dos pontos Py € Vj em V;. Denotando essa
operacao de transformacao pelo simbolo ¢, temos que:

0: Vo Vi (3.5)

Essa transformacdo mapeia, em um instante de tempo fixo ¢t €
R4, um ponto X € Vj da configuragio de referéncia para pontos « € V,
ou seja, ¢ (X, t) = x. Assume-se que essa operagao é reversivel, ou seja,
el (x,t) = X.

Fundamentando-se nesses conceitos, podemos definir:

e O gradiente de deformacao F', como sendo o gradiente de ¢ em
relagdo & configuracdo material (operagdo representada pelo sim-
bolo V) :

0
F:F(X,t):nga:%:E:Jej@EJ (3.6)

e A inversa do gradiente de deformacdo F', em relacdo a configura-
¢do espacial (operacao representada pelo simbolo V,,):
_0X

Fl(et)=Vop ' =—— =F;'E;0e;  (37)

¢ Decomposi¢ao multiplicativa do gradiente de deformacao em uma
parte isocorica F';5, e uma parte volumétrica F',q;:

F=F;,F, (38)
onde
Fio=J '°F (3.9)
Foo=J7"T (3.10)
J = det (F) (3.11)

e Decomposi¢do multiplicativa da parte isocorica do gradiente de
deformacdo em uma parte eldstica e uma parte inelastica:

F,, =F.,F; (3.12)

Note que F, e F'; sdo ambos isocéricos por defini¢ao.

e Tensor deformacao de Cauchy-Green a esquerda



b= FF"

Tensor deformacao de Cauchy-Green a esquerda isocérico

biso = F'isoFT

180

Tensor deformacao de Cauchy-Green a direita

C=FTF

Tensor deformacao de Cauchy-Green a direita isocorico

Ciso = FT Fiso

180

Tensor de deformagao de Cauchy a direita elastico
C.=F!F,

Deformacéo logaritmica
1
= =InC
e=3ln

Deformacao elastica logaritmica

1
Ee — ilnce
Gradiente de velocidade
oz
1= r A, — Vzx
\% 5 Vv

Taxa do gradiente de deformagao isocorico

Fiso = lFiso
Taxa do gradiente de deformagio ineldstico
F;=1F;
Decomposicao do gradiente de velocidade inelastico

L =D, +W,

onde

D; = sym (L)

95

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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3.2 Fundamentos e hipdteses termodinamicas

Nessa subsecao, pretende-se expor as defini¢coes e fundamentos
termodindmicos necessarios para o desenvolvimento teérico desse tra-
balho. Como ponto de partida, sdo introduzidas algumas hipdteses
iniciais.

Hipétese 3.1: O estado atual de um corpo qualquer pode ser
unicamente caracterizado por um conjunto de varidveis denominadas
variaveis de estado. Essas varidveis sdo independentes, ou seja, uma
nao pode ser descrita em funcdo das outras. Qualquer funcdo que
dependa dessas variaveis fundamentais sao denominadas fungoes de es-
tado. Serdo considerados materiais cujo estado pode ser caracterizado
pelo seguinte conjunto de varidveis em particular:

variaveis de estado : {F,0,g, o} (3.26)

e pelas suas taxas:

tazras : {F,é,d} (3.27)

Onde F é o tensor gradiente de deformagdo, 6 é a tempera-
tura absoluta, g é o gradiente da temperatura absoluta grad,f, e
a = {ay, g, ..., ay,} representa um conjunto de varidveis podendo ser
de natureza escalar, vetorial ou tensorial. Note que {F, 8, g} sdo varia-
veis observaveis, enquanto a sao varidveis que nao podem ser observa-
das diretamente, chamadas de varidveis internas, e sdo utilizadas para
definir um estado termodindmico de néo equilibrio (Holzapfel, 2000,
pg. 278).

A termodinamica estabelece um conjunto de leis e principios, os
quais devem ser obedecidos por qualquer tipo de processo de transfe-
réncia de massa e energia. Em particular, temos que o principio de
conservagao de massa, balanco de momento, primeira e segunda leis
da termodindmica devem ser satisfeitos em qualquer tipo de processo
termodindmico. Esse conjunto de regras pode ser apresentado de varias
maneiras. Neste trabalho, as leis fundamentais da termodindmica serao
apresentadas como relagbes matematicas, que devem ser satisfeitas em
cada ponto do dominio de um corpo.

Hipdtese 3.2: A distribuicdo das varidveis de estado em um
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corpo se da de forma suficientemente regular, ou seja, qualquer tipo de
descontinuidade serd desconsiderada nessa abordagem. Assume-se um
corpo como sendo um sistema fechado, onde nao ha transferéncia de
massa ou mudanga de fase.

Considerando um sélido qualquer ocupando um dominio V deli-
mitado por uma superficie S, a termodinamica requer que sejam satis-
feitas as seguintes relagées, em qualquer ponto do dominio.

Conservagao de massa:

p+ pdivyi =0 (3.28)
Balango de momento:
divy,o+ f =piemV (3.29)
t=onemS (3.30)
Primeira lei da termodinamica

pé =0 : D+ pj—divyq (3.31)

Segunda lei da termodinamica

ps + div, (g) - % >0 (3.32)

Onde p é a densidade ,u é o vetor deslocamento, o é o tensor de
Cauchy, f representa forgas externas agindo em V', t representa forcas
externas agindo na superficie S, n é o vetor normal a S, e representa
a energia interna por unidade de volume, D é a parte simétrica do
tensor gradiente de velocidade, j é a quantidade de calor gerado in-
ternamente por unidade de volume, g é o fluxo de calor (quantidade
de calor por unidade de tempo e por unidade de area), s é a entropia
e 0 é a temperatura absoluta. Note que essas relaces estdao definidas
na configuragdo observada (ou deformada), mas relagoes equivalentes
podem ser obtidas para a configuracao de referéncia.

Combinando a primeira e a segunda lei, e introduzindo a fungao
de energia livre de Helmholtz

P=e—0s (3.33)

é possivel, apés algumas manipulacdes algébricas, obter a relagdo ma-
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tematica conhecida como desigualdade de Clausius-Duhem:
. . 1
o:D—p(¢+sb) — 719 > 0. (3.34)

Na configuracao de referéncia a desigualdade de Clausius-Duhem
é dada por:

) . o
P:F—p(¢+sb) — 799 >0, onde J =detFepy=Jp (3.35)
onde P é o tensor de Piola-Kirchhoff, definido como:

P=JoF T (3.36)

Hipétese 3.3: P, ¥, seq sao fungoes de estado, e tem as seguin-
tes relacoes de dependéncia com as variaveis de estado:

P=P(C.0,a,C,0.g) (3.37)
Y =19 (C,0,a) (3.38)
s=s5(C,0,x) (3.39)

g=4q(C,0,a,9) (3.40)

Utilizando a regra da cadeia, diferenciamos a equagéo (3.38)) em
relagdo ao tempo para obter:
8¢ (Cve7a) N a’(/) (Ca(g)a)

¢(079704) LT .
5F :F+ 50 .9+7aa a  (3.41)

.0
P =

onde o simbolo - representa uma operagao de produto escalar adequada
a natureza de cada varidvel interna «;,. Substituindo a equagdo (3.41])

em ([3.35) obtemos:

(P _poaw(cae7a)> F—poaw(c’e’a)

OF oo e
oY (C, 0, - J
- (s + pow(ﬁea)) 0 — 719 >0 (3.42)

A soma dos termos & esquerda da inequagao [3.42) é denominada
dissipacao D:
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oY (C,0 . oy (C,0
p= (b p2(00) 20000
o (C,0 - J
—(s—l—pow(a’g’a))H—eq.g (3.43)

A inequacao de Claussius-Duhein pode ser entendida como uma
lei que estabelece que a dissipagdo de energia interna em um corpo
qualquer deve ser sempre maior ou igual a zero, ou seja, D > 0.

Consideramos agora um caso em que nao ha deformagao nem mu-
danca nas varidveis internas, em que a temperatura varia no tempo mas
permanece constante no espago, ou seja, nao hé gradiente de tempera-
tura. Nesse caso, o primeiro, o segundo e o quarto termo da equacio
sao nulos, restando:

(s + p{W) 0>0 (3.44)

que deve ser ndo negativa, independente do sinal de 6. Isso implica a
relagao

s= —pow (3.45)

que deve ser valida para qualquer tipo de processo. Note que a equacao
fornece uma relagdo entre a entropia s e as variaveis de estado,
por meio da derivada da funcdo de estado ¢ (C, 0, ) em relacao a 6.
Desta maneira, [3.45] define uma equacao de estado, isto ¢, uma relagao
entre varidveis de estado. A energia livere de Helmholtz é considerado
um potencial termodindmico na medida que uma varidvel de estado
(entropia) pode ser obtida a partir da variagdo do potencial em relagéo
a um dos seus argumentos (temperatura)..

Nesse ponto, é conveniente definirmos:

e Energia livre de Helmholtz, por unidade de volume
¥ = potp (3.46)

o Tensdo conservativa P,

U (C,6,a)
P = o (3.47)
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o Forgas termodindmicas conservativas conjugadas as variaveis in-

ternas
oY (C,0, )

Ja

Substituindo as defini¢des dadas pelas equagoes (3.47) e (3.48]) na equa-
¢ao ([3.45)), podemos reescrever a desigualdade de Clausius-Duhem de
forma mais simplificada como se segue:

B = (3.48)

Dz(Pch):F—ﬂ'd—%q.gzo (3.49)
O dltimo termo da equacdo compoe a chamada dissipacao tér-
mica, associada a gradientes de temperatura. Os dois primeiros termos
compdem a chamada dissipagdo interna D,,;, associada a fendmenos
mecénicos (viscosidade, plasticidade, dano, fraturas) e outros. O caso
particular em que D = 0 representa a situacado na qual o processo ter-
modindmico ocorrido é reversivel, e quando D > 0 o processo ocorrido
é irreversivel.

A condicao dada pela equacédo é comumente substituida
por uma condicdo mais forte, que estabelece que tanto a dissipacao
interna quanto a térmica devem ser ndo negativas (Truesdell et al.|
1966):

Dipp=P—-P):F—B-a>0 (3.50)

J
Dterm = 75‘19 2 0 (351)
Nesse ponto, limitaremos a formulacao a teoria puramente me-
canica, que representa o caso em que a dissipagdo termica é nula, ou
seja, consideramos Dierp, = 0.

Para determinar completamente o estado termodindmico do ma-
terial, é necessario obter um conjunto de variaveis de estado que satis-
faca a desigualdade de Clausius-Duhem. O primeiro passo é propor
uma expressao para D e ¥ que resulte em uma resposta representativa
do comportamento do material. Seguindo o procedimento apresentado
por Jirasek et al|Jirasek e Bazant| (2001, pg. 436) assumimos que D ad-
mite uma decomposicao aditiva, de forma que a dependéncia das taxas
fica desacoplada:

D(F,&,F,a,0) =Py (F,F,,0) : F+ B, (&, F,a,0) - & (3.52)

P, ¢é chamada tensdo dissipativa, € By = {f41,..; Bd,m} sdo
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chamadas forcas termodinamicas dissipativas conjugadas as varidveis
internas a = {ay, ..., am }.

Lembrando que a dissipagao deve ser nao nula, devemos propor
expressdes para P4 e B,; de modo a satisfazer D > 0. Nesse ponto,
particularizamos a formulacdo para a classe de modelos que satisfaz a
seguinte hipotese:

Hipé6tese 3.4: o potencial de dissipacdo é uma funcao inde-

pendente de F e 6. Nesse caso particular temos D = D (&, F,a),
By=PB4(,F a),P;:F=0.

3.2.1 Potenciais de dissipagao

Uma forma de garantir que a desigualdade de Clausius-Duhem
seja sempre satisfeita, considerando o caso puramente mecénico, é uti-
lizar o conceito de potenciais de dissipacdo. Podemos assumir a exis-
téncia de uma funcdo ¥ =T (F, o, F,«a, 0) chamada potencial de dis-
sipagao e postular:

oY (F,&,F,a,0)

= (3.53)

Baq =

oY (F,&,F,a,0)
oF

P, = (3.54)

Se T possuir as seguintes propriedades:
« Convexidade em relacio a F e &
e Ser nao negativo
¢ Nulo na origem

entdo ha garantia de que a desigualdade de Clausius-Duhem é satisfeita.
A prova dessa afirmagéo é apresentada por |Jirasek e Bazant| (2001, pg.
442) e serd omitida neste texto.

Tendo em maos uma expressao para a dissipagao dada pela equa-

cao (3.52)), onde B,; e P, sdo dados pelas equagoes (3.53) e e

comparando com a expressao para a dissipagdo considerando a teoria
puramente mecanica (equacao [3.50]), temos que:

B, a+P:F=P-P.):F-3-a (3.55)

0 que implica:.
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P—-P.—Py):F—(B+By) a=0 (3.56)

Para que essa relagio seja satisfeita para qualquer processo ter-
modinamico, podemos impor as seguintes condigoes, que sao suficientes,
mas nao necessarias:

B=—B4q (3.57)

P=P.+P, (3.58)

Substituindo a equagao e utilizando a defini¢do de B (equa-

¢do (3.48)) em (13.57)) obtemos:

v (C,0,a) 0T (¢, F,a)
+ -
Iole" o&

Note que a equacio ([3.58) juntamente com a equagao (3.59)), for-
mam um conjunto de restrigdes que, se satisfeito, é suficiente para ga-

rantir a ndo negatividade da dissipacao. Podemos interpretar a equacao
como um balango interno de forgas. Note que as equagoes
e (3.59) podem ser utilizadas para determinar completamente o estado
termodindmico de um material dentro das condi¢oes estipuladas. Para

isso resta postular expressdes para as os potenciais termodinamicos
U (C,0,a) e T (a,F, ).

=0 (3.59)

3.2.2 Principio variacional
Seja P um funcional definido da seguinte forma

P (F, &) :%\B(F,aHT(F,a)

O principio variacional postula que, para um dado estado termodina-
mico & = {F,F;,r}, dentre todos os processos internos admissiveis, o
processo interno efetivo £ serd aquele descrito pelo conjunto de varia-
veis internas que minimizam o funcional P, ou seja

& =arginfP (3.60)

Essa afirmacao pode ser verificada avaliando a condicao de es-
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tacionariedade de P em relacdo a varidavel &, que impde a seguinte
condicdo no diferencial de P:

dP =0

Z—Pda—o

(5o}

(ai [gi F+g—\1’ ']+gr)da=o
(gz +§T) dae =0 (3.61)

Para que a equagao[3.61]seja satisfeita para qualquer dey, é neces-
sario que o termo entre parénteses seja nulo. Dessa forma, a condicdo
de estacionaridade implica a seguinte relacao:

ov  or
9o + e 0 (3.62)

Portanto, tem-se que que o principio de minimo retoma a ex-
pressao da restricdo termodindmica de equilibrio, equacao , ea
solucdo do problema de minimo da equacéo corresponde ao pro-
cesso termodindmico efetivo. E importante notar também a seguinte
propriedade do funcional P:

(e 2 a)
OF  OF \OF ' oo OF
ov  ar
= oF " oF (369

Comparando com a rela¢do termodindmica da equagao (3.58]),
temos que

p-2P (3.64)
oF

3.2.3 O principio variacional incremental

O procedimento de atualizacao variacional incremental é um mé-
todo de solugdo de um problema constitutivo incremental. O principio
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variacional incremental é discutido em detalhes no trabalho de |Ortiz
e Stainier| (1999)) e pode ser descrito da seguinte maneira: dado um
estado termodindmico &, conhecido em um instante ¢,, e um gradiente
de deformacdo F', 1 conhecido em um instante ¢,11, entre todos os
estados termodinamicos &,,41 admissiveis, o estado termodinamico efe-
tivo serd aquele descrito pelas varidveis internas que minimizam um
funcional incremental P;,., ou seja:

Q"™ = inf Pine (3.65)

antl

onde P;,,. é definido como:

tnt
Pine (F"1, ™) =/ U (Ea)dt
t

n

tnt1 d .
:/ [\IJ(F,a)JrT(F,a)} dt
t, dt

tn+1 .
=yt g +/ T (F,a&)dt. (3.66)
t

n
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4 Desenvolvimento do modelo proposto por Farias

Nessa secao pretende-se apresentar os conceitos que definem o
modelo proposto por Farias et al.|(2017)), assim como o desenvolvimento
e implementacao do modelo.

4.1 Hipoteses cinematicas

Hipétese 4.1: o gradiente de velocidade ineléstico é irrotacional
(Boyce et al., |1989))

W, =0 (4.1)

Hipé6tese 4.2: parametrizacao de D;, em termos de uma amplitude e
uma dire¢do (Ortiz e Stainier] |[1999))

D, =N (4.2)

onde 7 é a taxa da deformacgao viscosa acumulada r definida na

equacdo (I3)

r= /tﬁnDilldt (4.3)
0

Note que, por definicdo, a deformagado viscosa acumulada é sempre
maior ou igual a zero. Ja4 o pardmetro N carrega a informacdo da
direcdo do fluxo inelastico, e pertence a um espago com as seguintes
restrigdes: N € N = {A € Sym|trA=0¢ ||A] = %} Note que a
restricio quanto ao espago de N resulta em um tensor D; com trago
nulo e, consequentemente, em um tensor F'; isocérico

detF; =1 (4.4)

o que vai de acordo com a hipétese proposta por |Boyce et al.
(1988)) para materiais poliméricos cristalinos.

As hipdteses 4.1 e 4.2 podem utilizadas para reescrever a equacao
[3:22 no formato conhecido como lei de fluxo

F; = iNF;. (4.5)
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Adotando a lei de fluxo, as restriches necessdrias para que o
modelo proposto satisfaca as hipdteses 1 e 2 se limitam & restricdo
quanto ao espaco de N.

4.2 Defini¢oes termodinamicas

Chamamos de modelagem constitutiva o estudo e proposicao de
expressoes para os potenciais termodindmicos ¥ (C, 0, a) e ¢ (&, F, o),
que sejam capazes de representar o comportamento de um dado mate-
rial. No presente trabalho, propoe-se estudar o modelo proposto por
Farias et al.| (2017)), que é baseado nas seguintes defini¢Ges termodina-
micas:

o Potencial de energia livre de Helmholtz
U =L(Cis)+ H(ee) +U(J) (4.6)

onde L é o potencial de Gent

M [A 43— 11 (Cigo)

L= 4.
5 3 (4.7)
, H é o potencial de Hencky
H = G|deve,|? (4.8)
e U representa a contribuicdo da deformagao volumétrica
U= g (InJ)?. (4.9)

o Potencial de dissipacao

onde

s$(r) =8 + e <" [(s0 — Sc0) cosh (Br) 4+ sinh (8r)] . (4.11)

Considerando as hipéteses cineméticas e termodindmicas apre-
sentadas até esse ponto, temos o seguinte conjunto de varidveis para
esse modelo:
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o varidveis de estado

E={F,F;,r} (4.12)
o varidveis internas
a={F;,r} (4.13)
e vaxas (processo) ) o
E={FF; i} (4.14)
e processo interno '
a={F;}. (4.15)

4.3 Representacgao reolégica

A representagéo reoldgica de um modelo de material ineldstico é
um método de representagao visual que visa facilitar a compreensao do
modelo. Em modelos de viscoelasticidade, normalmente sdo utilizados
molas e amortecedores, que se ligam em série ou em paralelo, depen-
dendo de como a deformagao é decomposta no modelo. O modelo de
Farias pode ser representado pelo seguinte arranjo reoldgico:

U L§ H

Figura 4.1: Representacao reolégica do modelo de Farias. Figura de
autoria prépria.
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4.4 Consideragoes quanto ao potencial de dissipa-
cao

Como discutido na secao [3.2.1] como condicao suficiente para
a satisfacdo da equacdo de Clausius-Duhem o potencial de dissipacao
deve ser convexo em relagdo aos seus argumentos, ndo negativo e nulo
na origem. No caso particular do potencial de dissipacdo dado pelas
equacoes e 7 a imposicao dessas condigoes tém implicagoes
nos valores admissiveis para os parametros rg, Soo, ¢, So, 5, €.

Primeiramente note que, como definida na equacéao (4.3 por ser
uma integral de uma norma ao longo do tempo o valor da deformacao
viscosa acumulada r é sempre maior ou igual & zero. Além disso o
seu valor pode apenas aumentar ou se manter, o que implica que a
taxa 7 é sempre maior ou igual a zero. Dessa forma, temos que o
potencial 7" (r, 1) estd definido apenas para {r,7} € R;. Como condigao
suficiente para convexidade do potencial de dissipacdo em relacdo aos
seus argumentos, basta impor que m > 0.

A condicao de ndo negatividade do potencial de dissipagao requer
que o pardmetro 7 seja maior que zero, e que a fungdo s (r) seja sempre
maior que zero. A restrigdo de ndo-negatividade de s (r) é satisfeita caso

1. O parametro s, seja maior ou igual a zero.
2. O parametro sg seja maior ou igual & s..
3. O parametro v seja maior ou igual a zero.
4. O parametro [ seja maior ou igual a zero.

Em suma, as seguintes restricbesdeemser obedecidas:

4.5 Solugao via atualizagao variacional incremental

Nessa subsegao é apresentado o procedimento de solugao para o
problema consitutivo como proposto por Farias, baseado no conceito
de atualizacOes variacionais incrementais, que resulta em um problema
de determinacéo de & (t,+1), denominado problema constitutivo incre-
mental
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Restrigdes dos pardmetros do potencial de dissipagdo 1 (r,r) (equagdo [4.10, ‘

ro € Ry
Soo € Ry
so € Ry
80 = Soo
v ERy
B E€R4
¢eR

Tabela 2: Restrigoes sufucientes para admissibilidade termodindmica
do potencial de dissipagao.

4.5.1 Particularizag¢ao do principio variacional para o modelo
proposto

Primeiramente, definimos o conjunto de variaveis de estado & (t,,)
para o caso particular que satisfaz as hipdteses cinematicas e termo-
dindmicas apresentadas para o modelo proposto, em um instante ¢,

conhecido:
E(ty) ={F",F} "} (4.16)

Admite-se que o estado termodindmico no instante ¢,, estd com-
pletamente definido, ou seja, € (t,) é conhecido. Definimos agora, nas
mesmas condigoes, o conjunto de varidveis de estado em um instante

tny1:
E (tny1) = {FHLFPHL prbly (4.17)

Admite-se que o estado termodindmico no instante ¢,,+1 ndo é co-
nhecido. As taxas & podem ser aproximadas de uma forma incremental
conveniente para obter a regra de atualizacdo para as varidveis & (¢,41).
Por exemplo, podemos aproximar a taxa i da seguinte maneira:

A
TRT = X:, onde Ar = r" Tt —p e At = "L ¢ (4.18)

o que implica a seguinte relacao de atualizacao

P = AL (4.19)

Utilizamos como regra de atualizagdo para a varidvel F?H o)
mapeamento exponencial (Neto et all 2009, pg. 474) para a lei de
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fluxo (equagao :
F7t! = EXP [At#N] F7 (4.20)

O funcional incremental P;,,. pode ser obtido a partir da equagao
[3:66] utilizando a seguinte técnica de integragio:

Pine (F”-H a"+1) _ /t"+1 P (F d) dt
t

£7L+1 d .
_ /tn [%xy (F,a)+ 7 (Ra)} dt
=0 (F"‘H7 a"+1) -0 (F",a™) + ALY (r”'mj)
=V Ut 4 ALY (P F) (4.21)
onde o termo At7 (r"*t* #) representa uma aproximagao nu-

L. t < .

mérica para [,""' T (F, &) dt, e r"** representa o valor da varidvel r
n

avaliada em um instante ¢, intermedidrio entre t, e t,41:

P = (1 —a)r" + ar™tl. (4.22)

Substituindo a equagao £.19) na equacao [£.:22 obtemos uma regra
alternativa mais conveniente para r*T% em termos de 7

T =™ 4 oAt (4.23)

O funcional Py, possui a importante propriedade:

OP;
n+l _ nc
Pl = S (4.24)

onde P =P (t,41).

Na formulacdo em taxas (continua), as variaveis internas sao da-
das pelo conjunto o = {F;, r}(eq. [£.13)). J4 no caso incremental deve-se
notar que ha mais de uma opg¢do para o conjunto de varidveis internas.
A escolha mais 6bvia seria o conjunto de varidveis o = {F7, rm 1},
ja que F?‘H e 7™+ sdo os andlogos discretos das varidveis internas do
caso continuo. Porém as equacoes e permitem realizar
uma substituicdo de varidveis, de forma que os conjuntos {N,r”“},
{N, Ar} e {N, 7} sdo todos candidatos vélidos para o conjunto de va-
riaveis internas. Nessa formulacdo definimos
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4.5.2 Particularizagdo do principio variacional incremental

Uma das vantagens do principio variacional é a possibilidade de
incorporacgao de restrigoes ao problema, definindo uma funcéo lagran-
giana e multiplicadores de Lagrange para restringir a minimizagio de
P. Dessa forma, podemos impor as restrigoes cinemdticas desse mo-
delo, que conforme discutido na se¢ao [£.1] se limitam a N € N =
{A € Sym|trA=0¢ ||A] = —} da seguinte forma:

L=0(F" o) —U(F", a”) + ALY (r"t,7)

1
+ AptrN + Ay (N N — 2) + Astw- SkwN  (4.26)

a* = nf L (4.27)
N, A, AN s Askw

Note que é necessario que os multiplicadores de Lagrange tenham
a mesma natureza dos termos que eles multiplicam. Dessa forma A, e
An sdo grandezas escalares e Agkyw € um tensor de segunda ordem an-
tissimétrico. A equaciao pode ser solucionada de diversar formas.
Neste trabalho serd proposto uma avaliacao analitica das condi¢bes de
otimalidade de modo a obter um sistema de equacdes a ser resolvido.

4.5.3 Condigao de otimalidade

A condigao de otimalidade do problema variacional incremental
(equagdo ) requer que dL = 0. Podemos avaliar a condi¢ao de
otimalidade abrindo o diferencial d£ em termos das derivadas parciais
dos argumentos de L:

oL oL oL oL oL
dL = ——dN+ —dr+ —dA;,+ ———dA dAskw = 4.2
»C 8N * 8 aAtr ¢ a)\N N e a)‘skw : =0 ( 8)

Note que a condi¢do de otimalidade s6 serd satisfeita se cada
uma das derivadas parciais da equagdo (4.28)) for nula. Utilizando os
resultados do apéndice [A] temos um conjunto de 5 equagoes:
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oL Ut
a—N:0:>AtrIETa ﬁ+1FiT+)\trI+2)\NN+)\SkW:O (4.29)
oL pOUNHL or v
8’/0‘ =0=EFK OF ;(L+1F N+04Ata n+a+ﬁ_0 (430)
oL
= N: 4. 1
T 0= trN =0 (4.31)
oL 1
e N:N-_-= 4.32
Y 0= 5 =0 (4.32)
oL
— kwN = 4.
T 0= skwN =0 (4.33)

Como explicitado no apéndice [B], os multiplicadores de Lagrange
podem ser solucionados analiticamente, e o conjunto de cinco equagoes
acima pode ser reduzido para um conjunto de apenas duas:

o F"T N + oAt ——— o +£:0 (4.34)

T
E 8F”+1 Ornto or

1 symg (]E B\PEF”T>
V2 [symg (BT Stsr 27 |

N = (4.35)

Dessa forma, a solugdo do problema incremental depende da so-

lugdo das equagoes e
4.5.4 O estado preditor

Nessa subsegdo serdo introduzidas defini¢des que serao utilizadas
para obter versoes simplificadas das equagoes [£.34] e

Definicao 6.1: Tensor de Mandel elastico incremental:
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8‘1/n+1
1Y | (4.36)

e n+1"1
OF

Utilizando o resultado obtido no apéndice [C] temos que o tensor
M?+! pode ser escrito como:

Mn+1 _ 6\Ijn+1 Fn+1T
) T

=2Gdevel !

=2Gdev Glncg“) (4.37)

Defini¢ao 6.2: Gradiente de deformagao preditor Fi;!

Fil = prtl (et (4.38)

pre 180

Definigdao 6.3: Tensor preditor de Cauchy C?t!

pre
cril = (P Er (4.39)

n+1

Definigao 6.4: Tensor preditor de deformacdo logaritmica €},

pre pre

1
entl = §lnC"+1 (4.40)

Definig¢ao 6.5: Tensor de Mandel preditor

Mn+1 B a\I,nJrl

pre n+1
Oet

(enth) (4.41)

pre

4.5.5 Equagao da diregao do fluxo inelastico

No apéndice [F] ¢ mostrado que, ao utilizar um mapeamento
exponencial como regra de atualizacdo para a varidvel FZ”'H e consi-
derando um potencial de Helmholtz dado pela equagao [£.6] a equacao

)
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M35 pode ser reescrita como:

1 dev (7))

N= - — = (4.42)
V2 ||dev (5 |

Portanto, para esse caso especifico a dire¢cao de fluxo N tem solu-
¢ao fechada, e a solucdao do problema variacional incremental depende
apenas da solucao da equagao [4.34]

4.5.6 Equacao da amplitude do fluxo inelastico

No apéndice [F] ¢ mostrado que, ao utilizar um mapeamento
exponencial como regra de atualizacdo para a variavel F?H, e conside-
rando um potencial de Helmholtz dado pela equagao e um potencial
de dissipacao dado pela equacio a equacao pode ser reescrita
como

ntl cos(m) (PN Os(rmte)y o
FV2G et H+GAtr+T ) gm0 (4.43)

Escolhendo como valor do pardmetro de integracao a = 0, a
equacao pode ser reescrita como:

T V26 ||ep || + GAtF + s() (T) =0 (4.44)

To To

Como discutido na secdo a func¢do s(r), o pardmetro rg e
a variavel 7 sdo sempre nao negativos, o que implica que o segundo e
o terceiro termos da equagcao @ também sdo sempre nao negativos.
Nesse caso temos que a equagao 4.44] ndo tem solugdo caso o primeiro
termo tenha sinal positivo. Portanto, consideramos o caso negativo
apenas:

— V26 ||ent|| + Gatr + 2 ") (’”) =0 (4.45)

To To
4.5.7 Meétodo de Newton para solugao de

A equagao[4.45]¢é nao linear, e pode ser resolvida para 7 utilizando
o método de Newton. Seja R (7) funcdo residuo definida da seguinte
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forma:
R(7) = V3G ||entt]| + qan + ) (T) (4.46)
To To
A derivada R’ () é dada por
n o\ m—1
R (7) = g+ m ST (2 (4.47)
(ro)* \To

Sendo 7, um valor de tentativa anterior de solugdo do problema,
um novo valor 71 pode ser calculado pelo método iterativo de Newton
como se segue:

Frg1 = P — (4.48)

4.5.8 Atualizacio do estado de tensdo no instante t"+!

Seja 7 a solucao obtida de acordo com o método iterativo descrito
na segéo e N avaliado utilizando a equacéo 4.42| Avaliamos F?'H
por meio do mapeamento exponencial (equagao [4.20)), de forma que o
estado n + 1 fica completamente definido. A tensdo no instante t"*!
pode ser obtida utilizando a equacdo Para o caso de uma funcgéo
de energia livre de Helmholtz U"*! dada pela equacdo [4.6, temos

87)1'710
OFn+1
a\pn+1
OFnT1

_ n+1
0 [AM <)\+3 tr (Ciso )) +G||deveg+1H2 n g (an)2‘|

Pn+1 —

T 9Fntt | 2 )
(4.49)

Utilizando os resultados obtidos no apéndice [G] onde sao avali-
adas as derivadas da equagéo (4.49)), temos

biso F-T —1\— —
Pl — <M>+2G [(FF Y TdevseFi T} +kInJF~T (4.50)
- iso
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5 Desenvolvimento teérico do modelo proposto por
Bergstrom

Bergstrom| (2015) apresenta em sua obra o modelo intitulado
pelo autor como Three Network Model ou TNM, e juntamente com
aapresentacdo do modelo o autor mostra a utilizagdo deste para mo-
delar o comportamento de diversos polimeros termoplasticos, incluindo
o PEEK, com bons resultados. Nesta se¢do pretende-se apresentar os
conceitos que definem o modelo proposto por Bergstrom, intitulado
pelo autor como Three Network Model ou TNM, assim como o desen-
volvimento e implementacao do modelo. Diferentemente da forma como
foi apresentado o modelo de Farias, que é objeto de estudo desse tra-
balho, o Three Network Model sera apresentado de forma mais breve,
mostrando apenas os conceitos principais. Para mais detalhes sobre a
formulacao desse modelo, verificar a obra Mechanics of Solid Polymers
- Theory and Computational Modeling (Bergstroml, 2015)).

5.1 Representagao reolégica

O Three Network Model pode ser representado como um arranjo
reolégico composto por trés bragos: dois contendo uma mola em série
com um amortecedor (bragco A e B da figura , € mais uma mola
em paralelo (brago C da figura .
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Figura 5.1: Representacao reolégica Three Network Model. Figura de
autoria prépria.

5.2 Cinematica do Three Network Model

A cinemadtica do Three Network Model baseia-se nos conceitos
fundamentais apresentados na se¢ao(3.1] exceto pela decomposi¢ao mul-
tiplicativa do tensor F. Para esse modelo tem-se, primeiramente para
o braco A, uma decomposi¢do entre uma parcela viscosa e uma parcela
elastica:

F =F4F} (5.1)
De forma similar tem-se para o brago B:
F=F4LFy (5.2)

E finalmente, para o brago C, que possue apenas um componente
tipo mola:

F =Fc (5.3)
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5.3 Variaveis internas e sua evolugao

O Three Network Model é baseado na teoria da termodindmica
de varidveis internas. Temos o seguinte conjunto de variaveis para esse
modelo:

o Variaveis de estado

&= {Fa FZJ47 %a,uB} (54)
o Variaveis internas
a={F),Fg,up} (5.5)
o Taxas
a={Fy,Fp, up} (5.6)

B importante ressaltar a presenca da variavel interna pupg, que
pode ser interpretada como um pardmetro de amortecimento viscoso
relacionado ao amortecedor do braco B, que varia de acordo com uma lei
de evolugdo, ao contrario de um amortecedor simples com coeficiente
de amorcetimento viscoso constante. O modelo é apresentado como
um conjunto de leis que estabelecem a evolucao das varidveis internas.
Desta forma, a lei de evolucdo para FY é dada pela seguinte equacao
diferencial:

FY =44F§ 'NYF4FY (5.7)
onde
ma

. TA
= — 5.8
i <?A+GR(PA)> (5:8)

dev(o 4)

NY = — 22 5.9
A= Tdevioa) | 5:9)

74 = Vdev(o ) : dev(o )

e o4 é um tensor que representa a contribuicdo do braco A
para a tensdo de Cauchy. O conjunto {74, a, ma} sdo pardmetros
do modelo. A fun¢do R (z) é uma fungdo do tipo rampa, definida
como R(x) = (x+|z]) /2, e pa e é pressdo hidrostatica referente a
contribuigao de tensdo do brago A, definida como ps = —tr (o 4) /3.
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De forma similar, a lei de evolucdo para FY; é dada por:

FY, = 4pFy N3 F5F) (5.10)
onde
mp

. TB
—(—T8 5.11
B (?B-l-aR(pB)) ( )

dev(op)

Ny, = — —7 5.12
5= Tdeu(os) | (5-12)

75 = \/dev(op) : dev(op)

e o conjunto {75, a, mp} sdo pardmetros do modelo.

A lei de evolugdo para up é dada por

fig = =B (up — ppr)ya;  pp(0) = b (5.13)

sendo o conjunto {ups, fpi, } pardmetros do modelo

5.4 Tensao para o Three Network Model

A tensao para esse modelo é dada pela soma das contribuicoes
individuais de cada brago do arranjo reolégico. Em termos de tensao
de Cauchy, temos:

o=0cxp+top+oc (5.14)

A expressao para tensdo em cada um dos bracos do arranjo reo-
légico é baseada no modelo hiperelastico proposto por |[Arruda e Boyce
(1993), denominado Eight-chain Model. Para o brago A temos:

KA g_l (kil/)\lock)
oA =

= dev (b%) +k(J§ — 1)1 5.15
)\eAJ% f_l (1/)\lOCk) ( A) ( A ) ( )

onde
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G =

(5.16)

[A, Aock € K sdo pardmetros do modelo, J§ é o determinante de
1 . ~ . , .
%, € 27" represena a inversa da fungdo de Langevin , que é definida
como

Z (x) = coth (z) — % (5.17)

Uma expressao analitica para a funcio inversa 2! nao existe
até o momento, porém diversas propostas de formulas de aproximacgao
para essa funcgdo existem na literatura. Motivado pelas conclusdes do
trabalho de|Jedynak| (2015)), que realizou uma comparagao entre diver-
sas forumlas de aproximacao existentes, utiliza-se aqui a féormula NPA
(abreviagdo do termo em inglés N-point Padé approzimation):

2,99942—2, 57332z + 0, 65480522

7 ~
(@) = 20 5949362 — 0, 1050647

(5.18)

A contribuicao do brago C é dada por uma expressao equivalente
a equacao [5.15

| Ye] -iﬂ_l ()‘Z‘/Aluck)
oo =

= dev (b%) + K (J& — 1)1 5.19
)\ecjg g—l (1/A100k) ( C) ( C ) ( )

onde

re =y [ (;C) (5.20)

pc ¢ um pardmetro do modelo, e J& é o determinante de F¢.
A expressao para o brago B é dada por:

1 ()27 (/)
Nl 270 (o)

dev (b)) +k(J& — 1)1 (5.21)

onde
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. _ [tr(b%)

A=\ 37 (5.22)
e J§ é o determinante de F';. Note que essa expressdo ¢ similar
as duas mostradas anteriormente, mas com uma diferenca importante:
enquando que nas outras expressoes 0s termos p4 e fc eram parame-
tros do modelo (que podem ser relacionados a rigidez das molas dos
bragos A e C do arranjo reolégico respectivamente) no caso do brago
B tem-se que o termo pup nao é um parametro do modelo, e sim uma

variavel interna, que evolui de acordo com a lei descrita na secéo [5.3

5.5 Proposta de solugao incremental

Note que as equagdes de evolugao para FY e FY (eq. e
respectivamente) tem uma forma genérica do tipo:

A(t) = X (t)A(t) (5.23)

No trabalho de (Bergstrom, [2015)) apenas a formulagdo conti-
nua do modelo é apresentada, como descrito nas subsegoes anteriores,
porém o autor nao apresenta nenhuma proposta de solugao para o con-
junto de equagoes diferenciais que definem o modelo. Propoe-se aqui, de
forma independente, um método de solu¢ao conveniente para o contexto
deste trabalho, visando uma implementacao algoritmica para ajuste de
parametros utilizando dados experimentais considerando a hipotese de
campo de deformagoes homogéneo uniaxial. Uma solugdo aproximada
para uma equacao diferencial desse tipo pode ser obtida de forma in-
cremental, utilizando o mapeamento exponencial (Neto et al.l [2009),
de acordo com a seguinte expressao:

Anto = exp (X (tnyo)At) Ay (5.24)

Onde para § = 0 a solugdo é denominada mapeamento expo-
nencial explicito e para # = 1 a solucdo é denominada mapeamento
exponencial implicito. Utilizando mapeamento exponencial explicito,
podem ser obtidas solugdes aproximadas para as equagoes e[.10de
forma incremental. Primeiramente, para F:

Ses = EXP (14 P NG FS ) Fiy Fl,g =1 (5.25)
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onde
o dev(oa(t,))
AT dev(oa (tn)) ||

inn=(rrromnay) (o) 62D

e para Fg tem-se

Bt = EXP (35, F5 NG F ) F, Fpo=1 (528)
onde y ( ( ))
ev(iop (t,

v == 5.29

B = Tdev(op () | (5:29)

. t B0 (t)\"
VB = < 75 {fn) ) ( ( ”)> (5.30)
7B+ aR (pp (tn)) to
Para o calculo da funcdo exponencial, propoe-se utilizar uma
aproximagdo: o método de Padé modificado, como descrito por Higham
(2005). Uma solugao aproximada para a equacao de evolugao restante

(equagdo [5.13]), pode ser encontrada utilizando o método de Euler ex-
plicito, resultando na seguinte expressao:

BB nt+1 = —BUBn — WBf)Yan  HBn=0= UBi (5.31)

Dessa forma, conhegendo as variaveis de estado no instante t,,, as
equagoes e podem ser utilizadas para determinar o valor
das variaveis de estado no instante ¢, 1. Conhecido o estado no instante
tn+1, as equagdes descritas na subsegdo [521] podem ser utilizadas para
avaliar a tensao nesse instante.
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6 Desenvolvimento experimental

Nessa secao, pretende-se apresentar o procedimento utilizado
para realizacdo de testes mecanicos com o PEEK, detalhar técnicas
de medicao, equipamento utilizado, etc.

6.1 Materiais

Tarugos de PEEK OPTIMA LT1", de um metro de compri-
mento por 20 mm de didmetro (ﬁgura foram disponibilizados pelo
Laboratério de Biomecanica do Hospital Universitario da Univeridade
Federal de Santa Catarina (LEBm-HU/UFSC). Equipamentos de en-
saio e de medi¢ao foram disponibilizados pelo LEBm-HU/UFSC e pelo
Grupo de Analise e Projeto Mecénico (GRANTE) da Univeridade Fe-
deral de Santa Catarina.

Figura 6.1: Um dos tarugos de PEEK disponibilizados para testes nesse
trabalho (ao lado, um paquimetro de 20cm para compreen-
sdo da escala da imagem). Fonte: fotografia realizada pelo
autor. .
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6.2 Especificagoes de ensaio

A proposta do trabalho envolve a realizacdo de ensaios de com-
pressao com o PEEK. De modo a definir os pardmetros de ensaio, como
taxa de deformacdo, geometria do corpo de prova foi feita uma pes-
quisa na literatura disponivel e nas normas técnicas. Em particular, o
trabalho descrito na dissertacio de mestrado de |[Sonnenhohl (2015) é
utilizado como referéncia para definicio da metodologia de ensaio.

6.2.1 Metodologia de ensaio

Nesse trabalho, foi definida uma metodologia para ensaios me-
canicos com polimeros termoplasticos, de modo a caracterizar propri-
edades sob tracdo e compressao uniaxial, e compressao biaxial. Foi
feito estudo de caso do polietileno de ultra alto peso molecular, ou
UHMWPE (do inglés ultra high molecular weight polyethylene). O ma-
terial testado, produzido pelo fabricante Orthoplastics - Reino Unido,
foi recebido em forma de uma barra circular com didmetro de 65 mm
e comprimento 400 mm. Os corpos de prova foram usinados a partir
da barra, e em seguida polidos por lixamento de modo a minimizar o
atrito do espécime com o dispositivo de ensaio. Todos os ensaios desse
trabalho foram realizados em uma sala em temperatura de 23,5°C, com
uso de uma maquina universal de ensaio da fabricante Emic, modelo
DL3000, com capacidade de 3.000kg, equipadas com dispositivos de
alinhamento e fixacdo de corpos de prova projetados pelo autor. Para
andlise da forga, nos ensaios de compressao uniaxial e tragdo uniaxial,
foi utilizada uma célula de carga da marca Emic, modelo CCE5kN de
500 kg de capacidade e resolucdo de 0,01kgf.

A medicao de deformacao e area de secgao transversal foi feita,
nos casos de tragdo e compressao uniaxial, utilizando a técnica de cor-
relagdo de imagens digitais (DIC). Para utilizar o DIC, o autor informa
utilizagdo de cdmera modelo Flea3-SW-14S3C-C, da marca Point Grey,
e de um algoritmo de correlacdao proprio. Para compressao uniaxial, fo-
ram utilizados corpos de prova cilindricos de 6 mm de didmetro e 10
mm de altura. O autor apresenta os resultados em forma de curvas de
tensdo por deformagdo de engenharia e verdadeiros, para taxas de de-
formacdo de 0,001s7!/ 0,01s~% / 0,1s~!. Foram ensaiadas 10 amostras
para cada nivel de taxa de deformacao.
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6.2.2 Dispositivo de ensaio

Dando continuidade aos trabalhos de|[Sonnenhohl (2015) com po-
limeros termoplésticos, propoe-se utilizar o mesmo aparato de ensaio.
Portanto, todos os testes serao feitos em uma méaquina universal de en-
saio da fabricante Emic, modelo DL3000, com capacidade de 3.000 kg,.
O dispositivo universal para ensaios de cargas compressivas utilizado
no trabalho de Sonnenhohl é utilizado.

Figura 6.2: Dispositivo de ensaio de compressao uniaxial utilizado. Fo-
tografia realizada pelo autor.

Esse dispositivo é composto pelas seguintes pegas:

1. Puncéo superior - Em uma das extremidades possui um fuso de fi-
xagao com o mesmo padrao de rosca da célula de carga e na outra,
um formato esférico para transmitir o carregamento a haste;
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. Haste - Haste cilindrica mével com 30 mm de didmetro, posicio-

nada no interior da rétula esférica. Sua superficie superior é plana
e pressionada pelo contato com a puncdo superior. Na superficie
inferior, possui um furo central com rosca, possibilitando o uso
de varias geometrias de puncao, fazendo com que todo o apa-
rato permita a execucao de diversos tipos de ensaios com cargas
compressivas.

. Rolamento linear — Permite o livre movimento axial da haste de

compressao, restringindo qualquer outro movimento como flexao,
deslocamento axial, etc.

. Puncéo de contato - Geometria de compressido que entra em con-

tato com o corpo de prova. Pode ser substituido para permitir
diferentes geometrias de corpo de prova para compressao uniaxial
ou para ensaios com outros carregamentos. No presente trabalho,
é utilizado um punc¢do com uma superficie de contato de 13mm.

Copo principal - Estrutura robusta cilindrica, onde sdo acomoda-
das todas as outras pegas, garantindo o alinhamento do ensaio.
Possui uma janela para facilitar a troca de amostras e também
permitir o uso de instrumentos de medida de deformacdo com e
sem contato;

Conexao inferior - Tampa inferior com fuso de fixacdo com a base
de méaquina de ensaio.



1-Puncdo superior ——»

2-Haste ——>

3-Rolamento
linear superior

4-Puncdo de
contato superior

5-Copo
principal —>

6-Conexdo inferior —> |
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Figura 6.3: Componentes do dispositivo de compressdo. Adaptado de

ISonnenhohlI (]2015]).

M)2x1.75

35

Superficie 100% plana e polida

@13

Figura 6.4: Desenho e dimensoes do puncao de compressao. Adaptado

de |Sonnenhoh1| (]2015]).
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6.2.3 Corpo de prova

Para determinagao da geometria dos corpos de prova, foram le-
vados em conta os seguintes fatores:

e Dimensoes do tarugo disponibilizado para extracao dos corpos de
prova.

e Normas técnicas de ensaios de compressao.

o Artigos de trabalhos anteriores envolvendo ensaios de compressao
com o PEEK.

o Disponibilidade de equipamentos de ensaio capazes de realizar o
teste com o corpo de prova proposto.

Diferentes geometrias de corpos de prova para ensaios de compressao
com PEEK sao encontrados na literatura. Corpos de prova cilindricos
sd0 a norma, porém a razao altura/didmetro varia. [Hamdan e Swallowe
(1996) utilizam corpos de prova cilindricos de 7mm de didmetro e 3,5
mm de altura (razdo 0,5). [Walley e Field| (1994) utilizam corpos de
prova cilindricos de 5mm de didmetro e 2mm de altura, e para altas
taxas de deformacao utiliza espécimes de 2,5mm de didmetro e Imm de
altura, mantendo assim a razao altura/didmetro igual & 0,4. Rae et al.
(2007) reporta utilizagdo de corpo de prova cilindrico de 6,375 mm de
didmetro e 6,375 mm de comprimento, numa razao 1/1.

Mais recentemente, [El-Qoubaa e Othman| (2014) apresentam um
estudo dos efeitos da razdo de altura/didmetro em ensaios de compres-
sdo com corpos de prova cilindricos de PEEK, para temperaturas de
-130°C a 160°C, e taxas de 0,0001/s até 3000/s. Ao fixar o didmetro em
6mm, assumindo que o comportamento do PEEK sob compressao é iso-
cérico (comportamento verificado em trabalhos anteriores), e testando
espécimes com razao altura/didmetro de 4/1, 2/1, 1/1 e 2/3, os autores
chegaram a concluséo de que razoes de 4/1 e 2/3 levam a erros maiores
(comportamento nao homogéneo) e que corpos de prova de razao de
2/1 e 1/1 se mostraram mais apropriados. Em um trabalho sucedente
(El-Qoubaa e Othmanl [2016) com enfoque nos efeitos de taxa de de-
formacao e temperatura no limite de escoamento do PEEK, os autores
tomam como padrao um corpo de prova de razdo altura/didmetro 1/1,
com 6mm de didmetro.

Note que ha uma tendéncia na utilizagao de corpos de prova cilin-
dricos, consequéncia da tentativa de manutencao de um estado uniaxial
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de tensoes no espécime durante o ensaio. Embora ha normas que peve-
jam a utilizagdo de corpos de prova com outras geometrias, a hipotese
de estado de tensoes uniaxial é prejudicada caso haja efeitos concentra-
dores de tensao no corpo de prova, como arestas ou variacoes bruscas,
0 que torna a geometria cilindrica a mais adequada devido a sua secao
transversal circular. Além disso, com a escolha de um espécime cilin-
drico ha a possibilidade a utilizagao do aparato de ensaio utilizado por
Sonnenhohl, o que evitaria a necessidade de projetos de dispositivos
de ensaio para os experientos a serem realizados nesse trabalho. Por-
tanto, seguindo a tendéncia dos trabalhos encontrados na literatura e
da metodologia proposta por Sonnenhohl, estabeleceu-se a geometria
do corpo de prova como sendo cilindrica.

Quanto as normas técnicas, foram encontradas duas que esta-
belecem padroes para testes de compressdao em materiais poliméricos.
Uma da Organizacao Internacional de Normalizagao (International Or-
ganization for Standardization - 1SO), a ISO 604 (2003), e outra da
ASTM International, a D695-15 (2015). As normas ISO 604 e a D695-
15 recomendam que o corpo de prova tenha um formato de cilindro,
prisma de secdo transversal retangular, ou tubo. Limitando-se ao for-
mato cilindrico temos as seguintes recomendagoes:

e A norma D695-15 recomenda primeiramente corpos de prova de
12.7 mm de didmetro por 25.4 mm de comprimento. Caso ocorra
limitacao geométrica ou em relacdo ao equipamento de ensaio,
um corpo de prova prismatico se¢do transversal retangular deve
ser utilizado.

e A norma ISO 604 recomenda primeiramente corpos de prova de
4 mm de didmetro por 10 mm de comprimento. Caso ocorra
limitagao geométrica ou em relagdo ao equipamento de ensaio, um
corpo de prova de 3 mm de didmetro por 6 mm de comprimento
pode ser utilizado.

Levando todas essas informagdes em conta, tomou-se a decisdo de uti-
lizar um corpo de prova com dimensoes de 6 milimetros de didmetro,
por 6 milimetros de comprimento (figura assim como utilizado no
trabalho de|El-Qoubaa e Othman| (2016)). Considerou-se que ao utilizar
um corpo de prova com as mesmas dimensdes, haveria a possibilidade
de comparacao dos resultados obtidos nesse trabalho. Além disso, seria
interessante verificar a hipdtese de isocoricidade do material disponi-
bilizado para este trabalho. A variacdo de volume do PEEK durante
compressao ja foi estudada no trabalho de [El-Qoubaa e Othman| (2014)),
de forma que hé a possibilidade de comparagao dos resultados de vari-
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acao volumétrica a serem obtidos no presente trabalho.

(a) Com escala(b) Imagem aproximada. Fotogra-
para referén-  fia realizada pelo autor.
cia. Fotografia
realizada  pelo
autor.

Figura 6.5: Exemplo de um corpo de prova utilizado.

As amostras foram extraidas de um tarugo de PEEK por um
processo de corte longitudinal, dividindo a barra em quatro segmentos
iguais. Cada segmento foi cortado em secgbes e os expécimes foram
estraidos de cada sec¢do por um processo de torneamento. A dimensao
de todos os espécimes foram medidos com o uso de um micrémetro
com capacidade de 0,00lmm. Verificou-se um erro de £0,01lmm nas
dimensoes dos corpos de prova.
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Figura 6.6: Esbogo da se¢do do tarugo, com indicacao dos corpos de
prova a serem usinados. Para usinagem destes, foi efetuado
um corte em “X” na secdo, seguido por um processo de
torneamento. Adaptado de Sonnenhohl| (2015])

6.2.4 Lubrificagao

Idealmente, deseja-se que em um ensaio de compressao uniaxial
exista no corpo de prova somente a tensao normal de compressao, e que
o corpo se deforme de maneira uniforme, mantendo o aspecto cilindrico.
Porém no teste de compressdao o corpo de prova cilindrico tem seu
comprimento reduzido e conseqiientemente aumentadas as dimensoes
da secao transversal. A carga compressiva é transmitida através do
contato do corpo de prova com a superficie dos cabecotes da méaquina
de ensaio. Portanto nas superficies de contato o aumento da secdo
transversal do corpo de prova fica parcialmente restrito pelo efeito do
atrito. Este atrito gera tensoes na superficie de contato, impedindo
o movimento da parte do corpo de prova situada nesta superficie, e
provocando a alteracao do formato original cilindrico do corpo de prova
durante o processo, que adquire uma forma similar a de um barril. Este
é o abaulamento ou em inglés barreling effect.

O abaulamento pode ser evitado ou minimizado pelo uso de lu-
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brificagdo nas superficies de contato. (Walley e Field, 1994)) reporta,
em um estudo de compressao uniaxial com PEEK, a utilizagao de ge-
latina de petréleo (vaselina) para lubrificagdo durante o ensaio, visto
de acordo com o autor esse lubfificante mostrou melhores resultados.
Neste trabalho, foram testados vaselina sélida (gelatina), vaselina li-
quida, e teflon em filme. A utilizacdo do teflon ndo se mostrou um
procedimento viavel, visto que em todos os testes ocorreu um desliza-
mento do corpo de prova, escapando do contato dos cabecotes de ensaio.
Em outros testes, a vaselina sélida se mostrou o melhor canditado, con-
firmando a conclusdo de Walley. Dessa forma, todos os ensaios cujos
resultados sdo aqui mostrados foram feitos utilizando vaselina sélida
como lubrificante.

6.2.5 Parametros de ensaio

O ensaio é feito por meio da aplicagdo de forca com a Emic,
por meio de controle de deslocamento. Propde-se realizar um ensaio
monotonico, com carregamento e descarregamento, em trés taxas de de-
formacdo: 0,0001s~1;0,001s~%; 0,01s~ 1. B importante notar que essas
sao taxas de deformagao de engenharia, e ndo de deformagao real (lo-
garitmica), e sdo obtidas mantendo a velocidade do atuador constante.
Para obter essas taxas, sio empregadas velocidades de 0,0006mm s™!;
0,006mms—'; 0,06mms—!. Essas velocidades sio mantidas até um
deslocamento total de 2,45 milimetros, o que corresponde & um valor
de deformagédo real (logaritmica) de 0,5 mm/mm, e apds esse ponto,
ocorre um retorno do atuador da Emic sob & mesma velocidade. A
escolha desse valor de 2,45 mm foi feita considerando outros ensaios da
literatura (Rae et al., 2007)(El-Qoubaa e Othman| [2016), de forma a

possibilitar a comparacao dos resultados obtidos.
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Deslocamento do atuador por tempo

Deslocamento (mm)

Tempo (s)

Figura 6.7: Curva do deslocamento do atuador da EMIC pelo tempo,
para o caso de um deslocamento sob velocidade de
0,006mm s~ L.

6.3 Medicao

Propoe-se realizar trés medicoes:
1. Forca aplicada pela maquina de ensaio.
2. Deslocamento na diregao da aplicagao da carga (axial).

3. Variagao do didametro do corpo de prova, nessessaria para o cél-
culo de tensao real.

A medigao de forca foi feita utilizando um transdutor de forga tipo
célula de carga, da marca Emic, com 5.000 kg de capacidade e resolugao
de 0.1kgf. A célula de carga é ligada axialmente ao componente mével
da méaquina de ensaio por uma extremidade, e pela outra extremidade,
é conectado um puncao cuja funcao é transmitir a forca da maquina ao

dispositivo de ensaio (fig. [6.8)).
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Figura 6.8: Célula de carga utilizada para efetuar a medicao de forca
durante os ensaios de compressao.

O deslocamento axial é medido utilizando um transformador li-
near diferencial varidvel, ou LVDT (do inglés linear variable differen-
tial transformer), um dispositivo que efetua medicdo de deslocamento
linear por contato. O LVDT utilizado é da marca Omega, modelo
GP911-5-S, e foi montado no dispositivo de ensaio de modo a medir o
deslocamento relativo entre a superficie superior do copo principal e o
pungéo superior (fig. . Para aquisicao dos dados, o LVDT ¢ ligado
a um sistema universal de aquisicdo de dados da marca HBM, modelo
QuantumX MX840B. A calibragdo do LVDT foi feita com o mesmo
montado no dispositivo de ensaio utilizando blocos de calibragao pa-
drao disponibilizados pelo GRANTE.
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Figura 6.9: Montagem do LVDT no dispositivo de ensaio.

Para medi¢do do didmetro do corpo de prova, foram propostos
dois métodos: o primeiro utilizado um clip gage, e o segudo utilizando
medicao optica.

O clip gage, um extensémetro de contato, foi fabricado a partir
de uma chapa de latao, cortada de modo a obter as dimensoes indicadas
na figura [6.10] Um extensémetro em configuragdo de ponte completa
e colado na regido anterior da chapa, e aaquisicao de dados é feita

utilizando o mesmo sistema universal de aquisicdo de dados utililado
com o LVDT.
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Figura 6.10: Desenho com as dimensées da chapa utilizada para fabri-
car o clip gage de medi¢do diametral apés o corte, junta-
mente com uma ilustragdo do clip gage ap6s o dobramento
e pronto para utilizacdo. Desenho elaborado pelo autor.

O clip gage é fixado ao corpo de prova por dois bracos que acom-
panham o movimento lateral (fig. [6.11]), possibilitando uma medicao da
variacdo do didmetro do corpo de prova. O dispositivo se mostrou de
dificil utilizagdo, apresentanto problemas de movimentagdao durante a
realizacao de ensaios experimentais. Devido a inconsisténcia dos resul-
tados obtidos por este método, melhor discutida na se¢ao de conclusoes,
os resultados obtidos por esse método de medigdo ndo sdo considera-
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dos, porém a experiéncia obtida com a construcao e utilizacdo deste
dispositivo permitem concluir que para esta aplicacdo, métodos de me-
digdo de deslocamento sem contato sao mais adequados, o que motivou
a proposicao de um método de medigao Optico.

Figura 6.11: Clip gage utilizado para medir a variagdo do didmetro do
corpo de prova. Fotografia realizada pelo autor.

A medicdo 6ptica é feita utilizando um algoritmo de deteccio de
perfis em imagens digitais disponivel nas ferramentas de processamento
de imagens (Image Processing Toolboz) do MATLAB. A aquisi¢io de
imagens foi feita utilizando uma cdmera modelo Flea3-SW-1453C-C,
da marca Point Grey, que filma o corpo de prova durante o ensaio
mecanico.

Figura 6.12: Exemplo de utilizacao das ferramentas de deteccao de per-
fis do matlab. Imagen adaptada da documentacao do Ma-
tlab 2013a.



98

Neste trabalho, foi proposta a deteccao de perfis para calcular
uma distdncia média entre as bordas do corpo de prova durante o en-
saio. A razdo entre esse valor médio e o didmetro inicial do corpo de
prova fornece um valor de deformacao diametral em cada instante, o
que possibilita a avaliacao do didmetro do corpo de prova em cada ima-
gen adquirida durante o ensaio. Esse método é baseado nas seguintes
hipoteses:

e Supbe-se um alinhamento horizontal entre a cimera e o corpo
de prova. Esse alinhamento foi verificado utilizando um tripé
profissional da marca Manfrotto com niveis posicionados para
avaliar o alinhamento horizontal

e Assume-se que o corpo de prova se deforma de tal forma que a sua
secgao transversal permanece circular durante o ensaio. Dessa
forma o &ngulo entre o corpo de prova e a cAmera (na diregdo
horizontal) néo influencia o resultado.
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Figura 6.13: Configuracéo da camera, tripé e Emic utilizada. Fotogra-
fia realizada pelo autor.

6.4 Pos processamento

6.4.1 Interpolacgao

Apés a obtencdo dos dados das medigoes, é necessario realizar
uma sincronizacao destes dados, pois estes provém de sistemas de aqui-
sicao diferentes: valores de forca sdo adquiridos pelo software préprio
da Emic, os dados do LVDT e clip gage sdo adquiridos pelo sofwtware
do sitema de aquisi¢cado HBM, e a variagao do didmetro é obtida a par-
tir das imagens registradas pela cdmera. Essa sincronizacao foi feita
utilizando pontos reconheciveis nas curvas obtidas pelos sistemas de
aquisicao de dados: o ponto de inicio de movimento e o ponto de valor
méaximo do deslocamento. Tomando esses ponto como referéncia, foi
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feita uma interpolacdo dos dados do HBM e das cameras, em relacao
aos dados da Emic.

6.4.2 Calculo de area e volume

A variacao do volume, como descrito anteriormente, é obtida a
partir da filmagem do ensaio e de um pés processamento envolvendo
o método de detecao de perfis disponivel no Toolboxr do MATLAB. O
primeiro passo nesse processo € a separacdo do arquivo de video em
um conjunto de imagens, uma para cada frame do video. A seguir,
um algoritmo do MATLAB realiza a detec¢do de perfis, imagem por
imagem. Como resultado da deteccao de perfis é obtido, para cada
frame do video, um arquivo de imagem em preto e branco, onde os
pontos brancos indicam os perfis detectadas na imagem.

(a) (b)

Figura 6.14: Imagem obtida pela cAmera durante o ensaio (a) sem tra-
tamento e (b) apds a utilizagdo da detec¢ao de perfis.

As coordenadas em pixel desses pontos sdo utilizadas para esti-
mar o didmetro do corpo de prova. Esse cédlculo é feito identificando
as coordenadas dos pontos pertencentes a borda direita e esquerda do
corpo de prova, e calculando um média das coordenadas desses pontos
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na direcdo horizontal, para cada lado. Dessa forma é obtido um valor
de coordenada média para cada borda lateral, e subtraindo-se esses va-
lores é calculada uma estimativa do didmetro do corpo de prova. Esse
processo ¢ realizado em cada imagem, de forma automatica utilizando
um algoritmo escrito em MATLAB.

Os dados do video também sao utilizados para estimar o volume
do corpo de prova. Propoe-se aqui dois diferentes métodos de cédlculo de
volume. O primeiro método utiliza a estimativa do didmetro calculada
anteriormente para calcular um valor de area de se¢ao transversal média

(equagdo [6.1)).

d,,2
A, =T : (6.1)

Sendo Ly o comprimento inicial do corpo de prova e ALj,q: a
medicao de deslocamento do LVDT, uma primeira estimativa do volume
do corpo de prova pode ser obtida a partir da equagao [6.2]

‘/1 - Am (LO - Aledt) (62)

Esse método fundamenta-se na hipétese de que o corpo de prova
se deforma de forma homogénea, e na situagdo ideal em que o corpo
de prova mantém um perfil cilindrico durante o ensaioo dnico erro im-
butido no resultado é o préprio erro de medicdo. Conforme ele se
deforma mais, os efeitos de atrito entre a superficie de contato entre o
corpo de prova e o dispositivo de ensaio comegam a se tornar relevantes
causando o efeito de abarrilamento, de forma que o resultado obtido
pode nao representar com exatidao a variacdo de volume durante o en-
saio. De qualquer forma, o resultado obtido pode ser interpretado como
uma estimativa, pois a partir de observagoes visuais do corpo de prova
antes, durante, e depois do ensaio, assim como medi¢ées arbitrarias
do didmetro dos corpos de prova antes e depois do ensaio utilizando
um paquimetro, julgou-se que, ao menos para os niveis de deformacao
alcangados nesse ensaio (aproximadamente 0,45 de deformagao logarit-
mica), o corpo de prova mantém um perfil suficientemente cilindrico
para que o resultado obtido seja representativo.

Contudo, com os dados disponiveis uma possivel melhor estima-
tiva do volume poderia ser obtida considerando o efeito de abarrila-
mento do corpo de prova durante o ensaio. Dessa forma, um segundo
método de cédlculo de volume foi proposto. Nesse segundo método os
pontos das bordas do corpo de prova sao utilizados para interpolacao
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de duas curvas quadriticas que contornam (de forma aproximada) as
bordas laterais do corpo de prova, em cada imagem. E definido um
eixo central na imagem, a partir da coordenada média de todos os
pontos das bordas laterais, e para cada curva é realizada uma integral
de revolugao, de modo que para cada curva interpolada é obtido um
valor de volume de sélido de revolugdo (V.. sendo o valor da integral
de revolugao da borda esquerda e V4 da borda direita). A borda do
dispositivo de compressio é utilizada para estimar limites inferiores e
superiores para a integral de revolugao, utilizando o algortitmo de de-
tecgao de perfis para identificar as bordas nas regides de contato entre
o dispositivo de compressao e o corpo de prova.

Figura 6.15: Imagem do corpo de prova com as linhas azuis represen-
tando o limite superior, inferior e os limites laterais em
uma das imagens.

Esses dados sao utilizados para obter uma estimativa do limte
superior e inferior do corpo de prova em cada imagem, e sdo utilizados
como limites de integracao no calculo do volume do sélido de revolu-
¢ao. Note que o resultado da integral de revolucao ja é por si s6 uma
estimativa do volume do corpo de prova. Sua exatidao depende de uma
condicao de axisimetria do corpo de prova durante o ensaio, que é uma
condicdo menos rigida do que a condicdo de deformagdo homogénea
que é baseado o primeiro método. Um segundo ponto a ser levantado
sobre esse resultado é que é necessario realizar identificagdo de perfis
do dispositivo de ensaio, na regidao de contato com o corpo de prova.
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Porém em todos os ensaios a cdmera foi ajustada de forma que a sua
distancia focal priorize uma melhor nitidez nas bordas laterais do corpo
de prova, priorizando a avaliacao de drea de seccao transversal para o
calculo de tensdo real da forma mais precisa possivel. Dessa forma, a
nitidez da imagem na regido de contado do dispositivo de compressao
com o corpo de prova nao é a melhor possivel, o que pode resultar em
erros na identificacdo de perfis nessa regido e consequentemente uma
pior estimativa dos limites superiores e inferiores.

Numa tentativa de eliminar essa fonte de erro, foi proposta uma
adaptacdo. Note que a integral de revolucao sé faz sentido se os limites
de integracgao forem os limites superiores e inferiores do corpo de prova
na imagem. Porém apds o célculo do volume do sélido de revolugao,
podemos definir um valor de area ficticia como sendo a média dos dois
valores da integral de revolugdo realizadas (equagao , dividido pela
distancia entre a borda superior dY; e inferior dYi do corpo de prova
obtida anteriormente a partir da identificacdo das perfis (equagio .

Vi = M (6.3)
2
Vim
Ap= "™ 4
5 dY, — dYi) (64)

Sendo Lg o comprimento inicial do corpo de prova e ALj,q: a
medicdo de deslocamento do LVDT, uma segunda estimativa para o
volume do corpo de prova pode ser obtida pela equagéo [6.5}

Vi =As. (Lo — ALpat) (6.5)
6.4.3 Verificacao da técnica de calculo de volume

Para verificacdo da efetividade técnica de calculo de volume,
propds-se testar o algoritmo em videos obtidos por simulagées numé-
ricas. Dessa forma, foi criado um modelo do ensaio de compressao
realizado, onde um cilindro de 6 mm de didmetro e 6 mm de altura
é comprimido entre duas supeficies rigidas e o atrito de contado entre
esses corpos é controlado. O cilindro foi modelado como um material
elastico linear, com médulo de elasticidade igual a 3000 MPa.

Primeiramente, foi contruido um caso simples em que nao ha
atrito de contato entre as partes, o coeficiente de possion é igual a 0,
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e é aplicado um deslocamento de 3 mm, de forma que se espera que
ocorra uma variagdo de 50% de volume (figura [6.16]).

.‘

Figura 6.16: Caso 1 para verificagdo de volume - coeficiente de poisson
igual a 0, atrito igual a 0, deslocamento de 3 mm.

Os resultados obtidos, mostrados na figura [6.17] mostram uma
variagdo de volume linear com o tempo, e resultados praticamente
iguais para os dois métodos. O volume varia 50,57%, valor muito pré-
ximo do resultado esperado de 50% de varia¢ao de volume.

VariagZo do volume

v/vO

—Método Integral

Método da média

5 6 7 s Bl
Tempo (s)

Figura 6.17: Curva de variagdo de volume para o caso 1.

Considerando agora um segundo caso, no qual o coeeficiente de
atrito entre as partes é igual a 0,17, e de forma a induzir um com-
portamento proximo do isocdrico, o coeficiente de possion foi definido
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como 0,4999. E aplicado um deslocamento de 2,45 mm (figura , de
forma a reproduzir o valor de deslocamento total aplicado nos ensaios
experimentais.

NN

Figura 6.18: Caso 2 para verificagdo de volume - coeficiente de poisson
igual a 0,4999, atrito igual a 0,17, deslocamento de 2,45
mm.

A figura mostra a curva de variagdo de volume por tempo
passa esse caso. O resultado obtido indica que o método detctou uma
variagao minima de volume, como esperado pelos pardmetros de mate-
rial definidos.

Variagdo do volume

101

1 VVV\MAWJ\]\/\[WW\]J\%M% — Método Integral

——Meétodo da média

v/vo

099

Figura 6.19: Curva de variagdo de volume para o caso 2.

Um terceiro caso foi testado visando verificar a precisdo da me-
dida de volume considerando uma situacao de deformagado altamente
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nao homogénea, e efeito de abarrilamento exagerado. De forma a in-
duzir tal situacao, foi definido um valor de coeficiente de atrito igual a
2,5 e coeficiente de poisson igual a 0,4999.

B-B-e

Figura 6.20: Caso 3 para verificagdo de volume - coeficiente de poisson
igual a 0,4999, atrito igual a 2,5, deslocamento de 2,45
mm.

A figura [6.21) mostra a curva de variagao de volume por tempo
passa esse caso. O resultado obtido indica que o método detectou uma
variacao positiva de volume de aproximadamente 1,25% para o método
da integral de revolucao e 0,75% para o método do volume médio.

Variaggo do volume

2 g
- A
oy Pt

4 T
P

AT

—Meétodo Integral

Meétodo da média

Figura 6.21: Curva de variagdo de volume para o caso 3.

Analizando o resultado obtido, pode-se dizer que ambas as técni-
cas tendem a obter resultados que mostram uma tendéncia de aumento
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de volume. Mesmo assim, considerando o resultado correto o compor-
tamento isocérico, a diferenga verificada de 1,25% e 0,75% é tida como
aceitdvel para os propositos desse trabalho. Para trabalhos futuros
sugere-se verificar a influéncia de altera¢ées no método, como a utili-
zagdo de fungdes mais complexas do que a equagdo de segundo grau
utilizada para interpolagao dos pontos das bordas laterais, o que per-
mitiria em teoria uma melhor aproximacao do perfil do corpo de prova
quando deformado de forma a apresentar o aspecto tipico de barril,
pois como mostra a figura [6.22] ¢ visivel que a curva quadrética resulta
numa pequena sobre estimativa do volume do corpo de prova devido a
incapacidade de acompanhar as bordas nas regioes préximas a face de
contato com atrito. De fato, essa verificacao permite atribuir a tenéncia
da técnica em prever um aumento de volume a esse efeito.

Figura 6.22: Area de deteccio de perfis, e curvas quadraticas interpo-
ladas para aproximacao do perfil lateral do corpo de prova
no ultimo frame do caso 3.

E importante ressaltar que esses testes permitem realizar apenas
uma verificagdo do método de calculo, isolando os aspectos épticos.
Dessa forma, a diferenca verificada aqu néo representa uma estimativa
de erro do método como um todo, visto que erros devidos a qualidade
de imagem e de distorcdo de imagem nao estao sendo verificados.

6.4.4 Metodologia de ajuste de parametros para os modelos
propostos

O processo de otimizacdo e ajuste de parametros é feito con-
siderando a hipdtese de campo de deformagdes e tensoes uniforme e
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uniaxial. As equagbes cujos pardmetros sdo ajustados sao dadas pela
expressao[d.50|referente ao modelo de Farias, e pela expressao[5.15] refe-
rente ao modelo de Bergstrom. Para ajuste de curva, propos-se utilizar
o método de otimizagdo por enxame de particulas (em inglés: particle
swarm optimization ou PSO), usando os pardmetros C1 = C2= 2 (del
Valle et al. [2008]). Escapa do escopo desse trabalho explicar o funcio-
namento do método e a base tedrica, dessa forma para detalhes sobre
o PSO o leitor é convidado a verificar textos especializados como por
exemplo o trabalho de|del Valle et al.| (2008). Para os fins aqui propos-
tos, basta notar que pra esse ajuste foi definido uma fungdo objetiva a
ser minimizada utilizando o metodo PSO, como sendo a soma o qua-
drado da diferenca entre o valor de trensdo experimental e o valor de
tensao fornecido pelo modelo, considerando os valores de tensao para
trés taxas (01, o2, 03) avaliados desde instante inicial de carregamento
até o instante final em intervalos iguais de deformagdo, como mostra a

equacdo [6.6]

Ef

fObj :Z |:(O-éwp (6) - U'rlnodelo (6))2 + (Ugcvp (6) - U}nodelo (6))2

€0

+ (ngp (5) - O-?nodelo (5))2:| (66)
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7 Resultados

Nessa sec@o, pretende-se apresentar os resultados obtidos dos
ensaios experimentais, assim como o ajuste de pardmetros realizado
com os modelos constitutivos propostos nesse trabalho e a discussao
desses resultados.

7.1 Resultados experimentais

Foram realizados trés ensaios de compressao monotdnica para
cada nivel taxa de deformacao como indicado na tabela [3] totalizando
nove ensaios.

Identificagdo | Velocidade nominal (mm/s) | Comprimento/didmetro inicial (mm)

CP 30 v = 0,06 6,056 / 5,973
CP 36 v = 0,06 6,011 / 5,966
CP 37 v = 0,06 5,949 / 5,964
CP 29 v = 0,006 6,025 / 5,964
CP34 v = 0,006 5,907 / 5,965
CP35 v = 0,006 6,021 / 5,973
CP 31 v = 0,0006 6,016 / 5,961
CP 32 v = 0,0006 6,014 / 6,017
CP 33 v = 0,0006 6,019 / 5,962

Tabela 3: Descri¢ao dos corpos de prova utilizados, com a descri¢ao das
dimensoes medidas logoantes do ensaio mecanico.

Para andlise dos resultados em diferentes taxas de deformacao,
foram escolhidos trés corpos de prova representativos, um para cada
taxa de deformacao: CP 33 como representante para taxa de deforma-
¢do de 0,0001 (1/s) , CP 35 como representante para taxa de deformacao
de 0,001 (1/s), CP 36 como representante para taxa de deformagao de
0,01 (1/s). Nessa se¢do serdo apresentados e analisados resultados ob-
tidos destes trés ensaios. O conjunto completo dos resultados obtidos
é mostrado no apéndice.
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Resultados de tensdo por deformagdo sdo mostrados na figura

Tl

Tensdo x Deformacdo

Tensdo (MPa)

Deformagdo logaritmica (mm/mm)

—cp36/taxa=001 e €p35 /taxa=0,001 ¢p 33 /taxa =0,0001

Figura 7.1: Curvas de tensao real por deformacao logaritmica para di-
ferentes taxas de deformagao.

Uma diferenga maxima de cerca de 10 MPa é observada entre os
testes realizados com PEEK com duas décadas de difereca na taxa de
deformacao aplicada.

’ Taxa ‘ Valor méximo de tensio ‘
1072(1/s) 132,2 MPa
1073(1/s) 129,3 MPa
10~4(1/s) 122,1 MPa

Tabela 4: Valores maximos de tensao verificados para os ensaios em
cada taxa de deformacéo.

Para quantificar a inclinacao da curva na regiao inicial, em que o
material se comporta de forma aproximadamente linear, foi definido um
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modulo de compressao como sendo a inclinagao reta que melhor ajusta
os dados obtidos até um valor tensao arbitrario no qual se observa que
a curva tem um comportamento suficientemente linear. Considerando
todas as curvas até um valor de 60 MPa, temos entdo os seguintes
valores para o médulo de compressdo ES?, para diferentes taxas:

] ¢ = 0,0001(1/s) \

Corpo de prova | CP31 CP32 CP33

ES°(MPa) 3150,0 | 3169,9 | 2962,8
Média 3094,2 + 93,3

Tabela 5: Médulo de compressao obtido para os ensaios realizados a
uma taxa de deformacdo igual & 1074 (1/s).

] ¢ = 0,001(1/s)
Corpo de prova | CP29 CP34 CP35
ES0(MPa) 3064,8 | 3247,2 | 3136,3
Média 3149,4 £ 75,0

Tabela 6: Mdédulo de compressao obtido para os ensaios realizados a
uma taxa de deformacio igual & 1073 (1/s).

] é= 0,01(1/s)
Corpo de prova | CP30 CP36 CP37
ES°(MPa) 3111,1 | 3151,7 | 3302,1
Média 3188,3 4 82,2

Tabela 7: Médulo de compressao obtido para os ensaios realizados a
uma taxa de deformacdo igual a 1072(1/s).

Para fins de comparacao, sdo mostrados na tabela abaixo os
valores obtidos nesse trabalho, em comparagao com estimativas da in-
clinagdo das curvas de tensdo por deformacao reais obtidos por Rae
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et al.| (2007) e [El-Qoubaa e Othman| (2015a), para a mesma taxa de
deformacéo e utilizando o método de quantificacdo da inclinagdo da
curva descrito anteriormente, temos:

’ Trabalho ‘ Rae et al ‘ El-Qoubaa et al ‘ Resultado 1 ‘ Resultado 2 ‘
Taxa 1073(1/s) | 1,7 x 1074(1/s) 1073(1/s) 1074(1/s)
ES0 (MPa) 4172 3276,9 3149,4 3094,2

Tabela 8: Comparagao dos resultados médios de inclinagao da curva de
tensao por deformagao para duas taxas, com os estimados a
partir dos resultados de outros trabalhos da literatura.

Resultados para variacao de volume, medida utilizando os mé-
todos apresentados na subse¢do [6.4] sdo mostrados abaixo para os CPs
33, 35 e 36, representativos de cada taxa de deformacdo testada. Os
resultados sdo normalizados pelo valor do volume inicial de cada corpo
de prova, calculado a partir de medigoes de altura e didmetro reali-
zadas com um micrémetro. Para cada corpo de prova, sao mostrados
as curvas de variagdo de volume pelo primeiro e segundo método, em
funcdo da deformacao logaritmica.

Variagio de volume - CP 33

—V/VO método 2 V/VO método 1

Figura 7.2: Variacao de volume para o CP 33, taxa de deformagao apro-
ximadamente 1074 (1/s).
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Variagdo de volume - CP 35

Fou N Frng g
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—V/VOmétodo 2 ----V/VOmétodo 1

Figura 7.3: Variacao de volume para o CP 35, taxa de deformacao apro-
ximadamente 1073 (1/s).

Variagdo de volume - CP 36

W 0
M\ \\\“\J\\\J\l\‘\ \V \Q

—V/VOmétodo2 —-V/VO método 1

Figura 7.4: Variacdo de volume para o CP 36, taxa de deformacio apro-
ximadamente 1072 (1/s).

7.2 Resultados do ajuste de parametros

Os resultados para o ajuste de parametros sdo mostrados em trés
graficos de tensdo por deformacao (figuras e, um para cada
taxa de deformacao testada, sendo que em cada grafico é mostrado uma
curva experimental e duas curvas ajustadas, uma para cada modelo
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proposto.

1012

2
3 / f — Modelo TNM
2 Experimental
Eo
& | Modelo Farias
|
w©
/
w |
o
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Deformagao logaritmica (mm/mm)

Figura 7.5: Curvas ajustadas para taxa de 1072(1/s) e dados experi-
mentais obtidos a partir do ensaio do CP 36.
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2w
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Deformagéo logaritmica (mm/mm)

Figura 7.6: Curvas ajustadas para taxa de 1073(1/s) e dados experi-
mentais obtidos a partir do ensaio do CP 35.
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Experimental
——Modelo TNM
/ Modelo Farias

Tensio real (MPa)
s

o1 o8 02 035 03 038 on 015
Deformagio logaritmica (mm/mm)

Figura 7.7: Curvas ajustadas para taxa de 107%(1/s) e dados experi-
mentais obtidos a partir do ensaio do CP 33.

Os parametros ajustados para cada modelo sdo mostrados nas
tabelas [ e

’ Parametro | Valor ajustado

G 1207,4
K 1500
o 25,6
A 7.4
m 0.018
EN) 69.88
0 1
¢ 25.52
Soo 69.88
18.08
o' 24.91

Tabela 9: Parametros do modelo de Farias.
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Parametro | Valor ajustado

LA 973,8
Aock 24.72
K 1435
TA 107.28
a 0.112
ma 46.03
KBi 55.73
UBf 4.11
B 15.115
B 84.6
mp 75.65
we 4.77

Tabela 10: Parametros do modelo TNM.

8 Conclusoes

8.1 Atividades realizadas

Neste trabalho foi realizado uma série de atividades tanto no
ambito experimental quanto no ambito numérico-matematico, para a
obtencao dos resultados mostrados. Em ambos, certas atividades foram
realizadas a partir de procedimentos e ideias desenvolvidas neste tra-
balho, e outras foram reproduzidas tomando como referéncia trabalhos
anteriores. Pretende-se nesta subsecao realizar um sumaério das ativi-
dades realizadas, clarificando os aspectos de novidade deste trabalho.

Primeiramente no ambito experimental, o dispositivo de ensaio
uniaxial utilizado foi proposto, projetado e validado no trabalho de
Sonnenhohl| (2015). Desta forma, as contribuigdes deste trabalho no
ambito experimental sdo dadas por:

e Proposicao e verificacdo de metodologia de ensaio - definicao de
aparato, parametros e método de ensaio experimental.

e Proposicao e verificacdo de técnicas de medicdo de deslocamen-
tos: método de clip-gage para medigao de didmetro e método de
medicao de deslocamentos detecgdo de perfis em imagens digitais.
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e Técnica de pbs processamento dos dados experimentais.

No a&mbito numérico-computacional, os modelos constitutivos, na forma
de potenciais termodinamicos, restrigoes cinematicas, leis de evolugao
de varidveis internas e equagoes de tensao, foram desenvolvidos em
trabalhos anteriores. Desta forma, as contribui¢oes deste trabalho no
ambito numérico-computacional sdo dadas por:

e Proposicao e verificagdo de metodologia de implementacao numé-
rica e de solugdo dos modelos proposto por [Farias et al.| (2017) e
Bergstrom| (2015)).

e Proposicao e verificacao de metodologia de calibragdo de para-
metros de material dos modelos acima citados, para reproduzir o
comportamento mecanico do PEEK.

8.2 Comportamento mecanico - tensao e deforma-
cao

E evidente a sensibilidade & taxa de deformacao do PEEK, porém
a sensibilidade verificada é menor do que a de outros polimeros de alto
desempenho utilizados em aplicagdes biomédicas, como o UHMWPE
(Sonnenhohl, [2015) e o PMMA (Moy et al.,[2011). Esse comportamento
é observado também nos resultados obtidos por Rae et al.| (2007)) para
compressao de PEEK 450G com taxas de deformagio variando na faixa
de 1072(1/s). até 1073(1/s). Nao foi possivel a comparacio da sensi-
bilidade do PEEK 450G a taxa de deformagao nessa faixa com outros
trabalhos, pois em todos os estudos encontrados o material era testado
em um caso quase estatico em geral menor que 1073) em seguida eram
analisados casos com taxas muito maiores, correspondendo a casos de
carregamento dindmico e impacto.

Para valores de tensdo baixos, na regido em que o material apre-
senta uma dependéncia linear da tensdo e deformacéao, a influéncia da
taxa de deformacgdo é pouco perceptivel. A inclinacdo das curvas de
tensdo por deformacao obtidas nesse trabalho é simular a verificada
por [El-Qoubaa e Othman! (2015a)), porém cerca de 25% menor do que
o valor verificado por |[Rae et al.| (2007). Uma possivel explicacio para
essa diferenga de comportamento sdo as diferencas do arranjo molecu-
lar de cada material, visto que apesar dos dois trabalhos reportarem
o uso de PEEK grade 450G (equivalente ao grade OPTIMA LT1, do
material utilizado nesse trabalho), o nivel de cristalinidade do material
utilizados por [El-Qoubaa e Othman| (2015a)) e por |[Rae et al.| (2007) é
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de 27,43% e 39% respectivamente. Dessa forma, os resultados obtidos
nesse trabalho sdo um indicativo de um nivel de cristalinidade mais
préximo ao do material utilizado por [El-Qoubaa e Othman! (2015a)).

Os valores maximos de tensdo observados antes da quebra do
inicio de fluéncia ineldstica ocorrem em niveis compardaveis aos resul-
tados verificados em outros trabalhos, em particular os trabalhos de
El-Qoubaa e Othman| (2015al) e |[Rae et al.| (2007), que estudam PEEK
de grade equivalente. Apds o valor méximo de tensdo e inicio de esco-
amento ineldstico, observa-se uma manutencao do valor de tensao al-
cancado, sem encruamento ou amolecimento significativo do material.
Resultados similares sdo verificados em outros trabalhos com PEEK
em temperatura ambiente.

8.3 Comportamento mecinico - variacao volumé-
trica

Quanto a variagao de volume, os resultados indicam que o PEEK
testado apresenta pouca variacao de volume durante o ensaio. Conside-
rando dois diferentes métodos de célculo de volume, a maior variacao
observada foi de cerca de 2,1% em relagdo ao volume inicial. Além
disso, ndo se nota uma mudanca do comportamento das curvas de va-
riacdo de volume ao se alterar a taxa de deformacao, de forma que
pode-se dizer que hd uma minima influéncia da taxa de deformacao
na variacao de volume. Esses resultados sdo compativeis com os apre-
sentados por [El-Qoubaa e Othman| (2014)), que estudou a variagao de
volume a PEEK 450G em diferentes taxas de deformacao, e verificou
baixos niveis de variacado volumétrica e pouca sensibilidade a taxa de
deformacgdo. Observado as curvas levantadas, é conveniente mencionar
dois comentéarios:

1. H4 uma mudanca de comportamento em relacdo a compressibili-
dade. As curvas indicam que o material se apresenta compressivel
na regido de deformagio entre [0,0.06] que corresponde a parte
"eldstica". Apoés o inicio de escoamento, o material se apresenta
com comportamento isocérico (manutencao de volume) ou mesmo
com recuperacao de volume.

2. A recuperacao de volume ap0s plastificacao pode ser apenas apa-
rente, e motivado pela tendéncia dos algoritmos estudados a for-
necer um valor que sobrestima o volume para deformacoes apre-
cidveis, como mostrado na segao [6.4.3]
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Isto pode motivar uma conclusdo parcial: o material apresenta com-
portamento compressivel na regido eldstica e isocérico em deformacoes
inelasticas, consistente com as hipéteses do modelo. Como nao foi feito
um estudo de estimativa de erro, hé espago para contestagao dos resul-
tados obtidos. N&o obstante, julgou-se que o método de validacao da
técnica de cdlculo de volume apresentado na subsegdo[6.4.3] confere con-
fiabilidade ao resultado obtido para este que possa ser utilizado como
uma estimativa, e o alinhamento dos resultados obtidos em comparacgao
a outros estudos serve como um renforgo a essa conclusao.

De qualquer forma, pode-se concluir que a técnica de identifi-
cacdo de perfis se mostrou uma ferramenta flexivel e promissora, pois
permite realizar a medicdo de variacdo de comprimento e volume de
forma simples, evitando problemas comuns em outras técnicas de me-
dicdo como a correlagdo de imagens digitais (em inglés: digital image
correlation, ou DIC), como problemas de iluminacdo durante o ensaio
(comum por exemplo em casos de ensaio com corpos de prova peque-
nos, onde a sombra do dispositivo de ensaio pode prejudicar a medida),
e tempo de pds processamento. Apesar do DIC ser capaz de obter um
mapeamento de varios pontos em uma imagem, a técnica de identifi-
cagdo de perfis cumpre o que se propoe a fazer, é mais simples e evita
alguns problemas comuns. Em trabalhos futuros, uma andlise mais
profunda da técnica, de erros de medi¢do assim como uma validagao
desse método pode resultar no desenvolvimento de uma nova técnica
de medicao para o grupo de trabalhcﬂ

8.4 Comportamento do modelo e ajuste de parame-
tros

Analisando as curvas mostradas nas figuras e[7T.7nota-se
que, para o caso de compressao uniaxial, o modelo de Farias é ca-
paz modelar de forma bastante satisfatéria o comportamento mecéanico
observado no PEEK sob compressao uniaxial durante a etapa de carre-

2Foi feito uma pesquisa na literatura e, apesar de ter sido encontrados diversos
trabalhos que reportavam a utilizagido de técnicas 6pticas para medigao de com-
primento, nido foram encontrados relatos especificando a utilizagdo da técnica de
identificacdo de perfis. Uma explicacao plausivel para esse fato é que a técnica foi
considerada desvantajosa em relagdo & outras técnicas de medigdo Opticas pela
comunidade cientifica. Porém, como nao foi encontrado nenhum trabalho dedi-
cado a estudar a eficiéncia da técnica de identificagdo de perfis em comparagao
com outros métodos 6pticos, é mais plausivel considerar que esse método ainda é
muito pouco conhecido e estudado. Esse fato permite assumir que um trabalho
mais aprofundado de estudo dessa tecnica teria um carater de ineditismo.
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gamento. Em comparacao com o modelo TNM, o modelo de Farias se
mostrou tao efetivo quanto, com a vantagem de ser capaz de reprodu-
zir melhor o comportamento do PEEK na regidao da curva onde ocorre
perda de rigidez e escoamento, pois verifica-se que tensao na curva ob-
tida com o modelo TNM diminui de forma mais brusca em comparacao
a curva obtida com o modelo de Farias, que se mostra mais capaz de
prever a perda de rigidez nessa regiao. Na etapa de descarregamento,
os dois modelos se mostraram incapazes de prever um retorno nao li-
near. Conclui-se que, a0 menos para um caso de compressao uniaxial,
nao hé desvantagens ao utilizar o modelo de Farias, e esse se mostrou
mais eficaz em prever o comportamento complexo do PEEK na regiao
de perda de rigidez.

Essa verificacdo é uma importante informacao para o processo
de validagao do modelo proposto por Farias como um modelo capaz de
prever o comportamento de polimeros termoplasticos como o PEEK.
Uma segunda etapa desse estudo seria a realizagao de testes de tracao
e torgdo para ajuste de pardmetros considerando outros casos de carre-
gamento, e fica como sugestdao para trabalhos futuros. Outra possivel
linha de trabalho subsequente seria a utilizacdo dos parametros ajus-
tados nesse trabalho para o estudo da capacidade do modelo de Farias
em prever o comportamento do PEEK em situacoes de carregamento
tridimensional, comparando-o ao modelo TNMEL

3Foi considerado incluir a realizacdo desse estudo nos objetivos desse trabalho,
porem a implementacdo do modelo TNM para utilizacdo conjunta com a técnica
de elementos finitos para um estudo tridimensional se mostrou uma tarefa bas-
tante complexa, e que poderia ser o objeto de um trabalho por si s6. Devido a
limitacdo de tempo, decidiu-se deixar um estudo desse tipo como sugestao para
trabalhos futuros.
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APENDICES

A Condicoes de otimalidade do problema incremen-
tal variacional
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o que implica o resultado

a% [EXP [At#N]F?] = At #E (IR F7}) (A.5)
onde OEXP [At #N]
T
E= Ny (4.6)

Substituindo o resultado da equagao [A-5] na equagao [A-3] temos:
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A.1.3 Avaliagdo de ;% [Av (N-N —1)]
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A.1.5 Resultado para g—lﬁ

Substituindo as equagoes [A7] [A-§] [AZ9] e [A710] na equagdo [A2]

obtemos como resultado
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A derivada parcial acima representa uma derivacdo da funcao
L com respeito a 7 considerando {N, A, A N7 Askw } constantes. Como
resultado da integragao felta na equacao T =7 (r"" #), e de
acordo com a equacao rrte depende de 7. Dessa forma 7" =
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T (,r.n+o¢ (), 7) e podemos escrever:

o _ T ot 0T

oF — orte oF | oF
— At aQT + ﬂ
~ O gre T r

(A.15)

A avaliacdo de cada uma dessas derivadas parciais é mostrada no apén-

dice A

Na equagao o simbolo 9° representa uma operacgao de de-
rivacdo considerando "< (), e o simbolo 9* representa uma operacio

de derivacdo considerando r**¢

constante. Essa notacao é introduzida

para nao haver confusdo com relagao a operacao realizada, na equacao

[ATT5] Ao substituir a equacdo [A.T5] em [A12] essa notagdo se torna
desnecessaria, e podemos escrever o resultado da seguinte forma:

oL ountt
— = AtE"
or ! OF !

T
arZl

F'T . N + aA#?
¢ to Ornte or

A.3 Avaliacao de <98T€r

oL 0

= —— [U"F — 0" 4 ALY
a)\tr a)\tr [ *
1
FAutrN + Ay (N N — 2) + Askw ° skwN}
- 8 ()\trtrN)
6Atr

= trN

(A.16)

(A.17)
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A.4 Coémputo de %

oL o
A Oy

1
+ A ttN + Ay <N N — 2) + Akw : skwN}

[T+l — O™ + ALT

9 [ (NN~ )
OAN

:N:N—% (A.18)

A.5 Avaliacao de 8fi

o 0
8Askw B a>\skw

(U7 — 0"+ ALT

1
FAttN + Ay <N N — 2) + Askw : SkWN:|

0 (Askw : skwN)

S we— (A.19)
Note que
wlg;—iwvm W (gi: ;w) : skwN
= iskwN : W (A.20)
Portanto or
P skwN (A.21)

B Solugao dos multiplicadores de Lagrange

Consideramos o conjunto de equacoes obtido como resultado da
avaliacao das condigoes de otimalidade da funcao lagrangiana:
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AtFETG + My I+ 20N + Agew = 0 (B.1)

or or
E'G:N+aAt—— + — = B.2
tonts e T =0 (B-2)
trN =0 (B.3)

1

N:N-2 =0 (B.4)
skwN = 0 (B.5)

o ~ nt1
Onde representamos, por simplicidade de notacao G = %Ff T
i
O objetivo a seguir é solucionar analiticamente os multiplicadores de

Lagrange, de forma a se obter um conjunto de apenas duas equagoes.
B.1 Solucao de Ay,

Tomamos a parte antissimétrica da equacio

skw [AtPET G 4+ AT + 22NN + Agew| =0
skw [At FET G| + skw [A¢,I] + skw 2ANN] + skw [Agew] =0 (B.6)
Note que o segundo termo da equagao ¢ nulo devido & sime-
tria do tensor identidade. O tensor Agyy € antissimétrico, pois deve ter

a mesma natureza do termo que multiplica na funcao lagrangiana L,

e dessa forma skw [Agkw] = Askw. Substituindo a equagao em
obtemos:

skw [AtFETG] + 0+ 0 + Agiow = 0
Askw = —skw [AtFETG]  (B.7)
B.2 Solugao de

Tomamos o trago da equagao [B-]]
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tr [AtFET G + A I + 2AvN + Agew| =0
tr [AtFET G| + tr [AeoI] + tr [2ANN] + tr [Agw] =0 (B.8)

Note que como Agkyw € antissimétrico,tr [Agkyw] = 0. Substituindo
a equacio em obtemos:

portanto

tr [AtFETG] +tr AT +0+0=0
B\ = —tr [AtFET G

A = —%tr [AtFETG] (B.9)
B.3 Solugao de \y
Substituimos [B.1 e [B.9 em [B.11

At7ETG + —%tr [AtFETG] T — skw [At7ETG] + 2AxN =0
symg [AtFE'G] +2AyN =0 (B.10)

Fazemos o produto interno dos termos da equagao [B-10| com o
tensor N e utilizamos a equagio

symg [AtFETG] : N+ 2 AyN: N =0
symg [AtFETG] : N+ Ay =0
Ay = —symg [At7ETG] : N (B.11)

B.4 Equacao da direg¢ao do fluxo

Substituindo a equagao em e denotando G = symy [At FET G]

temos que:

G-2(G:N)N=0 (B.12)
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Fazendo o produto interno dos termos da equacao com G

G:G—Q(G:N)N:G:O
IGII* ~2(G:N)" =0
&l =va(@:N)

G:N H\(;H (B.13)

Substituindo [B.13] em B.12
Gf—||G||Nf() (B.14)

Isolando G

Qi

1
N=—_—
V2 |G
1 Sympo (AtrETa\I' L F"T)

V2 Hsymo (At 7ET giﬁi F? T) H

(B.15)

B\I,n+l

C Avaliagao de oFrT

Consideramos um potencial incremental ¥"+! do tipo

\Iln+1 ‘I’n+1 (Fn—',-l ,'9,)
=GM (F"™") + H (F"*',#) + U (F"') (C.1)

O que implica
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oUntl  9GM (F™HY)  OH (F™ti,¢)  9U (F+1)
aF;hLl = aF;erl 8F?+1 8F?+1
OH (F"+1,7)

n+1
C.1 Avaliagao de %

A avaliacdo dessa derivada depende primeiramente de um con-
junto de resultados, que sao obtidos a seguir:

C.1.1 Avaliacao de BX !

o1 9 (XX-1)
x Ve Tax W
o0X
(W x (B
1
— WX~ +X<ax ) (©.3)
isolando 2 : W, obtemos
oxX! ~1 ~1
<8X .W)-—X WX (C4)

o que implica o resultado

oX~1

X -X'mxT (C.5)
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C.1.2 Avaliacio de X~

oX
o1 o (XTX-T)
oxX X W
oxT o oor (OXTT
_(8X .w)x X ( S ).w
-T
=wIx-TxT (8};}( :W) =0 (C.6)
-T
(6§X :W) =X Twrx-T (C.7)

considerando o caso em que X é simétrico, existe a restricio W = W7
e temos o resultado

oxX-T
0X

=-XTrx! (C.8)

o~ I(X:X
C.1.3 Avaliacao de (ax)

X oxX X’
=I:W: X+X:I:W=2X:W (C.9)

M:W=<8X~W>:X+X:(3X-W>

isso implica o resultado

0 (X :X)

X = 2X (C.10)

‘o= ol
C.1.4 Avaliagao de oF

180

derivada direcional e a regra da cadeia obtemos

Note que C, = F; ' FL F; . ,F;' = F;1C,,,F;'. Utilizando
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oC. OF;TC, F;!

5 W W
= 8F;T-W CisoF;' '+ F;C; L
- 8FZ . 150+ ¢ 7 180 8F1 .

(C.11)

utilizando as relagées das equagdes (C.4)), (C.7) e a simetria de

C. obtemos

g%_ W= - (FZTWTFZT) CisoF;' —F;"Ciyo (F7'WF; )
(C.12)
aC . )
8Fj W =—F; TWTCe - C.WF; !
CWF! Ty C.WF;!
o (OWED) — (C.13)
2
0C. o _ o[ (CWFT)" + CWF
oF; " 2
= —2sym (CeWFfl)
= —2gym : CeVVFi_1
= —2gym : (Ce X F;T> W (C.14)
portanto temos
0C. . o
aF = Hom (c.mF;T) (C.15)

C.1.5 Avaliagao de gTH

Usamos a defini¢ao do potencial de Henky e a regra da cadeia
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og O (G Hdevse||2>
Oe. - Oe,

0 (|[deve.|])
Oe,

= 2G ||deve,||

(v/deve, : deve,)
Oe,

1 _1
= 2G ||deve.|| (2 [deve, : deve,] 2)

0
= 2@ ||deve,||

0 (deve, : deve,)
Oe.

0 (deve, : deve,)
Oe,
., 0(deve, : deve.) Odeve,

=G ddeve, " e, (C.16)

Usamos o resultado da equagdo (C.10|) para obter

0 (deve, : deve,)
Odeve,

Substituindo a equagao na equagao obtemos

= 2deve, (C.17)

0H ddeve, 0 1
age = 2GdeV€eT€e = 2GdeV6867€e (Ee - 3tr€el> (018)
H 1
gs = 2Gdeve, : (]I — §I ® I) = 2Gdeve, : P (C.19)

Notar que a operacao de P, chamado tensor projecao deviatorico,
em um tensor deviatérico tem como o resultado o préprio tensor, como
mostrado abaixo:

1 1 1
I-zIQI) = - I):(I-=-I®I
deve, ( 3 ® ) (ee Strse ) ( 3 ® )

1 1 1

=&~ g€ I- gtrseI +gtree (I:nI
2 1 1

=€, — gtreel + §trse3I =€, — §treeI

= deve, (C.20)
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Dessa forma obtemos o resultado

O0H
Oe,

= 2Gdeve, (C.21)

C.1.6 Resultado para %

Para calcular essa derivada assumimos que os tensores C., C;!
e In(C.) sdo colineares e portanto comutam entre si. A prova dessa
afirmacgao pode ser feita utilizando decomposicao espectral, e nesse tra-
balho sera omitida.

Utilizando o conceito de derivada direcional, e regra da cadeia,
temos:

OH (£)  \ _ OH(£) 9 (5InC.) 0OC,
oF, = Oe. = 0C. ' OF;
_ [18H(5) . 8(11106)} 0C.

‘W (C.22)

> oeee | tar W (C.23)

Para avaliar o termo entre parénteses utilizamos a identidade
fornecida por Souza Neto Neto et al.| (2009, pg. 529). De acordo com
Souza Neto, sendo o potencial H isotrépico, é valida a seguinte relagao

0H 0(InC,) _OH

[856 ©9C, } 7 e, (C.24)
o que implica

0H 0(InC,) 8HC;1 (C.25)

de. . 0C,  Oe,

substituindo a equagdo [C.25] juntamente com o resultado do
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apéndice C, equagéo na equagao obtemos
OH (£) \ _ 10H(€) 9C.
oF;, = 2 Oe. OF;
= Gdeve,C_': [~2sym (CcWEF; )]
CWF; '+ (C.WF; )"
2
= —Gdeve,C;': CCWF; ! — Gdeve C; ! : F;TWTCT
= -GC.'deve, : CCWF; ! — Gdeve C; ! : F;"WTCT
= -GC.C.'deve . F; T - W — GF;'deve . C;'CTW : 1
= —Gdeve F; 1 : W — GF; 'deve W : T
= deeveeF;T W -GW : F;TdevseT
= —2Gdeve F; T : W (C.26)

w

c-t.

= —2Gdeve. C. ! :

D Propriedade anuladora da derivada do tensor ex-
ponencial E

Seja X um tensor de segunda ordem simétrico com a decompo-
sicao espectral

3 3
i=1 =1

Proposigao D.1: Sendo X um tensor de segunda ordem simé-
trico com a decomposicao espectral

3
X =Y P (D.2)
i=1
, a seguinte relacao é valida :
3
EXAEXP [X]™" =) a;;P;AP, (D.3)
i,j=1

onde

1, sex; = T
aZ] = emi_zjfl se 1 # T (D4)
i J

Ti—Tj ’
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Prova da proposicdo D.1: de acordo com Jog |Jog (2015, pg.
118), o tensor derivada exponencial Ex pode ser escrito como

3
OEXP [X

EX = A = EijPi X Pj (D5)

0X <

1,j=1
onde
evi, sex; = x;

€5 = eTi —e%j D.6
J { T'L']]’ sex; 7£ I] ( )

Dessa forma, utilizando as decomposigoes das equagdes e

[D-5] temos que

3 3 -T
EXAEXP (X" = | Y ;P WP; | AEXP | 2Py
ij=1 k=1
3 3
= Z EZJP1 X P] A Z eimkPk-
ij=1 k=1
3
= > e e P;AP,P;
i,4,k=1
3
= e_”eijPiA (ek ® ek) (ej & ej)
i,4,k=1
3
= Z e e i PiA (e @ ej) (e @ ;)
ijk=1
3
= eilkeijPiA (ek ®6j)5kj
4,4, k=1
3
=Y e e PiA(e; ®e;)
i,j=1
3
= Z e GijPiAPj (D?)
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note que, de acordo com o definido nas equagoes[D.4]e[D.6] temos
que:

o 1, sex; =T
€ij = eTiTTj
“ome, 0 Sew # T

= Oy (DS)

Proposigao D.2: Seja X um tensor simétrico, e A um tensor
qualquer coaxial a X. A seguinte propriedade é valida:

EXAEXP[X] " = A (D.9)

Prova da proposicao D.2: Seja a decomposicio espectral de
X dada pela equagao[D-2} Como X e A sdo coaxiais podemos escrever

3
A :Z akPk (DlO)
i=1
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Substituindo a equagao [D.10] na equacao [D.3] temos
3
-T
EXAEXP [X]™" =) a;;P;AP;

ij=1

3
= Z aijakPiPkPj
i,J,k=1

3
= aiaPi(er @ e)) by,

ij=1

3
= Z aijajPin

i,j=1

3
= aija;(e;@e)) by

i,j=1

3
:Z o0 P;
i=1
3
:Z aiPi
i=1

=A (D.11)

E Proposicoes de mecanica do continuo - potencial
de Hencky

As proposi¢goes mostradas a seguir sdo consequéncia direta de
uma energia livre de Helmoholtz U"*! dada pela equacio em par-
ticular da contribui¢ao do potencial de Hencky H (e.), e sdo necessérias
para o desenvolvimento das equagoes da direcao e amplitude do fluxo
ineldstico do apéndice [F]

Proposigdo E.1 : Os tensores M7t e CI! s3o coaxiais, ou
seja, possuem as mesmas autoprojecoes.

Prova de E.1: Utilizando o conceito de decomposicao espectral:
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3
Crtl =%~ ¢.;P;. Reescrevemos entdo a equagio [4.37| como
i=1

M7 = Gdev (Z In (ceq PZ> (E.1)

i=1

Note que, sendo A um tensor simétrico qualquer que admite de-
composicao espectral: A = Z a;N;, temos que devA = Z (a; — $trA) N;

i=1
e portanto A e devA sio coaxiais. Utilizando essa proprledade obtemos
para a equagdo acima:

M =G Z <1n Cei) — =tr (InC, )) P;

:Z a;P; (E.2)

Dessa forma, fica claro que o tensor M”*! pode ser escrito em
termos das autoprojegoes de C2*1 e portanto M2+ e C?T! sio coa-
xiais.

Proposigdo E.2: Os tensores M *! e N sdo coaxiais, ou seja,
possuem as mesmas autoprojecoes.

Prova de E.2:De acordo com os resultados obtidos no apéndice
[B] temos que o tensor N pode ser escrito como

1 symg (IE gi:ﬂ F? T)

V2 [sma (87 Gz |

n+1
Fi

N = (E.3)

Utilizamos o resultado do apéndice [C]e o mapeamento exponen-
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cial de F?H para reescrever a equacao como

1 symg (ETMZHIEXP (At IN) T
V2 ||sym, (ETMQ“EXP (AWHN)‘T) H

Como N é simétrico, podemos utilizar a proposi¢ao D.1 do apén-
dice D] e as substituicoes

B = At (E.5)

V2 . T
1= symg (E"MzHEXP (A6 N) )| (E6)
X = N (E.7)
A =Mt (E.8)

para reescrever [E.4] como

+X = sym, (ETAEXP (X)_T)

3
= Symyg Z aijPZ—APJ—
i,j=1
1 3 3 r
— 5 Z aijPiAPj =+ Z OéijPiAPj
7,7=1 1,7=1

3
1
— gtr > oyPAP; | T (E9)

i,7=1

Onde a;; ¢ dado pela equagao [D.4}
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Escrevemos agora a decomposicao espectral de X

3
X Z zi (e; ®e;) (E.10)
=1

Note que podemos escrever ) «;;P;AP; em termos da base
ij=1
espectral de X, como é mostrado a seguir

3 3
ST aiPiAP; =) aij(ei®e) [Ars (e ®e)] (e @ e))
ij=1 i,j=1

3
=Y @A (e @e) (e, e, (e; D)

3
= Z aijArsdir (€; ® ;) (e ® e;)
ij=1

3
= Al (e ®e))
ij=1

3
=Y Ay (e ®e))

1,j=1

=) aijAij(e; ®e)) (E.11)

ij=1

Substituindo as equagoes e em temos
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3
(S e = L[5 apay oe)
=1 3,j=1
T
3 1 3
Z aiinj (ei ® ej) — gtl‘ Z Otiinj (ei X ej) I
i,j=1 i,5=1
1 3
=5 Z oA (e; ®ej)+ Z ;A (e ®e;)
7,7=1 7,7=1
1 3
—3 Z gk Agkl
1 3
=3 Z a;jAj (e; ®ej)+ Z ajiAji(e; ®ej)
i,j=1 i,j=1
1 3
—3 D Ay (e ®e))
k=1
i Aij + ajiAj
= Z [jJQH — <Z Akk) ez ® ej) (E12)
4,j=1

Note que, para que a igualdade da equagdo [E12] seja satisfeita,
as seguintes condigoes sdo necessarias:

3
1
yr; = Ay — 3 (Z Aii> parai=1,2,3 (E.13)
k=1
0= Oziinj + OéjiAji para:=1,2,3 (E14)

Considerando que o tensor A é simétrico, A;; = Aj; e nesse caso
temos, da equagao que

0= (Olij + iji) Aij parai = ].7 2, 3 (E15)

Da equagéotemos que (a;; + ;) > 0. Dessa forma conclui-
se que o tensor A, quando escrito em termos da base espectral de X, é
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diagonal. Ou seja:
A;j=0 (E.16)

Como a representacdo de A na base espectral de X é diagonal,
podemos escrever

3
A=) ai(e@e)
i=1
3

:Z aiPi (El?)
i=1

e A e X possuem as mesmas autoproje¢des. Como X = SN e
A = M2t e M2 ¢ um tensor simétrico, a prova da proposigio 2
estd completa.

Proposigio E.3: Os tensores Cle C;};“el sao coaxiais, ou seja,
possuem as mesmas autoprojecoes.

180 180

conforme deﬁnido na segéoe Ccrtl = [F”‘H] [F”H} onde F7H1 =

pre pre pre pre

Ft1 (F7)™", conforme definido no apéndice Utilizando o ma-

180
eamento exponencial para F'T! temos que C"Jr1 ode ser reescrito
2 €

como:

Prova de E.3: Seja Ct! = {F”“ (F”“) } {Fnﬂ (F”H) }

crtt = [F;jol (EXP (At +1N) Ff)’l} [F"H (EXP (At TIN) F) 1}
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-1
is0 50

—1

[EXP (Atr”“N) T ont [EXP (Atr"“N)]

pre

= [ (v )] R (PL2) L B (a0
-

([EXP (Atr”-HN)] = [EXP (At HIN)] )C"+1

pre

=CpreCEl  (E18)

pre

Note que o tensor [EXP (Ati‘”“N)] € 0 seu transposto sao co-
axiais a IN. Essa afirmacdo pode ser provada diretamente da decom-
posicao espectral desses dois termos e serd omitida. De acordo com as
proposigdes 1 e 2, concluimos que [EXP (At7"T1N)] e Cnt! também
so coaxiais. Isso implica que [EXP (Atf"“N)]T Cr [EXP (Atr"TIN)]

e C"M! s3o coaxiais. Finalmente, isolando Cgﬁgl na equagao acima te-
mos:



[EXP (Ati"H'N)]" €7+ [EXP (At TIN)] = Cot!

pre

Dessa forma, C7*t! e Cpt! sdo coaxiais.
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(E.19)

Proposi¢ao E.5: A condi¢do de isocoricidade do fluxo inelds-
tico detF; = 1 e do gradiente de deformacéo isocdrico resulta em uma

deformacdo logaritmica preditora deviatérica. Ou seja

n+1 __
tre,,. =0

Prova de E.5:
Como detF7't = 1, detF? = 1, temos que

detF™ ! = det (F”Jrl (F)~ )

pre is0

= (detF7EY) (det (F;l)‘l)

S0

=1

portanto

detCp! = det ([Fpi1]" [Fptl]) =1

pre pre pre
— (det [Fp21]") (detFp))

=1

Utilizando as propriedades logaritmicas temos que

trzs;jel =tr ( lnCZfel)
1< ,
=3 Z In (C;Te)
1
= iln (C re pre pre)
= Jin (detCpE)
=0

(E.20)

(E.21)

(E.22)

(E.23)
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Proposigao E.6: A condigdo de isocoricidade do fluxo inelds-
tico detF; = 1 e do gradiente de deformacéo isocérico resulta em uma
deformacao logaritmica elastica deviatérica. Ou seja

tre? ™ =0 (E.24)

Prova de E.6: A prova da proposi¢cao E.6 é anadloga a prova da
proposicao E.5, ndo havendo necessidade de ser mostrada.

Proposigao E.7: A seguinte relacdo é vélida:

M+ =M - 2G AN (E.25)

Prova de E.7: De acordo com as proposicoes 1, 2 e 3 os tenso-
res N, Cntl e Cg;‘;l possuem as mesmas autoprojecoes. Dessa forma
podemos realizar a decomposicao espectral desses tensores em termos

das autoprojecoes de CE!:

pre
3

Cpt = ceiPprei (E.26)
i=1

3

N =Y 1Py, (E.27)
=1
3

Cr =" e iPpresi (E.28)
i=1

Substituindo as equacoes [E:26] [E:27] e [E:28] na equagdo [E19]

obtemos

3 T 3 3
lEXP (Atf% Z niPpre,iﬂ Z CeiPpre.i |}EXP (Atf% Z niPpre,iﬂ

=1 =1 =1

3
= E Cpre,iPprc,i
i=1

(E.29)

Colocando P,,. ; em evidéncia, podemos obter da equagio
a seguinte equagao escalar



151

3

) 3
Z eZAtR’ni Ceyi :Z Cp,r,eyi (E,?)O)
i=1

i=1
o que permite obter uma relagao direta entre os autovalores de
Cn+1 Nn+1 Cn+1 .

pre

Cei=¢€ Cpre,is 1=1,2,3 (E.31)

Agora, utilizando o resultado do apéndice [C] equagao [C:2]] a

proposi¢ao E.5 e a equagao[E.26] temos que o tensor preditor de Mandel
Mg;';l pode ser reescrito como

n+1
i1 OV
pre T 8€n+1

s;’fel
aHn+1
n+1

— a_n+l
Oeg ent
= 2Gdeve™t!

pre

_ 2G€n+1

pre

=2G < C;:::)

=G Z In (¢pre.i) Ppre.i (E.32)

Agora, utilizando o resultado do apéndice [C] equagdo a
proposicio E.6 e as equacdes [E.27] [E.28] [E.37] e [E.32] temos que o

tensor de Mandel M2 ™! pode ser reescrito como se segue
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n+1 _ _8\I/n+1 7_1+1T
¢ OF 1

= 2Gdeve? ™!

= 2Gen ™!

=2G ( lnC”+1>

= G Z hl (Ce,i) Ppre,i
=1
3 —2AtRn,
= Z In (6 Cpre,i) Pp'r‘e,i

i=2Gept'1

3 3 |
—2AtRn;
=G Z In (cpre,i) Pprei + G Z In (e ) | S —

i=1 i=1
3

3
=G Z In (cpre,i) Pprei — 207G Y niP e i

i=1
= M”+1 — 2AtFGN (E.33)

pre

Proposicao E.8: A seuinte relagao ¢é valida:

nT n+1
T F —Mt (E.34)

Prova de E.8: Utilizamos a definicdo do tensor de Mandel,
equagao e 0 mapeamento exponencial de F;LH:

M2L+1 _ gi:ii Fn+1T

n+1
_ Zinﬂ (EXP [A#N] F2)T

oyntt T o1 T
= —— - r .
et (F1)T EXP[ALN] (E.35)

Isolando o termo F)" temos:

6F"+1 (
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gun1

ST (FMT = —-MTEXP [At#N] 7 (E.36)
(2

O que implica

opntl

T
E aFn+1

F'7 = —ETMP"HEXP [At#N] T (E.37)

EXP[At#N
onde E = % Como M”*! e N sio ambos simétricos

e coaxiais (proposicao 1 e 2, apéndice [E]), podemos utilizar a seguinte
propriedade

EL AEXP [X [aEXP } AEXP [X]"
= (E.38)

cuja prova é mostrada no apéndice [D] para escrever
ETMIHEXP [At#N] T = M7 (E.39)

F Desenvolvimento do problema incremental consi-
derando o potencial de Hencky e o mapeamento
exponencial

F.1 Desenvolvimento da expressao para direcao do
fluxo inelastico

Retomamos a equagao da diregdo do fluxo obtida na secdo
e utilizamos a proposicao E.8 para escrever:

| symg (BT 5 T
o )|
1 symgy (M2T)

=2 0ire J_ F.
V3 vy (V)| o

N:

Como et é simétrico por defini¢do (equagao3.19)) e deviatérico
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(proposigao E.6), utilizando o resultado obtido no apéndice |C| equagao
temos que:

n+1 owrt! n+l1T
Symyg (Me ):symo WFZ

= sym, (—2Gdeve ")
= —2Gemt!

= MrT! (F.2)

Utilizando as equagoes [E-32] [E:33] e [F.2] em [F-1]

1 symg (M2

N=——___29°9Vvre /J
V2 [Jsymo (M) |
1 Mt
V2 e
1 (M — 2AtFGN)

T V2 ML - 2A6GN]|

1 (2Gep - 2A7GN) F3)
V2 |2Gepk! — 2A6°GN|| '

Isolando N na equacgao

N = 2G EnJrl
(V2 |2Gep! — 2At°GN|| — 2At7G) 7
= wept! (F.4)
O que significa que os tensores N e sgjel sao proporcionais, o
que nos permite escrever
1 €n+1
N — pre (F.5)

4+
V2 [l |
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F.2 Desenvolvimento da equagao da amplitude do
fluxo inelastico

Retomamos a equagao [£.34] resultado da minimizagao da fungao
lagrangiana advinda do principio variacional incremental, como discu-

tido na se¢ad4.5.2]

8\I/n+1
8F7_L+1

or or
F'T . N+aAt—— +— =0 (F.6)

ET
grnte - or

Utilizando as proposigoes E.7 e E.&:

or or
M N4 aAt—— + — =
e + t&)r”*“ + o7
oY or
n+1 2 . _
_ (Mpre — 2GAtrN) N+ O‘Atarwra + 57 =

0

0 (F.7)

Note que, utilizando a restricio N : N = % e as equacoes e

[E5
(M — 2GAtN) : N = Mt - N — 2GAHN : N
€n+1 . €n+1
- ifgw e
= V26 ||t || - Gt (F.8)
Substituindo [F.8 em [E.7]
F V26 et Y Y A A (F.9)

ornte — Or

Considerando 7 =7 (", #) como definido na equagao m

n—+o 3 S ,,.nJrOz 73 m+1
T:T(r+ ,7"):7751_’_1) <7”0> (F.10)

s (T""'O‘) = So0 + e [(30 — So0) cosh (ﬁr"+a) + ~ysinh (ﬁr""‘“)]
(F.11)

: ar ar
resta avaliar os termos Frite € 7
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F.2.1 Avaliacao de 33%

oY 0

rnto— grnta

s (rmte) s m
m+1 70

_ L ()m B (r+) (F12)

m+1 \rg grnta
Note que
Js (rmte 0 _epnta o
8r(,«7l+04 ) = 87-”4‘(1 (Soo +e ¢ [(SO - Soo) COSh (B’)" + )

+ysinh (Br"t)])
= —Ce_Cr"#’ [(80 — So0) cosh (ﬁrn-i-a) + ysinh (ﬁrn+a)] +
e_crnJraﬂ [(30 — Soo) sinh (ﬁr"""’) + ~ycosh (Brn-i-a)} (F.13)

F.2.2 Avaliacao de %—?

or 9

o s (rte) 7 m
or  oF | m+1 \rg

= w <7‘3>m (F.14)

) To
F.2.3 Resultado considerando a =0

Considerando o = 0, temos

n+1 9 S (Tn) 70‘ "
¥\@GH€WE | +GAti+—=——=(—) =0 (F.15)
To To

Como discutido na subsegio a fungao s(r) e o pardmetro

7o sao sempre nao negativos. A varidvel 7 também é nao negativa
por definigdo (equagdo [4.18]), o que implica que o segundo e o terceiro
termo da equagao [F.15] sdo sempre ndo negativos. Nesse caso temos
que a equacao m nao tem solugdo caso o primeiro termo tenha sinal
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positivo. Portanto, consideramos o caso negativo apenas, e a equacao
pode ser reescrita como

— V26 ||enit]| + GAtE + s() (T> =0 (F.16)

ro  \To
G Derivagao dos potenciais energéticos

G.1 Calculos preliminares

O computo das derivadas dos potenciais energéticos requer pri-
meiramente a avaliacdo de algumas derivadas tensoriais em particular.
Nessa subsecao é mostrada a avaliacao desses termos.

G.1.1 Avaliagao de % (Ciso : 1)

P B
(Ciso: 1) : W = (7 ).I+Ciso.(a—FI.W)

[ “iF F} W) I+0
+J 3FT [a—F :WD 3

= %J%tr (FTF)F T :W+2J 5F: W
_o7-2 o 1 T -7\ .
_2Js(F St (F'F)F ).W

2 1 _
=278 (FFT - 3t (F'F) I) F7. W
T 1 T -7 .
(Fzsonso - gtr (Fisonso) I) F W

= 2dev (biso)F7 - W (G.1)
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portanto

a% (Ciso : I) = 2dev (bigo)F T (G.2)

A 9C.
G.1.2 Computo de %5

T
Note que C, = FIF, = J-3 (FF;I) FF;l. Utilizando a regra
da cadeira para calcular a derivada em uma diregao arbitraria W, temos
que

9Ce
OF W= OF w
0(17%) o (FF)”
_ . -n\T -1 _2 i . -1
= o :W| (FF;') FF;'+J 3 o : W| FF,
) FF !
+J73 (FF; YT %:W (G.3)

Agora avaliamos cada termo entre chaves sepradamente. Come-
¢ando com o primeiro termo:

f’)(f%).wi 2 50 (detF)
aF T3 TR
2 s, .

=-3/ 5(JFT) W

= —%J‘%F‘T W (G.4)

W

Agora avaliamos o segundo termo entre chaves. Utilizando a
regra da cadeira para calcular a derivada em uma direcao arbitraria W
temos que

o (FF)" OF, "F" r ((OFT
T.WfT.W*FI <.W)

Por ultimo, avaliamos o terceiro termo entre chaves. De forma
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semelhante ao calculo efetuado anteriormente, temos

o (FF; ) OF 1 1 1
8F.W<8F.W>Fi =1:W)F;'=WF;' (G.6)

Agora substituimos esses resultados na equacao Note que

J3 (FF;l)T FFZ._1 = C,. Dessa forma temos:

2 2. T
—37 iF W] (FF; ') FF;*

+J78 [F;TWT FF; L 4773 (FF; )T [WF; ]

= _g (CcoF 1) W

4273, [(FF;l)T < F;T} W (G.7)
o que implica
%C;e _ [2} (CcoFT)+2s8n,: [(FF) RET] (G8)

A oL
G.2 Computo de 7x

Ma(Mln()\+3Ciso:I)>

OF OF 2 A
_ )\,u A 0 (A+3-Cys:1
2 ()‘+3_tr( zso)) 8F< )

)
2 ( 1 >iaaF(C”"'I> (G.9)

2 \A+3—1tr (Ciso)
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Utilizando o resultado obtido no apéndice, subsecao [G.1.1] temos que

oL  Np 1 1 oy
oF- a2 (A+3t(C)) 5 (2dev (biso)F )
B dev (bigo)F~ 71
= </\ +3—tr (Ciso)) (G-10)

A OH
G.3 Computo de Fx

Utilizamos a regra da cadeia para calcular a derivada em uma
direcao arbitraria W

OH . OH 9C,
OF = 0C. OF '
10H 0OlnC, oC,
== : : : A1
(2 ode. 0C, ) OF w (G.11)
Utilizamos a seguinte propriedade
0H 0InC OH
: = _—C;! 12
Oe. 0C, Og, ¢ (G-12)
para obter
OH 10H , ; 0C.
a—F.W_§aseCe CSF W (G.13)
Anteriormente, foi obtido o resultado para i—lj
gi = 2Gdeve, (G.14)

Utilizamos agora o resultado obtido para aa% : W e substituimos

na equagao acima:

O0H 1 2 __p
— W= | |—=F W
oF Gdeve . C_ H 3 ] C.

+J S TWIRR 4+ 8 (PR WEY(Gs)
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Agora, utilizamos (sem prova) a propriedade de coaxialidade de
deve. e C_!, o que impilica a comutatividade entre esses dois tensores,
ou seja deve,C;! = C_ldeve.. Além disso, utilizamos a propriedade
de produto interno AB : C = A : CB” = B : ATC, para mover o
tensor C_ ! para o lado direito do produto interno de forma conveniente:

g—g : W = Gdeve C_ ! : [—gF‘T : W] C.

+Gdeve, C ! : {J—%F;TWTFF;l}Jch;ldevse: [J—% (FF;l)TWF;l}
= Gdeve, : {_;2», (FT.W)I1+J 5F;TWTFF; 'C; T+

JoEeoT (FF;l)TWFi—l} (G.16)

-1
Note que C; 7 = C ! = [J_% (FF;l)T FFi_l} . Substituindo
na equacao acima

?TI; : W = Gdeve, : [g (FT:W)I+F;"W” (FF; )"

+(FF;) " WE
—J 3@ [—gdevse A(FT W) + deve, : F;TWT (FF; 1) T

~deve, : (FF;') " WF!| (G17)

Agora, note que o segundo termo entre chaves pode ser reescrito
como

deve, : F; "W (FF; )" =W : (FF; ) deve F;”
— (FF; ') deve F;T: W (G.18)

E de forma semelhante, para o terceiro termo entre chaves
deve, : (FF; 1) 'WF; ' = (FF; 1) deve F;7: W (G.19)

Por fim, note que deve, : I = tr (deve,) =0

Dessa forma, podemos simplificar a expressao obtida para ‘Z—g :
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W
oH _\-T T
S5 W=G0-2(FF ) deve FT W]
=26 [(FF;") " deve FT| s W (G.20)
O que implica
8H o -1 T _T
oF = 26| (FF") " deve F;7| (G.21)
G.4 Computo de g—g
note que
oU 0 (k. o\ 0
== (5 (InJ) ) = klnJ = (In (det (F)) (G.22)

dessa forma, devemos avaliar a derivada a% (In (det (F))). Utili-
zando o conceito de derivada direcional, temos que

0 9]
F (In (det (F))) : W = e (In (det (F + €W))) ~ (G.23)

Utiliza-se a propriedade do determinante da soma: det (T 4+ S) =
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det (S)+T¢:S+S¢: T +det(T)
0 0
oF (In (det (F))) : W = Be (In (det (F 4+ eW)))

= % (In (det (F) + (eW)° : F + F€¢ : (eW) + det (eW)))

e=0

— 9 (in (det (F) + 2det (W) (W)~ T : F
Oe

+edet (F)F~T . W 4 3det (W)))

e=0
£ (det (F) + e2det (W) (W) ™7 : F + edet (F) F~T : W + c>det (W))
det (F) + e2det (W) (W)™ T : F + edet (F) F-T : W + e3det (W)

e=0
2edet (W) (W)~ T . F 4 det (F) F~T : W + 3¢2det (W)
det (F) + e2det (W) (W) ™7 . F + edet (F) F~7 : W + e3det (W) |__,

=FT.:wW (G24)

dessa forma, temos que

) _
F (In(J)) =F"T (G.25)
g—g = klnJF~ T (G.26)

H Resultados experimentais

No corpo do texto principal foram expostos apenas resultados re-
presentativos para cada taxa de deformacgao. O objetivo desse apéndice
é mostrar o conjunto completo de resultados obtido.
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H.1 Deformacgao por tempo

Deformacdo x tempo - CP 31

1000 2000 3000 2000 5000 6000

DeformagZo logaritmica (cam) x Tempo

= = =Deformag¥o logarftmica (lvdt) x Tempo

Deformagdo x tempo - CP 32

— —Deformagdo logaritmica (lvdt) x tempo — Deformagdo logaritmica (Cam) x tempo

Deformagdo x tempo - CP 33

— —Deformaggo logaritmica (lvdt) x tempo — Deformagéo logaritmica (cam) x tempo

Figura H.1: Curvas de deformacgdo por tempo medidas pelo lvdt e pelo
método de deteccao a partir das imagens obtidas pela ca-
mera, para taxa de 1074,
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Deformag&o x Tempo - CP 29

— —Deformagdo logaritmica (Ivdt) x Tempo
— Deformaggo logaritmica (cam) x Tempo

Deformagdo x Tempo - CP 34

0 0 20 0 0 0 P

————— Deformagdo x tempo (lvdt) — Deformagé&o x tempo (cam)

Deformagdo x tempo - CP 35

——Deformag&o x tempo (lvdt) — Deformag&o x tempo (cam)

Figura H.2: Curvas de deformacdo por tempo medidas pelo lvdt e pelo
método de deteccao a partir das imagens obtidas pela ca-
mera, para taxa de 1073,
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Deformagéo x Tempo - CP 30

— ~Deformagéo logaritmica (Ivdt) x tempo — Deformagéo logaritmica (cam) x tempo

Deformagao x Tempo - CP 36

— Deformagéo logaritmica (Ivdlt) x tempo  —Deformagéo logaritmica (cam) x tempo

Deformagdo x Tempo - CP 37

0 10 0 0 0 EY &

— —Deformagdo logaritmica (lvdt) x tempo — Deformagdo logaritmica (cam) x tempo

Figura H.3: Curvas de deformacao por tempo medidas pelo lvdt e pelo
método de detecgao a partir das imagens obtidas pela ca-
mera, para taxa de 1072,
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H.2 Razao de volume por deformacao

Variagdo de volume - CP 31

2l

i
o5 YV PPy
0ss
097

o 005 o1 o1 02 025 o8 055 0s 0ss os

—V/V0 método 2 V/V0 método 1
Variagdo do volume - CP 32

100
100

i3

IR ST IV S A
- Wwvw‘ﬁWW

— V/NOmétodo2 - V/V0O método 1
Variagdo de volume- CP 33
1,02
101
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Variagdo de volume- CP 29

I Y g

5082, o e !

—V/VOmétodo2 ----V/VOmétodo 1

Variagdo de volume - CP 34

Variagdo de volume - CP 35

L sttt g S S R
IRV SRR PIPRRRCLY AR A Y

—V/VOmétodo2 «-+-V/VO método 1

Figura H.5: Curvas de variacdo de volume por deformagio (logaritmica,
medida pelo lvdt), para taxa de 1073.
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Variagdo de volume - CP 30

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
—V/VOmétodo2 = -V/VOmétodo 1

Variagdo de volume - CP 36

I
N

|L

l\|I\’\\ \\I\ l‘J\'"\ . “\ }‘

'
S,

0,99
0,98
0,97
) 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
—V/VOmétodo2 —-V/VOmétodo 1
Variag&o de volume - CP 37
102
Y
NN
AR R

\I\| ,\l\,\l\

o 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

—V/V0método2 —-V/VOmétodo 1

Figura H.6: Curvas de varia¢do de volume por deformagio (logarftmica,
medida pelo lvdt), para taxa de 1072,
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H.3 Tensao por deformacgao

Tensdo x deformacao

.

. /

[:} 0,05 01 015 02 0,25 03 0,35 04 0,45 05

—CP31 CP32 ——CP33

Figura H.7: Curvas de tensdo real por deformacio real (medida pelo
lvdt), para taxa de 1074,



171

Tensdo x deformacgédo

\
I |

s B
-\
=1 X ST

o 0,05 01 0,15 02 0,25 03 0,35 04 0,45 05

—CP29 e CP34 ——CP35

Figura H.8: Curvas de tensdo real por deformagdo real (medida pelo
lvdt), para taxa de 1073.

Tens3do x deformacgdo

140

/‘f

o 0,05 01 015 02 0,25 03 0,35 04 0,45 05

—CP30 e CP36 ——CP37

Figura H.9: Curvas de tensdo real por deformagdo real (medida pelo
lvdt), para taxa de 1072.
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