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Resumo

Aritmética de resíduos, baseada em Sistema Numérico por Resíduos (RNS
- Residue Number Systems), tem sido utilizada em sistemas digitais durante vá-
rios anos. RNS é uma abordagem aritmética livre de carry que oferece o po-
tencial para alta velocidade e computação paralela. Operações aritméticas, como
adição, subtração e multiplicação, podem ser realizadas de forma mais eficiente
do que nos sistemas binários convencionais, de forma independente e simultânea,
em vários canais de resíduos. A adoção de RNS tem proporcionado melhorias
significativas na eficiência de diferentes tipos de aplicações de processamento di-
gital de sinal. Uma unidade aritmética completa baseada em RNS possui quatro
características principais relacionadas com a sua funcionalidade: a) conjunto de
módulos, b) conversão direta, c) unidades aritméticas modulares e d) conversão
reversa. Cada unidade completa é baseada em um conjunto de módulos, os quais
são inteiros primos entre si. A faixa dinâmica é definida pelo produto de todos os
módulos e define o intervalo de entrada. O conversor direto, também chamado de
conversor binário para RNS, converte um número binário na representação RNS,
baseada no conjunto de módulos. As unidades aritméticas modulares são os blo-
cos instanciados paralelamente que de fato executam as operações livre de carry
de soma, subtração e multiplicação. Por fim, o conversor reverso, também cha-
mado de conversor RNS para binário, transforma os vários resíduos calculados
pelos canais paralelos no resultado binário equivalente. Um grande número de
canais pode melhorar o cálculo aritmético, entretanto pode haver grandes perdas
de desempenho causado pelo custo da execução da conversão reversa. Com con-
versores reversos eficientes, capazes de suportar grandes conjuntos de módulos, é
possível compensar este custo adicional, especialmente quando várias operações
aritméticas precisam de ser realizadas. Este trabalho propõe conversores reversos
eficientes para aplicações com uma faixa dinâmica ampla que foram implemen-
tados com um método de compactação lógica que supera o melhor conversor
reverso do estado da arte, com um faixa dinâmica equivalente, apresentando uma
aceleração de 2,77 vezes, e uma redução média de 82,16% e 88,32% em área e
potência, respectivamente.

Palavras-chave: Sistema Numérico por Resíduos, RNS, operadores aritméticos,
multiplicadores, somadores, teorema chinês do resto, CRT.





Abstract

Residue Number System (RNS) has been used in digital processing realm
for many years. RNS is a carry-free arithmetic system with modular characte-
ristics offering the potential for high-speed and parallel computation. Arithmetic
operations, such as addition, subtraction, and multiplication, can be carried out
more efficiently than in the conventional binary systems. Because they are per-
formed independently and concurrently in several residue channels. Each RNS
unit is based on a moduli set, which are co-prime integers. The dynamic range is
defined by the product of the moduli and defines the unit input range. The choice
of the moduli set is of key importance in order to obtain an efficient RNS unit.
A complete arithmetic unit based on RNS has three stages: a) forward conver-
sion, b) modular arithmetic unit, and c) reverse conversion. Forward converter
transforms a binary number into its specific RNS representation. The modular
arithmetic unit is the processing blocks instantiated in parallel to actually perform
the sum, subtraction, and multiplication. Finally, the reverse converter transforms
an RNS represented number into its equivalent binary number. Several channels
can improve the arithmetic computation at the cost of reverse conversion perfor-
mance. With efficient reverse converters, capable of supporting large moduli sets,
it is possible to compensate for this extra cost, especially when several arithmetic
operations have to be performed. This work proposes an efficient reverse conver-
ter for applications with a large dynamic range. It has been implemented with a
logical compression method and experimental results suggest that area reductions
up to 82.16% and speed up of 2.77 can be obtained with our proposal in compa-
rison with the best state-of-the-art reverse converter with an equivalent dynamic
range. The proposed converter allows fewer bits per channel in comparison with
the most efficient solutions with smaller dynamic ranges.

Keywords: Residue Number System, RNS, arithmetic operators, multipliers,
adders, Chinese Remainder Theorem, CRT.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Com a disseminação dos sistemas computacionais móveis de comunica-
ção, o Processamento Digital de Sinal (DSP - Digital Signal Processing) tem
migrado de poderosos servidores para unidades especialistas dentro de proces-
sadores embarcados. A cada dia essas aplicações exigem maior velocidade na
manipulação aritmética de operandos com grande comprimento de palavra. Uma
das maneiras de melhorar o desempenho desses sistemas é usar uma representa-
ção numérica alternativa em vez de usar a representação convencional binária de
complemento de dois.

O Sistema Numérico por Resíduos (RNS - Residue Number Systems) tem
sido utilizado para para melhorar o desempenho de sistemas digitais durante mui-
tos anos [1]. RNS é um sistema numérico não-posicional, no qual um grande
operando é decomposto em um conjunto de operandos menores (resíduos), cada
um processado em um canal paralelo independente. Assim RNS permite uma
abordagem aritmética livre de carry com características modulares que oferece
o potencial para alta velocidade e computação paralela. Operações aritméticas,
como adição, subtração e multiplicação, podem ser realizadas de forma mais efi-
ciente do que nos sistemas binários convencionais [1], de forma independente
e simultânea, em vários canais de resíduo. A adoção de RNS tem proporcio-
nado melhorias significativas de eficiência para os diferentes tipos de aplicação
de processamento digital de sinal [1], além de permitir escalar facilmente para
aplicações com requisitos de grande faixa dinâmica, como filtragens adaptativas
e criptografia [2].

Uma das operações mais complexas e custosas de uma unidade aritmética
baseada em RNS é a conversão reversa (RNS para binário). Os algoritmos mais
utilizados para a conversão reversa são o Teorema Chinês do Resto (CRT - Chi-
nese Remainder Theorem) [1], a Conversão de Raiz Mista (MRC - Mixed-Radix
Conversion) [3] e o novo CRT-I [4]. A complexidade desses algoritmos depende
principalmente do tamanho do módulo e do número de canais. Por isso, a escolha
do conjunto de módulos é essencial para que se obtenha implementações RNS
eficientes.

Os conjuntos de módulos com uma grande quantidade de canais podem
melhorar a computação aritmética ao custo do desempenho da conversão reversa.
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Com conversores reversos eficientes, capazes de suportar conjuntos de módulos
grandes, é possível compensar esse custo extra, especialmente quando várias ope-
rações aritméticas devem ser realizadas em série. Nesses casos, o uso de múltiplos
canais modulares aritméticos pode levar à melhoria do desempenho. Além disso,
o conjunto de módulos também define o intervalo para representação exclusiva de
inteiros, chamado de faixa dinâmica (DR - Dynamic Range).

Dessa forma, a maioria das pesquisas sobre RNS está focada em propor
conjunto de módulos e projetar conversores reversos eficientes [5], uma vez que
essa etapa possui um custo alto no hardware. Assim, um projeto sem critério
pode neutralizar o ganho da paralelização nas unidades aritméticas modulares.
Em outras palavras, para aumentar a aplicabilidade das unidades baseadas em
RNS é necessário melhorar o desempenho global, no qual o conversor reverso
tem um grande peso.

O conjunto de módulos mais tradicional é o conjunto de 3 módulos pro-
posto por [1] {2n,2n +1,2n−1}, com uma faixa dinâmica de aproximadamente
3n-bit. No entanto, nem o nível de paralelismo nem a DR alcançado por esse
conjunto são suficientes [6, 7]. Nesses casos, as extensões horizontais podem ser
utilizadas para adicionar mais módulos ao conjunto de módulos, enquanto exten-
sões verticais estendem um módulo, normalmente a potência de dois, aumentando
a DR, mas sem aumentar o número de canais. Essas extensões tem um impacto
na implementação e na eficiência da unidade completa em RNS. O importante é
selecionar um conjunto de módulos equilibrado entre a faixa dinâmica requerida
pela aplicação e o número de canais para paralelização das operações aritméticas.

1.1 Objetivos

O objetivo central desta tese é propor conjuntos de módulos e conversores
reversos mais eficientes que os do estado da arte, levando em consideração apli-
cações de ampla faixa dinâmica e várias operações aritméticas por canal. Para
atingir o objetivo principal, os seguintes objetivos específicos foram definidos:

• Implementar unidades aritméticas modulares, mais especificamente MAC
(Multiplicador–ACumulador), para avaliação do atraso no caminho crítico
de canais com diferentes larguras de bits e módulos.
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• Propor conjunto de módulos de forma a diminuir o número de bits por ca-
nal, aumentando o nível de paralelismo e diminuindo o atraso no caminho
crítico das unidades aritméticas dos canais modulares. Além de alcançar a
maior faixa dinâmica possível para beneficiar aplicações com essas carac-
terísticas.

• Desenvolver conversores reversos baseados nos conjuntos de módulos pro-
postos.

• Otimizar unidades recorrentes dentro dos conversores para alcançar melhor
eficiência.

• Avaliar e comparar os conjuntos e os conversores propostos com o estado
da arte.

1.2 Contribuições

O escopo da tese limita-se à conversão RNS para binário, entretanto, além
das contribuições na área dos conversores reversos, outros resultados foram al-
cançadas paralelamente ao objetivo principal. As contribuições desta tese são
resumidamente as seguintes:

• Conversor reverso com maior DR para conjunto de módulos específico do
estado da arte (DR ' 9n) [8]. Além disso, este conjunto de módulos es-
pecíficos oferece operações modulares mais simples na conversão reversa,
em comparação com as abordagens genéricas [9] e [10]. O conversor pro-
posto permite menos bits por canal em comparação com as soluções mais
eficientes com intervalos dinâmicos menores.

• Procedimento para otimizar as multiplicações modulares por constantes
baseadas no módulo {2n}, {2n±1} e {2n±k}. Tais operações demonstra-
ram ser cruciais para o projeto conversores reversos eficientes.

• Proposta de arquitetura [11] para o conjunto modular genérico usando o
Teorema Chinês do Resto Aproximado (CRTf - Chinese Remainder The-
orem with Fractional Values) [12].
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• Método composto de duas abordagens para projetar conversores reversos
para conjunto de módulos genérico e escalável. A primeira abordagem
é baseada em estágios iterativos usados para reduzir a complexidade da
etapa final do conversor. A segunda abordagem minimiza o número de
estágios iterativos necessários na conversão para apenas dois níveis, com
custo mínimo de área em comparação com a solução de vários níveis e
podendo escalar eficientemente com maiores conjunto de módulos e n [10].

1.3 Organização da Tese

Esta tese contém seis capítulos, incluindo esta introdução. Exceto pelo
próximo capítulo, que fundamenta o assunto e sintetiza o estado da arte dos con-
versores reversos, e o último capítulo, que conclui a tese, os outros três capítulos
tem uma relação direta com os artigos publicados/submetidos às revistas e con-
ferências internacionais, o que facilita a compreensão de cada capítulo por si só.
Embora esta abordagem de apresentação não convencional tenha sido adotada,
os capítulos foram estruturados de forma consistente, a fim de garantir uma fá-
cil leitura e compreensão de todas as idéias e soluções propostas como trabalho
unificado. Isso traz para a tese duas características importantes: i) Clareza na
apresentação de contribuições de pesquisa; ii) Uma compreensão mais fácil da
análise entre as propostas de conjuntos de módulos/implementações/otimizações
e os resultados experimentais, uma vez que são reunidos em cada capítulo. Es-
clarecido isso, abaixo é apresentada a descrição em detalhes do restante da tese:

• Capítulo 2 – Este capítulo apresenta uma fundamentação básica sobre
RNS; o processo de conversão binário para RNS (conversão direta); as
unidades aritméticas modulares de multiplicação e soma; os algoritmos de
conversão RNS para binário (conversão reversa). Em seguida apresenta
e analisa os conjuntos de módulos usados nos conversores reversos mais
eficientes do estado da arte.

• Capítulo 3 – Este capítulo apresenta duas técnicas de otimização de uni-
dades de multiplicação modular por constante. Tais operações são cruciais
para o projeto de conversores reversos e unidades aritméticas eficientes.
Ambos os métodos foram aplicadas em unidades MACs para diferentes
módulos e larguras de operandos, com o objetivo de demonstrar seus ga-
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nhos e limitações. Nos próximos capítulos, essas técnicas são aplicadas
nas propostas e os resultados experimentais demostram que a otimização
dos multiplicadores modulares tem um impacto na velocidade e na área dos
conversores reversos com as maiores faixas dinâmicas do estado da arte.

• Capítulo 4 – Neste capítulo são propostas extensões verticais e horizon-
tais do conjunto tradicional de 3 módulos {2n,2n−1,2n +1}, com a faixa
dinâmica equivalente a 3n-bit, para escalar a faixa dinâmica e melhorar
o paralelismo de acordo com os requisitos. São apresentados dois méto-
dos diferentes para projetar conversores reversos genéricos para conjuntos
de módulos estendidos para os intervalos dinâmicos desejados. Os resul-
tados experimentais demonstram que as abordagens propostas alcançam
reduções significativas da área. Além disso, os resultados obtidos também
validam a escalabilidade melhorada das abordagens propostas, permitindo
melhores resultados com o aumento de n e da DR. Ainda é proposta uma
arquitetura de hardware melhorada para o algoritmo de conversão reversa
(CRTf), usando conjuntos de módulos genéricos balanceados.

• Capítulo 5 – Este capítulo sintetiza uma das maiores contribuições da tese:
Um método para projetar conversores reversos RNS eficientes, incluindo as
técnicas citadas acima, usando um novo conjunto de módulos com a faixa
dinâmica de 9n bits. Esse conjunto apresenta a maior faixa dinâmica do
estado da arte, que até então restringia-se a implementações de conversores
reversos eficientes até DR ' 8n. A abordagem proposta resulta em maior
paralelismo com um número menor de bits por canal.

• Capítulo 6 – Finalmente, este capítulo apresenta as conclusões e consi-
derações sobre as principais contribuições deste trabalho, além de sugerir
novos desdobramentos na forma de trabalhos futuros.
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CAPÍTULO 2

Fundamentação e Estado da Arte

Uma sistema típico baseado em RNS, apresentado na Figura 2.1, possui
quatro características principais relacionadas com a sua funcionalidade: i) con-
junto de módulos, ii) conversão direta, iii) unidades aritméticas modulares e iv) con-
versão reversa. Cada unidade completa é baseada em um conjunto de módulos,
os quais são inteiros primos entre si (co-primos). A faixa dinâmica é definida
pelo produto de todos os módulos e define o intervalo de entrada. O conversor
direto, também chamado de conversor binário para RNS, converte um número
binário na para sua representação equivalente em RNS, baseada no conjunto de
módulos. As unidades aritméticas modulares são os blocos que de fato executam
paralelamente as operações de soma, subtração e multiplicação livres de carry .
Por fim, o conversor reverso, também chamado de conversor RNS para binário,
transforma os vários resíduos calculados pelos canais paralelos em um número
binário equivalente. Esta seção apresentará de forma básica o sistema numérico
residual, seleção do conjuntos de módulos, a etapa de conversão direta, as uni-
dades aritméticas modulares de soma e multiplicação e, finalmente, a conversão
reversa.

RNS para Binário

Aritmética AritméticaAritmética

RNS para Binário

...

X

Y

{m1} {m2}

⟨X⟩m1
⟨X⟩m2

⟨Y ⟩m1
⟨Y ⟩m2

{mn}

⟨X⟩mn

⟨Y ⟩mn

{m1, m2, ..., mn}

Figura 2.1: Diagrama de blocos de uma unidade aritmética completa baseada em RNS.
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2.1 Introdução do Sistema Numérico de Resíduos

A representação de um valor em RNS se dá por uma sequência de valores
menores para uma determinada base. Essa base é formada por um conjunto de
módulos {m1,m2, ...,mn}. Os módulos devem ser co-primos, ou seja, o MDC
(Máximo Divisor Comum) deve ser igual a 1, i.e., MDC(mi,m j) = 1, onde i 6= j.
Assim, um valor X representado em RNS tem a forma X = (R1,R2, ...,Rn), onde:

Ri = X mod mi = |X |mi , 0≤ Ri < mi. (2.1)

Ou seja, o valor Ri é o resto da divisão inteira de X por mi. Por exemplo,
considerando um sistema RNS baseado no conjunto de módulos {5,8,11}. A
representação dos valores 32 e 48 seria:

|32|5 = 2, |32|8 = 0, |32|11 = 10

|48|5 = 3, |48|8 = 0, |48|11 = 4.

Portanto, o valor 32 e 48 são representados em RNS(5,8,11) como (2,0,10)
e (3,0,4), respectivamente. Podemos fazer a soma desses dois números utilizando
a representação por resíduo:

|2+3|5 = |0|5, |0+0|8 = |0|8, |10+4|11 = |3|11.

O valor da soma é 80, equivalente à representação RNS(5,6,9) (0,0,3). A
verificação nos confirma a operação:

|80|5 = 0, |80|8 = 0, |80|11 = 3.

Isso demonstra como as operações de soma podem ser executadas para-
lelamente em diferentes canais residuais sem propagação de carry. O resto das
operações segue o mesmo princípio.

Como citado anteriormente, o intervalo para representação exclusiva de
inteiros é dada pelo DR (Dynamic Range) de cada conjunto de módulos, ou
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seja, cada X terá uma representação RNS única desde que esteja no intervalo de
[0,DR−1]. O DR é calculado multiplicando todos os módulos do conjunto: DR=

m1×m2× ...×mn. Para o conjunto de módulos usado como exemplo {5,8,11} a
faixa dinâmica é [0,(5×8×11−1)] = [0,439]. Outra forma de representar o DR
aproximado de um conjunto de módulos é utilizando o número de bits do produto.

2.2 Conjunto de Módulos

Duas características importantes em unidades RNS são: i) O nível de pa-
ralelismo, ou seja, o número de canais modulares em que o operando será dividido
e processado em paralelo; ii) A faixa dinâmica (DR), que é o intervalo para re-
presentação exclusiva de inteiros. Essas duas características são definidas pelo
conjunto de módulos, bem como a complexidade das conversões. Está demons-
trado no estado da arte que os conjuntos de módulos que são potência de dois
{2n,2n±1} simplificam as operações aritméticas necessárias para as implemen-
tações RNS [5]. O conjunto de módulos mais tradicional é {2n,2n− 1,2n + 1},
com três módulos e o DR por volta de 3n bits (DR ' 3n) [6, 7]. Entretanto, esse
DR não é o suficiente para aplicações que exigem uma faixa dinâmica maior e
mais paralelismo. Dessa forma, novos conjuntos de módulos vêm sendo introdu-
zidos nos últimos anos. Abaixo é apresentada uma lista de alguns conjuntos que
propõem o aumento da faixa dinâmica e na Tabela 2.1 eles são organizados em
uma matriz de número de módulos por DR. Estes conjuntos de módulos serão re-
visitados em detalhes no estado da arte dos conversores reversos (Subseção 2.5.1).

Tabela 2.1: Principais conjuntos de módulos do estado da arte organizados com relação ao
número de módulos vs. DR.

Número de Módulos
3 4 5 6

DR

4n [7] [13] [14] [15] – –
5n – [16] [17] [18] [19] [20] –
6n – [16] [17] [21] com (β = n) [21] com (β = 0n)
7n – – [21] com (β = 2n) [21] com (β = n)

8n+1 – – – [21] com (β = 2n)
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• {2n,2n±1,222n+1 +++111} [13];

• {2n,2n±1,222n+1−−−111} [14];

• {2n,2n±1,222n−1 +++111} e {2n,2n±1,222n−1−−−111} [15].

• {2n+β ,2n± 1} [7], onde 0 ≤ β ≤ n é usado para extender o DR vertical-
mente até 4n-bits com o conjunto de 3 módulos. A sobrecarga do canal 2n

até 22n pode ser feito sem afetar o atraso nos canais aritméticos.

• {2n,2n±1,222n±1−−−111} [18];

• {2n+1,2n±1,222n+1±±±111} [19], os módulos considerados nesse trabalho são
números co-primos para n par, porém, multiplicativas inversas complexas
são necessárias, resultando em uma estrutura de conversão reversa bastante
custosa;

• {2n,2n±1,222n±±±222
(n+1)

2 +++111} [20], o qual é composto de módulos co-primos
para n ímpar e foi revisitado por Hiasat em [22].

• {222

n+β︷︸︸︷
2n ,2n ± 1,222n ±±± 222

(n+1)
2 +++ 111}. Extensão puramente vertical proposta

por [21], com (β = n), do conjunto apresentando em [22].

• {2222n,2n±1,2222n+1−−−111} [16], extensão vertical e horizontal ao custo de um
conjunto de módulos desbalanceado.

• {2222n,2n± 1,2222n +++ 111} [17], extensão vertical e horizontal ao custo de um
conjunto de módulos desbalanceado também.

• {222

n+β︷︸︸︷
3n ,2n ± 1,222n ±±± 222

(n+1)
2 +++ 111}. Extensão puramente vertical proposta

por [21], com (β = 2n), do conjunto apresentando em [22].

• {222

n+β︷︸︸︷
3n ,2n± 1,222n±±± 222

(n+1)
2 +++ 111,222n+1 +++ 111}. Extensão vertical e horizontal

proposta por [21], com (β = 2n). Conjunto se mantém balanceado entre os
canais
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2.3 Conversores Diretos

Apesar da complexidade dos conversores reversos ser maior e poder invia-
bilizar a aplicação de RNS na aceleração de algoritmos de processamento digitais,
os conversores diretos, também chamados de conversores binários para RNS, tem
um papel importante no objetivo de implementar uma unidade aritmética com-
pleta baseada em RNS. O conversor direto consiste em unidades independentes
para cada módulo do conjunto de módulos definidos para transformar um número
inteiro binário ponderado em sua representação equivalente RNS. A Figura 2.2
apresenta um esquema gráfico que representa a conversão de uma variável X para
os módulos 2n,2n−1,2n +1. Considerando que a variável X tem m bits, ou seja,
X =(xm−1xm−2...x1x0)2, ela deve ser dividida em j blocos (bi) de tamanho n. Para
cálculo do valor |X |2n somente os n bits menos significativos são considerados, o
resto dos bits são desprezados. Esse módulo proporciona uma conversão direta
sem a necessidade de hardware, sendo representada matematicamente por:

|X |2n = b0 = (xn−1...x1x0)2. (2.2)

No processo de conversão para os módulos 2n±1 todos os blocos (bi) são
somados aplicando o módulo correspondente, com a diferença que para o módulo
2n + 1 os blocos ímpares, destacado na Figura 2.2, são negativos. A Eq. (2.3) e
a Eq. (2.4) apresentam o processo de conversão para os módulos 2n−1 e 2n +1,
respectivamente.

|X |2n−1 =

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

bi

∣∣∣∣∣
2n−1

(2.3)

|X |2n+1 =

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

(−1)ibi

∣∣∣∣∣
2n+1

(2.4)

Abaixo a Eq. (2.5) converte um valor binário X de tamanho j bits, ou seja,
X = (x j−1x j−2...x1x0)2, em seu valor módulo m (|X |m):

|X |m =

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

2ixi

∣∣∣∣∣
m

=

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0
|2i|mxi

∣∣∣∣∣
m

=

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

bi

∣∣∣∣∣
m

(2.5)



2.3. Conversores Diretos 36

bj�1

m = 2n

n

m = 2n � 1 m = 2n + 1

b1 b0

…… … …X =

b1 = pp1

…

…
…

…

…

…
…

…

…

b0 = pp0

b1 = pp1

bj�1 = ppj�1

b0 = pp0

bj�1 = ppj�1

|X|2n�1 =

�����

j�1X

i=0

bi

�����
2n�1

<latexit sha1_base64="Ldcmlayw6s11JSCAns15NCgcnCQ="></latexit><latexit sha1_base64="Ldcmlayw6s11JSCAns15NCgcnCQ="></latexit><latexit sha1_base64="Ldcmlayw6s11JSCAns15NCgcnCQ="></latexit><latexit sha1_base64="Ldcmlayw6s11JSCAns15NCgcnCQ="></latexit>

|X|2n = b0

|X|2n+1 =

�����

j�1X

i=0

(�1)ibi

�����
2n+1

<latexit sha1_base64="WYnQj9n5BoSbyj0tR1F3HzlF4zg="></latexit><latexit sha1_base64="WYnQj9n5BoSbyj0tR1F3HzlF4zg="></latexit><latexit sha1_base64="WYnQj9n5BoSbyj0tR1F3HzlF4zg="></latexit><latexit sha1_base64="WYnQj9n5BoSbyj0tR1F3HzlF4zg="></latexit>

Figura 2.2: Esquema de conversão direta para os módulos 2n,2n−1,2n +1 de um valor X.

Se substituirmos os módulos m por 2n±k de forma genérica, com k ímpar,
já que só números ímpares podem ser co-primos, temos:

|X |2n−k =

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

kibi

∣∣∣∣∣
2n−k

=

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

∣∣ki∣∣
2n−k bi

∣∣∣∣∣
2n−k

(2.6)

|X |2n+k =

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

(−k)ibi

∣∣∣∣∣
2n+k

=

∣∣∣∣∣
j−1

∑
i=0

∣∣−ki∣∣
2n+k bi

∣∣∣∣∣
2n+k

(2.7)

Por exemplo, considerando n = 3 para {2n}, {2n− 1} e {2n + 1}, temos
o seguinte conjunto de módulos 8,7,9. Para calcular os resíduos do valor binário
X = 119 temos:

r1 = |X |2n = |119|8 = |(01110111)2|8 = (111)2 = 7
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r2 = |X |2n−1 = |119|7 = |(01110111)2|7 =
= |(01)2 +(110)2 +(111)2|7 = |1+6+7|7 = 0

r3 = |X |2n+1 = |119|9 = |(01110111)2|9 =
= |(01)2− (110)2 +(111)2|9 = |1−6+7|9 = 2

Dessa forma, a representação residual de 119 para o conjunto de módulos
(8,7,9) é (7,0,2).

Existem vários trabalhos que propõem conversores diretos eficientes [23,
24, 25, 26], entretanto, as arquiteturas não se diferenciam muito da estrutura ge-
nérica apresentada na Figura 2.3. A pré-computação é uma etapa sem hardware
que se encarrega de obter os produtos parciais

∣∣2i
∣∣
m xi, 0 ≤ i ≤ j− 1. Depois os

“g” produtos parciais são computados por somadores multi-operando, como ár-
vores de somadores CSA (Carry-Save Adders) do módulo correspondente [23] ou
compressores modulares, executando a operação

∣∣∣∑ j−1
i=0

∣∣2i
∣∣
m xi

∣∣∣
m

e obtendo dois
vetores Co e So, os quais são somados modularmente em um conversor final (FC
- Final Converter). O FC é composto por somadores completos que executam
uma soma modular e é detalhado na próxima seção.

X

Compressor Modular (g:2)

Pré-computação de
Produtos Parciais

…pp0 pp1

FC

|X|m

ppg�1

Co So

Figura 2.3: Arquitetura genérica de conversor binário para RNS.
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2.4 Unidades Aritméticas Modulares

2.4.1 Somadores

Para implementação dos conversores reversos e unidades aritméticas de
soma modular eficientes é utilizado basicamente duas classes de somadores: i)
Os somadores multi-operandos que não realizam a soma completa, evitando a
propagação de carry e gerando ao final dois vetores, carry (Co) e soma (So); ii)
Os somadores de dois operandos que é o estágio final da soma, conhecido como
conversor final (FC). Existem diversas propostas para essas duas classes, essa
seção aborda rapidamente as estruturas utilizadas pelas propostas desta tese, ou
seja, árvores CSA e compressores para somadores multi-operandos e conversor
final paralelo para somadores de dois operandos.

É possível escolher várias topologias de árvore CSA. Por exemplo, a ár-
vore de Wallace é conhecida pelo seu ótimo tempo de computação, ao adicionar
vários operandos. É a topologia com menor atraso entre as topologias, mas com
a maior complexidade de roteamento das linhas de conexão. Já a árvore balan-
ceada tem o menor número de linhas de interconexão, mas tem maior atraso. A
Figura 2.4 mostra um exemplo de árvore de Wallace com CSA+EAC para soma
modular {2n−1} de 10 operandos.

Já os compressores utilizam contadores paralelos que reduzem bits da
mesma coluna. Um compressor maior pode ser gerados a partir de árvores de
compressores menores e ainda tem uma estrutura mais regular com relação às
árvores CSA porque os operandos são somados na forma de uma árvore binária.
Conforme apresentado na Figura 2.5

A soma modular de dois operandos |A+B|m é calculada como A+B−
m se A+B ≥ m ou A+B caso contrário. A estrutura paralela apresentada na
Figura 2.6 processa as duas operações juntas e é usado um multiplexador 2 : 1
para selecionar um dos resultados. O multiplexador é controlado pelo sinal da
operação A+B−m.

A arquitetura geral pode ser especializada facilmente para {2n} simples-
mente implementando um somador binário (CPA - Carry-Propagate Adder) e
ignorando as saídas de carry. Já para o módulo {2n +1} pode ser usado um CPA
com EAC (End-Around Carry). Para aumentar a eficiência, os CPAs são substi-
tuídos por somadores mais eficientes na computação dos carrys; por exemplo, o
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CSA+EAC CSA+EAC

CSA+EAC CSA+EAC

CSA+EAC

CSA+EAC

CSA+EAC

W1 W2 W3 W4 W5 W6
n n n n n n

W7 W8 W9
n n n

CSA mod                  -tree{2n � 1}

n n

CSA+EAC

W10
n

Figura 2.4: Árvore CSA para soma modular {2n−1} de 10 operandos.

somardor de prefixo paralelo KSA (Kogge-Stone Adder).

Para o módulo {2n + 1} as arquiteturas são mais complexas porque são
necessários circuitos adicionais para tratar os bits com peso (n+1). Entretanto, o
emprego do sistema numérico diminished-one é usado para evitar que o circuito
de soma precise tratar esse bit adicional. O bit adicional somente é “1” para
representar o valor 0, o que é facilmente alcançando subtraindo em 1 o valor
binário normal. A vantagem desta representação é que o valor zero, para o qual
todas as operações aritméticas são inibidas, é identificado de forma exclusiva com
o valor 1 no bit mais significativo (MSB - Most Significant Bit). Por isso, para
reduzir a complexidade e melhorar a eficiência, o sistema numérico diminished-
one é usado juntamente com o IEAC (Inverte End-Around Carry) no projeto de
somadores de módulo{2n +1}.
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Compressor (4:2) Compressor (4:2)

W1 W2 W3 W4 W5 W6
n n n n n n

W7 W8 W9

n n n

n n

W10
n

Compressor (4:2)

Compressor (4:2)
Compressor 10:2

Figura 2.5: Compressor (10 : 2), a partir de compressores (4 : 2), para 10 operandos.

Somador

|A + B|m
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|A|m
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A + B
A + B � m

Figura 2.6: Estrutura Paralela do Conversor Final (FC)
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2.4.2 Multiplicadores

2.4.2.1 Multiplicação {2n±1}

A multiplicação modular pode ser implementada colocando um circuito
de redução modular na saída de um multiplicador binário comum. Entretanto,
projetos mais eficientes são possíveis se a redução modular é combinada com a
acumulação dos produtos parciais utilizando árvores multiníveis de CSA e uma
soma final executada por CPA com EAC.

A Figura 2.7 mostra a estrutura da soma para um multiplicador módulo
{2n− 1} com n = 8 comparada com a implementação binária. Os pesos maio-
res do que 2n (lado esquerdo da linha vertical laranja na multiplicação binária)
são divididos por 2n, ou seja, os bits carry de saída com peso {22n−2, ...,2n} são
inseridos na mesma linha com pesos {|22n−2|2n−1, ..., |2n|2n−1} = {2n−1, ...,20}.
Portanto, a árvore CSA resultante é da forma n× n (comprimento × profundi-
dade).

Binary

Product AxB (n-bits)

RNS (modulo 2n-1)

Product mod(AxB)2n-1

Figura 2.7: Multiplicação modular {2n−1} com n = 8 vs. multiplicação binária.
Fonte: [27]

O produto do multiplicador {2n +1} é calculado seguindo o mesmo mé-
todo. As principais diferenças são que os bits com peso {22n−1, ...,2n} são com-
plementados e inseridos na próxima linha com pesos {|22n−1|2n+1, ..., |2n|2n+1}=
{−2n−1, ...,−20}, indicados como valores complementados pelos quadrados es-
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curecidos na Figura 2.8. Dessa forma, um estágio adicional é necessário na árvore
CSA para soma do produto parcial complementado. Finalmente é adicionado um
termo corretor (COR) para ajustar os bits complementados inseridos no ajuste de
peso. A soma final também é executada por CPA com IEAC de módulo equiva-
lente.

Binary

Product AxB ((n+1)-bits)

RNS (modulo 2n+1)

Product mod(AxB)2n+1

COR

Figura 2.8: Multiplicação modular {2n +1} com n = 8 vs. multiplicação binária.
Fonte: [27]

Essa técnica gera um multiplicador modular bastante otimizado para duas
variáveis. Por exemplo, para o multiplicador módulo {2n−1} com n = 8 é neces-
sária uma árvore de quatro níveis empregando seis módulos CSA ao todo. Entre-
tanto, se um dos operandos é conhecido e constante, os produtos parciais podem
ser compactados de forma a garantir uma diminuição na altura da árvore CSA e,
consequentemente, no atraso causado pela operação.

2.4.2.2 Multiplicação {2n± k}

A multiplicação modular 2n± k também pode ser executada com a rein-
jeção dos bits para diminuir a complexidade da soma dos produtos parciais. O
cálculo dos pesos de cada coluna para os módulos 2n−k é dado por Wi = |2i|2n+k,
com n ≤ i < 2n. A Figura 2.9 apresenta o processo para n = 8 e k = −3. É pos-
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sível verificar os pesos calculados na primeira linha. Cada coluna à esquerda da
linha vertical laranja tem seu peso decomposto em pesos equivalentes das colunas
da direita e os bits equivalentes são reinseridos nos produtos parciais; por exem-
plo, os bits da coluna 3 são reinseridos na coluna com peso 2 e 1. Os quadrados
que representam os bits com mesmo peso possuem o mesmo preenchimento para
facilitar a compreensão do padrão de reinserção.

8 4 12128 64 32 1624 12 36192 96 48131

Compressor Modular (g:2)

FC

Co So

|A ⇥ B|2n�3

8 4 12128 64 32 16

A ⇥ B

Figura 2.9: Multiplicação modular {2n−3} com n = 8.

Para a multiplicação modular 2n + k, o cálculo dos pesos é mais compli-
cado e segue a Eq. (2.8). A Figura 2.10 apresenta o processo para n = 8 e k =−3.
É possível perceber que existem colunas com pesos negativos. Os bits dessas co-
lunas precisam ser complementados, representados em vermelho, e reinseridos à
direita. Além disso, é preciso calcular um fator corretor (COR) para equalizar as
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inversões dos bits.

Wi =

{
|2i|2n+k−2n + k, |2i|2n+k >

2n+k−1
2

|2i|2n+k, |2i|2n+k ≤ 2n+k−1
2

,n≤ i≤ 2n (2.8)

COR

8 4 12128 64 32 16

|A ⇥ B|2n+3

Compressor Modular (g+1:2)

FC

Co So

8 4 12128 64 32 16-24 -12 -3-667 -96 -489 134

A ⇥ B

Figura 2.10: Multiplicação modular {2n−3} com n = 8.
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EAC

2.5 Conversores Reversos

O conversor reverso transforma os vários resíduos calculados pelos canais
paralelos em um número binário equivalente. Para tal, vamos analisar os três al-
goritmos mais empregados na etapa de conversão CRT [1], MRC [3] e o novo
CRT-I [4]. Por exemplo, considerando uma representação RNS baseado no con-
junto de módulos (m1,m2, ...,mn), um valor representado (R1,R2, ...,Rn) pode ser
convertido para binário (X) das seguintes forma:

A. Usando o CRT:

X =

∣∣∣∣∣
n

∑
i=1

m̂i
∣∣m̂−1

i

∣∣
mi
×Ri

∣∣∣∣∣
M

. (2.9)

A faixa dinâmica é igual ao produto de todos os módulos do conjunto
(M = ∏

n
i=1 mi), m̂i = M/mi, e

∣∣m̂−1
i

∣∣
mi

representa a multiplicativa inversa
do m̂i com o respectivo módulo mi.

B. Usando o MRC:

X = vn

n−1

∏
i=1

mi + ...+ v3m2m1 + v2m1 + v1 (2.10)

Os coeficientes v1,v2, ...,vn podem ser obtidos dos resíduos por:

vn =
∣∣(((Rn− v1)×|m−1

1 |mn − v2
)
×

×|m−1
2 |mn − ...− vn−1

)
×|m−1

n−1|mn

∣∣
mn

(2.11)

C. Usando o Novo CRT-I [4]:

X =

∣∣∣∣∣
n

∑
i=1
|ViRi|m̂1

∣∣∣∣∣
m̂1

m1 +R1 (2.12)
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V1 =
m̂1|m̂−1

1 |m1 −1
m1

(2.13)

Vi =
∣∣m̂−1

i

∣∣
mi

m̂i

m1
, 2≤ i≤ n (2.14)

Abaixo temos um exemplo numérico onde o valor representado em RNS
(conjunto de módulos m1,m2,m3 = 5,8,11 ) como (R1,R2,R3) = (3,0,4) é con-
vertido com as Equações 2.9, 2.10 e 2.12, respectivamente.

CRT:

M = 5×8×11 = 440

m̂1 = 440/5 = 88 → |m̂−1
1 |5 = 2

m̂2 = 440/8 = 55 → |m̂−1
2 |8 = 7

m̂3 = 440/11 = 40 → |m̂−1
3 |11 = 8

X = |88×2×3+55×7×0+40×8×4|440 = 48

MRC:

v1 = R1 = 3

v2 = |(0−3)×5|8 = 1

v3 = |((4−3)×9−1)×7|11 = 1

X = 1×5×8+1×5+3 = 48

Novo CRT-I:

V1 =
m̂1|m̂−1

1 |m1 −1
m1

=
88×2−1

5
= 35

V2 =
∣∣m̂−1

2

∣∣
m2

m̂2

m1
= 7× 55

5
= 77

V3 =
∣∣m̂−1

3

∣∣
m3

m̂3

m1
= 8× 40

5
= 64

X = |35×3+77×0+64×4|88×5+3 = 48 �
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Apesar do algoritmo MRC ser bastante difundido e usado na área de con-
versores reversos, ele não apresenta boa eficiência para conjuntos modulares foca-
dos na obtenção de grandes faixas dinâmicas e aumento da paralelização devido à
sua natureza recursiva e serial [10]. Baseados no CRT, ainda existe os algoritmos
Novo CRT II e o CRTf, que são detalhados na Seção 4.2.

Para criação de fato do conversor reverso, é necessário levar em conside-
ração as equações de conversão dos algoritmos, após serem simplificadas com a
substituição dos valores do conjunto de módulos escolhido, e utilizar componen-
tes de hardware, como somadores, multiplicadores, entre outros. Na Figura 2.11
são apresentadas arquiteturas genéricas para implementação do algoritmos CRT
e o Novo CRT-I. A fase de pré-computação é executada em tempo de projeto e
tem como objetivo gerar o menor número de produtos parciais da multiplicação
modular das constantes geradas pelos algoritmos pelas variáveis (Ri). A quanti-
dade de produtos parciais é o maior impacto na eficiência dos conversores, uma
vez que eles determinam a profundidade da árvore CSA ou do compressor que
aparece como a segunda etapa. Depois disso, o conversor final faz a soma com
propagação de carry e gera o valor binário X para o CRT. Enquanto que para com-
pletar o Novo CRT-I é necessária a concatenação com R1, denotada pelo símbolo
∗, conforme em [10, 22], sem custo em área ou atraso.

2.5.1 Estado da Arte de Conversores Reversos

Este estado da arte se refere aos conversores reversos em função dos con-
juntos modulares, uma vez que as estruturas reversas de conversão geralmente
são apresentadas sempre que um novo conjunto de módulos é proposto.

Como comentado anteriormente, é possível usar extensões horizontais
para adicionar mais módulos ao conjunto, enquanto as extensões verticais dos
canais são usadas para aumentar o DR. Esta abordagem tem sido considerada e
proposta no estado da arte, como os conjuntos de quatro módulos com um DR
de cerca de 4n-bit: {2n,2n ± 1,222n+1 +++ 111} e {2n,2n ± 1,222n+1 −−− 111} [13], [14],
{2n,2n ± 1,222n−1 +++ 111} e {2n,2n ± 1,222n−1 −−− 111} [15]. As extensões horizontais
de conjuntos de cinco módulos com um DR de aproximadamente de 5n bits
também foram propostas: {2n,2n± 1,222n±1−−− 111} [18], {2n+1,2n± 1,222n+1±±± 111}
[19], e {2n,2n±1,222n±±±222

(n+1)
2 +++111} [20] que é composto por módulos co-primos

para n ímpar e foi revisitado pela Hiasat em [22]. Os módulos considerados
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Compressor Modular (g:2)

Pré-Computação

FC

…

R1 R2 Rn…

pp0 pp1 ppg�1

X

CRT

Compressor Modular (g:2)

Pré-Computação

FC

…

R1 R2 Rn…

pp0 pp1 ppg�1

X
*

Novo CRT-I

Co SoCo So

Figura 2.11: Diagrama de blocos genéricos dos conversores reversos baseados no CRT e Novo
CRT-I.

em [19] são números co-primos por n iguais, no entanto, são necessárias mul-
tiplicativas inversas complexas, resultando em estruturas de conversão reversa
dispendiosas. Em [28], os autores propuseram um conjunto de oito módulos
{2n−5−1,2n−3−1,2n−3+1,2n−2+1,2n−1−1,2n−1+1,2n,2n+1}. O conjunto
de módulo proposto não é regular, apresentando canais com n até n−5 bits com
módulos não co-primos, resultando em um baixo DR. Como em [19], multipli-
cativa inversas complexas são necessárias, resultando em estruturas de conversão
inversa dispendiosas e hierarquicamente complicadas. Adicionalmente, exten-
sões verticais têm sido propostas, como em [7] ({222n+β ,2n± 1}, 0 ≤ β ≤ n), no
qual a variação de β é usado para aumentar o DR até 4n-bits com um conjunto
de três módulos. Isso é alcançado em direção a um conjunto de módulos mais
balanceado, uma vez que há diferença de desempenho entre as unidades 2n e as
unidades aritméticas 2n± k. Portanto, a sobrecarga do canal {2n} até {22n} pode
ser feita sem afetar o atraso nos canais aritméticos.

Recentemente, foram propostos conjunto de módulos com ambas as ex-
tensões: {2222n,2n± 1,2222n+1−−− 111} [16], {2222n,2n± 1,2222n +++ 111} [17], e {222n+β ,2n±
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1,222n±±±222
n+1

2 +++111,222n+1+++111} e ){222n+β ,2n±1,222n±±±222
n+1

2 +++111,222n−1+++111} com− (n−1)
2 ≤

β ≤ 3n [21]. As propostas [16] e [17] fornecem um DR de ' 6n-bits. A pro-
posta [21] fornece um conjunto de módulos mais balanceado com um DR de
(8n+1) bits.

O artigo [9] apresentou um método baseado no Novo CRT-I para projetar
conversores reversos que usam conjunto de módulos estendidos, híbridos e ge-
néricos na forma de {222n+β ,2n± 1,222n±±± kkk1,222n±±± kkk2, ...,222n±±± kkk f }, com k j sendo
ímpar e 0 ≤ β ≤ n. No entanto, esse método impõe uma seleção de peso modu-
lar complexa dos termos multiplicativos associada às entradas dos resíduos, que
é uma desvantagem substancial. Além disso, a adição modular dessas entradas
ponderadas requer um grande número de comparações e, consequentemente, um
circuito dedicado é usado na arquitetura para reduzir a complexidade do passo de
conversão final.

Por outro lado, os conversores reversos baseados no Teorema Chinês do
Resto Aproximado (CRTf - Chinese Remainder Theorem with Fractional Values)
apresentados por [12] oferecem melhorias em relação à implementação clássica
do CRT. Essa abordagem propõe um novo formato para o CRTf, que permite
uma conversão reversa sem erros. Comparado com o CRT clássico, que utiliza
operações modulares mais complexas, o CRTf permite uma melhor implementa-
ção de hardware porque ele usa operações modulares mais simples. O gargalo
dessa abordagem são as multiplicações por constantes, necessárias no processo
de conversão.

Apesar das diferentes arquitetura apresentadas, os conversores reversos
podem ser generalizados conforme a Figura 2.11 e analisadas com relação ao
número de produtos parciais (g) na saída da pré-computação, como exemplo, na
proposta de [7] temos g = 4, somados por dois CSA e um somador completo,
ambos módulo 22n−1. Já [18], [22], [21], [9] e [17] propõem uma solução com
g = 5, g = 8, g = 10, g = 9 e g = 5, respectivamente.

2.6 Conclusão

Esse capítulo apresentou as principais propostas no estado da arte para
conjuntos de módulos e conversores. Existem diversas abordagens, mas o eixo
central das soluções propostas baseadas no CRT, no Novo CRT-I e no CRTf bus-
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cam conjuntos balanceados que permitam operações modulares mais simples no
conversor reverso com a finalidade de diminuir a complexidade dessa etapa. Ao
final, tudo indica que, apesar das diversas abordagens discutidas, a maior influen-
cia está no número de produtos parciais (g). Existe um forte indício que, além da
proposta de novos conjuntos balanceados, implementações focadas na otimização
dos produtos parciais (“Pré-computação”) e, consequentemente, na diminuição da
complexidade da etapa de “compressão modular (g:2)”, trazem avanço para área
de conversão de RNS para binário.



CAPÍTULO 3

Otimização de Multiplicadores
Modulares por Constante

No Capítulo 2, foram apresentados os algoritmos mais empregados na
conversão da representação RNS para binário. Analisando as equações desses
algoritmos, é possível perceber a repetição sistemática do multiplicador modular

por constante na Eq. (2.9) do algoritmo CRT

∣∣∣∣∣∣∣

Constante︷ ︸︸ ︷
m̂i
∣∣m̂−1

i

∣∣
mi
×Ri

∣∣∣∣∣∣∣
M

e na Eq. (2.12)

do Novo CRT-I

∣∣∣∣∣∣

Constante︷︸︸︷
Vi ×Ri

∣∣∣∣∣∣
m̂1

. Além disso, no mesmo capítulo foi apresentada

a arquitetura de hardware genérica para implementação dos conversores reversos
(Figura 2.11), baseados no CRT e Novo CRT-I. Destacou-se a etapa de compres-
são modular, que possui grande influência na eficiência da implementações dos
conversores. Basicamente, essa etapa executa a soma dos produtos parciais gera-
dos da multiplicação das várias constantes, dadas pelas equações dos algoritmos,
com as variáveis, valores dos resíduos, para executar a conversão. Ao final da aná-
lise do estado da arte dos conversores reversos, percebe-se que, além da proposta
de novos conjuntos de módulos, os trabalhos da área sempre visam diminuir a
quantidade de produtos parciais, que entram no compressor, com as mais diversas
estratégias.

Dessa forma, o emprego de técnicas de otimização focadas em diminuir
o número de produtos parciais para determinadas constantes extraídas do con-
junto de módulos implicará em uma implementação de conversor reverso mais
eficiente e podendo ser aplicada em diversas proposta da área. Nesse capítulo
será apresentado um método, publicado em parte em [11], que propõe e organiza
algumas técnicas de otimização de multiplicação modular por constante focada
nos conversores reversos baseados no CRT e no Novo CRT-I, os quais tem como
características a acumulação modular dos resultados de várias multiplicações de
grandes constantes por variáveis. Depois é apresentado um segundo método de
otimização lógica focado na multiplicação modular na forma {2n± k} de uma
constante por uma variável. Ao final, as técnicas são aplicadas a uma unidade
aritmética modular variando o módulo e a largura de bits.
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3.1 Método de Otimização para Conversores Reversos

Como visto na seção anterior, as técnicas mais comuns de conversão re-
versa dependem de multiplicação modular por constante. Em geral, são feitas
várias multiplicações de pequenas variáveis com grandes constantes e depois os
produtos resultantes são todos somados. Diminuir a complexidade dessa soma
é essencial para ter conversores cada vez mais rápidos. Dessa forma, para apro-
veitar essa particularidade dos algoritmos de conversão reversa, foi criado um
método que em três etapas reune diversas técnicas de otimização lógica e usa a
melhor combinação para uma determinada constante.

Para ilustrar as técnicas utilizadas, considere a soma dos produtos ge-
rados entre as constantes 32767 (111111111111111)2, 249 (11111001)2, 193
(11000001)2 e as variáveis P (p3 p2 p1 p0)2, Q (q1q0)2 e R (r2r1r0)2. A operação
modular implementada é dada por |32767× p3 p2 p1 p0 +249×q1q0 +193× r1r0|255.
É importante notar que o estudo de caso escolhido usa modulo 2n−1 (n = 8), en-
tretanto essas técnicas podem ser estendidas para qualquer módulo (2n+1, 2n±k
ou 2n).

3.1.1 Pré-computação das Constantes

A primeira etapa é a pré-computação das constantes. Nessa etapa a cons-
tante é analisada e pode ser modificada para gerar menos produtos parciais. São
usados três métodos conforme apresentado na Figura 3.1: complemento, recodi-
ficação e a combinação das duas. Cada método é testado para verificar qual gera
o menor número de produtos parciais.

Uma técnica simples, embora muito útil para reduzir o número de pro-
dutos parciais, consiste em complementar o valor de uma determinada cons-
tante baseado no módulo usado. Por exemplo, |32767×P|255 = |127×P|255 =

| − 128×P|255. Para tratar o valor negativo, é aplicado o complemento de um
na variável P (P) e aplicado um fator corretor adicional (CORP). A expres-
são resultante é |128× P +CORP|, onde CORP é o menor valor que satisfaz:
|27×P+CORP|255 = 0, quando P = 0. Dessa forma, a solução é CORP = 120.
O valor de CORP é escolhido para se ajustar exatamente na matriz, como apre-
sentado na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Representação gráfica da etapa de pré-computação.
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Outra técnica poderosa é a recodificação de “uns” sucessivos na represen-
tação binária de uma constante. Por exemplo, |127×P|255 pode ser representado
como |∑6

n=0(2
n)×P|255, o qual é equivalente a |(27− 20)×P|255. O termo ne-

gativo também pode ser alcançado complementando a variável e adicionando um
fator corretor (CORP2 = 240) da mesma forma que apresentado anteriormente.
Resultando em |128×P+CORP2|255. Nessa técnica, cada bloco de “uns” gera
dois produtos parciais e um fator corretor. O algoritmo da pré-computação acu-
mula todos os corretores em apenas um produto parcial. Assim, quando há mais
de dois blocos de pelo menos três “uns” em uma dada constante, a constante
recodificada gerará menos produtos parciais que a original.

A última técnica testada é a recodificação do complemento. Essa otimiza-
ção traz resultados positivos quando a constante possui “uns” esparsos e blocos
de “zeros”. Após o complemento, esses valores são invertidos criando blocos de
“uns” que podem ser otimizados usando a recodificação. No exemplo apresentado
após o complemento temos: |− 128×P|255. A recodificação é aplicado à cons-
tante 128 (10000000)2, gerando o seguinte | − (28− 27)×P|255 = | − 28×P+

27×P|255. Finalmente, seguindo os passos discutidos anteriormente para elimi-
nar o termo negativo, temos: |28×P+27×P+CORP3|255, onde CORP3 = 240.

Para |32767×P|255 (Figura 3.1), o algoritmo escolherá a técnica do com-
plemento porque gera dois produtos parciais ao invés de três das outras técnicas
discutidas. Para completar o exemplo proposto anteriormente, as constantes 249 e
193 são submetidas ao método de pré-computação e os métodos que geram o me-
nor número de produtos parciais são os métodos complemento e o complemento
mais recodificação, respectivamente. O resultado pode ser visto nas Figuras 3.2
e 3.3.

Complemento

|249 ⇥ Q|255
| � 6 ⇥ Q|255 = |6 ⇥ Q + CORQ|255

CORQ =

27 26 25 24 21 2023 22

q0q1

q0q1

q0q1

q2

q2

q2

q0q1q2

q0q1 q2

q0 q1q2

0 00

0 0 0

11 1 00 0

27 26 25 24 21 2023 22

00

q0q1

00

00

00

q2

q0q1q2

0

0

0

000

0

0 00

1 1

Figura 3.2: Representação gráfica do resultado da pré-computação para |249×Q|255 comple-
mentado.
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Figura 3.3: Representação gráfica do resultado da pré-computação para |193×R|255 comple-
mentado e recodificado.

3.1.2 Compactação Vertical

Esta etapa tem o objetivo de eliminar toda a informação inútil nos produtos
parciais. Ela é usada em vários pontos do processo e reune três técnicas simples:
i) Compactação dos fatores corretores (CORs); ii) Compactação vertical; e iii)
Eliminação.

A primeira técnica consiste em aproveitar a característica da soma mo-
dular e unificar todos os CORs no menor número de produtos parciais possí-
veis. No nosso exemplo, conseguimos resumir os CORs, gerados a partir da
aplicação das técnicas de pré-computação, em apenas um produto parcial so-
mando todos os valores e aplicando o módulo correspondente. O resultado se-
ria: |CORP +CORQ +CORR|255 = |120+ 213+ 62|255 = 140 = 100011002. A
segunda técnica visa eliminar as lacunas (zeros) existentes entre os produtos par-
ciais. A idéia é eliminar qualquer constante sem valor, diminuindo considera-
velmente a quantidade de produtos parciais e complexidade do somador. Não é
necessária nenhuma adaptação, uma vez que a mudança vertical do bit não muda
o seu peso. A última técnica é a eliminação dos produtos parciais sem informação.

Apesar dessa etapa reunir técnicas simples, elas tem um impacto conside-
rável na acumulação de produtos modulares. No exemplo proposto anteriormente,
ela reduz de 27 para 5 produtos parciais, o que pode ser visto graficamente na Fi-
gura 3.4.
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Figura 3.4: As três técnicas da etapa de compactação vertical para o exemplo proposto.

3.1.3 Deslocamento Horizontal

O último passo é o computacionalmente mais complexo dentre as três
etapas. Além da compactação vertical, ainda é possível mudar os bits horizon-
talmente, adicionando novos bits com pesos equivalentes nas lacunas. Por exem-
plo, o último produto parcial depois da compactação vertical consiste em apenas
um bit relevante (r1). No entanto, exigiria um somador extra antes da adição
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final. Dessa forma, é desejável mover o bit r1 para lacunas em outros produ-
tos parciais aproveitando ao máximo os somadores instanciados. Mesmo que
isso signifique replicar a mesma informação em diversas posições para manter
o peso original do bit deslocado. A Figura 3.5 apresenta a operação: r1× 22 =

r1×21 + r1×20 + r1×20.
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Figura 3.5: Etapa de Deslocamento Horizontal.

3.2 Otimização lógica para multiplicação modular {2n±k}
por constante.

O método desta seção pode ser utilizado em conjunto com o método
apresentado na seção anterior. Ele deve ser executado depois da fase de pré-
computação e aceita apenas a otimização de uma variável por vez. Em geral, os
módulos nas formas 2n±1 e 2n não se beneficiam desse método devido à ca-
racterística intrínseca da reinjeção de bits, apresentada na Seção 2.4.2, ou seja,
são poucos os sinais iguais e/ou complementados na mesma coluna para esses
módulos.

Por exemplo, vamos considerar uma multiplicação modular 2n− k, sendo
n = 8 e k = 3, da constante 222 por uma variável de 8 bits (x). Isso gera os
produtos parciais mostrados na Figura 3.6. Devido à natureza modular da mul-
tiplicação, vários sinais são reinjetados e algumas colunas podem ser reduzidas
usando técnicas simples de otimização lógica. Por exemplo, a coluna com peso
23 contém duas vezes x4 e x7 e uma vez x7. Nesse caso, seria possível deslocar
o x4 para esquerda, pois (x4× 23)× 2 = x4× 24. Já para o sinal x7 poderia ser
realizada a mesma operação ou, ainda melhor, aproveitar o seu complemento para
substituir dois sinais pelo valor “um” que, posteriormente, pode ser comprimido
com outras constates. Sendo assim, temos: ((x7 + x7 + x7)×23 = (x7 +1)×23.
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Figura 3.6: Produtos Parciais da operação |222× x|253 antes da otimização.
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Figura 3.7: Algoritmo da etapa de otimização lógica.

Para automatizar essa etapa, foi criado um algoritmo (Figura 3.7) que
converte cada coluna em uma equação, a simplifica, move os sinais duplicados



3.3. Resultados Experimentais 59

para a coluna à esquerda e, ao encontrar a condição de parada, converte as equa-
ções em produtos parciais novamente. A primeira etapa é converter cada coluna
em uma equação. Por exemplo, a coluna com peso 23 é convertida em col23 =

x2 + x1 + x0 + x7 + x6 + x4 + x3 + x7 + x5 + x4 + 1− x7. Os valores complemen-
tados como x7 são representados como 1− x7. O processo de otimização retorna
a equação já simplificada (col23 = x0 + x1 + x2 + x3 + 2× x4 + x5 + x6 + x7 + 1),
possibilitando que a próxima etapa, de análise da equação otimizada, verifique
os sinais passíveis de deslocamento para uma coluna à esquerda (ex.: 2× x4). O
deslocamento é feito de forma iterativa, ou seja, o sinal é deslocado apenas uma
coluna por vez para compor a próxima equação e sofrer o mesmo processo nova-
mente. Toda essas etapas se repetem enquanto for possível otimizar as equações.
O resultado final da etapa de otimização do exemplo é mostrado na Figura 3.8.

Figura 3.8: Produtos Parciais da operação |222× x|253 depois da otimização.

O exemplo mostra uma redução de 66,67% no número de produtos parci-
ais, o que implica em melhoria na potência, área e no atraso do circuito de soma
modular. A redução de 12 para 4 produtos parciais permite implementar uma
árvore de apenas 2 níveis com 2 blocos CSA ao invés de uma árvore de 5 níveis
com 10 blocos CSA.

3.3 Resultados Experimentais

Para mostrar os aspectos práticos e as vantagens de ambos os métodos de
otimização, foram implementadas variações de uma unidade aritmética modular
bastante utilizada na área de processamento digital de sinais, o MAC (Multiplicador-
ACumulador). Cada unidade foi descrita em VHDL e sintetizada. A ferramenta
utilizada foi a Synopsys Design Vision (versão E-2010.12-SP4) para gerar um
netlist otimizado mapeado para tecnologia ASIC standard cells de 90nm da em-
presa UMC [29]. Os parâmetros de compilação foram “-exact_map -map_effort
medium -area_effort medium -power_effort medium”.
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A arquitetura interna das unidades MAC é baseada em [30], exceto que a
unidade é implementada sem os registradores de entrada e saída, ou seja, como
um circuito combinacional puro. Foi implementada uma unidade para cada lar-
gura de n bits no intervalo [8..65] e para cada módulo 2n±k, sendo k= [0,1,3,15,21],
ou seja, os módulos mais comuns na área dos conversores reversos. Além disso,
consideramos a multiplicação por constantes arbitrárias uniformemente distribuí-
das com a mesma quantidade de informação, 50% de “uns” na representação bi-
nária, garantindo uma comparação justa, independentemente do número de bits.

A Figura 3.9a apresenta as unidades sem qualquer otimização e a Fi-
gura 3.9b apresenta as mesmas unidades com todas as técnicas de otimizações
apresentadas nas Seções 3.1 e 3.2. Ambas as figuras possuem a mesma proporção
e a mesma escala nos eixos para possibilitar uma comparação direta. É possível
perceber nos dois casos que um número menor de bits é particularmente significa-
tivo para o atraso ao considerar operações aritméticas modulares em cada canal,
o que indica que o projeto de conversores reversos com ampla faixa dinâmica
deve seguir na direção do aumento do número de canais e, consequentemente,
no aumento da paralelização e diminuição do número de bits por canal para tirar
proveito de unidades aritméticas mais eficientes.

Com relação às técnicas de otimização, os resultados demonstram uma
melhora para todos os módulos na média. Os módulos mais afetados pela oti-
mização são os compostos por k com mais “uns” na representação, em sequência
decrescente±15,±21,±3,±1,±0. Tendo em média uma otimização de 28,21%,
22,44%, 12,66%, 6,95% e 3,70%, respectivamente. Entre os módulos com
k positivo e negativo os mais beneficiados pelas técnicas são os positivos (Fi-
gura 3.10), exceto para k = ±3, que registrou o mesmo ganho na otimização
independente do sinal.

Para alguns casos, a unidade otimizada retornou um atraso maior que a
unidade original. Isso acontece mais frequentemente para k = 0, porque para ope-
rações do módulo 2n os bits são truncados, e para k =±1, porque a reinjeção de
bits é simétrica. Dessa forma, para esses três módulos, as técnicas de otimização
da Seção 3.2 não são eficazes.
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Figura 3.10: Percentual de otimização para ±k.

Uma análise mais aprofundada pode ser feita para o pior ponto nos experi-
mentos (k = 0, n = 13), no qual a unidade original é 21,15% melhor. Nesse caso
específico, para variável escolhida aleatoriamente (11010101011002), a aplica-
ção das técnicas de otimização da Seção 3.1, que foram concebidas para otimizar
as multiplicações multi-operando dos conversores reversos, acabam sendo pre-
judiciais, uma vez que não há diferença dos produtos parciais pré-computados
(6+COR) e originais (7). Dessa forma, as portas inversoras e o fator corretor tem
um impacto maior que a redução dos produtos parciais. Isso pode ser contornado
de diversas formas na etapa de pré-computação quando aplicado em apenas um
multiplicador e deve ser abordado como trabalho futuro.

3.3.1 Comparação entre Implementações Binária e RNS

Para avaliar o crescimento do atraso em relação ao número de operações
em série binário vs. RNS, foram utilizados os resultados experimentais dos MACs
modulares otimizados apresentados na Tabela 3.9b e foi implementada uma ope-
ração binária equivalente (S = const ×Var1 +Var2). O DR = 110 bits foi se-
lecionado para ambas as implementações. O conjunto de módulos selecionado
para implementação RNS foi {22n,2±1,2n± 3,2n± 9,2n± 15}, com DR = 10n
e n = 11. Dessa forma, o canal com maior atraso (caminho crítico) é o 22n para
a implementação otimizada, ou seja, o atraso da operação é igual a 0,68ns. En-
tretanto, é necessário somar o atraso da conversão reversa, que pode ser obtido
em [10] e é igual a 4,80ns. Totalizando para uma operação o atraso total de
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5,48ns. Já a implementação binária tem um atraso total para uma operação de
4,43ns.

Apesar da implementação binária ser mais eficiente para uma operação, a
partir de duas operações em série, a implementação RNS tem um melhor desem-
penho, conforme apresentado na Tabela 3.1. Isso porque o custo da conversão
reversa permanece constante e a taxa do aumento do atraso por operação adicio-
nada é muito menor para RNS.

Tabela 3.1: MACs Binário vs. RNS para DR = 110 bits

Nº Op. 1 2 3 4 5 6

Binário (ns) 4,43 8,86 13,29 17,72 22,15 26,58
RNS (ns) 5,48 6,16 6,84 7,52 8,20 8,88
Ganho −23,70% 30,47% 48,53% 57,56% 62,98% 66,59%

3.4 Conclusão

Neste capítulo, foram apresentados dois métodos de otimização, o pri-
meiro focado nos conversores reversos que são em sua maioria construídos a
partir de múltiplas multiplicações entre diferentes constantes e variáveis. O mé-
todo procura organizar e otimizar as lacunas nos produtos parciais calculados em
tempo de projeto de forma a diminuir a complexidade do somador que finalizará
o cálculo. O outro método é focado na natureza da reinjeção de bits dos módulos
{2n± k}, que possibilita otimizações lógicas consideráveis coluna a coluna.

Apesar dos métodos terem sido concebidos para aplicações específicas,
nada impede de aplicar os dois métodos em qualquer multiplicação por cons-
tante. Dessa forma, ambos os métodos foram aplicadas em unidades MACs para
diferentes módulos e larguras de operandos, com o objetivo de demonstrar seus
ganhos e as limitações. Os resultados demonstram um ganho em média no in-
tervalo testado para unidades modulares {2n± k}, {2n± 1} e {2n} de 21,10%,
6,95% e 3,70%, respectivamente. Nos próximos capítulos, os métodos serão
aplicados nos conversores reversos propostos.
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CAPÍTULO 4

Propostas dos Conversores Reversos
Genéricos

Este capítulo apresenta duas contribuições da tese relacionadas com as
melhorias dos conversores reversos baseados em abordagens genéricas com ca-
pacidade de prover grande faixa dinâmica e publicadas em [10] e [11]. São elas:
i) Um novo método para projetar conversores reversos para conjuntos de módulos
estendidos apresentado em [9] e uma técnica adicional que minimiza o número
de níveis requeridos; ii) Uma arquitetura de hardware melhorada para CRTf [12]
usando conjuntos de módulos genéricos balanceados. Ao final é apresentada uma
seção de resultados que faz a comparação das propostas com a eficiência dos con-
versores reversos com grande DR do estado da arte. Além disso, também são
apresentadas as propostas otimizadas com as técnicas apresentadas no capítulo
anterior.

4.1 Método para Projetar Conversores Reversos de Dois
Níveis para Ampla Faixa Dinâmica

4.1.1 Extensões Híbridas Multi-Level para o Conjunto de Três Módulos
{2n,2n±1}

Nesta propostas são considerados ambas extensões (vertical e horizontal).
Para a extensão vertical, a potência de dois é estendida, alcançando um conjunto
de módulos mais equilibrado, uma vez que os módulos com potência de dois
geralmente permitem operações aritméticas mais eficientes do que os conjuntos
de módulos restantes para o mesmo comprimento de palavra [21]. Isso leva ao
conjunto de módulos {222n+β ,2n± 1}, com 0 ≤ β ≤ n, cobrindo DRs de até 4n
bits [7].

Com o objetivo de conseguir conjuntos de módulos mais amplos usando
módulos genéricos, as extensões horizontais do conjunto de módulos são aqui
propostas pela adição de pares de módulos conjugados ao conjunto de módulos
acima, da mesma forma que [9]. Esses pares de módulos conjugados são da
forma 2n±k j, 0≤ j ≤ f , com k j um valor ímpar no intervalo 1≤ k j < 2n−1 [31]
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escolhido de tal forma que todos os módulos são co-primos. Com isso, conjunto
de módulos da forma {222n+β ,222nnn±±± kkk f , ...,222nnn±±± kkk1,222nnn±±± kkk0} são obtidos com um
DR em torno de (1+ β

n +2× ( f +1))×n-bit para qualquer número inteiro n.

Os valores de k j podem ser escolhidos para obter o maior DR possível, no
entanto, uma função de custo pode ser usada para obter os conjuntos de módulos
mais equilibrados e minimizar o número de “1”s na representação de k j para de-
rivar aritmética eficientes. Já o kc com menor número de “1”s deriva conversores
reversos mais eficientes, onde ∏

j−1
i=1 mi = 2m− kc [9]. Deve-s notar que o método

proposto também pode ser usado para derivar conversores reversos para conjuntos
de módulos com pares de módulos não conjugados. Aqui, nós apenas detalhamos
conjuntos de módulos com pares de módulos conjugados para simplificar a expli-
cação.

Para ilustrar as extensões de conjunto de módulos propostos, primeiro de-
rivamos a extensão para o conjunto de módulos com f = 1 e k0 = 1, resultando
no conjunto de módulos {222n+β ,222nnn±±± kkk1,2n±1,}. Também é apresentada a deri-
vação e discussão das limitações de extensão do conjunto de módulos com pares
de módulos conjugados para diferentes valores de f .

4.1.1.1 Conjunto de Módulos {2n+β ,2n± k1,2n±1}

Como apresentado acima, vamos considerar o valor 0 ≤ β ≤ n. Daqui
para frente, os valores dos conjuntos de módulos serão ordenados em ordem de-
crescente, excluindo 2n + 1 e 2n− 1, resultando em: m1 = 2n+β , m2 = 2n + k1,
m3 = 2n−k1, m4 = 2n+1, m5 = 2n−1, enquanto que m̂1 = 24n−22n(k2

1+1)+k2
1,

m̂2 = 2n+β (22n − 1)(2n − k1), m̂3 = 2n+β (22n − 1)(2n + k1), m̂4 = 2n+β (2n −
1)(22n− k2

1), m̂5 = 2n+β (2n +1)(22n− k2
1).

Para a extensão proposta, a seguinte expressão ˆ̂mi é usada:

ˆ̂mi =
M

∏
i
j=1 m j

with 1≤ i≤ 5.

A escolha do k1 deve satisfazer que o conjunto de módulos resultante
{222n+β ,222nnn±±± kkk1,2n±1,} seja composto apenas por números co-primos.

Os valores das multiplicativas inversas são números inteiros, os quais po-
dem ser obtidos aplicando a condição

∣∣(m̂i)(m̂−1
i )
∣∣
mi

= 1, 1≤ i≤ 5 [22].
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É importante perceber que a multiplicativa inversa
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

satisfaz a se-
guinte equação quando 0≤ β ≤ n:

∣∣∣
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

m̂1

∣∣∣
m1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣m̂−1
1

∣∣
m1

(

=0︷ ︸︸ ︷∣∣24n∣∣
m1
−

=0︷ ︸︸ ︷∣∣22n∣∣
m1
(k2

1 +1)+ k2
1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
m1

=

=
∣∣∣
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

k2
1

∣∣∣
m1

= 1.

Dado que |(ψm1 +1)|m1
= 1, sendo ψ um inteiro positivo, a multiplicativa

inversa
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

pode ser expressa como:
∣∣∣
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

k2
1

∣∣∣
m1

= |(ψm1 +1)|m1
= 1⇒

∣∣m̂−1
1

∣∣
m1

=
ψm1 +1

k2
1

.

• Portanto, é possível reduzir o cálculo do módulo de M para ˆ̂m1 = m̂1 na
equação do CRT (Eq. (2.9)), apresentada na Seção 2.5, do seguinte modo:

X =

∣∣∣∣∣∣∣∣

5

∑
i=1

V0i︷ ︸︸ ︷
m̂i
∣∣m̂−1

i

∣∣
mi

Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣
M

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

m̂1R1

∣∣∣
M
+

5

∑
i=2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V
′
0i︷ ︸︸ ︷∣∣m̂−1

i

∣∣
mi

m̂i Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M

=

=

∣∣∣∣∣
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

(24n−22n(k2
1 +1)+ k2

1)R1 +
5

∑
i=2

V
′
0iRi

∣∣∣∣∣
M

=

=

∣∣∣∣∣
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

R1
[
24n−22n(k2

1 +1)
]
+(m1ψ +1)R1 +

5

∑
i=2

V
′
0iRi

∣∣∣∣∣
M

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V
′
01︷ ︸︸ ︷[∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

[
24n−22n(k2

1 +1)
]
+m1ψ

]
R1 +R1 +

5

∑
i=2

V
′
0iRi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M

=

=

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V
′
0iRi +R1

∣∣∣∣∣
M

, (4.1)
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onde Eq. (4.1) pode ser reescrita como:

X =
5

∑
i=1

V
′
0iRi−MA(X)+R1 =

5

∑
i=1




V
′
0i

m1
Ri−

ˆ̂m1︷︸︸︷
M
m1

A(X)


m1 +R1 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5

∑
i=1

V1i︷︸︸︷
V
′
0i

m1
Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

m1 +R1 =

X1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V1iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

m1 +R1. (4.2)

Como X1m1 é uma operação de rotação à esquerda de (n+β )-bits, o X1
pode ser concatenado com R1 para derivar X , onde R1 se torna o bit menos signi-
ficativo (n+β ) bits de X .

• Na segunda redução, para o cálculo do módulo ˆ̂m2, o valores V1i são dividi-
dos em dois termos, os termos divisíveis e os não divisíveis da operação V1i

ˆ̂m2
.

Esses termos são denotados como V
′
1i e V

′′
1i, respectivamente, como apre-

sentado na Eq. (4.3) e seus valores podem ser obtidos a partir da equação

de divisão ∑
5
i=1 V1i by ˆ̂m2, ∑

5
i=1 V1i = ∑

5
i=1

V
′
1i︷ ︸︸ ︷⌊

V1i
ˆ̂m2

⌋
ˆ̂m2+∑

2
i=1 V

′′
1i. É impor-

tante notar que m̂ j é divisível por ˆ̂m2 for 3 ≤ j ≤ 5 e consequentemente
V
′′
1 j = 0 nesses casos.
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X1 =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V1iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V
′
1iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

+

∣∣∣∣∣
2

∑
i=1

V
′′
1iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

=

=

∣∣∣∣∣∣

5

∑
i=1

V
′
1iRi− ˆ̂m1A(X1)+

∣∣∣∣∣
2

∑
i=1

V
′′
1iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5

∑
i=1




V2i︷︸︸︷
V
′
1i

m2
Ri−

ˆ̂m2︷︸︸︷
ˆ̂m1

m2
A(X1)




m2 +

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

∑
i=1

φ2i︷︸︸︷
V
′′
1i Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X2︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

m2 +

∣∣∣∣∣
2

∑
i=1

φ2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

. (4.3)

• Na terceira redução para o cálculo do módulo ˆ̂m3, os valores V2i são di-
vididos em ∑

5
i=1 V2i = ∑

5
i=1(V

′
2i +V

′′
2i) usando a mesma abordagem acima.

Observando que nesses casos V
′′
2i = 0 for 4≤ j ≤ 5:

X2 =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V
′
2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

+

∣∣∣∣∣
3

∑
i=1

V
′′
2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

=

=

∣∣∣∣∣∣

5

∑
i=1

V
′
2iRi− ˆ̂m2A(X2)+

∣∣∣∣∣
3

∑
i=1

V
′′
2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5

∑
i=1




V3i︷︸︸︷
V
′
2i

m3
Ri−

ˆ̂m3︷︸︸︷
ˆ̂m2

m3
A(X2)




m3 +

∣∣∣∣∣∣∣∣

3

∑
i=1

φ3i︷︸︸︷
V
′′
2i Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X3︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m3

m3 +

∣∣∣∣∣
3

∑
i=1

φ3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

. (4.4)



4.1. Método para Projetar Conversores Reversos de Dois Níveis para
Ampla Faixa Dinâmica 70

No fim:

X = X1m1 +R1; X1 =

∣∣∣∣∣∣
X2m2 +

∣∣∣∣∣
2

∑
i=1

φ2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

;

X2 =

∣∣∣∣∣∣
X3m3 +

∣∣∣∣∣
3

∑
i=1

φ3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

; X3 =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m3

. (4.5)

É importante observar que φ3i < m3 e φ2i < m2, e consequentemente, as
multiplicações dessas constantes pelos Ri correspondente não são operações mo-
dulares. As restrições para φ3iRi e φ2iRi são:

max(φ31R1) = (m3−1)(m1−1)< m3m4m5;

max(φ32R2) = (m3−1)(m2−1)< m3m4m5;

max(φ33R3) = (m3−1)(m3−1)< m3m4m5;

max(φ21R1) = (m2−1)(m1−1)< m2m3m4m5;

max(φ22R2) = (m2−1)(m2−1)< m2m3m4m5, (4.6)

onde o intervalo 0≤ β ≤ n garante a Eq. (4.6).

Para obter uma adição não modular dos termos φ3iRi e φ2iRi, X = M− 1
é definido como entrada para fornecer os valores máximos de resíduos em Ri =

mi−1, 1≤ i≤ 3:

Ri = |M−1|mi
=

∣∣∣∣∣∣∣

=0︷ ︸︸ ︷
|M|mi

−1

∣∣∣∣∣∣∣
mi

= |−1|mi
= mi−1. (4.7)

Assim sendo:

3

∑
i=1

φ3iRi =

<m3︷︸︸︷
φ31 (m1−1)+

<m3︷︸︸︷
φ32 (m2−1)+

<m3︷︸︸︷
φ33 (m3−1)< ˆ̂m2;

2

∑
i=1

φ2iRi =

<m2︷︸︸︷
φ21 (m1−1)+

<m2︷︸︸︷
φ22 (m2−1)< ˆ̂m1, (4.8)

o que está satisfeito por β = 0 devido ao valor de m1− 1 = m5, consequente-
mente, ∑

j+1
i=1 φ( j+1)iRi < ˆ̂m j, por j = 1 e j = 2. No entanto, quando β = n o valor
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de m1−1 é m4m5 e, consequentemente, a Eq. (4.8) não pode ser satisfeita para al-
guns casos particulares. Se o módulo selecionado não satisfizer a Eq. (4.8), então
a solução consiste na redução de β para β = 0. Uma vez que os valores de φ3i e
φ2i são obtidos e é assegurado que Eq. (4.8) esteja satisfeita, é possível reescrever
a Eq. (4.5) como:

X = X1m1 +R1; X1 =

∣∣∣∣∣X2m2 +
2

∑
i=1

φ2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

;

X2 =

∣∣∣∣∣X3m3 +
3

∑
i=1

φ3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

; X3 =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m3

. (4.9)

É importante notar que outra redução para ˆ̂m4 é possível. No entanto,
o cálculo do módulo ˆ̂m3 pode ser facilmente implementada com uma operação
binária de rotação à esquerda ROL (Rotation Left), com base em uma árvore
CSA e um EAC, como explicado em [7], desde que ˆ̂m3 = m4m5 = 22n− 1. As
multiplicações pelos termos φ ji e mi, 1 ≤ i ≤ 3 não são operações modulares,
portanto, são implementadas por multiplicadores binários convencionais. O passo
de conversão final para derivar X3 é implementado usando um KSA e um EAC.
O KSA é aqui considerado, uma vez que é a estrutura de somador com o melhor
desempenho [32].

O passo final da conversão para derivar X1 e X2 requer apenas uma com-
paração, uma vez que max

(
X3m3 +∑

3
i=1 φ3iRi

)
< 2× ˆ̂m2 e max(X2m2+

∑
2
i=1 φ2iRi)< 2× ˆ̂m1. A arquitetura do conversor {2222n,222n±±±kkk1,2n±1} resultante

usando essa abordagem é mostrado na Figura 4.1.

4.1.1.2 Conjunto de Módulos {2n+β ,2n± k f , . . . ,2n± k2,2n± k1,2n±1}

Para uma extensão geral, a qual corresponde o conjunto de módulos {222n+β ,

222nnn±±±kkk f , . . . ,222nnn±±±kkk2,222nnn±±±kkk1,2n±1}, as multiplicativas inversas devem satisfazer
a condição

∣∣(m̂i)(m̂−1
i )
∣∣
mi

= 1, para 1 ≤ i ≤ (3+ 2× f ). O número de reduções
iterativas e módulos nos conjuntos são t = 2× f +1 e N = 2× f +3, respectiva-
mente.
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CSA+EAC
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Figura 4.1: Diagrama de bloco do conversor reverso {2222n,222nnn ±±± kkk1,2n ± 1} para abordagem
Multi-level.
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Para obter o valor binário de X , Eq. (4.9) pode ser estendida:

X =

X1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

V1iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

m1 +R1 =

∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

V0iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m0

;

X1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X2︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

V2iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

m2 +
2

∑
i=1

φ2iRi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

=

∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

V1iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

;

. . .

X j−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X j︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

VjiRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m j

m j +
j

∑
i=1

φ jiRi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m j−1

=

∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

V( j−1)iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m j−1

;

. . .

Xt−1 =

∣∣∣∣∣Xt mt +
t

∑
i=1

φ(t)iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m(t−1)

=

∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

V(t−1)iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m(t−1)

;

Xt =

∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

VtiRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂mt

. (4.10)

Os parâmetros da Eq. (4.10) para a redução ( j+1), 1≤ j ≤ t−1, podem
ser derivados da seguinte forma.

∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

VjiRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m j

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N

∑
i=1

V
′
ji︷ ︸︸ ︷⌊

Vji
ˆ̂m j+1

⌋
ˆ̂m j+1 Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m j

+

∣∣∣∣∣
j+1

∑
i=1

V
′′
jiRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m j

=

=
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N
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i=1

V( j+1)i︷ ︸︸ ︷
V
′
ji

m j+1
Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m j+1

m j+1 +
j+1

∑
i=1

φ( j+1)i︷︸︸︷
V
′′
ji Ri

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ˆ̂m j

, (4.11)
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o mesmo método pode ser usado com a Eq. (4.3) e Eq. (4.4).

Para garantir que ao calcular ∑
j+1
i=1 φ( j+1)iRi não seja necessária uma soma

modular
∣∣∣∑ j+1

i=1 φ( j+1)iRi

∣∣∣
ˆ̂m j

, é necessário satisfazer a extensão da Eq. (4.8) para

a redução ( j+ 1) 1 ≤ j ≤ t− 1. Nesse caso, também é usado X = M− 1 como
entrada para alcançar os valores máximos residuais em Ri = mi− 1, 1 ≤ i ≤ N,
como apresentado na Eq. (4.7). Assim sendo:

j+1

∑
i=1

φ( j+1)iRi =
j+1

∑
i=1

φ( j+1)i(mi−1)< ˆ̂m j.

que é satisfeito por β = 0 e na maioria dos casos por β = n.

4.1.2 Extensões híbridas de Dois Níveis do Conjunto {2n,2n±1}

É possível simplificar o número de reduções iterativas para duas iterações
usando o Lemma 1 e Lemma 2 [33]:

Lemma 1:
|A|p× k = |k×A|k×p .%labellemma1generic

Lemma 2:∣∣∣|A|q
∣∣∣

p
= |A− k×q|p = |A|p ;q = k× p.%labellemma2generic

Para o conjunto de cinco módulos {222n+β ,222nnn±±±kkk1,2n±1}, é possível evitar
uma redução iterativa se o Lemma 1 é aplicado para X2m2 na Eq. (4.9):

X2m2 =

∣∣∣∣∣X3m3 +
3

∑
i=1

φ3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m2

×m2 =

∣∣∣∣∣X3m3m2 +
3

∑
i=1

φ3im2Ri

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

.

Assim sendo, a Eq. (4.9) pode ser reduzida aplicando o Lemma 2 para:
X = XAm1 +R1;

XA =

∣∣∣∣∣X3m2m3 +
3

∑
i=1

βAiRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

;

X3 =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

V3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m3

, (4.12)
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com ∑
3
i=1 βAiRi = ∑

3
i=1 φ3im2Ri +∑

2
i=1 φ2iRi.

É importante notar que os termos βAiRi são multiplicações não modulares,
uma vez que 0≤ βAi < m2m3−1:

max(βA1R1) =[(m3−1)m2 +(m2−1)](m1−1)< m3m4m5;

max(βA2R2) =[(m3−1)m2 +(m2−1)](m2−1)< m3m4m5;

max(βA3R3) =[(m3−1)m2 +(m2−1)](m3−1)< m3m4m5, (4.13)

onde o intervalo 0≤ β ≤ n garante as condições expressa na Eq. (4.13).

Para obter uma adição não modular na soma dos termos ∑
3
i=1 βAiRi, X =

M− 1 é definido como entrada para atingir os valores máximos de resíduos em
Ri = mi−1, 1≤ i≤ 3 como apresentado na Eq. (4.7), portanto:

βA1(m1−1)+βA2(m2−1)+βA3(m3−1)< m2m3m4m5, (4.14)

o qual é sempre ajustado para β = 0. Quando os valores de βAi para β = n são
obtidos e a condição da Eq. (4.14) é satisfeita, pode-se garantir uma adição não
modular ∑

3
i=1 βAiRi como apresentado na Eq. (4.12). Se o módulo selecionado

não satisfaz a Eq. (4.14), então a solução consiste na redução de β = n para
β = 0.

A arquitetura de {2222n,222n±±± kkk1,2n±1} genérica usando essa aproximação
é apresentada na Figura 4.2. A principal diferença em comparação com a aborda-
gem Multi-level é o uso de apenas um multiplicador e um FC.

Para o conjunto de módulos genérico {2222n,222n±±±kkk f , ...,222n±±±kkk2,222n±±±kkk1,2n±
1}, com t = 2× f +1 e N = 2× f +3, pode-se aplicar o Lemma 1 2(t−3) vezes
e consequentemente a Eq. (4.12) pode ser expressa como:

X = XAm1 +R1;

XA =

∣∣∣∣∣X3

t

∏
i=2

mi +
t

∑
i=1

βAiRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m1

;

X3 =

∣∣∣∣∣
N

∑
i=1

V3iRi

∣∣∣∣∣
ˆ̂m3

.



4.1. Método para Projetar Conversores Reversos de Dois Níveis para
Ampla Faixa Dinâmica 76

CSA+EAC

CSA+EAC

CSA+EAC

KSA+EAC

CSA

KSA

FC

X

2n+1

R1 R2 R3 R4 R5

2n n+1 n n+1 n

2n 2n 2n 2n 2n

2n 2n

2n

2n

R1 R2 R3

2n n+1 n

4n 4n 4n

2n

4n 4n

2n

4n+1

4n+1

4n

6n

X

∗
2n

R1

m2m3

|V31R1| ˆ̂m3

|V32R2| ˆ̂m3

|V33R3| ˆ̂m3

|V34R4| ˆ̂m3

|V35R5| ˆ̂m3

βA1R1 βA2R2 βA3R3

X3

XA

3∑

i=1

βAiRi

X3m2m3

Figura 4.2: Diagrama de bloco do conversor reverso {2222n,222nnn ±±± kkk1,2n ± 1} para abordagem
Two-level.
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Nesse caso:
t−1

∑
i=1

βAiRi =
2

∑
i=1

φ2iRi +
2

∑
j=1

t−2

∑
i=1

φ j(t+1−i)

(
t−1

∏
i−1

m(t+1−i)

)
R j+

+
t−1

∑
j=3

t+3− j

∑
i=3

φ j(t+3−i)

(
t−1

∏
i−1

m(t+1−i)

)
R j +φ(t)t

(
t−1

∏
i=2

mi

)
Rt ,

onde os valores de φ ji podem ser derivados da Eq. (4.11).

A fim de garantir que a adição ∑
t
i=1 βAiRi possa ser realizada por somado-

res não modulares, os valores de βAi obtidos multiplicando pelos valores máximos
dos resíduos, Ri = mi−1, 1≤ i≤ N, precisam satisfazer:

t

∑
i=1

βAiRi =
t

∑
i=1

βAi(mi−1)< ˆ̂m1,

o que é satisfeito por β = 0 e na maioria dos casos por β = n.

4.1.3 Estimativa de Desempenho: Um Estudo de Caso

Para melhor ilustrar a metodologia proposta, um estudo de caso particular
para o conjunto de módulos {2222n,222n±±±333,2n±1}with n= 4, {m1,m2,m3,m4,m5}=
{256,19,13,17,15}, é aqui considerado. A seguir é apresentado os parâmetros
resultantes para cada abordagem de conversão. Aplicando CRT [1]:

X =

∣∣∣∣∣∣∣
|

V01︷ ︸︸ ︷
3590145R1|16124160 + |

V02︷ ︸︸ ︷
3394560R2|16124160+

+|
V03︷ ︸︸ ︷

11162880R3|16124160 + |
V04︷ ︸︸ ︷

15175680R4|16124160+

+|
V05︷ ︸︸ ︷

15049216R5|16124160

∣∣∣∣∣∣∣
16124160

. (4.15)

Aplicando MRC [3]:
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X =

V5︷ ︸︸ ︷
|8(|7(|4(|1(R5−V1)|15−V2)|15−V3)|15−V4)|15×

=m1m2m3m4︷ ︸︸ ︷
1074944 +

+

V4︷ ︸︸ ︷
|4(|9(|1(R4−V1)|17−V2)|17−V3)|17|17×

=m1m2m3︷ ︸︸ ︷
63232 +

+

V3︷ ︸︸ ︷
|11(|3(R3−V1)|13−V2)|13×

=m1m2︷︸︸︷
4864 +

+

V2︷ ︸︸ ︷
|17(R2−V1)|19×

=m1︷︸︸︷
256 +

=V1︷︸︸︷
R1 , (4.16)

onde os valores das constantes podem ser extraídos de [34].

Aplicando a metodologia descrita em [9], baseada no Novo CRT-I:

X =

∣∣∣∣∣∣∣
|

V11︷ ︸︸ ︷
14024R1|62985 + |

V12︷ ︸︸ ︷
13260R2|62985 + |

V13︷ ︸︸ ︷
43605R3|62985+

+|
V14︷ ︸︸ ︷

59280R4|62985 + |
V15︷ ︸︸ ︷

58786R5|62985

∣∣∣∣∣∣∣
62985

×256+R1. (4.17)

Aplicando a metodologia descrita na Subseção 4.1.1:

X =

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
|

V31︷︸︸︷
56 R1|255 + |

V32︷︸︸︷
53 R2|255 + |

V33︷︸︸︷
176 R3|255 + |

V34︷︸︸︷
240 R4|255+

+|
V35︷︸︸︷
238 R5|255

∣∣∣∣∣∣∣
255

×13+

φ31︷︸︸︷
10 R1 +

φ32︷︸︸︷
8 R2+

+

φ33︷︸︸︷
7 R3

∣∣∣∣∣∣∣
3315

×19+

φ21︷︸︸︷
2 R1 +

φ22︷︸︸︷
17 R2

∣∣∣∣∣∣∣
62985

×256+R1. (4.18)
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Aplicando a metodologia descrita na Subseção 4.1.2:

X =

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
|

V31︷︸︸︷
56 R1|255 + |

V32︷︸︸︷
53 R2|255 + |

V33︷︸︸︷
176 R3|255 + |

V34︷︸︸︷
240 R4|255+

+|
V35︷︸︸︷
238 R5|255

∣∣∣∣∣∣∣
255

×247+

βA1︷︸︸︷
192 R1 +

βA2︷︸︸︷
169 R2+

+

βA3︷︸︸︷
133 R3

∣∣∣∣∣∣∣
62985

×256+R1. (4.19)

A Tabela 4.1 apresenta a comparação das operações de diferentes aborda-
gens de conversão reversa para esse caso de estudo.
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Os conversores baseados no CRT [1] e no Novo CRT-I [9] são implemen-
tados usando as operações modulares

∣∣VjiRi
∣∣

ˆ̂m j
para obter uma única comparação

no FC. No entanto, as adições e multiplicações modulares necessárias são mais
complexas do que o resto das abordagens existentes e aqui propostas. Quando
os termos Vji têm uma grande quantidade “1s” em suas representações binárias,
a abordagem usada em [21], que usa operações ROL para derivar as operações
modulares na forma

∣∣VjiRi
∣∣

ˆ̂m j
, não é eficiente.

As abordagens apresentadas em [9] requerem operações modulares com-
plexas

∣∣VjiRi
∣∣

ˆ̂m j
, uma vez que ˆ̂m j não são da forma {2n ± 1}. No entanto, as

propostas híbridas e Two-level usam o módulo ˆ̂m j e ˆ̂m3, respectivamente, igual a
22n−1, que permite a simplificação das operações modulares.

É importante notar que a adição dos cinco termos com 2n bits de compri-
mento, na abordagem proposta, é realizada por um CSA+EAC como explicado na
Subsecção 4.1.1.

Dado que o uso de ˆ̂mt e ˆ̂m3 é igual a 22n− 1 para as propostas híbrida e
Two-level, respectivamente, as adições ao final das árvores CSA+EAC podem ser
implementadas com um KSA+EAC. Além disso, os estágios de conversão final
restantes requerem uma única comparação. É importante notar que, as imple-
mentações baseadas em CRT [1] e Novo CRT-I [9] requerem hardware extra na
árvore CSA para calcular o passo de conversão final com uma única comparação.

4.2 Conversão Reversa CRTf Usando Conjuntos de Módu-
los Genéricos Balanceados

Para esta seção vamos considerar que um valor binário X é represen-
tado em RNS baseado no conjunto de módulos {m1,m2, . . . ,mL} como sendo
(x1,x2, . . . ,xL) e que a faixa dinâmica é dada por M = ∏

L
i=1 mi.

A modificação do CRT usando valores fracionários (CRTf) foi introdu-
zida pela primeira vez em [35] para realizar detecção de sinais e divisão em RNS.
Todos os números em RNS de um determinado conjunto de módulos estão loca-
lizados no intervalo [0,M). Se ambos os lados da Eq. (2.9) do CRT, apresentada
no capítulo anterior, forem divididos por M, temos:
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X̃ =
X
M

=

∣∣∣∣∣
L

∑
i=1

∣∣M−1
i

∣∣
mi

mi
xi

∣∣∣∣∣
1

=

∣∣∣∣∣
L

∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
1

, (4.20)

onde ci =
|M−1

i |mi
mi

, i = 1,2, . . . ,L, são constantes e podem ser pre-computadas. O
valor X̃ pode ser considerado com uma característica posicional do número X .

A principal vantagem deste método é evitar o uso do módulo complexo
M. No entanto, operar em números fracionários é uma computação complexa.
[12] mostra que, aplicando a Eq. (4.20) de forma semelhante, a conversão reversa
de X pode ser expressa como:

X =

⌊∣∣∑L
i=1 c′ixi

∣∣
2N ·M

2N

⌋
=

⌊
X ′ ·M

2N

⌋
. (4.21)

Constantes c′i apresentadas na Eq. (4.21) podem ser obtidas de:

c′i =

⌈
|M−1

i |mi

mi
·2N

⌉
, i = 1,2, · · · ,L, (4.22)

e os valores de N representa a quantidade de bits da divisão final:

N =

⌈
log2 M+ log2

L

∑
i=1

(mi−1)

⌉
−1. (4.23)

Embora o algoritmo CRTf possa ser aplicado para conjuntos de módulos
genéricos, seria desejável escolher valores de módulos balanceados para o con-
junto de módulos. Assim, esta seção propõe o uso de um conjunto de módulos
genéricos com pares conjugados mi = {2n+β ,2n± k0,2n± k1, . . . ,2n± k f }, com
k f ímpar e 0≤ β ≤ 2n, que foi amplamente utilizado no estado da arte como um
conjunto de módulos balanceados [9]. O número de módulos neste conjunto de
módulos é L = 2 f +1. O valor de M é expresso para o módulo genérico como:

M = 2n+β M′ = 2n+β
L

∏
i=2

mi. (4.24)
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O valor de N na Eq. (4.23) tem dois termos logarítmicos. O primeiro
termo logarítmico tem uma largura igual a DR. O segundo termo logarítmico
tem uma largura que pode ser reescrita como ∑

L
i=1(mi− 1) = ∑

L
i=1 |mi−1|mi

=

∑
L
i=1 |−1|mi

=∑
L
i=1 |M−1|mi

. Para o conjunto de módulos genéricos considerado,
o segundo termo pode ser escrito como log2 (2

n+β +(L−1)2n−L) e resulta em
n+β quando β � 1. Assim, o valor final é N ≈DR+(n+β ). Substituindo esta
expressão e a Eq. (4.24) na Eq. (4.21) resulta em:

X =

⌊
X ′ ·2n+β M′

2DR+(n+β )

⌋
=

⌊
X ′ ·M′

2DR

⌋
. (4.25)

A Eq. (4.25) pode ser expressa na forma binária para qualquer valor de f
e β como:

X =

⌊
∑

N−1
i=0 2ix′i ·∑DR−1

j=0 2 jm′j
2DR

⌋
=

=


∑

i+ j≥DR
2(i+ j−DR)x′im

′
j · ∑

i+ j<DR
2(i+ j)x′im

′
j

2DR

 , (4.26)

onde x′i e m′j são os bits na representação binária. Os limites das somas represen-
tam apenas as regiões onde há informações relevantes, ou seja, bits diferentes de
zero.

A Figura 4.3 apresenta a arquitetura de hardware derivada para o conjunto
de módulos genéricos. Como pode ser notado, a multiplicação binária seguida
pela divisão na Eq. (4.26), permite que o produto final seja realizado em dois
compressores paralelos. A informação relevante reside nos bits mais significati-
vos (MSBs), que são computados usando um Compressor paralelo e um somador
KSA (MSBs Compressor + KSA). Para determinar a soma final dos MSBs, é
necessário calcular a contribuição do carry da parte LSB (Cout de LSBs Com-
pressor), usado como entrada (Cin) no Compressor paralelo dos MSBs. A im-
plementação original [12] propôs a execução da adição final usando 2DR+β +n
bits, que é reduzido para DR usando a arquitetura proposta e tem vantagens em
atraso e área.
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...

(MSBs) 
Compressor + KSA

Compressor + KSA mod 

(LSBs)
Compressor

... CoutCin

LSBsMSBs

Figura 4.3: Arquitetura de hardware proposta para o algoritmo CRTf.

4.3 Resultados Experimentais

Os resultados experimentais foram separados em duas partes. A primeira
parte avalia o desempenho e o custo da abordagem genérica de conversão reversa
aqui proposto, comparando as estruturas de conversão Two-level e Multi-Level
com as do estado da arte. A segunda parte avalia o CRTf com conjunto de módu-
los genéricos balanceados e aplicação das técnicas de compactação apresentadas
no Capítulo 3. Elas foram aplicadas ao conversor reverso Two-level e ao próprio
CRTf proposto. Além disso, também é realizada uma comparação com os con-
versores reversos do estado da arte para DR = 6n, DR = 8n e DR = 10n. Para tal,
todas as implementações foram descritas em VHDL e sintetizadas. A ferramenta
utilizada foi a Synopsys Design Vision (versão E-2010.12-SP4) para gerar um
netlist otimizado mapeado para tecnologia ASIC standard cells de 90nm da em-
presa UMC [29]. Os parâmetros de compilação foram “-exact_map -map_effort
medium -area_effort medium -power_effort medium”.
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4.3.1 Resultados e Discussão das Propostas Two-level e Multi-Level

Para avaliar a escalabilidade dos conversores reversos propostos (Two-
level e Multi-Level), resultados experimentais para DR = 6n (4 ≤ n < 22) foram
obtidos para os melhores conversores do estado da arte. São eles: i) conjunto
de módulos {2222n,2n± 1,2222n +++ 111} [17], o qual é a estrutura de conversão mais
eficiente com relação a área; ii) conjunto de módulos {222n+β ,2n±1,222n±±±222

n+1
2 +++

111} [21], para β = 0 e β = n, sendo a configuração com β = n a estrutura de
conversão com o melhor desempenho para DR = 6n. Resultados experimentais
foram obtidos para as poucas soluções extensíveis existentes usando CRT [1]
e MRC [3] implementando um conversor reverso para o conjunto de módulos
{2222n,222nnn±±±333,2n±1}. Além disso, as arquiteturas apresentadas em [9], que usam
a nova técnica CRT-I, também são implementadas para o conjunto de módulos
{222n+β ,222nnn ±±± 333,2n ± 1}, para β = 0 e β = n. Embora exista no estado da arte
mais conversores reversos dedicados para conjuntos de módulos com DR = 6n,
esses não são considerados porque eles apresentam piores resultados do que os
conversores apresentados em [17] e [21], como mostrado em [36].

A Figura 4.4 apresenta os resultados obtidos para potência, a área e o
atraso do circuito, bem como o produto da área e do atraso, conhecido como ADP
(Area-Delay-Product). Como esperado, as estruturas de conversão dedicadas [17]
e [21] apresentam atrasos e área menores. No entanto, é importante notar que
elas não podem ser estendidas a conjuntos de módulos com DRs maiores que 6n
e 8n+1 bits, respectivamente, que é o principal objetivo desse trabalho.
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Os resultados de área obtidos considerando as abordagens de conversão
tradicionais baseadas no CRT [1] demonstram baixa eficiência nos valores de
ADP. A solução MRC [3] mostra uma pequena melhoria em atraso e, consequen-
temente, altos valores de ADP. Quando comparadas com as abordagens reversas
genéricas e escaláveis apresentadas em [9] (β = 0 e β = n), as abordagens aqui
propostas sugerem uma redução significativa da área, na ordem de 54% quando
β = n. Com relação ao atraso, as soluções multi-nível propostas são claramente
mais lentas do que as arquiteturas apresentadas em [9], sendo em média 79% mais
lentas. Por outro lado, na abordagem Two-level, o aumento de atraso é apenas de
16% em relação a [9]. Este aumento de atraso menos significativo é alcançado
dado o paralelismo adicional explorado pela abordagem Two-level. Apesar deste
aumento de atraso, a redução da área é mais do que suficiente para compensar o
aumento de atraso se o valor de ADP for considerado como métrica de eficiência.
Para o ADP, a abordagem Multi-level permite uma melhoria de eficiência de 16%,
enquanto a abordagem Two-level permite uma melhoria de 41% em relação a [9]
com β = n e 71% em comparação com a técnica CRT [1]. Entre as duas aborda-
gens propostas, a solução Two-level é claramente mais rápida que a Multi-level,
considerando o intervalo analisado. Embora, a abordagem Multi-level exiba área
menor para alguns casos particulares, não é suficiente para compensar a degrada-
ção do atraso quando o ADP é considerado. Em termos de potência, as propostas
possuem valores semelhantes. Em comparação com as arquiteturas escaláveis [9],
para β = 0, e o MRC, as abordagens propostas têm menor potência.

Dado os resultados acima apresentados, a análise a seguir só considera:
(i) A arquitetura apresentada em [9], que mostrou ser a única implementação efi-
ciente no estado da arte para grandes DRs e valores de n; e (ii) a abordagem Two-
level aqui proposta, dado os melhores resultados em geral quando comparados
com a abordagem Multi-level.

Para avaliar melhor a escalabilidade das abordagens de conversão propos-
tas, é considerado um conjunto de módulos com DR = 10n bits. Até a publicação
de [10], nenhuma estrutura de conversão dedicada tinha sido proposta para con-
juntos de módulos acima de 8n bits. A arquitetura escalável apresentada em [9]
para β = n foi escolhida para esta comparação porque tem os melhores resultados
de ADP conforme apresentado na Figura 4.4. A Tabela 4.2 apresenta os resulta-
dos obtidos dos conversores para conjuntos de módulos com DR = 10n bits na
forma de {2222n,222n±±± kkk3,222n±±± kkk2,222n±±± kkk1,2n± 1}, 7 ≤ n ≤ 13. Os k j são valores
ímpares escolhidos para definir o conjunto mais balanceado da arquitetura apre-
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Tabela 4.2: Desempenho dos conversores reversos para DR = 10n bits

n = 7 n = 9 n = 11 n = 13

Área (103µm2) [9] 74 331 475 610
Área (103µm2) 2-levels 91 152 197 240
Área reduction -23% 54% 59% 61%

Atraso (ns) [9] 5.36 6.28 6.67 7.40
Atraso (ns) 2-levels 5.23 5.97 6.41 6.82
Speedup 1.02 1.05 1.04 1.08

ADP (103µm2) [9] 397 2079 3168 4514
ADP (103µm2) 2-levels 476 907 1263 1637
ADP reduction -20% 56% 60% 64%

Potência (mW ) [9] 58 141 168 206
Potência (mW ) 2-levels 64 106 131 159
Potência reduction -11% 25% 22% 23%

sentada em [9] com β = n e a abordagem Two-level aqui proposta: k1 = 3, k2 = 9,
k3 = 15 para n = 7,11,13, e k1 = 3, k2 = 9, k3 = 21 para n = 9. Esses resultados
sugerem que para valores menores de n, a solução apresentada em [9] com β = n
exibe melhores resultados para as métricas de área, ADP e potência. No entanto,
a solução aqui proposta melhora com o aumento de n, apresentando reduções de
área e potência de até 61% e 25%, respectivamente, e uma aceleração de 1,08,
resultando em melhorias no valor de ADP de até 2,7 vezes, no intervalo anali-
sado. Mais importante ainda, a abordagem de conversão Two-level proposta pode
escalar adequadamente em termos de DR e na largura do canal (2n).

4.3.2 Resultados do CRTf Proposto e Análise do Impacto dos Métodos de
Otimização

A arquitetura Multi-level foi descartada para essa comparação porque,
como demonstrado na subseção anterior, ela teve pior desempenho que a proposta
Two-level. As informações de desempenho da arquitetura Two-level da seção an-
terior são aqui repetidos como “Two-level Original” para facilitar a avaliação do
impacto das técnicas de otimização. Para essa avaliação as arquiteturas DR = 6n
comparadas foram:

i) {22n;2n± 1;2n± 3} para o CRT [1], Two-level Original, Two-level otimi-
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zado, CRTf Original [12], e o CRTf otimizado;

ii) {22n;2n±1;2n±2
n+1

2 +1} de [21];

iii) {22n;2n±1;22n +1} apresentado em [17], n = 4, ...,21.

Como pode ser notado na Figura 4.5, a implementação original [12] do
CRTf já apresenta atraso melhor que o CRT [1] e o Two-level Original. A técnica
de otimização das multiplicações por constante introduz melhorias significativas
em atraso e área para ambas as implementações analisadas. Comparado com Two-
level Original, a implementação Two-level otimizada teve uma redução de área
média de 37% e aceleração máxima de 1,81 vezes para n = 20. Com a melhoria
dos multiplicadores a implementação CRTf otimizada teve redução média da área
de 88% e uma aceleração máxima de 1,41 vezes para n = 15, se comparado ao
CRTf original [12]. Comparando as propostas, o CRTf otimizado tem vantagem
em atraso apenas para n = 15 se comparado com o Two-level otimizado.

Para avaliar melhor as arquiteturas otimizadas para maior faixa dinâmica,
também comparou-se as implementações relevantes para DR = 8n, apresentadas
na Tabela 4.3. Foram excluídas [1] e o CRTf original [12] porque eles mostraram
os piores resultados ADP para DR = 6n. A arquitetura apresentada em [17]
também está excluída neste momento porque não pode ser estendido para DR >

6n. Assim para DR = 8n foram comparadas:

i) os conversores reversos específicos para {23n,2n− 1,2n + 1,2n− 2
n+1

2 +

1,2n +2
n+1

2 +1,2n±1 +1} [21];

ii) o conjunto de módulos {22n,2n±1,2n±3,2n±9} para o Two-level Origi-
nal, e as implementações otimizadas do Two-level e CRTf.

As melhores abordagens para DR = 8n são o conjunto de módulo especí-
fico [21] em relação à área de circuito e a implementação da Two-level otimizada
em relação ao atraso.

Para DR = 10n, foi considerado o conjunto de módulos {22n,2n±1,2n±
3,2n±9,2n± k3}, com k3 = 21 para n = 9, e k3 = 15 para n = 11,13. As únicas
abordagens comparadas foram aquelas capazes de alcançar DR = 10n. A Ta-
bela 4.3 mostra que para DR = 10n, a melhor proposta com relação à área e ao
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atraso é a implementação Two-Level otimizada, que teve uma redução média da
área de 27% e uma aceleração máxima de 1,40 vezes para n = 13 em comparação
com o Two-Level Original.

Two-level [21] β=n [17][1]

CRTf-original [12] CRTf-Otimizado Two-level-Otimizado
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Figura 4.5: Resultados Experimentais obtidos para DR = 6n.
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Tabela 4.3: Resultados Experimentais para DR = 8n.

(8n±1)-bits [21]
(8n) bits

Two-level Original
(8n) bits

Two-level Otimizado
(8n) bits

CRTf Otimizado

n 9 11 13 9 11 13 9 11 13 9 11 13
DR 51 89 103 72 88 104 72 88 104 72 88 104
Atraso 4.11 4.87 4.51 5.93 6.31 6.79 3.87 4.39 4.40 5.14 4.98 5.03
Área (103µm2) 16.0 12.1 24.1 84 119 180 66.51 95.38 130.02 123.07 165.79 240.03

Tabela 4.4: Resultados Experimentais para DR = 10n.

(10n) bits
Two-level Original

(10n) bits
Two-level Otimizado

(10n) bits
CRTf Otimizado

n 9 11 13 9 11 13 9 11 13
DR 90 110 130 90 110 130 90 110 130
Atraso 5.97 6.41 6.82 4.60 4.80 4.89 5.35 5.86 5.77
Área (103µm2) 152 197 240 105.54 141.29 189.74 204.63 290.12 381.11

4.4 Conclusões

Neste capítulo, foi proposto um novo método para projetar conversores
reversos RNS para conjuntos de módulos longos. Foram propostas duas aborda-
gens que reduzem a seleção de peso modular dos termos multiplicativos associ-
ados às entradas. A primeira abordagem é baseada em estágios iterativos usados
para reduzir a complexidade da etapa final do conversor. A segunda abordagem
minimiza o número de estágios iterativos necessários na conversão para apenas
dois níveis, com custo mínimo de área em comparação com a solução de vários
níveis. Os resultados experimentais sugerem que as abordagens propostas per-
mitem reduções de área significativas em comparação com o estado da arte, para
estruturas de conversão reversa com DR genérico. Dadas as métricas de atraso
semelhantes entre o estado da arte e a abordagem proposta Two-level, podem ser
alcançadas melhorias de até 2,7 vezes no valor de ADP, considerando um con-
junto de módulos com uma faixa dinâmica de 10n bits. Mais importante ainda,
os resultados obtidos sugerem que as abordagens propostas, em particular a abor-
dagem Two-level, podem escalar eficientemente com conjuntos de módulos e n
maiores.

Além disso, ainda foi avaliado o impacto do método de otimização de mul-
tiplicadores modulares por constantes apresentado no capítulo anterior aplicado à
proposta do Two-Level (módulo 2n−1) e CRTf usando conjuntos de módulos ge-
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néricos balanceados (módulo 2n).Os resultados experimentais do Two-Level com
as multiplicações otimizadas para DR = 6n, DR = 8n, e DR = 10n apresentaram,
respectivamente, aceleração de 1,81, 1,54, e 1,40 vezes e redução média de área
de 37%, 23%, e 27% comparado com a implementação do Two-Level sem oti-
mizações. Já o CRTf apresentou redução média de área de 88% e aceleração de
1,41 vezes para DR = 6n comparado com a implementação original do CRTf no
estado de arte.

Apesar dos ganhos significativos com as novas arquiteturas apresentadas
neste capítulo e a aplicação das técnicas de otimização propostas no Capítulo 3,
ainda assim é preciso procurar outras alternativas para melhorar mais os conver-
sores reversos com ampla faixa dinâmica. Dessa forma, o próximo capítulo foca
esforços na definição de um conversor reverso dedicado e otimizado com ampla
faixa dinâmica.



CAPÍTULO 5

Proposta do Conversor Reverso Dedicado
com Faixa Dinâmica de 9n bits

Apesar dos avanços nos conversores reversos dinâmicos apresentado no
Capítulo 4 e da possibilidade de estender para elevadas faixas dinâmicas, os con-
juntos de módulos dedicados apresentam vantagens porque oferecem em geral
operações modulares mais simples na conversão reversa, em comparação com as
abordagens genéricas [9, 10, 12]. Isso permite a implementação de conversores
reversos mais eficientes e o aumento da aplicabilidade de unidades RNS na so-
lução de processamento digital de sinais. Além disso, as técnicas de otimização
propostas no Capítulo 3 apoiam na análise dos novos conjuntos e na otimização
final do sistema.

Dessa forma, neste capítulo é apresentada a principal contribuição da tese
na área de conjuntos de módulos e conversores reversos dedicados, que é a pro-
posta de um novo conjunto de módulos dedicados baseado na idéia apresentada
em [21]. Esse conjunto de módulos permite conversões de RNS para binário
usando unidades modulares na forma de {26n− 1}, alcançando o conversor re-
verso mais eficiente para DR ' 9n e com a maior faixa dinâmica do estado da
arte.

5.1 Conversor Reverso RNS para conjunto de módulos com
faixa dinâmica de 9n bits

Como apresentado no Capítulo 2, no trabalho [21], foi apresentado o con-
versor reverso usando o algoritmo CRT para o conjunto de módulo {2n+β ,2n−
1,2n + 1,2n− 2

n+1
2 + 1,2n + 2

n+1
2 + 1}, alcançando DR = 5n+β . O valor de β

pode ser estendido de 0 até 2n mantendo o desempenho de todo o sistema RNS
como demonstrado em [21]. Além disso, os autores afirmam que um módulo
adicional {2n+1 + 1} ou {2n−1 + 1} também pode ser incluído no conjunto de
módulos obtendo um DR até (8n+ 1) ao custo do aumento do atraso. No en-
tanto, os DRs alcançados demonstram o melhor desempenho no estado da arte
para conversores reversos dedicados com DR > 5n.
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Para o conjunto de módulos com DR' 7n, eficiente com relação ao atraso,
{m1,m2,m3,m4,m5}= {23n,2n−1,2n +1,2n−2

n+1
2 +1,2n +2

n+1
2 +1}, a faixa

dinâmica é igual ao produto dos cinco módulos do conjunto definido
(
M = ∏

5
i=1 mi

)
,

m̂i = M/mi, e
∣∣m̂−1

i

∣∣
mi

representa a multiplicativa inversa para m̂i no que diz res-
peito ao módulo mi. O valor representado em RNS pelos cinco valores residuais
pode ser convertido de volta para binário (X) utilizando o CRT:

X =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

m̂i
∣∣m̂−1

i

∣∣
mi

Ri

∣∣∣∣∣
M

, (5.1)

onde Ri, 0≤ i≤ 5, denota o resíduo para mi, para o qual a representação em vetor
de n-bit é ri(n−1), ..., ri0. Eq. (5.1) pode ser reescrita como novo CRT em [21]:

X =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1

vi

∣∣∣∣∣
m̂1

m1 +R1 =

∣∣∣∣∣
5

∑
i=1
|ViRi|m̂1

∣∣∣∣∣
m̂1

m1 +R1, (5.2)

onde m̂1 = 24n−1, V1 =
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

(m̂1+1)
m1

e Vi =
∣∣m̂−1

i

∣∣
mi

m̂i
m1

para 2≤ i≤ 5. Duas
propriedades são usadas para implementar a arquitetura do conversor reverso: i)
os multiplicadores modulares |ViRi|m̂1

podem ser implementados usando opera-
ções ROL; ii) o módulo 2bn−1 de um número negativo é realizado por um fator
de correção. Portanto, a Eq. (5.2) é rescrita como em [21]:

X =

∣∣∣∣∣
7

∑
i=1

Wi(gi)+Z

∣∣∣∣∣
m̂1

m1 +R1, (5.3)

onde Wi(gi) são os vetores de 4n-bit resultando de uma multiplicação modular
depois das operações ROL, e Z o fator corretor. O parâmetro gi representa o
número de vetores de 4n bits por canal que depende dos padrões binários dos
“uns” associados ao Vi correspondente. A soma de todos as contribuições dos
vetores serão denotadas a partir de agora como g = ∑

5
i=1 gi, que para [21] é g = 9.

A principal contribuição do trabalho apresentado em [21] é baseado na se-
paração de m̂1 = ∏

5
i=2 mi = 24n−1 em um conjunto de módulos {m2,m3,m4,m5}

com um cumprimento máximo de bits de n. Dessa forma, m̂1 =

m2︷ ︸︸ ︷
(2n−1)

m3︷ ︸︸ ︷
(2n +1)

m4︷ ︸︸ ︷
(2n−2

(n+1)
2 +1)

m5︷ ︸︸ ︷
(2n +2

(n+1)
2 +1), alcança para m1 = 23n uma faixa dinâmica de
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DR' 7n. Portanto, o m̂1 permite o uso de um compressor módulo 24n−1 como é
apresentado na Figura 5.1, que é mais eficiente do que as unidades modulares ge-
néricas. Por exemplo, a ideia de um conjunto de módulos genéricos para amplos
DRs é apresentada em [9] e usa operações modulares complexas que não estão
na forma 2b×n− 1 para derivar o valor binário final. Porém, os conjuntos com
m̂1 = 2b×n−1, b > 4 não tem sido explorados até o momento.

Figura 5.1: Conversor reverso com DR = 7n.
Fonte: [21]

5.2 Proposta do conjunto de módulos com DR' 9n

O conjunto de módulos com DR ' 9n aqui proposto é baseado na exten-
são do conjunto de módulos para aplicações com ampla faixa dinâmica usando
operações modulares no formato 2b×n− 1, quando b > 4. Análises preliminares
têm demonstrado que m̂1 = 2b×n− 1, com b > 7, não pode ser dividido em mó-
dulos com tamanho máximo de n bits usando a mesma abordagem apresentada
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em [21], resultando em conjuntos de módulos desequilibrados ou não co-primos.
Entretanto, é possível obter um método similar como apresentado em [21], deri-
vando conversores reversos eficientes com amplo DR, quando m̂1 = 26n−1.

A extensão do conjunto de módulos proposto é {m1,m2, . . . ,m9}, onde
m1 = 2n+β com m̂1 = ∏

9
i=2 mi = 26n− 1. Com a finalidade de obter o compri-

mento dos módulos até n bits, o valor m̂1 = 26n− 1 é dividido em oito módulos
como mostrado na Figura 5.2, válido para n = 4k+6 com k ∈N (onde N é o con-
junto dos números naturais incluindo o zero), ou seja, válido para n= 6,10,14, ....
Similar ao trabalho [21], pode-se considerar o valor β = 2n para estender ver-
ticalmente o conjunto de módulos 2n para 23n resultando em um DR igual a
M = 23n × (26n − 1), em outras palavras, DR ' 9n-bit. Aplicando o conjunto
de módulos propostos à Eq.(5.2), temos:

X =

∣∣∣∣∣
9

∑
i=1

vi

∣∣∣∣∣
m̂1

m1 +R1 =

∣∣∣∣∣
9

∑
i=1
|ViRi|m̂1

∣∣∣∣∣
m̂1

m1 +R1, (5.4)

onde os valores de Vi que dependem de m̂i e a multiplicativa inversa são requeri-
dos. Os valores de m̂i são obtidos pela aplicação de m̂i =

(29n−23n)
mi

.

m̂1 = 26n−1 =





23n−1 =





2
3n
2 −1 =

{
m2 = 2

n
2 −1,

m3 = 2n +2
n
2 +1,

2
3n
2 +1 =

{
m4 = 2

(n+2)
2 +2

n
2 +21 +1,

m5 =
1
3 (2

n
2 −2)2 +2

n
2 −1,

23n +1 =





2
3n
2 −2

3n+2
4 +1 =





m6 = 2
n
2 +2

(n+2)
4 +1,

m7 = 2n−2
(3n+2)

4 +2
n
2 −2

n+2
4 +1,

2
3n
2 +2

3n+2
4 +1 =





m8 = 2
n
2 −2

(n+2)
4 +1,

m9 = 2n +2
(3n+2)

4 +2
n
2 +2

(n+2)
4 +1,

Figura 5.2: Conjunto de módulos derivado de m̂1 = 26n−1.

O Algoritmo de Euclides pode ser aplicado para obter as multiplicativas
inversas

∣∣m̂−1
i

∣∣
mi

para o conjunto de módulos {m1,m2,m3,m4,m5,m6,m7,m8,m9},
considerando a condição

∣∣(m̂i)× (m̂−1
i )
∣∣
mi

= 1 com (i = 1,2...9). Provas de
∣∣m̂−1

1

∣∣
m1

= |−1|23n e
∣∣m̂−1

2

∣∣
m2

= 1
6 (2

n
2 − 2) + 2

n−4
2 são mostradas na Eq. (5.5)

e (5.6), respectivamente. Em seguida, é apresentado um valor numérico para o
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conjunto de módulos proposto e n = 6.

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

=0︷︸︸︷
26n −1)(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
23n

= 1. (5.5)

∣∣∣∣∣∣∣∣

=1︷ ︸︸ ︷
(
∣∣23n∣∣

2
n
2 −1

)

=3︷ ︸︸ ︷
(
∣∣∣2n +2

n
2 +1

∣∣∣
2

n
2 −1

)(

=2︷ ︸︸ ︷∣∣∣2 3n
2 +1

∣∣∣
2

n
2 −1

)

=2︷ ︸︸ ︷
(
∣∣23n +1

∣∣
2

n
2 −1

)




1
6
(

=−1︷ ︸︸ ︷∣∣∣2 n
2 −2

∣∣∣
2

n
2 −1

)+2
n−4

2




∣∣∣∣∣∣∣∣
2

n
2 −1

=

=

∣∣∣∣12(
−1
6

+2
n−4

2 )

∣∣∣∣
2

n
2 −1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2+3

=1︷ ︸︸ ︷
(4)(2

n−4
2 )

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

n
2 −1

= 1. (5.6)

Exemplo: O conjunto modular para o caso particular de n= 6 é {218,7,73,
27,19,13,37,5,109}, os valores de m̂i

m1
, multiplicativas inversas

∣∣m̂−1
i

∣∣
mi

, e Vi são
apresentadas na Tabela 5.1. Para o valor binário X = 786680833, os valores resi-
duais {R1,R2,R3,R4,R5,R6,R7,R8,R9} são {248833,1,56,4,7,3,5,3,38}. Apli-
cando a Eq. (5.4):

X =

∣∣∣∣∣
9

∑
i=1

ViRi

∣∣∣∣∣
m̂1

m1 +R1 = |

|V1R1 |m̂1︷ ︸︸ ︷
3489398783+

|V2R2 |m̂1︷ ︸︸ ︷
29451204315+

+

|V3R3 |m̂1︷ ︸︸ ︷
1882725390+

|V4R4|m̂1︷ ︸︸ ︷
43267818685+

|V5R5 |m̂1︷ ︸︸ ︷
61485847605+

|V6R6|m̂1︷ ︸︸ ︷
21144454380+

+

|V7R7 |m̂1︷ ︸︸ ︷
59433060960+

|V8R8 |m̂1︷ ︸︸ ︷
13743895347+

|V9R9 |m̂1︷ ︸︸ ︷
40979504475 |m̂1 m1 +R1 =

=

3000︷ ︸︸ ︷
|274877909940|68719476735 ∗262144+248833 = 786680833. (5.7)

As multiplicações vi = |ViRi|m̂1
, 1 ≤ i ≤ 9, são obtidas usando operações

ROL da mesma forma como em [21], apresentado na Figura 5.3. Para esse caso de
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Tabela 5.1: Exemplo numérico para n = 6, com a extensão proposta, β = 2n, (DR de 54-bits).

i mi
m̂i
m1

∣∣m̂−1
i

∣∣
mi

Vi

1 262144 – 262143 68719214591
2 7 9817068105 3 29451204315
3 73 941362695 60 56481761700
4 27 2545165805 11 27996823855
5 19 3616814565 16 57869033040
6 13 5286113595 10 52861135950
7 37 1857283155 36 66862193580
8 5 13743895347 2 27487790694
9 109 630453915 39 24587702685

estudo, o número final de vetores de 6n-bit, Wi(gi), é g = ∑
5
i=1 gi = 36. Um vetor

adicional de 6n-bit, Z, também é incluído. Sendo um valor selecionado pelas
combinações r3n e r9n. Assim, a adição modular de g+ 1 termos é obtida por
meio de um árvore CSA de {26n−1} (ou um compressor (g+1) : 2) e uma soma
final, que é implementada usando um KSA e EAC da mesma forma que em [21].
O KSA é aqui considerado uma vez que é uma das estruturas de somadores que
implicam em um melhor desempenho [32]. Finalmente, o termo

∣∣∑9
i=1 ViRi

∣∣
m̂1

é
concatenado com R1 para derivar o X.

Observe que o valor de Z é obtido considerando que nem todos os resíduos
Ri têm o mesmo comprimento de bits. Assim, quando Ri tem menos de n bits, ele
é completado com zeros para gerar o produto por Vi com 6n bits. Caso contrário,
quando Ri tem mais de n bits (caso de R3 e R9), o bit extra é usado para determinar
o fator Z no multiplexador, o qual será inserido como outro termo no compressor,
como mostrado na Figura 5.3.

5.3 Análise Teórica do Conjunto de Módulos Proposto

O conjunto de módulos aqui proposto foi o primeiro módulo de RNS es-
pecífico na literatura que inclui nove módulos, juntamente com um intervalo di-
nâmico de 9n bits. A característica mais interessante desse conjunto de módulos
é que o produto de todos os módulos, exceto 23n, está na forma 26n− 1 que re-
sulta apenas em uma árvore CSA seguida de um somador de módulo EAC como
mostrado na Figura 5.3. Em comparação com o conjunto de seis módulos com
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KSA+EAC

6n 6n

6n

9n

R1

X

3n

W1(g1)

g16n

n-1n/2+2n/23n n

R1 R2 R3 R4

n/2+1 n/2n

R5

n

∗

Compressor (g+1:2) mod                  

R6 R7 R8 R9

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9

{26n − 1}

Z
6n

4:1 MUX

6n6n6n 6n

ZA ZB ZC ZD

g26n g36n g46n g56n g66n g76n g86n g96n

n+1 n+1

C S

W2(g2) W3(g3) W4(g4) W5(g5) W6(g6) W8(g8)W7(g7) W9(g9)

Figura 5.3: Diagrama de bloco do conversor reverso proposto com DR' 9n.

DR = 8n±1 bits introduzido em [21], o conjunto de módulos proposto pode for-
necer melhores unidades RNS, uma vez que, o conversor reverso para o conjunto
proposto é tão mais simples do que o conversor reverso para o conjunto de seis
módulos de [21], além do intervalo dinâmico ser distribuído entre 9 módulos em
vez de 6, resultando em canais com menor largura de bits. Portanto, o módulo
proposto com nove módulos é mais rápido que o conjunto de seis módulos de [21]
para o mesmo requisito de faixa dinâmica.

O conjunto proposto não está totalmente balanceado, e um de seus mó-
dulos é bem maior do que outros. No entanto, esse desequilíbrio não conduzirá
à degradação do desempenho da unidade aritmética RNS se os somadores de
prefixo paralelo (PPA - Paralel-Prefix Adder) forem usados nos canais aritméti-
cos RNS. Como o atraso dos PPAs cresce logaritmicamente com o aumento da
largura de bits, resultando em uma pequena adição de atraso para grandes ope-
randos. Para investigar este problema, semelhante ao método usado em [17] para
comparar o desempenho aritmético de diferentes conjuntos de módulos especiais,
os atrasos de adição em diferentes módulos do conjunto proposto são calculados
e mostrados na Tabela 5.2. Um KSA é considerado para o módulo 23n uma vez



5.4. Análise Teórica dos Conversores Reversos 100

Tabela 5.2: Atraso “unit-gate” para soma nos canais modulares do conjunto proposto.

Módulo Largura (bits) Atraso (unit gate)

m1 3n ' 2log2 n+6.17
m2

n
2 2log2

n
2 +3

m3 n+1 2log2 n+7
m4

n
2 +2 2log2

n+2
2 +7

m5 n−2 2log2(n−2)+7
m6

n
2 +1 2log2

n
2 +7

m7 n 2log2(n−1)+7
m8

n
2 2log2

n−2
2 +7

m9 n+1 2log2 n+7

que a adição para módulos na forma 2k só precisa de um somador regular, ig-
norando os carrys. O atraso baseado no método “unit-gate” para um somador
Kogge-Stone é 2log2(k)+3 para operados de k bits [37]. Além disso, somadores
baseados em prefixo rápido para módulos 2k− 1 de [38] são considerados para
módulo 2n/2− 1 com o atraso de 2log2(k)+ 3. Finalmente, para realizar a adi-
ção em outro módulo, o somador prefixo paralelo para modulo genérico de [39]
é considerado atraso de 2log2(k−1)+7 em que k é a largura de bits do módulo.
Pode-se ver que, embora o módulo 23n seja o módulo maior e não balanceado no
conjunto, não é o caso dele aumentar o atraso da unidade aritmética RNS total, e
os outros módulos com largura de (n+1) bits tem atraso semelhantes, conforme
explicado em [21].

5.4 Análise Teórica dos Conversores Reversos

Para melhor entender o atraso e a área do conversor reverso proposto, um
modelo unit-gate é derivado para estimar o custo do circuito e o atraso do cami-
nho crítico. Neste modelo, cada porta monotônica de duas entradas (por exemplo,
“E” ou “OU”) é considerada como uma unidade de área e atraso. Portanto, uma
porta XOR/XNOR conta como duas unidades de área e atraso e, para simplificar,
os requisitos de tempo e área do inversor (porta NOT) não são considerados [40].
É importante notar que o modelo teórico explica as características arquitetônicas
dos conversores reversos usando uma avaliação agnóstica tecnológica. No en-
tanto, a abordagem apresentada no Capítulo 3 tem um impacto significativo na
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redução da profundidade dos compressores, diminuindo ainda mais o custo e o
atraso no nível de implementação. Assim, a estimativa resultante será validada
usando implementações VLSI.

Com base no modelo unit-gate, um multiplexador 2:1 tem 2 unidades de
atraso e 3 unidades de área, enquanto um multiplexador 4:1, tem 4 unidades de
atraso e 11 unidades de área. Um somador completo (FA - Full-Adder) contribui
com 4 unidades de atraso e custo de 7 unidades em área. O somador multi-
operando é organizado como um compressor usando conexões EAC. Este circuito
requer aproximadamente log1.5 k≈ 1.7log2 k estágios, onde k é o número de ope-
randos a serem adicionados, com um FA de um 1 bit de atraso por estágio e área
de (k− 2) FAs. Para ser justo em todas as comparações, os CPAs do estado da
arte são substituídos por KSAs e o modelo para a arquitetura apresentada em [10]
é adaptado para considerar o parâmetro g. O convencional KSA de n bits tem uma
contribuição de 4+ 2log2 n em atraso e aproximadamente 3n+ 3n log2 n+ 3 em
área. O KSA com EAC para soma modular 2n±1 é considerado organizado como
em [41] com 5+2log2 n unidades em atraso e aproximadamente 7n+1.5n log2 n
em área.

Por exemplo, é obtida a estimativa para o conversor reverso com DR = 9n
bits, apresentado na Figura 5.3. Este conversor é composto por um multiplexa-
dor 6n-bit 4:1, um compressor de 6n bits, organizado como um compressor ((g+
1):2), e para a adição final um KSA com EAC de 6n bits. O atraso do multiplexa-
dor não é considerado, uma vez que sua saída está conectada ao último nível do
compressor. A área total obtida em unidades de portas é 9n log2 n+42ng+89.3n,
com contribuições de: um multiplexador 6n-bit 4:1 resultando em 6n×11 = 66n;
um compressor com (g+ 1− 2)× 6n× 7 = 42ng− 42n; e, finalmente, um KSA
com EAC e área de 7×6n+1.5×6n log2(6n)≈ 65.3n+9n log2 n. As contribui-
ções de atraso, também em unidades de porta, são de 10.2+2log2 n para o KSA
com EAC, e 4× 1.7log2(g+ 1) = 6.8log2(g+ 1) para o compressor, resultando
em 2log2 n+6.8log2(g+1)+10.2. A Tabela 5.3 apresenta a generalização dos
resultados acima. Além disso, ela também mostra o atraso e a área de conversores
reversos relacionados do estado da arte.
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5.5 Discussão e Resultados Experimentais

Para comparar as diferentes implementações, cada arquitetura foi descrita
em VHDL e sintetizada. A ferramenta utilizada foi a Synopsys Design Vision
(versão E-2010.12-SP4) para gerar um netlist otimizado mapeado para tecnologia
ASIC standard cells de 90nm da empresa UMC [29]. Os parâmetros de compila-
ção foram “-exact_map -map_effort medium -area_effort medium -power_effort
medium”.

As arquiteturas comparadas com a proposta para n = 6, n = 10 são:

i) o conjunto de módulos DR' 6n [17];

ii) o conjunto de módulos em [21] com DR' 6n, DR' 7n e DR' 8n+1;

iii) o conjunto modular {22n,2n±1,2n±3,2n−5,2n +7,2n−11} com DR =

9n obtido da solução genérica apresentada por [9];

As arquiteturas acima foram escolhidas por possuirem os conjuntos de
módulo mais balanceados no estado da arte.

A Tabela 5.4 apresenta os resultados experimentais coletados da síntese.
Os conversores reversos foram implementados para n = 6 (DR ≈ 54) e n = 10
(DR≈ 90). Alguns conjuntos de módulos não permitem determinados valores de
n. Assim, para uma comparação justa, o valor de n é escolhido de forma a chegar
o mais próximo possível dos DRs definidos para comparação (54 e 90). Para
DR = 7n [21] não são possíveis valores pares para n, porém, n = 8 é apresentado
na Tabela 5.4 aplicando uma abordagem linear entre os resultados n = 7 e n = 9
a fim de esclarecer a comparação.

Com relação aos DR ≈ 9n, conversor proposto otimizado apresenta uma
redução média de área de 81,20% e aceleração de 2,77 podem ser obtidas com
a nossa proposta otimizada em comparação com as melhores soluções existen-
tes no estado da arte para DR ' 9n [9]. Apesar de outros conversores reversos
aqui analisados exibirem melhor desempenho, a principal contribuição da nossa
proposta reside no fato de que é a abordagem de conversor reverso mais eficiente
até o momento com o menor número de bits por canal resultando em operações
aritméticas RNS mais rápidas. Comparando a proposta com e sem otimização é
possível verificar uma redução média de área de 47,79% e aceleração média foi
de 1.16 vezes.



5.6. Conclusões 104

Como pode ser notado a partir dos resultados na Tabela 5.4, os conver-
sores reversos com menor atraso e área são as topologias apresentadas por [17]
e [21]. No entanto, nossa proposta resulta em menor número de bits por canal.
Por exemplo, para alcançar DR ≈ 90 a implementação requer n = 10, que é o
menor em comparação com soluções do estado da arte para DR = 6n, DR = 7n e
DR = 8n−1, exceto pelos valores apresentada por [9]. No entanto, os resultados
mostram melhorias na área do circuito, atraso e potência.

Tabela 5.4: Resultados de Área, Atraso e Potência obtidos a partir da síntese.

DR n bits Área (µm2) Atraso (ns) Potência (mW)

6n [17] 9 54 5372 1,05 3,47
6n [21] 9 54 13035 1,81 7,98
7n [21] 8 56 7875 1,64 5,17

(8n+1) [21] 7 57 7086 3,80 25,38
9n [9] 666 54 105394 5,53 134,39

9n Proposto 666 54 33726 2,46 19,55
9n Proposto Otimizado 666 54 19294 2,06 13,45

6n [17] 15 90 9022 1,07 5,74
6n [21] 15 90 21636 1,90 13,25
7n [21] 13 91 13007 1,72 8,79

(8n−1) [21] 11 87 12487 4,89 14,82
9n [9] 111000 90 252050 6,94 287,52

9n Proposto 111000 90 92704 2,72 110,91
9n Proposto Otimizado 111000 90 43772 2,43 38,37

5.6 Conclusões

Neste capítulo, foi apresentado um método para projetar conversores re-
versos RNS eficientes usando um novo conjunto de módulos específicos com a
maior faixa dinâmica do estado da arte (9n bits). Até a publicação original da pro-
posta em [8], implementações eficientes de conversores reversos RNS para con-
juntos de módulos específicos eram restritas até DR' 8n. O uso de DRs maiores
é útil para aplicações DSP com grande operandos devido à redução do número
de bits por canal para executar a aritmética RNS. Os resultados experimentais de-
monstram que o conversor proposto otimizado exige em média de 82,16% menos
de área e é 2,77 vezes mais rápido em comparação com uma solução existente no
estado da arte que usa conjuntos de módulos arbitrários para derivar DR = 9n.
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Conclusões

Essa tese propôs um conjunto de módulos específicos para aplicações com
faixa dinâmica de até 9n, bem como a arquitetura para implementar o conversor
reverso associado. Sendo que, até o momento, implementações eficientes de con-
versores reversos RNS para conjuntos de módulos específicos eram restritas a
faixas dinâmicas de até no máximo 8n. Os resultados experimentais demostra-
ram que a arquitetura proposta supera as melhores soluções no estado da arte,
que utilizam conjunto de módulos arbitrários para derivar faixa dinâmica de 9n.
O aumento do número de canais também é desejável para aplicações DSP com
grande número de bits devido à redução do número de bits por canal.

Além do conjunto de módulos específico, esse trabalho também propôs
dois métodos para projetar conversores reversos gerais para conjunto de módulos
estendidos que fornecem faixas dinâmicas elevadas. Os conversores publicados
previamente requeriam uma seleção de peso complexa das entradas ou etapas
complexas de conversão final. A proposta possibilitou que a seleção de peso dos
termos multiplicativos associados às entradas fosse reduzida a adições de 2n bits
e a conversão final requer apenas uma comparação. Resultados experimentais
demonstraram que as abordagens propostas alcançaram ganhos significativos na
redução de área em comparação com o estado da arte, para estruturas de conver-
são reversa com faixa dinâmica genérica. Além disso, ainda foi proposta uma
melhoria na arquitetura de hardware do CRTf usando conjuntos de módulos ge-
néricos equilibrados.

Um procedimento que reúne diversas técnicas de otimização lógica para
multiplicação modular por constante também foi apresentado. Apesar das técni-
cas empregadas serem simples, os resultados demonstraram um ganho substan-
cial na implementação dos conversores reversos propostos, uma vez que é possí-
vel perceber a repetição sistemática do multiplicador modular por constante nas
equações dos algoritmos de conversão.

Tanto a proposta do conjunto de módulos específico quanto os métodos
de implementação das arquiteturas genéricas trazem avanços no estado da arte na
área de RNS, mais especificamente na melhoria dos conversores reversos. Alcan-
çando o conversor mais eficiente já apresentado para DR' 9n, além de melhorias
consideráveis nas implementações de estruturas de conversão reversas com DR
genérico do estado da arte.
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6.1 Lista de Publicações

Essa tese gerou dois artigos em conferências internacionais, dois artigos
em revistas internacionais (um publicado e outro submetido, estando na segunda
rodada de revisão) e um relatório técnico. Em ordem cronológica:

• Matos, R. and H. Pettenghi. Mixed-radix conversion (MRC) equations for
the moduli set {22n,2n±3,2n±1}. Technical Report, DEEL-UFSC, 2015.
URL: http://tele.sj.ifsc.edu.br/~roberto.matos/RNS/MRC-equations_v1.pdf.

• H. Pettenghi, R. Chaves, Matos, R., and L. Sousa. Method for designing
two levels RNS reverse converters for large dynamic ranges. Integration,
the VLSI Journal, pages 1–9, 2016.

• H. Pettenghi, Matos, R., and A. Molahosseini. RNS reverse converters
for moduli sets with dynamic ranges of 9n-bit. In Circuits and Systems
(LASCAS), 2016 IEEE Third Latin American Symposium on, pages 1–4,
Feb 2016.

• Matos, R., R. Paludo, N. Chervyakov, P. A. Lyakhov, and H. Pettenghi.
Efficient implementation of modular multiplication by constants applied to
RNS reverse converters. In 2017 IEEE International Symposium on Cir-
cuits and Systems (ISCAS), pages 1–4, May 2017.

• Em Revisão: H. Pettenghi, R. Paludo, Matos, R., and P. A. Lyakhov. Ef-
ficient RNS reverse converters for moduli sets with dynamic ranges up to
(10n+1)-bit. Circuits, Systems, and Signal Processing, 2018.

6.2 Trabalhos Futuros

No Capítulo 3, foi apresentado um estudo com unidades modulares MACs
variando o módulo e a largura dos operandos. Ficou claro que o número de bits
tem um impacto no atraso das unidades e a possibilidade de ter mais canais com
menos bits pode acelerar a computação de grandes operandos, mesmo que a con-
versão reversa seja mais custosa. Dessa forma, com o aumento da diversidade de
aplicações sendo migradas para RNS, é necessária uma ferramenta que analise
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os requisitos da aplicação e gere um sistema RNS sob medida. A fase de pre-
computação com as técnicas de otimização apresentadas no Capítulo 3 já é um
embrião dessa iniciativa. Entretanto existem melhorias e formalizações que pre-
cisam ser analisadas ainda da fase de pré-computação, como a análise do ponto
de vista computacional do problema da otimização. As várias técnicas com os
diversos operandos explodem rapidamente o número de combinações possíveis,
o que impossibilita um teste de cada opção para determinar qual seria a melhor
combinação para chegar no menor número de produtos parciais. Estamos lidando
com um problema NP-completo?

Além disso, as técnicas de otimização podem ser estendidas para multi-
plicação de duas variáveis, onde é possível abrir novos caminhos para otimiza-
ção lógica multi-variável. Mesmo na otimização da multiplicação por constante,
é possível direcionar o trabalho para algo com mais formalização matemática.
Por exemplo, é possível transformar todas as colunas dos vetores em uma única
equação e analisar quais as ferramentas algébricas poderiam ser utilizadas para
minimizar o número de vetores finais e qual seria o limite dessa otimização.

Ainda com relação à ferramenta, seria interessante a geração automati-
zada de descrições de hardware para conversores diretos e reversos parametrizá-
veis, compressores eficientes e unidades aritméticas, entre outros. Isso propiciaria
testes rápidos e comparações das diversas abordagens, facilitando o emprego de
unidades RNS e a pesquisa na área.

No campo da arquitetura de conversores reversos genéricos, parece ser
possível explorar as técnicas de otimização do número de vetores das multiplica-
ções por constante para reorganização da arquitetura dos conversores e minimizar
as somas completas no caminho crítico. Nessa linha de trabalho, é possível avaliar
se existem regras que direcionam a tomada de decisão para geração automática
de novos conversores.
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