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"If you think about the voids instead of working with solid
elements, the truth appears.”
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Resumo

Este trabalho consiste na aplicacdo da interpolacdo SIMP orde-
nada na Otimizagao Topoldgica Multimaterial, com o objetivo
de realizar estudos complementares sobre o método verificando
possiveis limitagdes neste tipo de abordagem. O problema de
otimizagao topoldgica inicialmente é formulado para multiplas
fases material considerando restrigoes de massa e custo em proble-
mas de minimizacao de flexibilidade estrutural. Como o método
proposto nao depende de variaveis adicionais para representar a
selecdo do material, o custo computacional é independente do
nimero de materiais considerados e sua convergéncia, com as
restrigoes citadas, seré avaliada por meio do Critério de Otimo.
Em seguida, é analisada a presenga de material intermediario na
estrutura e, pela medida de material nao discreto ser elevada,
busca-se uma nova abordagem na otimizacao topoldgica multi-
material. Dessa forma, uma modificagdo do modelo material que
melhor atende aos critérios de penalizacao da funcao objetivo é
apresentada e os resultados, aliados a novas restrigoes de volume
por material, sao analisados por meio do Método das Assintotas
Méveis. A eficiéncia e capacidade das ferramentas apresentadas e
propostas no trabalho sao verificadas pela resolugao de problemas
estaticos de elasticidade para diferentes geometrias e condicoes

de contorno.

Palavras-chaves: Otimizacao topoldgica, otimizagao multima-

terial, SIMP ordenado, restrigbes de massa e custo.






Abstract

This work consists in the application of ordered SIMP interpola-
tion in the Multi-material Topology Optimization, with the aim
of performing complementary studies on the method, verifying
possible limitations in this type of approach. The topology op-
timization problem is initially formulated for multiple material
phases considering mass and cost constraints on structural com-
pliance minimization problems. As the proposed method does
not depends on additional variables to represent the material
selection, the computational cost is independent of the number
of materials considered and its convergence, with the mentioned
constraints, will be evaluated through the Optimum Criteria.
Then, the presence of intermediate material in the structure is
analyzed and, because the measurement of non-discreteness mate-
rial is high, a new approach is sought in multi-material topology
optimization. Thus, a modification of the material model that
best meets the objective function penalty criteria is presented
and the results, together with new volume constraints per mate-
rial, are analyzed using the Method of Moving Asymptotes. The
efficiency and capacity of the tools presented and proposed in the
work are verified by solving static elastic problems for different

geometries and boundary conditions.

Keywords: Topology optimization, multi-material optimization,

ordered SIMP, mass and cost constraints.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A otimizacao topoldgica fornece a melhor distribuicao de
material dentro de um dominio de projeto prescrito, procurando
onde colocar material (sélido) e onde nao (vazio). Desde o artigo
pioneiro de Bendsge & Kikuchi (1988), a otimizacao topolé-
gica tem sido amplamente utilizada no projeto de componentes
mecanicos e outras aplicagoes na engenharia, como termoelastici-
dade (PEDERSEN; PEDERSEN, 2012), escoamento de fluidos
(AAGE et al., 2008), actstica (WADBRO; BERGGREN, 2006),
propagacao de ondas (SIGMUND; JENSEN, 2003), projeto de
estruturas aeroespaciais (STANFORD; BERAN, 2011), projeto
de materiais multifuncionais (GUEST; PREVOST, 2007), siste-
mas multifisicos (QIAN; SIGMUND, 2013), dentre outros. Novos
materiais e estruturas inteligentes também podem ser projetados
utilizando o método, tendo como exemplo materiais celulares
periédicos ultraleves, caracterizados por apresentarem compostos
de células unitérias semelhantes a trelicas (GUTH; LUERSEN;
MUNOZ-ROJAS, 2015). Recentemente, a técnica de otimizacio
topoloégica vem sendo utilizada em aplicagoes biomédicas para
projetar substitutos ésseos (SUTRADHAR et al., 2010) e implan-
tes biointegrados (LONG; HOLLISTER; GOLDSTEIN, 2012).
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No entanto, a maioria dos problemas apresentados nestes traba-
lhos considera a presenca de apenas um unico material além do
vazio. E desejavel e interessante observar projetos com multiplos
materiais, isto é, multiplas fases de material.

Do ponto de vista fisico, o aspecto mais importante do pro-
blema de otimizagao topoldgica multimaterial é a representacao
dos tensores das propriedades do material em fungao das fragoes
de volume locais e das propriedades fisicas de cada fase especi-
fica. E comumente realizada utilizando interpolacdo de material
(BENDSQE; SIGMUND, 1999), abordagens de homogeneizacao
(BENDSQE; SIGMUND, 2003) ou médias dos limites superiores
e inferiores de Hashin-Shtrikman (HS) (BENDSQE; SIGMUND,
2003).

Em se tratando de interpolacdo material, a escolha da
funcao de interpolacdo é importante quando se considera a dis-
tribuicao de multiplas fases do material em um dado dominio de
projeto. Por exemplo, no modelo popular Solid Isotropic Material
with Penalization (SIMP) uma lei de poténcia é utilizada na
interpolacdo em casos com um material, por outro lado, este tipo
de interpolacao ndo se comporta muito bem com a presenca de
materiais adicionais (BENDSQE; SIGMUND, 2003). Existem di-
ferentes formas de se fazer a otimizacao topoldgica multimaterial,
porém a grande maioria tem um custo computacional elevado,
pois em suas formulagoes o custo, ou o nimero de varidveis de
projeto, depende do ntimero de fases materiais.

A abordagem na otimizacao topolégica mais desejada é
aquela que oferece topologias mais detalhadas com custo com-
putacional reduzido no processo de andlise e otimizacao (PARK;
SUTRADHAR, 2015). Em geral, um grande nimero de elemen-

tos finitos sdo necessarios para obter uma melhor resolucdo da
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estrutura em estudo, e assim, sdo necessarias estratégias para
minimizar o custo computacional ao longo de todo o processo
iterativo.

No presente trabalho serd estudado uma nova abordagem
em otimizacdo topoldgica multimaterial proposta por Zuo & Sai-
tou (2017) utilizando interpolacao SIMP ordenada. O método
de interpolacao proposto garante a resolu¢ao de problemas de
otimizagao topolégica sem introduzir novas variaveis de projeto
no problema. Para isso, sdo utilizadas fungoes de poténcia com
coeficientes de escala e de translagdo para interpolar o médulo de
elasticidade e as propriedades de custo para miltiplos materiais.
A metodologia proposta pelo autor parece ser interessante, entre-
tanto algumas questdes podem ser melhor abordadas e comecarao

a ser tratadas nesta dissertacao

1.2 Revis3o histérica

Diversas referéncias apontam que o primeiro estudo em oti-
mizacdo topoldgica foi realizado por Maxwell' em 1869. O estudo
consistia em calcular o campo de tensées mecénicas principais
de uma forca aplicada num ponto de dominio infinito sujeito a
restrigoes de deslocamento em outros pontos. Obtidas as linhas
de isotensdo principais, a ideia béasica entao, era propor neste
dominio uma estrutura formada por barras, em que cada barra
estivesse alinhada com as diregoes principais de tensao calculadas
no dominio. Assim, a estrutura étima, em que o material fosse
melhor aproveitado, seria aquela em que os elementos estariam

sujeitos apenas a tragdo e compressao e sem a existéncia de

L Maxwell, J.C., Trans. Roy. Soc., Edinburgh, vol. 26, p. 01-40, 1869.
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momentos fletores. Em 1904, Michell? obteve resultados surpreen-
dentes ao dar continuidade ao trabalho de Maxwell, determinando
as condigbes necessarias para que uma estrutura formada por
elementos de barra tivesse o minimo volume material, respeitando

relagoes de equilibrio e restrigdes de tensao.

P2 P/2

Figura 1.1 — Exemplos de estruturas de trelica obtidas por Mi-
chell

Os trabalhos de Maxwell e Michell foram pouco apreci-
ados por seus contemporaneos por serem considerados muito
académicos, sem grande aplicacdo pratica, sendo referenciados
apenas no fim da década de 1950, como no trabalho de Cox
(1958)3. Nesta mesma época, com o surgimento dos primeiros
computadores e com o aperfeicoamento de métodos matriciais
que vieram a tornar-se no método de elementos finitos (MEF)
(ver Felippa (2001)), problemas préticos de otimizagao estrutural
passaram a ser estudados usando a otimizagdo paramétrica. Em
sequéncia, Hemp (1973)* apud Rozvany & Lewiniski (2012) esta-
beleceu critérios de otimizacdo mais gerais que foram importantes

para os trabalhos de Prager (1974) e Rozvany & Prager (1976),

2

Michell, A. The limits of economy of material in frame strcutures, Philo-

sophical Magazine, vol. 8(47), pp. 589-597, 1904.

3 Cox, H. L., The theory of design, Aeronaut. Re. Council Rep. No. 19791,
1958.

4w Hemp, Optimum Structures, Clarendon Press, Oxford, 1973.
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que resolveram uma série de diferentes problemas de otimizagao
topoloégica por meio de procedimentos analiticos baseados em
critérios de otimalidade dando origem a teoria de layout 6timo.

Ainda assim, a otimizagdo de layout ndo se mostrava su-
ficientemente robusta na solucao de problemas de projeto mais
complexos. Numa tentativa de solucionar este problema, Cheng
& Olhoff (1981), (1982) em seus estudos sobre otimizacao de
espessura de placas sugeriram a relaxagao do problema de pro-
jeto original através da introducdo de um material composto,
contendo uma microestrutura caracterizada pela presencga de va-
zios (porosidade) (ver também Kohn & Strang (1986a), (1986b),
(1986¢)).

Baseados nestes trabalhos, Bendsge & Kikuchi (1988), de-
senvolveram um método de homogeneizacao aplicado a relaxagao
do problema de otimizagao topolégica de meios continuos, dando
inicio & popularizacdo do método.

Mesmo com o método popularizado haviam complicagoes,
como a ocasionada na solugao do problema de distribuicao de
material em um dominio continuo, onde a solugdo resultante
era um material poroso de dificil interpretacdo e fabricacao.
Uma alternativa para contornar este problema é o modelo de
parametrizagdo material SIMP proposta por Bendsge (1989).

Uma vez consolidada uma base mateméatica para a correta
parametrizagdo do material no dominio, outras contribuicoes
relevantes surgem com os trabalhos de Sigmund (1994), (1997),
que propoem filtros para suavizar a distribuicdo espacial das
pseudo densidades, eliminando assim o fendmeno da instabilidade
de tabuleiro ou checkerboard. Uma revisdo sobre os métodos de
filtragem é apresentada por Sigmund (2007).

Os conceitos de dominio fixo estendido de projeto e o
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de microestruturas subétimas permitiram obter topologias bem
definidas e com menos regioes de densidade intermedidria, pos-
sibilitando a utilizacao do método de otimizacao topoldgica em
areas nao classicas de engenharia de estruturas desde a metade
da década de 1990. Estes trabalhos podem ser revisados mais a
fundo em Kirsch (1989), Eschenauer & Olhoff (2001) e Bendsge
& Sigmund (2003).

Uma questao interessante no contexto da otimizacao topo-
logica é a possibilidade de utilizar varios materiais sob restri¢ao
de custo, volume ou peso para encontrar um melhor design em
termos de desempenho da estrutura e/ou custo de fabricacao.

Thomsen (1992) maximizou a rigidez integral de uma es-
trutura composta por um ou dois materiais isotrépicos utilizando
a técnica de homogeneizacao. O material foi modelado por um
composto de segundo grau usando a concentracdo e a orientacgao
do composto como varidveis de projeto.

Sigmund (2001b) demonstrou que a otimizagdo topoldgica
é 1util quando usada como uma ferramenta sistemdtica para o
projeto de sistemas microeletromecanicos de dois materiais. O
método de otimizacao foi ampliado para multiplos materiais,
introduzindo duas varidveis de projeto por elemento. Uma variavel
determina se hd material no elemento ou nao e a outra variavel
determina o tipo de material.

A interpolacdo das propriedades do material foi feita
usando um esquema hibrido, onde a abordagem de lei de poténcia
foi usada para interpolar entre vazio e material e uma média pon-
derada dos limites Hashin-Shtrikhman superior e inferior (Hashin

& Shtrikman (1963))° foram utilizados para interpolar entre os

5 Hashin Z, Shtrikman S. A variational approach to the theory of the elastic

behaviour of multiphase materials. Journal of the Mechanics and Physics
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tipos de material.

Yin & Ananthasuresh (2001) propuseram um novo mo-
delo de interpolacdo de material, denominado modelo de fungao
de pico. Ao usar a funcdo de pico e o método de critérios de
6timo, eles sintetizaram mecanismos compativeis com multiplos
materiais com e sem a restrigdo de recursos materiais.

Jung & Gea (2006) propuseram um novo modelo multi-
material para formular o problema de otimizacdo topoldgica
para a absorcdo de energia. Um modelo de material trifasico
para otimizacdo da topologia foi aplicado para acomodar dois
objetivos de projeto conflitantes: a) Minimizar a flexibilidade
média; e b) Maximizar a energia de deformagdo para absorcao
de energia.

Ramani (2010) apresentou um algoritmo que usa o ma-
terial como uma variavel discreta na otimizacao de topologia
multi-material e, portanto, fornece uma alternativa aos métodos
tradicionais usando interpolagdo de material e abordagens de
nivel. O algoritmo calcula pseudo-sensibilidades das fungdes ob-
jetivo e restricdo para mudangas de material discreto. Estes sao
usados para classificar os elementos, com base em qual fracao
dos elementos sao selecionados para a modificagdo do material
durante a iteracdo do processo de otimizacao. Posteriormente,
Ramani (2011) também introduziu uma abordagem heuristica
para lidar com as restrigoes baseada nos critérios de falha de
material.

Tavakoli (2014) propos um algoritmo para a solugdo de
problemas de otimizacdo topolégica multi-material. O método
apresentado baseia-se na divisdo de um problema de otimizagao

de topologia multifasica em uma série de subproblemas de otimi-

of Solids, 11(2): 127- 140, 1963.
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zagao de topologia de fase binaria que sdo resolvidos parcialmente,
de forma sequencial, usando otimizagao topologica de fase bindria
tradicional. O algoritmo apresentado fornece uma estrutura geral
para estender otimizagao topoldgica de fase binaria tradicional
para a solucdo de problemas de otimizacao de topologia multi-
fasica e possui caracteristicas interessantes como: generalidade,
simplicidade, eficiéncia, facilidade de implementagao e heranca
das propriedades de convergéncia de seu solucionador interno de
otimizacao.

Zuo & Saitou (2017), através de uma interpolagdo orde-
nada multimaterial, resolveu problemas de otimizagao topolégica
sem introduzir novas varidveis no problema. Para isso, utilizou
fungoes de poténcia com coeficientes de escala e de translacao
para interpolar o médulo de elasticidade e as propriedades de
custo para multiplos materiais em relagado as varidveis de den-
sidade normalizadas. A vantagem do método proposto, além
da simplicidade e facilidade em incorporar em qualquer codigo
existente de material SIMP tinico, é que por nao se basear em
varidveis adicionais para representar a selecdo do material, o
custo computacional é independente do niimero de materiais

considerados.

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal realizar estudos
complementares sobre Otimizacdo Topologica Multimaterial uti-
lizando interpolagdo SIMP ordenada proposta por Zuo & Saitou
(2017).

Neste sentido, o modelo material proposto pelo autor sera

analisado verificando possiveis limitacoes e as topologias obti-
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das serao observadas em relagao a presenca de elementos com

densidades intermedidarias.

1.3.1 Objetivos especificos

Dentro deste objetivo geral, podem-se destacar alguns

objetivos especificos:

e Avaliar a influéncia dos parametros iniciais no processo de

otimizagao topoldgica;

e Avaliar a influéncia de material intermedidrio nos resultados
obtidos;

e Propor uma maneira para reduzir o percentual de material

intermedidrio na estrutura;

e Validar a abordagem proposta aplicando restri¢des de vo-

lume por material.

1.4 Descricdo do trabalho

A presente dissertacao estd estruturada em oito capitulos,
sendo esta introdugao o primeiro.

No Capitulo 2, sao apresentados os conceitos bésicos rela-
cionados a Otimizacao Topoldgica. Inicialmente sdo abordados os
métodos de otimizacdo estrutural e em seguida sao apresentados
os conceitos relativos ao método, como dominio fixo estendido
e modelo material, e as complicacdes enfrentadas neste tipo de
otimizacao.

O Capitulo 3 tem como objetivo apresentar a otimizacao
topoldgica multimaterial. Inicialmente sao apresentados trabalhos

relacionados ao tema e, em seguida, é formulado o problema
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comum & otimizacdo topoldgica. Por fim, é exposto o método de
interpolagao SIMP ordenado proposto por Zuo & Saitou (2017).

O Capitulo 4 aborda a metodologia aplicada neste trabalho
para a andlise de exemplos numéricos encontrados na literatura.
Nesta secao é apresentada a medida de material nao-discreto
utilizada para mensurar o percentual de material intermedidrio
gerado pela relaxacdo do problema no processo de otimizagao.

No Capitulo 5 o método de interpolagdo SIMP ordenado
é aplicado nos problemas citados no Capitulo 4, e é avaliada a
influéncia dos pardmetros de inicializagdo nos resultados obtidos.

Numa busca por reduzir o material intermediario nas es-
truturas encontradas no Capitulo 5, no Capitulo 6 é realizado
um ajuste no esquema de interpolagdo para reducao do material
intermediario.

O Capitulo 7 trata dos problemas com novas restri¢oes de
volume por material.

Por fim, o Capitulo 8 apresenta algumas conclusoes refe-

rentes aos resultados obtidos e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Otimizacao Topolodgica

Neste capitulo sao apresentados os conceitos basicos re-
lacionados a otimizagao topolédgica. Inicialmente abordam-se os
métodos de otimizacao estrutural e em seguida sdo apresenta-
dos conceitos tedricos relativos ao método, como dominio fixo
estendido e modelo material. Por fim, sdo discutidas questoes
importantes que influenciam significativamente os resultados
computacionais obtidos com o procedimento de distribuicao de

material.

2.1 Métodos de otimizacdo estrutural

Basicamente, existem trés diferentes abordagens que po-
dem ser aplicadas no processo de otimizacao estrutural: otimi-
zagdo paramétrica, otimizacao de forma e otimizagdo topoldgica
(BENDSQE; SIGMUND, 2003).

O método de otimizagdo paramétrica busca definir inicial-
mente uma estrutura, mantendo suas condigdes de carregamento
e restrigoes de graus de liberdade fixa. A Figura 2.1(a) pode ser
usada como exemplo, em que a estrutura é discretizada com ele-
mentos de treliga, e pode-se utilizar um grupo de caracteristicas
geométricas como variaveis otimizaveis, como a area de secao

transversal ou coordenadas geométricas. Tais varidveis podem
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ser otimizadas respeitando determinadas restrigdes impostas ao
problema como por exemplo, tensoes maximas e deslocamentos
limites.

No método de otimizacdo de forma, os contornos externos
e internos da estrutura sao parametrizados por curvas do tipo
splines, por exemplo, onde os pardmetros desta curva constituem
as varidveis de projeto. Ou seja, sao apenas alterados os contornos
dos furos, ndo havendo criacdo de mais regides com a presenca
de vazios na estrutura, mas apenas sua otimizacao, de tal forma
que satisfacam uma determinada funcao objetivo, por exemplo,
maximizacao da rigidez, e consequentemente obtendo a forma
Otima da estrutura. Nesse método, devido as formas complexas
que podem ser obtidas, a analise é realizada utilizando-se métodos
numéricos, e, como existem alteragoes da forma da estrutura
durante o processo de otimizacao, a malha é distorcida, sendo

necessario um remalhamento do dominio durante a otimizagao.

o — e
y ______EYavavaN

Figura 2.1 — Solu¢do de um problema por diferentes abordagens
de otimizagdo: a) otimizagdo paramétrica; b) otimi-
zacido de forma; c¢) otimizacao topoldgica.

Fonte: Bendsge & Sigmund (2003)

No método de otimizacao topoldgica existe uma nova distri-
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buicdo de material dentro de um dominio fixo de projeto, permi-
tindo sua adigdo ou remocao. Ou seja, ao contrario da otimizagao
de forma, este método permite determinar a presenca de novos
furos na estrutura, podendo reduzir a quantidade necessaria de
material, melhorando o seu desempenho. A otimizacdo topolédgica
é a mais genérica, sendo possivel uma caracterizagdo mais ampla
da geometria da estrutura otimizada, tendo como resultado a
localizagéo e forma (a depender do refinamento da malha) dos
furos. Assim, o nimero de varidveis de projeto neste método é
geralmente grande, estando estas relacionadas ao refinamento da

malha de elementos finitos.

2.2 Formulacdo geral do problema de Otimizacao Topo-
l6gica
Para explicar a montagem do problema de otimizacao
topoldgica para uma estrutura qualquer, considera-se um corpo

ocupando um dominio Q em R? estando sujeito a condicoes de

contorno, conforme é mostrado na Figura 2.2

I

Figura 2.2 — Representagao de um dominio desconhecido contido
no dominio fixo estendido.

A Figura 2.2 ilustra o conceito de dominio do problema
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de otimizacao topoldgica. €2 é o espago de geometria simples o
qual corresponde a totalidade do dominio com volume, no qual o
algoritmo de otimizacao topoldgica deve encontrar a estrutura
otima.

Segundo Bendsge & Sigmund (2003) o problema de projeto
6timo pode ser definido como o problema de achar o melhor
tensor constitutivo para um material isotrépico, sem alterar a
caracteristica reolégica do material. A obtencao da forma 6tima
final é influenciada pelas condi¢es de contorno e pela quantidade
de material utilizado.

A formulagao geral para o problema de otimizacao topolo-

gica pode ser escrita como mostrado no Problema (2.1)

Minimizar ¢(©(x))

Sujeitoa V<V
V:/G(x)dﬂ
Q
1 Q
E-0(x)E’, O(x)={ FXrp
0se x € Q\Qp,
(2.1)

onde é ¢(©(x)) uma funcio qualquer, V corresponde ao volume
atual, V é o volume total permitido para o subconjunto g, E°
representa o tensor constitutivo de um material elastico isotrépico
a partir do qual a estrutura sera construida, E representa o tensor
constitutivo da estrutura obtida e ©(x) a fragdo de volume em
cada ponto x do material. Este problema é do tipo discreto
(um problema 0-1) e consiste em se determinar em quais pontos
do dominio €2 haverd material e quais pontos estarao vazios
dependendo da funcao objetivo e restricoes impostas.

Segundo Rozvany (2001) a subclasse de problemas mais

simples em otimizacdo topoldgica é a distribuicdo étima de um
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material isotrépico que pode assumir a forma de um sélido ou
vazio. Este tipo de problema, de varidveis discretas (0 - 1), envolve
2V soluces possiveis, onde N é o niimero de elementos finitos
do problema discretizado.

A aproximagao mais comumente usada para resolver o
Problema (2.1) é substituir as varidveis inteiras por varidveis
continuas pela modificacdo do tensor constitutivo do material
de modo que este dependa continuamente de uma funcéo a
qual é interpretada como densidade do material ou fungao de
densidade artificial, a qual passa a ser a varidvel de projeto
(BENDSQE; SIGMUND, 2003). Essencialmente, o método simula
uma microestrutura que possa assumir valores intermediarios,
definindo o nivel de relaxacdo do problema e permite o uso
de algoritmos de solugdo que utilizam gradiente. O valor da
propriedade efetiva do material E em cada ponto do dominio é
entdo definido em fungéo da densidade do material p(x) conforme

é mostrado no Problema (2.2):

Minimizar ¢(p)
Sujeitoa V<V (2.2)
E = p(x)E’, 0<p(x)<1

Devido ao fato dos problemas de otimizacao topoldgica
serem do ponto de vista computacional de larga escala, as pri-
meiras formulagdes empregadas para o problema foram escritas
em termos de funcao objetivo e restri¢cdes simples, tais como a
maximizacao da rigidez global (ou minimizagao da flexibilidade)
sujeita a uma restricdo de volume por exemplo. A flexibilidade
é definido como um trabalho realizado por uma forgca ou equi-
valentemente como a energia eldstica armazenada (GOURNAY,
F.; ALLAIRE, G.; JOUVE, 2008). Este tipo de problema é ge-

ralmente resolvido pela discretizacdo do dominio do projeto em
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elementos finitos e fazendo a densidade artificial do material em
cada elemento ser uma variavel de projeto conforme é mostrado
no Problema (2.3):

Minimizar ¢(p) = fTu
Sujeitoa  K(p)u="f
V(p)
< 2.3
o = (2.3)
0 < pmin <p; <1,
.7 - 17 . 7N

onde ¢ representa a flexibilidade a ser minimizada, u e f sdo os

deslocamentos e forgas globais, respectivamente, K é a matriz
N

de rigidez global, V(p) = Z p;Vj e Vo sdo o volume de material
j=1
e o volume do dominio estendido de projeto respectivamente, f

¢é a fracao de volume permitida para o projeto, p é o vetor com
as densidades de todos os elementos, pp,n, € um limite minimo
para o valor da densidade (para evitar o mau condicionamento
da matriz de rigidez), N é o ntimero de elementos usado para
discretizar o dominio de projeto. Esta formulagdao tem a desvan-
tagem de apresentar os resultados com elementos de densidade
intermediaria.

O procedimento tipico de projeto estrutural utilizando a
otimizacdo topoldgica é apresentado na Figura 2.3. A aplicacgdo de
métodos numéricos se faz necessaria na discretizagdo do dominio
de projeto no processo de solugao de um problema de maximizar
a rigidez global com uma restricao de quantidade de material.
Este procedimento pode ser aplicado em problemas de otimiza-
¢ao estrutural continuos para varios tipos de funcao objetivo e

restrigoes.
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Dominio Inicial Dominio Discretizado Topologia Obtida

Pés-Processamento

A
=D

g_/é.%/

(d)

Fabricagdo e validacdo
do protétipo

Figura 2.3 — Procedimento tipico de projeto estrutural por oti-
mizagao topoldgica.

2.3 Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP)

O SIMP é uma aproximacao do modelo de material para
a solucao do problema de otimizacao que penaliza as densidades
intermediarias a fim de eliminé-las da estrutura final obtida. O
termo foi sugerido por Rozvany, Zhou & Birker (1992) e também
é chamado alternativamente de método da aproximacao direta ou
método da densidade artificial. Seu uso pode ser justificado pela
sua simplicidade, por ser aplicavel para qualquer combinacao de
restrigdes de projeto e por gerar formas com um menor custo
de fabricacao e do material para as formas obtidas em relacao a
outros métodos (ROZVANY, 2001).

Em geral, no SIMP, as propriedades do material sao as-
sumidas constantes dentro de cada elemento finito usado para
discretizar o dominio do modelo e as varidveis de projeto sdo as

densidades “artificiais” relativas do elemento. As propriedades
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efetivas sdo modeladas como relativas a densidade do material ele-
vado a uma poténcia vezes a propriedade do material sélido. Na
Equagdo (2.4) é mostrada a parametrizagdo do tensor constitu-
tivo do material com o fator de penalizacéo aplicado na densidade

do material.
E() = p'E’ (2.4)

onde E representa o tensor constitutivo do material que é ca-
racterizado pelo médulo de elasticidade do material E e pelo
coeficiente de Poisson v, p é o fator de penalizacdo e p a densidade
no elemento. Caso p = 0 entdo E(0) = 0 e caso p = 1 entdo
E(1) = E°, 0 que indica que um projeto final constituido apenas
de densidades iguais a 0 e 1 tém um modelo fisico representado
por um material linear isotrépico.

Segundo Rozvany (2001), a penalizagao ird efetivamente
suprimir valores de densidade intermediarias, porém se o pro-
blema for convexo, o mesmo se tornara ndo convexo e portanto o
minimo global ndo pode ser garantido. Estes resultados podem
ser melhorados se nas primeiras iteragdes do algoritmo de solugao
for adotado um valor de p = 1 e entao ir aumentando o valor de p
gradualmente. O ganho deste método consiste em uma estrutura
final consistindo apenas de valores de densidade de 0 ou 1, ou
seja, sélido e vazio. O resultado obtido é uma aproximacao do
resultado do problema discreto original antes da relaxacgdo, o
qual é o problema original de otimizacao topoldgica mostrado no
Problema (2.1)

A Figura 2.4 exibe a relagio da taxa rigidez relativa E/Eq
x densidade de volume p para diferentes valores do expoente de
penalizagao p, e claramente ilustra que o uso do modelo material
SIMP forcara a topologia em direcdo aos valores limitantes p = 0

(vazio) e p =1 (sélido).
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Figura 2.4 — Efeito de diferentes valores de penalizacéo.

Independente do valor do coeficiente de Poisson usado para
o material, varios trabalhos adotaram o valor de p igual a trés
para a penalizagdo e buscaram resultados de estruturas apenas
com valores de densidade 0 e 1. Como referéncia ver Duysinx
& Sigmund (1998), Duysinx & Bendsoe (1998), Eschenauer &
Olhoff (2001) e Rozvany & Lewiriski (2012)

A aproximagdo do problema com o SIMP permite o uso
de métodos de solugdo baseados na programacao matematica.
Segundo Sigmund (2001a), varios artigos resolveram o problema
de otimizacao topoldgica como um problema de varidveis inteiras,
entretanto, estes métodos podem se tornar mais complicados
a medida que se aumenta a complexidade da fungao objetivo
e das restricbes. Em contrapartida, algoritmos de programacao
matematica sdo simples de se implementar e computacionalmente

eficientes.
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2.4 Aspectos numéricos e complicacoes

Nesta se¢ao serao discutidos aspectos numéricos e com-
plicagbes que precisam ser compreendidos e superados para que
ndo comprometam a solucao final do problema de otimizacao

topolégica.

2.4.1 Escala de cinza

A presenca de materiais intermedidrios causa um problema
conhecido na literatura como escala de cinza (Figura 2.5) e ocorre
quando um problema é relaxado na tentativa de se contornar a
néo existéncia de solugdo do problema discreto (0 - 1). A relaxacao
proporciona a existéncia da solugdo 6tima, no entanto, a pre-
senca de materiais intermedidrios tornara dificil a sua fabricagao
(YAMASAKI et al., 2015).

Figura 2.5 — Representacao da escala de cinza.

Fonte: Sigmund (2001a)

Com o intuito de obter uma solugdo que possa ser fabri-
cada procura-se recuperar o carater discreto da distribuicao de
material, utilizando-se por exemplo, o indice de penalizacao p

citado anteriormente no modelo material. Contudo, ao utilizar
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valores muito altos para as penalizagoes desde o inicio do processo
iterativo, retorna-se para os problemas da formulagao discreta.

Uma alternativa para contornar o problema é o método da
continuagao das penalidades (BENDSOE; SIGMUND, 2003), que
é feito ao longo do processo iterativo. Normalmente comega-se
com um valor, por exemplo p = 1, e ap4s convergir para a solucao,
o valor de p é aumentado, para entdo convergir a uma segunda
solucao. Este procedimento é repetido até que p atinja seu valor
limite, que, em geral, é de p = 3 ou p = 4 (ESCHENAUER;
OLHOFF, 2001), (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

Apesar deste procedimento apresentar bons resultados na
maioria dos casos, este método é heuristico e ndo é possivel
provar a convergéncia deste ou mesmo que a solugdo final nao
apresentard escala de cinza (STOLPE; SVANBERG, 2001).

2.4.2 |Instabilidade de tabuleiro

A instabilidade de tabuleiro é um problema recorrente
em solugbes obtidas pela otimizagao topoldgica, tendo como
caracteristica regides onde elementos com material e sem material
se encontram em forma de tabuleiro de xadrez, como mostrado

na Figura 2.6

Figura 2.6 — O problema de instabilidade de tabuleiro.

Fonte: Bendsge & Sigmund (2003)
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Estudos como os de Rodrigues & Fernandes (1993), Diaz &
Sigmund (1995) e Zhou, Shyy & Thomas (2001) indicam que este
aspecto de tabuleiros de xadrez esta relacionada as caracteristicas
das aproximagoes de elementos finitos, e mais especificamente
devido & ma modelagem numeérica que superestima a rigidez dos
tabuleiros.

Segundo Bendsge & Sigmund (2003), duas sdo as principais
técnicas para evitar o problema de instabilidade de tabuleiro. A
primeira seria o aumento da ordem do elemento finito utilizado, o
que influenciaria diretamente no custo computacional e na malha
utilizada. A segunda seria a utilizacdo de métodos de filtragem
ou de controle de gradientes das pseudo-densidades do dominio
(SIGMUND, 2007).

2.4.3 Dependéncia de malha

A dependéncia de malha refere-se ao problema de néo
encontrar a mesma solu¢ado quando o dominio é discretizado
usando diferentes densidades de malha.

Intuitivamente espera-se que quanto maior o refino da
malha de elementos finitos, a topologia étima deveria ser uma
estrutura que descreva com maior fidelidade as condigdes de
contorno do problema. Entretanto, ndo é isso que ocorre. Em
muitos problemas, malhas mais refinadas resultam em topologias
mais detalhadas e qualitativamente diferentes de um modelo
resultado de uma malha mais grosseira

De acordo com Sigmund & Petersson (1998) o problema

de dependéncia de malha pode ser dividido em duas categorias:

e Obtencao de topologias finais cada vez mais complexas a

medida que a malha de elementos finitos vai sendo refinada.
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Figura 2.7 — Refinamento da malha com: a) 2700 elementos; b)
4800 elementos; c¢) 17200 elementos.

Fonte: Bendsge & Sigmund (2003)

Neste caso, malhas mais refinadas produzem estruturas
“melhores” (ou seja, com valores cada vez menores na fun-
¢do objetivo, se o problema for a minimizagao do volume)
quando comparadas com estruturas geradas a partir de

malhas menos refinadas;

e Obtencao de diversas solugbes dtimas com mesmo valor
da funcdo objetivo. Este problema aparece devido a nao-

unicidade da solu¢do do problema discretizado.

2.5 Filtro de sensibilidades

O processo de otimizagao é realizado para as varidveis
de projeto continuas p. em cada elemento do dominio, gerando
muitas vezes o problema de instabilidade de tabuleiro. Este

problema é resolvido usando técnicas de filtragem.
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O filtro busca modificar a sensibilidade (taxa de variagao
da funcdo objetivo ou restrigoes em relagdo a uma variavel de
projeto) de um elemento finito especifico baseado em uma média
ponderada das sensibilidades de elementos vizinhos e, demonstra
eficiéncia na obtencao de independéncia em relacdo a malha
em otimizagao topolégica (SIGMUND, 1997), (1998), (2007). O
método obtém resultados semelhantes a, por exemplo, métodos
de restricao de gradientes, apesar da simples implementacao.

A técnica funciona mediante a modificacdo da sensibilidade
de alguma grandeza A em relacdo a uma pseudodensidade p., da
seguinte forma (BENDSOE; SIGMUND, 2003):

9A 1 — 04
= ——— ) Hipi— (2.5)
N 2 g
8[)6 Pe Zi=1 H; i=1 8'01

onde 51\4/3;)6 ¢ a nova sensibilidade, N é o ntmero total de

elementos na malha e o fator de peso H;, é escrito como

H; = T'in — Ale,i), {ie N|A(e,3) <Tmin}, e=1,...,N.

(2.6)
Nesta expressao, o operador A(e, i) é definido como a distancia
entre o centro do elemento e e o centro de um elemento ¢. O fator
peso E é zero fora da area do filtro do elemento e. Percebe-se
que a sensibilidade converge para a sensibilidade original quando
o raio de filtragem r,,;, vai a zero e que todas as sensibilidades
sao idénticas quanto r,,;, tende ao infinito.

A Figura 2.8 representa o filtro de sensibilidade em uma
malha de elementos finitos. Como observado, quando o centroide
do elemento estd incluso no raio 7,,;,, estes elementos serao
abrangidos pelo filtro de sensibilidade (Figura 2.8(b)).

As sensibilidades ajustadas indicam a direcao de descida

para o 6timo no problema de otimizacao. Existem varios esque-



2.6. Método das assintotas mdveis 53

_\J,’

(e
\ /

a) b)

Figura 2.8 — Representagao do filtro de sensibilidades

mas de atualizagdo para as varidveis de projeto, podendo citar
dois critérios existentes na literatura: o método baseado na con-
dicdo de estacionaridade da funcdo Lagrangeana, denominado
Critério de Otimalidade (OC), e outro baseado numa classe de
métodos de otimizagdo com convergéncia global baseado em fun-
¢Oes aproximadoras separadas conservativas convexas, conhecido
como o Método das Assintotas Méveis (MMA).

2.6 Método das assintotas mdveis

O MMA é um método desenvolvido especificamente para
otimizagao estrutural proposto por Svanberg (1987).

A ideia por trdas do MMA ¢é aproximar a fungao objetivo e
as restrigoes por meio de funcgdes para as quais o minimo pode
ser encontrado eficientemente. Essas fungoes sdo escolhidas para
serem separaveis e convexas, e surgem a partir de uma expansao
em série de Taylor.

Dada a fungao objetivo ou uma restricio f(x), as fungoes
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de aproximacao sao dadas por

k) (k)

n (
<) ~ F(x° Pj 95 .
£~ £ ”;(U;k> ¥ ) e

- l‘j l‘j — L§k)

em que pgk) e qj(-k) sdo definidos como

9 9
se —f > 0 entao pgk) = (U, — x?)27fl(x0) e qj(k) -0
ox 6xé
0 ok f .
0 3L <ot =~ 1, 2L @ et 0

(2.8)
As variaveis U; e L; séo as assintotas para as fungdes de
aproximacao convexa, que se movem dependendo das iteracoes

anteriores (dai o nome MMA). As assintotas sdo dadas pelas

relagoes
k k k)7 (k=1 k—1
AN M Ay A Y
Uy~ =z =77 —z; ),

onde ’yj(-k) é um escalar definido por

0,7 se (xék) — xgk_l))(:vg.k_l) - azgk_Z)) <0,
k k k—1 k—1 k—2
'yj(»): 1,2 se (xg.)—arﬁ ))ajg )—xg. ))>O,
1,0 se (xgk) - x;kfl))(a:;kfl) - x§-k72)) =0.
(2.10)

Assim, as assintotas sao afastadas do ponto de iteracao
atual se as duas iteracdes anteriores se moverem na mesma
direcdo. Da mesma forma, as assintotas sdo movidas para o ponto
de iteragao atual se as duas iteragoes anteriores se moverem em
diregoes opostas e permanecem no lugar se, nas duas ultimas

iteragoes, o ponto x ndo tiver se movido.
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(a) Aproximacdo MMA (b) Aproximacdo MMA com assintotas mais

estreitas

Figura 2.9 — Aproximagcao de fungbes MMA

A aproximagao do subproblema das funcoes objetivo e
restrigdes sdo fundamentadas em fungdes conservativas convexas
e podem ser resolvidos usando um método de ponto interior
(SVANBERG, 1987). A solugéo deste subproblema é usada como
ponto de partida para o problema subsequente.

Se, no entanto, a solugdo do subproblema se torna invidvel
para o problema de otimizagdo seguinte, ou na verdade o valor da
fungao objetivo é aumentado, entao as assintotas correspondentes
que estao se aproximando da fungdo sdo comprimidas. Isso tem o
efeito de tornar a funcdo de aproximacao mais convexa (Figura
2.9) e, assim, limitar a distdncia que qualquer varidvel pode mover
ao longo dessa direcio (SVANBERG, 2002).

O processo de formagao e solugdo de subproblemas ocorre
até que um ponto KKT seja atingido. O MMA tornou-se o
método de otimizagdo padrao de fato a ser utilizado na solugao
de problemas de otimizagao topoldégica (BENDSOE; SIGMUND,
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2003).

2.7 Implementacao do algoritmo

Por fim, o algoritmo de otimizacao topologica tem sua

forma padrao descrita de acordo com o fluxograma mostrado na

Figura 2.10.

Analise de Elemento Finitos

|
Analise de sensibilidade
(linearizagido)

Filiragem

Método de Otimizagio via
Assintotas Maveis - MMA

Atualizagio das Variaveis de
Projeto

Plotar resultados /
Posprocessamento

Figura 2.10 — Fluxograma do algoritmo.
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Em geral, os algoritmos de otimizacao seguem os passos a

seguir:
1. Resolver as equagoes que regem o problema;

2. Calculo de sensibilidades e filtragem dos dados;

3. Atualizar as varidveis de projeto utilizando o MMA (ou

outro atualizador das varidveis de projeto);

4. Se algum critério de parada nao é atendido, voltar ao passo

inicial usando novas variaveis de projeto.

O critério de parada geralmente estd relacionado as alte-
ragOes das varidveis de projeto na udltima iteracdo. O algoritmo
converge quando a maior alteracdo em todas as varidveis de
projeto é menor que 1% em cada elemento sobre o dominio
(SIGMUND, 2001a), (ANDREASSEN et al., 2011).
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Capitulo 3

Otimizacao Topolodgica

Multimaterial

No capitulo anterior foi estabelecida a base tedrica do mé-
todo de otimizacao topoldgica necessaria para o desenvolvimento
de pesquisas neste campo de estudo. Agora, serdao apresentados
trabalhos que motivaram o modelo de interpolacado multimate-
rial proposto por Zuo & Saitou (2017), passando pelos aspectos
vantajosos e desvantajosos de cada um deles.

Como extensao da metodologia SIMP abordada no capi-
tulo anterior, Bendsge & Sigmund (2003) propoem um esquema
de interpolagao para trés fases de material, considerando duas
fases sOlidas e uma de vazio material. Duas varidveis de projeto
880 necessarias para descrever o modelo de material trifdsico.
Geralmente, tal extensao do método SIMP para materiais de
m—fases requer (m — 1) varidveis de projeto para cada elemento
finito. E facil observar que & medida que o valor de m aumenta
a formulacdo da func¢do de interpolagao tende a tornar-se muito
complexa, e além disso, com o aumento das variaveis de projeto
o custo computacional aumentara consideravelmente.

De maneira alternativa Yin & Ananthasuresh (2001) uti-
lizaram uma fungdo de pico no método SIMP para lidar com

problemas de otimizacao topoldgica multimaterial.
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Este modelo facilita a inclusao de multiplos materiais no
problema sem que seja necessario o aumento das variaveis de
projeto. H4 uma flexibilidade consideravel para controlar a selecao
e a separacgao do material ao longo do processo de otimizagao,
mas isso pode ser justificado pelo fato da metodologia apresentar
um problema conhecido como zero slope na curva de interpolagao.
Este problema é caracterizado pela auséncia de curvatura na
curva de interpolacdo e pode gerar dificuldades na busca pelo
valor 6timo da func@o objetivo, ja que todas as etapas do processo
iterativo em busca do valor ideal dependem da inclinagao do ponto
local na curva e assim, este método pode ter dificuldade realizar
a transicdo de uma fase de material para outra. Os autores
procuram contornar este problema sugerindo o ajuste gradual
dos pardmetros no modelo para criar multiplos picos, de modo
que a solucao final se aproxime de materiais puros, evitando a
presenga de valores intermediarios.

Uma outra abordagem foi a proposta por Tavakoli (2014),
(2014). Em seu estudo o algoritmo de fase ativa foi proposto
com base na separacdo de um problema de otimizacao topolédgica
multifasica em uma série de subproblemas de otimizagao topold-
gica de fase bindria. Os subproblemas sdo resolvidos de maneira
sequencial utilizando SIMP de fase bindria tradicional visto no
Capitulo 2. A metodologia é interessante, entretanto recai no
mesmo problema citado anteriormente enfrentado por Bendsge &
Sigmund (2003), em que o custo computacional do subproblema
de otimizagdo de fase bindria m(m — 1)/2 mostrou-se elevado.

Um esquema de interpolagao material semelhante ao SIMP
foi aplicado na otimizacdo topoldgica multimaterial de segoes
transversais de vigas laminadas (BLASQUES, 2014),(2012), mas

este método também apresentou custo computacional elevado em
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virtude da necessidade de variaveis de projeto para cada elemento
finito no dominio.

As abordagens anteriores para otimizac¢ao topolégica mul-
timaterial sdo baseadas em técnicas de homogeneizagao/SIMP,
e como foi visto, o fato de trabalhar com miultiplos materiais
aumenta consideravelmente o custo computacional.

Na interpolagdo multimaterial SIMP ordenada proposta
por Zuo & Saitou (2017), a densidade do material é considerada
como a variavel de projeto independente e escolhida a partir
de um intervalo continuo de valores de densidade discreta dos
materiais candidatos. As outras propriedades (médulo de elasti-
cidade e custo), sdo consideradas fungdes continuas em relagao a
densidade, obtidas pela interpolacdo dos respectivos valores para
cada material candidato. Segundo o autor, por ndo se basear
em variaveis adicionais para representar a selecdo do material, o
custo computacional serd independente do niimero de materiais
considerados e isto é um dos objetivos a serem verificados nesta

dissertacao. Em seguida serd realizada a descricado do método.

3.1 Formulacdo do Problema

Considerando multiplos materiais com as trés proprieda-
des: densidade, médulo de elasticidade e custo, o problema de
otimizacao topoldgica para minimizar a flexibilidade da estrutura
com restricoes de massa estrutural e custo, pode ser formulado

como
N

minimizar ¢=u’Ku = Z E.ulk.u, (3.1)

e=1
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N
Eo=FEe(pe); M=) Vepe; M <enMy;
e=1

sujeito a N
Ce=Celpe); C=) VepeCoi C<ecC,
e=1
Ku =P;

(3.2)
em que V. é o volume (drea em 2D) do e-ésimo elemento, M e
Cy s@o a massa e o custo do dominio totalmente preenchido com
densidade p. = 1, e ep7 e ¢ sao as fragOes prescritas da massa e

do custo, respectivamente.

3.2 Esquema de Interpolacdo SIMP ordenada

O método SIMP ordenado utiliza uma fungao de interpo-
lacdo multimaterial definida por partes, na qual as densidades
sdo organizadas em ordem crescente e sao normalizadas, de modo

que a maior densidade ppy.x valha 1. Assim,

sendo m a quantidade de fases de material.

Aplicando a densidade normalizada (3.3) no modelo SIMP
classico para um material a fungao de poténcia é estendida para
construir a interpolacao ordenada do médulo de elasticidade de
multiplos materiais, como mostra a Figura 3.1.

Introduzindo o coeficiente de escala Ag e o coeficiente de
translagdo Bp, a funcao de poténcia estendida pode ser escrita

como

Ee(pe) = Appt + B, (3.4)
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Figura 3.1 — Interpolagdo SIMP ordenada multimaterial do mé-
dulo de elasticidade.

Fonte: Adaptado de Zuo & Saitou (2017)

em que Ag e B para p, € [p;, pit+1] sdo dados por

E, — E;
Ap=——""1 ¢ Bp=E; — Appl, (3.5)
Pi — Pit1

e F; e F;;1 sdo o moédulo de elasticidade do material ordenado ¢
e 1+ 1, respectivamente.

A relagao entre o custo e a densidade normalizada deve
refletir a preferéncia por menor custo e menor massa. Assim, a
interpolacao ordenada do custo para multiplos materiais serd
semelhante a mostrada na Figura 3.2, em que F, e C, sdo o
modulo de elasticidade do material e o custo do e-ésimo elemento,
respectivamente, interpolados por p. utilizando (3.4).

Analisando a Figura 3.2(a) nota-se que um comportamento

similar da curva de interpolagao do médulo de elasticidade visto,
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Figura 3.2 — Interpolacao SIMP do custo para um material.

Fonte: Adaptado de Zuo & Saitou (2017)

na Figura 3.1, torna a interpolacao do custo para um material
inefetiva. Observa-se que quando a reposta da sensibilidade do
custo aumenta muito a densidade do elemento tem um pequeno
acréscimo e, em contrapartida, o custo tem um aumento conside-
ravel. Por outro lado, quando o aumento da variagdo do custo no
elemento em direcao a regiao penalizada tem um leve acréscimo o
valor da densidade do elemento tem uma queda brusca e o valor
do custo para este elemento diminui pouco.

Uma estratégia para solucionar este problema é obtida
simplesmente substituindo o fator de penalizacdo p por 1/p na
equagdo (3.4), obtendo assim a curva ilustrada na Figura 3.2(b).
Agora, quando a variagdo do custo do elemento é penalizada e
tende a se aproximar do vazio (0,0) a densidade do elemento

diminui e o custo cai consideravelmente, isto é

Ce(pe) = AcpMP) + Bo,  pe € [pmin, 1] € p>1  (3.6)
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onde os coeficientes Ac e B para pe € [p;, pi+1] sdo dados por

Ci —Cina

Ag = 2L
TP

e BC = Ci — Acpz(-l/p), (3.7)

e C; e C;41 sdo o custo do material ordenado i e i 4 1, respecti-

vamente.

i Material 3
o
3 Material 2
Q
Material 1
Vazio Densidade

Figura 3.3 — Interpolacao SIMP ordenada do custo.

Fonte: Adaptado de Zuo & Saitou (2017)

3.3 Métodos de Solucdo

3.3.1 Andlise de Sensibilidade

De acordo com Bendsge & Sigmund (2003), a sensibilidade
da flexibilidade ¢ é dada por:

dc dEc(pe) 7
- K .
o o, u; kou,, (3.8)
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onde a derivada do médulo de elasticidade com respeito a densi-

dade varidvel é obtida através da Equagao (3.4), resultando em

dE.(pe) -1
——==A . 3.9
o EPPE (3.9)
A sensibilidade da massa M resulta no volume V. do
elemento oM
=V 3.10
o = Ve (310)
enquanto que, a sensibilidade do custo pode ser formulada como
oC dCe(pe)
=V.Ce + Vepe——7, 3.11
dpe g dpe ( )

onde a derivada do custo do elemento com relacao a densidade

normalizada é

dC. (Pe)

= AcppP~ . 12
. coprp? (3.12)

3.3.2 Solucio via Critério de Otimo

Em primeiro lugar, a condicao necessaria de otimalidade
para (3.1) que emprega o esquema de interpolagao SIMP multima-
terial ordenado deve ser derivada. A condicdo de otimalidade de
KKT para este problema pode ser formalmente interpretada como
ponto da seguinte fungdo Lagrangeana em relacdo as densidades

e multiplicadores. Assim
L=c+ )\u(Ku — P) + )\M(M — EMM(]) + )\C(C — €CC())

N N
+ Z)‘:(pe - 1) + Z /\e_(pmin - pe)7
e=1 e=1
(3.13)
em que A\u, Aar, Ao, AT e A\, sdo os multiplicadores de Lagrange
correspondentes as restrigoes da equacao de equilibrio, restrigao

de massa, restrigao de custo e restri¢bes da variavel de projeto,
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respectivamente. Usando o procedimento padrao (BENDSQOE;
SIGMUND, 2003), a condicao étima em relagdo & densidade do

elemento é derivada como

Jdc Y (9M+)\ oC
ape Map Cape

T+ =0, (3.14)
com as condi¢oes de comutagio (switching conditions)

AZ >0, A7 20, A (pe—1)=0, A (pmin — pe) = 0.
(3.15)
Se os limites das restrigoes da variavel de projeto nao
estiverem ativas (pmin < pe < 1), entdo os multiplicadores cor-
respondentes sdo iguais a zero e a equacao (3.14) é simplificada,

resultando em

Dy
podendo também ser escrita como
_ 0c
B. = Ipe =1. (3.17)
AME— Ou + Ac Oc
dpe Ope

No critério de 6timo, B, na equagdo (3.17) serve direta-
mente como o coeficiente de iteracao responsavel pela atualizacgéo
das varidveis de projeto. Para expressar convenientemente, o

esquema de iteragdo é definido como:

L0 s B0y <L
OC(BE, p) . pP (BT se I < o (B < U
U e U < 0B

(3.18)
em que n é o numero de iteragdes, 1 é o coeficiente de amorteci-

mento numérico, L™ e U™ sdo os limites inferior e superior da
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variavel pé”), determinados por:

LM = max(pmin, p™ — move™)

3.19
U™ = min(1, p™ + move™), (3.19)

sendo move™ um limite de movimentagao positivo e dependente

da iteragao, isto é:

move™ = min(a™move®  muyiy). (3.20)
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Capitulo 4

Metodologia

Neste capitulo a metodologia aplicada nesta dissertagao
para avaliar os problemas de otimizacao topoldgica multimate-
rial é apresentada. A primeira se¢io refere-se aos experimentos
académicos abordados para analisar os problemas recorrentes
ao processo de otimizagdo, vistos no Capitulo 2. Aliado a esta
secao, é abordada a medida de material nao-discreto proposta
por Sigmund (2007) para estimar o percentual de material in-
termedidrio em toda a estrutura, e como o mesmo foi adaptado
para ser empregado na otimizacao topoldgica multi-material.

Em seguida, o método SIMP ordenado é aplicado nestes
problemas para analisar a presenca de material intermediario
e sua influéncia nas topologias e fungées objetivo obtidas. Sua
influéncia é examinada mediante a avaliacdo dos paradmetros
iniciais, como: resolucdo de malha, densidade, dominio de projeto,
restricoes aplicadas, etc. Logo depois, é proposta um ajuste na
funcao de interpolagao para reducao de material nao-discreto na
estrutura. Por fim, sdo alteradas as restrigdes dos problemas e o
método de atualizagdo das varidveis de projeto, substituindo as
restrigcoes de massa e custo prescritas por restricoes de volume
por material e o Critério de Otimo pelo MMA.

Um notebook Intel Core i7-6500 CPU @ 2.50 GHz e 8 GB

RAM ¢ utilizado como recurso computacional neste estudo.
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4.1 Problemas académicos abordados

Os exemplos de estruturas analisados neste trabalho sao
vistos na Figura 4.1 e sdo considerados com espessura de 1mm,
assim sendo aplicada a hip6tese do estado plano de tensoes
(ZIENKIEWICZ, 2005).

Viga engastada Estrutura de ponte
L L
} . ot ]k
2F
I L ]
r 1
. F
Viga MBB 1l
kA
L

I |
r 1

Figura 4.1 — Geometrias e condigoes de contorno correspondentes

Os dominio estendidos de projeto sdo assumidos retan-
gulares para simplificar a aplicagdo da malha, possibilitando a
discretizacao por elementos finitos quadrados de mesmo tamanho.
O elemento finito utilizado para a discretizacao do modelo é o
elemento bilinear (ver (COOK et al., 2002), (CHANDRUPATLA;
HORTON; BRIEN, 2012)).

Os trés problemas frequentemente utilizados na literatura
abordados neste trabalho sdo a viga engastada, a estrutura de
ponte e a viga MBB. A carga F mostrada na figura é igual
a 1N em todos os casos analisados. Para minimizar o custo

computacional, é considerada simetria no dominio e nas cargas
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nas estrutura de ponte e na viga MBB (os resultados apresentados,
entretanto, estdo relacionados ao dominio completo).

Os parametros de otimizagdo atribuidos ao cédigo sdo:
densidade inicial, fator de penalizacao, resolucdo de malha, ni-
mero de iteragoes, raio do filtro de sensibilidades e fragoes de
massa e custo prescritas, além dos vetores de médulo de Young
e Custo.

Para cada elemento da malha inicialmente é atribuido um
valor de densidade relativa adimensional o qual é a varidvel de
projeto do problema. A principio, o mesmo valor de densidade
de projeto é atribuido a cada elemento finito.

O fator de penalizagéo p é exposto na Sec¢do 2.3. A influén-
cia deste pardmetro na curva de interpolacdo multimaterial sera
explorada no Capitulo 6.

O ntmero de iteragdes é o critério de parada do processo
de otimizacao. O numero esta diretamente ligado & topologia
gerada. Quanto maior o nimero de iteragbes mais detalhada
tende a ser a topologia final da estrutura.

A aplicagdo de métodos de filtragem é abordada na Se¢do
2.5 e representa uma maneira de evitar instabilidades numéricas
mediante a relaxacdo do problema. A experimentacio mostra
que com o aumento do raio do filtro, os resultados sdo menos
detalhados, proporcionando um projeto final mais compacto e
com menos regidves vazias (YAMASAKI et al., 2015). Como
caracteristica, apresentam proporgoes maiores de escala de cinza
e, consequentemente, maior presenca de material intermediario
entre as fases material, que é o objeto principal de andlise dessa

dissertacao.
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4.2 Avaliacdo da presenca de material nao-discreto

A fim de obter uma proposta confidvel para o célculo
de material intermediario na otimizacao topoldgica sem alto
custo computacional, buscou-se na literatura uma maneira para
analisar os valores das varidveis de projeto correspondentes a
cada elemento finito no dominio.

Sigmund (2007) propde uma maneira de avaliar se um

projeto otimizado convergiu para uma solucao discreta:

" 4po(1— pe
M, — 2= pn( Pe) s 100%. (4.1)

Se uma topologia 6tima é totalmente discreta, M,y = 0%, por
outro lado, se a topologia apresentar cor intermediaria entre as
definidas (0-1), M,,q = 100%. Assim, a medida pode ser chamada
de medida de néo discri¢do (Mq).

Estendendo a andlise da M,,4 para a otimizagao topolo-
gica multimaterial, é necessario avaliar a presenca de material
intermediario em cada intervalo de interpolacdo. Para isso, neste
trabalho, o vetor que contém as variaveis de projeto p. inicial-
mente é analisado.

Os valores das densidades sao identificados e classificados
de acordo com o intervalo de interpolagdo a que pertencem. Uma
vez que o intervalo é selecionado, é avaliado o percentual de
cada material presente naquele elemento finito. Se o valor de
pe corresponder a um dos valores dos extremos do intervalo de
interpolagao M,,q = 0%. O processo entao é repetido para todos
os elementos do dominio e o valor final da M,,4 naquele intervalo

é obtido conforme a Equacao 4.1.
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4.3 Processo de geracdo de imagem da topologia

Os resultados do processo de otimizagdo topoldgica consis-
tem em vetores de variaveis de projeto com valores continuos a
serem interpretados. Neste caso, existem varios campos de fragéo
de volume referentes a materiais distintos, que devem ser ilus-
trados em um tunico grafico. Para isso, é necessario converter a
matriz de densidades dos elementos em uma imagem apropriada
para os dados gerados.

Zuo & Saitou (2017) ndo se preocuparam em apresentar
uma imagem adequada para os resultados obtidos e as topologias
geradas em seu trabalho nao sdo conclusivas quanto a presenca
de material intermediério.

O processo de geracao de imagem precisa entdo de uma
abordagem que represente, de fato, as densidades presentes nos
elementos finitos na imagem. A implementacao ¢ feita de maneira
similar & anélise de material nao discreto.

Sao identificados os intervalos de interpolagao e é analisada
a presenca de cada material no elemento. Assim, é aplicado
o percentual da mistura de cores no elemento, gerando cores
intermediarias entre as cores pré-estabelecidas.

A implementacao em MATLAB dessa funcao é feita con-
forme Tavakoli & Mohseni (2014), e possibilita avaliar visualmente

a presenca de material entre duas fases materiais.
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A Figura 4.2 ilustra a topologia 6tima obtida com nova re-
solugdo de imagem. A presenca de material intermediario é obser-

vada nas regides de transicdo entre os materiais pré-estabelecidos.

a) b)

Figura 4.2 — Topologia da ponte simétrica: a) Zhuo & Saitou
(2017); b) resolugdo melhorada nesta dissertagéo.
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Capitulo 5

Aplicacao da interpolacao
SIMP ordenada

O algoritmo da interpolagao SIMP ordenada é apresentado

a seguir.

Algoritmo 1: Algoritmo SIMP Ordenado

Result: Projeto final

p° projeto inicial;

while convergéncia ndo for atendida do

E(p), C(p) propriedades intepoladas;

u(t) andlise estrutural via MEF;

c(p) = f(u(t), p(t)) cdleulo da funcado objetivo;

de(p) = f(u(t), p(t)) cdlculo da derivada da fungao
objetivo;

de(e) = f(de(p), den(p)) sensibilidade filtrada;

while restricées ndo forem atendidas do
| plt+1) = £(p(t), delt));

end

Avaliagao da M,q(%);

end

Como mencionado no Capitulo 3, as variaveis de projeto es-
tao relacionadas as propriedades e, portanto, a resposta dada por

meio da fung¢do de interpolagao. O algoritmo de otimizagao possui
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dois loops iterativos. O loop externo monitora a convergéncia do
projeto a ser otimizado, e o loop interno verifica o cumprimento
das restrigoes. A resposta u é uma funcao da varidvel de projeto
p em cada iteracao t.

O algoritmo trabalha com os trés vetores de propriedades
do material para cada fase considerada: p, E, e C. Os vetores sdo
normalizados e o vetor de densidades fisicas conduz o processo de
otimizagdo. Os outros dois vetores sdo ordenados de modo que
cada material tenha sua propriedade correspondente & mesma

posicdo em cada vetor.

5.1 Experimentos numéricos

A interpolagdo SIMP ordenada é aplicada nos problemas
classicos da otimizagao topoldgica apresentados no capitulo ante-
rior.

As alteragoes referentes a imagem da topologia gerada
sao empregadas para proporcionar um carater qualitativo aos
dados obtidos utilizando a medida de material ndo discreto. A
presenca de material intermedidrio é avaliada mediante a variagao
de alguns dos pardmetros de inicializagao.

Para anélise dos problemas apresentados, serao avaliados

os seguintes parametros:

fragoes de massa e custo prescritas ep; e e¢;

densidade inicial pg;

raio de filtragem 7,,1;

resolucao de malha.
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As caracteristicas dos materiais ficticios abordados no

processo de otimizacdo podem ser observadas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Propriedade normalizadas das quatro fases de ma-

terial
Nome Densidade Modulo de Elasticidade — Custo Cor
Vazio 0 0 0 Branco
A 0,4 0,2 0,5 Azul
B 0,7 0,6 0,8 Vermelho
C 1,0 1,0 1,0 Preto

5.1.1 Estrutura de ponte

O primeiro exemplo analisado é a estrutura de ponte. Para
todos os casos analisados neste exemplo foram consideradas 130
iteragoes e malha com 50 x 50 elementos, adotando simetria,
para que os resultados possam ser verificados de acordo com Zuo
& Saitou (2017). O raio do filtro de sensibilidades nas Segbes
51.1.1 e 5.1.1.2 é 7y, = 2.

Figura 5.1 — Estrutura de ponte.
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5.1.1.1 Otimizacdo considerando apenas restricdo de massa

Neste primeiro momento, apenas a restricdo de massa €y
é considerada (¢¢ = 1). A Figura 5.2 mostra a evolugdo das
solugbes considerando €); = 0,4 para quatro casos diferentes de
combinacao dos materiais, considerando o vazio: (a) A, B e C; (b)
Be C; (¢) A eC;e (d) apenas o material C. Em todos os casos
a restricdo de massa ¢é satisfeita. Os resultados mostram que a
estrutura feita com apenas o material C atingiu o melhor valor
da funcéo objetivo dentre todos os casos. Isso acontece devido ao

material C possuir a maior razao rigidez-densidade (E/p) dentre

todos os os materiais apresentados na Tabela 5.1.

'\ 2 74D,

a)c=112,03 b) ¢ =113,48
) c=124,66 d) ¢ =105,17

Figura 5.2 — Estrutura de ponte sob restricdo de massa.

5.1.1.2 Otimizacdo considerando restricdes de massa e custo

Nos materiais A, B e C, o material C possui a maior ra-
zéo rigidez-densidade (E/p) e a menor razdo custo-densidade
(C/p), por outro lado, o material A possui a menor razao rigidez-

densidade e maior razao custo-densidade. Aparentemente, o ma-
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terial C é superior ao material A. Todavia, se as restri¢bes de
massa e custo sdo consideradas, materiais inferiores, como A e B,
também podem desempenhar um papel importante no processo
de otimizacao.

A Figura 5.3 mostra os resultados obtidos considerando
em = 0,4 e ec = 0,3 para os mesmos materiais estabelecidos na
Tabela 5.1.

'\ 2 TAD;

1) ¢ =112,49 b) ¢ =118,63
=123,54 d) c=141,17

Figura 5.3 — Estrutura de ponte sob restricbes de massa e custo.

Os exemplos numéricos demonstram que os materiais com
menor razao rigidez-densidade e maior razao custo-densidade
desempenham um papel importante na otimizacdo quando as

restrigdbes de massa e custo sdo consideradas.

5.1.1.3 Anélise da presenca de material intermediario

Os valores da presenca de material intermedidrio obtidos
nas Segoes 5.1.1.1 e 5.1.1.2 sdo mostrados na Tabela 5.2. Com

excegao ao Caso 4 considerando restri¢des de massa e custo, a
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inclusao de uma restri¢ao referente ao custo reduziu a presenca
de material intermedirio. *

Observa-se que a reducao do material intermediario influ-
encia diretamente na fungdo objetivo. O material ndo discreto
possui dificil interpretacao e impossibilidade de manufatura, além

de afetar a rigidez da estrutura.

Tabela 5.2 — Presenga de material intermediario considerando
restrigoes de massa e custo

Material Intermediéario (%)
Restrigdo  Casos  Vazio-A A-B B-C  fovj

1 12,27 12,87 7,04 112,03
2 25,75 7,04 113,48

em 3 13,96 10,15 124,66

4 18,08 105,17

1 12,79 12,68 4,80 112,49

2 24,10 2,63 118,63

eM e ec 3 13,42 9,79 123,54
4 25,58 141,17

Outro ponto que deve ser notado é que em todo primeiro
intervalo de interpolagdo dos casos propostos a presenca de mate-
rial intermedidrio é alta. Ocampo (2017) concluiu em seu trabalho
que em situacoes considerando restricbes de massa os projetos
tem preferéncia por usar o vazio o minimo possivel. O vazio entdo
é substituido pelo seguinte material mais leve, a fim de melhorar

o desempenho mecanico da estrutura.

I No Caso 4 considerando restrigoes de custo, o valor da restricdo de massa

nao ¢ atingido. Neste caso ec impede que € atinja seu valor maximo
permitido.
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5.1.1.4 Influéncia da densidade inicial

Para investigar a influéncia do valor inicial da varidvel
de projeto nos resultados da otimizagao, trés valores iniciais de
pg sao testados na otimizacao da estrutura de ponte: pg =0,1,
p2=0,5ep? =0,9. O raio do filtro de sensibilidades para estes
€asos € T'min = 3.

A evolugao das solugoes durante o processo de otimizagao é
apresentada na Figura 5.4. E notado que os valores de pg possuem
maior influéncia na topologia nos estégios iniciais do processo de
otimizagao, enquanto que a solucao para todos os casos tende a
estabilizar apds 40 iteragoes (Figura 5.5), com diferengas minimas
apos isso.

Na Tabela 5.3 a influéncia de pg é escrita em funcao da
malha de elementos finitos utilizada para discretizar o problema.
Sao apresentados o ntmero de elementos finitos contidos em
cada intervalo de interpolacgao e o percentual do quanto destes

elementos apresentam valores intermediarios.

Tabela 5.3 — Influéncia de pg na presenca de material interme-
diario utilizando interpolacdo SIMP ordenada.

Elementos por Intervalo Material Intermedidrio (%)
PO Vazio-A A-B B-C Vazio-A A-B B-C fob;
0.1 2782 1526 692 16,98 16,95 5,68 118,75
0,5 2788 1558 654 19,28 17,78 5,07 118,77
0,9 2798 1648 554 17,63 17,82 444 114,92

Novamente é observado que a presenca de material interme-
didrio é elevada. Vale ressaltar que o raio do filtro de sensibilidades
foi variado entre as Segoes 5.1.1.2 e 5.1.1.4, se mostrando um
pardmetro importante a ser considerado na otimizacao topolégica.
A préxima estrutura serd utilizada para analisar a presenga de ma-

terial intermediario considerando 7,;, como principal pardmetro
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It. 10

It. 15

b) )

Figura 5.4 — Comparacio da inicializagao: (a) p? = 0,1; (b)
P2 =0,5; (c) p° = 0,9 utilizando o método SIMP
ordenado. epy = 0,4 e 0 =0,3.

It. 30

It. 130

a)

de avaliacdo.

5.1.2 Viga MBB

A viga Messerschmidt-Bolkow-Blohm (MBB) é um dos
casos mais estudados na otimizacdo topolégica. E composta de
uma viga bi-apoiada com uma carga F' = 1N aplicada no centro
de sua face superior.

Neste exemplo a influéncia do r,,;, é avaliada utilizando
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Figura 5.5 — Influéncia de pg na convergéncia da fungdo objetivo
utilizando interpolagdo SIMP ordenada.
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Figura 5.6 — Viga MBB

uma malha fina, com resolugao de 200 x 100 elementos, py = 0, 5,
em =0,4eec=0,3.
5.1.2.1 Sensibilidade ao raio de filtragem

Métodos de filtragem sdo aplicados para regularizar a

topologia do problema e evitar instabilidades numéricas, como a
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instabilidade de tabuleiro apresentada na Figura 5.7.

Os filtros de vizinhanca sao os escolhidos para a anélise
numérica desta dissertacao. A vizinhanca é obtida por meio da
definicdo de um raio em torno do elemento. Geralmente esses
filtros sdo aplicados sobre as sensibilidades ou pseudo densidades
dos elementos, embora outras grandezas também possam ser

filtradas (CARDOSO; FONSECA, 2003).

Figura 5.7 — Instabilidade de tabuleiro na Viga MBB

Para analisar a influéncia do valor do r,,;, na topologia,
funcdo objetivo e material intermedidario, foram adotados dife-

rentes tamanhos do raio de filtragem. A Figura 5.8 apresenta as

e)r=2,0 fir=3,0

Figura 5.8 — Viga MBB

topologias obtidas com a variacao deste parametro.
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E notado que a topologia final varia conforme aumento do
raio do filtro. Valores menores de 7,,;, resultam em uma micro-
estrutura mais detalhada utilizando estes métodos de filtragem.

A Tabela 5.4 quantifica o acréscimo de material interme-

diario a medida que o raio aumenta.

Tabela 5.4 — Influéncia de r;,;, na presenca de material interme-
diario utilizando interpolagao SIMP ordenada.

Elementos por Intervalo Material Intermediério (%)

Tmin  Vazio- A A-B B-C Vazio-A A-B B-C  fopj
1,1 11564 4439 3997 8,80 2,08 0,84 109,58
1,2 10155 5565 4280 9,08 339 1,51 110,11
1,3 10558 5301 4141 8,62 3,70 1,67 110,51
1,5 13626 3158 3216 17,18 5,59 5,26 116,12
2,0 13541 3542 2917 21,65 8,09 644 120,11
3,0 13622 3753 2625 28,11 10,49 6,89 125,06

Aliados a Figura 5.8, os dados da Tabela 5.4 indicam que
o aumento do raio gera uma maijor escala de cinza na estru-
tura e o aumento do material intermediario. A distribuicao de
mais material, com menor rigidez, nas regides onde o raio atua
proporcionam o aumento da deformacao global da estrutura.

Outro ponto a ser destacado da atuacdo dos filtros esta
relacionado ao contato entre os materiais. E notado que quando o
procedimento é aplicado na estrutura, a distribuigdo do material
é ordenada conforme a rigidez de cada elemento apresentado na
Tabela 5.1.

O material de cor preta, por possuir maior rigidez, é distri-
buido nas extremidades da topologia onde ha maior concentracao
de tensodes, correspondentes aos apoios e pontos de aplicacao da
carga (com excecdo & Figura 5.8 a), em que o raio é o minimo
adotado). E observado que este material interage apenas com o

material de rigidez vizinha, representado pelo material de cor
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vermelha, e ndo apresenta interacdo com os demais. O mesmo
ocorre para os outros materiais. A interacdo ocorre apenas com
os materiais vizinhos nos intervalos de interpolagao.

Por outro lado, por meio de observagao da Figura 5.7,
nota-se a interacdo entre materiais de rigidezes diferentes das
estabelecidas pelo intervalo de interpolacao quando o método de
filtragem néo é aplicado.

Sigmund (2007) alega que filtros de vizinhanga espacial
modificam as pseudo densidades dos elementos (e consequente-
mente a sua rigidez), através da aplicagdo de um operador que
depende dos valores de pseudo densidades presentes em uma
vizinhanca em torno do elemento. Uma discussdo importante é a
conservagao do volume contido na vizinhancga antes e depois da

atuacgao do filtro.

5.1.3 Viga engastada

O exemplo da viga engastada ¢é utilizado para o estudo
do material intermediario na estrutura conforme a variagao da

malha de elementos finitos aplicada.

Ls

L i.

Figura 5.9 — Viga engastada

A Figura 5.10 apresenta as topologias obtidas com con-

figuracdes de malha cada vez mais refinadas. Neste exemplo
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em=0,3,cc=0,25¢e rpin = 1,5.

Observa-se que as topologias ndo sao muito diferentes
entre si, entretanto, a diferenca apresentada devido ao nivel de
detalhamento das malhas proporciona variagoes da distribuigao

de materiais com rigidezes diferentes na estrutura.

D 0P o)

a) 100 x 50 b) 150 x 75
¢) 200 x 100 d) 300 x 150

Figura 5.10 — Resolugoes de malha aplicadas a viga engastada

Essa variagdo é quantificada na Tabela 5.5. O maior refino
da malha proporciona ao processo de otimizacao a capacidade
de distribuir material mais rigido na estrutura, criar vazios na

mesma e ainda assim diminuir o valor da funcao objetivo.

Tabela 5.5 — Influéncia da malha de elementos finitos na presenca
de material intermediario utilizando interpolacao
SIMP ordenada.

Elementos por Intervalo Material Intermediério (%)

Malha Vazio-A A-B B-C Vazio-A A-B B-C  fob
100 x 50 3653 793 554 18,66 8,02 8,41 148,55
150 x 75 7789 1688 1773 13,47 7,89 7,13 139,17
200 x 100 13550 3108 3342 7,86 4,42 1,42 128,19
300 x 150 28361 9282 7357 7,65 4,21 1,22 127,86
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A presenca de material intermediario, como observado, é

diminuida & medida utiliza-se uma malha com refinamento maior.

5.2 Conclusao sobre a influéncia dos parametros

O estudo sobre a influéncia da variacao dos pardmetros de
otimizacao é importante para avaliar como cada um deles modifica
o resultado individualmente. Todos os pardmetros juntos tém
papel importante na obtencao da topologia 6tima.

Sendo assim, como o resultado depende de todos os parame-
tros juntos, é dificil estabelecer os valores de todos os pardmetros
para se obter o resultado, podendo existir solugoes com melhores
resultados que esses apresentados neste trabalho.

Todavia, algo a ser observado é que, nesta interpolagao,
a presenca de material intermedidrio é contornada apenas com
raios pequenos e malhas cada vez mais refinadas, podendo elevar
o custo computacional de todo procedimento de anélise.

No préximo Capitulo é proposta uma alteracao na inter-
polagcao multi-material para redugao de material intermediario

global da estrutura.
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Capitulo 6

Proposta de interpolacao
para reducao de material

intermediario

Com a inten¢do de obter uma proposta confiavel para o
calculo do percentual de material intermedidrio na estrutura sem
altos custos computacionais e sem alterar o algoritmo de inter-
polacdo SIMP ordenada propde-se, neste capitulo, uma pequena
alteracdo na expressdo de interpolagao multimaterial.

Para essa alteracdo, é proposto um ajuste na interpolagao
multimaterial, fundamentada numa modificacdo dos coeficientes
de escala e translacdo da fungdo interpoladora, para que o fator
de penalizacao atue de maneira efetiva em todos os trechos de
interpolacgao.

A seguir serd discutido o efeito da penalizagdo p na inter-

polacao multimaterial.
6.1 Efeitos da penalizacdo na curva de interpolacdo SIMP
ordenada

Como ja mencionado, a penalizacao p atua na funcgao de

interpolacao aproximando os valores de densidades intermediarias
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90 intermedidrio

devido a relaxacdo do problema para os valores discretos pré-
estabelecidos e, portanto, proporcionara a criacdo de estruturas
mais distintas entre as fases de material.

Em se tratando do método de interpolacao multimaterial
SIMP ordenado, Zuo & Saitou (2017) apontam que quando a
densidade normalizada se aproxima de (0, 0) a taxa de diminuigao
do médulo de Young é pequena (Figura 6.1). Em contrapartida,
ao se aproximar do valor sélido (1,1), a taxa de aumento do
modulo de elasticidade se torna grande. Essa relagao reflete a
preferéncia por maior rigidez e menor massa, a0 mesmo tempo
que desestimula a convergéncia para valores intermediarios de
densidades normalizadas. Mas, como visto no capitulo anterior, o
valor da presenga de material intermediario em toda a estrutura

demonstra ser grande neste método de interpolagao.

Curva de Interpolagdo Multimaterial

Interpalagéo Zuo & Saitou (2017)]

0.9
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07
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Modulo de Elasticidade Normalizado
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Densidade Normalizada

Figura 6.1 — Curva de interpolacao SIMP ordenada com p = 3.

A Figura 6.1 ilustra a curva de interpolacao SIMP orde-
nada.

A funcéo de interpolacdo, no primeiro trecho, apresenta um
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comportamento exponencial. Este comportamento é adequado,
considerando p > 1. Todavia, nos trechos seguintes da interpola-
¢a0 o grafico ndo apresenta a curvatura caracteristica deste tipo
de funcgao.

Para ficar mais claro, na Figura 6.2 sdo adotados intervalos
proporcionais entre as densidades e o médulo de elasticidade

normalizados.

Curva de Interpolacdo Multimaterial

Interpolagso Zuo & Saitou (2017)]

Modulo de Elasticidade Normalizado

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 09 1
Densidade Normalizada

Figura 6.2 — Curva de interpolagdo SIMP ordenada com p = 3.

E facilmente observado que a inclinacdo da curva é dife-
rente entre os dois trechos, indicando que a penalizagdo nao atua
da mesma, forma nos dois intervalos. Este, como serd visto, é um
dos motivos do percentual elevado de material intermediario na
estrutura.

Na secao seguinte é proposto um ajuste nos coeficientes
de escala e translagdo na interpolacdo SIMP ordenada, com o
objetivo de reducdo do percentual de material intermediario na

estrutura.
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6.2 Proposta de ajuste na funcao de interpolacdo

Introduzindo os coeficientes de escala Ag e Bg e os coefi-
cientes de translacdo Cg e D a funcao de poténcia estendida

para o médulo de elasticidade E pode ser escrita como

Ee(pe) = Ap(Bg(pe) — Cp)” + Dg, (6.1)

em que A, Bg, Cg e Dg para p, € [p;, pi+1] sdo dados por

1

Ap=FEi11 —FE;, Bp=———,
Pit+1 — Pi

CEZpi e DEZEZ'.
(6.2)

Os coeficientes A e B na Equagdo (3.4) atuam como
coeficientes de escala e translagdo na posicao do eixo das ordena-
das, entretanto, em se tratando de uma anélise grafica em duas
dimensdes sao necessarios mais dois coeficientes para o ajuste da
fungdo na posigdo do eixo das abscissas. A nova curva de inter-
polacao multimaterial com a adi¢cado dos dois novos parametros é
ilustrada de maneira comparativa na Figura 6.3.

E observado que com a inclusdo dos novos coeficientes na
funcao, o pardmetro p é mais eficaz nos intervalos de transicao
entre materiais em comparagdo com Zuo & Saitou (2017) (Figura
6.5).

Outro ponto a ser notado por meio das Figuras 6.3, 6.4 e
6.5 é que as duas interpolacdes possuem exatamente o mesmo
comportamento no primeiro trecho, indicando que a presenca
de material intermediario neste trecho, nos resultados obtidos,

tende a apresentar resultados semelhantes.
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Curva de Interpolagdao Multimaterial

Interpolagdo Zuo & Saitou (2017)
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Figura 6.3 — Comparacéo entre as curvas de interpola¢do multi-
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Figura 6.4 — Interpolagdes adotando intervalos diferentes.
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Figura 6.5 — Efeitos de diferentes valores de p nas curvas de

interpolagao.
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6.3 Resultados

Nesta secao os casos abordados no Capitulo 5 serdao re-
produzidos utilizando a interpolagdo proposta neste capitulo, de
modo a avaliar as alteragoes geradas nas topologias, fungoes ob-
jetivo e medida de material ndo discreto. Os testes estdao sujeitos
as mesma condicgdes iniciais adotadas anteriormente.

O exemplo da estrutura de ponte apresentou uma reducao
consideravel do percentual de material intermediario. Porém,
como ¢ visto na Figura 6.6 houve um aumento no percentual de

material A em toda a estrutura.

Figura 6.6 — Estrutura de ponte para a interpolacdo proposta:
pPo = 0, 5.

A topologia da estrutura de ponte com py = 0,5 apresenta
um aumento de 15,56% da presenca de material A nos elementos
finitos utilizados na discretizagdo do problema, por outro lado o
percentual de material intermedidrio referente a este intervalo foi
reduzido em 3,72%. Os dados se mostram ainda melhores quando
analisados os intervalos seguintes.

Como visto, a inclinagdo da curva interpolagao SIMP or-
denada é menos acentuada apds o primeiro intervalo, proporci-
onando acréscimo de material intermediario. Com a nova inter-

polacdo hd uma diminui¢do 12,5% de material nao-discreto no
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segundo intervalo e 3,2% no terceiro, resultando numa redugao
total de 21,68% em toda a estrutura.
Os dados referentes aos outros valores de densidade inicial

podem ser vistos na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Influéncia de pg na presenca de material interme-
diario utilizando interpolagao proposta: pg = 0, 5.

Elementos por Intervalo Material Intermediério (%) Fou
P Vazio-A A-B B-C Vazio-A A-B B-C /o
0,1 2934 1226 840 12,23 535 1,20 125,43
0,5 3302 1010 688 13,30 5,28 1,87 125,14
09 3172 1154 674 12,04 532 1,37 126,97

Em se tratando da variagao do raio do filtro de sensibili-
dades as topologias obtidas para a Viga MBB sdo observadas na

Figura 6.7.

Figura 6.7 — Viga MBB para a interpolacao proposta.

Valores menores do r,,;, resultam em microestruturas
detalhadas, entretanto as topologias geradas nao sao consideradas
ideais do ponto de vista de projeto. A presenga de material azul

é muito elevada, ainda assim, os dados apresentados na Tabela
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6.2 sdo mais atrativos quando comparados a interpolacao SIMP

ordenada.

Tabela 6.2 — Influéncia de r,,;, na presenca de material interme-
diario utilizando a interpolacdo proposta.

Elementos por Intervalo Material Intermediario (%)

Tmin  Vazio- A A-B B-C Vazio-A A-B B-C foj
1,1 11740 5933 2327 8,34 041 042 123,15
1,2 12074 5462 2464 10,1 0,62 049 121,46
1,3 15400 2293 2307 18,22 2,21 1,74 129,24
1,5 14720 2604 2676 17,71 241 1,97 126,01
2,0 13061 4022 2917 12,73 2,34 1,32 123,14
3,0 14699 2517 2784 23,49 423 463 133,76

A variagao da malha foi o pardmetro que demonstrou o
maior aspecto qualitativo das topologias geradas com a interpo-

lacao proposta, deixando evidente o problema de dependéncia de

malha inerente a otimizacao topoldgica.

2 2D

a) 100 x 50 b) 150 x 75
¢) 200 x 100 d) 300 x 150

Figura 6.8 — Resolugbes de malha aplicadas a viga engastada

Malhas mais refinadas, como visto na Figura 6.8, resultam

em topologias mais detalhadas e qualitativamente diferentes de
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um modelo resultante de uma malha mais grosseira. E evidente
também que a manutencao de r,;, baixo proporciona topologias
mais detalhadas com quantidade de elementos finitos elevada.
O processo de otimizagdo demonstrou capacidade em dis-
tribuir o material mais rigido na estrutura, criar uma maior
quantidade vazios e ainda assim diminuir o valor da fungao ob-
jetivo e presenca de material intermediario na estrutura, como

visto na Tabela 6.3.

Tabela 6.3 — Influéncia da malha de elementos finitos na presenca
de material intermediario utilizando interpolacao
SIMP ordenada.

Elementos por Intervalo Material Intermediério (%)
Malha  Vazio-A A-B B-C Vazio-A A-B B-C  fop
100 x 50 4157 479 364 26,36 301 28 178,56
150 x75 9161 1008 1081 14,18 1,57 1,5 158,88
200 x 100 15871 2335 1794 13,28 2,21 1,84 160,20
300 x 150 31922 7963 5115 7,44 0,97 0,53 149,84

6.4 Discussio

A proposta de ajuste de interpolacao mostrou ser eficaz
na reduc¢ao de material intermedidrio na estrutura. Por outro
lado, acredita-se que as restrigoes de massa e custo influenciam
consideravelmente na presenga de material referente ao primeiro
intervalo de interpolacio. E interessante buscar alternativas para
que este problema nao acontega, seja alterando os valores das
restrigoes ou estabelecendo limites de volume por material no
dominio.

No préximo capitulo sdo aplicadas restri¢cdes de volume

por material. Acredita-se que esta abordagem se mostra mais
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flexivel, uma vez que permite decidir as fragoes de material de
acordo com as varias consideragoes de projeto e ndo apenas o

custo.
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Capitulo 7

Aplicacao de restricoes de

volume por material

Na abordagem binaria tradicional na otimizagdo topold-
gica, uma restricdo de volume é utilizada para que a funcéo
objetivo seja limitada pela quantidade de material que pode ser
distribuida na estrutura. A abordagem multimaterial deve mo-
dificar essa restricdo de volume ou implementar uma segunda
restricdo para limitar ndo apenas a quantidade de material a ser
usada, mas também favorecer a selecdo de outros materiais.

E evidente que o material mais rigido oferece o melhor
desempenho possivel, e a estrutura tenderd a usar somente esse
material, retornando a uma solugdo binéria. Tavakoli & Mohseni
(2014), Zhou & Wang (2007) e Lieu & Lee (2017) utilizaram uma
restrigdo de fragdo de volume por material, enquanto Zuo & Sai-
tou (2017), como visto, introduziram dois pardmetros adicionais
na caracterizagdo dos materiais: densidade e custo. Deixando
as consideracoes de custo fora da andlise (e¢ = 1), os primei-
ros trabalhos restringem o volume e o segundo a massa. Ambas
propostas sao validas e tém suas vantagens de acordo com consi-

deragoes de projeto.
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7.1 Descricao da abordagem

Nesta sec@o, uma restricdo de volume por material é arbi-
trariamente utilizada, como em Tavakoli & Mohseni (2014), Lieu
& Lee (2017) e Zhou & Wang (2007), de modo que o usuario
indica em um vetor normalizado os volumes desejados de cada
fase. Esta abordagem oferece maior flexibilidade ao projetista
uma vez que permite decidir as fracdes de acordo com varias
consideragoes e nao apenas o custo.

Inicialmente o codigo base foi alterado para trabalhar com
fracoes de volume por material. Estas fracbes de volume por
material sdo definidas e impostas ao codigo por meio de uma
matriz correspondente ao percentual de cada material presente
na topologia final da estrutura.

A cada iteragdo é gerada uma matriz auxiliar para receber
os valores de densidades fisicas p presentes na estrutura e agrupa-
las de acordo com os intervalos de interpolacao definidos por
meio das densidades normalizadas.

A restrigao de volume por material, entao, analisa essa
matriz auxiliar e é aplicada no problema com base no vetor de
fragoes de volume f estabelecidas no inicio da andlise, de modo

que:
> Vepe < £ Ve (7.1)
e=1 e=1

Uma vez que as restri¢gdes sao verificadas, os valores do
volume material e sensibilidades sao atualizados e utilizados no
processo de otimizacdo das varidveis de projeto por meio do
MMA.
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7.2 Experimentos numéricos

Nesta secao, o comportamento das interpolagoes discuti-
das nesta dissertagao é avaliado quando sao impostas restrigoes
de volume no problema. Serdo avaliadas as topologias, fungoes
objetivo e a presenca de material intermediario, considerando
trés fases materiais: dois materiais sélidos e o vazio.

As propriedades do material e fracoes de volume corres-
pondentes aos testes realizados nesta etapa do trabalho estao
listadas na Tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Propriedades do material e fracdo de volume pres-
critas para diferentes casos.

Problema teste E f Malha Caso
Viga MBB 1072 0,51,0] [0,50,30,2] 100 x 50 1
150 x 75 2
200 x 100 3
[107°1,02,0] [0,6 0,250,15] 200 x 100 4
Viga engastada [10_9 0,5 1,0] (0,5 0,3 0,2] 100 x 50 5
200 x 100 6
[107° 1,0 2,0] 200 x 100 7
Estrutura de ponte [1079 1,0 2,0] [0,55 0,2 0,25] 200 x 200 8
(1079 2,04,0] [0,60,250,15] 200x200 9

O ntmero de iteragoes é o parametro de parada do processo
de otimizacgao, e foram estabelecidas 250 iteracbes como valor

padrao para anilise dos casos numéricos.

7.2.1 Topologias étimas

Foram obtidas as topologias étimas dos 9 casos apresenta-
dos na secao anterior. Eles serdo analisados de modo comparativo

entre as interpolagoes abordadas nesta dissertacao, de acordo
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com cada estrutura em estudo.

As Figuras 7.1 e 7.2 apresentam os primeiro 4 casos, refe-
rentes a Viga MBB. As fragdes de volume por material, médulos
de Young e resolugao de malha foram apresentadas na Tabela

7.1. O raio 7y, = 1,3 neste primeiro momento.

SN\ S

a) Caso 1 b) Caso 2
c) Caso 3 d) Caso 4

Figura 7.1 — Topologias 6timas da Viga MBB obtidas com a
interpolagao SIMP ordenada.

SLD SN

a) Caso 1 b) Caso 2
c) Caso 3 d) Caso 4

Figura 7.2 — Topologias 6timas da Viga MBB obtidas com a
interpolagao proposta.

E notado que nao ha grandes diferencas entre as topologias
que definem a distribuicdo de material sélido nos casos. No
entanto, é observado que nas estrutura geradas por meio da
interpolagdo SIMP ordenada ha mais regides em cor vermelha,

correspondente ao material com rigidez maior, principalmente



7.2. Ezxperimentos numéricos 105

nas regides centrais onde ocorre a distribui¢ao de tensdo gerada
pela forca aplicada.

Este fato foi abordado no Capitulo 6, onde foi mostrado
que a penalizagdo nao atuava de maneira adequada a partir do se-
gundo intervalo de interpolagao, proporcionando o aparecimento
de material intermediario entre as fases materiais, como é visto
na Tabela 7.2.

Tabela 7.2 — M,,4(%) considerando restrigdes de volume por ma-
terial na Viga MBB.

Elementos por Intervalo = Material Intermediério (%)

Casos  Vagzio - A A-B Vazio- A A -B Total
- 1 3088 1912 5,6 12,54 18,14
= 2 6995 4255 5,68 11,57 17,25
% 3 12296 7704 4,89 11,81 16,70
é’ 4 13823 6177 3,75 10,36 14,11
@ 1 3139 1861 5,94 10,07 16,01
g 2 7059 4191 5,92 9,82 15,74
g 3 12446 7544 5,28 9,53 14,81
& 4 13940 6060 3,77 8,33 12,10

A segunda estrutura a ser observada é a Viga engastada,
referente aos Casos 5, 6 e 7. As topologias obtidas estao repre-
sentadas na Figura 7.3.

Novamente, as topologias sdo semelhantes, com poucas
diferencas em virtude da presenca de mais material vermelho nas
estruturas geradas a partir da interpolacdo SIMP ordenada. Na
Tabela 7.3 é apresentado o percentual de material ndo discreto

referente a estes casos.
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Zuo & Saitou (2017) Proposta deste trabalho
XD\ 2D\
a) Caso 5
b) Caso 6
c) Caso 7

Figura 7.3 — Topologias 6timas da Viga engastada obtidas com
as interpolacgoes.

Tabela 7.3 — M,,4(%) considerando restri¢oes de volume por ma-
terial na Viga engastada.

Elementos por Intervalo  Material Intermediério (%)

Casos  Vagzio - A A-B Vazio- A A -B Total

o 5 3119 1881 5,94 11,87 17,81

2 = 6 12283 717 4,75 11,59 16,34
N s 7 12639 7631 4,68 11,21 15,89
. < 5 3135 1865 5,54 9,88 15,42

° ‘g 6 12507 7493 5,10 9,04 14,14
A A 7 12575 7425 4,83 9,23 14,06

A fim de investigar a influéncia das fragoes de volume em
topologias otimizadas os préximos casos sao examinados para
diferentes restrigdes de volume. As topologias obtidas dos Casos

8 e 9, referentes a estrutura de Ponte simétrica sdo mostradas na
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Figura 7.4.

Zuo & Saitou (2017) Proposta deste trabalho

DA

a) Caso 8

KV

b) Caso 9

Figura 7.4 — Topologias 6timas da ponte simétrica obtidas com
as interpolagoes.

A restri¢do em relacdo a cada fase é dada na Tabela 7.1.
Para o Caso 8, o vazio é fixado em 55% do dominio, o material
mais rigido ocupa outros 25% e, o material de rigidez intermedié-
ria as duas fases citadas, os outros 20%. Fica claro que a topologia
otimizada obtida e os valores da funcéo objetivo, que é abordada
na se¢ao seguinte, sdo sensiveis & mudanca das restri¢cbes e pro-
priedades do material, embora a diferenca das fragoes de volume
em todas as fases em comparacao ao Caso 9 seja pequena.

No Caso 9 a topologia obtida por meio de Zuo & Saitou
(2017) novamente demonstra a presenca de material intermedidrio
maior do que a interpolagdo proposta neste trabalho, e os dados

sao quantificados na Tabela 7.4.
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Tabela 7.4 — M,4(%) considerando restri¢des de volume por ma-
terial na estrutura de Ponte

Elementos por Intervalo  Material Intermediério (%)

Casos  Vagio - A A-B Vazio- A A -B Total
o I 8 24791 15209 2,40 9,10 11,5
S 3 9 27338 12662 2,56 10,89 13,45
s 8 8 25374 14626 3,01 6,17 9,18
£ § 9 28459 11541 4,12 593 10,05

7.2.2 Funcdo objetivo

Como pode ser visto, embora as solugbes 6timas sejam
obtidas para diferentes resolugoes de malha, a distribuigao de
material para cada uma das fases parte do principio de distribuir
o material com rigidez maior nos pontos dos apoios e nas regioes
de aplicacdo das forgas, enquanto que o material de rigidez in-
termedidria (azul) é posicionado principalmente nas regices que
desempenham o papel de reforgo na estrutura.

A Figura 7.5 mostra a evolucao da funcao objetivo e as to-
pologias obtidas em 5, 25, 50, 100, 200 e 250 iteragoes. Verifica-se
que a medida que as restrigoes passam a serem atendidas (Figura
7.6), a convergéncia da fungdo objetivo torna-se consistente.

Ao passo que as restrigoes sdo atendidas as topologias
tomam forma, e a partir disso a evolugao da estrutura se da pela
penalizacio e eliminacdo de material intermedidrio. E visto na
Figura 7.5 que nas iteragoes iniciais ha mistura entre o material
azul e vermelho, com aspecto roxo, e com a evolugao do processo
de otimizacao este material ndo discreto é largamente reduzido.

A Figura 7.7 ilustra o grafico de convergéncia para os

Casos da interpolagdo proposta.
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Capitulo 8

Consideracoes Finais

8.1 Conclusdes

Este trabalho apresentou um estudo em otimizacao topolo-
gica multimaterial, com o objetivo de realizar analises complemen-
tares sobre o método de interpolacao SIMP ordenada proposto
por Zuo & Saitou (2017). O problema de projeto foi formulado
como um problema de otimizacdo em que a func¢ao objetivo era
a minimizagdo da flexibilidade da estrutura utilizando materiais
com rigidez e custo distintos, considerando restricoes de massa e
de custo.

O método de interpolacao SIMP ordenada para otimiza-
¢ao multimaterial ndo se baseia em varidveis adicionais para
representar a selecao do material, tornando o custo computacio-
nal independente do nimero de materiais considerados. Entre-
tanto, a presenca de material intermediario devido a relaxacao
do problema no processo de otimizacao demonstra ser elevada,
resultando em topologias de dificil interpretacdo e que néo séo
atrativas do aspecto de projeto.

Para investigar a efetividade do método, situag¢bes nu-
méricas disponiveis na literatura foram discretizadas utilizando
elementos finitos, e para avaliar a presenca de material intermedié-

rio nas estruturas foi adotada a medida de material ndo-discreto



112 Capitulo 8. Consideracoes Finais

proposta por Sigmund (2007).

Adicionalmente, analisou-se a influéncia dos pardmetros
iniciais na presenca de material intermediario, bem como nas
topologias e fungoes objetivo obtidas. Além disso, ao longo do
desenvolvimento do trabalho foram idealizados objetivos secunda-
rios. O primeiro era propor um ajuste na interpolacao multimate-
rial para redugdo de material intermediario em toda estrutura e,
em seguida, foi considerada a aplicacdo de restricbes de volume
por material para avaliar o comportamento das estruturas e da
presenca de material ndo-discreto. Os dois foram cumpridos.

O primeiro ponto observado no estudo foi alta presenca
de material intermediario em toda a estrutura, principalmente
no primeiro intervalo de interpolacao. Notou-se que em situagoes
considerando restrigcoes de massa, os projetos tinham preferéncia
por usar o vazio o minimo possivel. Deste modo, o vazio era
substituido pelo seguinte material mais leve para melhorar o de-
sempenho mecéanico da estrutura. Isso ficou claro na Secao 5.1.1
em que foram propostas situagoes com diferentes combinagoes de
materiais. Independente da combinagao, o primeiro intervalo de
interpolacao apresentava maior percentual de material interme-
diario em todos os casos em que a restricao de custo de material
foi considerada.

Quanto ao raio de filtragem, observou-se que raios maiores
proporcionam distribuicdo de mais material com menor rigidez
nas areas em que o raio atua, além de estabelecerem uma or-
dem de contato entre os materiais. Foi visto, em situagoes com
instabilidade de tabuleiro, que era possivel o contato entre o
material mais rigido e o menos rigido dentro do dominio, entre-
tanto, a atuacdo do raio estabelece uma ordem de interacao entre

os materiais de acordo com sua rigidez. E interessante ressaltar
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que, pela metodologia ser recente, é necessario o estudo e aplica-
cao de novos métodos de filtragem e projecdo para analisar este
comportamento e como ele influencia na presenca de material
nao-discreto.

As diferentes malhas utilizadas nos exemplos numéricos
mostraram que a presencga de material intermediario é diminuida
a medida em sdo utilizadas malhas mais refinadas aliadas a raios
menores.

Em relacdo aos objetivos secundarios, foi proposto um
ajuste na funcao de interpolagdo multimaterial, que consistia
numa modificagdo dos coeficientes de escala e translacdo da
funcdo interpoladora. Deste modo, percentual de material in-
termediario decaiu em todos os exemplos quando comparados
aos resultados obtidos anteriormente. Todavia, a presenca do
material de menor rigidez cresceu na estrutura quando analisado
o numero de elementos finitos correspondentes a cada intervalo
de material, tornando as topologias ainda menos atrativas do as-
pecto de projeto. Para solucionar este problema foi proposta uma
nova abordagem nas restri¢coes, adotando restricdes de volume
para cada um dos materiais.

Nesta nova abordagem, foram adotados trés fases materiais
(considerando o vazio). Como era de se esperar, a limitacao de
material reduziu consideravelmente a presenca de material no pri-
meiro intervalo de interpolacdo, proporcionado topologias dtimas
que podem ser comparadas a diversos trabalhos da literatura.

Para fins de avaliacao foram testadas diferentes fracoes
de volume, médulos de elasticidade e resolu¢des de malha nos
exemplos. Ficou clara a sensibilidade das topologias e fungoes
objetivo a esses pardmetros, mesmo com as mudancas nas fragoes

de volume sendo pequenas.
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De modo geral, foram atingidos os objetivos de avaliacao
e reducgdo de material intermediario na estrutura com as meditas
adotadas no processo de desenvolvimento desse trabalho. Vale
salientar que a interpolacdo proposta se mostrou mais efetiva que
a interpolacio de Zuo & Saitou (2017) nos exemplos considerados,
porém, ha um grande numero de possibilidades existentes para

melhora.

8.2 Sugestbes para trabalhos futuros

Nesta dissertacgao, foi discutido como abordar a presenca
de material intermediario numa estrutura e proposto um modelo
material para reduzir a presenca deste material indesejado. Neste
trabalho, portanto, é fornecido um passo para a introdugao e
desenvolvimento de métodos de interpolacao aliados a otimizagao
no campo de engenharia de estruturas. Ha, no entanto, muito
espaco para investigar novos métodos e abordagens para muitos
outros problemas e formulac¢des. Por exemplo, métodos podem
ser implementados para lidar com mais restri¢des e possivelmente
restricoes ndo-lineares, como restrigoes de tensdo, entre outras
possibilidades. Essa secdo apresenta alguns tépicos possiveis para
pesquisas futuras.

A discussao ¢é limitada ao problema de minimizacao de
flexibilidade de estruturas bidimensionais simples presentes na
literatura. Futuros trabalhos devem ser feitos para responder
questoes envolvendo problemas mais complexos, como o de me-
canismos flexiveis.

As formulagdes propostas neste trabalho e a de Zuo &
Saitou (2017) usam a abordagem de penalizaciao material SIMP e

filtros baseados em gradiente (filtro de sensibilidade e densidade).
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Adicionalmente, o dominio é discretizado utilizando um modelo
padrao de elementos finitos, geralmente utilizado para propositos
académicos. A implementagao final dos exemplos abordados neste
trabalho pode ser feita utilizando malhas mais gerais, bem como
diferentes técnicas de suavizagao para evitar instabilidade de
tabuleiro, como os filtros de projecdo propostos nos trabalhos de
Xu, Cai & Cheng (2010) e Guest, Asadpoure & Ha (2011).

E particularmente interessantes estender a analise feita
neste trabalho para ser capaz de lidar com restricdes nao-lineares
e, assim, avaliar os métodos propostos a aplicagoes reais e praticas,
como o feito em Ramani (2011) e Li & Kim (2018).
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