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Resumo

O espaco-tempo de Schwarzschild foi a primeira solucao exata e nao-trivial para a equacao
de campo de Einstein. Quase cinquenta anos depois, outra solucao foi encontrada e
chamada de “espaco-tempo de Schwarzschild-Kruskal”, que incorpora a solucao anterior
resultando numa variedade Lorentziana inextensivel. Neste trabalho, nosso objetivo é
definir os dois modelos matematicos correspondentes aos espacos-tempos citados e estudar
suas geometrias em detalhes, fornecendo sempre que possivel as interpretacoes fisicas
apropriadas. Inicialmente, definimos os conceitos bésicos da geometria semi-Riemanniana
e estudamos detalhadamente a teoria dos produtos torcidos. No apéndice, tratamos dos

produtos escalares, que sao uma generalizagao de produto interno.

Palavras-chave: Espaco-tempo de Schwarzschild, espaco-tempo de Schwarzschild-Kruskal,

geometria Lorentziana.






Abstract

The Schwarzschild space-time was the first exact non-trivial solution of the Einstein’s field
equation. Almost fifty years later, another solution was found, the so-called “Schwarzschild-
Kruskal space-time”, which extends the previous solution to an inextendible Lorentzian
manifold. In this work, our goal is to define the two mathematical models corresponding
to the mentioned space-times and study their geometries in details, providing the aprop-
priate physical interpretations whenever possible. Initially, we define the basic concepts
of semi-Riemannian geometry and study in detail the theory of the warped products. In

the appendix, we treat the scalar products, which generalize the inner products.

Keywords: Schwarzschild space-time, Schwarzschild-Kruskal space-time, Lorentzian ge-

ometry.
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Introducdo

Nosso objetivo neste trabalho ¢ estudar em detalhes a geometria dos espacgos-tempos
exterior e interior de Schwarzschild e do espago-tempo de Schwarzschild-Kruskal, bem
como apresentar ao leitor as devidas interpretagoes fisicas dos resultados geométricos
que serao obtidos. Esses modelos matematicos, além de possuirem interesse geométrico

intrinseco, sao de grande importancia para a fisica, e especialmente para a Relatividade
Geral.

Em 1915, Albert Einstein (1879-1955) publicou o artigo que apresentava ao mundo
sua mais importante descoberta cientifica: a teoria da Relatividade Geral, que nada mais
¢ do que uma teoria geométrica para a gravitagao, ainda mais precisa que a gravitacao
classica desenvolvida nos séculos XVII e XVIII, e que explica alguns fendémenos que eram
eram inexpliciveis com a teoria aceita até entao, como a precessao do periélio de Merctrio.
A Relatividade Geral descreve o universo através de uma estrutura geométrica chamada
espaco-tempo, que intuitivamente pode ser pensada como o conjunto de todos os eventos
fisicos, e que atribui a cada um de seus pontos quatro coordenadas: a primeira delas
dita “temporal” e as demais ditas “espaciais”’, que estao no entanto indissociavelmente

relacionadas entre si.

Para compararmos as teorias da gravitagdo, tomemos como exemplo o sistema solar.
A gravitacao classica (também chamada de gravitacao Newtoniana) diria que os planetas
se mantém em Orbita em torno do Sol devido a uma “forca de atragao gravitacional” que
existe devido as massas dos planetas e do Sol. Enquanto isso, a Relatividade Geral explica
o movimento planetario argumentando que o Sol, por ser uma estrela consideravelmente
massiva, deforma (curva) o espago-tempo e os planetas entao se movem conforme esta
curvatura. Portanto, na Relatividade Geral a gravidade nao é mais considerada uma
forca de atracao entre dois corpos como era para a mecanica Newtoniana; gravidade passa

a ser entendida como o efeito que a curvatura do espagco-tempo tem sobre os corpos!

Nessa nova concepgao de gravidade, até mesmo objetos sem massa (como a luz) podem
sofrer efeitos gravitacionais, ja que estes efeitos nao mais decorrem da atracao de duas
massas. Na pratica, isso significa que, ao passar suficientemente proximo de uma estrela
massiva, a luz percorre uma trajetoria curva e nao mais retilinea, num fené6meno conhecido

como deflexao gravitacional da luz.

Einstein, ainda em seu artigo de 1915, tornou publica aquela que logo ficou conhecida

como a equacao de Finstein:

1
Ricg—ESg-g—l—A-g:&rTg,
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onde g, Ricg, Sy, Ae T repres.entarnﬁ7 respectivamente, a métrica, o tensor de Ricci, a
curvatura escalar, a constante cosmologica e o tensor de energia-momento de um espaco-
tempo qualquer. Fisicamente, solugoes dessa equacao representam possiveis modelos ma-
tematicos para a descrigdo de como a matéria/energia e o campo gravitacional interagem
num universo com uma dada distribui¢ao de matéria que é codificada no tensor de energia-

momento 7.

Ainda que Einstein tenha publicado essa equacao, ele nao foi - e de fato duvidava que
alguém fosse - capaz de encontrar uma solucao exata para ela. No entanto, foram necessé-
rias apenas algumas semanas para que, ainda em 1915, o fisico alemao Karl Schwarzschild
(1873-1916) encontrasse a primeira soluc¢ao exata da equagao de Einstein, com constante
cosmologica A = 0 e tensor de energia-momento 7" = 0. Tal solugdo passou a ser conhe-
cida como o espaco-tempo (exterior) de Schwarzschild e ¢ um dos objetos centrais deste
trabalho.

Fisicamente, o espago-tempo (exterior) de Schwarzschild é o modelo mais simples
do campo gravitacional externo a uma distribuicao de massa estatica e esfericamente
simétrica, que é assumida como unica fonte de gravidade. Ainda que essas condicoes
sejam idealizadas e de dificil verificacao devido a presenca de outros corpos celestes no
universo, o modelo de Schwarzschild pode ser aplicado com sucesso para regioes proximas

a estrelas que sejam aproximadamente estaticas e esfericamente simétricas.

Citamos aqui apenas duas aplicacoes do modelo de Schwarzschild: na primeira delas,
a massa que deforma o espaco-tempo é a Terra, que é aproximadamente esféricaﬂ e sua
rotacao nao afeta seu campo gravitacional apreciavelmente, de modo que ela pode também
ser considerada estatica para esse fim. Sem levar em consideracao os efeitos relativisticos
temporais previstos pela solucao de Schwarzschild, por exemplo, a precisao dos aparelhos
de GPS utilizados hoje em dia seria impossivel, pois estes utilizam rel6gios atomicos de
alta precisao capazes de detectar esses efeitos. Na segunda aplicacao, consideramos o Sol
como a estrela massiva e isso nos permite explicar, por exemplo, a precessao do periélio de
Merctrio, jA mencionada, e a mudanca na posicao aparente das estrelas devido a deflexao
de sua luz ao passar perto do Sol, detectada pela primeira vez em 1919, por uma equipe
que veio a Sobral, no Ceara, liderada pelo grande astronomo britanico A.S. Eddington
(1882-1944).

Os fenomenos de deflexdo da luz e precessao do periélio de Mercirio, juntamente com
o efeito de desvio gravitacional da luz para o vermelho, constituem o que chamamos de
testes cldassicos da Relatividade, pois sua ocorréncia na natureza e a precisao com que

sao obtidos como consequéncias da nova teoria da gravitacao confirmam, de certa forma,

2 O significado matematico desses objetos sera discutido ao longo do trabalho, especialmente nos capi-

tulos 1 e 3.

3 Ainda que alguns sujeitos obscurantistas por ai tentem argumentar o contrario!
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a teoria de Einstein. Esses efeitos - com excecao do ultimo - nao serao discutidos neste
trabalho, mas podem ser encontrados nas secoes “avanco do periélio” e “6rbitas luminosas”
do capitulo 13 de |O’Neill| (1983).

Quando Schwarzschild encontrou a primeira solucao exata para a equacgao de Einstein,
o que ele encontrou de fato foi o que chamaremos no capitulo 3 de “espaco-tempo exterior
de Schwarzschild”, que fisicamente corresponde as interpretacoes dadas nos parégrafos
anteriores. A parte “interior” foi devidamente anexada por diversos cientistas posteri-
ormente e nos fornece o modelo mais simples de um buraco negro estatico (o primeiro
modelo matemético para um buraco negro em rotagao s6 foi descoberto em 1963 pelo

matematico Roy Kerr).

Agora, considere a situagdo em que temos no universo apenas um buraco negro
estatico. A parte externa dele é precisamente descrita pelo espaco-tempo exterior de
Schwarzschild, enquanto que o buraco negro em si é descrito pelo espaco-tempo interior
de Schwarzschild. No entanto, nenhum desses dois modelos matematicos faz qualquer
mencao & fronteira entre as regioes externa e interna ao buraco negro, conhecida como
horizonte de eventos. Apenas no ano de 1960 essa regido foi formalmente definida e
incorporada ao modelo de Schwarzschild por Martin Kruskal e George Szekeres, dando
origem ao espaco-tempo de Schwarzschild-Kruskal, que é o tltimo dos dois modelos que

estudaremos aqui.

Finalmente, antes que a motivacao apresentada fique tao longa a ponto de se tornar
uma desmotivacao, vamos a organizacao do trabalho. Ele ¢ dividido em trés capitulos e um
apéndice, e a disposicao logica das partes é a seguinte: apéndice A seguido dos capitulos
1, 2 e 3. No apéndice, apresentamos de forma sucinta uma discussao sobre os produtos
escalares num espaco vetorial, que sao basicamente uma generalizacao de produto interno,
e em seguida particularizamos a discussao para o caso de indice 1 (Lorentziano), que sera

aqui o caso mais interessante.

No capitulo 1 desenvolveremos os conceitos béasicos da geometria semi-Riemanniana
que constituem o plano de fundo de todo este trabalho. No final dele, dedicamos as trés
ultimas segOes para alguns tépicos especificos que nos serao particularmente tteis: geo-
metria da esfera, orientacao temporal em variedades Lorentzianas e uma discussao sobre
observadores. No capitulo 2, estudaremos em detalhes a geometria dos produtos torci-
dos de variedades semi-Riemannianas, tendo em vista que os modelos de Schwarzschild
e Schwarzschild-Kruskal serao ambos definidos como produtos torcidos e diversos resul-
tados geométricos iniciais deles serao consequéncias imediatas da discussao geral deste
capitulo. Por fim, no capitulo 3 vamos definir os dois modelos matematicos menciona-
dos anteriormente e obter todos os resultados geométricos que lhes convém. Ao longo
desse capitulo (e sempre que possivel), procuramos apresentar as consequéncias fisicas da

discussao matemaética precisa e formal dada, especialmente nas duas ultimas secoes.
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Antes de iniciar a leitura e para que esta seja o mais agradavel possivel, recomendamos
fortemente ao leitor nocoes basicas da teoria das variedades diferenciaveis e da algebra
tensorial em tais variedades (que podem ser encontradas em |Lee| (2002)) e (O’Neill (1983),

respectivamente).

As figuras deste trabalho, ainda que autorais, foram inspiradas em figuras do livro

O’Neill| (1983) e damos ao autor todos os créditos por elas.
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1 Precisamos falar sobre geometria

Neste capitulo, trataremos brevemente de alguns conceitos basicos de geometria semi-
Riemanniana imprescindiveis para o entendimento pleno deste trabalho, tais como ten-
sor métrico, conexao, transporte paralelo, geodésicas, curvatura, subvariedades semi-
Riemannianas e campos de Killing. Para que o trabalho nao se torne demasiadamente
longo e tendo em vista que a discussao destes conceitos nao ¢ nosso foco principal, precisa-
remos trata-los de forma rapida e objetiva, atendo-nos principalmente & interpretacao das
definicoes e aos exemplos. As demonstragoes sao, em sua grande maioria, apenas reme-
tidas & nossa referéncia principal (O’Neill (1983), exceto aquelas que nao estdo presentes

naquele livro.

Dedicamos uma secao separada ao estudo da geometria da esfera S?, tendo em vista
sua presenca constante ao longo do capitulo 3. Encerramos o capitulo com duas segoes de-
dicadas especificamente as variedades Lorentzianas, especialmente & nocao de orientacao
temporal numa tal variedade, cuja utilidade e interpretacao fisica se revelarao conforme

avancamos no capitulo 3.

Assumimos serem conhecidos aspectos basicos de variedades diferencidveis e algebra
tensorial em uma variedade diferenciavel, que compoem a base de toda a nossa discussao
e que nao serdo aqui abordadas (o leitor pode consultar Lee (2002)) para a teoria das
variedades e (O’Neill (1983) para os tensores). E necessirio também uma compreensio
sobre o que chamamos de “produto escalar’, uma generalizacao de produto interno num

espaco vetorial, cujos aspectos essenciais estao descritos no apéndice desta obra.

1.1 Tensor métrico

Neste capitulo, M = M" denotara uma variedade diferenciavel (sempre de classe C*°) de

dimensao finita n > 1.

Defini¢ao 1.1. Um tensor métrico g em M € um (0, 2)—tensor simétrico, nao-degenerado

e de indice constante em M.

Em outras palavras, um tensor métrico g (também chamado simplesmente de métm’caED
associa suavemente a cada ponto p € M um produto escalar g, em seu espago tangente
T,M, tal queﬂ ind g, = ind gq, para quaisquer p,q € M. Denotaremos esse indice por
ind g, ind M ou ainda v, quando a métrica ficar subentendida e nao houver risco de

confusao. Note que 0 < v <n.

! N&o confundir com a nocdo de métrica em espacos métricos.

2 Veja secdo para definicao de indice de uma forma bilinear simétrica.
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Defini¢ao 1.2. Uma variedade semi-Riemanniana € um par (M, g) onde g é uma métrica
em M.

Dizemos que (M,g) é Riemanniana quando g tem indice 0, ou seja, quando g, ¢
um produto interno em T,M,Vp € M. Quando g tem indice 1, dizemos que (M, g)
é Lorentziana. Frequentemente, e quando nao houver risco de confusao, omitiremos a

mencao a métrica g e diremos simplesmente que M é uma variedade semi-Riemanniana.

Nesse mesmo espirito, eventualmente denotamos g por (, ) de forma que, dados V, W €
X(M), temos g(V,W) = (V,W). Para uma carta local (U, = (z',...,2")) de M,

definimos as func¢oes
gij ‘= (81,@) € COO(Z/{>, Z,j € {1, c. ,n},

de forma que
n

glu = Z gij - da' @ da’. (1.3)
ij=1

Dado um p € M, como g, é nao-degenerado, a matriz (g;;(p));,;=; € invertivel. As en-
tradas da matriz inversa sao denotadas por g“(p), de forma que ficam bem definidas as
fungoes g € C>®(U) e temos g - g™ = 0,5,Vi,j € {1,...,n}, onde um somatério em k
é omitido via a convengdo de FEinstein (Lee, 2002)), que usaremos no resto do trabalho
sem comentarios. O simbolo ¢;; denota o delta de Kronecker. Como ¢ é simétrico, temos

gij = gji e g7 = g’".
Como cada espaco tangente ¢ um espago vetorial semi-Euclideano, fica bem definido
(veja segao o cardter causal de um vetor v € T, M, assim como sua norma e a nogao
de ortogonalidade (para vetores tangentes em um mesmo ponto p). Para uma curvarf]

a: I — M |campo vetorial X € X(M)], dizemos que « [resp. X] é:

—_

. temporal quando o/ (t) € TowyM [resp. X, € T,M] étemporal Vt € I [resp. Vp € M];
2. espacial quando o/ (t) € T,y M [resp. X,| é espacial Vt € I [resp. Vp € M];

3. luminosa quando o/(t) € T,yM [resp. X,| é luminosa Vt € I [resp. Vp € M];

=

causal quando o/ (t) € Ty M [resp. X,| é causal Vt € I [resp. Vp € M].

A categoria (1, 2 ou 3) acima a qual « [resp. X]| pertence ¢ dita ser o cardter causal
de «a [resp. X]|. Observe que, enquanto num espaco semi-Euclideano todo vetor tem um

carater causal definido, uma curva [resp. um campo vetorial| ndo precisa necessariamente

3 A menos de mencdo explicita em contrario, a suavidade de curvas ou demais aplicacdes deve sempre

ser assumida ao longo deste trabalho.



1.2. Isometrias 17

satisfazer nenhuma das condicoes acimaﬂ No entanto, veremos que as geodésicas (se¢ao

1.5)) possuem sempre um carater causal definido.

Exemplo 1.4. (As métricas g, em R")

Considere as coordenadas cartesianas em R". Dado um namero natural v € {0,1,...,

n}, defina a métrica g, pondo

(gy)ij =& 5ij7v Z?] € {17 s 7”}7

onde g; = =1, paral <i<v,eg =1parav+1<1<n. g, éentao definida pela
equacao . Nesse caso, em cada espago tangente T,R" ~ R", os vetores 01|, ..., 0nlp
formam uma base ortonormal, na qual 0|, ..., 0,|, sdo temporais € Oy11p, - - ., Op|p 580

espaciais. Portanto, g, ¢ uma métrica em R" de indice v.

=00, = wid.|, sa n
Note que se v, = v'0;|, e w, = w’?0;|, sdo vetores tangentes a R" em p, temos

n v n
(9)p(Vp, wy) = Zei ' = — Zviwi + Z v'w'
i=1 i=1 i=v+1
R™ munido com a métrica g, é denotado por R}. Note que se v = 0 nds resgatamos
o espaco Euclideano Rj = R™ usual. Paran > 2 e v = 1, o espago R} é chamado de
n-espaco de Minkowski. Em particular, R} fornece o modelo mais simples de um espago-

tempo relativistico, ambiente natural para a teoria da Relatividade Restrita.

Um referencial ortonormal num aberto U C M é uma colecao de campos vetoriais
Ey,...,E, € X(U) tais que (E1(q), ..., E,(q)) é base de T, M paracadaq € U e (E;, E;) =

gidjj,ondee; = —lparal <i<veg =1parav+1<i<n, comv=indg.

Lema 1.5. Sejam (M",g) variedade semi-Riemanniana, p € M e (eq,...,e,) € T,M

base ortonormal. Entao, existem U C M aberto contendo p e Ey, ..., E, € X(U) referen-
cial ortonormal em U satisfazendo E;(p) = e;,¥Vi € {1,...,n}.
Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 85 de |O’Neill (1983). ]

1.2 |sometrias

Para a teoria de variedades diferencidveis, os difeomorfismos representam os “isomorfis-
mos” entre variedades, de forma que duas variedades difeomorfas sao indistinguiveis do
ponto de vista diferencidvel. Nesta secao, estudaremos o analogo dos difeomorfismos para

as variedades semi-Riemannianas.

4 Por exemplo, uma curva pode ter alguns vetores tangentes temporais, outros luminosos e outros ainda

espaciais.
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Definigao 1.6. Sejam (M, g) e (N, h) variedades semi-Riemannianas. Um difeomorfismo

¢: M — N ¢é dito ser uma isometria quando ¢*h = g.

Em outras palavras, um difeomorfismo ¢ como na definicao acima é uma isometria
quando, para todo p € M, a aplicagao d¢, : T,M — Ty, N & uma isometria linear no
sentido da secao ou seja,

ho () (dpp(v), dpy(w)) = gp(v,w), Yo, w € T, M.

O conjunto Iso(M,g) == {¢ : M — M : ¢ éisometria} se torna um grupo com
a operacdo de composicdo e é chamado de grupo das isometrias de (M, g). Se existe
uma isometria entre duas variedades semi-Riemannianas M e N, dizemos que elas sao
isométricas e escrevemos M ~ N. Duas variedades semi-Riemannianas isométricas sao

indistinguiveis do ponto de vista geométrico, como veremos nas se¢oes a seguir.

1.3 A conex3do de Levi-Civita

O objetivo desta secdo é definir um tipo de “derivada direcional” de carater geométrico,
chamada de derivada covariante. Especificamente, dados V, W € X(M), queremos definir
um novo campo VyW € X(M) de forma que, em cada ponto p € M, o valor de Vi, W

em p seja a “derivada” de W na direcao de V.

Definicao 1.7. Uma conexao em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagao V :

(X,Y) e X(M) x X(M) — VyW € X(M) satisfazendo:

1. Viiw(U) = f-VyU+ VU, para quaisquer f € C(M) e U, V,W € X(M), isto

é, V é C®(M)-linear na primeira entrada;

2. Vy(U+ W) =VyU+ - VW, para quaisquer A € R e UV, W € X(M), isto €,

V é R-linear na sequnda entrada;

3. Vy(fW)=f-VyW+ (Vf) - W, para quaisquer f € C*(M) e VW € X(M).

Esta definicao pode ser elucidada por meio de um exemplo:

Exemplo 1.8. (A conexzao plana em R™)

Considere M = R™ com as coordenadas cartesianas u!,..., u".

Por meio da identi-
ficacao natural de espagos vetoriais 7,R™ ~ R", os campos X(R") podem ser identifica-

doﬂ com as fungoes C°(R™; R™). Assim, uma conexao em R" se torna uma aplicagao

> Via isomorfismo de C°°(R™)-moédulos.
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V i C®°(R"R") x C*(R™"R") — C>®°(R™ R") satisfazendo as condigoes 1, 2 e 3 da
definicao Podemos entdo definir a conexio naturalf] V/'* em R", pondo:

(VW) (p) == DW,(V,), YV, W € C=(R";R"),Vp € R,

onde D denota a derivada total de fungoes (escalares ou vetoriais). O leitor pode verificar
que V7 gatisfaz as condicoes da definicdo e é, pois, uma conexao em R". Fica
evidente que esta definicdo captura - ao menos neste contexto - a expectativa intuitiva

sobre conexoes descrita no inicio desta secao.

Escrevendo a fungao V = (V1,..., V") como o camp Vi 821- e analogamente para
W = (W' ..., W"), temos entio

view =Y V(W")i, (1.9)

, out
=1

que é a expressao usualmente utilizada para definir a conexao flat de R™.

A propriedade 1 da definicao de uma conexao V em M nos garante que, dados v € T,M
e W € X(M), fica bem definido o vetor (V,W)(p) € T,,M, definido como (VW )(p), onde
V € X(M) é qualquer campo tal que V,, = v. Isso ¢ algo bastante razoavel de se esperar,
haja vista a interpretacao de v como o vetor que nos d& a direcao em que tomamos a
derivada de W.

Por outro lado, o fato de V ser apenas R-linear na segunda entrada nos permite apenas
concluir que o valor (V,W)(p) depende do comportamento local de W e nao apenas do
vetor IW,. Novamente, isso ja era esperado, pois o valor da derivada de algum objeto num

ponto deve depender do comportamento desse objeto em uma vizinhanca do ponto.

Observacao 1.10. Os dois pardgrafos acima tém a seguinte consequéncia: uma conerao
V pode restringir-se para atuar sobre campos vetoriais apenas localmente definidos em M.

De fato, para um aberto U C M, fica bem definida a restricao de V para U pondo
(Vv W) () = (Vg W)(p), ¥ VW € XU), Vp U,

onde v,W € X(M) sao tais que \7|v =V0pe Wh; = W]y, para algum V C U aberto
contendo p. O fato de Vy, ficar bem definida (isto é, independente das escolhas de ‘7, We
X(M)) como acima segue das propriedades de V e da existéncia de tais extensoes VeW
por meio de fungoes “bump”. Facilmente se prova que Vi é uma conexao em U, que serd

denotada simplesmente por V de agora em diante.

Uma variedade M munida de uma conexao V é chamada de variedade afim. Boa parte
das definicoes apresentadas nas proximas secoes poderiam ser feitas apenas para varie-

dades afins, sem a necessidade da presenca de uma meétrica. No entanto, eventualmente

O nome “flat” (em portugués, “plano”) justificar-se-a4 quando da defini¢do de curvatura.

7 Por sinal, esse ¢ o isomorfismo de C*°(R"™)-médulos entre as fungoes C°°(R™; R™) e os campos X(R").
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precisariamos introduzir uma métrica para continuar nosso estudo em geometria. Sendo
assim, definiremos as nocoes de transporte paralelo, geodésica e curvatura no contexto de
uma variedade semi-Riemanniana, apenas. Nesse caso, uma conexao especial se revelara:

a conezrao de Levi-Civita. Para encontrarmo-la, o seguinte lema é necessario:

Lema 1.11. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. A aplicagio # :V € X(M)
— #V € X*(M) dada porf]

(#V)W) = (V, W), vV, W € X(M)
é um isomorfismo de C*°(M)-mddulos chamado de isomorfismo musical.

Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 60 de |O’Neill (1983). O

Um campo vetorial e a 1-forma correspondente via # sao ditos metricamente equiva-
lentes. Em coordenadas, dado um campo V' € X(M) que se escreve como V = V3;, temos
#(V) = g;;V'dz?. Reciprocamente, dada uma 1-forma 6 € X*(M) que se escreve como

6 = 6; - dz', o campo V := #1(f) metricamente equivalente a 6 & dado por V = ¢6,0;.

Definicao 1.12. Dada uma funcio f € C>*(M), definimos o gradiente de f como o
campo Vf € X(M) que é metricamente equivalente ao diferencial df € X*(M). FEm

coordenadas, temos
_Of
=g”—0,.
V=g 5

o .
a—gi@i. Mais par-

ticularmente, se v = 0, resgatamos a féormula usual para o gradiente de uma fungao:
d
Vf= Z?:l 8_xfiai'
Finalmente, temos o teorema fundamental da geometria semi-Riemanniana(O’Neill,
1983)):

E de se notar que, no caso (M,g) = R?, temos Vf = Y." &

Teorema 1.13. Dada uma variedade semi-Riemanniana (M, g), existe uma tnica cone-

zao V9 em M satisfazendo, VX, V,W € X(M):

4 [V,W] = ViW — Vi, V;

5. X(V,W) = (V4V,I) + (V. V4TW).

V9 é chamada de conexdo de Levi-Civita de (M, g) e € caracterizada pela formula de

Koszul:

2(Vi W, X) = V(W X) + W(X, V) = X(V,W) = ([V, W], X) + (W, X], V) + ([X, V], W).

8

Utilizamos aqui a identificagdo dos tensores do tipo (0,1) com 1-formas (vide capitulo 2 de |O’Neill
(1983)), e 0 C>°(M)-mo6dulo de 1-formas esta sendo denotado aqui por X*(M).



1.8. A conexdo de Levi-Civita 21

Demonstragao. Pode ser encontrada na pagina 61 de (O’Neill (1983). ]

A conexao de Levi-Civita de (M, g) é a conexdo especial que consideraremos a partir
de agora em M. A menos de mencgao contraria, ela serd a tinica conexao numa variedade
semi-Riemanniana de interesse neste trabalho, e a denotaremos apenas por V se nao

houver risco de confusao.

Vale observar que quando restringimos g para um aberto 4, obtemos uma conexao de
Levi-Civita associada em U, digamos V¥ que em principio ndo precisaria ser igual a V9
restrita a campos localmente definidos em U (observacao , denotada provisoriamente

por V7,. Mas, de fato, isto é o que ocorre:
9 _ 79lu
Vi = Vi,
Utilizaremos essa identificagdo sem mais comentarios no que segue.

Defini¢ao 1.14. Se (U, = (x',...,2")) é um sistema de coordenadas em (M,g), de-
finimos os simbolos de Christoffel para esse sistema de coordenadas como as funcoes

IF e C™(U) dadas por:

Vo0 = Thok
k=1

Pela observacao V satisfaz as condigoes 4 e 5 do teorema [1.13| em U e, como
[0;,0;] = 0, segue que Ffj = Ffl Chamamos entao a propriedade 4 de simetria da conexao.

A propriedade 5 é chamada de compatibilidade com a métrica por motivos evidentes.

Os simbolos de Christoffel descrevem como atua a conexao V sobre o aberto ¢4. Como
V é determinada pela métrica g, é de se esperar que possamos calcular os Ffj a partir da

meétrica. Esse é o contetido do préximo lema.

Lema 1.15. Dada uma carta (U, = (z*,...,z")), temos:

n . L Wi n :
1. Vy, ( W18j> = Z [aa —+ ZFZT/W] Ok;
=1 T j=1

Jj= k=1

1 n dg; dgi dgi:
2. Tk = — mk | 2T WL LT
vo2 mz:lg [ or’ + oxrd  OJx™
Demonstrag¢ao. Pode ser encontrada na pagina 62 de |O’Neill| (1983)). O

Lema 1.16. A conexdo V/'% é a conezdo de Levi-Civita de R",¥Y 0 < v < n. Em relagdo

as coordenadas cartesianas de R™, temos

1. gij=¢;i-0ij, ondee; = -1, paral <i<v,eeg; =1, parav+1<i<n;

2. TF =0,Vi,j, ke {l,...,n}.
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Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 62 de |O’Neill (1983). O

Definigao 1.17. Dado V € X(M), a derivada covariante Vy € a inica derivacio de

tensores em M tal que

Vv(f)=Vf, VYfeC®M)

e VyW € a conexao de Levi-Civita calculada em V e W, para todo W € X(M).

Defini¢ao 1.18. O diferencial covariante de um (r, s)-tensor A € o (r,s + 1)-tensor VA

dado por
(VAYO,...,0", X1,..., X, V) = (VyA) (0,...,0", X1,..., X,),

para quaisquer X;,V € X(M) e 67 € X*(M).

O diferencial covariante VA é uma maneira de coletar todas as derivadas Vy A num
tinico tensor, de forma que VyA = 0,VV € X(M) <= VA = 0. Vamos agora definir o

anélogo de uma isometria para variedades afins.

Definigao 1.19. Dadas duas variedades afins (M, V™) e (N, VY), um difeomorfismo ¢ :
M — N ¢ dito uma transformacao afim quando, para quaisquer campos X,Y € X(M),
temod]

Vi xd.Y = ¢, (VYY).

As propriedades que dependem apenas da conexao (transporte paralelo, geodésicas
e curvatura) permanecem inalteradas mediante transformagoes afins, como veremos nas

secoes a seguir.

Definicao 1.20. Dadas variedades semi-Riemannianas (M,g) e (N,h), um difeomor-
fismo ¢ : M — N € dito uma homotetia quando existe ¢ € R\{0} tal que ¢*h = c - g.

Dizemos que ¢ é a constante de homotetia.

Lema 1.21. Seja ¢ : (M, g) — (N, h) uma homotetia. Entao, considerando as conexoes

de Levi-Civita ¥V e V" de M e N, respectivamente, ¢ € uma transformacdo afim.

Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 92 de (O’Neill (1983), lema 3.64.
O

Corolario 1.22. Se ¢ : (M,g) — (N, h) € uma isometria, entdo ¢ € transformacao

afim.

Demonstra¢ao. Como ¢*h = g, ¢ é uma homotetia com constante de homotetia 1. O
resultado decorre entdao do lema ]

? Aqui, a aplica¢do linear ¢, : X(M) — X(N) é dada por (¢.X)g(q) = ddg(X,),Vq € M, e é chamada
de pushforward de ¢.
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Dessa forma, pelo lema [1.21]| segue que toda propriedade que depende unica e ex-
clusivamente da presenca de uma conexao na variedade é preservada por homotetias (e
isometrias, corolario [1.22)).

1.4 Transporte paralelo

Dada uma Curvam a: ] CR — M, definimos os campos vetoriais sobre o como o
conjunto
X(a)={Z:1 —TM:Zésuavee Z(t) € T,;,yM,Vt € I}.

E imediato verificar que X(a) ¢ um C°°(I)-médulo com as operagdes usuais de soma e
multiplicagdo por fungoes. Como exemplos de campos sobre a, temos o' € X(«) e, se
VeX(M),Voy:=VoaeX().

Nesta secao, nos ocuparemos em estender a nocao de derivada covariante para campos

em X(a).

Proposicao 1.23. Seja a: I CR — M uma curva numa variedade semi-Riemanniana

(M, g). Entao, existe uma tnica aplicagio 2 = () : X(a) — X(a), chamada de derivada

covariante (induzida por V), tal que

1. 2 € R-linear;
dt
2. (WZ) =W -Z+h-Z' para Z € X(a) e h € C(I);

8. (Vo) (t) =VauV, paraV e X(M) et € 1.

Além disso, como V € compativel com g, temos:

d
4 %<Zl’22> = (21, Za) + (21, Z3), para Zy, Zy € X(a).
Demonstrac¢ao. Pode ser encontrada na pagina 65 de |O’Neill| (1983)). 0

A demonstracao da proposicao deixa claro que, num sistema de coordenadas
U, = (x',...,2™)) e para t € I de forma que a(t) € U, escrevendo Z(t) = Z'(t)0;]a)
temos '

/ - dz' - )
Z'(t)=>_ — (0o + > ZH )V
i=1 i=1

Expandindo o termo V) 0; em simbolos de Christoffel, ficamos com

- k - .Ti o« ;
20=3 |Z )+ Y e V02 0] o (129

k=1 i,j=1

10O intervalo I pode ser aberto, fechado ou semi-aberto.
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Definimos a aceleracdo de o como o campo o := %(O/). E de se notar que enquanto a

velocidade o’ depende apenas da estrutura diferenciavel de (M, g), a aceleracdo o requer
o uso de ¢ (via sua conexao de Levi-Civita) para ser definido. De fato, utilizando a

equagao [1.24] para a(t) € U temos:

O//(t) _ Z (l’k o a)"(t) + Z Ffj o a(t) . d(ﬂﬁ;; CY) (t) ) d(iﬁjdto CY) (t) ) ak|a(t)' (1'25)

k=1 i,j=1

Note que no caso (M,g) = RY, resgatamos a formula usual para a aceleragdo de uma

curva da geometria diferencial elementar, pois Ffj = 0 nesse caso (lema |1.16]).

Um campo Z € X(«) ¢ dito ser paralelo (ou transportado paralelamente) se Z' = 0.
Da equagao [L.24] segue que encontrar campos Z € X(«) paralelos se reduz ao problema
de resolver um sistema linear de EDO’s de primeira ordem. Sendo assim, o teorema de

existéncia e unicidade de EDQO’s nos fornece o seguinte resultado:

Lema 1.26. Dada uma curva o : I CR — (M, g) e dados a € I e z € T)M, existe

um unico campo paralelo Z € X(«) tal que Z(a) = z.

Definicao 1.27. Dados o : I — M uma curva e a,b € I, o transporte paralelo entre
a e b associado a curva o € a aplicagao Puy @ To M — T,wyM definida da seguinte
forma: dado v € Tyq)M, considere o campo paralelo V € X(a) com V(a) = v (lema[1.26))
e ponha P,,(v) := V(D).

O transporte paralelo P,; ¢ a maneira que temos para comparar vetores tangentes
a pontos diferentes da variedade (contanto que os pontos estejam conectados por uma

curva).

Proposicao 1.28. Na notacao da definicao acima, temos:

1. P,y € uma isometria linear;

2. Vt, t' . t" € I, vale Py o P,y = Prw. Em particular, P,y = P, ;

ot
3. Se Z € X(a) ety €I, temos:

DX (i P (Xt 5) = Xt
dt 0 5—0 s ’

Demonstrag¢ao. Para o item 1, veja [O’Neill (1983) na pagina 66. Para o item 2, tome
v € TopyM e V € X(a) paralelo tal que V(t) = v. Dai, pela definicao[l.27, P,y (v) = V (t').
Note que, novamente pela defini¢ao [I.27, Py o P, y(v) = Py (V(t')) = V(t"), pois V é
um campo paralelo sobre o e V' coincide com V(t') em ¢. Como P, (v) = V(t"), segue

o item 2.
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Para o item 3, fixe (e, ...,e,) base ortonormal de T,y M. Considere Fy,..., E, €
X(a) paralelos tais que E;(ty) = e;. Pelo item 1, (Ey(t),..., E,(t)) é base ortonormal]
de Ty )M para qualquer ¢ € I. Logo, X se escreve como

X(t) = X'(t)Ei(t),t € 1.
Como temos entao X' = ¢,(X, E;), onde ¢; = (E;, E;), segue X' € C*(I). Por um lado,
da equagao acima e usando que DE;/dt = 0, ja que E; é paralelo, temos

DX "L dX
>

o ) =2

(to)ei.
=1

Por outro lado, usando X = X'E; e Py s (Ei(to + 5)) = Ei(to) = e;, segue que

Pigrs,to(X (to + 5)) = X' (to + s)e;. Logo,
lim Biotsto(X(to +5)) — X(to) _ lim S (X (to + 8) — X'(to))ei _ Z": X’
dt

s—0 S s—0 S

(to)e,

=1

0 que prova o item 3 e encerra a demonstracao. O

Como exemplificamos anteriormente, para um campo V € X(M), V o a é um campo
sobre a. A pergunta natural que surge é se um dado campo Z € X(«) também pode ser

visto dessa maneira, pelo menos localmente. Esse é o contetido do préximo lema.

Lema 1.29. Sejam o uma curva numa variedade (M, g) e Z € X(«). Entao,

1. sed/(ty) # 0, entdo existe Z e X(M) tal que Za(t) = Z(t), para t numa vizinhanga J

de to. Em particular, fazendo Z = o' nos dd que o € localmente uma curva integral;
2. na hipdtese do item anterior, Z'(t) = Va/(t)z parat € J;

3. se a € curva integral de um campo X € X(M), entdo Xf o a = (foa), para
qualquer [ € C*(M).

Demonstragdo. Para o item 1, tome (U, = (z!,...,2")) carta de M em a(ty) e seja
J C I intervalo aberto contendo t, tal que, ¥Vt € J, a(t) € U e o/(t) # 0. Escreva
Z|; = Z'0; 0 a|;. Considere a curva §:= poa: I — R" e a funcao = : [ — R" dada
por Z(t) := (Z(t),..., Z™(t)). Note que

B(t) = dpa (' (1)),

donde 5'(ty) # 0. Usando a forma local das imersdes para a curva [ e diminuindo J > ¢ se
necessario, encontramoﬂ uma fungdo F' : R" — R" suave tal que Fof3(t) = Z(t),Vt € J.

L Ja que El(t) = Ptg,t(Ei(tO)) = Pto’t(ei).

12" Pela forma local das imersoes, considere V C R™ aberto tal que 3(J) € V (a menos de diminuir e
renomear J), € > 0, W C R""! aberto contendo Ogn-1 € £ : V — (tg —&,to + &) x W difeomorfismo
tal que £ o B(t) = (t,0Opn-1). Defina F': ¥V — R" pondo F':=Zom o0& ondem : R* — R éa
projecao na primeira coordenada. Estendendo F' por funcao “bump” para R™ e diminuindo J nos da
o resultado.
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Escreva F = (F!,..., F") e defina Z € X(U) pondo

~ L o
Zy=) Floplg) -
=1

q

Dai, para t € J temos

=3 Z't) 55| = Zaw.
a(t) i=1 O a(t)

0

- . . 0
Za@ty = Z F'opoalt) o
i=1

=Y FlopB(t) 5
a(t) i=1 Oz

Dai, basta estender o campo Z para M inteira (via fungdo “bump”, por exemplo) e diminuir

J, se necessario.

Para o item 2, considere t € J. Dali, das propriedades da derivada covariante sobre

uma curva (induzida por uma conexao na variedade) temos:

Vw7 = 2 <Zd: ) = ZtZ () = Z'(t).

Finalmente, para o item 3, dado ¢ no dominio da curva a, como X, = o/(t) temos:

(Xf)(a(t) = Xawf = (@) f = (foa)(t),

como queriamos. O]

1.5 Geodésicas

Definigao 1.30. Se a : [ C R — M ¢ curva, dizemos que a é geodésica se o campo
aceleracao o € identicamente nulo. Em outras palavras, o € geodésica quando o' é para-

lelo.

Uma curva constante é, trivialmente, uma geodésica. Uma vez que estas nao tém
nenhum interesse geométrico, a menos de menc¢ao em contrario “geodésica” sempre signi-

ficara “geodésica nao-constante”.

Da equagao segue que « é geodésica se, e somente se, para qualquer sistema de

coordenadas (U, = (z',...,2")), valem as equagdes geodésicas:
= d(z' o a) d(z? o @)
k " k
Y Thoa- =0, Vk € {1,...,n}. 1.31
(¥ oa)" + P o o pn { n} (1.31)

Para (M,g) = R” (exemplo [1.4), como em coordenadas cartesianas u'

Ffj =0,Vi, j, k (lema , as geodésicas de R sdo as curvas a que satisfazem (u*oa)” =
0,Vk € {1,...,n}, ou seja, aquelas para as quais existem p,v € R" tal que a(t) =t-v+p

, ..., U temos

para todo t € I. Isso mostra que as geodésicas de R} sao as retas e, portanto, podemos

pensar que as geodésicas de (M, g) sdo uma generalizagdo das retas de R™.
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Exemplo 1.32. (Cardter causal de geodésicas)

Como vimos na secao [I.1 uma curva nao precisa ter um carater causal definido. No
entanto, vamos mostrar que isso ocorre quando « : [ — M é geodésica. Com efeito,
usando a proposicao temos

<O/, O/>, _ 2<Of”, O/> -0

ja que o = 0. Dai, a fungao (¢/,a’) é constante em I, donde segue que uma geodésica

(ndo-constante) « tem carater causal definido.

Proposicao 1.33. Dadosp € M e v € T,M, existe uma unica geodésica vy, : I, — M

satisfazendo:

1. %,(0)=p e, (0) =wv;

2. 1, € mazimal, no sentido de que, se a« : I — M € geodésica com «(0) = p e

'(0) =wv, entao I C I, e v = 7,]1.
A geodésica vy, € dita ser maximal ou inextensivel.
Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 68 de (O’Neill (1983). ]

Em particular, dada uma geodésica o« : I — M qualquer com 0 € I, tomando
p = a(0) e v := &/(0) segue que existe (tinica) geodésica maximal v, que estende a

geodésica «, ou seja, I C I, e a = 7,|;.

Uma geodésica maximal é dita completa quando seu dominio é R. (M, g) é dita

geodesicamente completa quando todas as suas geodésicas (maximais) sdo completas.

Como exemplo, considere as geodésicas de R7. Vimos que estas sao retas e, portanto,
podem ser definidas em toda a reta real. Isto prova que R} ¢ geodesicamente completo
para todo v € {1,...,n}. Mais ainda, note que as geodésicas de R? sdo as mesmas
independentemente de v. Isso evidencia que a nocao de geodésica depende apenas da
conexao na variedade e nao necessariamente da métrica. De fato, todos os R} tém a

mesma conexao “flat” como sua conexao de Levi-Civita, para qualquer v (lema [1.16)).
Para uma curva o : I — M, definimos uma reparametrizacio de o como uma curva

B :=ao(, onde (:J — I édifeomorfismo.

Lema 1.34. Sejam « : I — M uma geodésica (nao-constante) e f:=ao(:J — M
uma reparametrizacdo de a. Entdo, B é geodésica se, e somente se, ¢ é da forma ((t) =

at + b para constantes a,b € R.

Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 69 de (O’Neill (1983). ]
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Como a nogao de geodésica depende apenas da presenca da conexao, vamos agora

mostrar que transformacoes afins preservam geodésicas.

Lema 1.35. Sejam (M, g) e (N, h) variedades semi-Riemannianas com conexoes de Levi-
Civita dadas por V9 e V". Entdo, se ¢ : M — N € transformacdo afim e o : I — M ¢
uma curva, temos que o € geodésica (em M) se, e somente se, po« é geodésica (em N ).

Em particular, M ¢é geodesicamente completa se, e somente se, N o €.

Demonstragao. Vamos mostrar localmente. Para tanto, fixe to € I, (U, o = (2',... z"))
carta em «(tg) e defina V := ¢U) e 3/ := 27 o ¢71|y, de forma que temos a carta
WV, = (y',...,4") D ¢ oa(ty) em N. Denote por I' [resp F %] os simbolos de
Christoffel de V9 [resp. V"] em U [resp. V]. Dai, para t E I perto de tq (isto é, onde
a(t) € U) e escrevendo 3 = ¢ o, da defini¢ao das fungoes y’ e d It op(t) =Tkoalt),

temos

B'() = | oB)" (1) + Z L5 ("o B) () (v OB)’(t))] - 8iyk

k=1 4,j=1

B(t)

- Z (x oa)"(t) + Z F 517 o) (t)(xj © O‘)/(t)] “ddar) (%

L 3,7=1

Oé(t)>

donde segue 3"(tg) = 0 <= a'(ty) = 0 pois da ) ¢ isomorfismo linear. Dai, como ¢, é

= doaq) (2" (t)),

arbitrario, segue 5’ = 0 <= o’ = 0, de onde segue o resultado. ]

1.6 Curvatura

Nesta secao, definiremos o tensor de curvatura para uma variedade semi-Riemanniana
(M, g) de dimensao n > 2. O caso unidimensional ndo é de interesse neste contexto, pois

o tensor R da defini¢ao [1.36| abaixo se anula identicamente para dim M = 1.

Definicao 1.36. Para uma variedade semi-Riemanniana (M, g), definimos o tensor de

curvatura como R : X(M)* — X(M) dado porf]

R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[ij]Z.

Nao é imediato que essa combinacao peculiar da conexao de Levi-Civita V com o

colchete de Lie [,] (ambos nao-tensoriais) produza algo tensorial. O leitor pode consultar

13 Segue de ¢ ser afim: denotando 8; := aT ed; = di temos ffjék = Vg‘éj = Vg*aiqﬁ*@j = $.V5 05 =
qb*(FfJ@k) = ij ¢} gb_l . ak.

14 N3o ha convencdo universalmente aceita sobre o sinal da curvatura, embora a que adotamos aqui seja
a mais comum. O livro|O’Neill| (1983]), por exemplo, tem convencdo oposta & nossa. Apesar disso, os
sinais de curvatura seccional, tensor de Ricci e curvatura escalar nao serao afetadas por essa escolha.
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O’Neill (1983) na péagina 74 para a prova de que no entanto isto é precisamente o que

ocorre.

Como R é C*°(M )-trilinear, ele pode atuar pontualmente: para um p € M, fica bem
definido o operador linear R, : T,M?® — T,M dado por R,(z,y)z := (R(X,Y)Z) (p),
onde XY, Z € X(M) sao tais que X, =z,Y, =y e Z, = 2.

Lema 1.37. (Simetrias do tensor R)

Para quaisquer X,Y,Z. W € X(M), valem:

1. R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z;

2. (R(X,YV)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z);

3. R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0;
4. (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 76 de (O’Neill (1983). ]

Uma variedade (M, g) é dita ser plana quando seu tensor de curvatura R é identica-

mente nulo.

Exemplo 1.38. (R” ¢ plano)

Considere em R” a conexdo V7! dada pela equacao . Como ja comentamos acima,
o lema mostra que V7@ é precisamente a conexdo de Levi-Civita de R”. Como R
é tensorial, para estabelecer que é identicamente nulo basta mostrar que R se anula nos
campos coordenados de R™ (com relagao as coordenadas cartesianas u',... u"). Para

tanto, denotando V = V7 temos
R(0:,0;)0) = Vo, Vo, 0 — Vo, Vo, 0 = 0

ja que [0, 0] = 0 e Vg, 0, = 0,Ym, 1, pois as componentes do campo 0, sdo constantes
(veja equagao|1.9). Isso mostra R = 0, como queriamos. Este, claro, ¢ o motivo pelo qual

chamamos a conexao deste exemplo de conexao “flat”!

Lema 1.39. Para uma carta (U, ¢) de (M, g), escreva as componentes de R como R}y, €
C>(U), onde

n
R(, 0)0; =Y Riy0r.
Entao, as componentes sao dadas por

ar;q ory;

ikl = + o5 ZP w5+ D ThnlT)
m=1
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Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 76 de (O’Neill (1983) (lembrando que de-

finimos o tensor R com o sinal trocado em relagao ao livro). O

Corolario 1.40. Seja ¢ : (M,g) — (N, h) uma transformac¢ao afim considerando as

conexoes de Levi-Civita. Entao, para quaisquer X,Y, 7 € X(M), temos
6. RM(X,Y)Z = RN (9. X, 0.Y)b.Z,

onde RM e RN denotam os tensores de curvatura de M e N, respectivamente.
Demonstracao. A demonstracao segue imediatamente das defini¢oes e [1.36] ]

O tensor R é demasiado complicado para ser interpretado diretamente de sua definicao.
Dessa forma, nosso objetivo agora é obter tensores mais simples a partir de R dos quais

¢é possivel extrairem-se informacoes geométricas de forma mais simples.

1.6.1 Curvatura seccional

Num primeiro curso de geometria diferencial, nos deparamos com a definicao de curva-
tura gaussiana para uma superficie de R? a qual prova-se ser invariante por isometrias
(teorema egregium), ou seja, ¢ uma propriedade puramente geométrica (depende apenas
da métrica). Vamos agora definir o anélogo da curvatura gaussiana para variedades de

dimensoes quaisquer e que nao estejam necessariamente mergulhadas em algum espaco
Euclideano R*.

Definicao 1.41. Dados p € M e Il plano ndo—degenemdo{ig] em p, fica bem definido o

numero

(R(v, w)w,v)
Q(v, w)
onde {v,w} ¢ base qualquer de Il {¥¥ Q(v,w) = (v,v)(w,w) — (v,w)? # 0. Sec(Il) ¢

chamado de curvatura seccional de II.

Sec(I1) =

Veja que Sec é uma funcdo real no conjunto de todos os planos tangentes nao-
degenerados. O caso mais interessante ocorre quanto Sec é constante em cada ponto
p € M, ou seja, Sec(IT) associa 0 mesmo valor para todo I plano nao-degenerado em p.

Nesse caso, Sec fica bem definida como uma fungao em M:

Proposicao 1.42. Assuma que para cada p € M, Sec é constante em p, ou seja, Sec(Il)
é constante para todo Il plano nao-degenerado em p. Entao, a funcao Sec : M — R €

suave e vale

R(X,Y)Z = Sec-[{(Y,2)X — (X, Z)Y],VX,Y, Z € X(M).

15 Ou seja, II é subespago de T, M de dimensdo 2 e ndo-degenerado.
160 fato de Q(v, w) ser ndo-nulo segue de II ser ndo-degenerado em T, M e a prova de que Sec(Il) fica
bem definido pode ser encontrada na pégina 77 de |O’Neill (1983).
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Ademais, se M € conexa e n > 3, entdo a funcao Sec € constante em M, isto €, existe
C € R tal que

RX,Y)Z =C-[{Y,2)X — (X, 2)Y] VX,Y,Z € X(M). (1.43)

Demonstracao. A primeira igualdade segue como na demonstracao do corolario 3.43 de
O’Neill (1983) na pagina 80. A suavidade de Sec segue da primeira igualdade tomando
campos X,Y,Z e W para serem campos de um referencial ortonormal local de M e
escrevendo

<R(Xv Y)Z’ W> = Sec- [(K Z><X7 W> - <X7 Z><K W>] :

Basta isolar entdo a fun¢do Sec na equagio acima (lembrando que temos um referencial
ortonormal). A segunda parte é mais complicada, e a omitimos, ja que depende de
uma identidade para a curvatura chamada de sequnda identidade de Bianchi, que nao

discutiremos aqui (ver |O’Neill (1983) para maiores detalhes). O

Veja que a primeira hipotese da proposicao acima é automaticamente satisfeita para
superficies semi-Riemannianas (ou seja, variedades bidimensionais). Uma variedade semi-
Riemanniana (M, g) para a qual a equagao vale para algum C € R é dita ser uma

variedade de curvatura (seccional) constante.

1.6.2 Tensor de Ricci e curvatura escalar

Outros operadores construidos a partir do tensor de curvatura R, mas que sao mais simples

e maleaveis, sao o tensor de Ricci e a curvatura escalar.

Definicao 1.44. (Tensor de Ricci) Para uma variedade semi-Riemanniana (M, g), de-
finimos o tensor de Ricci como o (0,2)-tensor Ric pondd'”], para X,Y € X(M) e (U, )

carta qualquer,

Ric(X, Y Z gkl R0k, Y)X, al>7

k=1

onde 0; denota o i-ésimo campo coordenado de (U, p).

Quando Ric = 0 dizemos que (M, g) é Ricci-plano. Para um referencial ortonormal
Ey,...,E, € X(U), se ¢; :== (E;, E;) temos

Ric(X,Y )|y := zn: ei(R(E;, Y)X, E;).

i=1

Note que Ric é simétrico e, como é tensorial, podemos defini-lo pontualmente: dado um

p €M, Ric, : T,)M x T,M — R & uma forma bilinear simétrica.

17 A prova que Ric fica bem definido é bastante simples e nio a incluimos aqui.
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Defini¢ao 1.45. Para uma variedade semi-Riemanniana (M, g), definimos a curvatura

escalar como a func¢ao suave S : M — R dada por S = tr Ric, ou seja, para cadap € M,
Sy = try, Ricy,

onde try, Ric, denota o tmgﬁ da forma bilinear simétrica Ric,.

Em coordenadas, temos
S = Z gklRic(ﬁk,Ol)
k=1

e, para um referencial ortonormal Fy, ..., E, € X(U),

S|u = ZEZ' . RZC(E“ El) = Z €i€j<R(Eja EZ)E“ Ej>

i=1 ij=1

Em particular, segue que se Ric = 0, entao S = 0.

Lema 1.46. Seja ¢ : (M,g) — (N,h) uma isometria. Se Ric™ e Ric" denotam,

respectivamente, os tensores de Ricci de (M, g) e (N,h), entao temos

¢*Ric™ = RicM.

Demonstragdo. Fixe X, Y € X(M) e (U,¢ = (z',...,2")) carta local em M. Considere
a carta WV, = (y',...,y")) de N dada por V = ¢(U) e ¢/ := 27 0o ¢~ '. Vamos mostrar
que ¢*Ric™ (X, Y )|y = Ric™(X,Y)|y (donde ¢*RicN(X,Y) = Ric™(X,Y) pela arbitra-
riedade de U e estamos feitos pois X e Y sdo quaisquer). Para tanto, como X e Y sdo

combinacgoes (por fungoes suaves) de 0; := aii e ¢*RicY e Ric™ sao tensoriais, basta

mostrarmos que ¢*Ric™ (0;,9;) = Ric™(9;,0;). Dai, denotando % por d; e g e hy os

coeficientes de g e h nas cartas, utilizando o corolario temos
¢*Ric™N (0;,0;) = Ric™ (6.0, ¢.0;) 0 ¢

k=1

n

- Z hkl<RN(¢*ak7 ¢*aj)¢*ai7 ¢*al>> °¢

k=1

=X hkl<¢*RM<ak,aj>ai,¢*az>> °¢

k=1

=Y g"(RY (0, 0;)0:, )

k,l=1
= chM(&L, 8j),

O que encerra a prova.

18 Veja secio
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1.7 Alguns operadores diferenciais

Na secdo [1.3] definimos o gradiente V f € X(M) para uma funcio f € C*°(M) (defini¢ao
1.12)). Vamos agora definir a Hessiana e o Laplaciano de uma funcao.

Definicao 1.47. Para uma fun¢io f € C*(M), definimos a Hessiana de f como o
(0, 2)-tensor simétricﬂ dado por

Hessp(X,Y) = (Vx(Vf),Y).

Para um sistema de coordenadas (U, = (z',...,2")), temos

an . Fk: ﬂ

Hess(0;,0;) = S 03] ik
k=1

Como Hessy ¢ tensorial, em cada ponto p € M temos uma forma bilinear simétrica

em T,M, o que nos permite fazer a seguinte definicao:

Definig¢ao 1.48. Para uma fun¢io f € C*(M), definimos seu Laplaciano como a func¢ao
suave Af :=tr Hessy, ou seja, (Af)(p) = try, Hesss(p).

Para um referencial ortonormal Ey, ..., E, € X(U), temos

Aflu = Zgi - Hess(E;, E;).

i=1

Para um sistema de coordenadas (U, ¢ = (z',...,2")) temos a formula
| 0*f - of
Afl, = i S
f|1/{ ZJZI g [f)xlaxj — Gk |

que em R” se reduz para a férmula usual do Laplaciano

n
0 f
AT=2 e g0
i=1 i
Para uso posterior, enunciamos o seguinte lema:

Lema 1.49. Sejam ¢ : (M, g) — (N, h) uma isometria e n € C°(M). Entao, temos
¢V =V"(noo™).
Demonstracao. Seja X € X(M) qualquer. Entao,

(0. VY, 0.X) = (VM X) o' =dn(X) o ¢  =d(no¢ ") (¢ X) = (V(noo '), 4. X)

Como ¢, : X(M) — X(N) é isomorfismo linear, segue que (¢.V¥n,Z) = (V(no
oY, Z),VZ € X(N), donde ¢,V™n =VV(noopt). O
19 A simetria é provada na pagina 86 de |O’Neill (1983).
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1.8 Subvariedades semi-Riemannianas

Nesta se¢ao, vamos estudar condigées para que subvariedades (imersas ou mergulhadas)
. . . —n+k T =
de uma variedade semi-Riemanniana (N - ,h) fixada, onde n+ k = dim N e n,k > 1,

possam “herdar” uma métrica da variedade ambiente.

Definicio 1.50. Seja N uma subvariedade (imersa ou mergulhada) de (N,h) e denote
pori: N — N a inclusdo. Entdo, N € dita subvariedade semi-Riemanniana de N se

i*h € uma métrica em N, isto €, se (N,i*h) é uma variedade semi-Riemanniana.

Quando h é definida (positiva ou negativa), todas as subvariedades de N sdo semi-
Riemannianas e de mesmo indice de h. No entanto, esse nao precisa ser o caso se h é
indefinida, como veremos na segao Para o restante da secao, fixe (N™,i*h) C (N, h)

subvariedade semi-Riemanniana de N de dimensao n > 1.

Para cada p € N, o espaco di,(T,N) C TPN ¢ nao-degenerado em TPN e isométrico a
T,N. Do lema segue a decomposicao

T,N = di,(T,N) @ di,(T,N)". (1.51)
Em particular, note que ind i*h < ind h. Defina os conjuntos

X()={X:N—TN:Xésuave e X, € T,N,Vp € N}
2y .= {X € X(i) : X, € di,(T,N),Vp € N}
X*(i) = {X € X() : X,, € di,(T,N)*,¥p € N}

dos campos sobre i, tangentes sobre i e normais sobre 1, respectivamente. Por exemplo,
se X € X(N), temos que di(X) € Xll(i) e se Z € X(N), Zoi € X(i). Os conjuntos acima
definidos se tornam C°°(N)-mo6dulos com as operacoes usuais de soma e multiplicagdo

ponto a ponto, com X/I(7) e X1 (i) sub-modulos de X (7).

Proposigdo 1.52. A aplicacio di : X(N) — Xl(i) ¢ um isomorfismo de C®(N)-

modulos.

Demonstrac¢ao. Que di é morfismo injetor de C'*°(N)-modulos é imediato de sua definicao.
Para a sobrejetividade, tome V € XlI(4). Dai, para cada p € N, V, € di(T,N). Como
di, € injetora (i é imersdo), existe tnico X, € T,N tal que di,(X,) = V,. Fica entao
bem definido o campo vetorial X sobre N. Uma vez que mostremos sua suavidade, é
imediato que di(X) =V, donde seguird a sobrejetividade. A suavidade de X decorre de
uma analise em coordenadas para uma carta (U, ¢) qualquer de N e a carta induzida em

N correspondente. [

Motivados pela decomposicao em soma direta da equacao provamos o seguinte:
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Proposicao 1.53. X(i) = XII(4) © X+ (4), onde © denota a soma direta de espacos veto-

T1018.

Demonstracio. Que XII(i) N X1 (i) é trivial segue de di,(T,N) N di,(T,N)* ser trivial,
para cada p € N. Dai, basta mostrarmos que X(i) C X/l(4) + X+ (7). Fixe V € X(i)
e, para cada p € N, escreva V, = X, + Z,, onde X, € di,(T,N) e Z, € di,(T,N)*.
Ficam bem definidos os campos vetoriais X e Z. Uma vez que forem suaves, X € %”(i) e
7 € X*(i), donde segue entdo V € Xl(i) + X*(i). Para a suavidade, fixe p€ N, U C N
aberto contendo p e campo Ey,...,En, € X(i]y) ortonormais tais qu E,, ..., E,

sao paralelos e E,,1,..., E,.x sda0 normais. Dessa forma,
n+k
V|u - E VZEZ‘,
i=1

onde Vi € C®(U) (pois V' = (V, E;)(E;, E;)). Da escolha dos campos E; segue X | =

S VIE e Zly = 30 VIE;, donde segue a suavidade de X |y e Zy. Como p € U C

N é arbitrario, X € XIl(i) e Z € X (i) e encerramos a prova. O

Devido a proposigao dado um V € %(i), escrevemos VI e V1 para as partes
tangente e normal de V, respectivamente. Vamos denotar também as conexoes de Levi-

Civita de N e N respectivamente por V e V.
Definigao 1.54. A conexio induzida sobre i (por V) ¢ a aplicagio D : X(N) x X(i) —
X(i) que satisfaf?

1. D é C*(N)-linear na primeira entrada;

2. D é R-linear na sequnda entrada;

3. Dx(fV)=(Xf)V+ f-DxV, para f € C*°(N),X € X(N) eV € X(3);

4. Dx,(Zoi)= Vdip(xp)l para quaisquer X € X(N),Z € X(N) ep € N.

Teorema 1.55. Eriste uma aplicagdo Il : X(N) x X(N) — X1(i) C®(N)-bilinear e

simétrica que satisfaz, para quaisquer X,Y € X(N):
Dx di(Y) =di(VxY)+ U(X,Y),

ou seja, di(VxY) = (Dx di(Y) e I(X,Y) = (Dx di(Y))*. A aplicagio 11 é chamada

de shape tensor ou tensor de segunda forma fundamental.

20 %(i]yy) sdo os campos suaves Y : U/ — TN com Y, € T,N,Vq € U.

21 Tome (ey,...,e,) C T,N base ortonormal, Y C N aberto contendope E1, ..., E, € X(U) ortonormais
tais que F;(p) = e;,i € {1,...,n} (lema . Tome (€41, .,6n+k) C T,N base ortonormal de
dip(T,N)* e Fy,..., F, € X(N) tais que F;(p) = €,44,Vi € {1,...,k}. Aplicando o método de Gram

Schmidt para os campos di(E1),...,di(Ey,), Fy oi,..., Fj oi e reduzindo U se necessdrio, obtemos
campos B, ..., By € X(i]y) ortonormais, de forma que F; = di(E;),i € {1,...,n}. Dai, By,..., Ey
sao paralelos e, portanto, F,41,..., E, 1, sao normais.

22 A existéncia de tal aplicacdo ¢ provada em (O’Neill| (1983) nas paginas 98 e 99.
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Demonstracao. Pode ser encontrada nas paginas 99 e 100 de O’Neill (1983), nos lemas
43 e 4.4 O

Como I é C°°(N)-bilinear, ele pode ser definido pontualmente: se p € N, I, : T,N x
T,N — di,(T,N)* é R-bilinear. O shape tensor relaciona a geometria da subvariedade
N e da variedade N ambiente. Por exemplo, consideramos um cilindro (mergulhado)
em R® = R3. Ainda que ndo tenhamos provado, o cilindro tem curvatura (seccional,
por exemplo) nula, pois cada ponto seu esta contido em um aberto isométrico ao plano
Euclideano R2?. Entretanto, o cilindro “parece curvo”. Esse fenomeno se deve ao shape

tensor do cilindro, que é nao-nulo.

A discussao do paragrafo anterior pode se tornar bastante mais precisa e geral por
meio da equacao de Gauss e da equacao de Codazzi, que relacionam os tensores de cur-
vatura de N e de N (o leitor interessado pode consultar O’Neill (1983) nas paginas 100,
101, 114 e 115). Neste trabalho, entretanto, vamos nos contentar com apenas estudar o

comportamento de curvas numa subvariedade semi-Riemanniana:
Lema 1.56. Seja o : I — N curva qualquer. Entao, temos
(1.0 ) (£) = din(a(£)) + Doy (o/(8), (1), VE€ I,

onde (io«a)” é o campo aceleragao da curvaioa: 1 — N em N e o’ € a aceleragao de

a em N.
Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 103 de (O’Neill (1983). ]

Na notacgao do lema acima, segue que a é geodésica em N se, e somente se, (i o «)” é
sempre normal a N, ou seja, (i o a)”(t) € (dz’oé(t)(Ta(t)]\]))L Vtel.

Definicao 1.57. A subvariedade semi-Riemanniana N € dita ser totalmente geodésica
se ll =0.

Se N é totalmente geodésica, pelo lema [[.56| uma curva o : I — N é geodésica em
N se, e somente se, é geodésica em N (isto é, ioa : [ — N & geodésica). De fato, vale

também a reciproca:

Proposicao 1.58. Para uma subvariedade semi-Riemanniana N de N, sao equivalentes:

1. N ¢ totalmente geodésica;
2. sea: I —s N € geodésica em N, entdo o € geodésica em N;
3. sepe N evy € T,N, definindo v := di,(vy) € TPN seque que existe € > 0 tal que

7y|(—875) =10 Yo |(—5,5)7

ou seja, v, fica inicialmente em N.
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Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 104 de |O’Neill (1983). ]

Corolario 1.59. Sejam N subvariedade semi-Riemanniana de N totalmente geodésica e
o : I — N geodésica em N tal que p := a(0) € N e o/(0) € tangente a N (ou seja,
a'(0) € di,(T,N)). Entao, existe ¢ > 0 tal que para t € (—¢,¢) temos a(t) € N. Além

disso, a|(_c ) € geodésica em N.

Demonstragao. Como v := o/(0) é tangente a N, escreva v = diy(vg), com vy € T,N.

Pelo item 3 da proposicao anterior, tome € > 0 tal que (—¢,e) C 1 e

7u|(—676) =10 ’71;0‘(—5,3)-

Dali, pela definicao de 7,, segue que

C“’(—e,e) = 71}|(—6,6) =10 ’Yvo‘(—a,a)a

ou seja, af(_c) fica em N. Além disso, a funcdo a|_.e) : (—€,6) — N coincide com

Yoo l(=e,e) €, Portanto, é geodésica em N, como queriamos. O

Usando os dois ultimos resultados, € muito simples verificar-se que subespagos vetoriais
nao-degenerados de dimensdao n < n + k de R"* ou mais geralmente as subvariedades
afins de R™™* paralelas a tais subespacos (no sentido geométrico usual), sao exemplos de
subvariedades totalmente geodésicas de R"™* uma vez que contém todas as suas retas

tangentes.

Para um ponto p € N, denotando h := i*h a métrica em N, definimos o vetor curvatura

média em p pondo

— I & ,
Hy =~ > BM(p) - O(vy,v) € diy(T,N)*, (1.60)
k=1
onde (hy(p))—1 = (h(vk, vi))j =y € (vi, ..., v,) € T,N é base. Uma conta simples mostra

que ﬁp fica bem definido. Fica também bem deﬁnid o campo curvatura média de N

€cOMoO 0 campo He X*(i) dado pontualmente pela equagao acima.

Vamos agora definir uma nocao mais fraca sobre uma subvariedade do que ser total-

mente geodésica, mas que também serd também bastante Gtil para nossos propositos.

Defini¢ao 1.61. Um ponto p € N é dito ser umbilico se eziste z € di,(T,N)* tal que
,(v,w) = (v,w) - z,Vv,w € T,N. Quando todo ponto p € N é umbilico, entdo N ¢é dita

ser totalmente umbilica.

—
23 A suavidade de H segue de uma analise simples em coordenadas.
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Note que se N é totalmente geodésica, entao claramente N é também totalmente
umbilica. Além disso, quando p € N é umbilico, se (eq,...,e,) C T,N é base ortonormal,
g; = {(e;, ;) e z € dip(T,N)* é como na definigio temos

= 1 1 <
Hp:Ezgi'ﬂ(eiaei):Ezgi'<eiaei>'zzza
i=1 i=1

ou seja, um ponto p € N é umbilico se, e somente se, (v, w) = (v, w) - ]_-I)p,‘v’v7 w € T,N.
Dai, N é totalmente umbilica se, e somente se, I(V, W) = (VW) - I_f,VV,W € X(N).

Em particular, N € totalmente geodésica se, e somente se, H=o.

Quando f: N — R é suave e ¢ € R ¢ valor regular de f, temos que N := f~!(c) é
subvariedade (mergulhada) de codimensdo 1 de N. Que hipoteses sobre f devemos fazer
para que N seja subvariedade semi-Riemanniana de N? Bem, se i : N —— N é a inclusdo,
sabemos que i*h é (0, 2)-tensor simétrico em N. Precisamos garantir entao que i*h seja

nao-degenerado em N e tenha indice constante. Como para um p € N temoﬂ
TN = Ker(df,) = (R (V£)(p)",

T,N é nao-degenerado se, e somente seF_E], R - (Vf)(p) é nao-degenerado, ou seja, ou
(Vf)(p) é temporal ou espacial. Quando (V f)(p) é temporal, temos ind T,N = ind N —1.
Quando (Vf)(p) é espacial, temos ind T,N = ind N. A fim de que o indice de i*h seja
constante em N, é necessario e suficiente que (Vf, Vf) seja sempre positivo em N ou

sempre negativo em N. Fica assim provada a seguinte proposicao:

Proposicao 1.62. Se f : N — R ¢ suave e N := f~!(c), com ¢ € R wvalor regular de
f, entdo N € subvariedade semi-Riemanniana de codimensio 1 de N se, e somente se,
ou (Vf,V x>0 ou (VF,Vf)n < 0. No primeiro caso, temos ind N = ind N e no

sequndo caso temos ind N = ind N — 1.

Na notacdo da proposicio acima e para ind N = 1, quando (Vf, Vf)|y < 0 dizemos
que N é subvariedade espacial de N (ja que ind N = 0) e, quando (Vf,Vf)|xy > 0,
dizemos que N é subvariedade temporal (ja que ind N = 1). Finalmente, quando
(VI,Vf)In = 0, N é dita subvariedade luminosa e nao é uma subvariedade semi-

Riemanniana de N!

1.9 Campos de Killing

Nossos proximos objetos de interesse estao associados a simetrias da geometria, intima-

mente relacionados a isometrias.

24 A primeira igualdade é corriqueira na teoria de variedades diferenciaveis. Para a segunda, dado um
v € T,N, v € Ker(df,) <= df,(v) = 0. Como, pela defini¢io[1.12} df,(v) = ((Vf)(p),v), a igualdade
segue.

25 Lema
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Definicao 1.63. Dada uma variedade semi-Riemanniana (M, g), um campo vetorial X €
X(M) é um campo de Killing se Zxg = 0, onde Lx denota a derivada de Lid| de

tensores.

Escrevemos Kill(M,g) == {X € X(M) : X ¢ de Killing} e ¢ imediato verificar que

esse conjunto é um subespago vetorial’’| de X(M).

Lema 1.64. Dado X € X(M,g), sao equivalentes:

1. X ¢ de Killing;
2. (Vy X, W) +(Vy X, V) =0,YV, W € X(M);

3. para qualquer carta (U, o = (x',... 2")) de M, valem as equacoes de Killing:

dg;; 0X*F oxk o
Xkﬁ + 8$Z gkj + 8$j ki = O’ VZ,j € {17 s 7”}) (165)

onde um somatdrio em k € omitido (notagio de Einstein) e X |y = X'0;.

Demonstracao. A equivaléncia entre os itens 1 e 2 é provada na proposicao 9.25 de |(O’Neill
(1983)), pagina 251. A equivaléncia entre os itens 1 e 3 é imediata da expansao de Zx g
em suas componentes na carta (U, ¢), dadas por Zx ¢(9;,0;), que sdo justamente o lado

esquerdo da equagao [1.65 O

E de se notar que, embora o espaco vetorial X(M) tenha dimensdo infinita, o espaco
vetorial dos campos de Killing Kill(M, g) tem dimensao finita quando M é conexa, como

mostra o seguinte resultado:

Proposigao 1.66. Seja (M, g) variedade semi-Riemanniana coneza de dimensao n > 1.

n(n+1)
5 -

Entao, o espago vetorial Kill(M, g) tem dimensao de, no mdximo,

Demonstrag¢ao. Pode ser encontrada na pagina 253 de |(O’Neill (1983)). m

Exemplo 1.67. (Campos de Killing em R{})

Considere em R™ as coordenadas cartesianas u', ..., u" e os campos coordenados 0; :=

o)
out”

Para vermos que 0; é de Killing, basta notar que

26 #y ¢ a tnica derivagdo de tensores que satisfaz Zx(f) = Xf e Lx(V) = [X, V], para f € C*°(M)
eV eX(M).

2T Podemos dizer até mais: Kill(M, g) é uma sub-algebra de Lie de (X(M),[,]), mas omitimos a prova
por ndo ser necessaria para o trabalho. O leitor interessado pode consultar |O’Neill| (1983) na pagina
252.
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para quaisquer V, W € X(R"™). De fato, como a equacao acima é tensorial em V e em W,
basta mostrarmos para quando V' = 9; e W = 0y, o que é imediato do lema Agora,

para 1 <1 < j < n, considere o campo vetorial
Xij = wWo; — uiaj.
Para ver que os campos X;; sao de Killing, pelos lemas e temos
(Vo, (W0; — u'0;) ,0)) + (Vo (WO; — u'0;) , Ok)

j i j i
_ <8u 5, ou 3j,3z> +<8u o, ou 3j,(9k>

oukt T Ouk Al ol
o’ ou’ o’ ou’
= 01 — dj1 + Oik — —0;
D R N L W W
= 07
para quaisquer k,l € {1,...,n} (uma analise em casos pode ser 1til). Dai, segue que

(Vv (W0, = u'd;) , W) + (Vw (w0 —u'8;) , V) = 0,

para quaisquer V, W € X(R"), o que mostra que X;; € Kill(R}). Além disso, é imediato
verificar que os campos 0y,...,0, e X;;, para 1 <17 < j < n, sdo linearmente independen-

tes em X(R"), o que mostra que dim Kill(Rj) > M No entanto, como R™ & conexo,

pela proposicao segue que dim Kill(R}) = w e que os campos 0y, ...,0, e X;;

formam uma base para Kill(Ry).

Quando dim Kill(M,g) = @, dizemos que M é mazimalmente simétrica. Sendo
assim, o exemplo mostra que Rf é maximalmente simétrico. Nas se¢oes e

veremos exemplos de variedades M que satisfazem dim Kill(M, g) < @

Enunciamos agora diversos outros resultados sobre campos de Killing que serao par-

ticularmente tteis para este trabalho.

Lema 1.68. Seja ¢ : (M,g) — (N, h) uma isometria. Entdo, um campo X € X(M) é
de Killing (em M) se, e somente se, ¢.X é campo de Killing (em N ).

Demonstracao. Suponha que X seja campo de Killing. Entao, para quaisquer VW &

X(M), como toda isometria também ¢é transformacao afim, temos:

<V££V ¢*X ’ ¢*W>N + <v<];iW ¢*X ) ¢*V>N

= (0. VYV X, 0.W)N + (0. VF X, 0.V) N

= (VVX, W) + (Vg X, V)ar = 0.
Dai, como ¢, : X(M) — X(N) ¢ isomorfismo linear e pelo lema [1.64] segue que ¢, X ¢
de Killing.

Suponha agora que ¢, X seja de Killing. Entao, como ¢! também ¢é isometria, do que

provamos acima segue que X = (¢71),(¢.X) é de Killing, o que encerra a prova. ]
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Proposicao 1.69. Se X € Kill(M,g) ey : I — M ¢ geodésica, entdo a funcgdio
(X50),7'(t)) € constante em 1.

Demonstra¢ao. A demonstracao pode ser encontrada em |O’Neill (1983)) na pagina 252.
m

Proposigao 1.70. Sejam (M, g) variedade semi-Riemanniana conexa e X € Kill(M, g).
Se existir p € M tal que X, =0 e (VX), =0, entdo X = 0.

Demonstra¢ao. A demonstracao pode ser encontrada em |O’Neill| (1983)) na pagina 252.
m

Corolario 1.71. Se X,Y € Kill(M,g), com (M, g) coneza, e existe U C M aberto com
Xy =Yy, entao X =Y.

Demonstracao. O resultado segue da proposicao|l.70|se provarmos que VX = VY em U.
De fato, dados 6 € X*(M) e V € X(M), temos

(VX)(0,V) = (Vv X)(0) =0(VyX)

€ (VY) (9, V) =0 (Vvy) Como X’u = Y’u, segue (VVX)’L{ = (VVY)’L( — (H(VVX))‘M
= (0(VvY))|u, ou seja, (VX)(0,V)|yy = (VY)(0,V)]y. Como 0 e V sao arbitrarios, segue
que (VX)lz,{ = (VY)|U D

Lema 1.72. Sejam (N,i*h) subvariedade semi-Riemanniana de (N,h) e Z € X(N) de
Killing.

1. Se Z oi € X(i) € tangente e escrevemos Z o1 = di(X), com X € X(N), entao X é
de Killing em (N,i*h);

2. Se N ¢ totalmente geodésica, entio, escrevendo (Z o i)l = di(X), temos que X €
X(N) € de Killing em (N,i*h).

Demonstracio. Suponha que Z oi € X!l(i) e escreva Z oi = di(X). Dados V, W € X(N),
vamos mostrar que

(Vv X, W)+ (Vi X, V) =0

em N, o que implica que X ¢ de Killing. Temos:

(Vv X, W)+ (Vw X, V) = (di(Vy X), di(W)) + (di(Vw X), di(V))
= (Dv di(X),di(W)) + (Dw di(X), di(V))
= (Dv(Z o i), di(W)) + (Dw(Z 04), di(V))
=

VaiyZ, di(W)) + (Vaw Z, di(V))
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:07

onde a ultima igualdade decorre de Z ser de Killing. Isso prova o item 1. Para o item 2,

sejam novamente V, W € X(N). Dai, temos:

(Vv X, W) + (Vi X, V) = (Dy di(X), di(W)) + (Dy di(X), di(V))
— Vdi(X), di(W)) — {di(X), Dy di(W))+
+ W{di(X), di(V)) = (di(X), Dw di(V'))
=V(Zoi, di(W))+W(Zoi, di(V))—
—(di(X), Dy di(W) + Dy di(V))

= (Dy(Zo z) di(W)) + (Z oi, Dy di(W))+
+ (Dw(Z oi), di(V)) + (Z oi, Dy di(V))—
—(di(X), Dy di(W)+ Dy di(V))
= (Vaw)Z, di(W)) + (Vaw) Z, di(V))+
+{(Z oi—di(X), Dy di(W) + Dy di(V))
=0+ ((Zoi)*, Dy di(W) + Dy di(V)),

\/\/

onde a ultima igualdade decorre de Z ser campo de Killing. Agora, como N é totalmente
geodésica, Dy di(W) e Dy, di(V') sdo campos paralelos sobre i. Ja que (Z oi)* é normal,

concluimos das contas acima que
(Vi X, W)+ (VwX,V)=0

e, portanto, X é de Killing, como queriamos. O

Terminamos esta se¢ao com o seguinte importante fato sobre os campos de Killing em
uma variedade semi-Riemanniana (M, g), tornando preciso o que quisemos dizer sobre
campos de Killing estarem relacionados a simetrias da métrica. Mais detalhes e provas
estao no capitulo 9 de |O’Neill| (1983). Seja X € X(M) um campo de Killing completo,
isto é suponha que cada uma de suas curvas integrais maximais esta definida em todo R.
Nesse caso, seu fluxo ¢ : (t,p) € R x M +— ¢(p) € M estéa globalmente definido e satisfaz

Oras(p) = ou(Ps(p)), Vi, s € R,Vp e M.

Além disso, cada ¢ é uma isometria de (M, g). Dizemos que (¢;);cr define um subgrupo
a um pardmetro de isometrias, e que X é um gerador infinitesimal de tal subgrupo. Na
linguagem de acao de grupos de Lie, ¢ é uma acao isométrica do grupo abeliano (R, +)

em (M, g7

28 Hs uma descricdo similar, mas ligeiramente mais complicada, se X ndo é completo, mas nio nos
interessara aqui.
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1.10 A geometria da esfera

Nesta secdo, vamos obter resultados geométricos sobre a esfera S? a fim de que possamos

utiliza-los no capitulo 3. Primeiramente, definimos o conjunto:
S* = {(z!,..., 2" e R™ : (212 4+ (z"H)2 = 1)

Definindo a fungio = : R"™\ {0} — R por Z(z!,... 2" = (2')?+- - -+ (2""1)2, temos
= submersio, donde S" = Z71(1) ¢ subvariedade mergulhada de R"™!. Para o restante
da secdo, denotamos por i, : S — R""! a inclusao de S” em R"*! e, em especial,
i =1y :S? —— R3. Da discussdo anterior, temos que 7,, ¢ mergulho. Denotamos também
por &,,1 a métrica euclidiana em R™*!, ou seja, (R, d,11) = R4 (exemplo [1.4). Em

especial, escrevemos 0 := 03 para métrica de R3.

Como Rg“ ¢ Riemanniano, o tensor w,, := %,,0,4+1 em S" é tensor métrico Riemanniano,
donde (S",w,) ¢ variedade Riemanniana de dimensao n e ¢ subvariedade Riemanniana
de (R™',6,,1) chamada de (n-)esfera redonda. Estamos interessados especificamente
na conexao, geodésicas, curvatura, curvatura seccional e campos de Killing de (S?, w,),
ainda que as proposicoes [1.73] [1.74] e [I.75] a seguir possuam generalizacoes imediatas para
(S™, wy,), como & feito em [O’Neill| (1983).

Primeiramente, considere as coordenadas geograficas em S* dadas por

¢ :(0,7) x (0,27) — S
(0, ¢) — (sin(0) cos(¢), sin(f) sin(¢), cos(f)).

Escrevendo as coordenadas cartesianas de R3 como z,v, z, os campos coordenados da

carta ¢! sao dados por

Op = cosfcos¢ -0y + cosfsing - 9, —sinb - 0,
O0p = —sinfsin¢ - 9, +sinf cos ¢ - 9y,

donde
(wo)11 = w2(p, D) =1, (wa)12 = wa(Dp,0y) = 0, (wa)ae = wa(y, D) = sin’ f.

Escrevendo ds? como o elemento de linha de ws, temos ds?> = df? + sin?6 - dp>. Segue
entdo que (wy)' = 1, (wy)'? = (w2)* = 0 e (w2)** = 5. Pelo item 2 do lema [1.13]

sin? 0

seguem os simbolos de Christoffel:
I, =03 =0T}, =013 =15,=0, TI% =05 =cotf, I =—sinfcosd.
Vamos denotar por V a conexao de Levi-Civita de (S?, ws), de forma que temos

Vo,00 =0, V,0p =V, 0p =cot -0y, Vo, 05=—sinbdcost-dy+cot-dy,.
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Para as geodésicas de (S?, w,), note que toda curva constante é geodésica (como ocorre em
9 Y

qualquer variedade semi-Riemanniana). Para as geodésicas v(t) nao-constantes, temoﬂ
v (t) # 0,Vt, e:

Proposigao 1.73. As geodésicas de (S?,ws) ndo-constantes sio precisamente as parame-
trizacoes de velocidade constante dos circulos méximoﬂ de S®. Além disso, (S* wy) €

geodesicamente completa e suas geodésicas sao periodicas.
Demonstracao. Pode ser encontrada na pagina 103 de (O’Neill (1983), corolario 4.11. [

Explicitamente, para um subespago II de R? de dimensao 2, tome {e;, e} base orto-
normal de II. “A” geodésica correspondentd®]| via proposicio éacurvay: R — S?
dada por

v(t) = cost - ey +sint - es.

A prova de que 7y é geodésica em S? e que é parametrizaciao de [INS? pode ser encontrada na,

referéncia da proposi¢ao|1.73l Claramente, as geodésicas de S? sao completas e periddicas.

Proposigao 1.74. S? tem curvatura seccional Sec, = 1,Vp € S*.

Demonstragao. Pode ser encontrada na pagina 113 de (O’Neill (1983), proposigao 4.29
item (1), jA4 que, no nosso caso e na nota¢ao do autor, S*(r) = S? poisn =2, v =0 e
r=1. O]

Da proposic¢ao segue que o tensor de curvatura R de S? é descrito por
RX,Y)Z ={Y,2)X —(X,2)Y, VX,Y,Z € X(S?).

Finalmente, vamos estudar os campos de Killing em S?. Sabemos do exemplo que oS
campos de Killing de (R?,4) sdo:

Oz, Oy, 0., 0y — Y0y, 20, — 20;, Y0, — 20,.

Afirmamos que os campos 0, — yd,, x0, — 20, e yd, — 20, sdo tangentes a S? ou
seja, ficam bem definidas suas restricoes para S?, denotadas doravante por X, X e Xj,
respectivamente, de forma que X; € X(S?),i € {1, 2, 3}.

Com efeito, facamos para o campo xd, — y0, e a prova para os demais é totalmente
analoga. Defina, em R3, o campo posicio dado por P = 0, +y0y,+ 20, € X(R?). Assim,
para p € S?, temos qu 7,8* = (R- f’)p)L. Como temos

(x0y — YOy, J_D)) =ay—ay =0,

Se existe to tal que 7/(tp) # 0, ou seja, 7 € ndo-constante, como v é geodésica, 7' é paralelo em ~.
Dai, pela defini¢do do transporte paralelo e pelo item 1 da proposi¢ao segue v'(t) # 0, Vt.

Ou seja, subconjuntos da forma II N S?, onde IT C R? ¢ subespaco vetorial de dimensio 2.

As demais geodésicas ndo-constantes de S? que tém imagem IT N S? sdo reparametrizacdes afins de 7.
Essa igualdade é a menos de isomorfismo de espagos vetoriais, a saber a identificagio de T,S* com
di,(T,S?) C T,R? via di,.

29

30
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32
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segue que para qualquer p € S?, (29, —y0,)(p) € (R-I_D)p)L = T,S?, o que prova a afirmagao
desejada. O item 1 do lema nos garante entao que X7, Xy e X3 sao campos de Killing
em S%. Além disso, como X;, X, e X3 sao linearmente independentes, a proposicao m

nos garante que eles formam uma base para Kill(S?, w,). Isso prova a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.75. As restrigoes dos campos vetoriais 0y — y0,, 0, — 20, e y0, — 20,
para S* formam uma base para o espaco vetorial Kill(S* wy). Em particular, (S, w,) é

mazimalmente simétrica.

1.11 Orientacdo temporal em variedades Lorentzianas

Nesta secao, particularizamos o estudo para as variedades Lorentzianas, ou seja, n =
dim M > 2 eind M = 1. Na secao definimos uma orientacao temporal num espaco
vetorial de Lorentz como sendo a escolha de um de seus cones causais, que passa a ser
chamado de cone (causal) futuro (vide defini¢ao [A.18). Se temos agora uma variedade
Lorentziana (M, g) de dimensao n > 2, cada espago tangente é um espago vetorial de
Lorentz, para o qual se aplica pois a defini¢ao Fazer uma escolha de cone causal
em cada T,M significa “orientar temporalmente” a variedade M. No entanto, nao s6
queremos escolher um cone causal em cada espago tangente, mas também queremos que
essa escolha seja feita de forma “continua”, em termos que se tornam precisos na proxima

definicao.

Definicao 1.76. Fize (M, g) uma variedade Lorentziana de dimensdo n. Uma orientacao
temporal em M € uma funcao 7 em M que associa a cada p € M um cone causal 7, de
T,M satisfazendo a sequinte condigdo: para cada p € M, existem U C M aberto com
pelUeY € X(U) temporal tais Y, € 17,,Vq € U. Quando M admite uma orientagdo
temporal ela é dita temporalmente orientavel e, quando fitamos uma orientacao temporal

em M, ela é dita temporalmente orientada.

Em particular, note que se M (na notagdo da definicdo acima) possui um campo
Y € X(M) temporal, entao M é temporalmente orientavel. De fato, dado um p € M,
defina 7, para ser o cone causal de Y,. Dado entao um ¢ € M, na notacao da defini¢ao
tome U = M e entao o campo Y satisfaz Y, € 7,,Vqg € M. Por exemplo, considere a
variedade de Lorentz R, para n > 2 (veja exemplo[1.4). O campo 9; € X(R}) ¢ temporal

e, portanto, R} é temporalmente orientavel.

Defini¢ao 1.77. Um espago-tempo é uma variedade Lorentziana (M, g) conexa e tem-

poralmente orientada.

Um espaco-tempo pode ter qualquer dimenséao (> 2). Contudo, por motivos fisicos, os

casos de maior interesse se dao em dimensao 4, como veremos no capitulo 3 do trabalho.
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Definigao 1.78. Sejam (M, g) variedade Lorentziana e T uma orientacao temporal em M.
Um campo causal Y € X(M) (respectivamente uma curva causal suave por partes o : [ —

M) é dito futuro-dirigido se Y, € 7,,Vp € M (respectivamente, o' (t) € Tou),Vt € 1).

Proposicao 1.79. Uma variedade Lorentziana (M, g) é temporalmente orientdvel se, e
somente se, existe um campo vetorial Y € X(M) temporal. Em caso afirmativo, para
qualquer escolha de orientagdo temporal em M existe um campo vetorial Z € X(M)

temporal e futuro-dirigido.

Demonstracao. Se existe tal campo Y, segue que M ¢é temporalmente orientavel como
no caso de R}. Reciprocamente, suponha que M seja temporalmente orientavel e fixe
7 uma orientacdo temporal. Da defini¢ao [I.76] segue que existe uma cobertura aberta
X = {U,}oaea de M tal que, para cada U, € X, existe Y, € X(U,) temporal com
Ya(q) € 74,VYq € U,. Considere {f,}aca uma particio suave da unidade subordinada
a {Untaca (veja |Lee (2002) pagina 54), ou seja, cada f, é uma funcdo suave em M e

satisfaz:

1. 0< f, < 1,Va € A;

[\]

. supp fo C U, Va € A

w

. a colegao dos suportes {supp fo}aca é localmente finita;

ZaGA fa = 1.

-

Considere os campos da forma f,Y, € X(U,). Podemos pensar que tais campos estao
definidos em M e que, para ¢ & Uy, fo(q)Ya(gq) = 0. Essas extensdes sdo suaves’| pois
supp fo C U, e é fechado, ou seja, mostramos que f,Y, € X(M). Defina o campo
Y =3 cafoaYa O fato de Y ficar bem definido e ser suave segue de {supp fo}aca ser
localmente finita. Com efeito, dado um aberto V C M, apenas uma quantidade finita
de supp f, intersecta V. Logo, a soma ) ., foY, é essencialmente finita em V, o que
mostra Y|y bem definido e suave. Além disso, dadoum p € V, Y, =3 _, fa(p)Ya(p) €
uma combinacao linear (finita) dos vetores temporais Y, (p) € T,M por coeficientes f,(p)
nao-negativos (item 1) e nio todos nulos que somam 1 (item 4). Como Y, (p) € 7,, Vo € A,
Y, é temporal e Y, € 7, (pois os cones temporais sao convexos, veja se¢ao . Como o
aberto V é arbitrario, isso mostra que Y € X(M) é temporal e Y, € 7,,Vp € M, ou seja,

Z =Y é futuro-dirigido, o que encerra a prova. O

Quando uma variedade (M, g) de Lorentz é temporalmente orientavel, surge a seguinte
pergunta: quantas sao as possiveis orientacoes temporais em M7 A resposta depende
apenas da quantidade de componentes conexas de M, como mostra o seguinte lema:

33 De fato, (foYa)lu, € suave pois f, € C®(M) e Y, € X(Uy,). Além disso, como supp fo C U, € &
fechado, seu complementar é aberto e nele o campo f,Y, é identicamente nulo, logo suave.
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Lema 1.80. Uma variedade de Lorentz (M, g) conexa e temporalmente orientdvel possui

erxatamente duas orientacoes temporais.

Demonstracao. Como M é temporalmente orientavel, fixe uma orientagao temporal 7 em
M. Para cada p € M, defina —7, como sendo o cone causal oposto a 7,. Para ver que —7
¢ uma orientagao temporal, dado um p € M, tome U C M aberto e Y € X(U) temporal
tal que Y, € 7,,Vq € U. Dai, o campo Z := —-Y € X(U) satisfaz Z, € —71,,Vq € U, o que
mostra que —7 ¢ uma orientacao temporal em M. Isso mostra que existem, pelo menos,

duas orientagoes temporais em M.

Suponha agora que v seja uma orientacao temporal em M. Vamos mostrar que ou
v =7 ou v = —7. Para tanto, fixe p € M. Dai, como T,M possui exatamente dois cones
causais, ou v, = 7, ou v, = —7,. Sem perda de generalidade, suponha v, = 7,. Defina o
conjunto A := {q € M : v, = 7,}. Note que p € A e, portanto, A # (). Vamos mostrar
que A é aberto e fechado em M. Como M é conexa, seguird que A = M e, portanto,

V=rT.

Tome g € A, U,V C M abertos com g e UNV, Y € X(U) e Z € X(V) temporais tais
que Yy € 7,,¥¢ €U e Zy € vy,Vq € V. Considere a fungao suave (Y, Z) : U NV — R.
Como ¢ € A, seque que (Y, Z)(q) < 0 (ja que Y, e Z, estdo no mesmo cone causal, a saber
T, = V4. Veja proposicao . Como (Y, Z) é continua, existe W C U NV aberto, com
qg € W, tal que (Y, Z)|y < 0. Isso significa que, para todo ¢ € W, Y, e Z, estao no

mesmo cone causal, ou seja, 7, = vy, 0 que mostra ¢ € W C A = A ¢ aberto.

Para mostrar que A é fechado, basta mostrar que M\ A é aberto. Isso é feito de forma

totalmente analoga & demonstracao de que A é aberto. Isso encerra a prova. O

Lema 1.81. Sejam (M, g) variedade de Lorentz conexa e T uma orienta¢ao temporal em
M. Suponha que existem Y € X(M) [curva o : I — M| causal e p € M [resp. ty € 1] tal
que Y, [resp. o/ (to)] € futuro-dirigido. Entao, Y [resp. af € futuro-dirigido.

Demonstracao. Pela proposicao [1.79, a mera existéncia de 7 implica que podemos fixar
Z € X(M) temporal e futuro-dirigido. Considere a fun¢do suave (Y, Z) : M — R.
Essa fungao nunca pode zerar, pois nenhum vetor causal pode pode ser ortogonal a um
temporal (veja seqdo [A.2)). Como M é conexa, segue entdo que (Y, Z) > 0 ou (Y, Z) < 0.
Mas, por hipotese de Y), ser futuro-dirigido, segue que (Y, Z), < 0. Logo, (Y, Z) é sempre
negativa, o que mostra que Y, e Z, estao sempre no mesmo cone causal, ou seja, Y é

futuro-dirigido. A prova para curvas causais é inteiramente analoga. ]

1.12 Observadores, particulas e regides estacionarias

Fixamos, nesta se¢ao, um espago-tempo (M, g) (defini¢ao [1.77) de dimensao n > 2 e seja

T sua orientacao temporal. A caracteristica fundamental da Relatividade Geral é que esta
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descreve o campo gravitacional por meio da geometria de um tal espago-tempo (M, g),
como exemplificaremos em maiores detalhes no capitulo 3. A orientacdo temporal, nesse
contexto, ¢ uma maneira matematicamente precisa de distinguir localmente o passado e

o futuro, algo que os fisicos chamam de seta do tempo.

Nesta secao, descrevemos o modelo matematico para os observadores e particulas
materiais da fisica. KEssa descricdo serd importante para extrair significado fisico da
geometria de Schwarzschild no capitulo 3. Uma justificativa plena de porqué tais defini¢oes
“realmente” fornecem representacoes adequadas desses conceitos requereria uma longa
discussao sobre os aspectos fisicos gerais da Relatividade que estao fora de nosso escopo.
Nos contentaremos aqui, portanto, em apenas descrever o modelo e fazer alguns breves

comentarios sobre seu significado fisico, sem tentar justificd-lo em detalhes.

Definicao 1.82. Um observador instantaneo em p € M é um vetor temporal v € T,M,

unitdrio e futuro-dirigido.

Um observador € uma curva v : I — M temporal, futuro-dirigida e com velocidade
unitdria, ou seja, v'(t) € observador instantdneo em (t), para qualquer t € 1. ~y estd em

queda livre se v € geodésica. Do contrdrio, v é dito ser acelerado.

A ideia fisica por tras dessa definicao é simples: a curva correspondente a um obser-
vador descreve seu “movimento” através do espaco-tempo. O uso de vetores temporais
é a versao matematicamente precisa do fato de que “nenhum observador pode viajar a
velocidades iguais ou maiores que a da luz’. A razao da norma unitaria é a seguinte.
Sejam p,q € M e suponha que existe um observador v : I — M para o qual y(a) = p e
v(b) = ¢, com a < b em I. Nesse caso, o comprimento de arco Lorentziano da curva 7|y

2

€

L3 las) = / Vg O A @) dt =b—a

e mede o tempo proprio do observador v entre os eventos p e q. Fisicamente, a Relativi-
dade postula que esse é o tempo efetivamente medido por um relogio ideal carregado pelo
observador. Note que esse tempo medido entre p e ¢ depende do observador tanto quanto
de p e q, e é nesse sentido que o “tempo é relativo” na Relatividade[:ﬂ Um observador é
definido de modo que diferencas de parametro ao longo da curva correspondente mecam

o tempo proprio entre os respectivos eventos.

Definicao 1.83. Seja m > 0 um nimero real. Uma particula (material) de massa m ¢é

uma curva temporal futuro-dirigida o - I — M tal que

g/, o) = —m?.

34 Esta é também a origem do famoso “paradoxo” dos gémeos: imagine dois gémeos, definindo curvas
(observadores) diferentes, que separam-se em p, e que se reencontram em g. Dependendo de suas
respectivas trajetorias, eles ja ndo terdo a mesma idade! Isto é claro, ndo representa um paradoxo em
sentido logico algum, apenas desafia nossa intuicao sobre a natureza do tempo. No entanto, trata-se
um fato com ampla verificacdo experimental!
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A reparametrizacao o, de o dada por
a(t) :=a(t/m), VteR comt/mel

€, portanto, um observador associado dito em comovimento, solidario ou em repouso com

respeito o particula cv. O momento linear de tal particula € definido como P, :==m-al. €

X(ay).

Um foton ou raio de luf| ¢ uma geodésica tipo-luz futuro-dirigida B : I — M.

Uma quantidade de grande importancia em qualquer sistema fisico é sua energia. Para
particulas relativisticas, a versao de interesse é a seguinte. Seja § : I — M um féton ou
uma particula de massa m > 0, e v : J — M um observador. Suponha que para algum
p € M tenhamos sy € I e tg € J para os quais (tg) = S(sg) = p, isto é, que fisicamente a
particula (féton) £ “encontre” o observador v em p. Definimos a energia de 5 com respeito
ay em p como

B = —(8(s0), 7 (t0)). (1.84)

Note que uma vez que v e  sao ambas futuro-dirigidas, essa energia ¢ sempre um nimero
real positivo (proposigao [A.16]). Em particular, se 8 é uma particula de massa m, v = 3.

é seu observador em comovimento e s = to/m, entao a equagao nos da
By
E;7 =m.

Esta, de fato, pode ser interpretada como a mais famosa equagao da fisica: £ = mc? (em
unidades para as quais a velocidade da luz no vacuo é ¢ = 1). Significa que a massa de

uma particula e sua energia medida em repouso sao uma e a mesma coisa.

Finalmente, introduzimos também um modelo ideal para descrever uma familia apro-
priada de observadores (por exemplo, observadores em repouso em pontos de um labora-
torio).

Para um aberto Y C M, um campo U € X(U) é um campo de observadores se, para
qualquer p € U, U, & observador instantaneo (em p). Equivalentemente, U é campo de

observadores quando suas curvas integrais sao observadores.

Um campo de observadores U € X(U) ¢ geodésico se suas curvas integrais sao observa-
dores em queda livre, ou seja, sao geodésicas. Equivalentemente, U é geodésico quandﬂ
VyU = 0.

35 Mais geralmente, essa mesma descri¢do serve para qualquer particula “de massa de repouso zero” na
fisica. Antigamente se acreditava que os neutrinos eram particulas desse tipo, mas agora verificou-se
que estes tém uma pequena massa.

36 Se VyU = 0, suas curvas integrais certamente sao geodésicas (item 3 da proposicdo . Re-
ciprocamente, vamos mostrar que Vy U = 0,Vp € U se as curvas integrais de U sdo geodési-
cas. Para tanto, fixado p € U seja @« : I — U curva integral de U com «(0) = p. Dai,

Vo, U = VU = 2022 (0) = 22’ (0) = o (0) = 0.
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Um abertoUd C M é regiao estaciondria de M se existe um campo de Killing, temporal,
futuro-dirigido e CompletX € X(U). Nesse caso, o campo de observadores Uy := ”ﬁ—” €

X(U) é o campo de observadores estaciondrios associado a X.

Para entender fisicamente o significado desta tltima defini¢ao, considere uma tal regiao
estacionaria U C M com campo de Killing associado X. Fixe p € U e considere a curva
integral maximal 3, : R — U de X comegando em p. Defina a funcao h, : R — R dada
por .

h(s) = / X o B,(V|dA, Vs € R. (1.85)
0
Ora, h;, = |X o ,] > 0, portanto h, é um difeomorfismo crescente sobre sua imagem
I, CR, e hy(0) = 0. Defina entdo 4, := B,0h," : I, — U. Entdo, 7,(0) = p, e um calculo
simples mostra que
W(t) = Ux((t), Vi€,
Em outras palavras, v, é precisamente a curva integral maxima]lig] de Uy comecgando em p.

Em particular, v, é¢ um observador estacionario. Os observadores estacionarios, portanto,

tém trajetdrias coincidindo com as curvas integrais de X.

Por outro lado, temos

(X 06, X 08,)(s) = 2((X 0 3,)(5). (X 0 5,)(s))
=2((Vig,y)X) (Bp(9), (X © B,)(5))
= 2(Vx X, X)(B,(s))
=0,

onde usamos o lema [1.64] item 2, para obter a tltima igualdade. Concluimos que
| X 0 B,y(s)| = | X (p)| = constante > 0.
Portanto, substituindo em , vem
h,(s) =|X(p)|s, VseR. (1.86)
Em particular, I, = h,(R) = R, onde segue que Ux é temporal, unitario, futuro-dirigido
e completo.

Agora, uma vez que X (p) # 0, podemos escolher (lema 1.57 de (O’Neill| (1983)) uma
carta local (V, (z!,...,2") comp eV CU, z'(p) =0 (i =1,...,n) e

X =9/0x". (1.87)

A equagao tem duas consequéncias. A primeira é que as equacoes de Killing

com respeito a esse sistema de coordenadas implicam que

0gij

dx!
37 Ou seja, suas curvas integrais maximais estdo definidas em toda a reta real.
38 0 fato de ser maximal vird a seguir.

=0, Vi,je{l,...,n}. (1.88)
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A segunda é que como 3, é curva integral de X teremos
(z'oB,)(s)=s e (2'0B,)(s)=0 parai> 1. (1.89)

Usando a definicao de v, e as equagoes e[1.89, temos finalmente

1 - t
(" oy)(t) = X0

o] e (z'on,)(t)=0, para > 1 (1.90)

Uma vez que um observador é parametrizado por seu tempo proéprio, a equacao [1.90
mostra que a coordenada z! mede, ao longo de 7,, o tempo proprio re-escalado por

| X (p)|. Entretanto, esse re-escalamento depende de qual observador estacionario estamos
considerandd®] Utilizando as equagdes e podemos finalmente concluir que

(gZJ 0o fyp)/ =0 gw e} ’Yp = COIlStante,

0 que se interpreta fisicamente dizendo-se em uma regido estaciondria, os observadores

estaciondrios nao medem variacoes temporais no campo gravitacional.

O dltimo efeito associado a uma regiao estacionaria que discutiremos é um efeito
relativistico notavel: o desvio gravitacional da frequéncia da luz. Ainda com a notacao
acima, considere agora dois observadores estacionarios distintos v, e 7y, e vamos imaginar
que um féton é emitido de um ponto e sobre a imagem de 7, e captado sobre um ponto r
da imagem de 7,. Se representamos o fé6ton por uma geodésica luminosa futuro-dirigida
o : I — M, podemos entdo escrever a(u.) = e e afu,) = r. Usando a equagao [1.84]
concluimos, apés um célculo simples, que as energias do f6ton o medidas por v, e 7, em
e e r sao, respectivamente

{0/ (ue), X(e))

GYp — Vg — _
ESr = e LM =

[ X(e))]

Mas pela proposicao [1.69, como X ¢ de Killing e o é geodésica,

{o’(u,), X(r))
[ X ()|

(o' (ue), X (e)) = (& (ur), X(r)).
Como energias sao sempre positivas, podemos entao concluir que

B X(r)
© , 1.91
B T X)) (1.91)

De acordo com a mecanica quantica, a energia E do fé6ton é proporcional & sua frequéncia

(angular) w pela formula da Planck

E=h-w,

1

39 As vezes os livros de fisica se referm a x' como uma “coordenada temporal”, ainda que em geral
esta ndo corresponda por si s6 a um intervalo de tempo comum aos membros de nenhuma familia de
observadores.
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onde A é uma constante positiva fundamental, a constante de Planck. Definimos o desvio
para o vermelho (redshift) do foton entre os eventos e e r por

Zepi=1— L. (1.92)

We

Este nome é apropriado, pelo seguinte. Se as frequéncias do féton ao ser emitido e ao ser
recebido sao iguais, o desvio para o vermelho é zero. Se a frequéncia emitida é maior que
a recebida, a luz (se visivel) parece “mais vermelha”, que é menos energética, e 2., > 0.
Finalmente, se a frequéncia recebida é maior que a emitida, o desvio para o vermelho é
negativo e a luz visivel parecera mais “azulada”, que ¢ mais energética. Por isso também

se diz que nesse caso houve desvio para o azul.
A equacao juntamente com a férmula de Planck nos dara

_ L | X(e)]
Zeq =1 X0 (1.93)

Esta equacao extraordinéria serad utilizada no capitulo 3.
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2 Geometria de produtos torcidos

Neste capitulo, desenvolveremos em detalhes a teoria dos produtos torcidos, que nada mais
sao do que a “colagem” de duas variedades semi-Riemannianas para formar uma nova.
Essa colagem ¢ feita via o produto cartesiano das duas variedades originais. Nos resta a

pergunta de qual serd a métrica particularmente interessante neste produto cartesiano.

O interesse em estudarmos esse tipo especial de variedade é que 0s espacos-tempos
de Schwarzschild e de Schwarzschild-Kruskal, que construiremos ao longo do capitulo 3,
serao ambos definidos como produtos torcidos. As caracteristicas dos objetos geométricos
naturais em tais modelos, como conexao, curvatura e o tensor de Ricci serao consequéncias
imediatas da teoria que aqui desenvolveremos, ainda que por si s6 sejam resultados de

interesse, com ampla aplicabilidade em diversos contextos.

A menos de mengao contraria, nesse capitulo (B, gg) e (F, gr) representarao variedades
semi-Riemannianas de dimensoes (finitas) m e n respectivamente e suas métricas serao
eventualmente denotadas também por (,)p e (,)r. Além disso, denotaremos por 7 e o as

projecoes canonicas de B X F' em B e F', respectivamente.

Lema 2.1. Seja (p,q) € Bx F e considere as aplicagoes lineares dn(, gy : Tp.g)(BXF) —
T,B e dogyq : Tpe(B x F) — TyF. Entao, a func¢io @ : T(, (B x F) — T,B x T, F
dada por

O(v) 1= (dm(pg)(v), dopg(v))

€ um isomorfismo de espacos vetoriais.

Demonstracdo. E 6bvio que ® ¢ linear. Basta entdo mostrar que ® transforma uma base
de T(y.q) (B x F') em uma base de T,Bx T, F'. Considere cartasp € (U, p = (z',...,2™)) C
B, q € WV, = (y',...,y")) C F e a respectiva carta para B x F: (p,q) € (U X

V,(zY, ..., 2™). Fixe, por hora, i € {1,...,m}. Dai, temos
J D (pomo(pT x Y)Y J
dm — =
(%) 0z
(p,9) j=1

o, (¢(p), ¥(@) 55
Mas a fungao pomo (¢! x ™) 1 o(U) x (V) — p(U) mapeia (z,y) em x e, portanto,
o, =0y = drpy <a—z

) 0
Além disso, para o vale

do(p.q) (% ) =) CALA (a(p_, x97)) (v(p), ¥(q)) 2
“lwa) : Ui

p

d(pomo(pt xyp)y d

()

p

J=1 0y’ q
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Dessa vez, a fungao Yoo o (! x ™) 1 pU) x Y(V) — ¥(V) mapeia (z,y) em y e,

como i € {1,...,m}, segue

0

= O,VJ - dU(p,q) (—
Das equacoes (f]) e segue que

0zt
0 0
P . = 4
( 07" (p,q)> < ox’

Analogamente, para i € {m +1,...,m + n} temos

“(pa) Yy

d(poaol(pt xy )y
8Ui

) = Or,r. (1)
(p,a)

, (DTqF> : (2.2)

) . (2.3)

m-+n
Mostramos, pois, que ¢ transforma a base ( aii (p q))‘ na base formada pelos vetores
. n ) =1
o 0 4
(axi . (DTqF)i—l e < O, B, 37 q) , e logo é isomorfismo, como afirmado. O
- =1

Lema 2.4. Dadas variedades semi-Riemannianas (B, gp) e (F,gr) e uma fungdo f €

C*>(B) positiva, temos que

= 7*(gp) + (fom)* - o (gr)

é métrica em B X F cujo indice é a soma dos indices de B e F. Ezplicitamente, dados

(p,q) € BX F ev,w €Ty qn(B x F), temos
9(p,9) (v,w) = (QB)p (dﬂ(p,q) (v), dT(p.q) (w)) + f(p)2 : (gF)q (dg(p,q) (v), do(p,q) (w)) :

Demonstracao. Segue imediatamente da definicdo que g é um (0,2)—tensor simétrico.
Para mostrar que é ndo-degenerado e tem indice constante em B x F', fixe (p,q) € B x F
e sejam (eq,...,en) € T,B € (€mi1s---,€min) C T,F bases (g5), € (gr), Ortonormais,
respectivamente. Entao, via o isomorfismo dado pelo lema [2.1] considere os vetores
(e1,0r1,7), .-, (€m,Or,r), (Or,B, ﬁemﬂ), .., (Or,B, #p)emﬂ) em T, (B x F). Segue
diretamente da definicao de g que esses m + n vetores formam uma base ortonormal de
Tp.)(B x F), donde segue g, ) nao-degenerado e com indiceﬂ ind gg + ind gr, 0 que

encerra a prova pois (p,q) € B x F' é arbitréario. ]

Os lemas e sao a base para o desenvolvimento da teoria deste capitulo.

1 J4 que ha ind gp vetores temporais entre os (e;, Or,r) e ind g entre os vetores (Or,p,¢;)



35

Definicdo 2.5. Na notagao do lema(2.4, definimos o produto torcido de (B, gg) e (F, gr)
com fungao de warping f, que serd denotado doravante por BX ¢ F', como a variedade B X F
munida com a métrica g definida no lema[2.4} Dizemos que (B, gp) € a base e (F, gp) €
a fibra do produto torcido B X F'. Quando f é constante e igual a 1, denotamos B x; F'

simplesmente por B X F' e o chamamos de produto de variedades semi-Riemannianas.

Os produtos torcidos sao bastante comuns. De fato, diversas variedades bem conheci-

das podem ser apresentadas dessa forma, como ilustram os exemplos a seguir.

Exemplo 2.6. (R"™\{O} como produto torcido)

Aqui, mostraremos que a variedade Riemanniana (R"*'\{0}, §) = Rit"\{O} (veja
exemplo pode ser escrita como um produto torcido. Para tanto, considere as va-
riedades Riemannianas’] B := ((0,00),dp?) e F := (S",w,) e a fungdo suave e positiva
f: (0,00) — R dada por f(p) = p. Vamos mostrar que (R"™\{O},8) ~ B x; F.
Para tanto, defina a fun¢do x : (0,00) x S* — R*™\{0O} dada por x(p,y) = p-y. X
é claramente suave, pois se escreve como a restricao de uma funcao suave definida em
(0,00) x R"*! (dada pela mesma féormula). A fungdo inversa de y ¢ x ' : R"™\ {0} —
(0,00) x 8" dada por x~*(z) = (||z[, 757), que é suave pois a funcdo n : R**1\{0} —
(0, 00) x R*™! dada por n(z) = (||z]|, Tay) € suave e (0,00) x S" ¢ subvariedade mergulhada
de (0,00) x R™™! (veja corolario 8.25 da pagina 191 de Lee| (2002)). Dessa forma, x é

difeomorfismo.

A fim de que x seja isometria, vamos calcular x*0 e mostrar que esta se iguala & mé-
trica def| B x; F: dp® + p* - w,. Sejam, pois, (u',...,u"!) as coordenadas cartesianas
em R"™MN\{O}, (U, p = (¢',...,£")) uma carta qualquer em S", ((0,00),1 = (p)) coorde-
nada cartesiana em (0, c0) e considere a respectiva carta ((0,00) x U, (p, &L, .. .,€")) para

4| D

(0,00) x S™. Vamos denotar os campos coordenados desta tltima carta po 5 © a% de

forma que, utilizando o lema [2.1] temos

Fl 0 9 0
3-(30) « %-(od)

Para um ponto arbitrario de (0,00) x U (que serd omitido para simplificar a notagao),

temos

D) Ea(xo(lxe )y 9

J=1

dp? denota aqui a métrica Euclideana usual de R restrita a (0, 00).
Tal notacao é uma forma abreviada de escrever a métrica g definida no lema e bastante sugestiva:
dp? considera as primeiras componentes de vetores tangentes enquanto que w,, considera as segundas.

Essa notacao é coerente com a futura notagdo utilizada para levantamento de campos da base e da
fibra.
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Note que a fungao yo (1 x 1) : (0,00) x p(U) — R"“\{(D} mapeia (s,z) em s- ¢~ ()
e, portanto, temos (x o (1 x g™ (s,2) = 5 - (971 (z) = 5 - (49 09~1) (x), onde ¢
denota a restricio de u’ para S, e[’

d(xo(lxeh)y .
(X (amso V' ot

( ) nzﬂy (%)

donde

Além disso, temos

Desta vez,

d(xo (I xp))
Oy

donde

n+1 ay]
(08> Z'O o¢ G ()

Estamos prontos para calcular y*d. Prlmelramente, utilizando a equagao ()

) fé—/ /5/ /5 n+1 n+1
o (55) =+ () 4 () - s e ) - B
donde o -

(*6) (a%(.%) — Y W=t %)

Usando as equagoes e () temos

N n+1 8 n+1
(79) (ap ae) 2 agz' (auk’aul) Zy og =

k=1

n+1 n+1 yk

pois Z( y*)? —1:>2Zy %

[0 9 L o~ Ay oy 0 2o Oyt Oy
o) (éfﬁ) Z o€ 0¢1 (au’f’aul) Z o€ oET”

Se i : S" —— R\ {0} denota a inclusdo, temos que w, = i*d (por definigao de w,,) e

= (. Finalmente, usando a equacao segue

- ) n+1 P (Z o 90_1)k o n+1 o (yk o 80_1) n+1
dl(@)_; u; w'auk_; du; Zaga auk’

5 Ha um abuso de notagio a seguir: y? o p=1(s,2) := 3/ 0 p~1(x) e também yI (s, x) := y’ ().
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donde

o 0 ) 2 9yk oy 2 9yt oyk
(ae a@) 5(6” (%) v (6@)) DIy )

0 que prova -
N )
w0 (geap) = (36 )

As equacoes (ED, @) e mostram, pois, que x*6 = dp® + p? - w,, que é justamente a
métrica do produto torcido (0,00) x ¢ S™ restrita a (0,00) x Y. Como a carta (U, p) C S

¢ arbitréria, isso prova que Y € isometria.
Exemplo 2.7. (S™ sem os polos é um produto torcido)

Considere a esfera redonda (S",w,) (se¢ao [1.10)). Defina Ps e Py como os polos sul e

norte de S", respectivamente, ou seja,
Ps=1(0,...,0,—-1) e Px=(0,...,0,1).

Vamos mostrar neste exemplo que S"\{ Ps, Py} pode ser vista como um produto torcido.
Para tanto, considere (B,gg) = ((0,7),dx?), onde dy? é a métrica Euclideana de R
restrita a (0,7), e (F,gr) := (S" !, w,_1). Considere f : (0,7) — R dada por f(x) =
sin y > 0. Defina também a fungao F : (0,7) x;S""! — S"\{Ps, Py} dada por

F(x,y) = (sinx -y, cos x).

Contas semelhantes as do exemplo mostram que F' & difeomorfismo e F*w, = dy? +
sin? x - wp_1, que é precisamente a métrica do produto torcido (0, 7) X S"71, ou seja, F
é uma isometria. Isso mostra que S"\{Ps, Py} pode ser vista como um produto torcido

de variedades Riemannianas.

Exemplo 2.8. (Espaco hiperbolico sem um ponto como produto torcido)

Considere a variedade Lorentziana R} (exemplo [L.4) e a aplicagio Q : R"*! — R

suave dada por
n+1

Q(u) = (u,u) 2 4 Z

para u = (u',...,u"™) € R O nimero —1 € R ¢ Valor regular de Q, de forma que
o conjunto @1(—1) é uma subvariedade mergulhada de R*™! de dimensao n. Note que

u € Q 1(—1) se, e somente se,

w' =1+ W)+ (w2 >0 ou wl = —\/1+ (u2)?+ -+ (unth)2 <0,
o que mostra que Q@ '(—1) possui duas componentes conexas. Dai, definimos o (n-)espaco
hiperbolico como a componente conexa de Q~'(—1) dada por u! > 0 na equagio acima.
Da definicdo [1.12 para coordenadas cartesianas u', ..., u"" em R"! temos

a n+1 0 B
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=
onde P € X(R)"*! & o campo vetorial definido pela expressao entre parénteses acima e

chamado de campo posicao. Dai,
(VQ,VQ) = 4(P,P) =4Q,

donde segue (VQ, VQ)|gn = —1 < 0. Pela proposigao segue que H" é subvariedade
Riemanniana de R"*!. Passamos a denotar a métrica em H" por o, ou seja, o, = i*0,41,

para ¢ : H* — R"*! a inclusdo.

Defina o ponto P := (1,0,...,0) € H". Vamos mostrar que a variedade Rieman-
niana H™"\{P} se escreve como um produto torcido. Com efeito, considere (B, gp) =
((0,00),dp?), com dp* denotando a restrigao de §; para (0,00), (F,gr) := (S" ', w,_1) €
f :(0,00) — R dada por f(p) := sinhp > 0. Assim sendo, a fungdo F : (0,00) Xy
St — H"\{P} dada por F(p,y) := (coshp,sinhp - y) é difeomorfismo e satisfaz
F*o, = dp® + sinh? p - w,_, (contas analogas as do exemplo , que é precisamente

a métrica do produto torcido (0,00) x;S"™!, 0 que prova que F é isometria.

Exemplo 2.9. (Espaco-tempo generalizado de Robertson-Walker)

Para um intervalo (a,b) (possivelmente infinito), definimos (B, gg) := ((a,b), —dt?),
onde dt? é a métrica Euclideana em (a,b), f : (a,b) — (0,00) é qualquer fun¢ao suave
e (F,gr) é qualquer variedade Riemanniana conexa. Um espago—tempﬂ generalizado
de Robertson-Walker é um produto torcido da forma (a,b) x; F. Quando (F,gr) =
RE, (S™, wy,) ou (H", 0,,), dizemos que (a,b) x s F' & um espago-tempo de Robertson- Walker.
As variedades da forma (a,b) X s F' sdo modelos geométricos frequentemente utilizados na

cosmologia.

Nosso objetivo agora ¢ explorar a geometria de B Xy I e relacionéd-la as geometrias
de B e F. Observe que, dado ¢ € F, o conjunto B x {q} = o7 '(q) é subvariedade
(mergulhada) de B x F' e ¢é dito ser uma folha (do produto torcido). Analogamente,
dado p € B, {p} x F = 7~ !(p) é subvariedade (mergulhada) de B x; F chamada de
uma fibra (do produto torcido). Vamos relacionar a geometria das folhas e das fibras do

produto torcido com a geometria de B e F', respectivamente.

Primeiramente, temos o isomorfismo de espagos vetoriais 1}, (B x {q}) ~ (1,B) x
{Or1,r}. De fato, lembre que T, (B x {q}) pode ser identificado com um subespago
de T(p,q (B x F'), que por sua vez é isomorfo (lema a (1T,B) x (T,F). Dessa forma,
Tp.9)(B x {q}) pode ser identificado com um subespaco de (T,B) x (T,F). Nos resta
mostrar que este subespago é precisamente (7,B) x {Og,r}. Ora, se v € T(, 4 (B x {q}),

dg(p,Q) (U) = dO‘(p,q)}qu)(BX{q}) (U> =d <U|B><{q})(p7q) (U) =0,

Tecnicamente, pela definicao m precisamos ainda munir (a,b) x; F' com uma orientagdo temporal,

6

que ¢é feita exigindo que o campo 5t € X((a,b) x5 F), que é temporal, seja futuro-dirigido. 5,5 denota
o levantamento horizontal de 9; € X(a,b), que sera definido logo ap6s a definigao m
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pois 0|px{q ¢ constante e igual a g. Analogamente, T{, o ({p} x F) ~ {Og,5} x T, F, pois
se w € T(pq({p} X F), entdo drg,q(w) = 0.

Definicao 2.10. (Campos vetoriais horizontais e verticais)

Dado Z € X(B x ¢ F), dizemos que Z é:

1. horizontal se Z € tangente as folhas, isto €, se ¥(p,q) € B x; F, temos Zy, 4 €
Tip.q)(B x {q});

2. vertical se Z € tangente as fibras, isto é, se ¥(p,q) € B Xy F, temos Zyq) €

Segue da definigao [2.10] que Z é horizontal se, e somente se, Z ¢ o-relacionadd’| com

O € X(F) e Z é vertical se, e somente se, Z é w-relacionado com O € X(B).

Observe agora que, se i : Bx{q} — Bx;F ¢ ainclusdo, dados v, w € T, ¢ (Bx{q}),

(i;(g))(p,q) (v, W) = Gipg) (Aliq) (pg) (V) d(ig) ) (W)
= (98)p (A7 (p.g) © Alig) (p.g) (V). AT (pg) © (i) (pg) () +
+ F(0)*(97)q (A0 (pg) © dliq) ,0) () dT(p.g) © Alig) ) (w))
= (95), (d (Wolq)(pq)( v), d(7 0 i) g (W)
= (98)y (d(7]5x10) 0 (V). AT | B (1) ) (W)
= [(7lBxta)) " (98], ) (v, ),

de onde segue que i(g) = (|pxiqy) (95). Como 7|px(q ¢ um difeomorfismo, o célculo
acima mostra que as folhas de B x ¢ F' sao subvariedades semi—Riemannianasﬂ, isométricas
a (87 gB)

Analogamente, um calculo semelhante ao anterior mostra que, se i, : {p} x F' — B X
F' ¢ a inclusao, entao i;(g) = f(p)* - (olipyxr)” (grF). Como o|«r é um difeomorfismo,
isso mostra que as fibras de B x; F' sao subvariedades semi-Riemannianas, homotéticas
a (F, gr), com constante de homotetia?| (f o )% > 0.

Segue de T(,q)(B x {q}) = (T,B) x {Or,r} e Tiq({p} x F) = {O1,5} x ToF quelﬂ
(Tip.q) (B % {q}))L = Tip, ({p} x F). Por conta disso, dizemos que as folhas e as fibras de

B x ¢ F' sao ortogonais. Além disso, como sao subespagos nao-degenerados de T}, (B x F)

" Dada uma funcio suave x : M — N e campos X € X(M) e Y € X(N), dizemos que X e Y sio

x-relacionados se Y, ) = dxp(X,),Vp € M.

Ja que (7|pxiqy) (98) ¢ métrica em B x {g}, pois 7| px 4y ¢ difeomorfismo.

(f om)? é constante em cada fibra.

10 Da definicdo de g, segue que esses espacos tangentes sdo mutuamente ortogonais. O fato de um ser o
“perp” do outro segue de suas dimensdes serem complementares em relagao a dimensao de T{;, 4)(Bx F)

(veja lema [A.4).

8
9
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(ja que as folhas e as fibras sdo subvariedades semi-Riemannianas), temos a seguinte

decomposi¢ao em soma direta:
Tipq)(B X F) = (T(p,q)(B X {Q})> b (T(p,q)({p} X F)) :

Definimos, pois, as projecoes horizontal e vertical:

hor T(p,q)<B X F) — T(pvq)(B x {q}),
ver . T(nq)(B X F) — T(p,q)({p} x F).

Definigao 2.11. (Levantamento de campos vetoriais)

Sejam B x F um produto de variedades, X € X(B), W € X(F). Definimos o levan-
tamento de X e W como o inico campo vetorial Zxw € X(B x F) m-relacionado com X

e o-relacionado com W. Explicitamente, se (p,q) € B x F, Zxw(p,q) := (X,, W,).

Uma vez provada a suavidade de Zxw, sao imediatas a existéncia e unicidade de
tal campo via lema Para ver que o campo Zxw ¢ suave, tome cartas (U,p =
(z',...,2™) € Be (V,0b = (y',...,4") C F e considere a carta (U x V,p x ¢ =
(z%,...,2™")) de B x F. Note que

xlom, ied{l,...,m}
y~"moo, ie{m+1,....,m+n}
Escreva também

m+n m n
i 0 i 0 i 0
ZXW|uxv:ZZazi’ X|“:ZXaxi’ W|V:ZWayi’
i=1 i=1 i=1

Se i € {1,...,m}, escrevendo, por hora, Z := Zxw, temos Z'(x,y) = Zy,(z") =
Z(xjy)(xi ¢} 71') = d?T(x,y)(Z(%y))(lL‘i) = ch(l‘l) = X'o W(I,y), ou seja, 7t = X'om €
C>(U x V). Analogamente, se i € {m +1,....m+n}, Z' = Wi™moog € C°MU x V).

Isso mostra a suavidade de Zxy .

Dado X € X(B), podemos também definir o levantamento (horizontal) de X como
o tnico campo X € X(B x F) m-relacionado com X e o-relacionado com O € X(F).
Analogamente, dado W € X(F), o levantamento (vertical) de W é o tinico campo W €
X(B x F') m-relacionado com O € X(B) e o-relacionado com W.

Observe que, na notacao das cartas acima, (Zi é o levantamento de ai«“ se 1 €
{1,...,m}, e é o levantamento de WL—”‘“ sei € {m+1,...,m+ n}, como explicitam

as equagoes 2.2/ e [2.3]
Apesar de as projecoes hor e ver serem até entao definidas apenas pontualmente, elas

se estendem naturalmente para atuarem sobre campos vetoriais.
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Proposicao 2.12. (Projecoes horizontal e vertical de campos vetoriais)

Dado Z € X(B x4 F), definimos hor(Z) e ver(Z) pondo:

hor(Z)(p,q) == hor(Zy,q),
ver(Z)(p,q) = ver(Zp.,g))-

Dessa forma, hor(z) e ver(Z) sao campos vetoriais suaves em B Xy F e temos Z =
hor(Z)+wver(Z), onde hor(Z) € horizontal e ver(Z) € vertical. Além disso, essa é a unica

forma de decompor Z como uma soma de um campo horizontal e um vertical.

Demonstracao. Para mostrar a suavidade de hor(Z) e ver(Z), tome cartas (U,p =
(xt,...,2™) € Be V,¥ = (y',...,y") C F e considere a carta (U x V,p x ¢ =

(2%,...,2™)) de B x F. Dai, se Zlyxy = Y 1oy 222,
m m+n a
_ i
hor(Z)|uxy = Z ver(Z)|uxy = Z Z 50"
=1 i=m-+1
ja que o campo 9 ¢ levantamento de {1 (respectivamente 8y?,m) para i € {1,...,m}
(respectlvamente i€ {m+1,...,m+n}) e, portanto, horizontal (respectivamente ver-

tical). Isso mostra a suavidade de hor(Z) e ver(Z) e também que hor(Z) é horizontal
e ver(Z) é vertical. Que Z = hor(Z) + ver(Z) ¢é imediato da definicdo das projegoes
hor e ver pontualmente (ou seja, em cada espaco tangente), bem como a unicidade dessa

decomposigao. O

Observe que da defini¢do segue que, se X € X(B) e W € X(F), entao X 6
horizontal e W ¢ vertical. Uma pergunta que surge naturalmente é se todo campo ho-
rizontal /vertical ¢ o levantamento horizontal/vertical de algum campo vetorial. A res-
posta é nao. O leitor pode se convencer disso observando o comportamento do campo
ya% € X(R?). Ainda assim, o lema a seguir garante uma condicao bastante conveni-

ente para que isso ocorra, e terd diversas aplicacoes no trabalho.

Lema 2.13. Sejam B x ¢ F' um produto torcido, Z € X(B xy F) horizontal e (p,q) €
B x; F. Entao, eristem A C B x; F aberto, com (p,q) € A, X1,..., X, € X(B) e
fisoooy fm € C®(B x4 F) tais que

Zla= (iﬁ%) ‘A
i=1

Demonstracdo. Sejam (U, p = (z',....2™) > pe (V,¥ = (y',...,9y")) D ¢ cartas em

B e F respectivamente. Escreva (U x V, o x ¢ = (2%,...,2™™)) a respectiva carta em
B x; F. Como Z é horizontal, Z|yxy = Y iy" 22 =S Z12. Sejam W C U x V

aberto contendo (p, q), U C U aberto contendo p e h € C™(B x; F) e g € C™(B) tais
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que hly = 1, supp(h) € U x V, g7 = 1 e supp(g) € U. Defina, Vi € {1,...,m},
Zi::Zi-hEC'OO(BXfF)e,VjG{l,...,m},Xj::g-%E%(B).

Note que Z|yy = Ziyy e Xjz = 35z~ Defina A:=Wn (U x F). Dai, se (z,y) € A,

entao:
0 0 ~
: — ~ O - Xz y O - Xz 5 5
e, portanto,
Zwgy =Y Z (:c,y)ﬁ => Z'(z,y)Xi(z,y) = (ZZ Xi) (z,y).
i=1 (z,y) i=1 =1
Como (z,y) € A é arbitrario, isso encerra a demonstragao. O]

Observagao 2.14. Um resultado andlogo vale no caso de Z € X(B x; F) ser vertical,

com demonstracao similar. Usaremos isto sem matores comentdrios no que se seque.

Vamos agora analisar como as estruturas diferenciavel e geométrica de B x; F' se
relacionam com as respectivas estruturas em B e em F'. Mais precisamente, vamos calcular
colchetes de Lie, conexao de Levi-Civita, tensor de curvatura, campos de Killing e as
geodésicas de B x; F', partindo do pressuposto de que conhecemos esses objetos em
B e em F. Isso é o que usualmente ocorre nas aplicacoes: tomamos duas variedades
semi-Riemannianas conhecidas e buscamos obter informagoes sobre o produto delas com

alguma funcao de warping conveniente.

Lema 2.15. Sejam B x F produto de variedades, X,Y € X(B) e V,W € X(F). Entao,

1. [X,Y] € o levantamento de [X,Y]5;
2. [X,V]=0;

3. [V,W] é o levantamento de [V, W]p.

Demonstracao. Basta notar que, pela definicao , como X é m-relacionado com X
¢ Y ¢ mrelacionado com Y, [X,Y] é m-relacionado com [X,Y]s (vide O’Neill (1983),
Lema 1.22). Analogamente, como X e Y sdo o-relacionados com O € X(F), [X,Y] ¢
o-relacionado com O € X(F'). Ora, o levantamento de [X,Y]p ¢ definido como o tnico
campo vetorial em B x F' que é m-relacionado com [X, Y] e o-relacionado com O € X(F).
Segue entdo que [X,Y] é o levantamento de [X,Y]p, 0 que mostra o item 1). Os demais

itens sao analogos. N

Note que, combinando os lemas e [2.15] sabemos calcular o colchete de Lie de
quaisquer dois campos vetoriais em B x ¢ F'. De fato, dados Z;, Z, € X(B x; F'), escreva
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Z; = hor(Z;)+ver(Z;). Dai, como o colchete de Lie é R-bilinear, para calcularmos [Z;, Zs],
basta que saibamos calcular o colchete de Lie em campos vetoriais horizontais e verticais.
Para tanto, usando o lema e sabendo que [,] depende apenas do comportamento
local dos campos vetoriais (pois é R-bilinear), é suficiente que saibamos calcular [,] em

levantamentos horizontais e verticais. Isso, por sua vez, é precisamente o conteido do

lema 215

O argumento apresentado no paragrafo anterior é importantissimo ao longo do tra-
balho, pois reduz o esforco de calcularmos um ente geométrico ou diferencidvel em todos
0s campos vetoriais para o calculo apenas em campos vetoriais que sao levantamentos
horizontais ou verticais. Em wvista disso, os resultados que se sequem serao enunciados

apenas para estes tais campos vetoriais.

Lema 2.16. Sejam B Xy F um produto torcido, X,Y € X(B) e V.W € X(F). Entao,

valem:
1. g(X,Y) =gp(X,Y)om;
2. g(X,V) =0;

3. gV, W)= (fom)?-gr(V,W)oo.

Demonstragao. Vamos verificar as trés igualdades localmente. Sejam (U, = (z',...,
™)) e (V,¢ = (y',...,y")) cartas em B e F respectivamente. Escreva (U x V, p X ¢ =

(z',...,2™"™)) a respectiva carta em B x; F. Escreva também

UL .
X’M:;Xl&vi’ Y'”:;Yzaxi'

Dai, pelos comentarios que seguem a defini¢ao [2.11] temos:

9
0z

0
0z

m m
X|U><V: E Xom- Y|L{><V: E Y'om-
i=1 1=1

de onde segue que:

-~ T . o 0
_ (Ve . -
9 XV y =Y (XY)om-yg (azi,azj).

1,j=1

Basta, pois, verificarmos que g (%, 2% ) = g5 (32, 5 ) o 7, Vi,j € {1,...,m}. De fato,

8277 927 Ozt Oz
(p,q))

(p,9)

se (p,q) € U x V arbitrario,
U A
I\oz 921 ) DU =900\ B| | 9z

B )
= (98) (dm,)(—i )adﬂ,)(—-
p p,q 82’ (p7q) p,q 823
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0
A0 (p,q) (— >>
(pﬂ)) 02 (p.9)

0
+ 10 - (9r), <d0—<p,q> (a_

(98) 0 0 ) 0 9, (P, q)
- " - = _—, ™
9B)p o' p7 O ) gB 3x“ O p,q),
ja que aCZi ¢ o levantamento de 82“% e {1,...,m}. Dai,

HET e = 3 (V) o gu () o

= i 0o 0
=gp(X,Y)om.

Tsso mostra g(X,Y)|uxy = g5(X,Y) o Tluxy, de onde segue o item 1). Os demais itens

sao analogos. ]

Segue imediatamente do item 2) do lema que campos horizontais sao ortogo-
nais a campos verticais. Frequentemente, vamos precisar mostrar que um dado campo
Z € X(B xy F) é horizontal (respectivamente vertical). Para tanto, basta mostrarmos
que Z é ortogonal a todo campo vertical (respectivamente horizontal). O lema ga-
rante ainda que é suficiente mostrarmos que g(\7, Z) = 0, para todo campo V € X(F)
(respectivamente V' € X(B)).

Lema 2.17. Sejam B Xy F' um produto torcido, hy € C*(B), hy € C*(F), X € X(B) ¢
V e X(F). Entao,

1. X(hion)=(Xh)om e X(hyoo)=0;

2. V(hyoo)= (Vhy)oo e V(hior)=0;

3. V(hyom) é o levantamento de VPhy. Em particular, V(hy o ) € horizontal;

4. (fom)?-V(hyoo) é o levantamento de V¥ hy. Em particular, V(hy o o) € vertical;

Demonstragao. Dado (p,q) € B X F, temos que

X(hy o) (p,q) = Xipg) (1 07) = A () (X (p.g)) (h1) = Xp(h1) = (Xhy) o 7(p, q).

Similarmente, X (hy 0 0)(p, q) = do(p.g) ()Z(p7q))(h2) =0, 0 que prova o item 1). O item 2)

¢ anédlogo ao primeiro.

Para o item 3, note primeiramente que V(hy o ) é horizontal. De fato, pelo item 2),
(V(hyom), V) =V(hom) =0. Pelo lema como a métrica g é tensorial, segue que
(V(hyom),Z) =0,VZ € X(B %y F) vertical. Dai, V(h; o) & horizontal.
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Agora, note que

(V(hion),X)=X(hiom)=(Xh)om=(VPh,X)ponr=(VBh,X).

Novamente, pelo lema [2.13] segue que (V(hy o), Z) = (VBhy,Z), VZ € X(B x; F)
horizontal. Combinando isso ao fato de que V(hy o 7) é horizontal, segue que, V7 €
X(B xy F), temos:

(V(hiom),Z) = (V(hyom),hor(Z) +ver(Z)) = (V(hy o7), hor(Z)) =

= (VBhy, hor(Z)) = (VBhy, hor(Z) +ver(Z)) = (VBhy, Z).

Como a métrica g é nao-degenerada, segue que V(h; o) = VBhy, o que prova o item 3).

A prova do item 4) é anéloga a do item 3). O

Proposigao 2.18. (Conexao de Levi-Civita em um produto torcido)

Em um produto torcido B x; F, se X,Y € X(B) e VW € X(F), entdo valem:
1. Vgi; é o levantamento de VEY € X(B);

~ ~ X ~
2. V)N(V:V?X: (Tf) O7T-V,'

1

oT

v, W> -V (fom), ondell é o “shape tensor” de

3. hor (VV/W) = H(V,W) =—
cada fibra;

4. ver (V;;Wv) é o levantamento de VLW .

Demonstragdo. Para mostrar o item 1), mostraremos inicialmente que V Y é horizontal.

Pela formula de Koszul (veja teorema [1.13]), temos:

pelos lemas |2.15|, |2.16|e |2.17l Pelo lema , segue que 2<V§}7, Z)=0,YZ € X(Bx;F)
vertical, ou seja, V;(}; é horizontal. Além disso, se Z € X(B), novamente pela formula
de Koszul e pelos lemas [2.16/ e [2.17, segue que Q(VX?, Z} =2(VEY, Z) Dai, pelo lema

2.13] segue que (V)}?,Z> = (VEY.,Z),VZ € X(B x; F) horizontal. Combinando isso

com o fato de V)}? ser horizontal, segue que, VZ € X(B x; F),

(V<Y Z) = (V&Y hor(Z) + ver(Z)) = (V<Y hor(Z)) = (VEY  hor(Z)) =
= (VY hor(Z) +ver(Z)) = (VRY, Z),
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de onde segue o item 1). Para o item 2), a primeira igualdade segue de [X, V] = 0 (lema
2.15) e de V ser simétrica (veja teorema (1.13). Para a segunda igualdade, observe que:

(VLV,YV)=X(V,Y)—(V,VsY)=0

pelo lema e pelo item 1) acima. Dai, pelo lema segue que V)}‘N/ é vertical. Mais
ainda, por Koszul e pelos lemas [2.15] 2.16] e [2.17] temos que:

2V LV, W) = X(V,W) =X ((fom)?-(V,W)roo)
X -
—2(fom(Xf)om-(ViW)roo=2- Lo (7,1,
O item 2) segue entao do lema Para a primeira igualdade do item 3), sejam p € B,
i {p} x F — B x; F a inclusdo, V := \~/|{p}xp,W = W|{p}xp, V := “conexiio de
Levi-Civita de {p} x F”, D := “conexao induzida sobre i por V" e II :=“shape tensor de
{p} x F”. Entdo, da definicio de I, temos:

Dir(di o W) = di(VeW) + I(V, W).

|(pyxr- De fato, se g € F, a

v%l

Note que, pela definigao de D, temos Dy(dio W) = (V

menos de isomorfismos de espagos tangentes (lema [2.1)),

(Dy(di 0 W) (p,q) = Dy (di 0 W) = Dy, oy (W 08) =

= Vi oW = Voipo W = (Vo) (0.0),

V(p,q)

como queriamos. Dai, se ¢ € F,
(hor(V5W)) (b,9) = hor (VW) (p.)) = hor (Dy(di o W) (p, ) =
- ﬁ(p,q) (V(pvq)vW(p,q)) = [ﬁ(r/7 W)} (p, 9),

o que conclui a primeira igualdade. Além disso, segue dos lemas da compatibilidade

de V com g e do item 2) acima que:
(hor(VeW), X) = (VgW, X) = V(W, X) — (W, VpX) = (W, VpX) =

=—X7f0W~<W7V>=— V. WYY (f o), X).

fom

Como de costume, o item 3) segue entdo do lema [2.13 E e do fato de g ser nao-degenerada.
Finalmente, se Z € X(F'), como (ver(Vy W) Z) = (Vi w , Z), temos

2ver(VoW), Z) = VW, Zy + W(V,Z) — Z(V, W)
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(fom) [HV.W], Z)r + (W, 2}, V)r +([Z,V].W)F| o0
= (fom) VW, Z)r + WV, Z)p — Z(V.W)p = ([V, W], Z)

+<[VV7 Z]7V>F + <[Z7 VLW>F]
=2(fom)? (VEW,Z)poao
— 2(VEW, Z)
O item 4) segue entdo do lema O

Corolario 2.19. Num produto torcido B X I, as folhas sao totalmente geodésicas e as
fibras sao totalmente umbilicas. Além disso, dado p € B, {p} X F ¢ totalmente geodésica
se, e somente se, (VB [f)(p) = 0.

Demonstracao. Intuitivamente, é de se imaginar que o resultado se deva aos itens 1 e 3 da
proposi¢ao acima. Para sermos formais, considere inicialmente uma folha Bx{q} = c71(q)
ei:0'(q) — B x; F ainclusio. Vamos mostrar que o shape tensor de c~*(g) é nulo
mostrando que se X e Y sdo campos na folha e D é a conexao induzida por V em 1%, entdo

D+ di(Y') é campo paralelo sobre 1.

Para tanto, considere X := d(7|,-1(¢))(X) e Y := d(7|5-1(¢))(Y) campos sobre B. Dai,
vale que X oi = di(X) e Y oi = di(Y). De fato, se p € B, temos:

dw(p,q)(di(p,q)y(p,q)) =d(mo i)(p,q) (Y(Pﬂ)) = d(ﬂ|0*1(Q))(p,q) (Y(I),q)) =X,

da(p,q)(di(p,q)y(p,q)) =d(oo i)(pvq) (y(pvq)) =0,

pois 007 é constante. As duas equagdes acima nos dizem que dip,q) (X (p.q)) = (Xp, Or,p) =
)N((M)7 de onde segue que X oi = di(X) e, analogamente, Yoi= di(Y). Entdo, do item
1 da proposigao temos:

Dx di(Y) = Dx (Y 0i) = V)V = (VgV) oi = VEY o4,

que é um campo paralelo sobre 071(q), o que mostra que as folhas sdo totalmente geodé-

sicas.

Fixe agora p € B e considere a fibra 77'(p) = {p} x F. Sejam V,W € X(7~1(p)),
V= (0|z-10p))«V € W = (0|-1())«W. Sejam também j : {p} x F — Bx;F a inclusdo,
D a conexdo induzida na fibra e II o shape tensor. Como anteriormente, Vo j=dj(V)e
w o j = dj(W) (a demonstracio ¢ analoga). Pelos itens 3 e 4 da proposicio segue,

como no caso das folhas, que:

Dy dj(W) = (VW) oj = <—<fV’—W>-§§f) o+ (vgw) o .

om
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Como, por defini¢io, [I(V, W) ¢é a parte normal de DV dj(W), segue que

1(V, ) = <——<§’OVZ> . @97) 0f=
_ _<‘70J}WOJ'> T o

B f(p) Vired
__div).diW) o7

B f(p) /va g

o VBfoiq

o que prova que 7 (p) é totalmente umbilica. Note que 77 1(p) é totalmente geodésica

se, e somente se, VB f o j = 0. Mas, dado ¢ € F, temos que

VEfoj(p,q) = (V2F)(p), Or,r).

Logo, 6737?0j = 0 se, e somente se, (VEf)(p) = 0, de onde segue o resultado desejado. [

Da demonstracao do corolario acima, segue que, para um dado p € B, o campo
curvatura média de {p} x F' ¢é
(VEf)oj

flo)
Lema 2.20. Sejam Bx s F um produto torcido, h € C*(B), X,Y € X(B) e VW € X(F).

Entao,

H=-

1. Hess(hoﬂ)(f(,i;) = HessP(X,Y) o
2. Hess(hoﬂ)(;{, V) =0;

- Bh B
3. Hesspor (V, W) = (V,+f>3

Demonstragao. Em geral, os itens seguem da proposicao e do item 3) do lema

Por exemplo, para o item 3) temos:

om- (V,W);

(Voh)f o 7r<\~/, W),

Hess(nom (VW) = (Ve V(h o), W) = (V5 VBh, W) =

o que prova o item, pois (VPh)f = (VPh, VB f)p. ]
Proposicao 2.21. (Tensor de curvatura em um produto torcido)

Sejam R tensor de curvatura em um produto torcido B Xy F e RP e RY os tensores
de curvatura de B e F. Se X,Y,Z € X(B) e U,V,W € X(F), entao:

1. R(X,Y)Z ¢ o levantamento de RB(X,Y)Z;
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-~ ~ Hess{ (X,Y) ~ o~ ~
2. RV, X)Y = e V= R(V,Y)X;
3. RIX,Y)V=0=RV,W)X;
b R(X, V)W = — G;OT V(fom) = R(X,W)V;

5. R(V,W)U = RE(V, W)U + w 0

Demonstracao. Segue imediatamente da proposicao e da defini¢ao do tensor de cur-

T [(V, DWW — (W, U)V].

vatura. Para exemplificar, tomemos o item 2):
o s = = = g Yf oo
R(V,X)Y:V;/V;(Y—V;(Vf/Y—V[f/X]Y:Vf/VXY—V;( o -V

f
_ (W}Y)foﬂ,‘;_x(y_f)Oﬂ.v_y_foﬂ.vxv_

7 7 7
VLT XD DD XS )
f f f? ff
= (VP - XV o T = - o

como queriamos. O item 4), no entanto, pode ser feito de uma maneira ligeiramente mais
econdmica: primeiro, note que R()N( , ‘N/)W ¢ horizontal, pois, pelas simetrias da curvatura
e pelo item 3), (R(X,V)W,U) = (ROW,U)X,V) = 0. O lema m garante entao que
R(X, V)W & horizontal. Além disso, pelo item 2) temos:

~ o~ -~ ~ e~ — Hess}g(X,Y) ~

(R(X V)W, T) = (R(V,X)Y. W) = ———F om (V,W) =
- <¥OT<V V(fom). V)

Dai, utilizando o lema e o fato de R()?,V)/VV ser horizontal, para qualquer Z €
X(B xy F) segue

(R(X, V)W, Z) = (R(X,V)W, hor Z)

- <‘;OM;><V V(fom), hor Z)
- %TW V(fon), 2),

onde a tltima igualdade decorre de V ¢ V(f o) ser horizontal (item 3 do lema e item
1 da proposigao [2.18)). Como Z é qualquer e (,) é ndo-degenerado, segue o item 4. O]

Observacao 2.22. Tendo em maos a proposicao [2.12| e o lema [2.13] a proposicao [2.21

nos permite calcular o tensor R em quaisquer trés campos vetoriais em B Xy F.



70 Capitulo 2. Geometria de produtos torcidos

Proposicao 2.23. (Tensor de Ricci de um produto torcido)

Em um produto torcido B x; F, com n = dim(F) > 1, sejam Ric, Ric? e Ric"
tensores de Ricci de B x¢ F', B e F respectivamente. Se XY € X(B) e VW € X(F),

entao:
1. Rie(X,Y) = (RZ'CB(X, Y) — % - Hess? (X, Y)) o

2. Ric(X,V) =0;
ABf

3. Ric(V,W) = Ric"(V,W)o o — <x7,’m7>.< +(n—1)m) o.

72
Demonstracao. Basta usarmos a proposicao[2.21] Para tanto, sejam U C Be )V C F aber-
tos, Ei, ..., B, € X(U) frame gp-ortonormal e F, ..., F, € X(V) frame gp-ortonormal.
Sejam ¢; = (B, E)p e & = (Fj, Fj)r e, Vj € {1 .,n}, defina F; := fi—; Dai,
E,....BE,F., ... F,c X(U x V) é frame g—ortonormal.

Para o item 1), prosseguindo com os célculos apenas em U x V, temos:

Ric(X Zez (E;, V)X, E;) +Z§] R(F;,Y)X,F,)

j=1

eR(E;, )X, E; foﬁ Zgj R(F;, V)X, F})

Mo

=1

Hessf (X,Y) n

Wij

€Z<R(EZ, Y)X, EZ>B o —

I

=1

:RicB(X,Y)ow—HeSSf (X.7) Wif] Foo
= Ric®(X,Y) B(X, Y) o,
como queriamos. Para o segundo item, temos:
ch 251 El,VXE —i—ij F‘,V))?,F]):O,
j=1

pois ambos os somatorios sao 0. De fato, basta notar que

—_———

(R(E;, V)X, E;) = (R(X, E)E;, V) = (R®(X, E) E;, V> =0

e que, pelo item 3) da proposigio [2.21} (R(F};, V)X Fj) = fiﬂ (R(E, ‘7))?,7]-) = 0.

Finalmente, para o item 3), segue-se que:

Ric(V,W) = i e R(E, W)V, E}) + Z E(R(F;, W)V, F,)

J=1
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- ‘%K i AVEV(Fom), ) + 77 olw S & (R(F, )T, T

<V’ W> o B 1 - A /\/ =
- (VY f,EZ>+(fM)2§:;@ (REETVE )+
LY o (8,707, F) - (7,705, )
= _<‘Af7’ou;> <§:€i<inVBf, Ei>B> o+ <zn:fg<RF(F],W)V, F])F) o ot

+(VEEVEf) om0 & (L VWL Ey) = (W, V) (B, F)] o0

Jj=1

= —A;f o - <V,W>+RicF(v,W)oa+wom(1 —n)(V, W)
= Ric"(V,W) oo — (‘ZW> : (A;f + (n — 1)@) o,
como queriamos. ]

Proposigao 2.24. Considere X € X(B) eV € X(F). Entao,

1. V é de Killing em F' se, e somente se, V € de Killing em B x ¢ F';
2. se X ¢ de Killing em B x; F', entao X € de Killing em B;

3. se Xf=0eX éde Killing em B, entao X 6 de Killing em B X F.

Demonstracao. Antes de tudo, note que tanto o item 1 quanto o item 3 tratam de provar

que um certo campo J ¢é de Killing em B x; F, o que é equivalente a
<VZ1 J7 Z2> + <VZ2J7 Zl> = 07 (A)

para quaisquer Zy, Z, € X(B Xy F'). No entanto, como a equacao acima é tensorial em
Z1 e em Zy e usando o lema basta provarmos a igualdade para o caso em que Z; e

Z5 sa0 levantamentos.

Dito isso, para o item 1, suponha V' campo de Killing. Sejam Y, Z € X(B) e U,WW €
X(F). Da proposigao [2.18, temos entao:

(VeV,Z) +(V5V,Y)=0+0=0

-~ Yf

(Vi VW) + (Vg V.¥) = = om - (V.77) - (V(fom).Y)

For
pois (V(fom),Y) = (6737,17) = (VBf,Y)pom = (Y [)om Note que a equacao (4] ¢

simétrica em Z; e Z,, de forma que com J = V nos resta ainda mostra-la apenas para

’ <‘77/Wv> =0,
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0 caso de levantamentos verticais. Finalmente, a utilissima proposigao [2.18| ainda nos

fornece

(Vo V, W) + (VV, 0) = (VEV, W) + (VEV,T) =
<f © 7)2 ’ <<V5V7 W>F + <V§/V> U>F) oo =0,

pois V ¢ de Killing, o que prova a equacao (4] para J = V e, portanto, V & de Killing.

Reciprocamente, assuma V de Killing. Dados U, W € X(F'), pela equacdo acima temos:

(VEV.W)r + (Vi V. U)r) 00 = ﬁ (VgV. W)+ (VV, )] = 0.

pois V & de Killing. Isso mostra (VEV. W) p+(VE V. U)r = 0 ¢, portanto, V ¢ de Killing.
Para o item 2, suponha agora que X seja de Killing. Pela proposicao m temos entao

((VEX, Z)p + (VEX,Y)p) om = (VEX, Z) + (VEX,Y) = (Vs X, Z) + (V;X,Y) =0,
pois X éde Killing. Segue entao que X ¢ de Killing.

Finalmente, para o item 3, suponha X de Killing e X f = 0. Novamente, para que
X seja de Killing, basta provarmos que a equagao @ ¢ valida para J = X e Z e Zo
levantamentos. Dados Y, Z € X(B) e U, W € X(F), pela proposicao temos entao:

(VoX,Z) + (V;X,V) = (Vy X, Z) + (V2X,V) = ((VEX, Z)p + (VEX,Y)p) o7 =0,
pois X é de Killing e

(Ve X,U)+ (V5 X,Y) =0.
Finalmente, ainda pela proposicao [2.18| segue que

(Vo X, W) + (Vo X, ) :2-X7fow-<ﬁ,w> 0,

pois X f = 0 por hipotese. Dai, X éde Killing, o que encerra a prova. O

E importante observarmos que o item 3 da proposicdo acima ¢é falso se retirarmos a
hipotese X f = 0. De fato, considere (F, gr) = (S?, ws) e defina

B :={(x,y) € R* : x> 0}.
Considere em B a estrutura diferenciavel usual e defina a métrica
ds? = —daz? + dy?

e a fun¢do f : B — R como a proje¢do na primeira coordenada, isto é, f(x,y) := x.
Seja entao o produto torcido M := B x;S*. O campo 9, € X(B) ¢ de Killing em B, pois

satisfaz a equacao de Killing

dg;; 0X*F ox*
k OYij

A 1 " i = 0,
oxk + oxt Iej + oxJ 9k
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ja que tanto as componentes do campo 0, como as componentes da métrica sao fun-
coes constantes. No entanto, é; nao ¢ de Killing em M, pois dados V, W € X(S?) com
(V,W)sz # 0, pela proposigao temos:

(Voo W) + (Vi V) = 2- 2L o (7 0y = 207, ) #0.

om

Vamos agora investigar as geodésicas num produto torcido. Note que, dada uma curva
v(t) em B x; F, podemos escrever v(t) = («(t), 5(t)), onde «(t) é curva em B e [(t)

é curva em [’ sdo as projecoes via w e o, respectivamente. A menos de isomorfismo de

espacos tangentes (lema [2.1]), temos que +/(t) = (¢/(t), 5'(t)), pois
) =
t

i) -sen ) -4

dryt) (7'(1)) = sy (d% (@
e, analogamente, do.)(Y'(t)) = B'(1).
Proposicao 2.25. Uma curva v(t) = (a(t),5(t)), t € I, em B x5 F € geodésica se, e

somente se

1.a"(t) = (B'(t), B'()r - fa(t) - (VEf)(alt)), Vt € I;

" . -2
280 = Famy)

Demonstracao. Assuma primeiramente que 7y é geodésica. Vamos mostrar as equacoes 1

(foa)(t)-p(t), Vtel.

e 2 para todo t € I. Para tanto, basta fixarmos um ¢y, € I e mostrarmos que 1 e 2 valem
para ty, de onde um dos lados da equivaléncia almejada segue entao pela arbitrariedade

na escolha de t,.

Faremos em trés casos: Caso 1: +/'(ty) nao € vertical nem horizontal. Nesse caso,
o(to) e B'(ty) sao nao-nulos. Pelo lema [1.29] segue que existem campos X € X(B) e
V € X(F) e intervalo aberto J, com ty € J C I, tais que se t € J entdo Xou) = o/(1)
e Vs = B'(t). Dai, como em J temos que )?v(t) = (Xa@), Oryyr) = (&'(t), Oz, r) e
Viy = (01,8, Vi) = (O, 8/(1)), segue que 7/(t) = (o'(1), (1)) = (X + V)50,
Vt € J. Para t € J temos entao:

Dy DX +V)oxy

V(1) = - (t) = = () = Vo (X + V) = Ve, (X +V) (1(1)

e, portanto,
V() = (VX + VgV + Ve X + ViV)(1(1).

Da proposicao [2.18| segue entao:

hor v"(t) = <V§X —(fom)-(V,V)poo- 65}) (v(t) =
= (VEX (a(t)) = f(a(t)) - (Vaw, Vaw)r - (VP F)(a(t)), Oz, )
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= (a"(t) = fla(t)) - (B'(1). 8'(t)r - (VZF)(a(t), Oy r)s (%)
pois VXX (a(t)) = VE , X =Vi,X = W(t) = D2 (1) = o”(t). Analogamente,
ver () = (22 on 74 9FV) () -
_ Xaw [ F _
= (Onm2 40 £ 8V 307 =
_ (foa)(t) "
~ (0nn2 L2050+ 570)). ©)

pois Xouf =a'(t)f = (foa)(t) e VEV (B(t) = B”(t) pelo mesmo argumento utilizado
para o(t) anteriormente. Como 7 ¢ geodésica e 7”(t) = 0 se, e somente se, ver v"(t) e
hor ~"(t) sdo ambos nulos, segue entdo que ver 7" (ty) e hor +"(ty) sao nulos. Pelas duas

equacgoes acima deduzidas, seguem as equacoes 1 e 2 em .

Caso 2: ' (ty) € horizontal. Como v é geodésica, pelo corolario [1.59] j& que as folhas
sao totalmente geodésicas (2.19), em um intervalo aberto J 3 t; segue que 7 fica em
B x {B(to)}, ou seja, 5 é constante em J, de onde segue imediatamente a equagdo 2 em
J 3 typ. Além disso, ainda pelo corolario temos que 7| ¢ geodésica em B x {((t)}.
Como esta é isométrica a B e isometrias sdo transformagoes afins (corolario [1.22), af,; =

(7| Bx{8(to)})«(Y|7) € geodésica em B, de onde segue a equagao 1 em J > t.

Caso 3: ~'(tg) € vertical e nao-nulo. Seja p := «a(ty). Assuma, inicialmente, que
(VEF)(p) = 0. Pelo corolério 2.19] segue que {p} x F é totalmente geodésica. Como
v ¢é geodésica, pelo coroléario segue entao que, localmente, v fica em {p} x F e é
geodésica ali. Em particular, a é constante e igual a p numa vizinhanga de tj, onde vale
entdo a equagao 1, ja que (VEf)(p) = 0. Além disso, como {p} x F' ¢ homotética a F,
pelo lema segue entdo que olgy«p € afim e, portanto, numa vizinhanca de t, temos

que 5 = (0|gpyxr)«(7) € geodésica, de onde segue a equagao 2, ja que f o« é constante.

Suponha agora que (VBf)(p) # 0. Primeiro, assuma que existe ¢ > 0 tal que
Yto—e,to+e) fica em {p} x F. Segue que o(,—c1y+e) € constante e igual a p. Além
disso, se denotarmos por 7 : (to — &,tg + ) — {p} X F a restricdo de v a {p} x F,
i:{p} x F — B x; F ainclusao e I o shape tensor de {p} x F, Vt € (ty —e,to +¢)
temos que:

0=1"(t) = (i07)"(t) = disey 7'(1)) + U500y (7' (1), 7 (1)) , (®)
de onde segue que ¥'(t) = 0, ou seja ¥, < ty1e) ¢ geodésica em {p} x F. Entdo, como
olipyxr € transformacao afim, B|y—c+e) ¢ geodésica em F, o que mostra a equacao 2,
ja que f o« é constante. Para mostrarmos a equagao 1, basta que (3, 8')r(t) = 0, para
t € (ty—e,tg+¢). Mas, pela equagdo (M) e pela proposicio [2.18] para t € (tg —e,to +¢)
temos que:

0 =Ty (7(6), (1) = — 220 - (VB ) ),
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de onde segue que (7(t), 7'(1)) = 0, ja que (VE£)(p) £ 0. Como ¥(t) = diz(7(1)) e

i é imersao semi-Riemanniana, segue entdo que, se t € (ty — €,ty + €), (7( ) Y(t) =
0. Como |wy—ctote) € constante, o|y—cio+e) = 0 e, portanto, 0 = (¥'(¢),7'(t)) =
FP)?*(B'(t), B (t))r, o que mostra (3,3 )r(t) = 0, para t € (ty — &,ty + €), como que-
riamos.

Suponha agora que nao exista ¢ > 0 de forma que 7| —ctote) fica em {p} x F. Em
particular, para todo k € N, 7|(t0_%7t0+%) nao fica em {p} x F. Agora, fixe um k € N.
Escolha s € (to — £,t0 + 1) tal que 7/(sy) nao seja vertical. Tal escolha de s;, ¢ possivel
pois, do contrario, terfamos 7/(t) vertical, para todo t € (o — %, to + %), o que implica em
o/|(t0_%7t0+%) = 0, ou seja, a|(t0_%7t0+%) constante e igual a p = a(ty), 0 que por sua vez
contraria a hipotese de que 7](t0_%7t0+%) nao fica em {p} x F. Construimos assim uma
sequéncia {s;} que converge para t; e tal que 7/(sg) é ndo-vertical, para todo k. Além
disso, como ['(ty) # 0 (pois estamos no caso 3), eventualmente teremos 3'(sx) # 0. Por
simplicidade, podemos supor logo que '(si) # 0, Yk € N, ou seja, temos que 7/(sx) nao
é nem vertical e nem horizontal, para todo £ € N. Aplicando entdo o caso 1 para sy,
concluimos que as equagoes 1 e 2 sao vélidas em s,. Como s, — tg, por continuidade dos
termos envolvidos nas equacoes 1 e 2, segue que estas também sao validas para t = t,

como queriamos.

Reciprocamente, assuma que as equacoes 1 e 2 sejam validas para todo t € I. Devemos
mostrar que y é geodésica e, para tanto, fixe ¢ty € I para que mostremos 7" (ty) = 0. Vamos

dividir novamente nossa prova nos trés mesmos casos:

Caso 1’: +/(to) nao € vertical nem horizontal. Pelas equagoes () e (U)) deduzidas no

caso 1 anterior, segue que hor v"(ty) e ver 7" (ty) sdo ambos nulos, ou seja, v"(tg) = 0.

Caso 2’: +'(ty) € horizontal. Nesse caso, '(ty) = 0. Escrevendo g = B(ty), se (V, ¢ =

(y',...,y")) é carta de F' em g, para t “perto” de ty, a equagdo 2 em coordenadas fica:
E o B)! _ (f © C“) (t) ko BY(+)—
(0 B)1) = =2 Moo e - (0 0 B (1)
- Z (T 0 B(t) - (' 0 B)(1) - (v 0 B)(1). K €fL...on},  (O)
i,7=1
pois /(1) = (s 0 B/ () 5| e
k B(t)
0
50 = % |00 00 )+ D 0 B0 00870 w5 ®) 5

k

Podemos interpretar a equagao () como um sistema de EDO’s de segunda ordem em
1o 3, com condigbes iniciais 1o B(tg) = ¥(q) e (Yo 5) (ty) = O € R". Mas, pela existéncia
e unicidade locais para EDO’s, temos que existe € > 0 para o qual existe tinica solucao

para em (to — ¢, to + €). No entanto, note que a fungao constante igual ¥ (q), definida
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em (o —&,t + €), & solugao de (Q)), de onde segue que ¥ o B|y—c1+e) = ¥(q), ou seja,
B (to—e,to+e) € constante e igual a . Como B|y—c to+e) ¢ constante, temos que | —c +e)
fica na folha B x {q} e que, pela equacao 1, a é geodésica. Como B X {q} é isométrica
a B, segue que 7 é geodésica em B X {q} e, como esta é totalmente geodésica (corolario

2.19)), pela proposicao segue que 7y é geodésica em B X F.

Caso 8’: +'(ty) € vertical e nao-nulo. Sejam p = a(ty) e ¢ = [(tp). Assuma primeira-
mente que existe € > 0 tal que ¥|(,—ct+) fique em {p} x ' e denote por 7 a restricao de
va{p} x F,i:{p} x F— B X F ainclusao e ll o shape tensor de {p} x F. Dessa
forma, &|(,—c+c) € constante e igual a p, de onde segue, pela equacao 2, que [ (1,—c.to+e)
¢ geodésica em F. Como esta é homotética a {p} x F, temos que 7|y—c 1 +c) ¢ geodésica
em {p} x F e, da proposicio [2.18] para t € (ty — &,ty + €) segue que:

7"(t) = (i 07)"(t) = dizwy (7' (1) + s (V' (£), 7' (£))
__ (t)(,p (&) (7))

= — ) (B®), B () - (VEF)(p),

~~

onde a iltima igualdade decorre de contas semelhantes feitas no caso 3. Pela equacao 1,
segue que o lado direito da equagao acima é nulo e, portanto, v"(t) = 0set € (to—e, to+e),

como queriamos.

Suponha agora que nao existe € > 0 tal que |, —ct+e) fica em {p} x F. Dessa forma,
dado k € N, tome s, € (tg — %,to + %) de forma que 7/(s;) nao seja vertical. Tal si
existe pelo mesmo motivo apresentado no caso 3 e, novamente, podemos supor também
7' (sr) nao-horizontal, ja que 3'(ty) # 0 (hipotese do caso 3’). Aplicando o caso 1’ para
sk, segue que 7’ (s;) = 0, Vk € N, de onde segue por continuidade de 7" e de s — t5 que

v"(ty) = 0, 0 que encerra a prova. ]

Observagao 2.26. Na notagao da proposicao[2.25, se v € geodésica, a equagao 2 nos diz
que a funcao

(fo a)4 (6,8 F
tem derivada nula em I, ou seja, € constante. Esse fato serd fundamental para a subsecao

5-4.1

Para finalizar nosso estudo de produtos torcidos gerais, vamos provar um lema que nos
serd muito util no capitulo 3, quando tratarmos certas isometrias entre produtos torcidos

e levantamentos de campos vetoriais.

Lema 2.27. Sejam G : B™ — B™ ¢ H:F" —s [ difeomorfismos. Entao, o difeo-
morfismo G x H : Bx F — B x F definido por G x H(p,q) := (G(p), H(q)) satisfaz:

~ —_~—

1. se X € X(B), temos (G x H).X = G.X;



7

—

2. se Ve X(F), entio (G x H), (V)= H,V.

Demonstracao. Vamos provar para o campo X e a prova para o campo V se faz de maneira
anéloga Fixe (p,q) € B x F arbitrario a fim de que tenhamos ((G X H)*)Af)(ﬁ,q) =
(G, X X)p.q), onde (p,¢) := G x H(p,q). Tome cartas p € (U,p = (z*,...,2™)) C B
e q e WV, = (v},...,y")) C F e considere a respectiva carta (p,q) € U x V,p X

= (z,...,2™")) de B x F. Fazemos agora o mesmo para B e F: tome cartas
D€ (I;{,gb = (z',..., Am)) Bege (V¢ = (i',....9") C F e considere a respectiva
carta (P, 4) € (UXV, X1 ( ..., ™)) de B x F com o cuidado para que G(U) C U

9%

~

q
)C V. Dai, Gx HU x V) CU X V.

Escreva
m ) P _ m i P
XMZ;X(%Z- = X|MXV_;X o o
Dai, temos
i 0
((G x H).X)( d(G x H) p,q) ( ) ZX d(G x H)p.q) B
(pq)
zm:m+n <¢X¢OGXHO¢ w_1>] 9
= X'(p) (e(p), ¥(q) =3
i=1 j=1 Ou; 0% (p,4)
imzﬂl . 8<¢0Gogo‘1><¢oHoz/;1> 9
= X'(p) (¢(p), ¥(9) 75
i=1 j=1 Ou; 0% (5.9)

Mas, note que

(poGopYom, 1<j<m

(@oGogpflxz/}oHowfl)]: . j—m
(¢0Ho¢_1> omy, m+1<7<m+n.,

onde m : R™" — R™ ¢ 7y : R™™™ — R™ 830 as projecoes canonicas nas m primeiras
e n ultimas coordenadas, respectivamente. Logo, se j € {m + 1,...,m + n}, como
ie{l,...,m} segue '

a<g§0Gog0*1 xg&oHO@/)*l)]

ou; =0,
donde
(6 % ). B = 32 X0 22 C2 0T ) ) 2 »
L i 200G )" 0
= 3 X ) e ) |
_N- i 2($0Gop™ 9
_m'le v Ous ) o (5:0)
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_ (Z xip 2o Ge T o) O

. ? OTQF)
p

Isso prova (G X H)*)Af = C/J:)/( e encerra a prova. O
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3 O espaco-tempo de Schwarzschild-Kruskal

Neste capitulo, desenvolveremos os resultados principais do trabalho, explorando a geo-
metria dos espagos-tempos de Schwarzschild e de Schwarzschild-Kruskal. Primeiramente,
vamos tornar mais precisos alguns termos utilizados na motivacao heuristica apresentada
na introducao e no capitulo 1 para o estudo desses modelos geométricos. Apresentare-
mos os objetos geométricos principais, com uma breve indicacao de sua interpretacao na
Relatividade Geral.

Seja M uma variedade conexa com dimensao n > 2. A variedade M serd pensada,
em aplicacoes na Relatividade, como um modelo matematicamente conveniente para des-
crever a colecao de todos os eventos fisicos, passados, presentes e futuros. Em geral,
assume-se que a dimensao de interesse é n = 4, pois a um evento p € M podemos atribuir
trés coordenadas para descrever sua “posicao espacial” e uma coordenada para descre-
ver o “instante de tempo” em que p ocorreu. De fato, nossos modelos especificos terao
essa dimensao, mas como a descrigao geométrica geral inicial independe disso, nao vamos

particularizar n até ser estritamente necessario.

A variedade M, por si s6, é demasiado desprovida de estrutura para ser fisicamente ttil
e deve ser “preenchida” das entidades fisicas pertinentes. Denote por Sy (M) o C°(M)-
p p p

modulo dos (0, 2)-campos tensoriais suaves e simétricos sobre M, ou seja,
So(M) :={A € TJ(M) : Aé simétrico}.
O conjunto Lor(M) de todas as métricas de Lorentz sobre M é subconjunto de Sy(M).

Um tensor de energia-momento sobre M é uma aplicagao T : g € U C Lor(M) —
T, € S3(M), onde U é algum subconjunto ndo-vazio de Lor(M). T descreve, fisicamente,
como a matéria do modelo que estamos estudando interage com o campo gravitacional,
que ¢ descrito na Relatividade Geral por uma métrica de Lorentz g sobre a variedade M.

Vejamos alguns exemplos.

1) Suponha M = (a,b) x S, onde (a,b) é um intervalo aberto e nao-vazio de R e S é

uma variedade conexa de dimensao n — 1. Defina
U={—dt®+ f(t)*-h| f: (a,b) — (0,00) é suave e h é métrica Riemanniana sobre S},

ou seja, U é o conjunto das métricas Lorentzianas que tém forma de produto torcido de
um intervalo fixo com métrica —dt* com uma variedade Riemanniana (S,h). Fixe duas
funcoes suaves p : (a,b) — (0,400) e p € C*(a,b). O tensor de energia-momento para

um fluido perfeito com densidade p e pressao p é dado por:

T—dt2+f(t)2.h =p: (dt ® dt) + pr - h.
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O fluido é chamado de poeira se p = 0. Esse tensor energia-momento é o que se utiliza em
cosmologia e modela como interage gravitacionalmente um tipo de “média” da matéria e

energia contida em todas as galédxias do universo.

2) Para uma constante nao-negativa m > 0 fixada, seja ¢ € C*°(M). Tome U =
Lor(M) e defina

T, = dé @ do — % g+ [9(V96,V90) + m?¢?] .

Tal tensor energia-momento descreve um campo escalar ¢ de massa m.

3) Se U = Lor(M) e T, = 0 para toda g, dizemos que T descreve o vdcuo, ou
seja, regioes do universo onde a densidade de matéria e energia é desprezivel para efeitos

gravitacionais.

Fixados um tensor de energia-momento 7" e um numero real A, um espaco-tempo
(M, g) é solugao da equacao de Einstein para tensor energia-momento T e constante

cosmoldgica A se

1
Ricy — 3 Sg-g+AN-g=28nT,. (3.1)

Note que se estamos em uma situagao de vacuo 7' = 0 e com constante cosmologica
A=0,esen >3, aequacao é equivalenter_-] a

Ricy = 0.

Tanto o espaco-tempo de Minkowski como o de Schwarzschild(-Kruskal) com massa
M > 0 sao solugéesE] desse tipo para M = R" e M = P x S?, onde P que sera construido
na segao [3.1]

O espaco-tempo de Schwarzschild de massa M > 0 descreve a regiao exterior a uma
distribuicao esférica de massa, mas se adequadamente estendida define o modelo mais sim-
ples de buracos negros e brancos, extraordinarios objetos que parecem surgir diretamente
da ficcao cientifica. Essa extensao é chamada de espago-tempo de Schwarzschild-Kruskal,

e ¢ ainda uma solugao de vacuo com A = 0.

Uma vez que ndao ha nenhuma matéria, um buraco negro/branco é uma entidade de
“pura geometria” ou “pura gravidade”. Mas, nesse caso, pode-se perguntar a que a massa
M associada se refere. Fisicamente, entende-se que a solucao descreve o estado final de
algum objeto - como uma estrela - que “colapsou” sob sua propria gravidade, e cuja massa

estd em “r = (07, inacessivel para a descricao dada pela Relatividade Geral. E como se a

1 Se Ric, = 0 certamente a equagéoé satisfeita pois Sy = try(Ricy) = 0. Supondo agora temos
Ricy = %Sg -g. Tomando o trago dos dois lados, segue-se que Sy = 55y, o que implica Sy = 0 (pois
n > 3) e, portanto, Ricy = 0.

O espaco de Minkowski R} tem tensor de curvatura nulo e, portanto, Ric = 0. Mostraremos neste
capitulo (teorema € proposicao que Schwarzschild e Schwarzschild-Kruskal tém tensor de
Ricci nulo.
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Relatividade previsse sua propria “inadequacao” em r = 0, onde deveria ser suplantada

por alguma teoria mais sofisticada a ser ainda construida, talvez de gravitacao quantica.

O fato de o modelo de Schwarzschild(-Kruskal) ser uma soluc¢ao da equagao de Einstein
(para T = 0 e A = 0) relativamente simples, mas com profundas consequéncias fisicas e

grande riqueza geométrica, é o principal motivo que nos leva a estuda-lo neste capitulo.

A estrutura deste capitulo é bastante simples: primeiramente, vamos construir o mo-
delo de Schwarzschild e obter todos os resultados geométricos que lhe convém (exceto
o estudo das geodésicas, que sera feito na secao , o que inclui provar que é solucao
da equacao de Einstein para T'= 0 e A = 0. Em seguida, vamos construir o modelo de
Schwarzschild-Kruskal e resgatar os resultados geométricos de Schwarzschild. Finalmente,
estudaremos em detalhes o comportamento das curvas causais em Schwarzschild-Kruskal
na se¢ao [3.4] em especial o comportamento das geodésicas causais. Na ultima secao,

descreveremos alguns efeitos fisicos esperados ao redor de um buraco negro.

3.1 O modelo de Schwarzschild

Os espacos-tempos interior e exterior de Schwarzschild serao ambos definidos como pro-
dutos torcidos. Nos cabe entao indicar quem é a base, quem ¢ a fibra e quem ¢é a funcao
de “warping” de cada um deles. Em ambos os casos, a fibra serd a esfera “redonda”
(S%,wa) = (S% (, )s2), cuja geometria ja ¢ bem conhecida (segdo [1.10). No restante deste
capitulo e a menos de mencao contraria, vamos fixar um nimero M > 0, que fisicamente

representard a massa de nossa estrela ou buraco negro. Definimos entao:

t
Prr i Pr
Pr:={(t,r) €eR*:r > 2M} i
Prp={(t,r) eR*: 0 <r <2M} 3
0 oM T
PI:P[UP[]. :

Figura 1 — Ilustracao de P; e Ppj.

Note que P; e Py sdo subconjuntos abertos de R? e, portanto, herdam deste sua
estrutura diferenciavel usual. A métrica em P; e Py, no entanto, serd ligeiramente mais
exotica. Como (¢,7) ¢ uma carta global em P;, definimos a métrica ¢g; (também denotada

por gp,) em P; (para i = I ou II) por seu elemento de linha:

ds® = —h-dt* + b - dr?, (3.2)
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onde h = h(r) := 1—% é funcao suave em P, positiva em Pr e negativa em P;;. Portanto,
segue que g; tem indice 1 e que 0; é temporal em P; e espacial em P;;, enquanto que 0,

é espacial em Pj e temporal em Pjj.

Definigao 3.3. (Espacos-tempos interior e exterior de Schwarzschild)

Definimos:

1. Pr %, S? como o espa(;o—temporﬂ exterior de Schwarzschild de massa M;

2. Pr; %, S? como o espaco-tempo interior de Schwarzschild de massa M,

onde, para 1 =1 ou II, r: P, — Ry € a projecao na sequnda coordenada, a métrica em

P, € g; e a métrica em S* € a métrica redonda w,.

Observe que P;x,S? e PI 1 x,S? sao variedades de dimensao 4 e indice 1 (Lorentzianas).
Vamos denotar po@g = (,) a métrica em P x,,S? e em P X, S? e por 7 e ¢ as projegoes
candnicas usuais (veja Capltulo 2). As fungdes t e r denotarao tanto as projecoes definidas
em P; e P quanto em Prx,S? e P x,S? e o contexto deixara claro o dominio em questao,
o mesmo acontecendo para a fungdo h. A notacdo Py gy [resp. Prr X, S?| significara que a

respectiva afirmacao vale tanto para P; [resp. Pr X, S?| quanto para Py; [resp. Pry %, S?|.

A fim de calcular o elemento de linha de Pr; X, S? com respeito as coordenadas

geograficas em S?, considere:
¢ :(0,7) x (0,27) —> S?
(0, ) — (sin(0) cos(¢), sin(0) sin(¢), cos(8)).
Como (t,r) sdo coordenadas globais em Py, (t,7,0,¢) sao coordenadas em (um sub-
conjunto aberto de) P x, S? e P;; x, S?. Vamos denotar por 9; e 0, os levantamentos

dos respectivos campos coordenados de P; e P;; e o mesmo faremos para os campos

coordenados 0y e J; . Dessa forma, pelo lema temos:
<at> at) = <8t, 8t>PI,H o = _h;
<(9r, ar> <a7"7 87”)131,11 om = hil;
<697 a@> 7”2 . <89, 89>SQ o0 = 7’2;
(05, 09) =17 - (D9, Dp)s2 0 0 = 17 sin” 6.

Ainda pelo lema e pelo fato de (0;,0,)p, ;;, = 0 e (0, 0g)s2 = 0, os termos cruzados

sao todos nulos, de forma que o elemento de linha de ¢ fica:

ds* = —h-dt* + h=' - dr? + 12 (d92 + sin® 6 - d¢2).

Para evitar mudancas canhestras de nomenclatura, cometeremos aqui um leve abuso de linguagem ao
chamar a estas variedades de Lorentz de “espacos-tempos” antes de definir uma orientacdo temporal,
o que seré feito mais adiante.

P; x,.S? e Pr; x, S? sdo formalmente parecidos, de forma que a notacdo nio causard confusio.
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Nosso objetivo agora é obter alguns resultados geométricos sobre Py x,S? e sobre P;; x,.S%.
Como as métricas em P; e em Pj; sao formalmente as mesmas, é de se esperar que alguns
fenomenos geométricos sejam semelhantes em P; %, S? e em Pj; x, S?, bem como suas
demonstragoes, o que justifica utilizarmos a notagao P;r; X, S?. Destacamos, no entanto,

que a interpretacao fisica destes fenomenos sera diferente em cada um dos casos.

Na teoria geral de produtos torcidos que desenvolvemos anteriormente, ficou claro que
alguns entes geométricos do produto torcido sao determinados a partir dos respectivos
entes da base e da fibra e a partir da fungao de warping. Como ja conhecemos a geometria
de (S? wsy) (conexdo, curvatura, geodésicas, campos de Killing, etc. Veja segao ,

vamos investigar o que acontece com Fj yy:

Lema 3.4. Em P; U Py, temos:

Mh
1. Vatﬁt = —2 . 8T
' M
Vata’f‘ = V@;\/a[t = W ) at
Va,.ar - _W ' a’r

1
2. Vt = _Eat e Vr = ho,

3. Hess, = ol gr.11

M

Hessy = ——(dt @ dr + dr ® dt
B2
,

2M
4. Sec = —
,
Demonstragao. Os itens 1 e 2 sdo imediatos da defini¢do de g; ;; dada pela equacao
bastando utilizar as formulas presentes na defini¢ao [1.12] e no lema Para o item 3,

utilizando os itens 1 e 2, temos:

H&SST(at, 8t) = (V@VT, 8t> = 8t<V7", 815) — <V7’, Vat8t> =
Mh? M
= 0.0, = 5

r

at’at>7
Hess, (0, 0,) = 0¢(Vr,0,) — (V1,Vs,0,) = 0,(1) =0,

M
Hess, (0, 0y) = 0.(Vr,0,) — (Vr,Vy.0,) = ﬁ@’"’ O ).

Dai, como Hess, e grr sao tensoriais, segue que Hess, = % - gr.11, como querfamos. A

Hess; é calculada de maneira anéloga.
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Para o item 4, pelo item 1, temos:

2M
R(04,0,)0, = V,V5,0. — V5,V,0, = Wat'
Dai, ficamos com:
oo (R0,0)9,0) _2M(9,0) _2M
<at7 8t><ar7 ar> - <at7 87">2 hr3 -1 3 ’
como queriamos. O

Estamos agora em condigoes de calcular a conexao de Levi-Civita e a curvatura de

PLI[ X 821

Proposigao 3.5. (Conexio em Prjr X, S?)

Em Prir %, S?, se V,W € X(S?), temos:

Mh
1. Vatat == 5 87«,'
’ M
vata’f' = Va;\it = W : at;’
ar = 7 5" ar;
Vo, hr?

2. V(/at = VatV = 0,’
Vf/@r = VaJN/ == — ‘7,’

<=

— - h o~ —~
3. hor(VeW) =0V, W) = —= -(V, W) - 0,, onde Il¢ shape tensor de cada fibra;
r
4. ver(Vf/W) € o levantamento de V5, W

Demonstragao. A demonstracao ¢ imediata da proposicao 2.18|e do lema [3.4] ]

Observagao 3.6. De posse do lema a proposicao acima continua vdlida se subs-
tituirmos V e W nos itens 2 (apenas as igualdades para V0, e V0,) e 8 por campos
verticais V e W.

Proposigao 3.7. (Tensor curvatura em Prrr X, S?)

Em Py %, S?, se U, V,W € X(S?), entdo:

2Mh

1. R((?t, &«)(9,5 = 7"3 . 87«,
2M

R(8T7 at)ar - _W : 815;

R(@t, @)(9,5 == R(@t, &g)ar == R(@r, &n)at == R(@r, GT)& = O,’
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~ Mh ~

R(V7 at)at = 7“_3 -V
~ M~

R(V,@T)(?r = —W -V

R(V,8,)0, = R(V,0,)0, = 0;
R(8,,8,)V = R(V,W)d, = R(V,W)d, = 0;

4. se X =0, ou d,, R(X, V)W = R(X, W)V = —%307,% X

r

W00 - (7. 0)7]

5. R(V, W)U = i—j\f [(W, 0\ — (V,0)\W|.

Demonstracao. Os itens 1, 2, 3 e 4 seguem imediatamente da proposicao do lema
e do lema Por exemplo, pela proposicao 2.21) R(d;,0,)d; é o levantamento de
RPr11(9,,0,)0;. Mas, pelo lema item 4, segue que:

2M
U,

r3

2M
e

BRIy, 0,)0 = =5 ({00, 000, — (01, 0)0,) =

de onde vem R(9;,0,)0, = 22410,

Para o item 5, a curvatura seccional de S* é 1 (proposigao , logo RS (V, W)U
= (W, U)s2V — (V,U)s2W (proposicio [1.42)). Segue entao da proposicao e do lema
B4 que:

R(‘A}7W)[7: <WU>SQOJ"7_<V,U>SQOO'.W+

PRALONLY) 3T YJ Lt (v, 00W — (W, T)7)
_ %((W, 0y — (v, U>W> h ((v O)W — (W, 0)7)
_ (1;}’) (.07 -7, U>W)

27{”(@ 0)W — (V.0)).

como queriamos. ]

Observacao 3.8. Da maneira como a proposicao[3.7 estd escrita, conclusoes precipitadas
podem ser tiradas sobre o comportamento do tensor de curvatura R quando r — 2M,
ou seja, h — 0. Assim, vamos explicitar as formulas da proposicao para 0s campos
Oy e 0, normalizados. Para tanto, considere £ := sgn h, ou seja, £ = 1 se r > 2M (em
Prx,S*) el =—1ser <2M (em Py x, S?), de forma que a funcao & - h é positiva em
Pr.ir X, S*. Dessa forma, definindo os campos vetoriais unitarios u; e u, em Py r; X, S?

por

- Oy e uT::\/g_h-ar
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e utilizando que R & C™(P; ;1 X, S?)-trilinear, podemos reescrever as equagoes da propo-

sicao [3.7 como:

2M
1. R(ug, up)uy =& - — s
2M
R(ur>ut)ur = _g : 7’_3 2

R(ug, u)uy = R(ug, ug)uy = Ry, up)uy = R(uy, up ), = 0;

2. R<‘77ut>ut =& r_ -V

_ M
R<V7 ur)ur = _5 : F . V7

R(v, Up) Uy = R(V,ur)ut =0;
3. R(up,u)V = R(V,W)u, = R(V,W)u, = 0;

1. se X = u, ouuy, RO, V)W = ROX, W)V = — (7 ) X
T

Note que as proposicoes e nos permitem calcular a conexao (de Levi-Civita)
V e o tensor de curvatura R de P; %, S? e P;; X, S? em quaisquer campos vetoriais, nio
necessariamente levantamentos (basta aplicar a proposi¢ao e o lema [2.13)).

Estamos agora aptos a provar que ambos Pr X, S? e P %, S? sao solugoes da equacao
de Einstein para o tensor energia-momento 7' = 0, sendo portanto uma solucao de

vacuo para constante cosmologica A = 0:

Teorema 3.9. Pr;; X, S? é “Ricci-plano”, ou seja, Ric = 0.

Demonstracao. Como Ric é tensorial, pela proposicao e pelo lema basta mos-
trarmos que Ric se anula em campos vetoriais que sao levantamentos. Para tanto, sejam

X,Y S %(P[J[) e ‘/,W S %(82)

Ric()?, ‘7) = 0 segue da proposigao Pela mesma proposicao e pelo lema

temos:

. 2
Ric(X,Y) = <RicP’v”(X, Y)— = Hesst1(X, Y)) oT.
r

Como Hesst""(X,Y) = Y - (X,Y)p,,,, basta nos provarmos que Ric711(X,Y) =
ZL(X,Y)p,,,. Defina £ := sgn(h). Dai, segue que (ﬁ@t,\/ﬁlﬁJ é referencial orto-
normal em Py ;. Como <ﬁat,ﬁat>]317” = —¢ e (VERD,, VERD,) = &, pela definicao
pela proposicao [1.42} pelo lema e omitindo a men¢ao a Pr; na métrica, temos:

Ric"(X,Y) =



3.1. O modelo de Schwarzschild 87

Y < RPu (;‘%y) X, %> ve- (B (VER,Y) X, /e, )

= —%<RPLH (0, V)X, 0,) + h{R""11(0,,Y) X, 0,)
2M 2Mh
= _W«X’ V)0, — (0, X)Y, 8t> + =3 <<X, Yo, — (0, X)Y, aT>

2M 1
= S ((0Y) + 200, X) (0, Y) + (XY) = h(9,, X)(0,.Y) ).
Basta entdo que 3(0;, X)(0;,Y) +(X,Y) — h(9,, X)(0,,Y) = 0, o que pode ser Vefiﬁfado
pelo leitor escrevendo-se X = X10,+X2%9, e Y = Y'10,+Y?29,. Isso prova que Ric(X,Y) =

0.

Basta agora mostrar que se anula também o caso Ric(v, W) De fato, pela proposicao
2.23, pelo lema e omitindo a mencao a P;j; no Laplaciano e no gradiente de r €

C>°(Pr 1) e também na métrica, temos:

o A
Ric(V, W) = Ric® (V,W) 0.0 — (VW) (—T - —W“QW) on

r r
= Ric¥(V,W)oo — (V,W)s2 00 - (rAr + h) o .

Como, pelo lema Hess, = TMQ “ gprpp> segue que Ar = trHess, = %ﬂ—]\f == rAr+h =

% + h = 1. Dai, Ric(?,ﬁ) =0 <= RiCSZ(V, W) = (V,W)s2. Sejam, entao, U C S?

aberto e F1, Ey € X(U) um referencial we-ortonormal. Omitindo a menc¢ao a métrica wsy

e lembrando que a curvatura seccional de S? é 1 (proposigao [1.74)), temos:
Ric™ (V, W) ’u — (RE (B, W)V, E)) + (RS (Ey, W)V, Ey)
= ((VW)E, = (B, VIW, By ) + ((V,W) By — (Ey, V)W, By )
= (V,W) = (B, V)(EL W) + (VW) — (B, V) (Ea, W).
Escrevendo V| = VIE| + V2Ey e Wy = WIE, + W2E,, o leitor pode se convencer de
que —(Ey, VYE,, W) + (V,W) — (Ey, V){(Ey, W) = 0. Dai, Ric> (V,W)|y = (V,W)|y.
Como U é arbitrario, segue que RicSQ(V, W) = (V, W), o que mostra Ric(f},W) =0e

conclui o teorema. O

Estamos interessados também em calcular os campos de Killing em P; x,S? e Py x,.S?.
Para tanto, tendo em maos a proposicao [2.24], vamos inicialmente calcular os campos de

Kllhng eIl P] e P[[.

Proposicao 3.10. Os campos de Killing em Py j; sao os campos da forma c - 0, onde
c € R.

Demonstracao. Seja X = A(t,r)0; + B(t,r)0, campo em Pj ;. Nesse caso, as equacoes
de Killing (lema [1.64)

oxk oxt ki oxJ

gri =0, para ke {1,2}
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tornam-se as seguintes equagoes:

M 0A
et =0 &)
M 0B
0B ,0A
E—h W_O (***)

Note que se A é uma constante c e B = 0, as trés equacoes acima sao satisfeitas, ou seja,
os campos da forma X = c- 0, sao de Killing em Py ;7. Reciprocamente, assuma que X é
de Killing. Devemos provar que B = 0 e que A ¢é constante. Defina ¢ := sgn(h) (funcao
sinal), isto ¢, e =1 em P; e ¢ = —1 em Py, de forma que ¢h > 0 em Py ;. Dessa forma,

temos:

1 1 0B 1
O|—"B|=—=——+B-0,( —=
() -7 oo (73)
__1 9B (V)
~ \eh Or eh

__L (9B _M .
 Veh \Or  hr?

=0,

B

onde a dltima igualdade decorre da equacao (E]) Isso prova que a funcao \/L;h -B independe

de r, isto é, existe uma funcao g : R — R suave tal que

1
\/E'B:g(t)a

ou seja,

B(t,r) = Veh- g(t). (*)

Nosso objetivo é provar que a funcao g é identicamente nula. Para tanto, lembrando que
h=h(r)=1- % e derivando a equacao (E]) com relacao a r e a equacao com

relacao a t nos dé, respectivamente, que:

PA M OB  2M(r— M)

gior Thror ~ paa B0
e
PB4
ot? otor

Isolando a derivada mista de A na segunda equacao acima, substituindo na primeira e
utilizando a equacao , apos as devidas simplificacoes, temos:

B M

—+ — BM —-2r)B=0.

o2 rt ( )
Substituindo a equacdo () na equagao acima implica que:

9'(0) = 5 (2r = 300) (). (+5)
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Fixe agora t € R. Em P;, fazemos r — 00 na equagao acima e temos ¢”(t) = 0. Como ¢
¢ arbitrario, ¢” = 0. Mas, ainda pela equacao (+)), fixado r # % qualquer, como ¢’ = 0
segue g = 0. Em Py, fazemos r — 0 na equacgdo (x+). Entdo 2f(2r — 3M) — oo
e, como o lado esquerdo da equagao ¢ um namero, devemos ter g(t) = 0,Vt, o que
prova ¢ = 0. Em qualquer uma das regides P; ou Py temos, pois, g = 0, donde B = 0
pela equagdo (). Substituindo agora B = 0 nas equagoes () e e lembrando que

h(r) # 0, Vr, segue:

0A 0= 0A
o or’
donde A é constante, o que encerra a prova. O

Teorema 3.11. Todo campo de Killing em P x, S? ou P %, S? € da forma c - 0, + ‘7,
onde c € R e V € X(S?) € de Killing.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que os campos da forma c- 0; + 1% sao, de
fato, campos de Killing. Como V ¢ de Killing em S?, pelo lema segue que V 6 de
Killing em Py ;; %, S*. Além disso, das proposigoes e item 3, como 9(r) = 0,

segue que 0; ¢ campo de Killing em Pr;r X, S2.

Dessa forma, como os campos de Killing formam um subespago vetorial de X( Py ;1 X,
S?), segue que os campos da forma c - 9; + V sdo de Killing, para c € R e V € X(S?) de

Killing. Isso prova a primeira parte do teorema.

Reciprocamente, considere Y € X(Pr.r; X, S?) de Killing e escreva Y = hor Y +ver Y’
(proposi¢ao . Fixe, por hora, ¢ € S?. Pelo corolario , temos que Pry; x {q} ¢
totalmente geodésica. Dessa forma, pelo lema segue que (hor Y)|p, ;x(q) ¢ campo
de Killing em P; ;;r x {¢q}. Mas pela proposi¢ao e pelo lema aplicado a isometria
| Py 11 {q}> 08 Unicos campos de Killing em Prr; x {q} sdo da forma c- 9, (onde este 0, ¢
a restrigao de 9, € X(Prrr X, S?) a Py X {q}). Assim, existe um (anico) namero f(q)

de forma que (hor Y)|p, ;;xtqy = (@) - Ol Py 11 x(a}-

Como ¢ € S? é qualquer, mostramos que fica bem definida uma funcao real f em S?
que satisfaz hor Y = fv 0;, onde ]7:: f o o. Para mostrarmos que f é suave em S?, note

que
1

h <h07” Y7 at>7

~ 1 ~
f:_ﬁ<f'ataat>:

0 que mostra f suave em Pjr X, S*. Agora, fixado p € Py, denote por i, : S§* —
Pryr %, S* a funcido dada por i,(q) := (p,¢). Dai, temos a igualdade f = fo ip, de onde
segue que f € C™(S?).

Seja V := ver Y, o que nos permite escrever Y = f 0, + V. Nos resta provar que f
é constante (ou, equivalentemente, que f é constante) e que V é o levantamento vertical

de algum campo de Killing de S
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Fixe Z € X(S?) arbitrario. Como Y ¢ de Killing, em particular, temos (V4,Y, Z) +
Y, 0y) = 0. Agora, utilizando a proposicao |3.5, temos que
V,Y,0) =0. A ilizand icdo 3.5

(Vo Y. Z) = (No(f -0, + V), Z) = (f - Vo,0, + 0,()0; + Vo,V Z)
= (Vo, V., 2) =0V, Z) — (V. Nu2Z) = 0,(V, Z)

(V3Y,00) = (V3(f 0+ V),0) = (Zf) oo -0+ [ V30, + V5V, 0)
—h-(Zf) oo+ (V;V,0) = —h-(Zf) oo+ Z(V,d) = (V,V;0)
=—h-(Zf)oo.

Dai, de (Vy,Y, Z) + (V3Y,0,) = 0 segue que
h-(Zf)oo=08,V,Z). (3.12)

Além disso, como Y é de Killing, (V,,Y, Z} +(V3Y,0,) = 0 e pela proposigao temos

também que:

(Vo,Y,Z) = (Vo.(f -0, + V), Z) = (f - Vo,0, + 0,(f), + Vo, V, Z)

L7, 2)

= <v8rv7 Z> = ar<va Z> - <V7 VBrZ> = 87’<V’ Z> ;
(VY0 = (V5(F- 0+ V).0) = (T V30, + (2f) 000, + V;V.0)
= (V7,0 = Z(7V.8,) —{V,V;0) = (V. 5).

Segue entdo de (V5 Y, Z) 4+ (V;Y,8,) = 0 que
(V. Z). (3.13)

Fixe ¢ € S? arbitrario e considere (V/, 2) como funcdo apenas de t e r em Py %, {¢} =
o7 1(q). Pela equagao [3.13] em o7 !(q) segue que

O <<V7:22>> =0,

<V ) independe de r. Escreva, entdo, <VT’QZ> = ¢(t), com t € R, de forma

ou seja, a funcao

que em o~ 1(q) tenhamos
(V,Z) = g(t)r. (3.14)

Substituindo entao a equac¢ao anterior na equagao ficamos com:

gW)r* =h-(Zf)ool,1q =h-(2f),
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onde z := Z, € T,S%. Mas, como h =1 — 22 ¢ »f ¢ um niimero real, fazendo 7 — oo na

equacao acima, concluimos que ¢'(t) =0, Vt € R, e, como h # 0, zf = 0.

Segue entao que, como o campo Z € X(S?) e o ponto ¢ € S? eram arbitrarios desde o
principio, Zf = 0, VZ € X(S?), ou seja, f ¢ constante e igual a um ¢ € R. Além disso,
g = 0 = g constante em o~ !(q), i.e., g independe de t e r. Em o7!(q) escreva, pois,
g = k(q). Da equagao temos:

(V. Z)(t.r,q)

2 = {d0(1rg)(V(trg))s Za)s2,  V(t,7) € Pror.

k(q) = k(t,r,q) =

Fixando ¢ € S? e tomando {z1,22} uma base ortonormal em T,S?, se Zi,Z, € X(S?)
estendem z; e zy (ou seja, Z;(q) = z;), substituindo Z; e Zy na equagdo acima obtemos
que do(iro)(Vitrag) independ de t e r, de forma que podemos definir o campo V' em S?

por

‘/p = do’(t77‘7p) (V(tﬂ",p))y vp e 82

Pela definicdo de V e como V é vertical, segue que V = 1% e, como V ésuave, V € X(S?).
Nos resta ver que V é de Killing em S?, mas isso também ja est4 feito, pois como Y =
f-@t—l—Ve f= f: c € R, segue que V=Y —c¢-0,. Como ambos Y e c- 0, sdo de
Killing, segue que V=Véde Killing. Pela proposicao m, segue finalmente que V' é de

Killing em S?, o que encerra a demonstracio. O

Corolario 3.15. Em P; x, S?, todo campo de Killing temporal é da forma c- 0, e, em

Pr; %, S?, todo campo de Killing é espacial.

Demonstracao. Primeiro, nos concentremos em P; x, S?. Note que os campos de Killing
da forma c- 0; sao, de fato, temporais, pois {c- 0y, c-0;) = —hc®> < 0 ja que h > 0. Agora,
seY =c-0,+V éde Killing e é temporal, temos:

—h+ 12V, Ve = (YY) <.

Fixado ¢ € S?, como (V,, V,)s2 > 0, calculando a expressao acima em ¢ e fazendo r — oo
nos da (V,,V,)s2 = 0, pois h(r) — 1. Segue dai que V, = 0. Como ¢ é arbitrario, segue
V =0, o que mostra Y = c- 0.

Agora, se Y = ¢- 0; + V & campo de Killing em Py x, S? temos que (Y)Y) =
—h+1*(V,V)g200 > 0, pois h < 0. Se Y(irq = 0, nao hé nada a fazer pois o vetor nulo
é espacial. Se (t,7,q) € Py %, S? é tal que Yitrq # 0, temos que ou ¢ # 0 ou V, # 0. Em
qualquer um dos casos, teremos (Y,Y)(t,7,q) > 0, ou seja, Y, 4 espacial. Isso mostra

que os campos de Killing em P;; x, S? sdo todos espaciais e encerra a prova. O]

> Pois os coeficientes de do(; ;. q)(V (1.r,q)) na base {21, 22} independem de t e r.
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3.2 O plano de Kruskal

Anteriormente, construimos os espacos-tempos exterior e interior de Schwarzschild como
dois produtos torcidos independentes. Por motivos fisicos, esperamos poder “colar” esses
dois modelos num s6 para que, por exemplo, faca sentido uma frase como “a particula

entrou no buraco negro”, sugerindo que ela pudesse estar “fora” dele anteriormente.

Nesse sentido, alguém poderia se perguntar o porqué de nao definirmos a variedade
Lorentziana P = P; U Py com a métrica como na equagao Rapidamente se percebe
que, como P é desconexo, a variedade P x, S? assim definida, que esperamos representar
ambos P; x, S? e Py %, S?, é desconexa, o que mantém a frase anterior sem sentido. De
fato, o que faremos nesta secao é construir outra variedade Lorentziana de dimensao 2,
que possua coOpias isométricas de P; e P;; como subvariedades, e que seja conexa (!), para

em seguida (proxima segiao) podermos “colar” P; x, S? e Pr; x, 2.

Inicialmente, defina a fungao suave f : (0,00) — R dada por
f(r) = (r—2M)-em 1

Note que [’ é dada por

fi(r)= oM e !
e, portanto, f' > 0. Pelo teorema da funcao inversa e como Tli%i flr)y= —2T{V[, temos que
f:(0,00) — (=2, 00) ¢ difeomorfismo crescente.
Defina o conjunto QQ C R? por
Q= {(u,v) € R*: uv > —%} :

Como @ é aberto, possui naturalmente uma estrutura de variedade diferenciavel de di-
mensao 2. Além disso, fica bem definida a fun¢ao suave r : @ — (0,00) dada por
r(u,v) := f~'(uv). A fungdo r nao recebe esse nome por acaso: a menos de isometria,
ela serd precisamente a projecao r de Py U Pry! Sendo assim, é interessante observarmos
as curvas de nivel de r. Note que (u,v) € r(c) <= r(u,v) = c <= fH(w) = c <=
uv = f(c).

Assim, r~1(2M) = {(u,v) : wv = f(2M) = 0}, ou seja, & a unido dos eixos coordenados
u e v. Suponha agora r; > ry > 0. Entdo, (u,v) € r7'(r) < wv = f(r1) e (u,v) €
r~Y(ry) < uv = f(ry). Como f é crescente, f(r;) > f(ry). Dai, se por um momento
definirmos o poder de uma hipérbole {(u,v) : uv = k} como o nimero real k, entdo a
discussao anterior nos mostra que a hipérbole r~*(r1) ¢ “mais poderosa” que a hipérbole

r~1(ry) se r1 > 1y (veja figura |2)).

Os quadrantes abertos de @) serao numerados como I, II, IIT e IV (veja ﬁgura e serao

doravante denotados por Q, para N =I, II, IIT ou IV. E de se notar uma semelhanca
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Figura 2 — Ilustracao do plano de Kruskal com algumas curvas de nivel de r.

entre as curvas de nivel de r nos quadrantes (J; e QQrr; e também nos quadrantes Q7 e
Q v, respectivamente. De fato, assim que tornarmos () uma variedade semi-Riemanniana,
veremos que os quadrantes QQ; e (Qrry sao isométricos entre si e a P; enquanto que oS

quadrantes Q7 e Qpy sdo isométricos (entre si) e a Pyj.

Em @), defina a fungao suave F': ) — R, pondo

8M2 r(u,v
F(u,v) == —— -e'~ S

Note que F' depende apenas da funcao r, de forma que podemos pensar também em
F = F(r) definida no intervalo (0, co).

Definicao 3.16. (O plano de Kruskal)

O plano de Kruskal (de massa M) é a regiao Q do plano wv munida da métrica
Lorentziana
g = F(du® dv+ dv ® du).

Claramente, g é (0,2)-tensor simétrico. Para ver que é nao-degenerado e tem indice
1, note que, em cada ponto, %(&L +0,) e \/%—F(&L — 0,) formam uma base para o espaco

tangente, em relacao a qual a matriz de g é

)

A Lei de Inércia de Sylvester (vide Lima (1995)) nos garante entao que, em cada ponto,

g €é nao-degenerado e Lorentziano e, portanto, ¢ métrica de indice 1.
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Defina a fungdo T : @Q; — Q7 pondo T'(u,v) = (—u,—v). Note que T é di-
feomorfismo ¢ 77! = T. Além disso, como F o T'(u,v) = F(u,v) (isto é, T pre-
serva a fun¢ao F'), afirmamos que T*g = g. De fato, segue da definicao de g que
T*g = T*(F) - [T"(du) ® T*(dv) + T*(dv) ® T*(du)]. Como T*(F) = FoT = F,
T*(du) = d(T*u) = d(uoT) = —du e T*(dv) = —dv, segue T*g = g. Logo, T é iso-
metria entre Q7 e Q7. Analogamente, podemos definir 7' para agir em ()77 e ganhamos

uma isometria entre QQ;; e QQr, como ja sugeria a figura

Lema 3.17. Sejam (M?,g) superficie Lorenlziana e u e v um sistema de coordenadas
luminoso (ou seja, Oy, e 0, sao luminosos). Defina F = g(0y,0,). Entao, se F, e F,

denotam as derivadas parciais de F', temos:

F,

1. 0,) Vauau = Fau
F,

b) Vavav — F&,

C) Vauav:v(')vauzo
1 (F,\  1(F
& see=-g (fl—‘F (F)u

3. Se f € C®(M), entio V[ = %(ﬂﬁu + fu0y) e Af =

4. As equacoes geodésicas sao:

S

"

F
u F~(u’)220
E

<

+
U” + F (U/)Z =0

Demonstracao. Para o item 1, basta utilizar a expressao coordenada para os simbolos

de Christoffel (vide lema [L.15)), usando que g11 = 0 = g2 € g12 = go1 = F e, portanto,
gt =0=g* e g'? = g = 4. Para o item 2, usamos as formulas

<R(au; av)avv aU> Sec — <R(0v, Gu)am av>
<81uau><avaav> - <8Uaav>2 ¢ s <8uaau><avaav> - <8Uaav>2‘

Sec =

Para calcular o tensor R, usamos o item 1. A férmula para V f do item 3 decorre imedi-

atamente da equacao na definicao [1.12| Para a segunda férmula, temos:

2
2
Af =trHessy = Z Hessp (O, 0) =2 - g Hess(0,,0,) = F(Vaqu, Oy).

k=1

Utilizando agora a formula para V f, ficamos com

A =2 (Va (£o.+2:0).0,)
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2 Jo Jo Ju fu
= F<(F)u8u+ Fv%au—F <F>u8v+ FVauav,av>

Usando o item 1, segue

fv fv Fu - fqu_vau Fufv . 2fuv
(8) 7o o[22

Af=2

FI\F F? F? F

Finalmente, o item 4 decorre imediatamente das equagoes geodésicas usuais (equagao

1.31)) e do item 1. O

Como consequéncia do lema [3.17, podemos calcular a curvatura seccional do plano de
Kruskal:

Proposicao 3.18. A curvatura seccional de ) é

2M
r(u, v)*

Sec(u,v) =

Demonstracao. Note que a F' do lema anterior coincide com nossa funcao F definida em

Q@ e as coordenadas u e v de () sao luminosas. Pelo lema , temos Sec = —% (%)U

Da definigao de F, escrevendo r = r(u,v) temos as equagoes:

Como r(u,v) = f~1(uv), segue que
v u

1 oy ‘ r;:f’(r) ”
=7 (i) = 7 (0O )

Substituindo as expressoes para 7,7, € ry, na derivada de F,/F, temos

(7).~ 7 [ (0053) G +5) + 7]

Mas como f”(r) = 5+ (14 55 ) ez !, substituindo as expressdes para f(r), f'(r) e f(r)

Ty =

na equacao anterior nos da:

F, 16M3
F = — ,’,,4 -e 2M |

Finalmente, usando a formula para a curvatura seccional do lema [3.17] e a expressao da

funcao F', ficamos com

2M
Sec = —,
,

como queriamos. ]
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Observe que, formalmente, a expressao para a curvatura seccional de () é a mesma
que para Py ; (lema|3.4). Nosso objetivo agora é provar que Q; (respectivamente Qy) é

isométrico a Py (respectivamente Pyr). Para tanto, assim como temos em ) o analogo do

raio de Schwarzschild, vamos definir o andlogo da projecao t de Py U Pr;. Para (u,v) ¢

r~(2M) (isto ¢, (u,v) em algum quadrante aberto), ponha t(u,v) := 2M - In |2

, que

claramente torna ¢ suave. Assim como para a funcao r, é interessante observarmos as

curvas de nivel de ¢ (figura [3)).

-
______

L4
.
1]
1]
L

-
-
Yl
"

Figura 3 — Curvas de nivel da funcao ¢

Lema 3.19. Considere a fungao h : (0,00) — R dada por h(r) =1 — % Entao, em Q

temos:
1. a) F(r)f(r) = 8M?h(r);
b) F(r)f'(r) =4M;
¢) Jf,((:)) = 2Mh(r);
2. a)dt=2M <ci_v — d—;),

d d
b) dr =2Mh (—u—ir —U>, para uwv # 0;
u v

3. Vr = ﬁ (uau + Uav): V(u,v) €Q;

4. a) Vu=

b) Vv =

1 .
faw

10,
Demonstracao. Para o item 1, basta lembrar que

f(r) = (r —2M)

. eﬁil
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r

J0) =g e
M? r

F(r) = 20 s,
r

Para o item 2, lembre que dt = %du + %dv. Da defini¢ao da funcao t, segue
ot 2M ot 2M
- = e - =
ou u ov v’

de onde segue a férmula para dt. Para o dr, lembre que

or v or U

du” ) " dv FO)
Pelo item 1, & = 2Mh. Como f(r) = uwv # 0, segue - = 221 o

» f7 fl(r) uv
or 2Mh or 2Mh
—_— = e _— =
ou U ov v

de onde segue a formula para dr. Para o item 3, pela definicao temos

or or 1
— 412 - P = —
Vr = g <auav + 8’Uau) Ff/ ('anj + u@u) s

donde segue o resultado usando a formula F f’ = 4M do item 1. Finalmente, o item 4
segue imediatamente da definicao e da definicao de g. O

O item 4 em particular nos diz que as projecoes u e v sao submersoes, de forma que
os subconjuntos de ) com u constante (retas verticais) ou v constante (retas horizontais)
sao subvariedades de @ de dimensao 1. No entanto, como (Vu, Vu) = 0 = (Vuv, Vv), tais

subvariedades sdo luminosas (proposigao [1.62)).
O item 3 do lema nos mostra também que 7|g_fo,0) € submerséoﬂ Como
(Vr,Vr) = L, temo (veja figura [2):

82
e Se ¢ > 2M, entdo r~!(c) é subvariedade de @ (de dimensdo 1) e Lorentzianaf}
e Se 0 < ¢ < 2M, entao r~!(c) é subvariedade de Q (de dimensao 1) e espacial;

e Se ¢ = 2M, entao r'(c) — {(0,0)} = {(w,v) € Q : wv = 0 mas (u,v) # (0,0)} &

subvariedade de @ (de dimensdo 1) e luminosa.
Teorema 3.20. Considere a funcdao v : Qr U Qr — Py U Py dada por
U(u,v) = (t(u, v),r(u,v)).

Entao, 1 € isometria com ¥(Q;) = P;, para i =I ou II, e 1) preserva as funcoes t e r, ou

seja, se t e * denotam o tempo e o raio de Schwarzschild, entdot =to er =7 o).

6 Pois Vr # 0 em Q — {(0,0)} e, portanto, nessa regiao dr # 0 (ou seja, dr é sobrejetora).

Veja proposicao
Pois (u,v) € r~1(c) = uv = f(c) > 0 = Vr & espacial e, portanto, 7~ 1(c) tem mesmo indice de Q,
ou seja, indice 1.
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Demonstracao. Primeiramente, notemos que a funcao 1 estd bem definida. De fato, a
funcao r é positiva em @ e, para (u,v) € QrUQ s, uv # 0 logo r(u,v) # 2M. Além disso,

ela é claramente suave pois as funcoes t e r o sao. Agora, temos

to(u,v) = t(t(u,v),r(u,v)) = t(u,v),

de onde segue t = to1) e analogamente r = 7otp. Para mostrarmos que ¢ é difeomorfismo,

considere as funcoes suaves &; : P — R? e &7 : Prp — R? dadas por

As fungoes &7 e &7 estao bem definidas. Além disso, claramente I'm & C @7 e, para
(t,7) € Py, ou seja, 0 < 7 < 2M, temos

o que mostra I'm &7 C Q77 Se, por um momento, denotarmos por v; a restricao de ¢ a
Q;, vamos mostrar que Im 1; C P; e ¢; = & . Com efeito, se (u,v) € Q; entdo r(u,v) >
2M = Yr(u,v) € Py e se (u,v) € Qrr entao 0 < r(u,v) < 2M = ¢;(u,v) € Pry. Dali,

&0 r(uv) =& (2M - 1n (2) £ ()
2MIn(v/u)

_ 2Min(v/u)

— (,/uv.e 4M ,ﬂ/UfU'e 4M )
1/2 1/2

— (V- e Sy o0

()

Por outro lado, se (£,7) € Py, temos

Ui o &(E,7) = v (VI - €77, @) - e ) = (2M - In €37, f(F(7) ) = (£.7).

Isso prova ¥; ' = & e, analogamente, temos ¥} = &;;. Em particular, 1;(Q;) = P;. Isso

prova que ¢ é um difeomorfismd’] Nos resta agora provar que ¢ preserva métricas.

Para tanto, denote por g = —h-di @ di + %df’ ® dr a meétrica de P; e P;;, onde
h(t, ) := h(7) = 1 — 2M  Observe que 1*(dt) = dy*(t) = d(f o 1) = dt e analogamente
Yrdi = dr. Além disso, (¥*h)(u,v) = ho ¢ (u,v) = h(t(u,v),(u,v)) = h(r(u,v)). Segue
entao

1
Y (g) = —h(r) - dt @ dt + Wdr ® dr.

De fato, podemos definir a funcio suave £ em P;UP;; pondo & em Py e £;7 em Py e teremos ¢! = &.

9
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Usando as formulad'”| para dt e dr do lema ficamos com

. du®du do®dv du®dv dv®du
¢ (g) = —4M2h<7') ( u2 + 02 - uv - uv ) +

du®@du dv®dv du® dv dv®du)
+ + +

u? 2

+ 4M?h(r) (

M?h
— 8—m(du ® dv + dv ® du).

uv

v uv uv

Dai, pelo item 1l.a) do lema [3.19] temos F(r) = 8”}{?:})(” = SMZL(T) e segue V*(g) =

F(r)(du ® dv + dv ® du) = g, o que mostra v isometria e encerra a prova. O]

A funcao ¢ do teorema poderia muito bem ter sido definida com a mesma expres-
sao formal para Q;;;UQy em vez de Q;UQ ;. Uma demonstracao analoga a apresentada
acima mostra entao que Qrrr é também isométrico a P; e Qpy a Py, ou seja, o plano
de Kruskal possui duas (!) copias isométricas de P; e de Pr;. Vamos denotar por ¢ a
restricdo de 1 para Qu, para N = I, 1L, I1I ou IV[1]]

Em particular, segue também do teorema que, como Yy : Q; — Py é difeomor-
fismo, 1; ¢ uma carta em ();. Explicitamente, isso mostra que as funcgoes ¢ e r formam
uma carta em (; (e também nos demais quadrantes abertos), embora nio seja uma carta
global (pois t nao esta globalmente definida). Eventualmente, sera interessante trabalhar-
mos com as coordenadas t e r em vez de u e v. Note também que, em cada (), ficam

bem definidos os campos coordenados 0; e O,.

Proposicao 3.21. Defina em @ o campo X pondo

X 00y — udy) .

:m(

Entao, X coincide com 0; em cada quadrante aberto e os campos de Killing em () sao da

forma c- X, com c € R.

Demonstracao. Fixe um quadrante aberto Q. Como t e r formam um sistema de coor-
denadas em Q, escreva X = X9, + X209, (em Qu). Temos X' = dt(X) e X? = dr(X).
Dai, usando as formulas para dt e dr do lema e a definicao de X, segue X! =1 e
X? =0, o que prova X|g,, = 0;. Como N ¢ arbitréario, segue que X coincide com 9, em
cada quadrante aberto.

Para ver que X é de Killing, basta mostrar que X satisfaz as equagoes de Killing (veja

equacao [1.65)), onde as coordenadas usadas na equacao sao w e v. Finalmente, vamos

provar a unicidade: assuma que Y € X(Q) ¢é de Killing. Entdo, Y|, ¢ de Killing e, pelo

10 Vale a formula para dr pois estamos trabalhando em Q7 U Qrr onde uv # 0.
11 Cada v é dada por ¥n = (t,7) mas calculada apenas em Q. Isso é uma isometria com Pr (caso
N =T ou III) ou com Py (caso N = II ou IV).
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lema (¢¥1)«(Y]g,) € de Killing em P;. Pela proposigao segue que (Yr).(Yg,) =
c-0; =Yg, = ¢ (¥;1).(9;). Afirmamos que (¥;1).(9;) = X|q,-

De fato, ¢ equivalente mostrarmos (¢1).(X|g,) = 0;. Para tanto, segue da férmula

coordenada do “pushforward” (vide Lee| (2002)) pagina 70) que
oY)

<<¢1> ( ))TPI (u,v) — Ou (uv U) ) a£|¢'1(u7v) + a; (U’v U) : af|1/;1(u,'u)
ot
- %(uﬂ])a |¢I u,v) + P (U’ U)a |1Z1I(UU
2M v
= _a‘wluv +f/( )a’¢IUU
Analogamente,
ot or
(Ot = a0 ) M) + 1,000

2M

u
=—20; u,v —8f u,v) -+
’U t|¢1( ) + f’(?”) |1ZJI( V)

Dai, da definicao de X segue
1

((¢I)*(X|QI>>T/)I(u,v) = 4M [ ((7701) ( ))dﬁuv — ((¢I> ( ))Tliluv)]
4]1\4 [QM il () + f,( )8 el () + 2M Ol ) —
f’( )a |¢1(uv)]
= 8f|¢1(u,v)a

o que prova (¢;).(X|q,) = 9;, donde segue (¢;1).(0;) = X|o, e Yo, = ¢ X|g,- Como o
campo ¢+ X é de Killing em @ (ja que X o é) e () é conexo, segue do corolario que

Y =c- X, o que encerra a prova. O

O campo X definido acima é, pois, uma extensdao do campo 0; para além dos quadran-
tes abertos. Note que nada de especial de Q; foi utilizado na demonstracao da proposicao
de forma que ficou também provado que (¢Yn)«(X|g, ) = 0; para qualquer N'. Em
particular, X é temporal em @Q; e Q777 e espacial em Qy e Qn/ﬂ o que pode ser visto

também diretamente da expressao que define X.

3.3 O espaco-tempo de Kruskal

Definigao 3.22. O espago-tempo de Kruskal (de massa M)H ¢ a variedade quadridimen-
sional e Lorentziana K = Q X, S?, onde Q possui a métrica definida em S? possui

a méltrica wy er: Q — Rog € a funcio dada por r(u,v) = [~ (uw).

12 Pois 0; é temporal em Py e espacial em Py.
13 Também chamado eventualmente de espaco-tempo de Schwarzschild-Kruskal.
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Como no capitulo 2, vamos denotar por 7 : K — Q e 0 : K — S? as projecoes

canonicas. Para N =L, II, III ou IV, definimos os abertos Ky := 7 1(Qx) €

ja%s
H:=FK-|J Ky
N=I
¢ o horizonte de eventos. Note que, para (u,v) € Q e ¢ € S?, (u,v,q) € H < uv = 0,
ou seja, r(u,v) = 2M. A esfera central ¢ o conjunto 7~1(0,0) = {(0,0)} x S? (a esfera
que esta “colada” em cima de (0,0)), que é subvariedade bidimensional de K. Note que o

conjunto H — 771(0,0) se escreve como unido disjunta de 4 abertos (em H — 7~1(0,0)),
cada qual difeomorfo o] R.o x S2.

Como os quadrantes Q) sao isométricos a Py ou Pry, é razodvel esperar que 0s novos
quadrantes K sejam isométricos a Pr x,.S? ou Pr; x,.S?. Além disso, é também esperado

que as aplicacoes T} : K — Kyrrely : K — Ky dadas por
Ti(u,v,q) := (—u, —v,q), parai € {1,2}
sejam isometrias.

Proposicao 3.23. Os quadrantes K; e K;; sao isométricos a Pr x, S* e Py %, S? res-

pectivamente. Além disso, as funcgoes T1 e Ty definidas acima sao isometrias.

Demonstracao. Vamos mostrar o caso K; e P; X, S? pois o caso K;; e Pip x, S? é intei-
ramente analogo. Seja ¢y : Q — Py a isometria definida na demonstracao do teorema
[3.20l Vamos mostrar que a funcio ¢; x 1 : K; — P;x,S? é isometria, onde 1 : S — S?
¢ a identidade. Ela e sua inversa ¢;* x 1 sdo claramente suaves, de forma que ¢; x 1 &
difeomorfismo. Denote por §, ,6,t,7 a métrica, a projecdo em P, a projecio em S?, o

2

tempo e o raio de Schwarzschild, respectivamente. De § = 7*gp, + (7 o 7)* - 6wy segue

que

(Wr x 1)*g = (r x 1)*"gp, + (Fo@)* 0 (Yr x 1) - (b1 x 1)"67wy
= (o (¥r x 1)) gp + (Fodo (b x 1))*- (5 0 (dr x 1)) ws
= (Yrom)*gp, + (rom)? - o*wy

2

=m"Yrgp, + (rom)” - o' wy

=mgo, + (rom)?®- ows,

que é a métrica em K; = Q7 %X, S?, o que prova ¢; x 1 isometria. A conta para mostrar que
T, é isometria é inteiramente analoga, usando que as respectivas funcoes 17 : Qr — Qrrr
J

e Ty: Qi — Qv dadas por Ti(u,v) = (—u, —v) sdo isometrias e T; = T, x 1. O

14 Os 4 abertos sdo da forma 77 1(Rso x {0}) = Ry x {0} x S? e suas variagoes ({0} x Rsg,R-g X
{0},{0} x Rg), todos eles claramente difeomorfos a R~q x SZ.
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A proposicao conclui nosso objetivo de “colar” P; x, S? e Pr; x, S%, pois K
¢ conexo e possui duas copias isométricas de P; x, S? e Py x, S?.. Faz sentido agora
transitar entre esses dois espacos, o que em particular justifica a frase “entrar no buraco

negro” ou “wlirapassar o horizonte de eventos”.

Proposicao 3.24. K possui Ric identicamente nulo, ou seja, K € “Ricci-plano”.

Demonstragao. Segue do lema da proposicao [3.23] e do teorema que o tensor de
Ricci de K se anula em cada Kj,s. Por Continuidade[T_gl, segue que Ric também se anula

em H e portanto se anula em todo K. O

Isso prova que o espacgo-tempo de Kruskal satisfaz a equacao de Einstein para

T = 0 (vacuo) e A = 0 assim como os espagos-tempos interior e exterior de Schwarzschild.

Vamos denotar por 0y, 0y, 0, € 0; 0s levantamentos (veja definigao[2.11)) dos respectivos
campos de () paraFE] K e o contexto deixara claro o ambiente em que estamos trabalhando.

O mesmo seré feito para as fungoes u, v, r e t, que podem significar tanto fungoes suaves
em @ quanto em"| K.

Nosso proximo passo, assim como fizemos com Py X, S?, ¢ investigar os campos de

Killing em K. Inicialmente, mostraremos que X éde Killing em K:

Proposi¢io 3.25. O campo X = 7 (00, — ud,) € X(K) € de Killing e coincide com 0y
em K — H.

Demonstracao. Pela proposicao o campo X € X(Q) é de Killing em Q. Dai, pela
proposicao M, para que X seja de Killing, basta que Xr = 0, o que pode ser checado

pelo leitor lembrando que

O fato de X coincidir com 9, em K — H segue imediatamente da proposicéo m pois X

coincide com 0, nos quadrantes abertos de Q. ]

Teorema 3.26. Os campos de Killing em K sao da forma c~)N(—HN/, ondec € R,V € X(S§?)
¢ de Killing e X € X(Q) € o campo definido na proposigdo [3.21]

Demonstracao. Pela proposicao segue que X éde Killing em K. Se V é de Killing
em S?, pela proposicao segue que V éde Killing em K. Como os campos de Killing

formam um espago vetorial, segue que os campos c - X 4V sdo de Killing em K.

15 Todo ponto de H ¢é o limite de uma sequéncia de pontos em K — H. Por exemplo, se (u,v,q) € H e
u > 0, tome a sequéncia (u, %, @)nen C K1 ja que v = 0.

16 Com excecdo de 9, que s6 estd definido em K — H.

17 Com excecdo da funcio ¢ que estd definida apenas em K — H.
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Reciprocamente, suponha que Y € X(K) seja de Killing. Dai, Y|k, é de Killing
= (Y1 x 1).(Y|x,) € de Killing em P; x, S* (¢; é a funcdo definida na demonstragio
do teorema [3.20), pela proposicao e pelo lema [1.68] Pelo teorema segue que
existem ¢ € R e V € Kill(S?) tais que (¢; x 1),(Y|g,) = ¢ 8; + V. Dai, segue Y|, =
c- (Y7t x 1),(0) + (Y7t x 1).(V). Mas, pelo lemasegue qu

P
e~ ~

(V7' X 1).(0;) = (U7 1)u0; = X, = X|k,

(V7" X 1).(V)

1LV =V,

de onde segue que Y|, = c-)?|KI—H7|KI = (c-)?+‘7)|KI. Como os campos ¢- X +V € X(K)
eY € X(K) sao de Killing e K & conexo, pelo corolario segue que Y = c- X +Vem

K, o que encerra a prova. O

3.4 Geodésicas em Kruskal

Vamos iniciar agora o estudo das curvas (causais) de K que se justifica sobretudo pelo
significado fisico que carregam: as curvas temporais representam trajetérias no espaco-
tempo de particulas com massa nao-nula, enquanto que geodésicas luminosas, como ja
sugere seu nome, representam trajetorias de particulas sem massa, como a luz. As curvas
espaciais e as curvas luminosas que nao sao geodésicas nao possuem interpretacao fisica

natural, de forma que nao trataremos delas neste trabalho.

Nas subsecoes|3.4.1] |3.4.3|e[3.4.4] vamos analisar especificamente o comportamento das

geodésicas causais em K, que representam trajetorias de particulas (com ou sem massa,
dependendo de seu carater causal) “em queda-livre” no campo gravitacional gerado por
nossa estrela de massa M, ou seja, particulas sob efeito tinico do campo gravitacional.
Como geodésicas possuem aceleracao zero, elas sao as trajetorias “mais retas” possiveis
dada a geometria ambiente, e portanto, na Relatividade Geral ndo pensamos na gravidade
como uma “for¢ca”’. Ao contrario, a queda-livre é o “movimento espontaneo” ou “natural”,
diferentemente do que ocorre na gravitacao Newtoniana, onde a gravidade é uma forca

que desvia objetos das retas que eles de outro modo seguiriam.

Como exemplo, podemos citar um satélite artificial no campo gravitacional gerado pela
Terra. Como o satélite é dotado de massa, sua trajetoria espaco-temporal é representada
geometricamente por uma curva temporal. Enquanto os motores de propulsao estao
ligados, exercem forca/aceleracao sobre o satélite. Se os motores sao desligados, o satélite
deixa de ter aceleragao e passa entao a ser modelado geometricamente por uma geodésica

temporal, que descreve seu movimento posterior.

18 Lembre que (17).X = 9;, como ficou provado na demonstragao da proposicio
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3.4.1 A equacdo da energia

Nesta subse¢ao, vamos deduzir a equagdo da energia para geodésicas (temporais e lu-
minosas) no espaco-tempo de Kruskal. Podemos interpretar tal equagdo, para efeitos
de sua discussao qualitativa, como um tipo de conservagao da energia total, composta
pela “energia cinética”, relacionada ao movimento radial da particula e sua velocidade, e
pela “energia potencial”, relacionada a posi¢ao radial da particula no campo gravitacional

gerado pela estrela de massa M [

Seja v : I — K uma geodésica causal em K = Q x, S?. Inspirados na notacao
da proposicao m, escreva 7 = (a, 3), onde a e (3 sdo as projecoes de v sobre Q e S?,
respectivamente, ou seja, « = T o~y e =0 o~. Escreva o numero € := (7,4 <0 (pois

7 é causal). Da definicdo de métrica em um produto torcido (definicao [2.5]), segue que
e={(d, &)+ (roa)’- (3,5), (3.27)

onde a notacao & representa a derivada da curva o em () e analogamente para . Omiti-

remos a mengao as métricas de Q e S? ao escrevermos simplesmente (&, &) e <B, B>

Da observacao segue que (roa)t- (B, 3) é constante. Como S? é Riemanniana,

tal constante é nao-negativa, de forma que podemos escrevé-la como L2, para L > 0 e

temos
(roa)*-(8,5) = L*. (3.28)
Juntando as equacgoes e ficamos com
.o L?
g = <Oé, Oé> + W (329)

Finalmente, nossa tltima quantidade conservada é dada pela proposicao [1.69; como o
campo X & de Killing em K (proposi¢ao , temos que F := —()? 07,7} é constante.

Como X = 7 (v9, — ud,) e escrevendo a(s) = (u(s),v(s)), temos
7 ()0 = w)0 e (6(5). 5(9)))

_ _ﬁ (0(8)Dulas) — 1(5)Dula(s), 6(5))

F =

_ _ﬁ (0(8)Dyla(s) = 1(5)Dula(s) 1(5)ulags) + (8)Dula(s))
_ Fla(s)) ,. :
= ——p (W()0(s) = uls)d(s)).

Abreviando as fungoes u(s),v(s) e r o a(s) para u,v e r(s), temos

16M2E® = F(a(s))? (4P0* + u?0® — 2w - w0) = F(a(s))?[(ww + ud)® — duv - 40]. (3.30)

19 Entretanto, essa interpretacdo ¢ adotada por analogia com a teoria Newtoniana, e ndo deve ser tomada
de modo literal.
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Note que, como f(r(s)) = f(roa(s)) = f(r(u(s), v(s))) = u(s)v(s), temos
' (r(s)r(s) = wv + uv.
Além disso, como G(s) = 10y|a(s) + 10y |a(s), temos
{a(s), a(s)) = 2a0F (a(s))
donde

Quv - w0 = 2f(r(s)) - %.

Substituindo as equacoes para uv + uv e 4uv - 40 na equacao [3.30, segue que

16027 = Fla(o)? (1 ()PP - 27 e )
Utilizando o lema [3.19] segue que

16M?E? = 16 M*7(s)* — 16M?h(r(s)){&(s), i(s)).

Finalmente, isolando (&(s), &(s)) na equagao e substituindo na equagao acima, temos

E? = i(5)2 + h(r(s)) (r(Ls)z - 5) , (3.31)

ou, de forma mais explicita,

E*=(roa)(s)*+h(roa(s)) (ﬁ - 5) . (3.32)

Esta é a chamada equacao da energia, pois expressa uma quantidade conservada em que
as parcelas dependem, claramente, da velocidade radial (ro«)’ e da propria posigao radial

r o . Usaremos a equacao da energia para o estudo qualitativo das geodésicas que seréd

feito nas subsecoes e

3.4.2 Orientacdo temporal em K e o buraco negro de Schwarzschild-Kruskal

Tendo em maos a descricao geral desenvolvida na secao vamos agora definir uma
orientacao temporal em K, e com isso definir os buracos negro e branco no modelo de
Kruskal. Vamos estudar também o comportamento das curvas causais futuro-dirigidas

que entram nos buracos negro e branco.

Primeiramente, note que K é temporalmente orientavel, pois o campo 0, — 9, € X(K)
é temporal (veja proposicao . Além disso, como K é conexo, K possui precisamente
duas orientacoes temporais (veja lema[1.80). Vamos escolher em K a (iinica) orientagdao
temporal que torna o campo 0, — 0, € X(K) futuro-dirigido.

Lema 3.33. No espaco-tempo de Kruskal K, temos:
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1. 0s campos luminosos —0,, e 0, sao futuro-dirigidos em K;
2. em Kj, o campo 0; € temporal e futuro-dirigido;

3. em Ky, o campo Vr ¢é temporal e futuro-dirigido.

Demonstracao. Ao longo de toda a demonstracao, vamos usar a proposicao Para o

item 1, basta notar que

<_au7 av - au> =-F
<avvav - au> = _Fa

o que mostra —0d, e 0, futuro-dirigidos ja que F' é sempre positiva e 0, — d, é futuro-
dirigido pela definicao da orientacao temporal em K. Para o item 2, lembre que em K — H
temos 0, = X = - (v8, — ud,) (veja proposicao [3.25). Dai, temos

1

= m(vﬁv — Uy, Oy — Oy) = —i(u+v).

a ) av - au
(9 ) 4AM
Como em K as fungbes u e v sao positivas, temos entao (9;, 9, —0,) < 0, ou seja, 9, futuro
dirigido em K. Finalmente, para o item 3, o lema nos da que Vr = 7 (ud, + vd,) €

X(K) (esse Vr & o levantamento horizontal do Vr do lema [3.19] Veja lema [2.17)). Dai,

(Vr,Vr) =

Ve cuv < 0 em  Kyp,

ou seja, Vr é temporal em K. Além disso,

(V5,8 —0.) = 71! )=

Como em K temos u < 0e v > 0, segue u —v < 0 = (Vr,0, — 9,) <0, ou seja, Vr é

Uy + 10y, Oy — Oy u—v).

futuro-dirigido em K7, 0 que encerra a prova. O

Podemos definir uma orientacao temporal nas variedades P;x,S? e P x,S? da seguinte
forma: como 9; € X(Prx,S?) é temporal, tome a orientagao temporal em P; x,.S? para que
ele seja futuro-dirigido; como Vr € X(K) é temporal em Ky, (¢ x 1),(Vr) é temporal

em P;; x, S? e, portanto, define uma orientacao temporal que o torna futuro-dirigido.

Com essa definicao, fica evidente que as isometrias ¢; x 1 e ¥;; x 1 preservam co-
nes causais, no seguinte sentido: um vetor v causal e tangente a K (respectivamente
Kir) é futuro-dirigido se, e somente sd®’ d(y; x 1)(v) € T(P; x, S?) (respectivamente
d(rr x 1)(v) € T(Pr; x, S?)) é futuro-dirigido. Dessa forma, K; é uma copia isométrica
“perfeita” do espaco-tempo exterior de Schwarzschild, e K;; do interior. Assim, por ra-
zoes que em breve ficarao claras, nos referiremos doravante a K;; como o buraco negro

(de Schwarzschild-Kruskal).

20 Com efeito, para K x S? lembre que (7 x 1).(8;) = 8;. Como 9; e 9; sdo temporais futuro-dirigidos
em K e P; x, S? respectivamente, a equivaléncia afirmada segue de (d(¢; x 1)(v), ;) = (v, ;).
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E interessante observarmos o que acontece com as variedades K;;; e Ky, nesse mo-
mento. Elas também sao isométricas a P; X, S? e Pi; %, S?, respectivamente. Contudo,
nao possuem a mesma orientacdo temporal induzida que P; x, S? e Pr; %, S%, no sentido
de que as fungoes ¥y X 1 e ¥y X 1 que geram as respectivas isometrias nao preservam[zr]
0s cones causais como fazem as isometrias ¢y x 1 e ¢;; x 1. Este fato terd consequéncias
curiosas ao longo desta secao: conforme nos aprofundemos no estudo das curvas causais,
veremos que essa regiao se comporta como uma versao “temporalmente dual” do buraco

negro. Em contraste com K7, o espago Ky €, pois, chamado de buraco branco (de
Schwarzschild-Kruskal).

A primeira consequéncia fisica da orientacao temporal escolhida para K é a seguinte: é
impossivel para um objeto com massa ou um raio de luz - e portanto qualquer informacao
causal - “trafegar” de K| para Kj;; ou vice-versa! Essas regides podem ser pensadas como
duas “copias” da regido exterior ao buraco negro/branco, que no entanto funcionam para

todos os efeitos como “mundos paralelos”, que jamais podem se comunicar entre si.

Traduzindo-se em linguagem matematica precisa, isso significa que se o : [ — K
¢ uma curva causal (temporal para particulas com massa, luminosa para raios de luz)
futuro-dirigida e a(sg) € K (respectivamente a(sg) € Kjjs), entdao para todo s > sg

temos «(s) ¢ Ky (respectivamente a(s) ¢ Kj).

De fato, assuma «a(sg) € Kj. Dai, considerando a fungdo voa : I — R temos
(voa)(sg) > 0. Paratodo s € I, (voa)(s) = ((Vu)(a(s)),d(s)) = 5 {(0ula(s), &' (s)) (veja
lema [3.19). Como 9, é passado-dirigido (lema e a ¢ futuro-dirigida, pela proposicao
segue que (Oyla(s), @'(5)) > 0, ou seja, (voa)'(s) > 0,Vs € I. Isso significa que a
funcdo v o a é nao-decrescente e, como v o a(sg) > 0, segue vo a(s) > voa(sy) > 0,Vs >
so = a(s) ¢ Ky para s > so. Analogamente, se a(sg) € Kpjy, temos v o asg) < 0 e
(woa)(s) = ((Vu)(a(s)),d/(s)) = £(0v]a(s), &'(s)) < 0 pois 9, ¢ futuro-dirigido. Dai, a
fungdo u o o é nao-crescente e, portanto, uo a(s) <wuoa(sy) < 0,Vs > sg = a(s) ¢ K;

se s > .

A proxima consequéncia da orientacgao temporal em K também é consideravelmente
profunda, e a apresentaremos no formato de uma proposicao vazada inicialmente em
linguagem informal mas fisicamente significativa, e com a versao matematicamente precisa

dada em seguida:

Proposicao 3.34. Nenhuma particula material ou raio de luz que entre no buraco negro
K1 pode escapar dele. Além disso, toda tal particula ou raio se move necessariamente
para posicoes radiais descrescentes e, se estiver em queda livre, termina na singularidade

r =0 ou antes, num valor finito de seu pardametro afim.

21 De fato, a isometria 177 x 1 é dada por (; x 1) o (T x 1), onde T : Qr;r — @ é dada por
T(u,v) = (—u,—v). Embora ¢; x 1 preserve orientagdo temporal, a aplicagdo T x 1 troca a orientac¢ao
temporal pois (T' x 1).(9, — 8,) = 0y — 0y, que é passado-dirigido.
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Em linguagem matematica, a proposicao pode ser reescrita da seguinte forma:
dada qualquer curva causal o : I — K futuro-dirigida para a qual existe sq € I com
a(sg) € Kyr tem-se a(s) € Ki,¥s > sog. Além disso, a fung¢ao r o a(s) € decrescente
para s > sg, € se a € geodésica mazximal e escrevemos I = (a,b), entdo necessariamente

b < 00, ou seja, « € (futuro) incompleta.

Demonstracao. Para ver que a(s) € Ky se s > s, considere as funges uoa(s) e voa(s).
Como feito acima, segue que u o «a(s) é ndo-crescente e v o a(s) é ndo-decrescente. Logo,

temos para s > so: uoa(s) <uoa(sy) <0ewvoa(s) >voa(sy) > 0, ou seja as) € K.

Vamos mostrar agora que r o a(s) é decrescente para s > so. Note que

(roa)(s) = ((Vr)(a(s)), a'(s)).

Afirmamos que a funcao (r o a)(s) é negativa para s € [sg,00) N I. Com efeito, como
a(s) € Ky, Vr é temporal e futuro-dirigido em Kj; (lema [3.33) e o é causal futuro-
dirigida, segue que ((Vr)(a(s)),a/(s)) < 0, ou seja, (r o «a)'(s) < 0, para s > sg, 0 que

mostra r o «(s) decrescente para s > sg.

Finalmente, se a é geodésica maximal, « satisfaz a equacao da energia

Como (roa)(s) < 2M se s > sp (ja que a(s) € Kir), segue que 1 — % < 0. Logo,
como ¢ < 0 temos [(r o a)'(s)]* > E? = |(r o a)'(s)| > |E| e, como (r o «a)(s) < 0,
segue (r o a)'(s) < —|E|, para todo s > sp. Se, novamente, s > sp, segue entao que
r(a(s)) — r(a(so)) < —|E|(s — s0), ou seja, r(a(s)) < —|E[(s — so) + r(a(so)), o que
mostra r(a(s)) — —oo se s — 00, 0 que contraria r(a(s)) > 0,Vs. Dai, devemos ter

b < 0o, 0 que encerra a prova. O

Observacao 3.35. A proposicao mostra que toda curva causal futuro-inextensivel o
(geodésica ou nao) que entra no buraco negro seque inexoravelmente para raios cada vez
menores, mas Nao prova que esta deva necessariamente convergir para a “singularidade”,
ou seja, o nao precisa a priori satisfazer r o a(s) — 0. No entanto, argumentos mais
elaborados dos que os que seremos capazes de apresentar aqui establecem que isto é de

fato o que ocorre.

Um resultado analogo a proposicao pode ser enunciado para o buraco branco
KIV:

Proposicao 3.36. Toda particula material ou raio de luz no buraco branco deve necessa-
riamente sair dele e nunca mais retornar. Além disso, toda tal particula ou raio, enquanto

estiver no buraco branco, se move necessariamente para posicoes radiais crescentes e, se
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estiver em queda livre, originou-se na singularidade r = 0 ou depois, num valor finito de

seu pardmetro afim.

Matematicamente, temos: Seja o : I — K uma curva causal futuro-dirigida tal que
a(sg) € Ky, para algum sy € I. Logo, eriste um s; € I tal que se s > sy, entdo
a(s) ¢ Kry. Além disso, a fungdo r o a(s) € crescente enquanto o(s) € Ky, e se a €
geodésica mazimal e escrevemos I = (a,b), entdo necessariamente a > —oo, ou seja, o €

(passado) incompleta.

Demonstra¢ao. Vamos provar apenas que a fungdo r o a(s) é crescente enquanto «(s) €
Ky, 0 que nao garante a priori que r(s) eventualmente deixa K. Novamente, como na
observacao [3.35] argumentos mais elaborados sao necessérios para essa prova. A prova
para a incompletude de geodésicas para o passado ¢ “temporalmente dual” a do caso do

buraco negro.

Para vermos que r o a(s) é crescente se «(s) € Ky, basta notarmos novamente que

(roa)(s) = ((Vr)(a(s)), a'(s)).

Como (Vr,Vr) = Louv (veja lema ) e uv < 0 em Kjy, segue que Vr é temporal em

— 8M?2
Kpy. Além disso, do lema segue que
1
Vi =~ (u(=0,) + ()0,

Como u > 0ewv < 0em Ky, pelo lema segue que u(—0,))+(—v)d, é futuro-dirigido
em Ky, ou seja, Vr é passado-dirigido em Kp,. Como « é futuro-dirigida, segue que[?]
((Vr)(a(s)),a’(s)) > 0 para a(s) € Ky, o que mostra (ro «)'(s) > 0 se a(s) € K.

Como mencionado, isso ndo garante, a priori, que eventualmente ro«a(s) > 2M. Mas,
se soubermos de antemao que existe um s; € [ com «(s;) ¢ Kjy, temos entdo que
s > s1 = a(s) ¢ Kjy pois as fungoes uoa e vo« séoﬁ, respectivamente, nao-crescente
e nao-decrescente &7 a(s) ¢ Kry. O

O 1ultimo paragrafo da prova mostra também que nenhuma particula material ou raio
de luz pode “entrar” no buraco branco. A tunica possibilidade de ela eventualmente estar

dentro dele é se ela originar-se nele.

3.4.3 Analise qualitativa das geodésicas temporais em K

Nesta subsecao, analisaremos as geodésicas temporais de K, mas apenas do ponto de

vista qualitativo. O motivo é que a formula explicita de uma geodésica em Kruskal,

22 Esse ntimero nao pode ser 0 pois um vetor causal ndo pode ser ortogonal a um vetor temporal.
23 Segue de « ser futuro-dirigida, como feito anteriormente.
240 que significa uo a(s;) <0 e/ou voa(sy) > 0.
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quando for possivel encontra-la, pouco nos diz sobre o comportamento da curva em si.
Queremos poder decidir, por exemplo, se uma dada geodésica temporal, ao passar perto
do buraco negro, “escapara” dele, se permanecera orbitando-o, se “escapara” até uma certa
altura mas em seguida caira de volta, etc. Nosso estudo qualitativo se propoe a responder
perguntas como essas, cujas respostas nem sempre ficam evidentes a partir da féormula

explicita da geodésica.

Além disso, como em qualquer estudo qualitativo das solugoes para uma dada equacao
diferencial (no nosso caso, a equagao da energia, nao seremos capazes de obter todas
as informagoes sobre as solucoes. Assim sendo, alguns comportamentos a principio mate-
maticamente possiveis das geodésicas a seguir nao poderao receber a devida justificativa,
que passaria por analisarmos outras equagoes diferenciais (como a equacao orbital, veja

O’Neill (1983) pagina 378), o que nao serd abordado aqui.

Note que responder o tipo de pergunta apresentado acima passa por analisar o com-
portamento da funcao r o~y para 7y geodésica temporal, que representa justamente o “raio”
em que a particula v se encontra do centro da estrela de massa M [’ Isso sugere que
utilizemos a equacao da energia (3.31 ou que trata justamente da componente r da

geodésica em questao.

Antes de continuarmos, sera de grande importancia para a anélise que seguira saber
se a geodésica (maximal) com a qual trabalharemos é completa ou nao, ou seja, se os
valores do parametro podem crescer indefinidamente ou sao limitados. Esse é o contetdo

do proximo teorema:

Teorema 3.37. Seja v : (a,b) — K wuma geodésica causal mazimal futuro-[passado-
[dirigida, com 0 € (a,b). Entdo, b < oo [resp. —oo < af se, e somente se, 1o y(s) — 0

quando s — b~ [resp. s — a™]. Portanto, no caso afirmativo v € incompleta.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema, em sua total generalidade como foi enun-
ciado, é demasiadamente trabalhosa para ser exposta aqui devido aos diversos casos em
que deve ser dividida e pode ser encontrada na péagina 396 de (O’Neill (1983), para o
caso temporal. O caso luminoso se da por uma pequena modificacdo na demonstracao do
caso temporal e o caso passado é temporalmente dual ao caso futuro. Faremos um caso

particular que ilustra a ideia geral da prova:

Suponha que v seja geodésica causal maximal e escreva ¢ := (7,4} < 0. Defina a

fungao r(s) :=r o 7(s) e considere a equagio da energia [3.31}

B2 = i(s)% + h(r(s)) (%:)2 - g) .

25 Esse “raio”, no entanto, ¢ aqui apenas uma coordenada, e ndo representa necessariamente uma dis-
tancia no sentido fisico ou geométrico, ao contrario do que ocorre com a coordenada radial no espaco
Euclideano.
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Nosso caso particular sera considerar que ro := r(0) > 2M, 7(s) > 0, Vs > 0,er(s) — o0
quando s — b, ou seja, v “escapa’” do buraco negro. De acordo com o teorema, precisamos

mostrar que b = co. Defina a fungao suave V' : (0,00) — R dada por

de forma que a equagio da energia se reescreve como E? = 7(s)? 4+ V(r(s)), donde segue
que
7(s) =/ E? =V (r(s)).
Considere 0 > 0 tal que 7(s) > 0 e r(s) > 2M em (—0,b). Pelo teorema da funcao inversa,
sejam d > ¢ > 2M reais tais que a func¢do r : (—=d,b) — (¢, d) é difeomorfismo crescente
eseja1: (c,d) — (—0,b) a funcdo inversa de r. Dai, temos
1 1

Ci(s) JEZ=V(r(s))
Comd¥| V(r) > 0 se r > 2M, segue que s € (—8,b) = r(s) > ¢ > 2M = V(r(s)) > 0.
Dai, E? — V(r(s)) < E? de onde segue 7(r(s)) > ﬁ em (—d,b). Dai, para todo s > 0

temos

r(s) r(s)
s = 7(r(s)) — 7(r(0)) = /T'(ﬁ)dﬁ = ﬁdﬁ N %

T0 T0

Finalmente, fazendo s — b, temos r(s) — 0o = s — o0, donde segue b = . O

Em vista do teorema podemos fortalecer a proposicao para geodésicas cau-
sais futuro-dirigidas: toda particula material ou raio de luz em queda livre que eventual-
mente entrar no buraco negro deve necessariamente convergir para a singularidade r =0
em tempo finito. Analogamente, se estiver no buraco branco € porque emanou de r = 0.
Com efeito, seja v : (a,b) — K geodésica causal, maximal e futuro-dirigida que eventu-
almente entra em K, (o caso para o buraco branco é analogo e o omitimos). A proposicao
mostra que b < co. Logo, pelo teorema segue que r(s) — 0 se s — b, 0 que

prova a afirmacao.

Para o restante da subsecao, fixe v : (a,b) — K uma geodésica temporal, maximal
e futuro-dirigida, com 0 € (a,b). Por hora, escreva e = (7/,7') < 0 e considere a funcao

X : (a,b) — R dada por

X () rz/x\/—h’(sm/(s» ds:/x\/—_sds=\/—_a-x.

A curva 4(z) == yox 1z) = vy (ﬁ) ¢ ainda geodésic e Y (z) = \/%7’ (\/%) =
4, 4"Y = —1, ou seja, 4 é unitaria e, como —= > 0, a geodésica 4 é uma reparametrizacio
V—e

%6 Poise <0eh(r)=1-—21>0.
2T Pois reparametrizagoes afins de geodésicas ainda sdo geodésicas (lema [1.34]).
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positiva de v, isto é, “percorre a mesma trajetoria de v e no mesmo sentido”. Como estamos
interessados, por hora, apenas na trajetoria descrita por uma geodésica temporal, nao faz
diferenca se consideramos a geodésica v ou 4 (ou seja, nao faz diferenga a velocidade
com que a geodésica percorre sua trajetoria), de forma que, sem perda de generalidade,

podemos supor que € = (7, 7/) = —1.

A equacao da energia para esse caso fica

E? =7(s)* + h(r(s)) (%; + 1) ,

onde r(s) = r o~v(s). Defina a funcao suave V : (0,00) — R por

L? 2M  L? 2ML*
V(r) := h(r) (ﬁjtl) -1 - 4= _

. (3.38)

T r2 r3

A equacao da energia fica entao
E? =7(5)> + V(r(s)). (3.39)

A funcao V é chamada de func¢do potencial pois depende apenas da posicao r de uma
particula. Segue da equagdo [3.39 que V(r(s)) < E% Vs € (a,b), ou seja, a funcdo r(s)
s6 pode atingir valores de r € (0,00) onde V(r) < E?. TIsso sugere que estudemos o
comportamento da fungdo V' para obtermos informagoes sobre r(s). Assim sendo, note
que

V'(r) = 2 (Mr? — L*r + 3ML?) (3.40)

ra
que possui raiz se, e somente se, L? > 12M?. Nesse caso, os pontos criticos de V sao

L~ LVIZ - 12M? L+ LVIZ — 1207

= oM ¢ n oM

(3.41)

Além disso, o leitor pode verificar que

2L 2L
V"' (ry) = —— VL2 —12M? e V" (re) = — - VL* = 12M?,
1 Ty
ou seja, se L2 > 12M?, r; é méaximo local de V e ry é minimo local de V. Além disso,

reunimos as demais informagoes relevantes sobre V' no seguinte lema:

Lema 3.42. A funcao V satisfaz:

1. a) V(M) =0;
b) lim V(r)

¢) lim V(r) = —oo;

r—0+t

1;

)
(

2. V'(r(s)) = =2 -#(s),Vs € (a,b) exceto possivelmente onde r(s) é localmente cons-

tante e igual a r* onde V(r*) = E%.
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Demonstragao. O item 1 segue diretamente da definigdo de V (equagao [3.38)). Para o
item 2, derivando ambos os lados da equagao segue que

7(s)[2-7(s) + V' (r(s))] = 0,Vs € (a,b).
O resultado é imediato onde 7(s) # 0. Fixe um sy € (a,b) com 7(sg) = 0. Temos entao
dois casos:

Caso a): existe um 0 > 0 tal que 7(s) = 0 se s € (so — J,50 + d). Isso implica que

7|(s0—8,50+6) € constante e igual, digamos, a r*. Pela equacao segue que V(r*) = E2

Caso b): existe uma sequéncia (Sg)ren C (a,b) tal que sy — so e 7(sg) # 0,Vk. Nesse
caso, temos V'(r(s;)) = —2-7#(sx), Vk € N. Por continuidade, segue V'(r(sg)) = —2-#(s0),

O que encerra a prova. ]

Para estudarmos as possiveis trajetorias de uma particula v, vamos primeiro nomea-

las:

Definicao 3.43. Dizemos que :

1. vai para dentro (ou € “ingoing”) se 7(s) < 0,Vs € (a,b);

2. vai para fora (ou € “outgoing”) se 7(s) > 0,Vs € (a,b);

3. colide se r(s) — 0 quando s — b;

4. escapa se r(s) — oo quando s — b;

5. € limitada quando existem s1,s9 € (a,b) tais que r(s1) < r(s) < r(s2),Vs € (a,b);

6. € “flyby” quando r(s) decresce até um valor r* > 2M e entdo comega a crescer, com

r(s) — oo se s — b. r* € chamado de ponto de virada.

Faremos o estudo qualitativo das geodésicas temporais em trés casos. O leitor pode
observar que em todos os trés casos a seguir, o grafico do potencial V(r) possui uma
“queda” para r ~ 0 (veja figuras |§] e , em contraste com o grafico do potencial
Newtoniano que “sobe” para valores pequenos de r (veja figura na pagina 455 de |O’Neill
(1983)). Isso se deve ao termo de corre¢ao —2ML presente na equagao e ausente

r3

na expressao do potencial Newtoniano (veja equagdo da energia na pagina 454 de |O’Neill
(1983)).

Caso I: L? < 12M?2.

Nesse caso, o potencial V' nao possui pontos criticos e temos V'(r) > 0,Vr > 0 (veja
equacao [3.40). Em particular, pelo item 1.b) do lema segue que V(r) < 1,,¥r > 0.

Esse caso, por sua vez, vai ser dividido em:
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(a) (b)
@ K
(c) (d)
Figura 4 — Orbitas possiveis: (a) colide. (b) colide/escapa. (c) 6rbita limitada. (d) 6rbita
“ﬂyby”.

Figura 5 — Caso I: L? < 12M?

Caso a): E* > 1: como V(r) < 1,Vr > 0, segue V(r) < E? Vr > 0. Dai, pela equagao
[3.39] como V(r(s)) < E?,Vs, segue que 7(s) # 0,Vs € (a,b). Logo, ou temos 7(s) > 0, Vs,
ou 7(s) < 0,Vs. Além disso, pelo item 2 do lema segue que 7(s) < 0, Vs.

Se 7(s) > 0,Vs € (a,b), segue do teorema que b = o0, ou seja, v é completa.
Vamos mostrar que r(s) — oo se § — 00, ou seja, 7y escapa. Suponha, por absurdo,
que r(s) seja limitada superiormente e seja ¢ := sup{r(s) : s € (a,00)} € R. Dai,
r(s) — ¢ quando s — oo. Como 7 < 0, 7 é decrescente embora seja sempre positivo.
Seja N := inf{r(s) : s € (a,00)} de forma que 7(s) — N quando s — oo. Se

N >0, como 7(s) > N,Vs € (a,00) temos uma contradi¢do com r(s) ser limitado. Logo,

N =0, ou seja, 77(s) — 0. Entdo, pela equacao [3.39 segue que V(c) = lim V(r(s)) =
lim [V (r(s)) + 7(s)?] = E?, o que contraria V(r) < E? Vr. Logo, de fato, r(s) — oo

quando s — 00, ou seja, 7y escapa.
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Se 7(s) < 0,Vs, como 7(s) < 0, Vs, devemos ter b < oo pois, do contrario, r(s) — —oo
se s — oo = b. Dali, pelo teorema segue que r(s) — 0 quando s — b < oo, ou

seja, v colide em r = 0.

Caso b): E? < 1: aqui, existe unico zg € (0,00) com V(zg) = E?. De fato, temos
zo > 2M pois V(2M) = 0 < E2 Como V(r(s)) < E? e V & crescente, devemos ter
r(s) < xg, Vs.

Se 7(0) < 0, entao V(r(0)) < E? e, portanto, ry := 7(0) < zy. Nesse caso, afirmamos
que 7(s) < 0,V¥s > 0. De fato, suponha que ndo e defina s; := inf{s € [0,0) : 7(s) = 0}.
Esse conjunto é nao-vazio por hipdtese de absurdo. Pela continuidade de 7 segue que o
conjunto {s € [0,b) : 7(s) = 0} ¢é fechado e, portanto, s; € {s € [0,b) : 7(s) = 0}, ou
seja, 7(s1) = 0. Pela equagio [3.39 segue que V(r(si)) = E? = r(s;) = 5. Como
ro < xp e 7(0) < 0, existe so € (0,s1) com 7(sg) = 0 (teoremas do valor intermediario
e do valor médio), o que contraria a definicao de s;. Dai, de fato, 7(s) < 0,Vs, donde
segue 7(s) < 0,Vs. Isso mostra que 7 é incompleta (b < oo, pois do contréario terfamos
r(s) — —oo quando s — o0) e, pelo teorema [3.37] segue que r(s) — 0, ou seja,

colide.

Se 7(0) > 0, ro = 7(0) < zo (equagio e vamos mostrar que r(s) genericamente
atinge xg e retorna para cair no buraco negro. Nesse caso, chamamos zy de ponto de virada.
Suponha, por absurdo, que r(s) < wg,Vs. Em particular, como V(r(s)) < E? Vs, pela
equagao segue que 7(s) > 0,Vs (ja que 7(0) > 0). Entao, o teorema nos garante
que b = 0o. Como {r(s) : s € (a,00)} é limitado, se definirmos ¢ := sup{r(s) : s € (a,00)}
temos r(s) — ¢ se s — oco. Como V' > 0, temos 7(s) < 0 (lema [3.42), Vs > 0, ou
seja, 7|(0,00) € decrescente. Como r(s) é limitada superiormente, devemos ter 7(s) — 0
quando s — co. Dai, novamente pela equagéosegue que V(c) = E?, ou seja, ¢ = x.
No entanto, este comportamento assintético da fungao r(s), crescendo e tendendo a xg, é
excepcional, isto é, instavel por pequenas perturbagéeﬂ Isso prova que existe sg € (a, b)
tal que 7(sg) = xo. De fato, escolhemos sy para ser o menor instante em que r(s) = g
(ou, equivalentemente, 7(sg) = 0). Dai, se 0 < s < sg, temos 7(s) > 0 e r(s) < zg, de
forma que vale o item 2 do lema [3.42] donde segue que 7*(sy) < 0. Dai, para s ligeiramente
maior que Sp, temos 7(s) < 0 e tudo se passa como no caso 7(0) < 0 acima, ou seja, 7y

colide.

Se 7(0) = 0, temos 19 := r(0) = zo (equagdo [3.39). Segue que existe um § > 0
tal que se s € (—0,9) entdo 7(s) = 0 (do contrario, pelo item 2 do lema [3.42} teriamos
#(0) < 0 e caimos no caso 7(0) < 0 acima), ou seja, 7|(_s5) = 0. Fisicamente, a particula

orbita o buraco negro com raio constante e igual a xqg > 2M. Essa situacao, embora seja

28 Provar isso requer analisar também o comportamento da componente ¢ da geodésica v (para coorde-
nadas geograficas em S?), em especial a variacio % e a equagao orbital (veja |O’Neill (1983) paginas
378 e 396), o que nao sera feito aqui.
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matematicamente possivel, é fisicamente improvével, dado que qualquer pequena variacao
da energia total E do sistema é capaz de acelerar a particula radialmentd®] ou seja, tornar

7 nao-nulo. Assim, caimos nos casos 77(0) > 0 ou 7(0) < 0 anteriores, o que leva y a colidir.

Comentamos brevemente o “caso limite” L? = 12M 2. Nesse caso, surge um ponto
critico em r = 6M (equagdo [3.40) com V(6M) = £, embora V ainda seja crescente e
menor que 1. Dai, a anélise é parecida com o caso anterior, incluindo uma 6rbita circular
(instavel) em r = 6M caso E? = g. Como esse caso requer um “ajuste fino” dos parametros

do sistema, seu interesse fisico é menor.
Caso II: 12M? < L? < 16M?2.

Nesse caso, temos dois pontos Criticoﬂ ry < 6M < ry dados pelas formulas na equagao
Sabemos pois que r; é maximo local e ro é minimo local. Observe também que
Vo) > 0, V'|rira) < 0 e V'], 00) > 0. Em particular, como V/(2M) > 0 (segue da
equacao , temos 2M < ry ou 2M > ry. Mas ro > 6M, donde segue 2M < ri. Além
disso, temo@ V(r) < 1,¥r > 0. Temos os seguintes casos:

Gréfico de V/(r)

~

Figura 6 — Caso II: 12M? < L? < 16M?

Caso a): E*> <V (ry) erg <ry. Aqui, V' > 0 em (0,71), de forma que tudo se passa

como no caso I.b), ou seja, v colide.

29 Pela equagio [3.39] para s € (—4,8) temos r(s) = xo e 7(s) = 0. Se E? aumenta, a equagio [3.39 forga
7 a ser ndo-nulo, ou seja r( ) sai do repouso.

80 p, — L4LVE?_ 127 I > L > 6Mer <6M <= L[>~ LVI? — 12M? < 12M? += 0 < L2 —12M? <
LvIL? - 12M2 <:> 0< \/L2 —12M?2 < L, o que decorre de 12M? > 0.

31 Pela equacdo , & V(r)=1+=2Mr? - L2r +2ML? = 0, que ndo possui solucdo pois L2 < 16M2.
Dai, como V(2M) =0< 1, segue V(r) < 1,vr > 0.
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Caso b): V(ry) < E?2 < V(r1) €91y > r1. Se V(ry) = E?, necessariamente deve-
mos ter rog = r(s) = 79,Vs devido a equagao e a ro ser minimo local, ou seja, ~y

orbita em um raio constante e igual a ro > 6M. Essa orbita é matematicamente possivel

e fisicamente estavel, pois um pequeno aumento na energia total do sistema E? mantém ~
numa Orbita limitada (como veremos a seguir). Se V(ry) < E?, entdo existe z{ € (r1,72)
com V(z§) = E*. Como V(ry) < 1, lim V(r) =1 e V|,,) € crescente, segue que existe
23 € (r9,00) com V(z2) = E?. Dali, devemos ter zd < r(s) < 23,Vs (equagio [3.39 ja que

V(i) < 0 € V|(r300) > 0), 0u seja, temos uma orbita limitada. E de se notar que a

orbita r(s) = ry ndo é mais possivel pois V(ry) < E% Esse € 0 caso em que a particula

orbita eternamente a estrela de massa M, entre os raios z2 > z{ > 2M.

Caso c): V(r1) < E? < 1. Segue que existe inico xg > ro com V(zo) = E? (ja que
V(ry) <V(r) < E? Im V(r) =1> E?* e V'|(;,00 > 0) e temos r(s) < g, Vs (segue de
V'|(rg00) > 0 € da equ;};?) . Escreva 1o = r(0). Vamos mostrar que vy genericamente
(isto é, exceto em casos excepcionais, e portanto fisicamente irrelevantes) colide com a

singularidade r = 0. Inicialmente, faremos o caso V(r;) < E%

Suponha 7(0) < 0, donde ry < zy. Se b < oo, estamos feitos (teorema [3.37). Suponha,
por absurdo, que b = oo. Vamos mostrar que, independentemente da posicao inicial
ro € (0,0), 7(s) — 0. Para tanto, suponha ry € (r9, o). Vamos provar que r(s) atinge
ro. Com efeito, se ndo fosse o caso, teriamos r(s) > 79, Vs € [0,00). Afirmamos que,
nesse caso, 7(s) < 0,Vs. Se ndo fosse o caso, defina s; := inf{s € (0,00) : 7(s) = 0}.
Esse conjunto é fechado, de forma que 7(s;) = 0, ou seja, V(r(s1)) = E? (equagao
e s; > 0. Como V71(E?) = {x9} (estamos no caso V(r;) < E?), segue r(s;) = .
Como ry < xg e 7(0) < 0, pelos teoremas do valor intermediario e médio segue que existe
sy € (0,81) com 7(s3) = 0, 0 que contraria a defini¢ao de s; e, portanto, 7(s) < 0,Vs > 0.
Dai, pelo lema item 2, como r(s) € (rq,x0),Vs, onde V' > 0, segue #(s) < 0,Vs.
Mas isso contraria r(s) ser limitado inferiormente. Dai, de fato, r(s) atinge ro num menor
instante digamos & > 0. Pela equagdo da energia, temos 7(£;) # 0 e por continuidade

temos 7(&;) < 0, de forma que para s ligeiramente maior que &; temos 7(s) < 1y e 7(s) < 0.

Vamos mostrar agora que r(s) atinge 7. Se nao fosse o caso, teriamos r(s) > ry, Vs >
& e, novamente, 7(s) < 0,Vs > & (argumento analogo ao do paragrafo anterior), de forma
que r; < r(s) < rq,Vs > & e r é decrescente. Como em (ry,72) temos V' < 0, segue do
lema que 7(s) > 0,Vs > &, ou seja, 7|, o) ¢ crescente e sempre negativa. Se for
limitada superiormente por um N < 0, segue que r(s) — —oo quando s — 00, 0 que
contraria nossa suposicao de que r(s) > r,Vs > &. Dai, 7(s) — 0 se s — oo. Como
E? > V(ry), isso mostra r(s) — zo (equagio e o € 0 inico ponto onde V vale E?),

0 que contraria 7|, ) < 0. Isso prova que 7(s) atinge 7. Nesse caso, existe um menor

32 Se 1 < 71, estamos no caso Il.a). 79 = 71 ndo é possivel pois E? < V(r) (equagao |3.39).
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& > & satisfazendo (&) = 11 e (&) < 0 (£ 0 pela equagao 3.39)e < 0 por continuidade).
Nesse caso, para s ligeiramente maior que &, temos r(s) < r; e 7(s) < 0, donde segue
também 7(s) < 0. De fato temo™| #(s) < 0,Vs > &, ou seja, 7(s) < r1,Vs > &. Como
em (0,71) temos V' > 0, segue do lema que 7(s) < 0 para s > & e, portanto, como

b = oo temos r(s) — —o0, 0 que é uma contradigdo. Logo, b < oo e temos r(s) — 0.

Suponha agora que 7(0) > 0. Vamos mostrar que r(s) atinge xo, independentemente
da posicao inicial rq > 2M (de fato, se rqg < 2M, 0 comentério que segue o teorema m
mostra que r(s) — 0 e nao ha nada a fazer). Suponha 2M < ry < r;. Para mostrarmos
que r(s) atinge 7, supomos por contradi¢cdo que r(s) < r,Vs > 0. Dali, teriamoﬂ
7(s) > 0,Vs > 0. Como V'|g,,) > 0, segue #(s) < 0,Vs > 0, ou seja, 7(s) decrescente
embora positiva. Se existir N > 0 tal que 7(s) > N,Vs > 0, segue que r(s) — o0
se s — 00, 0 que contraria r ser limitada superiormente por r;. Segue nao existe tal
N e, como 7 é decrescente, 7(s) — 0 se s — 00. Mas pela equagio da energia
isso mostra que 7(s) — xy, 0 que nos di a contradicdo e mostra que r(s) atinge 7.
Seja 1 > 0 o menor instante em que r(n;) = r;. Como V(ry) < E?, 7(n) # 0 e, por
continuidade, 7(n;) > 0, de forma que para s ligeiramente maior que 7; temos r(s) > r,
e r(s) > 0.

Vamos mostrar agora que r(s) atinge ro. Se ndo fosse o caso, terfamos 7(s) <
T9,¥s > 11, 0 que nos garantiria, em particular, que 7(s) > 0,Vs > n; e, portanto,
r(s) € (r,r2),Vs > n. Como V|, ) < 0, teriamos #(s) > 0,Vs > 1, o que mos-
tra r(s) — o0 se s — 00, 0 que contraria 7(s) < re. Seja pois 7y > M 0 menor
instante em que r(ny) = 7. Segue que 7(1n2) > 0 e, para s ligeiramente maior que 7).,
r(s) > ro e 7(s) > 0. Finalmente, vamos mostrar que r(s) atinge xo. Se nao fosse o
caso, r(s) < xg,Vs > 1y, 0 que em particular mostra que 7 ndo pode zerar e, portanto,
7(s) > 0,Vs > ny. Como V|, 400 > 0, temos #(s) < 0 se s > 1, ou seja, 7|(,,0) €
decrescente. O fato de r(s) ser limitada por zy impede que 7 seja limitada inferiormente
por uma constante posivita e, como é decrescente, segue que 7(s) — 0 se s — oc.
Pela equacao segue que 7(s) — xo. Esse comportamento assintotico é, novamente,
néo—genéricoﬁ]. Sendo assim, nossa contradicao esta provada, donde segue que existe um
menor 73 > 1z com r(n3) = xo (e 7(n3) = 0). Em particular, se s € (12,73) temos 7(s) > 0
e, pelo lema segue 7*(n3) < 0 pois V'(xg) > 0. Dai, para instantes s ligeiramente
maiores que 73, temos 7(s) < zg e 7(s) < 0, o que mostra que 7 colide da mesma maneira

que o caso 7(0) < 0 anterior.

Se ro = w9, ou seja, 7(0) = 0, segue que existe § > 0 tal que 7|(_s5 = 0 (se néo fosse

33 Se nao fosse o caso, pegariamos um menor ( > & satisfazendo 7(¢) = 0, ou seja, r({) = zo e pelos
teoremas do valor intermediario e médio teriamos a contradicao.

34 Porque 7(s) s6 pode zerar em o (equagao , que é inatingivel pela hipo6tese de absurdo.

35 Novamente, uma analise mais cuidadosa é aqui exigida, em que deve ser levada em conta a componente
¢ de . Veja paginas 378 e 396 de |O’Neill (1983)).
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0 caso, o lema nos garantiria que #(0) < 0 e cairfamos no caso 7(0) < 0 anterior) e

T|(=s8) = To . Essa situagdo ¢ fisicamente improvavel como no caso L.b).

Finalmente, se E? = V(r;), poderiamos, a principio, ter érbitas um tanto quanto
diferentes do caso E* > V(r{) acima. Ocorre, no entanto, que ainda que tenhamos
V(ry) = E?, essa condigao é fisicamente improvéavel (ou, pelo menos, instavel), no sentido
de que facilmente ela se transforma na condigdo V(r) < E? através de um pequeno
fornecimento de energia para a particula v, o que inevitavelmente culmina com a colisao

de v com a singularidade r = 0.

Caso d): E? > 1. Esse caso ¢ completamente analogo ao caso L.a) (se 7(0) > 0, entao

v é completa e escapa e, se 77(0) < 0, v é incompleta e colide com a singularidade).

Novamente, comentamos brevemente, que no caso L?> = 16M? V(r)) = 1 e r, &

maximo global estrito. Novamente, este caso limite nao tem grande interesse fisico.
Caso III: L? > 16M>.

Como no caso II, ja que L? > 12M? temos dois pontos criticos r; e ry dados pelas
formulas na equacgao [3.41] com r; ponto de méximo local e ry ponto de minimo local e
satisfazendo r; < 6M < ry (como no caso II). No entanto, neste caso, teremos pontos
r € (0,00) para os quais V(r) > 1. Com efeito, ja4 que L? > 16M?, o leitor pode

verificar diretamente da formula para V' na equacio [3.38] que V(r) > 1 se, e somente se,
L2—LL2—16M2 L2+L\L2—16M?
re M aM

) ) Dai, como deve existir um méximo nesse intervalo e

o tnico maximo local de V' é r{, temos que

c (L2 — LVIL2 —16M?2 L?+ L\ L2 — 16M2>
T1 y .

AM AM

Em particular, V(r1) > 1. Como no caso lI, temos que V'|g,,) > 0, V'[, ) < 0 e
V'] (rg,00) > 0. Note também qu 1y > L2ALVIP—16M2 W. Isso justifica a ﬁgura Temos os

seguintes quatro casos:

Caso a): E* <V (ry) ery < ri. Esse caso ¢ inteiramente anélogo ao caso L.b), ou seja,

v colide.

Caso b): V(ry) < E? <1 erg > 7. Note que o caso rg < 71 é 0 proprio caso
a) e rg = 7 nao é possivel pois E? < 1 < V(r;). Se E* = V(ry), a tnica oOrbita

possivel ¢ a orbita circular r(s) = rq, Vs, que é completa (teorema [3.37) e estavel dado

que um pequeno aumento na energia E? para um valor £? > FE? ira gerar uma orbita

36 Pois ry ¢ minimo em [ry,00) e lim V(r) = 1.

T—00
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oM T T2 r

Figura 7 — Caso III: L? > 16 M?

limitada (veja a seguir). Se V(ry) < E?, existem z} € (ry,7m2) e 22 € (ry,00) tais que
V(zy) = E? = V(22). Dai, devemos ter zj < rg < 23 e, de fato, zj < r(s) < 22, para

todo s > 0 pois V'|(;, r,) < 0 e V|, 00) > 0. Dai, 7 tem uma o6rbita limitada e completa

pois nao vale que r(s) — 0 ja que r(s) > x5, Vs. Veja teorema |3.37]).
is na 1 0 ja 3, Vs. Vej 3.37

Caso ¢): 1 < E? < V(ry) erg > ry. Veja que ro = ry ndo é possivel pois E? < V(ry) e
ro < 71 esta coberto no caso a). Nesse caso, existe tinico xg € (11, 79) tal que V(xy) = E2.
Devemos, pois, ter 7(s) > x¢,Vs > 0, ja que V'|(;,, ,y < 0. Neste caso, vamos mostrar que

v (genericamente) escapa.

Se 7(0) > 0, temos ry > xo e afirmamos que 7(s) > 0,Vs > 0, e 7 escapa. Que
7(s) > 0,Vs > 0 é uma demonstracio ja Corriqueiram Em particular, isso prova que
v é completa (ou seja, b = 00) pelo teorema Se 19 < 19, € facil mostrar que r(s)
atingd™| r» num menor instante s; com 7(s;) > 0. Dai, para s > sy, temos 7(s) € (rz, )
e, portanto, 7*(s) < 0, ou seja, 7|(s; ) ¢ decrescente. Se 7|(;, o) ¢ limitada inferiormente
por um N > 0, segue que r(s) — o0, como queriamos. Se esse nao fosse o caso,
como 7|, ) € decrescente seguiria que 7*(s) — 0, o que, pela equagao , nos daria
Slirgo V(r(s)) = E?, ou seja, sllrgo r(s) = xo, 0 que ndo faz sentido pois 7(s) > 0,Vs > 0, e

Ty > Tg-

Se 7(0) < 0, entao afirmamos que r(s) atinge zg. De fato, suponha g > 5. Entao, r(s)

atinge 7o, pois se ry < r(s),Vs > 0, entdo Comﬂ 7(s) <0,Vs >0, e V'|(15,00) > 0, temos

37 Suponha que nio, e defina s; := inf{s € (0,00) : #(s) = 0}. Dai, (s1) = 0, ou seja, r(s1) = zg. Mas

como 19 > xg e 7(0) > 0, pelos teoremas do valor intermediario e médio existe s € (0,s1) tal que

7(s2) = 0, 0 que contraria a definigdo de s;.

Se r(s) < r2,Vs > 0, como V'|,, r,) < 0, teriamos 7|,y > 0 e, como 7(s) > 0 para s > 0, entdo

r(s) — 00, 0 que contraria ser limitada superiormente.

39 Pois r(s) > re,Vs > 0 = 1(s) # z0,Vs > 0 = 7(s) # 0,Vs > 0. Dai, como 7(0) < 0, segue
r(s) < 0,Vs > 0.

38
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7(s) < 0,V¥s > 0, o que contraria r(s) ser limitada inferiormente. Seja & o menor instante
tal que (&) = 5. Como V(ry) < 1 < E?, segue 7(&;) # 0 e, por continuidade, 7(&;) < 0.
Vamos mostrar agora que r(s) atinge zo. Suponha, por absurdo, que xzy < r(s),Vs > &;.
Em particular, 7 ndo pode zerar, donde 7(s) < 0,Vs > & e, em particular, r(s) < ry para
s > &. Como V'|, ry) < 0, segue que 7°(s) > 0 para s > &1, ou seja, 7'|(¢, o) ¢ crescente e
negativa. Se 7, o) for limitada superiormente por um N < 0, terfamos r(s) — —o0,
o que contraria r(s) > 0,Vs. Segue que ndo existe tal N < 0 e entdo 7(s) — 0 quando
s — 00, 0 que ¢ equivalente, pela equacao a r(s) — xy, embora 7(s) seja sempre
maior que xy. Novamente, esse caso assintotico é nao-genérico. Isso mostra que existe
um menor & > & tal que r(&) = zo. Em particular, se s € (£,&), temos r(s) > g
e 7(s) < 0. O lema nos da que #(&) > 0. Assim, para s ligeiramente maior que
&, temos r(s) > xg e 7(s) > 0, o que nos leva para o caso 7(0) > 0 acima, ou seja, 7y

(genericamente) escapa.

Finalmente, se ro = x¢, segue que existe § > 0 tal que 7|(_55) = 0 (se nao fosse o caso,
valeria o item 2 do lema e terfamos, para s ligeiramente maior que 0, 7(s) > 0, ou
seja, cairfamos no caso 7(0) > 0 acima), ou seja, |55 = xo. Essa situagao é fisicamente

improvéavel como no caso L.b), o que implica que v escapa.

Caso d): E* > V(ry). Se V(r;) < E? tudo se passa como no caso La) ja que
V(r) < E*Vr > 0. Dai, se 7:(0) > 0, v escapa e se 7-(0) < 0, 7 colide. O caso E* = V()
é, como no caso I1.c¢), instavel, facilmente se transformando no caso V(r;) < E? anterior
mediante pequeno fornecimento de energia para a particula -y, ou seja, v pode escapar ou

colidir.

3.4.4 Analise qualitativa das geodésicas luminosas em K

Nesta subsecao, analisaremos as geodésicas luminosas de K, novamente apenas do ponto
de vista qualitativﬂ. Como sabemos, essa analise nos da informacao fisica preciosa
sobre como a luz se comporta nesse contexto. Nosso estudo serda guiado pelas mesmas
perguntas que nos fizemos na subsecao [3.4.3| e, portanto, vamos novamente analisar a
componente r de uma dada geodésica. Nesta subsecdo, fixamos v : (a,b) — K uma
geodésica (maximal) luminosa e futuro-dirigida e escrevemos r(s) := 1o ~(s). A equagdo

[B.3T] nesse caso se torna

E* = T(S) + T(S)Q ' h(’I"(S)),

jaque e = (7,79) =0. O caso L = 0, que é equivalente a dizer que a componente 5 de
v = (a, B) é constante (veja equagao [3.28]), corresponde as chamadas geodésicas radiais,
que sao tratadas separadamente no exemplo [3.48] Vamos assumir, pois, L > 0, de forma

40" Embora no caso luminoso seja mais facil encontrar féormulas explicitas para as geodésicas. Veja exemplo

REL]
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. E ~ . .. .
que, definindo k := % > 0, a equagao da energia para o caso de geodésicas luminosas e

nao-radiais se torna

K> = —-7(s) 2 + ——h(r(s)). (3.44)
L r(s)

1 1 2M 1 2M
SL(imyoLoa -

de forma que a equacao pode ser reescrita como

K2 = (% -72(5))2 +V(r(s). (3.46)

Como antes, chamamos V' de func¢ao potencial pois depende apenas da posicao r da
particula. Note que V(r(s)) < k% Vs, de forma que vamos estudar o comportamento

de V(r) para em seguida obtermos informagoes sobre solucoes r(s) da EDO dada pela
equagdo [3.46]
Lema 3.47. Para a funcao V' definida pela equacao vale:

1. a) V(r)=0<=r=2M;
b) lim V(r) = —oo;

r—0t
(3M )
— — 1) e temos:
r

a) V'(r) >0 ser <3M;
b) V'(3M) =0;

c) V'(r) <0 ser>3M;
d) V(3M) = 55735

v = (1) ¢

2. V'(r) =

=
a) V'(r) <0 ser <4M;
b) V'(AM) = 0;

c) V'(r) >0 ser >4M.

4. V(r(s)) = A 7(s), Vs, exceto possivelmente onde r(s) € localmente constante e

igual a r* com V(r*) = k%

Demonstracao. A demonstracao dos itens 1, 2 e 3 é um simples exercicio de célculo,
bastando utilizar a equacao O item 4 segue derivando ambos os lados da equacao
3.46[ e utilizando um argumento analogo ao da demonstracao do item 2 do lema ]
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2 1
R < g2

Wo de V (r)

\
(4

oM 3M r

Figura 8 — Grafico do potencial V(r)

As possiveis trajetorias para a geodésica v a principio sao as mesmas descritas na

definicao [3.43] Como a figura [§| sugere, a analise aqui é divida em dois casos:

1
Caso I: r? < :
27M?
Nesse caso, existem xj e 3 (nicos) tais que V(z)) = k? = V(23) e 2y < 3M < 22,

Dai, se definimos r¢ := r(0), temos os casos:

Caso a): ro < 3M. Segue da equagao que r(s) < zg,Vs. Como V'|(ganm) > 0, pelo
lema temos 7(s) < 0,Vs, e entdo esse caso é completamente analogo ao caso L.b) da

subsecao [3.4.3] ou seja, v colide com a singularidade » = 0 e, em particular, é incompleta

(teorema [3.37)).

Caso b): ro > 3M. Pela equagio , segue que r(s) > x2 > 3M,Vs. Em particular,
pelo teorema segue que y é completa. Como V'|(3p,00) < 0, do lema segue que
7(s) > 0,Vs. Segue, como no caso IIl.¢) da subsecao W, que 7y escapa. Destacamos que
no caso 7(0) < 0, v descreve, de fato, uma trajetoria do tipo “flyby” com r(s) decrescendo

até x3, ou seja, se vy representa um raio luminoso, o que ocorre fisicamente ¢ a deflexdo

da luz! Veja a figura

(Em ambos os casos acima desconsideramos as trajetorias espirais identificadas como

excepcionais na subse¢ao da analise qualitativa das geodésicas temporais.)

1
27TM?"

Caso II: k2 >

Aqui, como V (r) < W < K2,¥r > 0, segue da equacgio W que 7(s) # 0,Vs, ou seja,
temos 7(s) > 0,Vs, ou 7(s) < 0,Vs. Como no caso L.a) da subsecao segue que se
7(0) > 0, v escapa, e se 7(0) < 0, v colide.
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L. 1
O cas K = o172

qualquer variacdo na energia E? ou em L? é suficiente para transformar o caso k =

como na analise das geodésicas temporais, é instavel dado que
1
27M?
em um dos dois casos acima. Resumindo, para uma geodésica luminosa, poucas sao as
trajetorias possiveis: ou ela escapa (possivelmente em orbita “flyby”) ou ela colide com a

singularidade r = 0.

3.5 Consideracdes fisicas adicionais

Nesta secao, coletamos alguns fatos interessantes adicionais sobre o buraco negro de
Schwarzschild-Kruskal.

Exemplo 3.48. (Fdrmula explicita para geodésicas radiais)

Uma geodésica radial é uma geodésica v = (a, ) em K cuja componente (5 é constante
em S? ou, equivalentemente, quando L = 0 (veja equagdo . Fisicamente, o tinico
parametro livre de ~ é seu raio e por isso o nome “radial”. A proposicao nos garante
entdo que, como 5’ = 0, a é geodésica em @, ou seja, calcular as geodésicas radiais de
K & o mesmo que calcular as geodésicas de ). Nesse caso, escrevendo r(s) = roy(s) e

q = B(s) € $?,Vs, a equagao da energia fica consideravelmente mais simples:
E? =7(5)* — e - h(r(s)), (3.49)

onde ¢ = (v/,7') < 0 (estamos interessados apenas em < causal). Especialmente no
caso luminoso, temos € = 0 e a equagao nos da as solugoes r(s) = Es + ry, Vs, e
r(s) = —Es+r, Vs, onde ro :=r(0) > 0.

Se, por exemplo, £ > 0, as geodésicas cuja componente r é dada por r(s) = Es + g
satisfazem r(s) = E > 0, Vs, logo devem ser completas (teorema [3.37). Dai, se s — oo,
explicitamente temos 7(s) — 00, ou seja, escapa. Por outro lado, as geodésicas v de
componente r dada por r(s) = —Es+ry devem ser incompletas, pois se fossem completas
terfamos r(s) — —oo quando s — oco. Pelo teorema [3.37]segue que 7(s) — 0, ou seja,

v colide com a singularidade r = 0.

A fim de explicitarmos uma formula para geodésicas luminosas radiais, vamos supor,
por exemplo, v em K; (= r(s) > 2M,Vs) e sem perda de generalidade F > 0. Con-
sideramos entao as geodésicas cuja componente r é dada por r(s) = Es + rg,s > 0, que
em particular sao completas. Como [ é constante, para explicitarmos uma féormula para
~ basta encontrarmos a curva a. Como v estd em K, a fica em (); 0 que nos permite

escrever t(s) =t o a(s) (t s esta definida nos quadrantes abertos de Q).
Em K, como X = 0y, temos que
—E = (X07,9) = (O, 1)) +7(5)0rly(s) = —t(s) - h(r(s)),

41 Esse caso possibilita & luz uma 6rbita circular r(s) = 3M, Vs, que, apesar de instavel, permite que um
observador que esteja no raio r = 3M veja a parte de tras da propria cabecal
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ou seja, temos E = £(s) - h(r(s)), donde segue

E r(s) Es+rg E
t — — E I —— . — E 2M * .
() 1— —f(]‘f) r(s) —2M Es+ry—2M + Es+rqg—2M
Escrevendo tg := t(0), segue que

Escolhendo condicdes iniciais 7 = 4M, ty = 0, e £(0) = 2, segue h(r(0)) =
£(0) - h(r(0)) = 1, donde

r(s) =s+4M

1
= 2M - — 1].
t(s) = s+ ln(QM 5+ )

Essa é a formula explicita de uma geodésica luminosa em ()7, descrita utilizando-se as

coordenadas t e r. Visualmente, podemos pensar nela definida em F;.

Para o caso temporal, vamos pensar em ~ reparametrizada por comprimento de arco,
ou seja, € = (7,7') = —1 e a equacdo da energia fica

E% =7(s)® + h(r(s)),

que ja é bastante mais complicada que a equacao do caso luminoso, o que justifica a

andlise “apenas” qualitativa feita na subsecao para as geodésicas temporais.

Exemplo 3.50. (Tempo de vida mdzimo ao entrar no buraco negro)

O objetivo deste exemplo é calcular o tempo maximo que uma particula material
que entra no buraco negro Kj; tem antes de colidir com a singularidade » = 0 e em
que condicoes esse tempo ¢ maximizado. Utilizaremos amplamente, a partir de agora, a
discussao na se¢ao do capitulo 1.

Considere uma curva « : I — Kj; temporal, futuro-dirigida e de velocidade unitéaria,
0 que como vimos, representa fisicamente um observador que entrou no buraco negro Ki;.
Dados dois valores a,b € I, com a < b, o tempo préprio[ﬂ medido por a entre os eventos
a(a) e a(b) é definido como o comprimento Lorentziano da curva « entre a e b, ou seja,

o valor .

Laljay) = / V(o) =b—a.
Para estimar o maior valor possivel para b — a, vamos considerar o campo vetorial U :=
—1/ —h(?”) : 67« € :{(K[[), onde

h(r)(u,v,q) = h(r(u,v)) =1 — 2M

r(u,v)

12 Que é, como vimos na secdo [1.12] efetivamente o tempo que mediria um relégio idealizado carregado
)
pelo observador.
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é funcao suave é negativa em K;;. O campo U é tempora]ﬁ7 unitéario e futuro-dirigido, e
portanto define um campo de observadores. Para ver que é futuro-dirigido, basta notar
que, em K;; temog™|

10r or

Vr = h ot 3t Ear = h@T

Como, em Kj;, Vr é futuro-dirigido (lema e h < 0 segue 0, passado-dirigido e,
portanto, U = —\/T(r) - 0y é futuro-dirigido, como afirmado.
Além disso, as curvas integrais de U sdo geodésicas: se (s) satisaz 7'(s) = Uy(s), Vs,
temos
7'(5) = VyoU = (VuU) (4(s)) = 0,
poiﬂ VyU = 0. U descreve, portanto, uma familia de observadores em queda livre no

buraco negro.

Considere ainda a funcao f : P;; — R dada por

~

£,7) =7 - /—h(F) + 2M - sin” 1-%. (3.51)

Facilmente se prova que af =0e af L__ donde decorre, pela definicao|[l.12|e pela
p q \/T(f) p ¢ p

equacao [3.2] que
VI f = \/=h(#) - 0;.
Assim, se definirmos a fun¢do ® : K;; — R por ®(u,v,q) := f(r(u,v)), ou seja, ¢ :=

fomo (¢ x 1), segue que

Ving = —U. (3.52)
De fato, denotando V® = VE11®, pelo lema temos

(¢H><]1)*V<I):V(fo7r):€1¥1/f:\/T(f’).af’

e, portanto,
= (V5 x 1).(/— -0x) =/ h(r)- 0, = —
Concluimos que U é um campo gradiente. Em particular, V& é passado-dirigido.

Vamos, como anunciado, efetivamente majorar o tempo proprio b — a medido pelo

observador o entre a(a) e a(b). Para tanto, dado s € I, como V®, ) é temporal, segue
da proposicao que

o/ (8) = —(V®ys), a'(5)) - VPus) + () (s), (3.53)

13 Segue de (9,,0,) = (97,0:)p,;x,52 © (Yrr x 1) = ﬁ Usamos aqui que (¢ x 1).(8;) = 0; e
(Y11 X 1)4(0r) = 07, que decorre imediatamente de (¢17).(9;) = 0;, (¥11)+(dy) = 95 e do lema [2.27]
As formulas anteriores para @y sdo imediatas da definigdo de ¥ = (¢,7).

44 Usamos aqui a definicio Os coeficientes da métrica em Ky em relacao as coordenadas ¢ e r sdo,
de fato, esses pois ¢y é isometria e (¢¥r7).(0:) = 0; e (Yr11)«(0r) = Os.

45 Pode ser mostrado, por exemplo, que vale Vﬁﬁfx”fl[]((wn x 1),U) = 0 usando que (77 x 1), U =

—+/h(#) - Or e a proposi¢ao Como 97 x 1 é isometria, ela é transformagao afim (lema e,
portanto, VyU = 0.
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com ()" (s) € (V®ys) " e, portanto, {(a/)1(s), (/)1 (s)) > 0. Dai,
0< —{o,d) = (Vdoa,a') — (&) () <(VDoa, o'y’

Note também que a fungao (V® o o, ') é nao-negativa ja que « é futuro-dirigida e V& é
passado-dirigido (proposi¢ao |A.16)). Finalmente, temos

b—a=La|ey) = / V= (o) < /(VCID o,y = /(q) oa) = d(a(b) — ®(ala)).

Se escrevemos 7(s) := r o a(s), temos que ®(a(s)) = f(r(s)), donde

b—a < f(r(b) — f(r(a)). (3.54)

Como sabemos que a funcdo r(s) é decrescente (veja proposigao [3.34) e a fungéo f dada
pela equacao é também decrescente como funcao de 7 (ja que % < 0), segue de

r(b) > 0 e r(a) < 2M qud™ f(r(b)) < f(0) = 7M e —f(r(a)) < —f(2M) = 0, donde
b—a< f(0)— f(2M) =M,

ou seja, nenhum observador que entre no buraco negro K pode medir um tempo superior
a mM! Além disso, note que se « é curva integral de U (e, portanto, geodésica), temos
o'(5) = Un(s) = =V Pyqs), donde (o)™ = 0 (equacio [3.53). Nesse caso, temos

b—a= f(rb) = fr(a)). (3.55)

Em particular, se 7 o a(a) = 2M e r o a(s) — 0 se s — b, temos

s—b s—b

b—a=lim [ \/—(c, &) = }915)% (VPoa,d)y=lm(f(r(s)) — f(r(a)))

a

= f(0) = f(2M) = wM,

ou seja, as geodésicas que sao curvas integrais de U mazimizam o tempo de vida em Kpj,
enquanto que as demais curvas temporais tém menos tempo até colidir com a singulari-
dade r = O[ﬂ Fisicamente, isso significa que, uma vez que uma particula material entre
no buraco negro, a fim de retardar sua inevitavel destruicao na singularidade r = 0, ¢ ne-
cessario que nao haja sobre a particula qualquer for¢a/aceleracao, ou seja, a particula esta
em queda livre. Se for uma nave espacial, por exemplo, recomendamos que se desliguem

0s motores!

Para exemplificarmos numericamente esse tempo limite, destacamos que a massa M

utilizada ao longo de todo este capitulo representa, fisicamente, a massa relativistica do

46 £(0) estd bem definido pois #\/—h(F) = \/—72h(F) = V2M7 — 72
47 De fato, tais geodésicas maximizam o tempo proprio entre quaisquer dois valores de ri,rs < 2M,
como mostram as equacoes @ e @}
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buraco negro e é medida em unidades em que a constante Newtoniana de gravitacao G
e a velocidade da luz no vacuo c¢ sao iguais a 1. Nessas unidades, M tem unidade de
comprimento. A relagdo de M com a massa medida em unidades usuais (digamos, do

Sistema Internacional), é

G
:—-M7

2
c
onde M denota a massa do buraco negro expressa em unidades de massa (Kg, no SI).

Dessa forma, o tempo maximo que uma particula material tem até colidir com r = 0 é

expresso em unidades de tempo usuais como[ﬂ

At:ﬂ-c—i-/\/l. (3.56)
Por exemplo, considere um buraco negro com a massa do Sol M ~ 1,989 - 10* Kyg.
Substituindo os valores no SI de G e ¢ na expressao acima, obtemos At ~ 107° 5! Se
temos agora um buraco negro de massa M qualquer, utilizando a equacgao para Atq
e At temos M

At = M—@ . AtQ (3.57)
Agora, suponha que uma pessoa muito entusiasmada decida entrar num buraco negro para
observar os fendémenos que la4 acontecem, mesmo sabendo que nao conseguird transmitir
qualquer informagao para fora dele (proposicao . No entanto, ela nao deseja entrar
em qualquer buraco negro, mas apenas naqueles em que ela possa viver tanto quanto ela

viveria na Terra (digamos 80 anos). Usando At = 80 anos na equagao descobrimos
M
M
massas solares!

que ~ 10%3, ou seja, o buraco negro procurado deve ter massa da ordem de 10'3

Ainda que uma particula massiva possa, teoricamente, levar o tempo dado pela equa-
¢ao |3.56| para colidir com a singularidade, isso nao significa que tera uma jornada agra-
déavel até 1a4. De fato, o exemplo mostrara que mesmo num buraco negro de massa
M = 1013./\/1@, nosso entusiasta do paragrafo anterior provavelmente nao viveria por 80

anos la dentro: ele e todos os seus atomos seriam esmagados antes de atingir r = 0!

Exemplo 3.58. (Operador “for¢a de maré” no buraco negro)

Uma geodésica nao tem aceleracao, e por isso um observador estritamente pontual em
queda livre nao tem efetivamente uma forca atuando sobre si. Entretanto, duas ou mais
“geodésicas vizinhas” podem possuir uma “aceleragao relativa”, que é geometricamente

descrita pela curvatura[ﬂ

Ora, objetos fisicos podem ser tratados como tendo tamanho desprezivel em certos
contextos, mas esse tamanho nunca é “realmente” zero! Na melhor das hipoteses, pode-

mos tratar um objeto com certo tamanho (desde que ainda seja “pequeno”) como composto

8 . C% - M é o tempo medido em unidade de comprimento.

49 Esta discussdo, embora um tanto vaga, pode ser tornada precisa por meio da chamada equacdo de
Jacobi, que nao poderemos discutir aqui. Veja |O’Neill (1983) no capitulo 8 para mais detalhes.
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de particulas, cada uma das quais descrita por um membro de uma familia de geodési-
cas temporais. A convergéncia ou divergéncia dessa familia de geodésicas corresponde

fisicamente a uma “compressao” ou “distensao” gravitacional no objeto em questao.

Este é precisamente o tipo de efeito gravitacional que provoca as marés em nossos
oceanos, como descoberto pelo proprio Newton: a variagao do campo gravitacional do Sol
e da Lua sobre a Terra, que nao é um objeto pontual, causa uma aceleracao relativa entre
as partes da massa liquida dos oceanos. Esse tipo de forca é portanto conhecido como

forgas de maré (do inglés tidal forces).

Na Relatividade Geral, um objeto material que entre no buraco negro nao sé colide
tragicamente com a singularidade r = 0, como também fica sob efeito de tais forcas de
maré de intensidade terrivelmente alta. Um dos aspectos mais elegantes dessa teoria é

que as forcas de maré sao precisamente descritas pela curvatural

Num primeiro momento, vamos definir matematicamente o operador forca de maré
em qualquer variedade semi-Riemanniana (N, g): dados p € N e v € T,N, o operador

for¢a de maré (para o vetor v) é a transformacao linear R, : T,N — T,N dada por
R,(w) :== Ry(w,v)v, (3.59)

onde R denota o tensor de curvatura de N. Note que, para quaisquer v,w,z € T,N,

temoﬂ

1. R,(v)=0;
2. (Ry(w),v) = 0;

3. (Ry(w), z) = (Ry(2), w).

Definimos também a for¢a de maré (para um vetor u € T,N) como a aplicacdo linear
F, .= —-R, : T,N — T,N. Apesar do nome “forca” dado a F),, fisicamente o que ele
representa na verdade é a aceleracao relativa entre as particulas de um objeto, a qual

ainda precisaria ser multiplicada pela massa do objeto para nos retornar uma forca.

Particularizando a discussao acima para nosso modelo de espaco-tempo, considere
N = K, fixe p = (up, vo,q) € K — H qualquer e escreva ¢ := r(p) # 2M. Fixe também
u € T,K observador instantaneo (definigao [1.82)) radial (isto é, horizontal) e escreva

u = ad, + bd,, donde a?h — % = 1 pois u é unitario.

Considere o vetor x € T,K radial dado por = := %& + ahd,, de forma que x L u, e
um vetor w € T, K vertical qualquer. Da proposi¢ao e do lema segue

2M M
0 0

50" Segue da defini¢ao de R, e das simetrias do tensor R (veja lema [1.37).
51 Lembrando que os quadrantes abertos de K sdo isométricos a Pr X, S? ou Prr X, S2, isometrias sdo

transformagoes afins (corolario [1.22) e estas preservam tensor de curvatura (corolério [1.40)).
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As féormulas acima valem, a priori, apenas para p € K — H. No entanto, com um
pouco mais de trabalho - que nao faremos aqui - é possivel mostrar que elas sao também
validas para p € H, de forma que podemos aplicé-las inclusive para um observador que

eventualmente cruze o horizonte de eventos.

Considere agora um observador v : I — K radial. Escreva r(s) :=r o~(s) . Entao,
para cada parametro s € I podemos definir um observador instantaneo us := +/(s) radial,
bem como os vetores z; e w, tangentes a K em (s) como acima?} ou seja, x5 L 7/(s)
radial e w, vertical. Intuitivamente, pensamos nesses vetores como descrevendo uma

“dimensao lateral” ou “espessura” do observador. Entao, substituindo na equagdo (%))

temos
2M M
F'y’(s)(l‘s) = r(3)3 i [§] F’y’(s) (w5> = _T‘(S)?’ * Wg (IPtP)
O sinal “—" na expressao para F, () (w;) indica que em qualquer dire¢ao transversal (repre-

sentada por w;), o observador sofre uma compressio (de mesma magnitude, em qualquer

direcao), enquanto que a auséncia do sinal “—’

’ na expressao para F. () (zs) indica que na
direcao radial (dire¢ao de z) o observador é esticado. Esse fendmeno é conhecido como
“espaguetificacao”.

A magnitude da aceleracao relativa por unidade de comprimento é dada por %
na direcao radial e % em qualquer dire¢ao transversal. Veja que quando r(s) — 0, a
magnitude da aceleracao relativa entre as particulas tende a co. Isso justifica o comentario
no final do exemplo sobre nosso entusiasta provavelmente nao sobreviver por 80 anos!
De fato, eventualmente a magnitude de tal aceleracao superaria, digamos{sﬂ, 50G, o que

seria suportavel pelo corpo humano no maximo por alguns segundos.

Exemplo 3.60. (Observadores estaciondrios em Schwarzschild)

Neste exemplo, vamos particularizar a discussao e as definicoes apresentadas na secao
para o espaco-tempo exterior de Schwarzschild, ou seja, P; x, S? ~ K;. Primei-
ramente, note que o campo vetorial 9, € X(K;) é de Killing (teorema , temporal e
futuro-dirigido. Além disso, 9; é completo. Com efeito, seja a : I — K curva integral de
;. Escreva a como a(s) = (t(s), r(s), q(s)), para ¢(s) € S*. Como o/ (s) = Jt|a(s), Vs € I,
que & horizontal, temos ¢(s) constante e igual a ¢ € S%. Dai, o/(s) = #(5)0; +7(s)9, = 9,
donde, a menos de translagao, t(s) = s e r(s) =: 1o > 2M, para todo s € I. Isso mostra
que s pode ser definido em R e, portanto, d; é completo. De agora em diante, escrevemos
pois I = R. Geometricamente, a(s) = (s, 1, q) percorre uma trajetoria sobre a hipérbole
r(u,v) = 19 > 2M em K (veja figura [2) da “direita para a esquerda”, ja que t(s) = s
(veja figura [3)).

52 Exceto possivelmente para s € I com «(s) € H, para 0s quais nao ficam bem definidos os vetores .
53 Onde G representa a aceleracio da gravidade na superficie da Terra.
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Os paragrafos anteriores mostram que K; € uma regido estaciondria (se¢ao do
capitulo 1). A familia de observadores estacionérios nesse caso é descrita pelo campo

vetorial U € X(K) pondo
1 1

U:=—0 =—=0. 3.61
00" = " (301
U é um campo de observadores nao-geodésico, poiﬂ
M M

_87":—
T’2 \/E-TQ

onde u, = v/h - 9, é unitario e espacial. Observe agora que se o : I — K; ¢ uma curva

VUU = * Up, (362)

integral de U e escrevemos a(s) = (t(s),7(s),q(s)), entdo, como no caso da completude
de 0; utilizando agora a equagao temos que 7(s) =19 > 2M, q(s) = q € S* e

£(s) = h(rg)"2,Vs € I (3.63)

donde, em particular, U é completo pois t(s) é afim. Escrevemos entdo I = R. Além
disso, a(s) descreve um observador que esta “em repouso diante do buraco negro”, uma

vez que 7r(s) e q(s) (suas posi¢oes espaciais) sdo constantes. Da equagdo [3.62) temos

a’(s) = M Uy, (3.64)

1
2
re <1 — M)
To
ou seja, a’’(s) # 0. Essa aceleracdo corresponde a for¢a necessiria para impedir o ob-
servador de precipitar-se para r = 0 - o que na Relatividade é o “movimento natural”
e nao requer forcas para ocorrer - e portanto aponta radialmente para fora. Isso ocorre

em contraste com o modelo Newtoniano, onde a forca seria para dentro, pois deve-se ao

desvio do movimento natural nesse caso, que é retilineo.

Em modulo, a aceleracao da equacao da
M

_
2
7‘8 (1 — M)
To

Observe que essa expressao aproxima-se do “‘comportamento Newtoniano” para ro >>

A=

2M, mas A — oo & medida que rg — 2M, indicando a impossibilidade de permanecer

estacionario do horizonte para dentro do buraco negro.

Exemplo 3.65. (Desvio para o vermelho)

O desvio para o vermelho ocorre quando uma onda é detectada por um receptor com
uma frequéncia menor do que aquela com que fora emitida. A causa desse fenomeno
pode ser, por exemplo, a velocidade relativa entre o emissor e o receptor, como no caso
do Efeito Doppler. Vimos na secao [1.12| a ocorréncia desse fenémeno tendo como causa
efeitos gravitacionais (ou seja, geométricos!).

54 Segue de 9;h =0 e do lema
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De fato, podemos utilizar a equacao daquela secao, imaginando que o féton foi
emitido por um observador estacionario em e € K e recebido por outro em r € Ky, de

raios r; e ro respectivamente. Nesse caso,

h(ry)
h(r2)

Zeyp =1— (3.66)
Como mostrado anteriormente, a equacao indica que ha desvio para o vermelho se

ro > 11, € desvio para o azul se ro < r1. Se r1 e r9 sao muito maiores do que 2M,

M M

~
Ze,r"" )

1 T2

ou seja, o desvio para o vermelho pode ser dado aproximadamente como a diferenca entre
os potenciais Newtonianos em ry e 7. Isso justifica, de certo modo, a seguinte “descricao
Newtoniana”, que entretanto deve ser tomada cum grano salis: o féton, ao tentar sair do
[mergulhar no| “pogo gravitacional” perde [ganha| energia, que é transferida para [retirada
de] o campo gravitacional, e isso se reflete no desvio para o vermelho [azul]. Por outro lado,
se ry — 2M, z., — 1, e a definicao do redshift indica que o comprimento de onda
recebido diverge. Isso significa que luz de uma frequéncia fixa emitida por observadores

estacionarios mais e mais proximos do horizonte parecera mais e mais vermelha.
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A Espacos vetoriais semi-Euclideanos

Neste apéndice, desenvolveremos alguns requisitos ligeiramente mais especificos de algebra
linear necessarios para um bom entendimento de todo o trabalho. Definiremos a nogao de
produto escalar em um espaco vetorial e a nocao de espaco semi-Euclideano. Em seguida,
particularizaremos nosso estudo para o caso Lorentziano, de maior interesse para este

trabalho tendo em vista o modelo geométrico com o qual trabalhamos no capitulo 3.

Aqui, enunciaremos os principais resultados necessérios de forma bastante sucinta.
Para mais detalhes sobre exemplos e demonstragoes, o leitor pode consultar O’ Neill (1983))
nos capitulos 2 (a partir da pagina 46, sobre formas bilineares simétricas e produtos
escalares) e 5 (entre as paginas 140 e 146, sobre o carater causal em Lorentz e os cones
temporais). Neste capitulo, V denotara um espago vetorial (sobre R) de dimensao finita
n > 1.

A.1 Produtos escalares

Em &lgebra linear, definimos um produto interno em V como uma aplicagdo (,) : V X

V — R que satisfaz, para quaisquer a,b,c € R e u,v,w € V:
1. {a-utb-v,w) = a{u,w)+b(v,w) e (u,b-v+c-w) = b{u, v)+c(u, w) (R-bilinearidade);
2. (u,v) = (v,u) (simetria);
3. (u,u) >0e (u,u) =0 <= u =0 (positividade).
Um par (V,(,)) é chamado espaco vetorial Euclideano. Podemos entao definir a norma
de um vetor como |jul| := \/(u, u), o angulo entre dois vetores, a nogao de ortogonalidade
e valem os teoremas classicos da &lgebra linear, como a existéncia de base ortonormal e a

desigualdade de Cauchy-Schwarz. Em particular, dado v € V, devido & positividade do

produto interno, (,) satisfaz:
(u,v) =0,Yv € V<= u =0,

e diremos que uma forma bilinear simétrica satisfazendo esta condicao é nao-degenerada.
Entretanto, uma tal forma bilinear nao precisa ser positiva-definida. Este serd o ponto de

partida para a generalizagdo que seguira (definigao [A.1]).

Dada uma forma bilinear e simétrica b : V x V — R, definimos o indice de b como

0 niimero

ind b := max{dimW : W é subespago de V com g|wxw negativa-definida}.
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Note que 0 < ind b < n e que b é positiva-definida (respectivamente negativa-definida) se,
e somente se, ind b = 0 (respectivamente ind b = n). Além disso, quando 0 < ind b < n,

dizemos que b é indefinida.

Definicao A.1. Um produto escalar g em V ¢é uma forma bilinear, simétrica e nao-
degenerada. O par (V,g) é chamado de espago semi-Euclideano e o indice de g € também

chamado de indice de (V,g), denotado por ind g ou ind V.

Pelo exposto acima decorre que todo espaco Euclideano também é um espaco semi-
Euclideano. A maioria dos resultados para espacos Euclideanos continuam validos para os
espacos semi-Euclideanos. No entanto, algumas novidades surgem quando g é indefinido.

Observe também que se n = 1, ou bem g é positiva-definida, ou g é negativa-definida.

Exemplo A.2. Considere o espago vetorial R” e defina, para x = (z',...,2"),y =

(yh,...,y") € R,
12 n
g, y) = (z, ) ==Y _a'y'+ > 'y
i=1 i=v+1
Claramente, g, é bilinear, simétrico e a base candnica de R” evidencia que g, é também
nao-degenerado e tem indice v (Lei da Inércia de Sylvester, (Lima, 1995)). R"™ munido
com o produto escalar g, é denotado simplesmente por R?. Note que no caso v = 0

resgatamos nosso espago Euclideano R™ usual, munido do produto interno (, )o.

Em um espago semi-Euclideano (V, g), definimos a normd]de um vetor u como ||ul| :=
\/m . Apesar do termo “norma” ser utilizado aqui, devemos ressaltar que, em geral,
a aplicacdo u € V — ||u|| € R5( ndo satisfaz a condi¢ao |ju|| = 0 <= u = 0 e tampouco
satisfaz a desigualdade triangulai’l Portanto, o termo esti sendo usado aqui de modo

diferente do usual. Vale, no entanto, que ||A - ul| = |A| - ||ul|, para qualquer A € R.

Se ¢ é indefinido, um vetor u € V é dito:

1. temporal se g(u,u) < 0;
2. luminoso se g(u,u) =0 e u # 0;
3. espacial se g(u,u) >0 ou u = 0;
4. causal se u é temporal ou luminoso,
e a categoria (1, 2 ou 3 acima) em que u se classifica é chamada de cardter causal de u.

Obviamente, a definicao acima s6 é de interesse no caso de g ser indefinido, do contrario

todos os vetores sao ou espaciais ou temporais.

Perceba a presenca do modulo na defini¢ao, ja que g pode nao ser positiva-definida.
Por sinal, veremos que num espaco vetorial de Lorentz, vale a desigualdade triangular “ao contrario”

(corolario [A.20).

2



A.1. Produtos escalares 135

Dizemos que os vetores u e v sao ortogonais se g(u,v) = 0 e escrevemos u L v. Dois
subconjuntos A e B sdo ortogonais (A L B) se g(u,v) = 0 para quaisquer u € A e v € B.
Apesar de a definicao de ortogonalidade ser formalmente a mesma que para um produto
interno, esta no¢ao pode nao ter o cariter geométrico costumeiro se g é indefinido, como

mostra o exemplo abaixo.

Exemplo A.3. Como continuagdo do exemplo [A.2] vamos agora calcular quem sao os
vetores espaciais, temporais e luminosos de R}, paran > 2. Se x = (z!,...,2") € Re g

denota a forma quadratica de g1, entao

Dai, o conjunto dos vetores x causais, isto é, g(x) = 0 e x # 0, € um cone duplo (sem o

vértice) em R", a saber o conjunto
A= {z e R"\{O}: (z')* =D («')}.

Os vetores espaciais (¢(z) > 0 ou & = 0) e temporais (¢(z) < 0), além do conjunto A dos

vetores luminosos, sao ilustrados abaixo para o caso n = 2.

temporais

/v luminosos
I
1
1

. . . . 1
esSpaclais espaciais !

temporais

Figura 9 — Carater causal de vetores em R?. Note que (1,1) é um vetor ortogonal a si
mesmo (luminoso), o que contraria nossa intui¢ado Euclideana.

Se W é um subespaco de V, definimos
Wti={veV:vlW}h

W+ & um subespaco de V chamado de W perp.
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Lema A.4. Se W ¢é um subespaco de (V,g), entdo:

1. dim W +dim Wt =n =dim V;

2. (WHt =w.
Demonstragao. Pode ser encontrada em (O’Neill (1983), na pagina 49. O

Note que glwxw € uma forma bilinear e simétrica. Ela pode, no entanto, ser degene-
rada (tome, por exemplo, W := R - u, com u luminoso). Dizemos que um subespaco W
é nao-degenerado se glwxw ¢ nao-degenerada (e, portanto, um produto escalar em W).
Do contrario, dizemos que W é degenerado. Quando g é definida (positiva ou negativa),

todo subespaco é nao-degenerado.

Quando g é um produto interno, chamamos W+ de complemento ortogonal de W
devido a decomposicao

V=WaoWw

No entanto, se g é indefinida, tal decomposi¢ao nao é valida para qualquer subespaco W.
Com efeito, tome W := R - (1,1) no exemplo . Facilmente se verifica que W+ = W, o
que esta de acordo com o lema jé que dim W + dim W+ = 2 = dim R?. No entanto,
¢ falso que R? = W 4+ W+, o que corrobora o lema a seguir ja que W & degenerado ou,

equivalentemente, W N W+ & nao-trivial.

Lema A.5. Dado um subespaco W de V, temos V= W+ W+ < WNW! = {0} =
W ¢é nao-degenerado <= W+ ¢ nao-degenerado. Nesse caso, V=W & W+,

Demonstracao. Segue de dim (W + W) = dim W + dim W+ — dim WN W+ e do lema
Para mais detalhes, consulte O’Neill (1983) na pagina 49. O

Um vetor v € V & dito unitdrio se ||u| = 1, ou seja, se g(u,u) = £1. Um conjunto
{v1,...,vx} de vetores unitarios e ortogonais dois a dois ¢ dito ser ortonormal. Como
de costume, um conjunto ortonormal {v,...,vx} é linearmente independente (LI) e,

portanto, se k = n noés temos uma base (ortonormal) de V.

Lema A.6. (V,g) possui uma base ortonormal. Além disso, em qualquer base ortonormal

a quantidade de vetores temporais € constante e coincide com o indice de g.

Demonstracao. Pode ser encontrada nas paginas 50 e 51 de (O’Neill (1983)). Uma demons-
tracao alternativa a do livro e bastante mais simples pode ser feita utilizando-se a Lei de

Inércia de Sylvester para formas bilineares simétricas (Lima, [1995). O
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No exemplo a base canonica de R"™ é ortonormal. Perceba que a matriz de
g com respeito a uma base ortonormal {ey, ..., e,} é diagonal. De fato, se definirmos

g; = g(e;, e;) = 1, temos:
g(ei,ej) =¢€;-0;;, onde d;; denota o Delta de Kronecker.

Frequentemente, vamos ordenar a base acima de forma que os primeiros vetores sejam
temporais (se houver) e os tltimos sejam espaciais (se houver), ou seja, se v := indice de

Vitemose; =—1,paral <i<v,eg;=1,parav+1<:<n.

Tendo em vista a decomposicao V. = W @ W+ se W ¢ nao-degenerado, definimos a
projecao ortogonal m de V sobre W como a tinica transformacao linear sobre V que mapeia
W+ em Oy e mantém W invariante. Além disso, note que dada uma base ortonormal
{e1,..., e} de W e uma base ortonormal {ep,1,...,e,} de W, o conjunto {e; ..., e,} é

base ortonormal de V. Isso prova que
ind V=1ind W + ind W=,

Uma transformacdo linear T : (V,g) — (V,g) entre espagos semi-Euclideanos preserva
produto escalar se
9(Tv, Tw) = g(v,w), Yv,w e V.

Nesse caso, note que T' é injetiva. Se T for ainda um isomorfismo linear, dizemos que T

é uma isometria linear e, nesse caso, segue que 71 também é isometria linear.

Lema A.7. Dado um isomorfismo linear T : (V,g) — (V,q) entre espagos semi-

FEuclideanos, as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. T € isometria linear;
2. g(Tv,Tv) = g(v,v), para qualquer v € V;

3. T mapeia bases g-ortonormais em bases g-ortonormais e preserva cardter causal de

vetores;

4. para qualquer v € V, |Tv|g = ||v|l, e T (e T~') preservam cardter causal de vetores.

Demonstracao. A equivaléncia entre os itens 1 e 2 segue da identidade de polarizacao.
A equivaléncia entre 2 e 4 é imediata da definicao de norma de vetor, utilizando 1. A

equivaléncia entre 1 e 3 ¢ imediata. O

E também imediato verificar que o conjunto

Iso(V,g):={T:V — V : T éisometria linear}
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é grupo com a operagao de composicdo. Para uma base {vy,...,v,}, definimos a matriz
[grt)f 1=1 POT grt := g(vk, vr). O fato de g ser ndo-degenerado ¢ equivalente & matriz [gu}

ser invertivel. Denotamos entdo por g* os elementos da matriz inversa de [gu]?,_;-

Dada uma forma bilinear simétrica b em (V, g), definimos o tmgoﬂ de b como

n
o kl
trb:= E 9" b(vg, vr),
k=1
onde os elementos ¢g*! sdo os nlimeros definidos anteriormente para uma dada base {vy, ...,

v, }. O trago de b fica bem definido, ou seja, independe da base escolhida.

Um operador T' em (V,g) é dito g-autoadjunto se g(Tu,v) = g(u,Tv),Vu,v € V.
O trago de um tal operador é definido como o traco de sua forma bilinear simétrica by
associada, dada por:
br(u,v) := g(Tu,v).

Teorema A.8. Seja (V,g) espago semi-Euclideano e indefinido, com n > 2. Sejam

T :={v eV :vétemporal};
S :={v € V\{O} : v € espacial};

A= {v eV :véluminoso}.

Entao,

1. T e S sao abertos, disjuntos e nao-vazios;

2. A\U{O}=A=TnNS, ouseja, T = S = AU {0}.

Demonstracao. Denotando por ¢ a forma quadratica associada a g, ou seja, v € V —
q(v) € R dada por ¢(v) := g(v,v), que T e S sdo abertos segue da continuidadeE] de ¢,
ja que T = ¢ }(—00,0) e S = ¢ (0,00). O fato de serem nao-vazios se deve a g ser

indefinido. Isso prova o item 1.

A primeira igualdade do item 2 segue da caracterizagao de pontos no fecho de um
conjunto por sequénciag’| e do fato de ¢ ser continua. Vamos mostrar que T = 9S =
A U {0}, de onde seguira, utilizando a continuidade de ¢ e a caracterizagdo de fronteira

por sequéncias, que A =T N S.

Se, por exemplo, v € IT, segue que ¢(v) < 0 por um argumento sequencial. Como T
¢ aberto, v ¢ T, logo ¢q(v) > 0. Dai, segue g(v) =0ev € AU{O}. O caso v € S ¢é
semelhante. Isso mostra 07,05 C AU {O}.

E de se notar que, no caso Euclideano, tal definicdo coincide com a usual.
Em uma base para V, g assume uma forma polinomial, logo suave e continua.

> Para v € A, considere a sequéncia (¥)ren — O.
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Reciprocamente, suponha © € A U {O}. Seja {e1,...,e,} base ortonormal de V e
escreva g(e;,e;) =1 g, come; = —1,se 1 <i<v,ee =1sev+1<i<n. Escreva
também x = >  2'e;. Para mostrarmos A U {O} C 9T N 9S basta mostrarmos que
existem sequéncias (vy) C T e (wy) C S que convergem para x, ja que 7 N.S = . De

q(z) = 0 segue que

S =Y @

Se x = 0 o resultado segue imediatamente. Do contrario, segue da equacao acima que

existem 1 <ip <vewv+1<j,<n tais que 2%, 270 # 0. Dai, as sequéncias
; n ; n
k- |;I;20| 20 § 1: ? k- |£L']0| J0 E 1: J
i= =

i#io J#jo

satisfazem o que procuramos. O

O leitor pode visualizar esse resultado na figura [9]

A.2 Espacos vetoriais de Lorentz

Nesta secao, particularizaremos nosso estudo para os espacos semi-Euclideanos (V, g) de

indice 1 e dimensao n > 2, chamados de espacos vetoriais de Lorentz.

Num espaco de Lorentz, a nocao de causalidade de vetores tem generalizacao natural

para subespacos: todo subespaco W de V se classifica em

1. espacial se glwxw € positivo definido, ou seja, é nao-degenerado e tem indice 0;
2. temporal se glwxw € nao-degenerado e tem indice 1;

3. luminoso se W ¢ degenerado,

ja que se W é ndo-degenerado, ind W +ind W+ = ind V=1 = ind W = 0 ou 1. Além
disso, as trés condicoes acima sao mutuamente excludentes. Esta definicao de causalidade
¢é coerente com a anterior para vetores individuais no seguinte sentido: se W = R-v, entao

o carater causal de W é o mesmo que de v.

Proposicao A.9. Dado um subespaco W de (V, g), temos:

1. W € temporal se, e somente se, W+ € espacial;
2. W € luminoso se, e somente se, W+ € luminoso;

3. W € luminoso se, e somente se, glwxw € semi-definida positiva mas nao definida

positiva.
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Demonstracdo. O item 1 segue da igualdade ind W + ind Wt = ind V = 1. O item
2 segue do item 1. A “volta” do item 3 é 6bvia ja que glwxw ¢ degenerado. Para a
“ida”, basta mostrarmos que g|wxw ¢ semi-definida positiva. Como W é luminoso, tome
u € W tal que g(u,w) = 0,Vw € W. Dai, se houvesse um v € W temporal, isto &,
g(v,v) <0, teriamos g(u,v) = 0= u € (R-v)t. Mas, pelo item 1, como v (e portanto
R - v) é temporal, (R -v)* & espacial, o que contraria u € (R - v)* e g(u,u) = 0. Dali,
g(w,w) > 0,Yw € W. O

Segue da proposicao acima que se v é um vetor temporal, V se decompoe como

soma direta de R-v e (R-v)*, onde este tltimo subespago ¢ um subespago espacial.

Proposicao A.10. Seja W um subespaco com dim W > 2. Entao, sao equivalentes:

1. W ¢é temporal;
2. W contém dois vetores luminosos linearmente independentes;

3. W contém um vetor temporal.

Demonstracao. (1) = (2): Tome (ey, ..., e,) base ortonormal de W (m := dim W > 2),
com e; temporal e e; espacial para j > 2. Dali, os vetores e; + €3 e e — e de W sao

luminosos e linearmente independentes.

(2) = (3): Sejam u e v vetores em W luminosos e linearmente independentes. Entéo,
afirmamos que g(u,v) # 0. De fato, fixe uma base ortonormal {ey,...,e,} de V, com

apenas e; temporal. Escrevendou =) i ue;ev =) 7|

vje;, como sao luminosos temos
u?=us+---+uevi=0vi+---+v2 Note que g(u,v) = —ujv; + ugvy + - - - + upv,. No
entanto, como (R-e;)* ¢ espacial e e; € (R-e1)*, j > 2, a desigualdade de Cauchy-Schwarz

usual nos dalt

(g + -+ unvn)” < (g 4w ) (v + oo F03) = - vy,

que nos da g(u,v) # 0. Dai, ou v + v ou u — v é temporal, dependendo do sinal de

g(u,v) # 0.

(3) = (1): Tome z € W temporal. Dai, W+ C (R-z)*, que ¢é espacial pela proposicao
Segue entdo que W+ é nido-degenerado e espacial. Novamente, pela proposicao

temos que W é temporal. O

Proposicao A.11. Seja W um subespagco com dim W > 1. Entao, sao equivalentes:

% Podemos supor que vale a desigualdade estrita, pois ou @ = > i, ue; € 0 = Y7, vje; sdo linearmente

independentes (caso em que, de fato, vale a desigualdade estrita) ou existe um A € R\{0} tal que

@ = \D. Nesse caso, temos u; = \ - v;,7 > 2 e segue de u? = u3 + -+ +u2 e v? = v3 + - +v2 que
|ui] = |A-v1|. O caso uy3 = A - v contraria u e v serem LI Se u; = —\ - vy, temos u + 2 vie; = v,

de onde segue g(u,v) # 0.
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1. W € luminoso;

2. W contém um vetor luminoso, mas nao um vetor temporal;

3. dim WNW+ =1.

Demonstragao. (1) = (2): A existéncia de vetor luminoso segue de g|wxw ser degene-
rado. W nao contém vetor temporal devido a proposigao

(2) = (3): Pela proposicao |A.10, W nao é temporal. Como contém um vetor
luminoso, também ndo ¢ espacial. Segue que W & luminoso = dim W N W+ > 1. Se

fosse > 1, teriamos dois vetores luminosos LI em W, o que implicaria em W temporal
pela proposicao [A.10]
(3) = (1): Pela proposicao W néo ¢ temporal. Mas como dim W N'W+ > 0,

W também nao é espacial. Logo, W é luminoso. O

A.3 Cones temporais e orientacdo temporal em espacos vetoriais

de Lorentz
Fixe (V, g) um espago vetorial de Lorentz. Vamos eventualmente denotar g por (, ).

Definicdo A.12. Dado u € T, o cone temporal de V de u é o conjunto C(u) := {v €
T @ (u,v) <0}.

O cone oposto a C(u) é o cone C(—u) = —C'(u). O leitor pode verificar, imediatamente
da defini¢ao acima, que se v € C(u) e A > 0, entdo v € C(u) (o que justifica 0 nome
“cone”) e que u € C'(u).

Observe que, dados u,v € T, ou (u,v) > 0 ou (u,v) < 0. De fato, suponha por
absurdo que (u,v) = 0, ou seja, v € (R-u)t. Como u é temporal, pela proposi¢ao
(R - u)t é espacial o que nos leva a um absurdo, ji que v € (R - u)* e v é temporal.

Além disso, note que, dado v € T, v € —C'(u) se, e somente se, (u,v) > 0. Dessa
forma, T pode ser escrito como a unido (disjunta) de C'(u) e —C'(u) (para qualquer u € T).

Em particular, como C(u) e C(—u) sio claramente abertof|em V (e em T), isso mostra

que T é desconexo.

Lema A.13. Sejam u,v € T. Entdo, C(u) = C(v) se, e somente se, (u,v) < 0.

Demonstra¢ao. (=>): é 6bvia, pois u € C(u).

7 Segue da continuidade da funcio £ : V — R definida por () := (u,z). A continuidade dessa funcao

segue de a expansdo de £(x) em uma base de V' ser uma funcdo polinomial, portanto suave.
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(«<=): Basta mostrar que C'(u) C C(v) (a outra inclusao é completamente analoga).
Seja w € C(u). Primeiro, note que C(u) = C(7%), de forma que podemos supor u

flell
unitério. Como V = (R-u) & (R - u)*, escreva
v=a-u4+v" e w=b-u+uw',

onde v, wt € (R - wu)t (espacial). Note que (v,w) = —ab + (vt , wt), que deve ser
< 0 a fim de que w € C(v). Como (u,v) < 0 e (u,w) < 0, segue a,b > 0. Como v
e w sdo temporais, segue a > [[v| e b > ||wt]]. Em (R - u)*, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz, segue (v, wt) < ||vt||||wt] < ab = (v,w) < 0, como queriamos. [

Segue do lema acima que C'(u) é fechado para a soma e, portanto, convexo. Além
disso, o lema prova que existem precisamente dois cones temporais em V, que sao as
duas componentes conexas de T (vide ﬁgura para ilustragao). Além disso, dois vetores

temporais v e v estdo no mesmo cone temporal se, e somente se, (u,v) < 0.

Vamos também incluir os vetores luminosos na discussao. Para tanto, dado um u € T,

defina os abertos disjuntos
Ui (u) ={veV:(uv) <0} e U (u):={veV:(uv) >0}

e também

Ar(u):=U(u)NA e A_(u) :=Us(u)NA.

Ay (u) e A_(u) sdo chamados, respectivamente, de cone luminoso de u e cone luminoso de
—u (ja que A_(u) = Ar(—u)). Um argumento similar ao apresentado na demonstragao
do lema mostra que existem precisamente dois cones luminosos e que, dados u e v
vetores temporais, temos Ay (u) = Ay (v) <= (u,v) < 0 <= A_(u) = A_(v) e Ay(u) =
A_(v) <= (u,v) > 0 < A_(u) = A (v). Observe também qud’ | A = Ay (u) UA_(u), o

que mostra A desconexo.

Definicao A.14. Os cones causaif| de (V,g) sio Cy := C(u) UA;(u) e C— := C(—u) U
A_(u), para um dado u € T.

Se C denota o conjunto de todos os vetores causais de V, temos a decomposicao
C = C,y UC_. Note também que C_ = —C, e que eles sao, de fato, cones no sentido da

algebra linear.

Proposigao A.15. Dado u € T, temos 0C(u) = Ay (u) U{O} e 0C(—u) = A_(u) U{O}.

8 J4 que um vetor causal ndo pode ser ortogonal a um vetor temporal, haja vista a proposi¢io 0]

simbolo “L/” denota a unidao disjunta de conjuntos.

9 Eles ficam bem definidos, a menos da ordem.
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Demonstracao. Basta provarmos a primeira igualdade. Primeiro, provemos 0C(u) C
Ay (u) U{0O}. Tome v € dC(u). Dai, existem sequéncias (vg) C C'(u) e (wy) € V\C(u)

que convergem para v. Afirmamos que o conjunto
{keN:w, e C(—u)}

é finito. Com efeito, se fosse infinito, haveria uma subsequéncia (wg)keny C C(—u) de
(wg) e que convergiria para v. Dai, como (wy,u) > 0,Vk, por continuidade segue que
(v,u) > 0. Por outro lado, como (v, u) < 0,Vk, segue que (v,u) < 0 = (v,u) = 0
= v € (R-u)t, que é espacial pois u é temporal. Mas isso contraria v temporal. Dai,
segue a finitude do conjunto acima. Podemos entao, sem perda de generalidade, supor
que wy ¢ C(—u),Vk = wy € V\T,Vk. Como (v) C C(u) C T e (wg) C V\T, segue
que v € IT = AU{O}. Se v = 0, estamos feitos. Do contrario, como A, (u) = {z €
V:g(z) =0e (x,u) < 0}, precisamos mostrar que (v,u) < 0. Mas da convergéncia dos
v segue que (v,u) < 0. Como dois vetores temporais ndo podem ser ortogonais, segue o

resultado.

Para mostrar que 0C(u) 2 A, (u) U {O}, note que
Ap(u) U{0} CAU{O} =0T C 9C(u) UaC(—u),

onde a tltima inclusdo segue Al 7 = C(u) U C(—u). Sejav € Ay (u)U{0}. Sev =00
resultado é 6bvio. Se ndo, (v,u) < 0= v ¢ 9C(—u). Logo, v € 9C(u), o que encerra a

prova. O

Segue da proposicdo anterior que os cones causais C; e C_ sao conexos, ja que C(u) é

conexo e C(u) C Cy(u) C C(u). A figura a seguir ilustra bem o contetido da proposicao

[A.T5l

Proposicao A.16. Sejam v,w € C. FEntdao, v e w estdo no mesmo cone causal se, e

somente se, (v,w) <0 ouv,w € A e v = Aw, com A > 0.

Demonstra¢ao. (=): O caso em que um dos vetores v e w é temporal segue de forma
similar & demonstracdo do lema|A.13] obtendo (v, w) < 0. Se ambos v e w sao luminosos,
escreva v, w € Cy(u) = v,w € Ay(u). Se (v,w) < 0, ndo ha nada a fazer. Suponha

entdo (v, w) > 0. Como sempre, podemos supor ||u|| = 1. Escreva
v=a-utvt e w=b-utw".

Como v, w € Ay (u), segue (v,u) < 0e (w,u) <0, donde a,b > 0. Como ¢(v) = g(w) =0,

segue a = |[vt| e b = ||wt|. Dai, (v,w) = 0. Como provado na demonstragao da

10 Pois em qualquer espaco métrico, a fronteira da unifio de dois conjuntos é um subconjunto da unido
das respectivas fronteiras.
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A

- Cu)

u — Ay (u)

C(—u) «’

Figura 10 — Cones causais em R?

proposicao dois vetores luminosos LI nao podem ser ortogonais. Entao, temos v e
w LD, ou seja, existe A € R\{0} tal que v = Aw. Multiplicando (via produto escalar) os
dois lados de v = Aw por u, segue A > 0.

(<=): Suponha v € C,(u), com u € T unitario. Precisamos mostrar w € C,(u), isto

é, (u,w) < 0. Suponha inicialmente (v, w) < 0 Escreva, novamente,
v=a-u+vt e w=b-u+w.

Como (u,v) < 0, temos a > 0. Como (v,w) < 0, temos ab > (v, wt) > 0. Segue entdo

que b > 0. Mas de (u,w) = —b < 0, segue o resultado desejado.

No caso de v,w € A e v = w, A € Roy, temos (u, w) = %(u,w < 0, o que encerra a

prova. [

Observacao A.17. Segue da proposicao acima que 08 CONES CAUSALS SAO CONVELOS.

-

Definicao A.18. Uma orientagdo temporal em um espago vetorial de Lorentz (V,g) é a
escolha de um dos cones causais, que passa a ser chamado de cone causal futuro (denotado
por Cy ), enquanto o outro cone é chamado de cone causal passado (denotado por C_).

Uma vez escolhida uma orientagao temporal, (V,g) € dito temporalmente orientado.

O interior de C, ou seja, seus vetores temporais, é chamado de cone temporal futuro
e denotado por T., enquanto o interior de C_ € denotado por T_ e chamado de cone

temporal passado.

Os vetores causais no cone causal futuro (respectivamente passado) sao ditos futuro-

dirigidos (respectivamente passado-dirigidos ).

Vamos agora enunciar a desigualdade analoga a de Cauchy-Schwarz para o caso de

um espaco vetorial Lorentziano:
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Proposicao A.19. Dados v,w € T, temos:

1. (v ,w)| > ||v]| - ||w| e vale a igualdade se, e somente se, v e w sao colineares;

2. Se v e w estao no mesmo cone temporal, entao existe inico ¢ € R>o, chamado de

angulo hiperbolico entre v e w, tal que (v,w) = —||v|| - [|[w|| - cosh(¢).
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada na pagina 144 de O’Neill| (1983). O

Finalmente, também enunciamos nosso analogo para a desigualdade triangular:

Corolario A.20. (Desigualdade triangular reversa)

Sejam v,w € T no mesmo cone temporal. Entao, ||v]| + [[w| < ||v+ w| € vale a

tqualdade se, e somente se, v e w sao colineares.
Demonstrag¢ao. Pode ser encontrada na pagina 144 de |O’Neill (1983)). m

E interessante notarmos como a proposicio e seu corolario alteram a ge-
ometria usual que conhecemos dos espagos Euclideanos. Por exemplo, dados v,w € R}
temporais e no mesmo cone temporal, a figura[11] juntamente com o corolério acima, nos
mostra que o segmento de reta que une a origem ao ponto A (extremo de v + w) nao
mais minimiza a distancia (Lorentziana) entre eles, mas sim maximiza dentre todos os

caminhos poligonais unindo (0,0) e A.

~

Figura 11 — Desigualdade triangular em R?

Esse fato curioso é fundamental em geometria Lorentziana e suas aplicacoes a teoria

da Relatividade.
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