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Resumo

Partimos de um estudo geral sobre os funcionais lineares passando pelos espagos Norma-
dos, espacos de Banach, espagos Separaveis e espacos com Produto Interno para entao
chegar nos espacos de Hilbert. Concluimos a pesquisa com a analise dos funcionais li-
neares em espagos de Hilbert, e mostraremos que existe uma bijecao conjugado linear

isométrica entre todo espaco de Hilbert e seu espago dual.

Palavras-chave: Funcionais lineares, espagos de Hilbert.



Abstract

We start from a general study on linear functionals passing through Banach spaces, Se-
parable spaces and spaces with Internal Product and Hilbert spaces. We concluded the
research with the analysis of linear functionals in Hilbert spaces, and we will show that
there is an isometric linear conjugate bijection between all hilbert space and its dual

space.

Keywords: Linear functional, Hilbert spaces.



Sumario

11

4.1 Espacos com Produto Interno e Espacos de Hilbert| . . . . . . . .. 30
4.2 Ortogonalidade) . . . . . . . . . .. ... 36
4.3 Funcionais Lineares em Espacos de Hilbert| . . . . . . . .. . ... . 37
5 CONSIDERACOES FINAIS|. . . . .. ................ 41




1 Introducido

E necesséario salientar que para uma melhor compreensao do trabalho partimos
da premissa de que deve-se ter conhecimentos prévios em Algebra Linear e Analise. Estes

contetdos podem ser encontrados em [3], [4], [5], e [6].
O livro utilizado como base ¢ o [1].

Este trabalho tem como objetivo analisar os funcionais lineares em espacos de
Hilbert. Dessa forma, no capitulo 2 consideramos R"™ como espago vetorial sobre R e
vamos definir (R™)" como o conjunto de todas as transformagoes lineares de R” em R. Além
disso, (R™)" é chamado de espago dual de R" e as transformagoes lineares sao funcionais
lineares. Abordaremos alguns exemplos e vamos mostrar que existe uma transformagao
linear bijetora entre (R™)" e o proprio R™. Ou seja, existe uma relagao entre o espago dual

do R™ e o proprio R™. Sera que essa relacao é sempre valida para todos os espagos?

Para responder a isso abordaremos no capitulo 3 os espagos Normados e espagos
de Banach, com seus respectivos exemplos. Em seguida estudaremos os espacos separaveis
e mostraremos que [* nao é separavel. Concluimos esse capitulo com os funcionais lineares
limitados. Aqui veremos sua norma e definiremos o conjunto de todos os funcionais
lineares limitados de um espago Normado X como o espago dual de X. Usaremos a
bijegdo provada no capitulo 2 para mostrarmos a isometria isomorfa entre (R")" com
R". Em seguida, veremos que o espaco dual de [! é isometricamente isomorfo a [ e
mostraremos que o espaco separavel [! nao ¢ isometricamente isomorfo a [*°. Temos entao
o primeiro exemplo de um espago em que nao existe a isometria isomorfa com o seu dual.
A partir disso, vamos analisar se existem outros espacos, além de R™, em que o espaco é

isometricamente isomorfo ao seu dual.

No capitulo 4 comegamos com estudos preliminares para entao estudarmos os
espacos com Produto Interno e espacgos de Hilbert. Veremos que todo produto interno
induz uma norma no espaco, mas nem todos espacos Normados provém de um produto
interno. Mostraremos que o espago de Banach [?, com p € [1, 00) nimero real, s6 é espago

de Hilbert quando p = 2.

Por fim, faremos um breve estudo sobre ortogonalidade e em seguida analisaremos
os funcionais lineares em espagos de Hilbert. Através do Teorema de Riez faremos uma
caracterizagao dos funcionais lineares no espaco dual dos espacos de Hilbert. Utilizando
o mesmo teorema finalizaremos o trabalho mostrando que existe uma bije¢ao conjugado

linear isométrica entre todo o espaco de Hilbert e seu espago dual.



2 Funcionais Lineares em R"

Neste capitulo definiremos o espago dual de R"™, e além disso mostraremos que o
espago dual de R™ é isomorfo & R"™. Este resultado terd importancia no decorrer da secao

3.3.

Definicao 2.1. Um funcional linear em R" ¢ uma transformacao linear de R™ em

-

R. O conjunto de todos os funcionais lineares é chamado de espagco dual de R" e ¢
denotado por (R™)'.

Exemplo 2.2. Seja f: R?® — R, dada por f(x1,xs,73) = 221 + 29 + 3.
Sejam (1’1,1‘2,7}3), (yl,yg,yg) € R3. Entao:
o f(xy+yi,xo+ Y2, T3+ y3) =2 (21 + y1)+Totyet+r3t+ys = 201 +2o+T3+2y1+Y2+ys
= f (1,22, 23) + f (Y1, y2, ¥3)-
o f ()\.I’l, )\IQ, )\IE'g) =2 (>\$1) + )\CL’Q + )\ZL‘g = )\2!171 + )\,Ig + )\1'3 = (2[171 + o + Qfg) =
Af (xh Zo, .7;3).
Logo, f € (R3)'.

Exemplo 2.3. Seja g : R? — R, dada por g(x1,73) = 1, a proje¢do candnica sobre
o eivo x1. Note que g € uma transformacao linear de R* em R, portanto, um funcional

linear em (R?)".

Exemplo 2.4. Para um caso geral, considere f : R"™ — R, dada por f(xi,x9,--+ ,x,) =
a1r1 + asxs + - - - + apx,, com ay,--- ,a, € R. Note que
[, @0, 2,) =< (21,22, , 20), (a1, 02, ap) > .

Veja que f € (R™).

Observacao 2.5. Note que a soma de dois funcionais lineares é um novo funcional linear,
e o produto de um funcional linear por um escalar € um novo funcional linear. Portanto,

(R™)" € um espago vetorial.
Proposicao 2.6. Existe um isomorfismo entre (R™) e R™.
Demonstracao. Seja B = {ey, - ,e,} a base canonica do R". Considere a funcio ¢:

(R™) — R™ dada por ¢(f) = (f(e1), f(ea), -, f(en)), vamos mostrar que ¢ ¢é transfor-

macao linear.
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Sejam f,g € (R")'. Entao,
o(f +9) = ((f+9)(er), (f +9)e2), - . (f +g)(en))

= (fler) +gle1), fle2) +gle2), -, f(en) + glen))
= (f(61)7 f(62)a e 7f(en)) + (9(61)79(62)7 o 79(671))

= o(f) + ¢(g).

Seja a € R. Entao,

plaf) = ((af)(er), -, (af)(en))
= (af(er), -+, af(en))
= a(f(e), -, flen))
= ap(f).
Vamos mostrar que ¢ é sobrejetora. Ja temos que Im ¢ C R™. Agora, precisamos
mostrar a outra inclusao.

Seja x € R". Entao existem xy,- -, z, € R tais que x = (z1,--- ,2,). Considere
a transformacao linear h : R — R definida por h(e;) = x1, h(es) = o, -+, h(e,) = x,.
Note que h € (R™)'. Além disso, p(h) = (h(e1), -+ ,h(e2)) = (x1,- -+ ,x,) = x. Logo, x €

Im . Assim, Im ¢ = R". Portanto, ¢ é sobrejetora.
Falta mostrar que ¢ ¢ injetora.

Sejam f,g € (R")". Suponha que ¢(f) = ¢(g). Entao,

(f(el)v T 7f(€n>> = (9(61), e 7g(en>)7

ou seja,
fler) = g(er)
flen) = glen).
Como = {ey, - ,e,} é base de R", segue que f = g. Portanto, ¢ é injetora.

Do exposto acima, ¢ é transformagao linear bijetora.



11

3 Espacos Normados e Espacos de Banach

Este capitulo esta dividido em trés se¢oes, nas quais veremos na se¢ao 3.1 con-
ceitos prévios para os espacos Normados e os espagos de Banach para entao defini-los e
apresentar exemplos e contra-exemplos. Na secao 3.2 abordaremos os espagos Separaveis
com exemplos e um contra-exemplo. Ja na secao 3.3 veremos os funcionais lineares limi-
tados, sua norma e entao definiremos o espaco dual de um espaco vetorial Normado, com
seus respectivos exemplos. Por fim mostraremos o isomorfismo isométrico de R™ com seu
dual e um exemplo de espaco dual que nao é isometricamente isomorfo ao seu dual. Entao

concluiremos que nem sempre esse isomorfismo isométrico existe.

3.1 Espacos Normados e espacos de Banach

Nesta se¢ao apresentaremos os conceitos sobre espagos Normados e espagos de

Banach.

Definicao 3.1. Seja X um espaco vetorial sobre K. Uma norma em X ¢é uma func¢ao

II'll : X = R que satisfaz as sequintes propriedades:

i) [|z] =20, Ve e X
it) |z =0 2=0,VreX
ig) || Azl =| A ||z, VI eKexe X
i) x4yl < ||zl + |lyll, ¥V x,y € X (Desigualdade Triangular).

Observagao 3.2. Sejam x ey € X. Note que de iv) e iii) obtemos as sequintes desi-

gualdades:
Iyl = lly ==+ 2l <lly =2l + =]l = [l = yll + [l] (3.1)
2l = llz =y +yll < llz =yl + [yl (3.2)
Logo, de (3.1):
[yl = ll=ll < [l = yll,
ou seja,
=zl = Tlyll) < fle =yl
E de (3.2):
[zl = llyll < [l =yl
Portanto,

[zl =yl < llz = yll-
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Proposicao 3.3. Como consequéncia da desigualdade provada acima (Observagao

mostraremos que a fun¢ao norma € uma funcao continua.

Demonstracao. Seja xg € X e (zp)neny uma sequéncia em X tal que x, — . Vamos

mostrar que ||z, || = ||zof| -

Utilizando o resultado da Observagao [3.2] temos que
0 <[ lnll = [lzoll [< lzn — 2oll — 0.

Pelo Teorema do Confronto,

|zl = [lzoll =0,
ou seja,
[[2n]| = o]l
O
Observagao 3.4. Um espago vetorial X com uma norma || || é chamado de espago

vetorial Normado e denotado por (X, || ||).

Exemplo 3.5. Considere o espaco vetorial R™ com a norma usual,

1
n 2
Jell, = (z w) |
=1

em que x = (x1,Z9, - ,,). Com esta norma, R™ é espaco Normado.

Vamos provar que sao satisfeitas as propriedades i) — iv) da defini¢ao de norma.

Tome x = (x1,--+ ,x,) em R™.

[SII=

i) Veja que para todoi € {1,2,--- ,n}, |z;| = 0 entao |z;)*> > 0 e também (Z |x1]2> >
i=1
0. Logo, ||z]|, = 0.

1
i) ||, = (ZW?) =0& ) |w’=0&a,=0Vic {2, n}

i=1 =1

iii) Agora, dado o € R,

n % n 2 n % n %
naxugz(zw) :(zmmxw) =(|a|22m|2) o (zw) _
i=1 i=1 i=1 =1

o [l]] -

Jun

iv) Observe que

lz+yls=|<z+y,z+y>|
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—<zr>+<zy>+<yr>+<yy>]|
=|<zx>42<zy>+<y,y>|
<l<ma>|+2<zy>|+|<yy>|
< lzlly + 2 |2l [[ylly + [[yll

= ([l + llyll)*.

Em que a peniltima desigualdade seque da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Ou
seja,

[z +ylly < llzlly + 1yl

Portanto, (R, ||,) € espago Normado.

Exemplo 3.6. Seja p € [1,00) um nimero real fizo. Definimos I[P como o conjunto das

sequéncias de numeros reais (T, )nen tal que |x1|P + |zo|P 4 - -+ converge, ou seja,
oo
P = {(mn)nEN CR: Z |z, |P < oo} :
n=1

oo P
Vamos verificar que I’ com a norma definida por ||x||, = (Z |:17n|p> € espago
Normado.

Sejam = (Tp)neny € P e a € R.

3=

Tplp, =20V neN= :Enp >0VneN=|z|| =20
p = p

n=1

n=1

1
i) |lell, =0 & (Zw) —0e Y el =0 s, =0VneNs=(00).
n=1

o ;
iit) o], = (Zlaxnlp> <Z!a|p|xnlp> = laf [|]],-
n=1

iv) E a desigualdade de Minkowski,

(Z | + yn’p) < (Z |xn|p> + (Z |yn|p> 5
n=1 n=1 n=1

cuja demonstracao pode ser vista em [1].

Portanto, (I7, || ||,) € um espago Normado.
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Observagao 3.7. Veja que para p < 1 a fungao || ||, como definida acima nao é uma

norma.

Considere, por exemplo, x = (0,1,0,0,---) ey = (0,0,1,0,---). Logo,

e, = llyll, =1

1
o +yll, = YT+ T =25,

Entao, comop <1,
2 >14+1=2

Portanto, nao € verdade que ||z +yll, < |[z[, + yll,- Logo, ndao vale a propriedade iv)

de norma.

Exemplo 3.8. Definimos [ como o conjunto de todas as sequéncias limitadas de nime-

T0S T€aLs, ou Seja,

1% = {(2n)nen S R: sup{|zn| : n € N} < oo}

Vamos mostrar que [*° com a norma definida por
2]l = sup{|zn| : n € N}
¢ espaco Normado.
Sejam © = (Tp)nen, ¥ = (Yn)neny € 1 e a € R.
i) Note que ||z||, =0, pois |x,| = 0 para todo n € N, assim sup{|z,|: n € N} > 0.

it) ||zl =0 < sup{lz,| :neN}=0& |2,/ =0VneNsz, =0VneNs =
(0’0’)

iti) ||ax||, = sup{laz,| : n € N} = sup{|a||z,| : n € N} = |ao|sup{|z,| : n € N} =

o |l -

iv) Primeiro, veja que
[z 4+ yllo = sup{lzn +yal : n € N} < sup{|aa| + [yn| : n € N}.
Além disso, para todo n € N,

|| < sup{lan| :n e N} = |lzf|

yn| < sup{lya| :n € N} = [ly|l -
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Entao,
2| + |ynl < 2]l + 19l ¥V n €N,
e assim,
sup{len| + lyn| - n € N} < |zl + [yl -
Logo,
12+ Yl < N2l + llwll
Portanto, (I°°,|| ||..) € um espa¢o Normado.

Definicao 3.9. Seja X um espago Normado. Dizemos que X é um espago de Banach

se X € completo, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy em X converge em X.

Exemplo 3.10. O espago vetorial Normado R"™ com || ||, € espago de Banach.

De fato, seja (x™)men € R™ uma sequéncia de Cauchy. Note que, para todo

m € N temos que ™ € R", e denote por 2™ = ("

™), com j € {1,2,--- ,n}. Ou seja,

a' = (x%,x%, T 7x111)
$2 = (%%,LL’%, T 7I121>
™ = (a xy, ).

Entao, como (x™)men € de Cauchy, para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo
m, k = ng

e 4], <=

Isto €, para todo m,n = ng

NI

n
(Z |2} — xfﬁ) <e.
j=1

Veja que, para cada j € {1,--- ,n},

2

n
|z — :Bf| < (Z |z — xf|2> < e.
j=1

Logo, para cada j € {1, ,n}, (27)men € de Cauchy em R, e como R é completo,
converge em R, digamos,

m

Por fim, vamos mostrar que a sequéncia (2" )men converge para a n-upla formada
pelos elementos xj, V j € {1,--- ,n}.
Para cada j € {1,--- ,n},

m_

L

l’j—>0,
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ou seja,
(z" — z;)* — 0,
logo,
n
Z(x;” — ;) =0,
j=1
entao,
n 2
(Z |z — xj|2> — 0.
j=1
Isto €,
™ — 2], = 0,
ou seja,
™ = (T, Tp).

Portanto, R™ € um espaco de Banach.

Exemplo 3.11. O espago vetorial 1> com a norma || ||, € um espago de Banach.

Seja (™ )men C 1% de Cauchy, em que 2™ € 1%, e denote 1™ = (27')jen. Como

(™) men € de Cauchy, para todo e existe ng € N tal que para todo m,n > ny
|z™ — 2" <.

Isto €,
sup{|z} — a%]: j € N} = [[2™ — 2" <e.

Entao, para todo j € N,

27" — 2| < 2™ — 2|, <&,V m,n = ne.

Note que, para cada j € N fizo, |27 — 27| < &, para todo m,n = ng, ou seja, (T7")men €
de Cauchy em R, e como R € completo, toda sequéncia de Cauchy € convergente, digamos

m —
2" — ;. Denote v = (1) jen.

Agora, vamos mostrar que x € 1. Note que (™) men € limitada pois € de Cauchy,
entao existe M € N, M > 0 tal que

|zl < M,V meN.
Fire j € N. Tome mg € N tal que |27 — 27| < 1. Note que,
2] < [y — 2701 + |20 < 1+ [l2™ ]| o <1+ M,V jeN.

Entao,

|z, = sup{|z;| : j € N} <1+ M.
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Portanto, x € [*°.

Por fim, vamos provar que ™ — x em [*°. Fize ¢ > 0 e tome ng € N tal que

para todo m,n = ng tem-se que

|z™ — 2™ <e.

Five j € N e tome m € N tal que |2]' — x;] <&, com ™ > ng. Entdo, para m = ng

|25

— ] < Ja — T+ 0T ]
< me — meoo +e

<e+e=2V m>nyg.

Note que se mudarmos o j acima teremos outro m que torna a desigualdade acima ver-

dadeira. Assim, a desigualdade |77* — x;] < 2¢ vale para todo j € N, e entdo,
sup{|z} — x;] : j € N} < 2¢

Ou seja,

o™ — ., < 2.
Portanto, z™ — x, com a norma || ||
Exemplo 3.12. O espago vetorial IP com a norma || Hp ¢ um espaco de Banach.

Seja (x")peny C [P de Cauchy, em que x™ € [P, e denote x™ " )jen-

= (z
(x™)nen € de Cauchy, para todo e existe ng € N tal que para todo m,n > ng
n m
2" — 2™, <e.

Isto €,

3=

[o.¢]
Z|x?—$;7”’ <e.
j=1
Note que, para cada j € N,
@l — | = (|27 — & P)p < Z 2 ) <e.
j=1
>

Entdo, para cada j € N fizo, |2} — 27| < €, para todo m,n > ng, ou seja, (v

Como

)nGN €

sequéncia de Cauchy em R, e por R ser completo, seque que (z ”)neN converge, digamos,

z7 — x;. Vamos mostrar que x" — x em I e que x € [P.

Tome ¢ > 0 e ng € N tal que [|2" — 2™, < € para todo m,n > n, isto ¢,

o0
Z |z} — 2P < e
j=1
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Entao, fixre k € N, note que

k
E |z — 2P < e,V m,n = ny.
=1

Portanto,

k k
n p : n m|p P
E T — —hmg x — P L P,
| 7 J’ Moo | J ]l ~
=1 j=1
Seque que
k
E ]x?—a:jpgap,VkEN,
j=1

e entao

oo
g 2 — 2P <P,V m = ng.
j=1

Isto mostra que, por exemplo, ™ —x € [P, ex — 2™ € P, e x = (x —a™) + 2™ € [P. Da

ultima desigualdade seque que x™ — x em [P.

Agora, vamos ver dois exemplos de espagos Normados que nao sao completos:

Exemplo 3.13. Seja Cla,b] o espago das fungdes continuas de [a,b] em R, com

[flloe = sup{|f(2)] : = € [a,0]}.

Considere Pla,b] = {f : [a,b] = R :f € polinomio}. Vamos mostrar que Pla,b] ndo é um
espaco de Banach.

Pelo teorema de Stone-Weirstrass, toda func¢ao continua é limite uniforme de
polinémios. Portanto, Pla,b] ndo é Banach.
Exemplo 3.14. Considere Cyg 0 espaco das sequéncias de nimeros reais quase nulas,
15t0 €,

Coo = {(zn)neny CR: 3 k € N tal que z,, =0V m > k}.

Vamos mostrar que Cog nao € um espac¢o de Banach.

1 1

R I o)

—1 —1 1
Hxn_me = 07"'707—7"'7_707”' = .
oo n+1 m o nt1

Portanto, (x,)nen € de Cauchy.

Tome x,, = (1 0,-- ) em Coo e suponha que m > n, entdo

Agora, vamos provar que x, — (1, %, %, ceey %, - ) em [*°. De fato, isso acontece

PO1S

-1 -1 1
H( ‘n+1ln+2 )Hw n+1
em [*°.

Como (1, 1 ) nao pertence a Cyg, seque que Cog nao € Banach.

) )

W=

1
29
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3.2 Espacos Separaveis

Nesta secao estudaremos densidade, separabilidade e mostraremos que [* nao é

Separavel.

Definicao 3.15. Seja X um espago Normado. Dizemos que D C X € denso se para
todo € > 0 e para todo v € X existe y € D tal que ||z — y|| < e.

Exemplo 3.16. Considere X =R e D = Q, note que Q é denso em R.

Exemplo 3.17. Em P, D = {(xp)neny € [P : z,, # 0 $6 para finitos n's} é denso.

o
Tome x = (Ty)nen € P, logo Z |z"|P < co. Entao, dado € > 0, existe m € N tal
n=1
o @]
que Z |z"|P < eP. Sejay = (1, ,Tm,0,--+) o truncamento de x. Entao
n=m+1

1
o0 P
oyl = ( 5 W) .

n=m+1
Note que y € D.

Definicao 3.18. Seja X um espaco Normado. Dizemos que X é Separdvel se existe

D C X denso e enumerdvel.

Exemplo 3.19. Seja Cy o conjunto de todas as sequéncias de nimeros reais que conver-
gem para zero, ou Seja,
C(O = {<wn)nEN - R: Ty — 0}

Vamos mostrar que Cy € Separdvel. Note que pelo fato de toda sequéncia conver-

gente ser limitada temos que Cy € subespacgo de l, e desta forma definimos em Cy
[(#n)nenll o = sup{|z,| : n € N}.

Vamos mostrar que Cyg € denso em Cj.
Seja (Ty)nen € Co, entao x, — 0.
Para cada m € N, defina 2™ = (1, ,p,0,--+) € Coo.
2™ = @]l = (0, -+ 0, =Tnesr, =Tz, - )l = 0,
quando m — oo, pois x, — 0.

O conjuto D = {(x,)neny € Coo : x,, € Q,V n € N} € denso em Cyp.
De fato, fize € > 0 e seja © = (xp)neny € Coo, entdo (zp)neny C R e existe k € N tal que

Tm = 0 para todo m > k, ou seja,

x:(wl,x%... ,xk’o,...)'
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Como para cada j € {1,--- [k}, z; € R e Q € denso em R, temos que existe y; € Q tal
que

|z —ysl <e.

Considere a sequéncia (Yn)neny com as k-ésimas primeiras entradas dadas como acima e

as demais entradas zeros, ou seja,

Yn = (ylng,"' 7yk707“')'
Portanto,
| (20 )nen — (yn)neN”oo = sup{|r, — ya| :n € N} <,
15to €,
[ (%) nen — (yn)neN”oo <e.

Logo, D ¢ denso em Cyy.

o0
Note que D € enumerdvel, pois Q" € enumerdvel e assim U Q" € enumerdvel.

n=1
o
Logo, como existe uma bijecao entre D e U Q" temos que D € enumerdvel.
n=1

Portanto, Cy é Separdvel.

Exemplo 3.20. O espago Normado (I, || ||,) € Separdvel. Em que
It = {(:cn)neN CR: Z |z,| < oo} )
n=1

Considere
D = {(yn)nen € A Un € Q e y, # 0 s para finitos n's}.

Primeiro, note que D C I'. Vamos mostrar que D C I € denso e enumerdvel.

Vamos mostrar que D € enumerdvel.
o0

Pelo fato de Q ser enumerdvel, Q™ € enumerdvel. Portanto, U Q" € enumerdvel. Como

n=1
o0

existe uma bijecao entre D e U Q" seque que D € enumerdvel.
n=1

Agora, vamos provar que D ¢ denso em ['.
o0

Fize e > 0. Seja (xp)nen € I, entdo Z |z,| € convergente, e pelo critério de Cauchy,

n=1
existe m € N tal que para todo n > m

o0

3 Jal < g

i=m+1
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Como Q € denso em R, para todo i € {1,--- ,m} e x; € R, existe y; € Q tal que
|z — yi| < 5. Ou seja, podemos encontrar y = (Y1, ,Ym,0,---) € Q tal que

ZL’E@—?M < g-

i=1

Logo,
H(xn)nGN - (yn)nGNul = ’(33 — Y1, T — Yms 41, )‘
_Z‘xz yz|+ Z |xz
1=m+1
< — —_ =
2 5+ 3 2~ °

Portanto, para todo ¢ > 0 e para toda sequéncia (z,)neny € ' existe y € D tal que

| (Zn)nen — (Yn)nenll, < &, ou seja, D é denso em I*.

De forma analoga, provamos que [P é Separavel.

Vamos ver no proximo exemplo um espago vetorial Normado que nao seja Sepa-

ravel.

Exemplo 3.21. O espaco Normado [* nao é Separdvel.

De fato, vamos mostrar que nao existem conjuntos densos e enumerdveis em [*°.
Seja X C1°, X ={(xp)ney €1 12, €{0,1} V n € N}.

Considere a funcao T : X — [0,1], dada por T'((zy)nen) an e note que T €

sobrejetora. Desta forma, X tem pelo menos a cardinalidade de [O, 1], mas [0,1] nao é

enumerdvel. Logo, X nao é enumerdvel.
Note que, para todo x,y € X, ||z —vyl|l, = 1, se x # y. Para cada v € X,

considere a bola aberta centrada em x e com raio % Desta forma, para todo x,y € X,

1 1

Seja D C [ denso em [*°. Assim, dado ¢ = %, para todo x € X, existey, € D tal

x # vy, temos que

que ||z — y. ||, < 3- Logo, o subconjunto de D, {y, : x € X}, tem a mesma cardinalidade
de X, ou seja, nao € enumerdvel. Portanto, D nao é enumerdvel.

Logo, I*° nao é Separdvel.

3.3 Funcionais Lineares Limitados

Nesta se¢ao veremos os funcionais lineares limitados, sua norma e o espaco dual.
Mostraremos que o espaco dual de R™ é isometricamente isomorfo a R"™. Por outro lado

veremos que o espaco dual de [' ndo é isometricamente isomorfo a {!.
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Definicao 3.22. Seja X um espacgo vetorial Normado sobre K. Dizemos que um funci-

onal linear f: X — K ¢ limitado se existir c € R tal que para todo v € X
|f(@)] < cllz]|.

Além disso, a norma de f €

1= sup {1 € X 20

| z]]

|
= sup{|f(2)| : ||z = 1,2 € X}.

Note que |f(«)| < [|fl|[lall, pois dado & € X, & # 0, |7 > | (%), e entdo
@) < I el

Exemplo 3.23. Considere o funcional linear f : C[0,1] — R, dado por f(g) = fol g(x)dz.

Vamos mostrar que f é limitado e calcular sua norma.

Primeiro, note que C[0,1] € um espago Normado com a norma definida por

2]l oo = sup{f(x) : = € [0,1]}

e [ € um funcional linear, pois a integral € linear. Vamos verificar se f é um funcional

/01 g(x)dx

<[ ' lg(a)d

linear limitado. Entao,

1F(9)l =

1
< / lg(2)]|.. de

= [l9(@)llo 1= llg()ll -
Ou seja,
1f(9)] < 1llg(2)l| -
Logo, f € um funcional linear limitado, pois |f(g)] < 1|g(2)]||.

Podemos ainda calcular || f||.
Considere g € C[0,1], g(z) = 1,V x € [0,1]. Note que

1
/ 1dx
0

e como || f[| = sup{[f(g)] - [lgll = 1} temos que [|f]| = 1.

[f(9)] = =[1=1,

Exemplo 3.24. Seja P[0, 1] o espago dos polinémios de [0,1] em R, com || || . Considere
f: PO =R, flg)=g'(1).
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Note que f € funcional linear, pois a derivada € linear.

Considere a funcgao g,(x) = x™, para todo x € [0, 1] e para todo n € N. Neste caso,
[f(@)l =g’ (W) = [n1"""| = |n| =n,¥ n €N
e ||lgnll, = 1, para todo n € N. Entao,

1A (@Il = sup{[f(g)] - [lgll = 1} = o0

Logo, f nao é limitado.

Exemplo 3.25. Seja R™ espago vetorial sobre R, com || ||,. Considere f : R" — R,
flz) =< z,y >, comy € R" — {0} fizo. Vamos provar que f é um funcional linear

limitado e calcular sua norma.

Lembre que R™ € espaco Normado com a norma usual e f € funcional linear, pelas
propriedades do produto interno.

Pela desigualdade de Cauchy-Scwarz,

[f@)] =1 <zy>|<|zly]-

Portanto,
|f@)] <yl =]

Logo, f é um funcional linear limitado. E entao, ||f|| < |lyl|-

Agora, tomando x =y, temos que

LFE< Ayl
ou seja,
2
W [<yy>] vl _
[l = = = lyll -

[yl lyll lyll
Portanto, || f[| = |lyll-
Exemplo 3.26. Seja I' o espago das sequéncias de niimeros reais (T, )nen tal que Z |z, |

n=1

< oo. Considere f : 1" — R, dado por f((xp)nen) an s com (by)nen € [1°°. Vamos

verificar que f € limitado e calcular sua norma.

|f ((@n)nen)| =

00
> b,
n=1

0o 0o

n=1 n=1
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n=1

= [[(b)nerille Y |7l
n=1

= [[(br)nenllo [1(@n)nenly -
Ou seja,
|f (@0 )nem)| < [l (bn)nenllo [|(@n)nenll;

portanto, f € limitado.

Agora, note que

11V = sup{lf ()] - |l=ll = 1} = sup{|f((en)nen)| : » € N}

Em que

sup{|f((en)nen)| : 1 € N} = [|(ba)nexi. -
Portanto, || ]| = [|(ba)nesl.. -

Definicao 3.27. Seja X um espago vetorial Normado sobre K.

Definimos
X' ={f:X = R| [ € funcional linear limitado} .
Além disso, X' é chamado de espaco dual de X .

Proposigao 3.28. X’ com a norma definida acima € espago vetorial Normado.

Demonstracao. Note que o conjunto F de todas as fungoes de X em K é um espaco
vetorial. Portanto, para ver que X’ é espaco vetorial basta ver que X’ é subespaco
vetorial de F. Para tanto, considere fi, fo € X' e «, f € K, note que af; e 5 f; sdo ainda

funcionais lineares limitados, e af; + [ f, também é. Logo, af; + Bfs € X'.

Agora, vamos mostrar que || || : X’ — K é uma norma, em que
I} = sup{lf(2)| - |z} = 1,2 € X}.
i) Note que dado f € X/,
11} = sup{lf(2)| - |z} = 1,2 € X} > 0.

i) |fl =0« f=0.
(<) Veja que se f = 0 (funcional linear nulo) entdo |f(x)|] = 0,V = € X, e portanto,
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IfIl = 0.
(=) Por hipétese, || f|| = 0. Entao,

0= £l = sup{[f(2)] : lz] = 1,z € X}

& |f(@) =0 flz)=0,¥z e X.
iii) Dado a € K,
leef[| = sup{lecf ()] : [|=]| = 1,2 € X}
= sup{|al|f(2)| : =]l = L,z € X}
= |alsup{|f(2)| : |z[| = 1,z € X}
= | [If]]-
iv) Sejam f1, f» € X’. Ento,

[f1+ foll = sup{[(f1 + f2)(x)] : [[2]| = 1,z € X}

= sup{|fi(x) + fo(2)] : ||l2| = 1,2 € X}
< sup{[f1(@)] + [fo(2)] - [J]| = 1,2 € X}

Note que, para todo x € X, ||z]| =1,

[f1(@)] <sup{lfi(@)] - |zl = 1,2 € X} =[]l

|[f2(2)| < sup{[fo(@)| - |[z]] = 1,2 € X} = [[f]-
Entao, [f1(x)] + [f2(z)] < [[f1ll + [ /2] Logo,

sup{|fi(@)| + [ f(2)] : [lz]] = Lo € X} < [|Al+ I fll-

Ou seja,

11+ foll < LA+ (12l

Portanto, (X', || ||) é espago vetorial Normado.

[]

Lembre que (R™)" = R", via o isomorfismo definido na Proposigao , no capitulo

2. Agora, vamos mostrar que este isomorfismo é isométrico.

Proposicao 3.29. (R")" € isometricamente isormofo a R™.
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Demonstracao. Considere, novamente, ¢ : (R")" — R", dada por

p(f) = (flex), -+ flen))-

Ja sabemos que ¢ é uma bijecao linear.

Agora, vamos mostrar que ¢ é isometria, ou seja, ||o(f)|| = ||f]|, considerando

R™ com a norma usual.

Sejam = = (z1,--- ,x,) € R" e f € (R"), note que

flx)=f (Z SCi@i) = Z f(zies)
= Z xz‘f(ez‘)

=< (21, mn), (fler), -+, flen)) >,
ou seja,
f(f) =<z, (f(el)a" ’ 7f(6n)) >

Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[f(@)] = [ <z (fler), -, flen)) > | < l2l[1(fex), -~ flen))] -

Seja v = (f(e1), -+, f(en)). Mostramos que
|f(@)| < ][ [[v]],V 2 € R™

Portanto, como
If1] = sup{[f(2)] - [[«]| = 1,2 € X},

temos que
A< Q-

Agora, considere o vetor z = ﬁ Note que ||z|| =1 e de (3.3) temos que

v 1 1
F(2) =< @,y >= <—,7> S
R Tl

Logo, |f(z)] = [I7]l e assim [|f[| = |[v]], ou seja,

LAF = DIyIF = 1CfCex), -+ Flea))ll = lle (P -

Portanto, ||o(f)|| = || f]|, ou seja, ¢ é isometria.

Proposigao 3.30. (I') ¢ isometricamente isormofo a [*°.

(3.3)
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n

Demonstragdo. Primeiro, note que, se x = (,)nen € [, entao z = lim g Tper, em que
n—oQ

k=1
ep = (0, \1’/ ,0,---).
entrada k
Seja f € (I'). Entao
flz)=f (h_)m Zm%)
n <>ok:1
= lim f (Z $k€k>
= Jm D S
k=1
k=1
Dado k € N,
[f(ex)l < LfIHlexll = A1
ou seja,
sup{|f(ex)| - k € N} <|[f]. (3.4)

Defina T : (I')Y — [, dada por T(f) = (f(en))nen. De (3.4) temos que

(f(en))nen € 1. Logo, T esta bem definida. Além disso, note que 1" ¢ linear, e,

IT(N)loe = NS (en)Inen € 1=l < LA

Afirmacgao 1. T ¢é sobrejetora.

Seja b = (b,)nen € [®°. Defina g : I' — K, por

g (i": xnen) = i Zybn.
n=1 n=1

Note que

o0 oo oo

o0
Z |20 | < Z |2 [bn] < Z |Za| 10nl o = anHooZ |2Zal = [1bnll lll; -
n=1 n=1 n=1 n

=1
(5
n=1

Logo, g é limitado. Portanto, g € (I')".

Portanto,

l9(x)] = < onlle N1l -
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Note que

Logo T' é sobrejetora.

Afirmacgao 2. T é isometria.

J& temos que T : (') — [ & tal que
IT(H)llo <IN, YF e (@),

Por outro lado, dado x = anen cl'e fe(I', note que

[f(z)| = ‘f (Z%%)‘

anf(en)

o0

<D Ll f(en)l

n=1

[e.9]

<Dl 1(f(en)nenll
= [I(f(en)nenllo D Il

= [I(f(en)nenllo D Il

= [I(f(en))nenllo NIl
= 1Tl Nl -

Portanto,

[F (@) < NT e 1]y -

Entao,
sup{| f(2)] + |zl = Lw € (1)} <T(f)ll L.

Isto significa que
A< N7 -

Portanto, ||T(f)|| = || f||. Segue entao que T' é isometria. E como T' é isometria,

temos que 7' é injetora. O
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Temos que (I')' ¢ isometricamente isomorfo a [*°. Mostraremos a seguir que [!
nao ¢é isometricamente isomorfo a [*°. Portanto, teremos um exemplo em que o espago
dual nao é isometricamente isomorfo ao espaco. Para isso seré necessario a proposi¢ao

abaixo.

Proposicao 3.31. Sejam X,Y espacos Normados isometricamente isomorfos, entao X

¢ Separdvel se, e somente se, Y € Separdvel.

Demonstracao. Seja T : X — Y isometria. Suponha que X é Separével, vamos mostrar

que Y é Separavel.

Seja D C X denso e enumeravel. Seja B = T'(D). Vamos mostrar que B é denso

e enumeravel em Y. Note que B é enumeravel, pois T' é bijetora e D é enumeravel.

Vamos provar que B é denso.
Tomey €Y ec > 0.
Seja x = T~!(y). Como D é denso em X, existe d € D tal que

d — || < e.

Entao,
1T(d) = yll = [|T(d) = T(2)|| = ld — || <e.

Portanto, como T'(d) € B e ||T(d) — y|| < €, temos que B é denso em Y. De maneira
analoga, como T'~! ¢ isomorfismo isométrico, prova-se que se Y ¢é Separavel entdao X &
Separavel.

[

Segue da Proposicao que se [} e [ fossem isometricamente isomorfos, e
como [! é Separavel, terfamos que [* seria Separavel, o que nao ocorre. Logo, [! nio é
isometricamente isomorfo a [*°.

Portanto, concluimos que o dual de I}, que é [*°, nao é isomorfo a [*.

Existem outros espacos, além de R™, em que existe uma isometria isomorfa entre
) b

o espaco dual e o proprio espaco? E o que veremos no proximo capitulo.



30

4 Espacos com Produto Interno e Espacos de
Hilbert

Neste capitulo veremos na segao 4.1 os espacos com Produto Interno, também
chamados de pré-Hilbert, e os espagos de Hilbert. Na secao 4.2 abordaremos brevemente
alguns conceitos sobre ortogonalidade, que serao utilizados na secao 4.3, onde veremos a

relacao que existe entre um espacgo de Hilbert e seu espaco dual.

4.1 Espacos com Produto Interno e Espacos de Hilbert

Nesta secao abordaremos os conceitos sobre os espacos com Produto Interno e os
espagos de Hilbert. Entre os resultados, destacamos a Identidade do Paralelogramo, que

nos permitira verificar quando uma norma nao é induzida por um produto interno.

Definigao 4.1. Seja X um espago vetorial sobre K. Um produto interno em X é uma

funcao < .,. >: X x X = K tal que

i) <z,x>20e<zx>=0r=0VzreX
i) <z,y>=<y,x>VaryecX
i) <Ar,y>=A<zy>VryeX elek
w) <zx4y,z>=<z,z>+<y,z>VaryzeX
Um espago vetorial com um produto interno é chamado de espago com Produto In-
terno.

Observagao 4.2. Note que se X € espago vetorial sobre R, temos que o item ii) serd o
que chamamos de simetria
<zy>=<y,r>.

Exemplo 4.3. O espago vetorial C"*, com produto interno dado por
< (xh U ,l‘n>, (yh U ;yn) >= Z$1E7
i=1

€ um espac¢o com Produto Interno.

Exemplo 4.4. Considere 1?, com o produto interno dado por

<z,y>= ixnyn.

n=1
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Para ii) note que pela Desigualdade de Minkowski vista em [1],

S
D lzallyal < Nl Nyl -
n=1

As demais propiedades sequem diretamente.

Exemplo 4.5. Seja C|0, 1], com o produto interno dado por

1
— g(z)dz.
<fg> / F(@)g(@)da
Note que X X
<f1>= [ 1@F@d = [ |refa o

Para mostar que < f,f >=0< f =0, observe que se h € C[0,1] for tal que h(x) > 0,
para todo x € [0, 1], entdo h =0 < fol h(xz)dz = 0.

Lema 4.6. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X um espago com Produto Interno.
Entao, para todo x,y € X,

| <z,2>|<V/<x,x>/<y,y>.

Demonstracao. Se y = 0 segue o resultado.

Suponha entao que y # 0. Note que, para todo z € X e a € K|

O<<zrz+ay,z+ay >=<z,z>+a<yzr>+a<z,y>+aa<y,y>

=<z,x>+a(<y,x>+a<yy>)t+a<zy>. (4.1)
Tome « tal que
_ <y, x>
a=—-———"—,
<Y,y >

Entao, para este a, (4.1) sera

<y,x >
O<<z,z>4a(<y,z>—<yx>)————— <2,y >,
<y,y>

ou seja,

— <z, z><yY,y > — <y, xr ><x,Y >,

desta forma,
<Y,z >< 3,y >X< T, >< Y,y > .

E como < y,z >= < x,y >, temos que

<T,Y > < T,y >I< T, >< Y,y >,



Capitulo 4. Espagos com Produto Interno e Espagos de Hilbert 32

ou seja,
| <zy> P <<a,z><y,y>.

Portanto,

| <zy>|<V<ae>/<yy >

Definigao 4.7. Dado um espago com Produto Interno, definimos, para todo x € X,

]| = V< x, x>

Proposigao 4.8. A fun¢io X — K dada por ||z|| = /< z,z > é uma norma em X.

Demonstra¢ao. Vamos verificar os axiomas de norma.
i) Da forma como foi definida, segue que ||z| > 0,V z € X.
i1) Como

<r,x>=0&2r=0,VzrelX,

temos que

|z]| =02 =0,VzelX.

i1) Seja A e Kex € X,

IAall = V< Az, da >
=/ <z,7>
= VPP <>
=A<, e >

= [All«]-

iv) Dados z,y € X,
lz+yl? =<z z>+<zy>+<yar>+<yy>

=<zr,rx>+<yy>+<z,y>+<1,y >
=<z, x>+ <y y>+2Re<x,y>
<<z, x>+ <y,y>+2|Re < x,y > |
<<z >+ <y,y>+2 <xy> |,

por Cauchy-Schwarz,

<<LKryr >+ <y y>+2/<x,r >/<yy>

= (V<z,0>/<yy>)?
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= (ll=ll + llyl)*.

Portanto,

2
Iz + 11" < (2l + llyl)*,

e entao,

Iz +yll < [l + -
O

Vamos ver abaixo alguns exemplos de espacos vetoriais cuja norma provém de

um produto interno.

Exemplo 4.9. O espago vetorial R, com
(s, an)ll = \fat 4+ a2,

Exemplo 4.10. O espaco >, com

lz|| = V< z,x > =

Exemplo 4.11. Considere C[0,1], com

IUH:(AHﬂ@FM>;

Proposicao 4.12. (Identidade do Paralelogramo) Seja X um espa¢o Normado cuja norma

¢ proveniente de um produto interno, entao para todo x,y € X, vale que
-+ yl* + ll = ylI* = 2(|l|* + lly]]*).
Demonstragao. De fato, sejam z,y € X, entao
lz+yl*+llz -y’ =<z+yz+y>+<z—yz—y>

=< zr, x>+ <z,y>+<y,r>+<y,y>-+
t+<r,e>+<z,—yYy>+<—-y,r>+< -y, —y>
=2<z,x>+<z,y>+<y,r>-—<z,9y>—<y,r>+2<y,y>

2 2
= 2(ll=[I” + [ly1I%)-
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Observacao 4.13. Pela Proposi¢ao se (X,||'||) for espago normado e existirem
r,y € X tais que
2 2 2 2
[z +ylI” + [l = ylI” # 2(]|=[I" + [ly[I°)

entao a norma nao € proveniente de um produto interno.

Podemos concluir que todo produto interno induz uma norma no espago, porém
nem todos espagos Normados sao espacos com Produto Interno, como veremos nos exem-

plos a sequair.

Exemplo 4.14. Note que || ||p em [P, com p # 2, nao € induzida por um produto interno.

De fato, considere x = (1,0,0,---) ey = (0,1,0,---). Entao

1 1
‘|$+pr = ||(1a1>07)”p = (1p+ 1p)P = 2»,

lz = yll, = (1, =1,0,--)], = (17 +17)7 = 25.
Iz, = [1(1,0,0,- )], = (1)7 = 1.
lyll, = (0, 1,0,--)||, = (1) = 1
Logo,
lz+yl2 + e = yll; = 22 + 20 =2 25,
E,

2(|l* + llyl*) =2(1 + 1) = 4.

Portanto, pela Identidade do Paralelogramo,

2 2 2 2
[l +yll, + [l = yll, = 20"+ [ly/I°)

=290 =4
2

& 20 = 2
9

P |
P

sSp =2

Ou seja, (17, || ||,,), com p € [1,00) um nimero real, é espago Normado, mas a

norma so € induzida por um produto interno para p = 2.
Exemplo 4.15. O espago vetorial C[0,1] com

[fllo = sup{|f(z)| : = € [0,1]}
nao € iduzida por um produto interno.

Considere f(x) =z e g(xr) =1 — x. Entao,

If + 9l = supi/1]: 2 € [0,1]} = 1.
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If — gl = sup{|2z — 1| : 2 € [0,1]} = 1.
| fll = sup{|z| : 2 € [0,1]} = 1.
9]l = sup{|l —z|: 2 €[0,1]} = 1.

Logo,
1F +all% + 1Lf = gllz =2 # 2011 FII% + llall%) = 4.

Definicao 4.16. Seja H um espaco vetorial com Produto Interno. Dizemos que H é um

espaco de Hilbert se é completo com a norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 4.17. Veja que R™ € espaco de Hilbert, com

N

|z|| = V< z,2>= (i |J;Z\2>

=1

Exemplo 4.18. Considere o espacgo 1> com

N|=

2]l = vV<z2>= (Z van|2> :

n=1
em que * = (T, )nen € 12, € espaco de Hilbert.

Lembre que [ € espaco vetorial com Produto Interno. Note que a norma induzida
pelo produto interno é a norma definida em 2, e I* com a norma || ||, € completo, ou seja,

¢ um espaco de Banach. Portanto, I? é um espaco de Hilbert.

Note que I, com p # 2, nao € espago com Produto Interno, ou seja, € um espago

de Banach que nao € espaco de Hilbert.

Exemplo 4.19. Seja C[0,2] com

< fig>= / f(x)g(x)d.

Vamos mostrar que nao € espago de Hilbert.
Considere a sequéncia (fn)nen dada por
", x € [0,1]
falz) =
L,z e(1,2]

de Cauchy que nao € converge em C[0,2]. Suponha que f, — f, ou seja, fr, — f — 0,

com || || Entao,

/O (fou — F)2(a)dz — 0,
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ou seja,

1

(fn — ) (z)dz =0 (4.2)

(fn — f)*(x)dz — 0. (4.3)

H\NN

De (4.3) obtemos que

/1 (1_f)2(x)dx_>02‘/1 (1= f)@)dz=0= (1— f)(z) =0

= f(x)=1, z €[1,2].

Jd de (4.2),

/0 (fo— FP@)dz = 0= (fu— fP2(x) = 0= (& — f)(x) =0

= f(z) =0,V 2z €[0,1).

Logo, [ nao é continua.

4.2 Ortogonalidade

Nesta secao veremos alguns resultados sobre ortogonalidade que nos serao tuteis

para o préoximo capitulo.

Definigao 4.20. Seja X um espagco com Produto Interno e x,y € X.

i) Dizemos que x e y sao ortogonais se < x,y >= 0, e escrevemos x L y.

i1) Dizemos que um vetor x € ortogonal a um conjunto ¥ C X se < x,y >= 0,

para todo y € Y, e escrevemos v LY.

iii) Dizemos que dois conjuntos Y,Z C X sao ortogonais sey L z, para todoy € Y

e para todo z € Z, e escrevemos Y 1 Z.

Definicao 4.21. Seja X um espago vetorial com Produto Interno, Y C X. O comple-

mento ortogonal de Y ¢ o conjunto
Yi={reX:x 1Y}

Exemplo 4.22. Seja X =R? Y = {(—1,1)}.

Neste caso, Y+ = {(z,z) : € R}.



Capitulo 4. Espagos com Produto Interno e Espagos de Hilbert 37

Exemplo 4.23. Em [?, considere A = {(z,)nen € > : 11 = x5 = 0}. Vamos determinar

At

Sejay €12 ea € A, sea Ly entio
<aay>:0<:>< (07073737'"),(3/173/2793,"‘) >= 07

ou seja,

ixnyn =0,V yecl

n=3
Em particular,

<a,e, >=0<a=(0,0,23,---) = 0.
Entao a peniltima itgualdade ocorre se, e somente se, x,, = 0 para todo n > 3.

Portanto, A+ = {(x)pen € > : 1, = 0,V n > 3}.

Definicao 4.24. Seja X um espacgo vetorial com Y, Z C X subespagos. Dizemos que X
€ soma direta de Y e Z se todo elemento de X pode ser escrito de maneira unica como
soma de elementos de'Y e Z, e denotamos X =Y & Z.

Teorema 4.25. (Soma Direta) Seja H um espago de Hilbert com'Y C H um subespago
fechado de H. Entao
H=YaY"

Esta demonstragao pode ser vista em [1].

Observagao 4.26. Nao vale um resutado como no Teoremal[].25 se Y nao for completo.
Considere, por ezemplo, H =12, Y = {(xp)nen € I : 1, # 0, 50 para finitos n’s }.

Vamos mostrar que Y+ = {0}.
Primeiro, note que Y € denso em [2.

Tomey € Y. Entdio, comoY € denso em [2, existe (yn)nen C Y tal que y, — y.
Assim, < y,y, >= 0, logo

<y,y >=<y, lim y, >= lim <y,y, >=0.
n—o0 n—oo

Seque que y =0, e entio Y+ = {0}. Logo, > #Y & Y+.

4.3 Funcionais Lineares em Espacos de Hilbert

Nesta secao estudaremos a relagao entre um espaco de Hilbert e seu dual.

Seja H um espago de Hilbert. Fixe z € H e defina f : H — K, por

flz) =<mz,z>.
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Note que f é linear. E, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

f@) =<z z>] <[] ||2]-
Logo,
1fIl = sup{|f(z)| : [[z]| = 1,z € H} < 12| = []=]|
Além disso, considere z = ;. Entao, |lz|| =1e
z z 1 1 9
(i) = ()| = gl < 2o = 1= g 1 = el
’ 2] 2]l 2] 1]
Portanto,

1A= 1I=11 (4.4)

Vamos mostrar, no proximo teorema, que todo funcional linear limitado em H é

como definido acima.

Teorema 4.27. (Teorema de Riez): Seja H um espago de Hilbert, com f € H'. Entdo

existe um unico z € H tal que

flz)=<z,z>Vr e H

A= 121l -

Demonstracao. Se f =0 escolha z = 0. Suponha entao que f # 0.

Primeiro, vamos provar que f(x) =< x,z > para todo = € H.
Seja f € H e N = Ker(f). Veja que N é fechado, pois para cada z € N existe uma
sequéncia (z,)neny em N tal que x,, — x. Como f é continua, f(x,) — f(z), e temos que
f(xz) = 0 desde que f(x,) =0, e entdo z € N. E como N é fechado, podemos escrever
H = N@N+. Como f # 0 entdo N # H e assim N+ # {0}, logo, existe zy # 0 € N+
Dado x € H, considere

y = f(x)z0 — f(20)x,
aplicando f,

= f(f(z)z0) — f(f(20))
= f(:L‘)f(zO) - f(Zo)f(I) =0.

Portanto, y € N. Entao, < y, zg >= 0, ou seja,

< f(x)zo — f(z0)x, 20 >=0
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&< f(x)z0,20 > — < f(20),20 >=0
< f(x)z0,20 >=< f(20)7, 20 >
= f(.flf) < 2o, 20 >=< f(Zo)JI,ZO >
< f(z0)x, 29 >
o fa) = L0
< 20,20 >
f(20)20
S fle)y=(x,———— ).
= (o T
Seja
_ J)a _ f20)2
<z0,20> |z’
Entao,
flz) =<z,z>VaxeH.
Vamos mostrar que z é tnico.
Sejam z1, zo € H tal que
<x,z >= f(x) =< x,290 >,V € H.
Entao
<T,z1>—<x,2>=0E< 2,21 —29>=0,V € H.
Tomando = = z; — 2o, temos que
<z —29,21— 2 >=10
2
& [z — 2" =0
& 21— 2= 0
<~ 21 = Z9.
De (5.1) segue que
1=zl
L]

Dado f € H', pelo Teorema [4.27, existe um tnico z; tal que

f(z) =<,z > Vo e H.

Defina T': H' — H por T(f) = zs.

Teorema 4.28. A funcao T definida acima € bijecao, conjugado-linear e isométrica.
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Demonstragao. Primeiro, note que a sobrejegao segue do Teorema [4.27]

Seja f € H', entao
ITCHI = Mzl = 1A
Logo, T' é isometria.
Agora, resta mostrar que 1" é conjugado-linear.

Sejam f,g € H' e a € K. Sabemos que T(f) = z, T(g) = z,. Vamos mostrar
que
T(f+9)=z2p4g =25+ 2

T(af) =az =al(f).
Para isso, veja que

(f +9)(x) = f(z) + g(z)

=< T,z >+ < T, 29 >

=< x,2f+ 24 > .

Ou seja,
T(f+9) =2+ 2 =T(f) +T(g).
Além disso,
(af)(z) =af(z) =a <z,z; >=< x,02F > .
Isto é,

T(af) = az; = aT(f).

A injetividade segue do fato de T ser conjugado-linear e isométrica.

]

Pelo Teorema concluimos que se H é um espaco de Hilbert entao existe uma

funcao bijetora, conjugado linear e isométrica entre H' e H.
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5 Consideracdes Finais

As diversas ferramentas analiticas, tanto teoremas, proposicoes, exemplos e contra-
exemplos foram de suma importancia para a consecucao da pesquisa. Fizemos um per-
curso pelos estudos na area da Anélise Funcional, buscando complementar os estudos
direcionados com espaco dual e seu proprio espago, analisando a isometria isomorfa entre
0s mesmos, e para isso analisamos os funcionais lineares em espacos de Hilbert, que é o

espago em que essa relagao sempre ocorre.
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