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RESUMO

O pressente trabalho exibe uma andlise quantitativa e qualitativa dos modelos
populacionais pioneiros evidenciando as mudancgas, apontando algumas contribuicdes das
equacOes diferenciais, para isso usa-se da metodologia de pesquisa integrativa, com uma busca
em bases de dados de artigos, livros e bases de teses e dissertagdes. E trabalhado uma
abordagem historica sobre seu desenvolvimento, assim como a contribuicdo de alguns
matematicos, evidenciando as mudancas propostas no tempo. Dentre as perspectivas de analises
a serem trabalhadas, resultou na selecdo dos modelos de Malthus (1798), Verhulst (1838) e
Montroll (1971), cuja abordagem esta4 mais direcionada a descrever fendmenos de crescimento
populacional humano. Como resultado é evidenciado a evolucdo ou mudangas necessarias dos
modelos, configurados para uma representatividade mais adequada dos comportamentos
populacionais.

Palavras-chave: Modelo de Malthus, Modelo de Verhulst, Modelo de Montroll.
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1. Introdugéo

Muitos dos principios ou leis que regem o comportamento do mundo fisico sdo
proposicBes ou relagcdes envolvendo as taxas e variagdes, principios estes suportados pelas
equacOes diferenciais (Boyce, 2012, p. 2). As equagdes diferenciais se configuram em uma das
ferramentas mais importantes para se modelar fendmenos naturais, cujas variaveis estdo sujeitas
as variac@es ao longo do tempo, podendo ser aplicadas em diversas areas.

As equacgdes diferenciais foram estendidas para as mais diversas areas do
conhecimento, podendo-se mencionar a dindmica de populacdes, propagacédo de epidemias, a
datacdo por carbono radioativo, citado por Thomas, 2013, além disso Teixeira, 2013 também
cita a exploracao de recursos renovaveis, a competicdo de espécies, citado em economia.

Na medida em que as necessidades do espirito humano foram se tornando mais
complexas, cresceram as caréncias por aperfeicoar o processo de compreensdo do mundo.
(Simonato, 2010). Na impossibilidade de lidar diretamente com complexidade do mundo, o
homem tem se mostrado cada vez mais habil na criacdo de relacbes matematicas para
representacdo e solucdo de sua interacdo com esse mundo.

Nessas relagdes matematicas as taxas sdo geralmente derivadas, e assim essas
equacOes resultantes que envolvem derivadas acabam por ser equacfes diferenciais. E dentro
do universo de aplicabilidade das equac@es diferenciais, destacam-se 0s modelos dinamicos
populacionais que podem prever crescimento ou declinio das espécies em um ambiente.

Esses modelos dindmicos populacionais vém sendo aprimorados com o passar do
tempo e descrevem cada vez melhor a realidade, principalmente quando usados 0s recursos
computacionais. O que motiva esse avango é a tentativa de se criar um modelo que retrate a

realidade (Boyce, 2012).
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A modelagem populacional baseada no individuo tem sido crescentemente empregada
para analisar processos ecologicos, desenvolver e avaliar teorias, bem como para fins de manejo
da vida silvestre e conservacdo (Giacomini, 2007). Entretanto os modelos baseados no
individuo sdo mais realistas do que modelos populacionais classicos, mais presos dentro de um
rigido formalismo matemaético.

Ao decorrer do tempo, estudos e pesquisas na pretensdo de se modelar
matematicamente destacaram-se alguns modelos que deram inicio a varias outras pesquisas. E
dentre os modelos dindmicos populacionais classicos e pioneiros, destacam-se 0s modelos de
Malthus (1798), Verhulst (1838), [...] nesta area de aplicacdo. (Cecconello, 2006). Além disso
Magalhées, afirma que alguns dos principais modelos da literatura destacados séo: Modelo de
Malthus [...] passamos pelo modelo de Verhulst (1837) [...] também o modelo de Gompertz
(1825) [...] e 0 mais recentemente € o de Montroll (1971). (Magalhées, 2012).

Deste modo, o presente trabalho tem o intuito de rever estes modelos dindmicos
populacionais pioneiros neste ramo, e comparar, como se deu as mudancas destes modelos em
busca de um modelo deterministico que se aproxima da realidade, evidenciando as
contribuicdes das equacdes diferenciais.

Esse trabalho esta distribuido em 6 capitulos, no primeiro capitulo a introdugédo, onde
delimitaremos o tema e traremos a pergunta que € o eixo central do trabalho, apresentamos os
objetivos: Objetivo geral e Objetivos especificos. No segundo capitulo exibimos a justificativa
da pesquisa. No terceiro capitulo secdo traz as fundamentacdes tedricas para embasar 0s
estudos. No quarto capitulo, o desenvolvimento apresentaremos uma revisdo e analise
juntamente com as consideracGes entre os modelos de Malthus (1798), Verhulst (1838),
Montroll (1971). Juntamente uma aplicacdo dos modelos usando como matéria prima a
populacdo de Floriandpolis — SC. No quinto capitulo faremos as consideragdes gerais. E por

fim, no sexto capitulo apresentamos as referéncias.
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Delimitagéo do Tema

Os modelos sdo construidos para organizar a compreensdo dos sistemas e ideias;
avaliar os dados observados; fornecer o entendimento das ligagOes entre 0s componentes;
definir os problemas; fazer previsdes (Angelini, 2010).

Segundo Cecconello (2006), entre os modelos de dinamicas populacional classico e
pioneiros, destacam-se 0s modelos de Malthus (1798), Verhulst (1838) e Latka-Volterra (1926).
Dos modelos referidos por Cecconello ndo faremos analise, comparacéo, revisdao do modelo
Latka-Volterra, presente trabalho procura evidenciar os modelos voltados para dinamica
populacional, limitando aos modelos de uma Unica espécie, sem interacdo com outras espécies
ou auto intera¢do. Como ja dito na introducao, nosso objetivo ndo é de nos aprofundarmos no
estudo da dindmica de populagdes, mas fazer uma breve revisdo dos modelos pioneiros
evidenciando mudancas ocorridas em uma analise historica.

Vale ressaltar também que estamos considerando, em cada modelo, que as dinamicas
de crescimento estdo isentas dos fatores abidticos (temperatura, vento, umidade, etc) e de
fatores auto regulacéo (espaco, alimento, idade, guerra, etc)

E ainda, Magalhdes (2012, p. 351) nos diz que, os principais modelo pioneiros que se
destacam sdo: modelos Malthus (1798), Verhulst (1838), Gompertz (1925) e Montroll (1971).

Tomando os modelos pioneiros do crescimento populacional, o presente trabalho
tratard de rever e analisar evidenciando as mudancas entre 0s mesmos e as contribuicdes das
equacOes diferenciais, e restringido os modelos sem a dinamica presa-predador.

Por tais modelos terem sido conceitos que deram origem a outros pesquisadores da
época, € sdo modelos pioneiros no ramo, a pesquisa se limitara a modelos dinamicos

populacionais na década de 90, limitando também termos e conceitos tratados na licenciatura.
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Portanto os modelos tratados aqui sdo: Modelo de Malthus (1798), Modelo de Verhulst

(1838), e Montroll (1971).

Problema

Quais mudancas sdo percebidas nos principais modelos pioneiros de dinamicas

populacionais deterministicos da década de 90?

Objetivos

Obijetivos geral

Identificar as mudancas percebidas nos modelos dinamicos populacionais
deterministicos desenvolvidos na década de 90, considerados pioneiros, buscando evidenciar

como as equacdes diferenciais contribuiram nos modelos.

Obijetivos especificos

a) Mapear e selecionar os principais modelos dindmicos populacionais deterministicos
da década de 90 pioneiros;

b) Comparar os modelos populacionais deterministicos selecionados;

c) Apontar principais diferencas e caracteristicas destes modelos para a época;

d) Apresentar comparagdes através de tabelas;

e) Aplicacdo na populacdo de Florianopolis.

13



2. Justificativa

Na constante busca do aperfeicoamento de uma teoria e conceitos, a matematica com
suas generalizacbes pode tonar-se fria e insossa, entretanto, as equacOes diferenciais tém
contribuido para modelar matematicamente sistemas dindmicos, principal desafio que se
apresenta na modelagem de sistemas em termos de equacdes diferenciais (Rodney, p. 442).

Através dos resultados do estudo de dindmica populacionais permite-se fazer
inferéncias sobre a mesma e planejar acdes, e com isto, € possivel prever taxas de crescimento
ou decrescimento futuras das populacGes em andlise. E assim, caso necessario, atuar no
dimensionamento de recursos para essas populacfes ou no controle efetivo da mesma, caso o
crescimento seja indesejavel. Formular as equac6es que descrevem o problema a partir de um
conjunto restrito de informagdes ou “pistas” sobre o comportamento geral do sistema, faz com
gue o modelo tratado se torne cada vez mais proximo com a realidade (Thomas, 2013, p.3).

O estudo sobre o comportamento e crescimento populacional de namero de
determinada espécie é objeto de pesquisa de varios matematicos e esta em constante
desenvolvimento (Teixeira, 2012, p. 17). Conhecer os nimeros relacionados a determinada
espécie é importante para criar acdes e planejamentos. Uma vez estabelecido a espécie e
definido o modelo é possivel prever o declinio, crescimento ou estabilidade na cadeia de
evolucéo.

Diversas areas procuram ferramentas matematicas para poderem estimar o
crescimento de uma populacdo, planejar o uso correto de recursos publicos, programar a
construgdo de postos de atendimento médico, a urbanizagdo planificada de cidades, alocagdo

de salas de aula, turnos, dependéncias de lazer, etc.
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Da mesma forma, como por exemplo, avaliar crescimento de populacgdes para prever
se uma temporada de pesca sera boa ou méa, ou preparar-nos para uma invasao de pernilongos,
gafanhotos e outras pragas. A equacao producgdo e consumo é importante para a preservagado da
espécie e crescimento consciente para o planeta, neste sentido, é ainda urgente prever quantos
seremos na Terra e quantos recursos teremos nas proximas décadas, segundo Thomaz (2013)
essa relacdo inclui outras variaveis, além das varidveis ou taxas de natalidade e mortalidade. As
variaveis mencionadas por Thomaz tém mudancas com o tempo, como por exemplo a evolugdo
tecnoldgica, pois a producdo que se tinha a 50 anos atras, hoje é, no minimo trés vezes maior
Nno mesmo espago de terra.

Quando tratado de modelos dindmicos populacionais, podemos classificar diversas
populacdes, desde espécies humanas (Magalhdes, Leite, 2012) até crescimento de tumores
solidos (Domingues, 2011). Quando previsto crescimento ou decrescimento populacional,
pode-se criar acOes, para retardar ou estabilizar, ou até estimular o crescimento ou
decrescimento desse grupo.

Historicamente, o controle da populacdo humana tem sido implementado, limitando a
taxa de natalidade da populagéo, geralmente por ordem do governo. Caso néo crie a¢des podem
gerar fatores como: Niveis elevados ou crescentes de pobreza, preocupacdes ambientais,
motivos religiosos e superpopulacdo, e outros subsequente destes. O controle
da populacdo pode envolver medidas que melhorem a vida das pessoas, dando-lhes um maior
controle de sua reproducao.

Assim, Bassanezi, levanta questBes derivadas que merecem a analise, como por
exemplo: em quanto anos dobraremos nossa populacdo nacional? Mundial? Quanto alimento
estaremos produzindo? Considerando o ritmo de crescimento da populagdo, o mercado de
trabalho absorvera toda a méo-de-obra que se formard? Quantos estardo desempregados?

(Bassanezi, 2004, p. 48). Ndo tentaremos neste trabalho responder a estas perguntas, mas
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estimular o leitor, a entender a importancia do estudo de modelos matematicos que preveem o

crescimento ou decrescimento de uma espécie, principalmente humana.

3. Fundamentacdo tedrica

Para compreender melhor a dindmica dos modelos aqui envolvidos, deixaremos alguns
resultados importantes que facilitam o estudo, possibilitando o acesso ao processo de
construcdo dos modelos, tanto nas modelagens, quanto nas resolucbes e na interpretacao.
Porém, é necessario que o leitor tenha um prévio conhecimento de resultados visto em calculo

I, como limites.

Modelagem Matematica

Quando dizemos resolver um problema temos primeiro em geral, que formular esse
problema como uma expressdao matematica em termos de variaveis, funcdes, equacoes, etc.
Uma expressdo desse tipo entdo chamada de um modelo matematico do problema em questdo
0 processo de elaborar um modelo resolvé-lo matematicamente interpretar seus resultados em
termos fisicos ou outro € chamado de modelagem matematica ou, resumidamente de

modelagem trata-se de um processo que requer experiéncia.

Para Bassanezi (2004), a Modelagem Matematica de uma situacdo problema real deve
seguir uma sequéncia de etapas:
1.  Experimentacio: E uma atividade essencialmente laboratorial onde se processa

a obtencéo de dados;
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2. Abstragdo: E o procedimento que deve levar a formulagdo dos Modelos
Matematicos;

3. Resolugéo: O modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem
natural das hipdteses por uma linguagem matematica coerente — € como num dicionario, a
linguagem matematica admite “sindnimos” que traduzem os diferentes graus de sofisticacdo da
linguagem natural;

4.  Validacao: E o processo de aceitagio ou ndo do modelo proposto. Nesta etapa,
0os modelos, juntamente com as hipoteses que lhes sdo atribuidas, devem ser testados em
confronto com os dados empiricos, comparando suas solucdes e previsdes com 0s valores
obtidos no sistema real. O grau de aproximacdo desejado destas previsdes serda o fator
preponderante para validagéo;

5. Modificacdo: Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a
rejeicdo ou aceitacdo dos modelos. Quando o0s modelos sdo obtidos considerando
simplificacbes e idealizacfes da realidade, suas solugcdes geralmente ndo conduzem as
previsdes corretas e definitivas, pois o aprofundamento da teoria implica na reformulagéo dos
modelos. Nenhum modelo deve ser considerado definitivo, podendo sempre ser melhorado,
poder-se-ia dizer que um bom modelo € aquele que propicia a formulacdo de novos modelos,

sendo esta reformulacdo dos modelos uma das partes fundamentais do processo de modelagem.

Equacdes diferenciais

Vejamos como Bassanezi apresenta equagdes diferenciais “[...] as leis que regem tal
fendmeno sdo traduzidas por equagdes de variagcGes. Quando estas varia¢fes sdo instantaneas,
o fendmeno se desenvolve continuamente e as equagfes matematicas sdo denominadas

equagdes diferenciais, [...]” (Bassanezi, p. 9). Equagdes diferenciais € uma ferramenta
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matematica de aplicabilidade. E segundo Boyce muitos dos principios, ou leis, que regem o
comportamento mundo fisico sdo proposicdes, ou relacdes, envolvendo a taxa segundo a qual
as coisas acontecem. Expressar em linguagem matematica, as relacdes e as taxas sao derivadas.
Equacdes contendo derivada séo equacdes diferenciais.

Notemos que em ambos 0s casos equacdes diferenciais sdo tentativas formalizar uma
situacdo em uma equacdo, fazendo associagdo da equacdo com suas derivadas. Boyce descreve
modelo matemético como uma equacdo diferencial proveniente de um processo fisico, e
Bassanezi expos modelos matematica como processo de interacdo da teoria matematica e as
outras Ciéncias.

Matematicamente, uma equacdo diferencial € uma equacdo que envolve um funcéo

desconhecida e derivadas desta equacao.

Classificacao de Equac6es diferenciais

Uma equacao diferencial dita ordinaria se a funcéo incdgnita depender apenas de uma
variavel independente, que contém uma ou mais derivadas de uma funcao desconhecida, a qual
usualmente chamamos de y(x). Abreviaremos equacdes diferencias ordinaria por (EDO).

Vejamos exemplos:

"= cos(x

y (x) (1)
"4+9=0

g @)

x2y"'y' + 2e*y"'=(x? + 2)y*? (3)

Se a equacdo diferencial depender de duas ou mais variaveis independentes sera

denominada equacdo diferencial parcial (E. D. P.). Apresentaremos equacdes diferenciais



parciais a titulo de exemplificacdo, mas neste trabalho abordaremos somente equagdes
diferenciais ordinarias. Por exemplo, uma E.D.P com uma funcdo desconhecida u de duas

variaveis xe y é

Ordem da equacao diferencial

Diz-se que uma EDO ¢é de ordem n quando a n-ésima derivada da fungéo desconhecida
y € a derivada mais alta de um y na equacdo. O conceito de ordem fornece uma classificagdo
atil para as EDOs temos as EDOs de primeira ordem, de segunda ordem, e assim por diante.
Portanto, a equacdo (1) € de primeira ordem e a equacéo (2) é de segunda ordem e (3) de terceira
ordem. Consideremos EDOs de primeira ordem. Essas equacfes contém somente a primeira
derivada y', podendo também conter y e funcdo quaisquer dada de x. Dessa forma, é possivel

€SCrever essas equag(")es como.

F(x,y,y)=0 (4)

ou, frequentemente, na forma
y' =fxy)
Esta dltima forma é chamada explicita, em contraste com a forma implicita (4). Por

exemplo a EDO implicitax =3y’ — 4y2 = 0 (onde x # 0) pode ser escrita explicitamente como

y' = 4x3y2,

Conceito de solugdo de uma EDO.

Uma funcdo

19



y = h(x)
é chamada de solugdo da EDO (4) em algum intervalo abeto a < x < b, se h(x) for definida
e diferenciavel ao longo de todo esse intervalo e se for tal que a equagdo se torna uma identidade
quando y e y' sdo substituidos por h e h', respectivamente. A curva (ou seja, o grafico) de h é
chamada de curva solu¢do. Cada EDO possui uma solugdo contendo uma constante arbitraria
c. Uma solucgdo que inclui uma constante arbitraria ¢ é chamada de solugédo geral. Veremos

nos modelos que essa constante é a taxa de crescimento.
Problema de valor inicial

Uma EDO apresentada juntamente com sua condicao inicial é chamada de problema
de valor inicial. Portanto, caso a EDO seja explicita, y' = f(x,y), o problema de valor inicial

assume a forma
y' =fxy),

Y(x0) = Yo-

EDOs Separaveis.

Muitas EDOs de utilidade pratica podem ser reduzidas a forma

gyy' = f(x) ()

através de manipulacbes algébricas. Dessa forma, é possivel integrar ambos os lados com

relacdo a x, o que nos faz obter

fg(y) y'dx = f f(x) dx + c. (6)
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Do lado esquerdo, podemos mudar a varidvel de integracdo para y, visto que, do

calculo, sabemos y'dx = dy, de modo que

[9oray=[rear+e o

Se f e g sdo funcBes continuas, as integrais em (7) existem e sua resolucdo nos faz
obter uma solucéo geral de (5). Esse método de resolucdo de EDOs é chamado de método das
variaveis separaveis e (5) é chamada de equacdo separavel, devido ao fato de que em (7) as
varidveis estdo agora separadas: x somente aparece no lado direito da equagéo e y somente no

lado esquerdo.
EDOs autbnoma

Uma EDO y’ = f(x,y) em que x ndo ocorre (aparece) explicitamente assume a
forma

y' =f)

¢ chamada de EDO auténoma.



4. Desenvolvimento

Neste capitulo apresentaremos os procedimentos metodoldgicos, faremos uma analise
dos modelos envolvidos. Na intencdo de responder a pergunta problema, foram levantadas
diversos artigos, monografias, teses. Entéo através destes documentos, citaram excessivamente
0os modelos de Malthus, Verhulst e Montroll, sendo os modelos pioneiros. Entdo apesar de
serem modelos simples, inspiraram outros autores, nascendo a partir deles varios outros
modelos.

Inicialmente, foi feito um levantamento através de ferramentas de pesquisas nas bases
de dados de artigos de quais modelos dindmicos populacionais foram pioneiros, na dinamica
populacional humana. E por descomedimento de citacdes escolhido os modelos a ser revisado
e analisado. Evidenciando as equacOes diferenciais, e suas derivacdes na construcdo dos
modelos, buscando técnicas analiticas geralmente desenvolvidas em curso de graduacdo em
Licenciatura Matematica.

Em seguida, foi realizado um levantamento tedrico acerca da modelagem matematica,
para gque assim possamos fundamentar o trabalho.

A aplicacdo de modelos com conceitos matematicos simples para fendmenos
populacionais descritos por Equagdes Diferenciais Ordinarias. As origens dos nomes destes
modelos populacionais estdo associadas aos nomes de Malthus (MALTHUS, 1798), Verhulst

(VERHULST, 1838) e Montroll (MONTROLL, 1971). Tais modelos tratam do crescimento
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de uma unica espécie de populagdo, e a varidvel de interesse € o nimero individuos, sem
interacdo(0es) entre espécies. Assim como ja dito capitulos anteriores ressaltamos que estamos
considerando em cada modelo, que as dinamicas de crescimento estdo isentas dos fatores
abidticos e auto regulacéo.

No intuito de compreender um pouco da complexa dinamica do crescimento ou
decrescimento humano, e transcrevendo numa linha histérica, selecionando modelos
matematicos fenomenoldgicos populacionais: Malthus, Verhulst e Montroll, afim de comparar,
correlacionando com as caracteristicas envolvidas no crescimento e decrescimento ao longo do
tempo. A seguir abordaremos tais modelos continuos, e a titulo de exemplificacdo deixaremos

no apéndice modelo de Malthus discreto.

Revisdo e anélise do modelo de Malthus (1978)

Para analise do modelo de Malthus foi usado trabalho da Teixeira, como material de
apoio. A investigacdo dos modelos dindmicos populacional, para prever crescimento e declinio
de populagdes &, historicamente, 0 mais antigo ramo da ecologia matematica (Cecconello,
2006). E contribuiram em diversas areas, tais modelos sofrem aperfeicoamentos e mudancas.

Tanto Alitolef, quanto Magalhdes, tratam essas mudancas como evolucdo. (Magalhaes
CMAC, p. 351), (Alitolef, 2011, p. 5). Entretanto aqui neste trabalho trataremos evolucdo como
mudanca. As mudancas desses modelos dinamicos populacional, desenvolvidas ao decorrer da
historia, deve-se em parte as equacdes diferenciais.

O primeiro grande avanco na modelagem de populacdes foi de Thomas Robert
Malthus (1766 - 1834) publicou anonimamente no livro “An Essay on the Principle of
Population as it Affects the Future Improvenment of Society”, um artigo sobre o estudo do

crescimento populacional humano que atualmente € conhecido como primeira proposta de
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utilizacdo da matematica na tentativa de avaliar a dindmica populacional (Cecconello,2006, p.
6), e também foi a primeira teoria populacional a relacionar o crescimento da populagdo com a
fome, afirmando a tendéncia do crescimento populacional em progressdo geométrica, e do
crescimento da oferta de alimentos em progressao aritmética. (Alitolef, 2011, p. 24).

Tal modelo serviu como ponta pé inicial para outros pesquisadores afirma Teixeira
(2012, p. 19), ainda Magalhdes (2013, p. 351) ressalta, que o modelo ndo é conciso quando
prever crescimento populacional humano dado um prazo consideravelmente longo, haja vista
que serviu de base para muitos outros.

Malthus fez a proposicdo de que as pessoas deveriam ter filhos apenas quando estas
tivessem terras cultivaveis para sustenta-los. E segundo no mundo de hoje suas teorias ndo se
concretizaram, a populacdo ndo dobra a cada 50 anos, e a producao de alimentos é mais que
suficiente para alimentar essa populacdo. Thomas afirma, o que leva as pessoas passarem fome
é ma distribuicdo de recursos, ndo € a falta de terras, pois hoje tem alimentos mais que suficiente
em tempo suficientemente rapido em pequeno espaco de terra (Thomas, 2013).

Para a revisdo do modelo de Malthus foi usado como material de apoio o trabalho de
Cecconello (2006). Embora Malthus ndo tenha formulado matematicamente, o atualmente
conhecido como modelo de Malthus, em termo de equac@es diferenciais, é dado por:

,_dp
“ar 1P (8)

p

onde p = p(t), populacdo no instante t em anos. E a taxa de crescimento ou decrescimento é
dada por (@« — B) = v, onde a é taxa de natalidade e § é taxa de mortalidade.

Como a populacdo ndo é nula, multiplicando pelo inverso multiplicativo em ambos os

lados

() -
dt \p —Y
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integrando ambos 0s membros em ¢,
Inlp| =yt+c
Dai,
p = ket
como populacdo p > 0 para todo t > 0 e considerando populacao inicial (p(0) = p,) € py #
0, entdo a solucdo do problema de valor inicial é

p = poe't

No modelo de Malthus continuo, assumiremos gque o tempo é uma variavel continua,
istoé, t >0.

No modelo de Malthus continuo, admitimos que as taxas de natalidade a e
mortalidade 8 sejam constantes, que a proporcdo de individuos reprodutores € constante
durante o crescimento da populacdo e que essa populacdo viva em condicfes ideais, ou seja,
ndo ha fatores limitantes (a populacéo cresce sem que haja interagdo com outras espécies, 0s
recursos sao ilimitados, e ha sempre espaco fisico).

Note que a constante y > 0 crescimento exponencial e y < 0 declinio exponencial da
populacdo. E importante observar que neste modelo continuo, assim como no discreto:

1) Se ataxa de natalidade é maior que taxa de mortalidade, temos:

fimp(e) =

2) Se ataxa de mortalidade € maior que taxa de natalidade, temos:

fim p(2) =0

3) Se ataxa de natalidade e mortalidade iguais, temos:

lim p(t) = po

Sey = a — f > 0, a natalidade é maior que mortalidade, populacgao cresce;
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Sey =a— B = 0, temos que a populacdo ndo alterar, se mantém;

Sey = a — B < 0, amortalidade é maior que a natalidade, a populacdo decresce.

Figura 1: Crescimento segundo modelo de Malthus.

Fonte: https://www.infoescola.com

Mais uma vez, podemos ver que para 0 modelo continuo a populacdo ou cresce
infinitamente, o que ndo condiz com a pratica, ou decresce até chegar a extin¢do. Dessa forma,
0 modelo Malthusiano pode ser considerado mais apropriado no estagio inicial de crescimento.
A longo prazo a populacédo cresce infinitamente, podendo ocupar um espaco muito maior do
gue o meio suporta, 0 que certamente ndao € uma boa descri¢do para realidade humana, ja
descrito por diversos autores mencionados na referéncia deste trabalho.

O que iria acontecer se a populacdo crescesse muito? Falta de alimento, e de espaco
fisico. Acreditava-se nisso, porém para os dias atuais isso ndo é verdade.

Quando o modelo é aplicado a comunidades humana, as vezes os resultados ndo sdo

confiaveis principalmente quando intervalo de tempo € muito grande. Isto ocorre porque na
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realidade ndo pode garantir através do modelo Malthus, pois a comunidade humana é muito
instavel. (Sodré, 2007, p. 12).

Apesar deste modelo tem pouca ou nenhuma influéncia sobre a populagdo humana
atual, ele funciona melhor como um indicador do potencial de sobrevivéncia e de crescimento
de uma certa espécie de populacdo do que como um modelo para mostrar o que realmente
ocorre.

Malthus, n&o conseguiu traduzir corretamente suas ideias em modelos matematicos. E
claro que a aplicacdo desse modelo as populagcdes humanas gerou grande discusséo no inicio
do século XIX. (Teixeira, 2012, p. 29). E Thomas no diz que mesmo sendo um modelo
extremamente simplificado, ele se mostra Gtil na investigacdo da dinamica de certos tipos de
populacdo como, por exemplo, no estudo de crescimento de tumores. (Thomas, 2013, p. 9).

Em 1835, Adolphe Quetelet (1796 — 1874), um estatistico e diretor do observatorio de
Bruxelas, publicou “A Treatise on Man and the Development of his Faculties”, sugeriu que que
as populacdes nao poderiam crescer geometricamente por um longo periodo de tempo, por que
0s obstaculos mencionados por Malthus formariam uma espécie de “resisténcia”, que ele
pensou, por analogia a Mecénica, ser proporcional ao quadrado da velocidade de crescimento

da populacdo. Esta analogia ndo tinha base real, mas inspirou Verhulst. (Teixeira, 2012, p. 35).

Revisdo e andlise modelo de Verhulst (1838)

Para analises do modelo, foram coletados diversos dados de diversos autores, mas para
aprofundamento dos procedimentos matematica foram usados principalmente o livro didatico
de Kreyszig, 2009 e o trabalho de Cecconello, 2006. Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849)
nasceu em Bruxelas e obteve seu doutorado em Matematica na University of Ghent, em 1825.

Em 1835 ele se tornou professor de matematica na recém-criada Free University in Brussels.

27



No ano de 1835, seu compatriota Adolphe Quetelet (1796-1874), um estatistico e diretor do
observatodrio de Bruxelas, publicou “A Treatise on Man and the Development of his Faculties”.
Quetelet sugeriu que as populacdes ndo poderiam crescer geometricamente por um longo
periodo de tempo, porque os obstaculos mencionados por Malthus formariam uma espécie de
“resisténcia”, que ele pensou, por analogia a Mecanica, ser proporcional ao quadrado da
velocidade de crescimento da populacdo. Esta analogia ndo tinha base real, mas inspirou
Verhulst. Em 1838 Verhulst publicou “Note on the law of population growth”. Verhulst
percebeu que a analogia de Quetelet ndo era razoavel.

Apresentaremos equacdo apresentada por Verhulst adaptando as variaveis, para
melhor compreenséo do leitor, tendo entdo uma linearidade desde a equagdo proposta por
Malthus atée Montroll.

Equacdo diferencial para a populacdo p(t) = p tempo t em anos, y vinda do modelo
de Malthus.

Tomando a equacéo (8). E acrescentando a funcao que depende da propria populacéo

digamos g(p).

Segue que

A fungdo g(p) é escolhida de forma que g(p) > 0, quando populacdo p for
suficientemente pequeno, g(p) < 0, quando populacdo p for suficientemente grande e que

g(p), decresca linearmente quando p cresce. Tomando

9g(p) = (1 —%)

e por
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p=E=V(1—E)p=yp—;p 9)

onde k € valor suporte, assim a taxa de crescimento diminui quando p se aproxima de k.

O novo termo introduzido na equacdo € a taxa de crescimento efetiva e depende do
tamanho da populacdo. A constante k é chamada de capacidade de suporte do meio. Ela
representa a populacdo limite estabelecida pela disponibilidade de recursos naturais como
espaco, comida, efeito de predadores, etc. Lembrando que ndo estamos nos referindo ao sistema
presa predador, pois estamos analisando modelo numa otica de individuo sem interacdo com
outras espécies ou auto interacéo.

Ainda na mesma equagéo, o coeficiente y é chamado também de taxa de crescimento
intrinseco, ou seja, a taxa de crescimento na auséncia de qualquer fator limitador.

Se p < k ataxa de crescimento € positiva, se p > k a taxa de crescimento é negativa

e se p = k ocorre um equilibrio estavel.
dp

Observacdo: equilibrio estavel a populacdo € constante, ou seja, EZO’ assim

consequentemente y (1 — %) = 0. Dessa forma ou populacéo igual zero ou p(t,,) = k.

Onde t,,, € instante onde a populacdo atinge valor suporte.

Observe da equacéo

(10)

Quando a populacdo p é pequena em comparacdo com o parametro k, obtemos a

aproximacao
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cuja solucdo ép = pye’t, isso é, crescimento Malthusiano. Assim, a taxa de
crescimento diminui quando p se aproxima do valor suporte.
Para obter a solucdo da equacéo (10) proposta por Verhulst, e ja sabendo que p = p(t)

reescrevemos na forma

v (1-F) (11)

Note que p esta entre, populacdo esta proximo de zero e o valor suporte. Entdo se p =

0,entdo A = 1. Sep = k, entdo Byk = 1 o que implica B = yl—k

Logo
1
N 7
re(i-f) 7 (1-f)

k
Agora integrando em ambos os lados,

1
1 _[L _ Yk 4o
Feap®)we T
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! [ +
=—|tn C.
vl -2
Voltando na equacéo (11), temos
! l = [ =
; n1—B =t+c> nl_g—y(t+c).
k k

Aplicando exponencial em ambos os membros,

|1 —i—)| = eV = |p| = |1 —%| ett.e¥* = p = |1 —%|e”t.C

onde C =e?¢ > 0.
Parat = 0, com p(0) = p, # 0 e p, # k obtemos entao,

p0=|1—%|c:>|1:Lp_0=C
k
k

Dok __
. C, parap, > k.

. k
Assim, 22~ = ¢, parap, < k e
k—po
Vamos considerar duas situacdes:

Assim,

Tabela 1: Estudo de casos

Inicial C Situacao
Dok

po>k | C= — 1
Dok

po<k| C= —y 2




Situacédo 1: Para p, > k, temos que p > k para qualquer t, entéo

k
P=|1—%|eytpopo—_k, Po >k =
Po
=k —p®)|e"t ——— =
P po —k
Po Po
—-p()eVt —— = —keVt — =
p=p po —k Po — k
_ Po —
P= Po—k—e”t -
po — k
_ —ke’'py
P Po—k—evt
ke"tp,

pzk—Po + poe’t

Situacdo 2: Para p, < k, temos que p(t) < k para qualquer t, entdo

p(t) pok
= 1 ]/C ) p > k =4
| k —po 0
Po
p=lk—pt)e?——=
k —po
Po Po
p+pet——=ke" =
k —po k —po
ketp,
p = k —po —
k —po _|_ eyt —Po
k — — Do
B ketp,
P k —po + poe?t

Logo,
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B pokelt
p T k+peert—1)

A populagdo aumenta progressivamente a partir de p, no tempo t = 0 até o valor
superte k, que € alcancado somente quando t —oo.

Sem dar valores para os parametros desconhecidos y e k, Verhulst comparou seu
resultado com os dados da populacdo da Franca entre 1817 e 1831, entre outros, € 0 ajuste

mostrou ser razoavel (Teixeira 2012, p. 37).

Dada a solucdo para o modelo, podemos fazer algumas analises referentes a constante
k e a estabilidade da fungéo p.
Dividindo o numerador e o denominador por k, temos, obviamente k # 0.

Poeyt

p:
1+50(ert—1)

1) Note quando estabelece um valor de k consideravelmente grande, voltamos a
solucdo do modelo de Malthus, ou seja, k — oo, %" — 0. Assim gquando o0 meio
passa a ter disponibilidade ilimitada de recursos naturais, o que leva a um
crescimento exponencial.

2) Como os pontos criticos do modelo p’ = Z—fz 0, segue p =0 ou p =k,
quando p = 0 é instavel, pois todas as outras solucdes divergem dela. Se
tivermos uma populacdo muito pequena, mas ndo nula a populacdo nunca
atingira a extin¢do. No entanto se p = k € assintoticamente estavel.

De fato, € possivel analisar a solugdo p no limite em que t — oo. Seja p,, quando t —

co. Dada a equacdo
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poke"
k + po(eyt — 1)

p(®) =

— — poke?*
P = tl)lg p(t) - tggk + po(eyt _ 1)

Quando t — oo, temos et — 0, segue dal,

L _(0,sepy =0
Peo = tll)rgp(t) - {k,se Po# 0

Assim, k é onde todas as trajetdrias sdo conduzidas.

Figura 2: Solucdes segundo modelo de Verhulst

1.4
1.2
1.0
L
=
e
B 08}
=]
g | _
= K= Vvalorsuporte (0.5)
3 06
w — B, =01
g
a — B =035
0.4} . 4
B, =0.6
— B =085
021 P, =1.1
— P =135
G.EI- - L i L
0 10 20 30 40 20
Tiempo

Fonte:https://entremathemas.wordpress.com/2015/10/09/lecciones-matematicas-sobre-la-competencia/

e A partir p, no tempo t = 0, até o valor suporte k, se aproxima de k somente

quando t é infinitamente grande.
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.- , k
e A curva p aumenta com a curvatura positiva (é convexa) quando p < S eem
seguida, continua a aumentar em relagédo a k, mas com uma curvatura negativa
;oA k
(é concava), logo que p > >

Assim, a curva tem a forma de uma letra S distorcida.

E possivel verificar

d
= w(1-3)

obtemos

d’p ([ 2ap?
dez k

d2p>0 <k d2p<0 >k
dt? Sep Zedt2 p 2

Assim, supondo a > 0, tem-se:
1) Sepy > k, afuncdo p(t) decresce vagorosamente para k;

2) Sep, < k, afuncdo p(t) cresce vagorosamente para k.

Comparando as Figuras 2 e 3, observamos que as solucdes para 0 modelo Malthusiano
crescem infinitamente, enquanto que as solugcdes para 0 modelo Logistico tendem a um limite
estabelecido pela disponibilidade de recursos naturais, ou outros fatores relevantes para a
situacdo, quando t — o. A figura 4, evidencia a diferenca entre os modelos de Malthus e
Verhulst. Note que, embora essas duas solucdes sejam bastante distintas, elas sdo bastante

parecidas nos instantes iniciais do crescimento.

35



Figura 3 Solucdes segundo os modelos de Malthus e Verhulst (Adaptado)

0 20 41 6l) k] 1(K) III

Fonte: http://www.unifieo.br/files/0728matem.pdf

Observando a equacéo (9)

%= V(l—g)p= Vp—£p2

Avaliando como uma fungédo de p mostra comportamento de uma parabola (figura 5)

com concavidade voltada para baixo, p = 0 e p = k séo pontos de equilibrio da equacao

Analisando o sinal da 22 derivada , vemos o ponto de inflexdo p = g

Quando ha um ponto de inflexdo, quer dizer que em uma vizinhanca a sua esquerda, a
taxa de crescimento da populacdo aumenta e a direita a taxa de crescimento da populacdo
diminui ou vice-versa. Tal ponto, coincide com taxa de variagdo méxima da popula¢éo da curva

na figura 4. Assim, a taxa de variacdo populacional atinge seu valor maximo, quando a

populagéo atinge a metade da capacidade suporte k.
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Figura 4 Taxa de crescimento em funcdo do tamanho da populacédo de Verhulst

Fonte: http://site.dfi.uem.br/

Podemos ainda, encontrar o momento em que a populacao atingi variagdo maxima.
Tomando

ko poket
2 _p_k+p0(e7’t—1)

0 que implica que t,,, € 0 instante que ocorre a taxa variagdo maxima da populacao.

1 k_po
tvmz—ln( ), comy #0epy <k
14 Po

Observacoes:

1) Se p, > k, p tende a k decrescendo e ndo temos ponto de inflexdo. Neste caso,

dp
—<0.
dt

2) Sepy <k,py <p<kep(t)tendeak crescendo e ndo temos ponto de inflexao.

Neste caso, % > 0.

3) Setvm>0,=>(k;—:°)>0:>k;—f°> 1.
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Portanto, k > 2p, = p, < S Isso significa, que se p, < S temos inflexao e parag <

po < k néo ocorre inflex&o.
Consideracgdes do modelo de Malhtus para com o modelo de Verhulst

O modelo de Malthus, serve como aproximacao para problemas mais elaborados em
intervalos de tempo relativamente curtos, e quando tempo € relativamente grande o crescimento
é desenfreado, sendo o resultado obtido ndo condizente com o que aconteceria de fato, isso ja
dito massivamente por diversos autores.

Se pensarmos, a exponencial sugerida por Malthus aplicada na populacdo humana,
chegard um momento que nosso planeta ndo suportaria. Teriamos entdo que viajar para Lua?
Ou tomar medidas politicas como o governo chinés em 1980 estabelecer politica do filho Gnico?
(Em outubro de 2015, foi alterada, e casais poderdo ter dois filhos)'. No modelo de Verhulst,

possuem algumas limitacdes também. Por exemplo, o ponto de inflexdo (ou crescimento
- . . k ..
maximo) da curva esta sempre localizado no ponto > 0 que nem sempre acontece na maioria

das variaveis relacionadas a fenémenos com tendéncia assintatica.

De fato, as populacBes nem sempre sdo estaveis, como por exemplo as células em
determinado ponto ocorrem mutacdes, entdo seu comportamento implica a necessidade de outro
modelo, e também a populacdo humana, como Sodré 2007, ja nos disse tal populacgéo € instavel,
envolve outros pardmetros como social, econémico, clima, etc. Embora ja se observa uma
mudanca entre 0 modelo de Malthus e Verhulst, ndo podemos ainda garantir eficiéncia ou

eficacia do modelo de Verhulst para populacdo humana. Estabelecer um pardmetro de limitacdo

1 http://g1.globo.com/mundo/noticia/2015/10/china-acaba-com-politica-do-filho-unico-e-permitira-dois-filhos-
por-casal.html <Acessado dia 29-10-2019>.
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para crescimento da populacdo é um passo para melhoria do modelo, ou como Guimaraes trata:
evolugéo.

Além disso, Verhulst ndo leva em conta que a taxa de producdo de novos membros da
espécie depende da idade dos pais, ou seja, que 0s novos membros ndo contribuem de imediato
para 0 aumento da espécie. Mas as populacdes de germes de fermento e de moscas aquaticas,
por exemplo, crescem a uma taxa que nao se afasta muito da que é dada pelo modelo (Sodre,
2007, p. 17).

O que nos leva a pensar sera que podemos modificar o modelo de forma que ponto de
. . ~ ~ .k . .
maior variacdo ndo seja ~? Buscando evidenciar as mudangas nos modelos e levando em

consideracédo os fatores mencionados acima, trataremos agora de um modelo generalizado que
considera 0 comportamento assintotico de uma variavel, assumindo que o posicionamento da

variagdo maxima possa ocorrer para qualquer valor (instante t) entre p, € k.
Revisdo e anélise do modelo de Montroll (1971)

Para analise do modelo de Montroll foram levantados diversos artigos, livros e
documentos, entre eles os principais foram livro de Bassanezi — modelagem matematica, o
trabalho da Teixeira. Surge entdo em 1971 o italiano Elliott Waters Montroll, na area de
dindmicas populacionais, com um aprimoramento, melhoria ou evolucdo (generalizacdo) do
modelo de Verhulst que propds um modelo mais geral para representar o crescimento
assintético de uma variavel, levando em conta como ja dito que a variacdo maxima pode ser
qualquer valor entre a populacao inicial e a populacéo limite.

Montroll nasceu no dia 4 de maio de 1916 em Pittsburgh, Pennsylvania, e recebeu a
educacdo escolar elementar e alta dele nas Escolas publicas de Dormont. Em 1933 ele entrou

na Universidade de Pittsburgh e em 1937 ele recebeu um grau de BS em Quimica. De 1937 até
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1939 ele era um assistente diplomado no Departamento de Matematicas da Universidade de
Pittsburgh e durante o primeiro semestre do calendario escolar 1939-1940 ele levou a cabo,
pesquisa no Departamento de Quimica de Universidade de Columbia. Ele foi premiado Ph.D
em matematicas na Universidade de Pittsburgh em 1939, com uma tese algumas notas e
aplicacdes da teoria de Valor Caracteristica de Equacfes Integrantes, nas quais ele aplicou
equagcdes integrantes ao estudo de gases imperfeitos?.

Antes de iniciar analise devemos lembrar que o modelo Verhusts supde que uma
populagéo cresce até um limite maximo sustentavel e depois tende a se estabilizar. Desta forma,
sua equacéo incorpora a queda de crescimento da populacdo que deve estar sujeita a um fator
inibidor, dessa forma o modelo se aproxima da situacdo inicialmente proposta, no entanto,

possui limitagdes, como ja dito, o fato de que o ponto de inflexdo crescimento maximo da curva

esta sempre fixado, em p = S Entdo visando outro ponto de inflexdo P ¢§ além do ja

conhecido p =§ , em 1971, Montroll propés um modelo geral na tentativa de suprir essa

limitacdo. Entdo em geral levando em conta que o posicionamento da variacdo maxima pode
ser qualquer valor entre p, e k. Analisaremos numericamente e analiticamente levando em
consideracdo as mundas entre 0 modelo de Verhulst e modelo de Montroll.

Nesse modelo chamado modelo de Montroll, a taxa de crescimento relativo é
decrescente com relacdo a p, porém ndo necessariamente linear como no modelo Logistico

(Cecconello, 2006, p.8). Sua equacdo é dada por

d 5
P’=d—f=ypll—(§)l (12)

Comy >0ep > 0.

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Elliott_Waters_Montroll <acessado em 30-11-2019>
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O valor do parametro 8 é o indicador do ponto de inflexdo da curva. Quando 8 = 1,
retornamos a equacdo do modelo de Verhulst (10). Ja o parametro y representa a taxa de
crescimento relativa.

Para determinar a posi¢éo do ponto de inflexdo da curva que chamaremos de p,,,, onde

2

. s Ln . .. . ~ d a -
0 crescimento € maximo, é suficiente considerar a equagéo d_tZ; = 0 uma vez que d_zt) > 0 pols

0<p<k.
Segue da equacdo diferencial (11)

2
- -

por sua vez
=0 =gl () s ()] =0
y T 1—(§)ﬁ(1+ﬁ)l —0s1=() a+p
Segue,

1
B 1 1 \8
® ===

Portanto, como queremos populacdo no ponto de variacdo maxima p,,, = p.

pn = (757) (13)

A diferenca fundamental entre modelo os modelos Montroll e Verhulst esta na posicéo

do ponto de maior variacdo populacional, isso dito massivamente por diversos autores,
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principalmente Cecconelo, (2006, p.8). O objetivo principal deste modelo geral é propor

diferentes formas possiveis de decrescimento das taxas de variagdo.

Enquanto no modelo de Verhulst tal ponto corresponde a S no moldelo de Montroll é

1
/ . «
dado por k (ﬁ) ? Dessa forma o ponto de inflex&o pode ser alterado de acordo com a

necessidade do problema, ou seja, dado valor para k, 0 p,, dependera somente do parametro .
Para ilustrar. Dado k, o valor de p,, depende somente do parametro .
B=3-p, =06299k
B=2-p, =05773k
B=1-p, =05000%k
B=05->p, =04444k

B =025-p, =04096k

Observamos da equacao (12) que quando £ > 0 decresce, 0 ponto de inflexdo também
deresce e tem a um valor positivo igual aS = (0,3678 k com 8 — 0 por valores positivos. Assim

obtemos,

i = i () P oL

m = m|—— = —_—

B0t Pm B0t 1+ ,8 lim (1 + ﬁ)l/[g e
Bg-o*

Por outro lado, quando S cresce, a curva e o ponto de inflexdo tendem assintética e

suavemente ao valor k. Tomando o limite de § — 4o, encontramos

li =k li —1 1//3 =k
Jim pn =k Jim (752) " =
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Figura 5 Crescimento segundo modelo de Montroll com diferentes pontos de variagdo maxima.

Note que f = 1, “caimos” no modelo de Verhulst, como ja dito anteriormente, assim

Pm = 0,5000 k = % Uma vez estabelecidos valores para 8 0 ponto de inflexao altera.

O modelo geral propde diferentes formas possiveis de decrescimento das taxas de

variacdo. Podemos considerar estas taxas como sendo dadas pela expressao
_ _ A%
r=f(pp) = y[l -(%) ]

Veja também que Mesmo que S — 0 ou S tivesse valores muito grande, sempre
tenderdo assintoticamente para o valor suporte.

e Quando g > 0 decresce, o ponto de inflexdo também decresce e tenda um valor

. k
igual a-, com B — 0.
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Para resolver basta fazer a integragdes ambos os lados

Ty e

P[-0)]
[ty e

°p [1
Calculando as integrais e manipulacGes algébricas encontramos a solucéo da equacédo

do modelo de Montroll, dada por

_ pok

(CREe N

Consideracdes do modelo Verhulst para com o modelo Montroll

No modelo de Verhulst supbe que uma populacdo cresce até um limite maximo
sustentavel e depois tende a se estabilizar, mas apresenta limitacdes, como o ponto de maior
taxa de variacdo da populacdo (crescimento maximo ou ponto de inflexdo) € quando atinge
exatamente a metade da capacidade suporte e é sempre este.

Porém no modelo de Montroll no intuito de traduzir crescimento assintético de uma
variavel, (ou como diz Guimarées evoluir o modelo), apresentando um modelo que leva em
conta o posicionamento da variacdo maxima, podendo ser qualquer valor entre populacéo
inicial e o valor suporte, ndo s6 apenas quando atinge exatamente a metade do valor suporte.
Entdo pode-se adaptar o modelo o quanto quisermos o modelo para o que nos é conveniente,
onde a maior taxa de variacdo é onde desejarmos.

Modelo de Montroll pode ser considerado uma generalizagdo do modelo de Verhulst,

porém se difere no fato de que o indice de crescimento relativo da populacdo ndo € linear
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(Teixeira, 2012). Assim, o modelo de Montroll apresenta uma vantagem em relagéo ao de
Verhulst, pois é possivel adapté-lo a problemas de naturezas diversas através do célculo do

ponto de inflexdo, modificando, quando necessario. (Magalhdes, Leite, p. 353).

Tabela de comparacéo entre os modelos Malthus, Verhulst e Montroll.

A tabela a seguir apresenta alguns dos pontos importantes, para comparar os modelos
de Malthus, Verhulst e Montroll, especificando em equacdo, solugdo, nimero de constantes,
Assintotas, ponto de inflex&o e simetria.

Tabela 2: Tabela de compracéo de Malthus, Verhulst e Montroll

Propriedades Malthus Verhulst Montroll
. dp dp ) dp P\F
L i— —_— = _— — = 1—(—
Equacéo T yp it y (1 k) D dt Yp (k)
” _ pok
poke - Yy
x = B B
Solucéo p =poe’t P=k+ po(e¥t —1) {[(k) - 1] e—ﬁyf}
Po
Parametros 2 3 4
Assintotas - p=0,p=k p=0,p=k
Ponto de inflexédo - p(t) = ; E ajustavel conforme o valor de S.
Simetria Assimétrica Simétrica no ponto de inflex&o S'mEt_”C& no _poptq de inflexdo para
[ =1, assimétricaparaf # 1

Fonte: Adaptacéo tabela exibida por Cecconello.

Note que:
e O numero de variaveis aumenta, quando acontece as mudancas;
e As varidveis anteriores ndo se alteram;
e Surge um ponto suporte;
e E possivel alterar o ponto suporte de acordo com a necessidade.
Aplicacao

Para exemplificar os modelos, vamos estudar a dindmica populacional da cidade

Floriandpolis/SC, em que podemos analisar o comportamento desta populagéo e fazer previsdes
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futuras quanto ao desenvolvimento populacional da cidade, o que pode ser util, por exemplo,
para planejamento da urbanizacéo, desenvolvimento econdmico e mercado de trabalho etc...

Tal exemplo similar pode ser encontrado no trabalho de Teixeira, digo similar pois 0s
métodos aplicados sdo 0s mesmos, no entanto, estamos utilizando a populacéo de Floriandpolis,
também limitando-se aplicacdo do modelo de Malthus e Verthust.

De acordo com os dados coletados do Instituto Brasileiro de Geografia - IBGE?®, a
cidade de Floriandpolis possui atualmente uma &rea territorial de aproximadamente 674,844
km?, e uma densidade demografica de aproximadamente 623,68 hab/km?. O municipio de
Florianopolis € o segundo municipio mais populoso do estado (apos Joinville) e 048° do

Brasil. Tomaremos censo de 2012 a 2019%.

Tempo  Ano Polucéo

0 2012 433.158
2013 453.285
2014  461.524
2015  469.690
2016 477.798
2017  485.838
2018  492.977
7 2019  500.973

Tabela 3. Fonte IBGE. Censo demografico da cidade de Florian6polis-SC adaptado.

OO WN

Considere p populacdo no instante t em anos, d taxa de crescimento ou decrescimento
é obtida através da formula (13), vista no modelo discreto de Malthus. Teremos que fazer alguns
ajustes para formula para modelo continuo.

Aplicando o logaritmo natural em p = (@ + 1)p, obtemos

Inp =tIn(1+9) +Inp,

3 https://sidra.ibge.gov.br/<Acessado em 31/10/2019>
4 https://pt.wikipedia.org/wiki/Wikip%C3%A9dia:P%C3%Algina_principal<acessado em 31/10/2019>
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Desta forma chegamos

p = pyem+dx

Ou ainda fazendo y = In (1 + @), chegamos a, e como
p = poe’*
Desta maneira, os modelos discretos e continuos fornecem a mesma solugéo quando
y=In(1+0)

Aplicando os dados na férmula (13) obtemos d = 0.02099589786, assim y =
0,02077852141.

A funcéo entéo,

p(t) = 433.158¢002077852141¢

fornece a populacdo em cada ano t.

Para valores de t é necesséario fazer alguns ajustes conforme visto na tabela (2)

Para 0 modelo de Verhulst se fez necessario encontrar o valor de suporte da populagéo
P, . Inicialmente, calcularemos a taxa de crescimento populacional 0 = r(n) em cada periodo
da tabela até 2018.

Tomando a equacao

p(n+1)—pn)
p(n)

r(n) =

Produziremos uma nova tabela com novo nimeros de populacéo:

Entre os anos de Taxa
2013 2014  0,018176
2014 2015 0,017694
2015 2016  0,017262
2016 2017  0,016827
2017 2018  0,014694
2018 2019  0,016220

Tabela 4 Taxas anuais do crescimento populacional de Florianiépollis
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Aproximaremos por uma reta a taxa de crescimento da populacéo em funcgéo da propria
populagcdo em cada t anos
Fazendo r(t) = 0, k = p, foi encontrado por meio ajuste linear dos dados reais
pelo método dos minimos quadrados. O valor encontrado para k que permitiu melhor ajuste
aproximado do modelo foi k = 715.914 aproximadamente utilizando os parametros d e k,
foram calculadas as populacées de 2012 a 2019.
Logo temos a funcgdo variando em t anos.

(433.158)(715.914)¢ 002077852141t
715.914 + 433.158(002077852141t _ 1)

p(t) =

Conhecendo os valores os valores p,,d e k podemos construir um grafico da solugéo para

crescimento da populacgdo de Florianépolis.

(t) tempo Ano Populacao Populacéao por Populacgao por

real Malthus Vertults

0 2012 433.158 433158 433158

1 2013 453.285 442253 451347

2 2014 461.524 451538 469918

3 2015 469.690 461018 488878

4 2016 477.798 470698 508237

5 2017 485.838 480581 528003

6 2018 492.977 490671 548183

7 2019 500.973 500973 568788

Tabela 5 Fonte IBGE, Populagéo por Malthus, Populacéo Por Verulsts

A simulagdo da dindmica populacional segundo Malthus apresentou resultados bastante

préximo do real, mas percebe-se o0 que em geral se aplica melhor aproximac&o simulacéo obtida
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através do modelo de Verthurst. Observa-se também no modelo de Malhtus no instante t=7 esta
muito préximo ao que é real, obviamente se fizermos uma previsao para tempo muito grande
iria exceder o espaco territorial, que ndo faz sentindo para a situagdo. Em geral este modelo nao
¢ um bom modelo para aplicacdo quando a populagdo humana, mesmo em intervalo tempo,

pois a populacdo humana é muito instavel, afirma Sodré, 2007.
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5. Consideracgdes finais

Primeiramente ressaltemos que as equagcdes aqui exibidas representam um
comportamento efetivo do sistema voltados para dindmica populacional humana, mas podem
ser levadas para outras dindmicas, ou seja, para comportamento de sistemas genéricos, mas
lembrando que sdo modelos pioneiros.

Modelos mais especificos, envolvendo diretamente a interacdo e suas localizagdes
espaciais, como populacdo de células poderiam ter sido aqui discutido, entretanto envolveria
outras areas de estudo, procuramos envolver modelos com dindmica de populagdes humanas.

Outro ponto importante, € numero de citagdo massiva, apontando os modelos aqui
estudados e considerando-0os como pioneiros no ramo de dindmica populacional, ainda mais
voltado para populacdo humana, uma vez que tais modelos séo considerados simples.

Talvez o caminho mais curto para um novo modelo ¢ tomar um “pronto” ¢ melhora-
lo, ao invés de tomar desde o inicio todas a variaveis do mundo real e tentar traduzir através de
equacoes.

A tentativa de modelar para que possa aplicar e entéo prever resultados concretos é um
caminho arduo, quando conseguimos testar ou medir o grau de influéncia ou sensibilidade de
cada variavel, entdo é possivel elaborar um modelo matematico que esteja mais perto do
problema real sem deixar que 0 mesmo seja dificil de ser tratado matematicamente.

Mas ja é um grande avanco quando tratamos de modelos matematicos iniciais, pois
tais modelos simples, nos permite caminhar para modelos mais elaborados, por isso a
importancia do estudo dos modelos iniciais.

Com isso percebemos a importancia dos 3 modelos matematicos aqui tratados, uma
evolucdo, pois possibilitam projetar em populacdes diferentes espécies, todos com suas

particularidades e aplicabilidades, ndo apenas humana.
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Embora seja possivel fazer tais projecdes é notério que para uma modelagem atingir
um nivel de satisfatorio € necessario levar em conta uma série de variaveis.

Enfatizamos também o que outros autores j& mencionaram, ndo existe um modelo
pronto que possa modelar um determinado fendmeno sem que seja feito os devidos ajustes.

A busca do homem em compreender o mundo, nem sempre € um caminho facil,
estudando tais modelos podemos perceber que se partirmos de modelos preestabelecidos, o
caminho para melhorar os modelos talvez seja mais curto, do que partirmos do “zero”.

Entdo de modo geral: Conseguimos alcancar os objetivos do trabalho, analisamos
quantitativa e qualitativamente as equacdes que regem o crescimento populacional em cada
modelo e destacarmos as mudancas ocorridas em cada um. Investigamos aspectos gerais das
populacgdes, visando os conceitos envolvidos nessa dindmica.

Fizemos comparacOes entre os modelos estudados, buscando discutir as mudancas ou
evolucgdes. Como ja dito, ndo ha modelos prontos, estdo em constantes mutacdes, melhorias,
adaptacoes.

Note que partimos do modelo de Malthus, passamos pelo modelos de Verhulst e
chegamos ao modelo conhecido como generalizacdo de Verhulst ou modelo de Montroll, nestes
sdo modelos unidimensional, ou seja tratam-se de uma Unica espécie sem interacdo com outras
ou auto interacdo, percebemos uma necessidade de caminhar para outros modelos,
bidimensionais, talvez para um trabalho futuro a partir do modelo de deste trabalho caminhar

em direcdo aos modelos bidimensionais.

51



6. Referéncias

BASSANEZI, R. C. Equac6es Diferenciais com Aplicacdes. Harbra, Séo Paulo, 1988.

BASSANEZI, R. C. Ensino-Aprendizagem com modelagem matematica. Contexto, Sao Paulo,
2002.

SOUZA, R. T.; VELINI, Edivaldo Domingues; PALLADINI, L. A. Aspectos metodologicos
para analise de depdsitos de pulverizacGes pela determinacao dos depositos pontuais. Planta
Daninha, p. 195-202, 2007.

CECCONELLO, Moiseis dos Santos. et al. Modelagem alternativa para dinamica

populacional: Sistemas dinamicos fuzzy, Dissertacdo de Mestrado, UNICAMP, 2006.

MAGALHAES, Maycon Luiz A.; LEITE, Neila M. Gualberto. Equacdes Diferenciais Aplicada
Dinamica Populacional, In: Anais do Congresso de Matematica Aplicada e Computacional,
CMAC Nordeste, IFNMG-Campus Januaria. 2012.

TEIXEIRA, Fernanda Luiz. Modelos descritos por equagdes diferenciais ordinarias.

Dissertacdo de mestrado, Universidade Estadual Paulista, Rio Claro, 2012.
52



SODRE, Ulysses. Crescimento populacional. Matematica, UEL, Londrina, 2007.

BOYCE, W.; DIPRIMA, R. Equagdes diferenciais elementares e problemas de contorno. 7a.
edicdo. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos, 2001.

ANGELINI, R. Ecossistemas e modelagem ecoldgica. Pompéo, M. L. M. (Ed.) Perspectivas na
Limnologia do Brasil. Maringa -PR, 2001.

SIMONATO, Adriano Luis; GALLO, Kenia Cristina, Aplicacdo de modelagem no crescimento

populacional brasileiro, p. 431 a p. 445. S&o Paulo -SP, 2007.

GIACOMINI, Henrique C. Sete motivagdes tedricas para o uso da modelagem baseada no

individuo em ecologia. ACTA AMAZONICA, Rio Claro, SP. 2007.

THOMAS, Lucas Rangel, Uso de equacdes diferencias na modelagem de sistemas naturais e

outros, TCC, Universidade de Brasilia, 2013.

ALITOLEF, Sérgio dos Santos, Algumas Aplicacdes das equacdes diferenciais, TCC, UNIR,

Ji-Parang, 2011.

53



Apéndice

Modelo de Malhtus discreto.

Adentraremos na analise do modelo discreto de Malthus discreto, apenas a titulo de
exemplo de um modelo discreto, no que segue trataremos apenas de modelos continuos.

Inicialmente assumimos tempo é discreto, ou seja, que nao estamos considerando o
tempo como uma variavel continua e sim uma variavel pertencente a um conjunto discreto, por
exemplo os naturais. Considere p(t) o nimero de integrantes se uma certa populacdo no
instante t. Suponha ainda, a« > 0, o coeficiente de natalidade, e f > 0 o coeficiente de
mortalidade.

Seja 0 a taxa de crescimento da populacdo dada pela diferenca entre as taxas de
natalidade e a de mortalidade. Entdo o modelo de Malthus discreto é dado por

P(t+1)—P(t) =0P(t)
Considerando a populacao inicial P(0) = P, obtemos, usando método indutivo temos,
P(t) = (0 + 1)'P,
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Assim, dados dois censos P, e P,, a taxa de crescimento demogréfico em t é obtida,

fazendo

Isto é,

t Pt
Jd= |—-1
Po (14)

Ou ainda fazendo y = In (1 + @), chegamos a
p(t) = pee?

Observe que:

1) Sea = B, entdoy = 0. Assim p(t) = p, para todo instante, o que significa que a
populacdo ndo aumente nem diminui.

2) Se a > B, entdo y > 0, e, portanto, p(t) é uma funcdo exponencial crescente em
t e significa que populacao que a populacao cresce exponencialmente com o tempo
(Figura 1(a)).

3) Sea > f, entdo y > 0, e, portanto, p(t) é uma funcdo exponencial decrescente
em t, o que significa que a populacdo diminui e tende a extincdo a medida que t
cresce (Figura 1(b))

Em geral, quando estudamos dinamica populacional, uma quantidade relevante é P, ,

que € o numero de individuos quando t — co.
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Figura 6: Em (a), o grafico da solugdo para modelo de Malthus discreto no caso em quem 0>0 e em (b) para o caso
em que 0<0.

Constatamos que a populacdo ou cresceria infinitamente, o que poderia acarretar em
problemas quanto ao meio ambiente, limites geogréaficos, condi¢bes socioeconémicas, ou entéo
a populacdo diminuiria até chegar a extingdo. Dessa forma, é possivel ver que o modelo
Malthusiano é um modelo muito idealizado, como ja dito por Magalhdes, no texto acima
referenciado. “[...Jo modelo ndo ¢é conciso quando prever crescimento populacional humano
dado um prazo consideravelmente longo, [...] Magalhées (2013, p. 351).

Note que se vocé estimar valores para t absurdamente grande obviamente que tal
estimativa €, no minimo, exagerada. Em geral, 0 modelo de Malthus é mais apropriado para
descrever o crescimento em seu estagio inicial, mas ndo € bom para prever o crescimento a

longo prazo.
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