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RESUMO

Neste Trabalho de Conclusao de Curso estudamos Grupos Fundamen-
tais e Espacos de Recobrimento usando como motivagao alguns exem-
plos de natureza mais geométrica. Os temas estudados neste trabalho,
além de interessantes por si s6, sao relevantes por exibirem a conexao
entre algebra e geometria em um nivel compreensivel a um aluno de
graduagao. Na primeira parte damos a defini¢ao do grupo fundamental
e estudamos suas propriedades. Vimos que o grupo fundamental da
circunferéncia é isomorfo a Z, e usamos este resultado para mostrar
que o grupo fundamental do cilindro também ¢é isomorfo a Z, enquanto
o grupo fundamental do toro é isomorfo a Z x Z. Na segunda parte do
trabalho vimos a definigao de recobrimento. Apresentamos exemplos
de recobrimentos da circunferéncia, e finalizamos o capitulo com um
bonito exemplo de recobrimento do cilindro e do toro, obtido através
da Folheagao de Reeb.

PALAVRAS-CHAVE: Homotopia de caminhos; Grupo Fundamental; Ho-
meomorfismo local; Espago de Recobrimento.






ABSTRACT

In this work we studied the Fundamental Group and Covering Spaces
using as motivation some examples of a more geometric nature. The
topics studied, while being interesting on their own, are also relevant
because they show the connection between algebra and geometry at
a level that an undergraduate student may understand. In the first
part of this work we give the definition on the fundamental group and
study its properties. We show that the fundamental group of the cir-
cumference is isomorphic to Z, and we use this result to show that the
fundamental group of the cylinder is also isomorphic to Z, whereas the
fundamental group of the torus is isomorphic to Z X Z. in the second
part of this work we give the definition of a covering space. We give
examples of coverings of the circumference, and we finish this work
exhibiting an example of covering for the cylinder and the torus obtai-
ned using the Reeb Foliation.

KEYWORDS: Path homotopy; Fundamental Group; Local homeomorphism;
Covering Space.






SUMARIO

Introdugao ... 9
Objetivos e Metodologia . ........ ..., 11
1 CONCEITOS INTRODUTORIOS .. .......oovviiann... 13
1.1 NOCOES BASICAS DE ALGEBRA ..................... 13
1.2 NOCOES BASICAS DE TOPOLOGIA ................... 14
1.3 NOCOES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL ............. 16
2 O GRUPO FUNDAMENTAL . ... ... 21
2.1 HOMOTOPIAS ... 21
2.2 DEFINICAO E RESULTADOS . ......ooiiiiiiian.. 26
2.3 O GRUPO FUNDAMENTAL DE S' E APLICACOES ..... 30
3 ESPACOS DE RECOBRIMENTO. . ...t 37
3.1 HOMEOMORFISMOS LOCAIS EFIBRAS ............... 37
3.2 DEFINICAO E RESULTADOS . ......otiiiiiin.. 41
3.3 EXEMPLOS . ... 44
Consideragoes Finais ......... .. o i 53

REFERENCIAS © ..ottt 55






INTRODUCAO

Como estudar o “formato” de um espacgo topologico X7 Sob que
circunstancias dois espagos topolégicos X e Y sao “parecidos”? Para
responder a perguntas desta natureza utilizamos o conceito de Grupo
Fundamental, uma ideia central da Topologia. O estudo desta estru-
tura permite tirar conclusoes sobre a “forma” de um espago topologico
ao analisar o comportamento de caminhos fechados dentro dele, as-
sim como uma maneira de afirmar quando dois espacos “tém a mesma
forma”.

Veremos que, formalmente, dois espagos que “tém a mesma forma”
sao ditos homeomorfos. De um ponto de vista topolédgico, sdo indistin-
guiveis.

Os objetos basicos no estudo do grupo fundamental sao os cami-
nhos: fungodes continuas do intervalo I = [0, 1] no espago topologico X.
O que torna um caminho especial? Faz alguma diferenga escolher um
caminho especifico para verificar uma certa propriedade de X, ou che-
garfamos ao mesmo resultado utilizando outro caminho “devidamente
parecido”? Quando dois caminhos sao “devidamente parecidos”?

Formalmente, veremos que dois caminhos sao “devidamente pa-
recidos” quando existe uma deformagao continua levando um caminho
no outro; esta deformacao é chamada homotopia, e dizemos que os ca-
minhos sdo homotopicos. Concluimos, de maneira intuitiva, que nao
importa muito o caminho determinado, ja que é possivel “amassa-lo”,
se necessario. Formalmente, dizemos que caminhos homoto6picos estao
na mesma classe de equivaléncia.

Agora, o que acontece se sairmos de um ponto em X, “dermos
uma volta” pelo espago e retornarmos ao ponto de partida? Sera que o
trajeto percorrido encerra uma regiao de X7 A resposta, naturalmente,
depende de X. Se for positiva, entao “nao tem muita graca”; essencial-
mente, é como se tivéssemos ficado parados. Porém, se a resposta for
negativa, entao “algo especial acontece em X”’; um buraco, uma alca,
ou algo pior...

Formalmente, buscamos informacoes que um caminho fechado
em X pode fornecer. Melhor dizendo, informagoes que a classe de equi-
valéncia deste caminho pode fornecer. Bem, a estrutura que utilizamos
como ferramenta para isto é o Grupo Fundamental de X. Podemos
dizer que o grupo fundamental traduzird para uma linguagem algé-
brica as informagoes obtidas “ao se dar um passeio em X” ao longo de
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um caminho fechado. Este estudo constitui a primeira parte do nosso
trabalho.

A segunda parte é dedicada a estudar Espagos de Recobrimento.
Estas estruturas sao mais refinadas e possuem muitas aplicagoes em
Geometria e Topologia, porém aqui nao faremos um estudo extenso.
No lugar disso, focaremos em oferecer exemplos bonitos e interessantes.

Além de serem interessantes por si s0, grupos fundamentais e
espagos de recobrimento sao topicos que ligam &dlgebra e geometria. A
algebra é a ferramenta utilizada para formalizar todas as afirmacoes
(de natureza geométrica) feitas entre aspas nesta introdugao, e este é
exatamente o objetivo deste trabalho.
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OBJETIVOS E METODOLOGIA

Como dito na Introdugao, o presente trabalho tem como obje-
tivo apresentar ao leitor teorias referentes a Grupos Fundamentais e
a Espagos de Recobrimento de maneira intuitiva e simples, exibindo
resultados elementares e diversos exemplos e figuras. Os conceitos es-
tudadas permitirao relacionar os campos matematicos de Algebra, To-
pologia e Geometria, exibindo a importancia desses campos de estudo
na classificagao e caracterizagao de espagos topoldgicos e superficies.

Utilizamos a metodologia padrao para produgao de trabalhos
em matemaética pura. A bibliografia principal foi o livro "Grupos Fun-
damentais e Espacgos de Recobrimento", de Elon Lages Lima (LIMA,
2006). Alguns conceitos basicos de algebra necessarios foram retirados
de (LANG, 2008). Para os conceitos basicos de topologia, utilizamos
também (LIMA, 2009) e (MUNKRES, 2000). Para os conceitos basicos
de geometria diferencial, nos baseamos em (CARMO, 2010). Além disso,
serviram como bibliografia (CAMACHO; LINS-NETO, 1979), (LIMA, 1987)
e (MASSEY, 1967).

Este Trabalho de Conclusao de Curso foi estudado por um pe-
riodo de dois semestres, de marco a dezembro de 2019.
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1 CONCEITOS INTRODUTORIOS

Neste capitulo fazemos uma breve revisao de conceitos de alge-
bra, topologia e geometria diferencial que serao utilizados no decorrer
deste trabalho.

1.1 NOCOES BASICAS DE ALGEBRA

As definigoes exibidas a seguir foram baseadas em (LANG, 2008).

DEFINIGAO 1. Um Grupo (G,*) é um conjunto G munido de uma
operagao * que, a cada par de elementos x,y € GG, associa um elemento
de G, denotado por x * y, que satisfaz as seguintes condigoes:

G1. Para quaisquer z,y,z € G, a operacao * € associativa, ou seja,
(xxy)xz=x%(y*z)

G2. Existe um elemento e de G tal que e x x = x x e = z, para todo
z € (G. Este elemento é chamado de Unidade.

G3. Se x é um elemento de G, entao existe um elemento y de G tal
que Txy=y*x=ce.

No decorrer deste trabalho, os grupos serao frequentemente tra-
tados como grupos multiplicativos. Nesta notacgao, o simbolo da opera-
¢ao * é omitido, de maneira que o grupo (G, *) serd chamado apenas
de grupo G e a operagao z * y sera denotada apenas por xy.

DEFINIGAO 2. Seja G um grupo e H um subconjunto de G. Dizemos
que H é um subgrupo se ele contiver o elemento unidade e se, dados
z,y € H, zy e ~! também forem elementos de H. Desta forma, H é
um grupo, e sua operacao é a mesma de G.

DEFINIGAO 3. Seja G um grupo. Se zy = yzx para todo z,y € G,
dizemos que G é um grupo abeliano.

DEFINIGAO 4. Seja G um grupo. Dizemos que G ¢é ciclico se existe um
elemento a € G tal que todo elemento € G pode ser escrito na forma
a™, para algum n € N.

Uma grande parte da teoria de grupos consiste em definir rela-
¢oes entre grupos. Essas relagoes permitem estabelecer semelhangas
entre os diferentes grupos, além de facilitar a classificagdo dos mesmos.
Um dos conceitos mais importantes para o estudo da teoria de grupos
fundamentais é o de isomorfismo de grupos, apresentado a seguir.
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DEFINIGAO 5. Sejam G e G’ grupos. Um homomorfismo f : G — G’
é uma aplicacao dotada da seguinte propriedade: para todo z,y € G

temos f(xy) = f(x)f(y).

Um homomorfismo f é dito injetor se o nucleo de f for o conjunto
unitario {e}, em que o nicleo de f é dado por

Ker(f)={z €G: f(z) =€},

sendo ¢’ a unidade de G’. Um homomorfismo é sobrejetor se para cada
2’ € G’ existe um z € G tal que f(x) = 2’. Um homomorfismo injetor
e sobrejetor é dito bijetor.

DEFINIGAO 6. Seja f : G — G’ um homomorfismo. Dizemos que f é
um isomorfismo se existe um homomorfismo g : G’ — G tal que fog é
a aplicagao identidade de G’ e g o f é a aplicacao identidade de G.

Em outras palavras, uma aplicagao f : G — G’ é um isomorfismo
se f for um homomorfismo bijetor. Dizemos que G e G’ sao isomorfos
e escrevemos G = G’

1.2 NOCOES BASICAS DE TOPOLOGIA

As definigGes abaixo foram baseadas em (LIMA, 2009) e em (MUN-
KRES, 2000).

DEFINIGAO 7. Uma topologia em um conjunto X é uma colegdo 7
de subconjuntos de X — denominados conjuntos abertos segundo a
topologia 7 — satisfazendo as seguintes condigoes:

i. X, 0 sao abertos;
ii. A unido de uma familia qualquer de abertos é um aberto;
iii. A intersegdo de uma familia finita de abertos é um aberto.
DEFINIGAO 8. Um espago topolédgico é um par (X, 7), em que X é um
conjunto e 7 é uma topologia em X.

Neste trabalho vamos admitir que um conjunto X ja estd mu-
nido de uma topologia 7. Mais especificamente, nos capitulos seguintes
deste trabalho utilizaremos as topologias usuais de R,R% R? e seus
subespagos. Passaremos a falar apenas de um espaco topoldgico X.

DEFINIGAO 9. Sejam X um espago topolégico e A, F' C X. Dizemos
que A é aberto em X se A é um elemento de 7. Dizemos que F' é
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fechado em X Sejam X um espaco topologico e A, F' C X. Dizemos
que A é aberto em X se A é um elemento de 7. Dizemos que F' é
fechado em X se seu complementar X — F' é aberto.

se seu complementar X — F' é aberto.

DEFINIGAO 10. Seja X um espago topologico. Dizemos que X é Haus-
dorff se para quaisquer z,y € X com x # y, existem abertos U,V de
X taisquexeUyeVeUNV =0

Uma das principais defini¢goes em topologia é a de um conjunto
conexo.

DEFINIGAO 11. Dizemos que um espago topologico X é conexo quando
0s tnicos subconjuntos simultaneamente abertos e fechados em X sao
feX.

A seguir apresentamos a defini¢do de caminho em um espago
topoldgico. Estes serao os objetos fundamentais de estudo nos capitulos
seguintes.

DEFINIGAO 12. Um caminho em um espago topologico X é uma apli-
cagdo continua a : [0,1] — X.

Os pontos g = a(0) e 1 = a(1) s@o as extremidades de a, sendo
o 0 ponto inicial e x1 o ponto final. Se zg = 1, dizemos que a é um
caminho fechado e que zg é o ponto base de a.

DEFINIGAO 13. Seja X um espago topologico. Dizemos que X é conexo
por caminhos quando para quaisquer z,y € X existe um caminho a :
I — X tal que a(0) =z e a(l) = y.

Outra definicao fundamental é a de um conjunto compacto. Para
isto, precisamos primeiramente definir o conceito de cobertura.
DEFINIGAO 14. Seja X um espago topologico e S C X. Dizemos que
uma familia de conjuntos € = (C))aer de subconjuntos de X é uma

cobertura de S se S C U C.
AEL
E possivel e muito 1til classificar coberturas. Entdo, se € ¢ uma
cobertura de .S subconjunto de um espago topologico X, dizemos que:

o € & aberta (respectivamente fechada) se os conjuntos que a com-
poem sao abertos (respectivamente fechados);

o % é enumeravel (respectivamente nao enumerével) quando o con-
junto L dos indices A for enumerével (respectivamente nao enu-
meréavel);

o ¥ é finita quando o conjunto L dos indices A for finito.
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Agora definimos o conceito de compacidade.

DEFINIGAO 15. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é com-
pacto quando toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura
finita.

Para finalizar esta se¢ao, damos a definigao a seguir, que também
é um conceito vital.

DEFINIGAO 16. Sejam X,Y espacos topoldgicos. Um homeomorfismo
é uma aplicagao continua bijetora f : X — Y tal que sua inversa
f~1:Y — X também é continua. Neste caso dizemos que X e Y sdo
homeomorfos.

Tendo em maos as definigoes 16 e 6, podemos pensar em home-
omorfismos como os isomorfismos de espagos topolégicos.

EXEMPLO 1. A fungdo translacgdo f, : X — X dada por f,(z) =z +a
é um homeomorfismo.

1.3 NOCOES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Nesta sec¢ao revisaremos apenas o contetido suficiente para apre-
sentar dois espagos topoldgicos que aparecerao muito nos proximos ca-
pitulos: o cilindro e o toro. Vamos defini-los como superficies regulares
em R3, porém veremos que ha outras maneiras igualmente tteis de
representa-los. Nos baseamos principalmente em (CARMO, 2010).

DEFINIGAO 17. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se,
para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdo
©:U — VNS deum aberto U de R? sobre V NS C R3 tal que:

o ¢ é diferenciavel. Isto significa que se escrevermos

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U

as fungoes x(u, v), y(u,v), z(u, v) tém derivadas parciais continuas
de todas as ordens em U,

o ¢ é um homeomorfismo. Como ¢ é continua pela condi¢ao ante-
rior, isto significa que ¢ admite uma inversa que é continua;

o Para todo ¢ € U, a diferencial dp, : R? — R3 ¢ injetiva. Esta
condicao é chamada de condicao de regularidade.

A aplicacao ¢ é uma dita uma parametriza¢ao local em p. A
vizinhanga V' NS de p em S é chamada de vizinhang¢a coordenada de p.
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Uma das superficies que aparece com frequéncia nos capitulos
seguintes é o cilindro. O cilindro é a superficie em R? dada por

C={(z,y,2) eR*: 2® +9° =1},

Uma parametrizagao ¢ dada por ¢(u,v) = (cosu,senu,v) em que
(u,v) € U = (0,27) x R. Observe que a circunferéncia

St ={(z,y) e R*: 2? +¢* =1}

pode ser parametrizada por a(u) = (cos(u),sen(u)), u € [0, 27]. Desta
forma podemos, de uma maneira mais algébrica, dizer que o cilindro é
simplesmente S x R.

Outra superficie que aparecera posteriormente é o toro. O toro
é obtido da seguinte forma: dados dois ntmeros reais a > r > 0,
tomamos, no plano zz, a circunferéncia de centro (a,0,0) e raio r e
fazemos a rotagao desta em torno do eixo z. Obtemos assim

T? = {(z,y,2) €R®: 22 =72 — (\/a2 +y2 —a)?}.
A parametrizagdo obtida com este procedimento é:
o(u,v) = ((rcos(v) + a) cos(u), (r cos(v) + a)sen(u), rsen(v)),

em que (u,v) € U = (0,27) x (0,27). A construgao desta superficie
esté ilustrada na figura abaixo.

u

Tomando a = 2 e r = 1, podemos dizer de uma maneira mais
algébrica que o toro é simplesmente S! x S!.

Cabe aqui observar que as parametrizagoes do cilindro e do toro
dadas nao cobrem a superficie inteira. No caso do cilindro, a reta
(1,0,v) ¢é deixada de fora. No caso do toro, o meridiano
(rcos(v) + a,0,rsen(v)) e o paralelo ((r + a) cos(u), (r + a)sen(u),0)
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sao excluidos. Porém, em termos praticos, isto nao é um problema pois
cada uma destas superficies pode ser totalmente coberta com mais uma
carta local muito similar a ja apresentada. Na figura abaixo, temos a
visualizagao destas duas superficies:

(a) Toro (b) Cilindro
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Agora, uma representagao um pouco mais abstrata, porém muito
util, é o que neste trabalho chamamos de representacao poligonal. Ela
consiste em tomar um poligono, orientar os lados, e entao “cola-los”.
Observe a figura abaixo:

b

b — ?
LA

(¢) Toro (d) Esfera  (e) Cilindro

Identificando os lados opostos e respeitando a orientagao, obte-
remos, respectivamente, o toro, a esfera e o cilindro. Para a esfera nao
tomamos exatamente um poligono mas sim uma circunferéncia na qual
marcamos dois pontos antipodas, porém a construgao é a mesma.

A operacao de identificar lados opostos pode, em alguns casos,
ser traduzida em palavras. Percorremos o contorno do poligono a partir
de um vértice qualquer, em qualquer sentido, dando uma volta com-
pleta. Ao passar por uma aresta, associamos a ela uma letra, incluindo
um expoente -1 caso a aresta tenha sido percorrida no sentido contrario
ao indicado na representacao poligonal. Justapomos todas as letras e
expoentes associados, obtendo a palavra.

A palavra representagao do toro, por exemplo, pode ser obtida
da seguinte forma:

b

Iniciando pela aresta indicada em azul, temos: aba 'b~!. Ja a
1

representacao da esfera em palavras é simplesmente aa™".

Finalizamos esta segao com um outro critério que permite saber
quando um subconjunto de R3 é uma superficie regular. Comegamos
com a seguinte definigao:

DEFINICAO 18. Dada uma aplicagao diferenciavel F': U C R" — R™
definida em um conjunto aberto U de R™, dizemos que p € U é um
ponto critico de F' se a diferencial dF}, : R" — R™ nao ¢ uma aplicacao
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linear sobrejetiva. A imagem F'(p) € R™ de um ponto critico de F' é
chamada de valor critico de F. Um ponto de R™ que nao é um valor
critico é chamado de wvalor regular de F.

Vamos agora ao critério:

PROPOSIGAO 1. Se f : U C R® — R & uma funcio diferenciavel e
a € f(U) é um valor regular de f, entdo f~!(a) é uma superficie regular
em R3.

Demonstragdo. Seja p = (x0,y0,20) € f~(a). Como a é um valor
regular de f podemos supor, sem perda de generalidade, que f,(p) # 0.
Defina entdo F : U C R3 — R3 por F(x,y,2) = (z,y, f(z,y,2)). A
diferencial de F' em p é dada por:

1 0 0
de - 0 ]- 0 )
fz(p)  fy() f:(p)

de forma que det(dF,) = f,(p) # 0. Denotando por (u,v,t) as co-
ordenadas de um ponto na imagem de F' e aplicando o Teorema da
Fungdo Inversa, temos que existem vizinhancas V' de p e W de F(p)
tais que F' : V. — W & inversivel e F~1 : W — V, F~l(u,v,t) =
(u,v,g(u,v,t)), (u,v,t) € W é diferenciavel. Desta forma, as fungoes
coordenadas x(u,v,t) = u;y(u,v,t) = v; z(u,v,t) = g(u,v,t) sdo dife-
renciaveis. Em particular, temos que z(u,v,a) = g(u,v,a) = h(z,y) é
uma funcgao diferenciavel definida na projegao de V' sobre o plano XY
Como F(f~Ya)NV)=WnN{(u,v,t) € R®:t=a}, temos que

o graficode h é f~1NV e assim f~' NV é uma vizinhanca coordenada
de p. Como p é arbitrario, temos que f~!(a) é uma superficie regular.
O

Por exemplo, a esfera S? = {22 + y> + 22 = 1} C R® é uma
superficie regular. De fato, se f(x,y,2) = 22 + y? + 22 entdo 1 ¢ um
valor regular de f; como S? = f~1(1), aplicamos a Proposicdo 1.

Embora ja tenha sido feito anteriormente, podemos usar a Pro-
posicao 1 para mostrar que o cilindro e o toro sao superficies regulares.
De fato, se f(z,y,2) = 2% + y?, entdo 1 ¢ um valor regular de f o
cilindro ¢ f~%(1); logo, uma superficie regular. Por outro lado, se
g(z,y,2) = 22 + (\/22 + y2 — a)?, entdo r? ¢ um valor regular de g e o
toro é g~1(r?); portanto, uma superficie regular.
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2 O GRUPO FUNDAMENTAL

2.1 HOMOTOPIAS

As definigoes e resultados a seguir foram baseadas em (LIMA,
2006) e (MASSEY, 1967). A partir daqui, I denotara o intervalo fechado
[0, 1] munido da topologia usual de R.
DEFINIGAO 19. Sejam X, Y espagos topologicos e considere duas apli-
cagoes continuas f,g: X — Y. Dizemos que f e g sao homotdpicas se
existe uma aplicagao continua H : X x I — Y tal que

H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z),Vz € X,
em que Xtimesl estd munido da topologia produto induzida pelas to-
pologias de X e I.

Neste caso, dizemos que H é uma homotopia entre f e g e es-
crevemos H : f = g ou simplesmente f = g. Para o estudo do grupo
fundamental, as homotopias mais interessantes sao as homotopias de
caminhos, definidas a seguir.

DEFINIGAO 20. Sejam a,b : I — X dois caminhos tais que o ponto final
de a coincide com o ponto inicial de b: a(1) = b(0). Entao, definimos:

o O produto ab como sendo o caminho que consiste em percorrer a
e depois b, isto é:

o O caminho inverso de a como sendo a=! : I — X dado por
a~l(s)=a(l—s),0<s<1.

DEFINIGAO 21. Sejam a,b : I — X caminhos. Dizemos que a,b sio
homotoépicos se existe uma aplicacao continua H : I x I — X tal que,
Vs,t € I:

o H(s,0)=a(s);
o H(s,1)=0b(s);
o H(0,t) = a(0) = b(0);
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o H(1,t) = a(l) = b(1).

A Definicao 21 s6 faz sentido se os caminhos a e b tiverem as
mesmas extremidades. Em particular, para caminhos fechados a, b com
mesmo ponto base zg, podemos dizer que a e b sdo homotdpicos se
existir uma aplicac¢do continua H : I x I — X tal que se a(0) = a(1) =
o = b(0) = b(1), com xy € X, entdo Vs,t € I

a(s);
b(s);
o H(0,t) = H(1,t) =

o H(s,0)

o H(s,1)

A relagdo de homotopia entre dois caminhos a e b é uma relagdo
de equivaléncia. De fato,

o Reflexiva: H(s,t) = a(s) € uma homotopia entre a e a.

o Simétrica: se H : I x I — X é uma homotopia entre a e b, entao
K : I x I — X dada por H(s,t) = K(s,1 —t) é uma homotopia
entre b e a.

o Transitiva: se H :a = be K :b=c,entao L : I x I — X dada
por

A seguir, apresentamos algumas propriedades de homotopias.

PROPOSIGAO 2. Sejam a,b,a’, b’ : I — X caminhos tais que a(l) =
b(0), a’(1) =V (0), a = a’ e b= V. Entdo ab=a't/ e a= = (a’)~ L.

Demonstragdo. Sejam H : a =2 a’' e K : b = i homotopias. Vamos
mostrar primeiramente que ab = a’b’. Defina L : I x I — X dada por

Veja que L esta bem definida, pois H(1,t) = a(1) = b(0) = K(0,t).
Temos também que L é continua, pois é continua com relagdo a s em
[1,3) e em (3,1] (pois H e K sdo continuas em I) e ¢ continua em
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s =1, pois:
H <2. ;t) = H(1,t) = a(1) = b(0) = K(0,) = K (2; 1,t>

Vamos mostrar agora que L é uma homotopia entre ab e a’b’. Temos:

[ H(2s,0), 0<s<i
L(s,0) {K(Qs—l,o), 1<s<1
| a(2s), OSSS%
b(2s—1), L<s<1
= L(s,0) = ab(s)
[ H(2s,1), 0<s<3
L(s’l)_{ K(2s—1,1), :+<s<1
[ d(2s), OSSS%
Tl Y(Ees—1), i<s<1

= L(s,1) =a'b/(s).

Temos L(0,t) = H(0,t) = a(0) = ab(0). Mas H(0,t) = a’(0) = a’t/(0).
Logo, L(0,t) = ab(0) = a’b'(0). Finalmente, L(1,t) = K(1,t) = b(1) =
ab(l). Mas K(1,t) = V(1) = a'b/(1), logo L(1,t) = ab(1) = a'b/(1).

Assim, L : ab=a'l'.
Resta mostrar que a~! = (a/)~!. Paraisso, defina G : I xI — X
dada por G(s,t) = H(1 — s,t) e veja que G é continua em I, pois H é
continua em I. Além disso, G ¢ homotopia entre a=! e (a’)~!:
G(s5,0) = H(1 —5,0) =a(l —s) =a"'(s)
= G(s5,0) =a"(s).

G(s,1) = H(1—s,1) =d'(1-s) = (/)7 (5)
G(s,1) = (a')7(s).

Agora, G(0,t) = H(1,t) = a=1(0). Mas H(1,t) = (a’)~1(0), o que
1mphca G(0,t) = a=1(0) = (a/)71(0). Finalmente, G(1,t) = H(0,t) =
a=1(1). Mas H(0,t) = (a’)~*(1), portanto G(1,t) = a 1(1) = (a")71(1).
Logo, G:a~ !t = (d

)1 0
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Ao estudar as homotopias existentes entre caminhos fechados em
um espago topologico X, é possivel definir classes de homotopia, que
sao os elementos do grupo fundamental de X, que apresentaremos na
secao seguinte.

A seguir serdo apresentadas a defini¢ao de classe de homotopia

e algumas de suas propriedades com respeito ao produto e & inversibi-
lidade.

DEFINIGAO 22. Seja X um espago topologico. Uma classe de homotopia
a = [a] de um caminho a é uma classe de equivaléncia segundo a relagao
de homotopia.

DEFINICAO 23. Sejam « a classe de homotopia dos caminhos que co-
megam em = € X e terminam em y € X e 3 a classe de homotopia do
caminhos que comegam em y € X e terminam em z € X. Definimos:

o O produto « - tomando caminhos a € o e b € [ e fazendo
a - 8 =[a][b], ou seja, [a][b] = [ab).

o A inversa a~! tomando a € a e fazendo a~! = [a71].

Observe que, da proposicao 2, temos que as aplicagoes acima estao bem
definidas.

PROPOSIGAO 3. Sejam a, b, c: I — X caminhos fechados tais que cada
um termina onde o seguinte comeca e o = [a], 8 = [b] e v = [¢] suas
classes de homotopia. Sejam também z = a(0) e y = a(1), ez, ey
caminhos constantes sobre esses pontos e ¢, = [ez],ey, = [ey] suas
classes de homotopia. Sao vélidas:
i aal =g,

ii. o ta =gy

iil. g0 = a = agy;

iv. (af)y = a(B7)

Demonstracao. Sejam a € o, b € 8, c € v caminhos.

2s, 0<
i. Considere ¢1(s) = 1
2

Entao

0
aopi(s) = 1
2



Isto é, a0 =aa"! = e,. Logo, aa™! =¢,.

1
1-2s, 0<s< =
ii. Considere agora @o(s) = 1 2,
2s — 1, 3 <s<1
Entao )
a(l—2s), 0<s<—
aops(s) = 1 2
a(28_1)7 §§5S1
—1 1
at(2s), 0<s< 3
= 1
a(2s — 1), §§8§1

Isto é, aopy = a"la = ey € portanto, ala = Ey-

iii. Defina

Assim, analogamente aos casos i. e ii. , temos a o p3 = a = e;a
e a oy = a = ae,, donde segue que g, = o = agy

iv. Finalmente, defina

2s, 0<s< i
1 1 1
pa(s)=q ST 15553
1 1
Analogamente aos casos anteriores, temos (ab)e = a(be) o ¢4,

donde segue que (af)y = a(87).

O
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Geometricamente, os itens da Proposicao 3 significam que:

i. Percorrer um caminho representante de uma classe de homotopia
e em seguida percorrer seu inverso ¢ o mesmo que percorrer o
caminho constante sobre o ponto inicial do caminho.

ii. Percorrer o inverso de um caminho representante de uma classe de
homotopia e em seguida percorrer o préoprio caminho é equivalente
a percorrer o caminho constante sobre o ponto final do caminho
em questao.

iii. Percorrer o caminho constante sobre o ponto inicial de um ca-
minho e em seguida percorrer o caminho representante da classe
de homotopia é equivalente a percorrer apenas o caminho repre-
sentante da classe. O mesmo vale se percorrermos primeiro o ca-
minho representante e depois o caminho constante sobre o ponto
final do representante.

iv. Tomando trés representantes a, b, c de trés classes de homotopia
diferentes, percorrer o caminho produto ab e depois o caminho ¢
é equivalente a percorrer o caminho a e em seguida o caminho
produto be.

2.2 DEFINICAO E RESULTADOS

Nesta secdo, sera apresentada a definicdo de grupo fundamen-
tal, bem como alguns resultados gerais a respeito dessa estrutura. As
definigoes e resultados a seguir foram baseados em (LIMA, 2009).

DEFINIGAO 24. O conjunto das classes de homotopia dos caminhos
num espago topolégico X, munido da operagao de produto de caminhos
definida como anteriormente, é chamado de grupdide fundamental de
X e é denotado por [[(X).

DEFINIGAO 25. O subconjunto 71 (X, zg) do grupoide fundamental de
X, formado pelas classes de homotopia de caminhos fechados com base
em x(, com a operagao de composi¢ao, constitui um grupo, chamado
grupo fundamental de X com base no ponto xg. O elemento neutro
desse grupo é a classe de homotopia € = ¢,,, do caminho constante
sobre o ponto xg.

Para comegar a atribuir caracteristicas aos grupos fundamentais,
é importante verificar sob quais condicoes a escolha do ponto base xg
afeta a estrutura do grupo fundamental do espago topolégico X. A
proposigao e o corolario a seguir trazem informagoes a esse respeito.
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PROPOSIGAO 4. Se xp e x1 pertencem a mesma componente conexa
por caminhos de X, entdo m (X, z0) e m (X, x1) sdo isomorfos. Isto
significa que cada classe de homotopia v de caminhos que ligam x( a
21 induz um isomorfismo ¢ : m (X, zg) — 71 (X, z1).

Demonstracao. Seja v uma classe de homotopia de caminhos que li-
gam zo a r1. Defina ¢ : 7 (X, z9) — m1(X,21) por p(a) = yay~ L.
Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo de grupos. Primeiramente,

verifiquemos que ¢ é um homomorfismo de grupos. De fato,
p(af) = (vay H(¥BY ™) = (ya)y I (By )

=yaBy ™' = p(a)p(B).

Logo, p(af) = ¢(a)p(B8) e ¢ é homomorfismo.
Agora, vamos provar que ¢ é bijetor. Tome «, [ tais que

p(a) = ¢(B). Entao:

1 1

(@) =p(B) = yay ' =8y = (yey Dy = (87"

= ya=78 = v lya=7""8 = a=j

Assim, ¢ é injetivo. Agora, tome 8 € m1 (X, z1) e vamos mostrar
que existe a € m1(X,z0) tal que (o) = B. Considere a = v~ 187y e
veja que, de fato, a estd em 71 (X, zp): como 7y é a classe de homotopia
dos caminhos que ligam xy a x; se ¢ € um representante da classe v e
b & um representante de 3, temos que ¢! liga zg a x1, b liga 21 a xg
e c liga zg a x;. Portanto, ¢ 1bc liga xg a 1 e o € 71 (X, z0). Agora,
veja que p(a) = y(y1By)y~! = B. Logo, ¢ é um isomorfismo entre
7T1(X,{I?(]) ewl(X,xl). O

COROLARIO 1. Se X é conexo por caminhos, entdo para quaisquer
xo, 21 € X, os grupos fundamentais 7 (X, zg) e m1(X, x1) sdo isomor-
fos.

Demonstragdo. Se X é conexo por caminhos, entao Vzg, z; € X, temos
que xg, r1 estdo na mesma componente conexa. Assim, pela Proposicao
4, segue o resultado. O

DEFINIGAO 26. Um espago topologico X é dito contréatil se todo cami-
nho fechado é homotdpico a um ponto de X.

DEFINICAO 27. Dizemos que um espago topologico X é simplesmente
conexo se seu grupo fundamental é isomorfo ao grupo trivial {0}, isto
é, 771(X, .730) = {O}
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Veja que, como consequéncia das definigbes acima, temos que o
grupo fundamental de um espaco contratil é isomorfo a {0}. A seguir
apresentamos duas propriedades do grupo fundamental que serao muito
importantes na segao seguinte, quando for descrito o grupo fundamental
do toro. Antes de enunciar e demonstrar as propriedades em questao,
é necessario definir o homomorfismo induzido de uma aplicagao.

DEFINIGAO 28. Uma aplica¢ao continua f : X — Y induz um ho-
momorfismo fu : m(X,20) = m(Y,v0), com yo = f(xg), dado por
fu(a) = [f oa], em que a = [a]. O homomorfismo fx é chamado de
homomorfismo induzido.

Em particular, se h: X — Y for um homeomorfismo, entao
hy : (X, 20) = m1(Y, 90)

onde yo = h(xp), é um isomorfismo. Isto é, espagos homeomorfos pos-
suem grupos fundamentais isomorfos.

PROPOSIGAO 5. Sejam X, Y espagos topologicos. O grupo fundamental
do produto cartesiano X x Y é isomorfo ao produto cartesiano dos
grupos fundamentais de X e Y.

Demonstracao. Sejam X,Y espagos topologicos e considere
@ m(X XY, (20,90)) = (X, 20) x T1(Y, 0)

dado por ¢(a) = (px(a), gx(a)), em que p e g sdo as projegdes em X
e Y, respectivamente. Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo.

Veja que como p, g sao aplicagoes continuas entre X XY e X e
Y (ja que sdo projecoes), respectivamente, temos que p, gx sdo homo-
morfismos induzidos. Entao, dados «, 8 € m1(X X Y, (x0,y0)), temos:

p(aB) = (p#(ap), g (aB))
= (pg()p#(B), ax()qx(B)) = p(a)p(B).

Assim, ¢ é homomorfismo. Resta mostrar que ¢ é bijetor. Tome
¢: I — X XY um caminho fechado com base no ponto (zg, o) € note
que ¢(s) = (a(s),b(s)), com a = p o ¢ um caminho fechado em X com
base em xg e b = ¢ o ¢ um caminho fechado em Y com base em yq.
Entdo, se ¢ : I - X XY é da forma ¢/(s) = (a’(s),(s)), temos ¢ = ¢/
se, e somente se, a = a’ e b = b/, pois devemos ter cada entrada da
funcao ¢ homotopica a respectiva entrada da fungad ¢’. Isso significa

que [¢] = [¢] se, e somente se, [a] = [a'] e [b] = [V/]. Desta forma, se
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= [c] e B = [/] temos:

p(a) = (B) < ([a], b)) = ([}, [t']) & [a] = [o), [b] = p'] & a = 5.

| =
Logo, ¢ ¢ injetor. Agora, seja ([a], [b]) € m (X, z0) x 71 (Y, v0),
coma: I — X,b:I =Y. Tome a = (a,b) € m (X x Y, (z0,y0))-
Entao, p(a) = ([a], [b]) e ¢ é sobrejetor. Portanto, ¢ é um isomorfismo
e m(X,z0) x m(Y,y0) e m (X XY, (20,y0)) s@o isomorfos. O

COROLARIO 2. Sejam X,Y espagos topologicos contrateis. Entao
X XY é contratil.

Demonstra¢ao. Como X,Y sdo contréteis, temos que (X, xq) = {0}
e m1(Y,y0) = {0}. Segue entao da Proposi¢ao 5 que

T (X %Y, (20,%0)) = {0} x {0}.

Portanto, X x Y é contréatil. O
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2.3 O GRUPO FUNDAMENTAL DE S! E APLICACOES

Nesta secao, os resultados e defini¢goes exibidos nas Segoes 2.1
e 2.2 deste capitulo serao utilizados para encontrar e caracterizar os
grupos fundamentais de importantes estruturas geométricas. Os exem-
plos e conceitos exibidos nesta se¢ao foram baseados em (LIMA, 2006),
(LIMA, 1987) e em (MASSEY, 1967).

Antes de exibirmos os grupos fundamentais dessas estruturas, é
necessario definir as chamadas fun¢ao angulo e o nimero de rotacao
(grau) de um caminho fechado.

DEFINIGAO 29. Sejam X um subconjunto de R, S' o circulo unitario
e ¢: X — S! uma aplicacdo. Dizemos que o : X — R ¢ uma funcdo
angulo para ¢ se ¢(z) = '*(*) = (cos(a(z)),sen(a(z))), Vz € X.

Se a fungao angulo « for continua, entao a aplicagao ¢ é continua.
Se a, B : X — R forem duas fungoes dngulo para uma mesma aplicagao
@, entao cos(a(x)) = cos(fB(x)) e sen(a(x)) = sen(B(x)). Isso significa
que «a(z) — f(z) = 2km, k € Z. Mais ainda, se X for conexo e o, 3
forem continuas, entdo o inteiro £ nao depende da escolha de x € X.

DEFINIGAO 30. Seja a : I — S! um caminho fechado. O nimero

(1) — a(0)
21

de rotagao) do caminho a.

inteiro n(a) = , associado a a é chamado grau (ou nimero

O grau do caminho fechado a indica o nimero liquido de voltas
que o ponto a(s) da ao longo de S!, com 0 < s < 1, isto é, o nimero
de voltas dadas no sentido anti-horario (positivo) menos o nimero de
voltas dadas no sentido horario (negativo).

A proposicao a seguir exibe algumas propriedades a respeito do
grau de caminhos fechados. A demonstracao deste resultado é bas-
tante técnica e extensa e por isso nao sera apresentada. Ela pode ser
encontrada em (LIMA, 2006), paginas 56 e 57.

PROPOSIGAO 6. Sejam a,b: I — S* caminhos fechados. Entao:
i. Se a e b tém o mesmo ponto base, entao n(ab) = n(a) + n(b);
ii. Se a2 b, entao n(a) = n(b);
iii. Se n(a) =n(b) e a e b tém o mesmo ponto base, entdo a = b;

iv. Dados p € S', k € Z, existe um caminho fechado a : I — S' com
base no ponto p tal que n(a) = k.
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Tendo em maos as defini¢oes e resultados acima podemos estudar
os grupos fundamentais de alguns espagos, comecando pela circunferén-
cia unitaria S'. Antes de iniciarmos a anélise deste grupo fundamental,
vamos entender um pouco mais sobre o que significa o conceito de ca-
minho fechado neste espacgo.

Primeiramente, repare que percorrer um caminho fechado em S*
nada mais é que dar um ntmero inteiro de voltas sobre S comecando
num dado ponto p. A figura abaixo mostra dois caminhos em S' com
base no ponto p: o primeiro, & esquerda, com orientagao positiva e o
segundo, a direita, com orientacao negativa.

Agora, conforme exposto anteriormente, é possivel associar a
cada caminho fechado a : I — S' um ntmero inteiro n(a), o grau de
a. Desta forma, é razoavel pensar que podemos associar cada caminho
a um namero inteiro e vice-versa. De fato, vamos mostrar a seguir que
o grupo fundamental de S! é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros,
isto ¢, (S, x9) & Z. Como S* é conexo por caminhos, a escolha do
ponto inicial zg nao afeta a estrutura do grupo fundamental e, por isso,
representaremos 71 (S1, z9) apenas por m1(Sh).

TeOREMA 1. O grupo fundamental do circulo S! é isomorfo ao grupo
aditivo dos inteiros.

Demonstracao. Primeiramente, veja que, pela Proposi¢ao 6, caminhos
homotopicos tém o mesmo grau, ou seja, podemos definir n(«), o grau
da classe de equivaléncia «. Isso significa que se o = [a], entdo o grau
n(a) depende apenas da classe «, e nao da escolha de um dos seus
representantes.

Considere entdo o = [a] uma classe de homotopia de caminhos
fechados em S* e a relacdo ¢ : 71 (S1) — Z dada por ¢(a) = n(a).

Veja que ¢ estd bem definida, pois tomando a = [a], 5 = [b]
tais que a = S, temos que p(a) = n(a) = n(B) = ¢(B). Temos
também que ¢ é um homomorfismo pois, pelo item i. da Proposicao 6,
se dois caminhos a, b possuem o mesmo ponto béasico, vale que n(ab) =
n(a) + n(b). Entao, se a, B € m1(S'), temos:

p(af) = n(af) = n(a) +n(8) = p(a) + ¢ (B)
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Portanto, ¢ é um homomorfismo. Resta mostrar que ¢ é bijetor.
Note que a injetividade de ¢ segue diretamente do item iii. da Propo-
sicao 6. Da mesma forma, a sobrejetividade de ¢ segue diretamente do
item iv. da Proposicao 6.

Logo, ¢ ¢ um isomorfismo de grupos e segue que w1 (S') = Z. 0O

Do Teorema 1 é possivel tirar diversas conclusoes a respeito do
grupo fundamental de S, ja que (Z, +) é um grupo com o qual estamos
bastante familiarizados. A primeira destas conclusdes ¢ que 1 (S1) &
um grupo ciclico com um gerador, ja que o grupo dos inteiros é ciclico
gerado pelo elemento 1. Além disso, ¢ possivel concluir que 71(S!) é
um grupo infinito, j4 que o grupo dos inteiros o ¢. Finalmente, 7 (S')
é abeliano, pois (Z,+) o é.

Outra consequéncia importante do isomorfismo exibido anterior-
mente é o grupo fundamental do toro e do cilindro, que apresentaremos
a seguir. Vamos comegar este estudo apresentando nogoes sobre os ca-
minhos em um toro e as possiveis representagoes para tais caminhos.

Consideremos o toro T2 como o produto cartesiano de dois cir-
culos unitarios: 72 = S x S'. Assim, vamos caracterizar os caminhos
pelo niimero de voltas que ele da ao redor do circulo vertical e do circulo
horizontal representados na imagem abaixo:

Um caminho no toro seré representado por (n, k), em que n é o
nimero de voltas que o caminho d4 em torno do circulo vertical e k é
o numero de voltas que o caminho d4 em torno do circulo horizontal.
O caminho (1, 1), por exemplo, é mostrado na imagem a seguir:

Para valores de n, k grandes, é bastante dificil representar o ca-
minho em questao como feito acima. Assim, é mais conveniente repre-
sentar o caminho utilizando a representacao poligonal do toro, como
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visto na Segdo 1.3. Neste contexto, temos a seguinte representac¢ao
para o caminho (1,1):

Com essa representacao em maos, é possivel visualizar caminhos
muito mais complexos de forma mais simples, como o caminho (1,2),
exibido a seguir:

g1 b 42

9 b 92

A partir disso, é possivel visualizar o grupo fundamental do toro
com clareza. Esse grupo sera denotado apenas por w1 (7?) (pois T? é
conexo por caminhos), e é caracterizado a seguir.

TEOREMA 2. O grupo fundamental do toro T2 ¢ isomorfo a Z x Z.

Demonstracao. Pela Proposicao 5, sabemos que
m1 (X, 20) X (Y, y0) = m1((X,20) X (Y, ¥0))
Além disso, sabemos que 72 = S! x S'. Logo,

71 (T?) = m (S x S1) =2 7 (SY) x 7, (SY) 2 Z x Z.
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Note que, assim como o grupo fundamental do circulo unitéario,
71(T?) é infinito, pois Z x Z o é. Além disso, m;(7?) possui dois gera-
dores, a saber, (1,0) e (0,1).

Queremos agora encontrar o grupo fundamental do cilindro
C = S' x R. Para isso, iremos classificar as auto-intersecdes de um
caminho. Diremos que uma auto-intersecao é trivial se ela ocorrer em
todos os pontos do caminho, isto é, se o caminho "fica dando voltas”
sobre si mesmo — como, por exemplo, os caminhos em S!. Diremos
que uma auto-intersegao é nao trivial se acontece em apenas um ponto.

Note que qualquer caminho fechado nao trivial v em C' que cruza
a reta geratriz (1,0) x R em mais de um ponto possui auto-intersegoes
nao triviais, como a representada abaixo:

O caminho indicado em azul na imagem acima intersecta a ge-
ratriz (1,0) x R nos pontos P; e P,, indicados em roxo. Por se tratar
de um caminho fechado, a auto-interse¢do no ponto P nao pode ser re-
movida. Desta forma, todos os caminhos fechados simples (isto é, sem
auto-intersegoes) e nao triviais no cilindro interceptarao a reta geratriz
apenas em um ponto, como abaixo:

)L xR

N

Assim, podemos caracterizar um caminho nao trivial no cilindro
a partir do niamero liquido de voltas que ele da passando pelo ponto
P. Ou seja, temos uma situagao muito similar com o que ocorre com a
circunferéncia S'. E de fato é o que ocorre, como veremos.
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Precisaremos do resultado abaixo, que é 6bvio do ponto de vista
intuitivo porém incluimos aqui a demonstragao:

PROPOSIGAO 7. R é contratil.

Demonstracao. Veja que percorrer um caminho fechado ¢ em R com
ponto base x nada mais é que percorrer o segmento de reta que liga x
a algum zg e, em seguida, percorrer o segmento de reta que liga zg a x.
Mas percorrer esse caminho é o mesmo que ficar parado sobre o ponto
z. Logo, o caminho fechado a é homotdpico ao caminho constante e,
e R é contratil. O

Portanto, do observado apés a definigao de espago contratil, te-
mos 71 (R) = {0}. Segue imediatamente das Proposigdes 5 ¢ 7 o

TEOREMA 3.
7T1(O) = 7T1(Sl) = 7.
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3 ESPACOS DE RECOBRIMENTO

Neste capitulo nossa intencao é, primordialmente, exibir alguns
exemplos interessantes de recobrimento. Nao é nosso objetivo, neste
texto, discorrer sobre as diversas propriedades e aplicagoes dos espagos
de recobrimento, uma teoria muito extensa e demasiadamente técnica.
Em vez disso, damos as defini¢oes e resultados necessarios para que se
possam apreciar os exemplos, que possuem natureza mais geométrica.

3.1 HOMEOMORFISMOS LOCAIS E FIBRAS

Nesta se¢o nos baseamos em (LIMA, 2006) e (MASSEY, 1967).

Na Secgao 1.2 apresentamos a definicao de homeomorfismo entre
dois espacos topologicos. Agora, para o desenvolvimento da teoria de
espacos de recobrimento, utilizaremos o conceito de homeomorfismo
local, introduzido a seguir.
DEFINIGAO 31. Sejam X,Y espacgos topologicos. Uma aplicagdo f :
X — Y é um homeomorfismo local se para cada ponto z € X existe
um aberto U C X tal que V = f(U) é aberto de Y e f|y é um homeo-
morfismo de U em V.

Geometricamente, temos a seguinte situagao:

f
_—
U
Sl X Seeoo--- Y

Todo homeomorfismo é um homeomorfismo local. Além disso,
decorre da definicdo que um homeomorfismo local é uma aplicacao
aberta.

A consequéncia mais importante da existéncia de um homeo-
morfismo local é a de que se f: X — Y for um homeomorfismo local,
entao X herda localmente todas as propriedades topolégicas de Y. Mais
ainda, se f for sobrejetiva, entdo Y também herdara as propriedades
topologicas locais de X. Vejamos agora alguns exemplos de homeomor-
fismos locais:

EXEMPLO 2. A fungdo ¢ : R — S! dada por ¢(t) = (cos(t),sen(t))
¢ um homeomorfismo local. Ainda mais, esta aplicagdo é sobrejetiva.
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Isso significa que, localmente, R e S! “se comportam” topologicamente
da mesma forma:

)

Uma interpretagao possivel para a agao desta fungao é a de que
¢ “enrola” a reta real em cima da circunferéncia unitaria S?.

Vejamos agora que, de fato, ¢ € um homeomorfismo local. Para
isso, seja x € R e considere U = (z — ¢,z + ¢) C R. Entao,

o(U) = {(cos(t),sen(t)) € ST : t € (v —e,x + )},
que é um conjunto aberto de S'. Além disso, temos que ¢|y é uma
fungao continua, ja que sen(t), cos(t) sao fungdes continuas e sao sobre-
jetivas com respeito a S*. Mais ainda, se (¢|) ! (cos(t),sen(t)) =t é
uma fungdo continua. Logo, ¢ é um homeomorfismo local de U sobre
V.
EXEMPLO 3. A funcdo ¢ : R? — T2 = S' x §! dada por
(s, t) = (e, e) & um homeomorfismo local sobrejetor. Para melhor
visualizar esta aplicagao, relembre a construcao do toro dada na Secao
1.3. O toro pode ser parametrizado por

o(u,v) = ((cos(v) + 2) cos(u), (cos(v) + 2)sen(u), sen(v))

com (u,v) € [0,2n] x [0, 27].
Agora, vamos olhar para (s,t) = (e, e®) fixando primeira-
mente sg. Desta forma, lembrando que e** = cos(s) +isen(s), obtemos:

s, (S0,t) = ((cos(t) + 2) cos(so), (cos(t) + 2)sen(sg), sen(t))
Agora, fixando ¢y, obtemos:
Ui, (8, t0) = ((cos(tg) + 2) cos(s), (cos(to) + a)sen(s),sen(to))

Geometricamente, 15, leva a reta s = sop em um meridiano de
T— isto é, uma circunferéncia vertical em T'—, dado por ¢(sg,t). Por
outro lado, a fungdo v, leva a reta t = tp em um paralelo de T'— isto é,
uma circunferéncia horizontal em T— cuja posi¢ao é dada por ¢(s,to).
Esta situagao esta ilustrada na figura a seguir:



39

lo W

S0

Neste caso, cada entrada da fungao 1 é similar & fungao ¢ apre-
sentada no exemplo anterior, isto é, cada entrada de i é um home-
omorfismo local sobrejetor. Segue entao que ¥ é um homeomorfismo
local sobrejetor de R? em T2.

EXEMPLO 4. A funcdo ¢ : R? — R? dada por

p(z,y) = (e” cos(y), e"sen(y))

é um homeomorfismo local nao sobrejetor.

Cada reta vertical da forma (xg,y), com zg fixo, é levada por
 em uma circunferéncia de centro na origem e raio e®°. Além disso,
cada reta horizontal da forma (z,yo), com yo fixo é levada por ¢ em
uma semi-reta aberta que parte da origem e forma um angulo de yq
radianos com o semi-eixo x > 0. KEsta situagao esté representada na
figura a seguir:

Y
~ (LY
/—\
Yo
T T
J“ |

,vlfn. (J

Vamos verificar que ¢ é, de fato, um homeomorfismo local. Seja
(x,7) um ponto em R?, fixe ¢ > 0 e considere U como sendo a bola
aberta de centro (z,y) e raio e. Desta forma, cada ponto (¢,s) de
U é levado por ¢ na intersegao entre a semirreta de inclinagao s e a
circunferéncia de raio e.
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Assim, se R é o conjunto das semi-retas abertas com inclinagdo
atal que a € (y—e,y+e¢) e C é o conjunto das circunferéncias de raio
btal que b € (x —e,xz+¢), entdo o(U) = {(t,s) €rNc:r € R,ce C},
que é um conjunto aberto de R?. Além disso, prova-se por um racioci-
nio analogo ao dos exemplos anteriores que |y é um homeomorfismo.
Porém ¢ nio ¢ sobrejetor pois ¢(R?) = R? — {(0,0)}. Agora, se consi-
derarmos 3 : R? — R? — {(0,0)}, temos que % ¢ sobrejetor.

Agora, vamos apresentar algumas definicbes e propriedades de
homeomorfismos locais, que serao utilizadas na caracterizacdo dos es-
pagos de recobrimento.

DEFINIGAO 32. Sejam X,Y espagos topologicos e f : X — Y um
homeomorfismo local. A fibra de um ponto y € Y pela aplicacao f é o
conjunto f~1(y).

DEFINIGAO 33. Sejam X,Y espagos topologicos e f : X — Y um
homeomorfismo local. Uma secao de f é uma aplicagdo continua

c:Y > X

tal que f oo = idy. Isso significa escolher, de forma continua, para
cada y € Y, o ponto o(y) pertencente a fibra de y.

As defini¢oes acima podem ser estendidas para aplicagoes conti-
nuas, simplesmente. No entanto, nem sempre é possivel encontrar uma
secao para uma funcao f qualquer. Porém temos o resultado abaixo:

PrOPOSIGAO 8. Se f : X — Y é um homeomorfismo local, entdo a
fibra de cada ponto y € Y é um subconjunto discreto de X.

Demonstracao. Pela definicao de homeomorfismo local, para cada

x € f~1(y), existe um aberto U de X tal que f(U) =V > y. Agora
tomamos, para cada z € f~!(y), uma vizinhanca U,, de forma que
U.N f (y) = x. Logo, cada ponto z na fibra de y ¢ isolado e, assim,
a fibra de y é um subconjunto discreto de X. O
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3.2 DEFINICAO E RESULTADOS

Agora, vamos apresentar a definigdo de aplicacdo de recobri-
mento e alguns resultados que serao importantes para a construgao
dos exemplos na se¢ao seguinte.

DEFINIGAO 34. Uma aplicacdo p : X — X ¢ dita uma aplicacio de
recobrimento — ou apenas recobrimento — quando cada ponto z € X

pertence a um aberto V C X tal que p~ (V) = U U, é uma reuniao

de abertos dois a dois disjuntos, cada um dos qﬁais se aplica por p
homeomorficamente sobre V.

Cada vizinhanga V é dita uma vizinhanca distinguida. O espago
X & chamado de espaco de recobrimento de X e, para cada z € X, o
conjunto p~1(z) é a fibra sobre x. O espago X & a base do recobrimento.

PROPOSIGAO 9. Uma aplicacdo de recobrimento p : X - X é um
homeomorfismo local de X sobre X.

Demonstra¢ao. Pela defini¢ao, sabemos que UUD‘ se aplica homeo-

(e

morficamente sobre V' e, como cada U, é aberto, temos que U = U U,
(0%
também o é. Assim, para cada & € X, existe um aberto U como acima
que se aplica homeomorficamente sobre V' C X aberto, isto é, p|y é um
homeomorfismo. Logo, p € um homeomorfismo local.
O

PROPOSICAO 10. Se a base X de um recobrimento p : X — X é conexa,
entdo todas as fibras p~1(z),x € X possuem o mesmo niimero cardinal,
chamado ndmero de folhas do recobrimento.

Demonstracao. Seja V uma vizinhanga distinguida. Entao, para cada

v € V, temos que a fibra p~1(v) tem a mesma cardinalidade, pela

defini¢do de recobrimento. Assim, o conjunto 4, = {v € X : p~1(z) =
n

n}, n > 1 ¢é aberto em X. Assim, X = U A, isto é, os conjuntos

i=1
A, formam uma decomposicao de X em abertos disjuntos. Mas X é
conexo por hipotese. Entao todos os A,, devem ser iguais, isto é, todas
as fibras p~!(v) possuem o mesmo niimero cardinal. O
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Para a proposicao a seguir, seré necessaria a definicao de aplica-
cao propria, apresentada abaixo.

DEFINIGAO 35. Sejam X,Y espacgos topologicos ¢ f : X — Y uma
aplicacao continua e fechada. Dizemos que f é propria se para todo
y €Y afibra f~!(y) é compacta.

PROPOSIGAO 11. Sejam X um espago topologico de Hausdorff, Y co-
nexo e f: X — Y um homeomorfismo local. Sao equivalentes:

i. Existe n € N tal que cada imagem inversa f~!(y), y € Y, possui
n elementos.

ii. f é propria e sobrejetora.
iii. f éuma aplicacao de recobrimento cujas fibras f~!(y) sdo finitas.

Demonstracao. Sejam X,Y e f como na hipétese. Vamos mostrar que
i=i, il =iieii =i

(i = ii)

Sejam entdao y € Y e A C X aberto tal que f~1(y) C A. Por hipotese,

existe n € N de forma que f~!(y) possui n elementos, isto &, f~1(y) =

{z1,...,x,}. Disto e da hipotese de X ser Hausdorff, temos que existem

Wy, ...W,, abertos disjuntos dois a dois de forma que x; € W;,Vi €
n

{1,....,n} e W1 U...UW,, C A. Entéo, chamando V = m f(W;), temos
i=1
que V é uma vizinhanga aberta de y.
Agora, como f é continua e V é intersecdo finita de abertos,
temos que f~1(V) é um aberto. Assim, para cada i € {1,...,n}, temos
n

que U; = W; N f~1(V) & aberto. Tomando U = U U;, temos U C
i=1

FYV). Seja agora w € f~1(V). Entao existem w; € W;, € {1,....,n}

tais que f(w;) = f(w) = v para todo i. Como f~!(v) é finita por

hipotese e os W; sao dois a dois disjuntos por construgao, temos w = w;,

para algum i, isto ¢, w € U;, = f~1(V) N W;,. Desta forma, w € U,

donde segue que f~H(V)=U C U W; C A. Logo, f é fechada.
i=1

(i = iii)

Seja y € Y arbitrario. Por hipétese, f~!(y) é discreta e compacta e,
portanto, ¢ finita, digamos f~1(y) = {x1,...,,}. Sejam W1,...,W,, C
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X abertos disjuntos dois a dois tais que x; € W, e que se aplicam
homeomorficamente por f sobre abertos de Y. Como f é continua e
cada W; é aberto, temos que W = f(W7)N...N f(W,,) é uma vizinhanca
aberta de y. Agora, como f é fechada, existe um aberto V. C W

contendo y tal que f~1(V) C U W;. Tome, para cada i € {1,...,n},

U; = f~4(V) N W;. Entao: -
vy =Jwanst vy = o vinw) = Y
=1 i=1 =1

Como V C f(W;), temos que f aplica cada U; homeomorficamente
sobre V| ou seja, f é uma aplicagao de recobrimento cujas fibras sao
finitas.

= i)

Seja Y conexo. Entao, pela Proposigao 11, temos que todas as fibras

f~1(y) possuem o mesmo ntimero cardinal, donde segue o resultado.
O

COROLARIO 3. Se X é um espago topoldgico compacto e Hausdorff e
Y & um espaco topologico Hausdorff, entdao todo homeomorfismo local
sobrejetor f: X — Y é um recobrimento.

Demonstracao. Sejam XY espagos topologicos tais que X é compacto
e Hausdorff e Y é Hausdorff e f : X — Y um homeomorfismo local so-
brejetor. Queremos mostrar que f é um recobrimento. Pela Proposicao
12, como X é Hausdorff e f € homeomorfismo, temos que se f é propria
e sobrejetora, entdo f é uma aplicacao de recobrimento cujas fibras sao
finitas. Como f é sobrejetora por hipotese, basta mostrarmos que f é
proépria.

o f éfechada: seja G C Y um subconjunto fechado de Y. Como f
é continua, temos que f~1(G) é fechado em X. Chamando F =
f~1(G) e lembrando que f & sobrejetora, temos que f(f~(G)) =
G. Logo, f é fechada.

o Para cada y € Y, a fibra f~!(y) ¢ compacta: como f~(y) é
fechado e X é compacto, temos que f~1(y) é compacto.

Logo, f é propria, donde segue que f é uma aplicagao de recobrimento.
O
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Faremos brevemente a relacao entre grupo fundamental e espagos
de recobrimento. Seja p : X — X um recobrimento e a : I — X um
caminho. Um levantamento de a é um caminho a : I — X tal que
pod=a. Se %o € X é um ponto tal que p(Zo) = a(0) = o (isto &, &g
esté4 na fibra de ), existe um tnico levantamento a tal que a(0) = Zo.

Seja a : I — X um caminho ligando os pontos zg = a(0) e
z1 = a(1). O levantamento de a fornece uma bijecdo entre as fibras
p~H(xo) e p~ (1)

A propriedade que relaciona o grupo fundamental de X com o
recobrimento p : X — X ¢ a seguinte: o fato do intervalo I ser simples-
mente conexo induz uma bijecdo entre 7 (X, o) e a fibra p~1(xg).
De fato, sejam a : I — X um representante de uma classe a €
71 (X, 20), To € p~ (o) e @ o levantamento de a a partir de Zo. Entdo
B :m(X,x0) — X definida por B(a) = a(1) é a bijecdo procurada.

3.3 EXEMPLOS

Nesta segao, iremos apresentar alguns recobrimentos interessan-

tes para os principais espagos topologicos estudados neste trabalho. Os
trés primeiros exemplos exibem diferentes recobrimentos para a circun-
feréncia unitaria S!.
EXEMPLO 5. A fungido ¢ : R — S1 dada por ¢(t) = (cos(t),sen(t)),
apresentada no Exemplo 1 da Sec¢ao 3.1 é uma aplicacdo de recobri-
mento para a circunferéncia unitaria. De fato, seja x € S! arbitra-
rio. Temos que x = (cos(ty),sen(ty)), para algum ¢, € [0,27). En-
tdo o H(z) = {t € R : t = t, +2am,a € Z}. Agora, tomando
Uy = (ty + 2am — 1,t, + 2am + 1), temos a seguinte situagao:

N
A~
N

[
\v T

Cada U, é aberto, os U, sao distintos dois a dois e é possivel
encontrar vizinhanca V de z em S' tal que ¢ ' (V) = U,. Como ja
mostramos que ¢ é um homeomorfismo local sobre S!, temos que cada
U, se aplica homeomorficamente a S*.

Logo, ¢ é uma aplicacdo de recobrimento de R sobre S'. Alguns
pontos da fibra do ponto (0,1) por esta aplicacdo estao indicados na
figura a seguir:

R

7T

(S
+
[N
3

(SIE]
+
B
B

|
+
3

(S
+
0
B
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EXEMPLO 6. Considere agora o traco da funcdo 9 : R — R? dada por
9(t) = (1+e')e = ((1+e?)cos(t), (1 + e')sen(t)), denotado por G(¥)
e representado na figura abaixo:

CIN
N

A aplicagao p : G(9) — ST que projeta pontos do traco de ¥ na
circunferéncia unitéria é um recobrimento de S*.

Verifiquemos esta afirmacdo. Tome z € S' arbitrario, V uma
vizinhanca de x e denote T'= {t € R : (cos(¢),sen(t)) € V'}. Note que

p (V) = U {((1 4 €**™) cos(2art), (1 + €**™)sen(2art)) : t € T}
Q€Z

Chamando
Ua = {((1 4 €**™) cos(2art), (1 4 €**™)sen(2ant)) : t € T},

temos que os U, sao dois a dois distintos e se aplicam homeomorfi-
camente sobre V. Para verificar o dltimo fato, fixe a; € Z arbitrario
e considere p[y, . Temos que p|y, ¢ continua e admite inversa con-
tinua, pois é obtida a partir de fungdes que satisfazem tais condicoes
(e!,cos(t) e sen(t)). Além disso, p(Uy,,) = V, pela construgao de U,, .
Desta forma, cada U, se aplica homeomorficamente sobre V.

Logo, p é uma aplicacio de recobrimento de G(1) sobre S. Neste
caso, a fibra de um ponto xy € S' serd dada pela intersecdo entre a
semirreta com origem em (0,0) que passa por xg o trago da curva ¥.
Para ilustrar esta situagao, considere a fibra do ponto (1,0), dada por

{(1+e*"0)eR?: ke Z}

Alguns pontos de tal fibra estao indicados, em roxo, na figura a
seguir:



anm
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EXEMPLO 7. Considere a fungdo v : R — R? dada por y(t) = (cos(t), sen(t), t),
cujo trago G(+y) esté ilustrado em azul na figura a seguir. Observe que,

neste caso, a circunferéncia unitaria S' est4 sendo tratada como uma

curva em R3.

T

A aplicagdo p : G(v) — S* que projeta os pontos de G(v) em S*
¢ um recobrimento de S! por G(v). De fato, tome z € S* arbitrario e
V uma vizinhanca de x. Denote T' = {t € R : (cos(t),sen(t)) € V} e
note que

p (V) = U {(cos(2amnt),sen(2ant), 2ant) : t € T}
a€Z

Chamando U, = {(cos(2amt),sen(2amnt),2ant) :t € T}, temos
que p~H(V) = U U, e que os U, sdo disjuntos dois a dois. Resta

a€EZ
mostrar que cada U, se aplica homeomorficamente sobre V. Note que,

neste caso, p é a projecao usual sobre o plano XY, que é continua e
possui inversa continua. Além disso, segue da construgao de U, que
p(Ua) =V.

Logo, p é uma aplicacao de recobrimento de G(v) em S!. A fibra
de um ponto P por p é dada pela intersegao entre a reta P X R e o
traco de 7.
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A fibra do ponto (1,0,0) esté ilustrada na figura a seguir:

z

X

Neste exemplo fica clara a relagao entre grupo fundamental e
espaco de recobrimento. A cada ponto % na fibra de zy € S' podemos
associar um numero inteiro: o nimero de voltas, partindo de um ponto
%o € p~Y(z0), que o levantamento de um caminho fechado a em S! (com
base em x() deu para sair de &g e chegar a Z. Este ntuimero inteiro sera
justamente o grau do caminho de a. Reciprocamente, a cada ntamero
inteiro podemos associar um ponto na fibra p~1(xg). Como o grupo
fundamental de S é isomorfo a Z, fica construida a bijecao.
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EXEMPLO 8. A funcgdo v : R? — T dada por 9(s,t) = (e, e't), apre-
sentada no Exemplo 2 da Secao 3.1 é um recobrimento para o Toro. De
fato, seja z = ((r cos(vp) +a) cos(uyg), (1 cos(vg) +a)sen(ug), rsen(vg)) €
T arbitrario e V uma vizinhancga de x. Temos que

Y HV) = {(uo+2am—¢, up+2am+e) x (vo+2am—¢, vo+2am+e), o € Z}
Chamando
Uy = (ug + 2am — g, ug + 2am + €) X (vg + 2am — €,v0 + 2am + ¢),

temos que 11 (V) = U U,. Além disso, os U, sao dois a dois dis-

a€EZ
tintos. J& mostramos que i é um homeomorfismo local. Logo, cada

U, se aplica homeomorficamente sobre V', donde segue que ¥ é uma
aplicacao de recobrimento.

Parte da fibra de um ponto (ug,vg) qualquer esta ilustrada na
figura a seguir:

vo + 4w

U0+2’1T

Vo

Uy Ug + 2mug + 4w



50

Finalizaremos este trabalho com um belo exemplo de recobri-
mento, que da origem ao que é conhecido como Folhea¢ao de Reeb. Nos
baseamos em (CAMACHO; LINS-NETO, 1979)

Iniciamos a construcdo considerando uma funcdo f : R® — R
dada por f(z1,72,73) = a(r?)e®, em que r = /22 + 25 e a: R - R
é uma fungdo C*° tal que:

o a(0) =1;
o a(l) =0;
o Set >0, entao o' (t) < 0, isto &, « é decrescente quando ¢t > 0.

Dado ¢ € R um valor regular de f, como observado na Secao 1.3,
temos que f~!(c) = S. é uma superficie regular, chamada de folha.
Se ¢ = 0, temos

f(z1,20,23) =0 & a(zi+r3)e™ =0 a(ri+23) =0 i +a3 = 1.

Logo, f~1(0) é o cilindro C = {(x1,z2,73) € R3 : 22 + 23 = 1}.
Se p = (21,29, x3) € tal que f(p) = ¢ # 0, temos:

5 > (a)

Assim, para ¢ # 0, obtemos uma parametrizagao ¢ de S., dada por:

o(z1,25) = (:cl,xg,m (05(;’:2)» .
Se ¢ > 0, temos f~(c) = {<331,3:2,ln (@))} Desta

forma, para que a terceira coordenada de ¢ esteja bem definida, é
necessario que a(r?) seja positivo, ja que ¢ é positivo. Pela definicio
de a, isto implica que z? + 23 < 1. Neste caso, a superficie S, esta na
regidao de R3 interior ao cilindro C.

Se ¢ < 0, devemos ter a(r?) < 0 para que a terceira coorde-
nada de ¢ esteja bem definida. Pela definicao de «, isto implica que
22 + 22 > 1. Neste caso, a superficie S, estd na regidao de R? exterior
ao cilindro C.

A situagao descrita nos paragrafos acima est4 ilustrada na figura
a seguir, na qual as superficies em azul sdo as geradas pelo caso ¢ > 0 e
as superficies em roxo sao as geradas pelo caso ¢ < 0. O conjunto das
superficies S. é chamado Folheagcao de Reeb.

e®a(rt) = c= % =
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PROPOSIGAO 12. Na situacgdo acima, as folhas do interior do cilindro
s&o homeomorfas a R? e as folhas no exterior do cilindro sdo homeo-
morfas a cilindros.

Agora, vamos apresentar exemplos nos quais uma folha desta
folheagao pode ser vista como espago de recobrimento para o cilindro
e para o toro.

EXEMPLO 9. Sejam C' = {(x1,22,73) € R? : 23 + 23 = 1} e f, o, S,
como definidas anteriormente. Entdo S_; = f~1(—1) é um espaco de
recobrimento do cilindro C.

ExEMPLO 10. Agora vamos construir a folheagdo de Reeb no Toro.
Para isso, considere C, f como anteriormente e ¢ = 1: S; é uma super-
ficie no interior do cilindro C'. Agora, seguindo o procedimento descrito
na Segao 1.3, orientando as extremidades do cilindro no mesmo sentido,
temos a seguinte situacao:



52

Finalmente, colando as extremidades do cilindro, obtemos a si-
tuagao da figura abaixo:

gl

Nestas condigoes, S é um espago de recobrimento para o toro.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste Trabalho de Conclusao de Curso estudamos Grupos Fun-
damentais e Espagos de Recobrimento (temas vastos e com intimeras
aplicagoes), usando como motivacao alguns exemplos de natureza mais
geométrica. Os temas estudados neste trabalho, além de interessan-
tes por si s6, sao relevantes por exibirem a conexao entre algebra e
geometria em um nivel compreensivel a um aluno de graduagao.

A primeira parte do trabalho foi dedicada a dar a definigao do
grupo fundamental de um espago topoldgico e estudar suas proprie-
dades. Vimos que o grupo fundamental pode dar informagoes sobre
a forma do espago. O grupo fundamental é construido considerando
classes de equivaléncia de caminhos fechados; estes caminhos informam
0 que ocorre com a forma do espago. Se for possivel deformé-los a um
ponto, dizemos que o espago é contratil e que o grupo fundamental é tri-
vial. E o que ocorre, por exemplo, com uma reta, um plano ou mesmo
uma esfera. Se nao for possivel deformar um caminho fechado, entdao
algo interessante deve ocorrer no espaco. E o caso da circunferéncia, do
cilindro e do toro. Vimos que o grupo fundamental da circunferéncia é
isomorfo a Z, e com isso concluimos que o grupo fundamental do cilin-
dro também é isomorfo a Z, enquanto o grupo fundamental do toro é
isomorfo a Z x Z.

Na segunda parte do trabalho vimos a defini¢ao de recobrimento.
Apresentamos exemplos de recobrimentos da circunferéncia, e finaliza-
mos o capitulo com um bonito exemplo de recobrimento do cilindro e
do toro, obtido através da Folheacao de Reeb.
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