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RESUMO

Este trabalho aponta que as defini¢goes existentes de fungoes computadas por maquinas
de Turing nao deterministicas nao permitem adaptar diretamente todos os problemas
de decisao para funcoes e nao justificam a obtencao, quando é, em tempo polinomial
de suas saidas. Por esse motivo, propoe uma variagao, baseada na associacdo de uma
arvore de computacao a estratégia de divisdo e conquista, denominada maquina de Turing
nao deterministica com combinadora, capaz dessa adaptacao e com uma definicao de
tempo bem justificada. Além disso, exemplifica a variacdo proposta com maquinas que
computam as fungoes das classes # P e OptP, as funcoes caracteristicas dos complementos
das linguagens decididas por maquinas de Turing nao deterministicas e uma funcao que

resolve o Problema de Deutsch-Jozsa.

Palavras-chaves: Teoria da Computagao, maquinas de Turing nao deterministicas, fun-

¢Oes computaveis.






ABSTRACT

We bring attention to the fact that existing definitions of functions computable by non-
deterministic Turing machines are not able to directly adapt all decision problems to
functions and that none of them give a justification for its outputs’ obtainment, when it
is, in polynomial time. Motivated by that, we propose a new nondeterministic Turing ma-
chine variation, based on the association of a computation tree and the divide and conquer
strategy, capable of this adaptation and with a well-justified time definition. Besides that,
we exemplify the proposed variation with machines that compute the functions of the # P
and OptP classes, the characteristic functions of the complements of the languages de-
cided by non-deterministic Turing machines and a function that solves the Deutsch-Jozsa

Problem.

Keywords: Theory of Computation, Nondeterministic Turing Machines, Computable

Functions.






1.1
1.1.1
1.2

2.1
2.2
2.3

3.1

3.2

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5

4.1
4.2
4.3

5.1
5.1.1
5.2

SUMARIO

INTRODUCAO
Objetivo
Objetivos especificos

Estruturacao

MAQUINAS DE TURING
Maéquinas de Turing deterministicas de uma tnica fita
Maéaquinas de Turing deterministicas multifita

Méquinas de Turing nao deterministicas

COMPUTACAO DE FUNCOES
Computagao deterministica de fungoes
Computagdo nao deterministica de fungoes
Hopcroft e Ullman (1979)

Lewis e Papadimitriou (1998) e Rich (2008)
Goldreich (2008)

Krentel (1986) e Royer (2015)

Valiant (1979)

PROPOSTA
Descrigdo informal
Defini¢ao formal

Exemplos

CONCLUSAO
Comparacao com outros trabalhos
Contribuicoes secunddrias

Trabalhos futuros

REFERENCIAS

APENDICE A - SIMULADOR

17
19
19
19

21
21
25
28

33
33
40
41
42
43
44
45

47
47
50
56

61
61
62
62

65

69






17

1 INTRODUCAO

A Teoria da Computacgao é a area que estuda e classifica o que pode e o que nao pode
ser feito mecanicamente. Vinda da Matematica, ela nasceu em 1936, ap6s Alonzo Church
e Alan Turing, independentemente, resolverem de formas diferentes o famoso Problema
de Decisao!, conhecido como Entscheidungsproblem?. Este é um dos problemas propostos
poucos anos antes por David Hilbert em sua busca pela fundamentacao da Matemética®.
Ele questionava a existéncia de algum método geral de decidir se um enunciado matemé-
tico é verdadeiro, falso ou, ap6s os Teoremas da Incompletude de Kurt Godel*, impossivel
de ser provado. (HOPCROFT; ULLMAN;, 1979; SIPSER, 2007; COPELAND, 2017; TU-
RING, 1936)

Para a surpresa dos(as) matematicos(as) da época, a resposta foi negativa. Church
e Turing provaram isto formalizando rigorosamente a noc¢ao, muito usada mas até o mo-
mento apenas intuitiva (SIPSER, 2007), de algoritmo®, definindo e delimitando o que é e
0 que nao é computavel e mostrando que existem problemas indecidiveis. (SIPSER, 2007;
COPELAND, 2017)

Church, poucos meses antes de Turing, usando o seu A-calculo definiu o efetivamente
calculdvel, ja Turing formalizou uma méaquina abstrata que captura todas as capacida-
des puramente mecanicas de um computador humano. Embora tenham usado técnicas
e expressoes diferentes, o efetivamente calculdvel de Church e o puramente mecanico de
Turing, sdo, e assim provado por Turing®, equivalentes. (TURING, 1936; COPELAND,
2017)

Emil Post também resolveu o problema de maneira similar a de Turing, formalizando uma
méquina, porém alguns meses depois e ciente do trabalho de Church (DAVIS, 2004; POST,
1936).

“ Entscheidung” e “ Problem” sdo, respectivamente, “decisao” e “problema” em alemao, “ Ents-
cheidungsproblem” é a composicdo das duas palavras (o “s” serve apenas para compor e
facilitar a prontncia).

O problema ja havia sido formulado por outros matematicos; porém ficou famoso pelo desta-
que que Hilbert deu a ele (PETZOLD, 2008; KLEENE, 1952).

O Primeiro Teorema da Incompletude mostra que, em qualquer sistema formal que contém a
aritmética, ha teoremas que nao sdo alcancaveis, ou seja, que podem ser verdadeiros mas que
nao podem ser provados (NAGEL; NEWMAN, 2001). Mas isso nao excluia a decidibilidade,
que, em vez de decidir sobre a verdade, decidiria sobre a provabilidade de um enunciado
matematico (PETZOLD, 2008).

Podemos descrever um algoritmo informalmente como uma receita de bolo: uma sequéncia
de instrugoes para obter um resultado. Embora Turing e Church tenham definido o que hoje
conhecemos como algoritmo, o termo, que é uma corrupg¢do do nome do matematico persa
Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (ERICKSON, 2018), sé comegou a ser utilizado nesse
sentido em 1960 (PETZOLD, 2008).

Church publicou seu trabalho depois do inicio e durante o periodo de finalizacdo do de
Turing. Mas Turing, por ter usado uma técnica diferente, decidiu enviar seu trabalho para
ser publicado mesmo assim, para entdo, depois, enviar um apéndice em que mostra esta
equivaléncia (PETZOLD, 2008).
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A solucao de Turing é considerada, até mesmo por Church’, superior e mais intuitiva
(COPELAND, 2017; CHURCH, 1937), e, para muitos, Alan Turing é considerado o pai da
Computacao®. Mas mesmo que, com suas maquinas, Turing tenha resolvido o problema de
decisdao, elas em si nao decidiam um determinado problema, mas computavam nimeros®.
Porém, como notado por Turing, elas podiam ser, e foram, facilmente adaptadas para
outros propositos, como o de decidir e o de computar fungoes (HOPCROFT; ULLMAN,
1979).

Turing fez a primeira prova de equivaléncia entre modelos da Teoria da Computacao
(TURING, 1936). Um modelo ser equivalente a outro significa que todo problema que
pode ser resolvido nele pode ser resolvido no outro e vice-versa. Depois do A-calculo e
da maquina original de Turing, novos modelos surgiram, porém nenhum deles resolvia
um numero maior de problemas, fato que evidencia e faz ser universalmente aceita a
Tese de Church-Turing: tudo que é computdvel é computdvel por uma mdquina de Turing.
(COPELAND, 2017; HOPCROFT; ULLMAN, 1979; SIPSER, 2007)

A partir desses modelos, iniciou-se o estudo da complexidade computacional, que
agrupa, em diversas classes, problemas computaveis de acordo com a sua dificuldade de
computacdo — nao o quao dificil é achar uma forma de o computar, mas o quao dificil é
computé-lo. Dificuldade esta que pode estar relacionada a qualquer recurso computacional,
por exemplo tempo'® ou espago. (SIPSER, 2007; HOPCROFT; ULLMAN, 1979; DEAN,
2016)

Duas dessas classes protagonizam o principal problema em aberto da Computacao!’:
o P wversus N'P*2. Ambas dizem respeito ao tempo polinomial'®, porém sobre modelos
diferentes: a primeira sobre a maquina de Turing original e a segunda sobre a variacao

que acrescenta o nao determinismo, chamada de maquina de Turing nao deterministica'®.

" Que depois orientou Turing em seu doutorado (PETZOLD, 2008).

E um exagero dizer que uma pessoa ¢ o pai (ou a mae) de uma &drea tao diversificada como
a Computagdo, mas se quisermos afirmar isto, Turing com certeza é uma das pessoas a se
considerar, tanto que o equivalente ao prémio Nobel da area é chamado de prémio Turing:
<https://amturing.acm.org>.

Computavam a parte fracionédria deles, um ntimero era computavel se e somente se sua parte
fracionaria podia ser computada por uma maquina de Turing.

Nao estamos falando sobre a medicao do tempo em si, mas do nimero de passos de compu-
tagdo necessarios.

Que é um dos sete problemas do milénio do Instituto Clay de Mateméatica, dos quais apenas
um foi resolvido até hoje e possuem, cada um, uma recompensa de US$ 1.000.000 (COOK,
2000).

A primeira descrigdo informal do problema que se tem registro é em uma carta do matematico
John Nash a Agéncia Nacional de Seguranca dos Estados Unidos de 1955 (NASH, 1955) e
também em uma carta de Godel a John V. Newman de 1956 (AARONSON, 2017).

Aquele que pode ser descrito por um polinémio em relagdo ao tamanho da entrada.

Muito conhecida, outra formulacdo do problema é que na classe P estdo os problemas com
respostas computaveis em tempo polinomial e na classe NP estao os problemas com respostas
verificadveis em tempo polinomial.
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O que estd em aberto é se hd problemas que estao em NP mas nao em P. (SIPSER, 2007;
COOK, 2000)

Se esse for o caso, que é o mais acreditado pela comunidade (GASARCH, 2019), isso
quer dizer que a maquina de Turing nao deterministica é mais rapida que a original.
Porém, diferentemente da original, esta ainda nao foi bem-adaptada para a computacao

de fungoes e s6 é bem definida para a decisao de problemas.

1.1 OBJETIVO

O objetivo geral deste trabalho é propor uma variagdo da maquina de Turing nao

deterministica para a computacao de fungoes.

1.1.1 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para realizar de maneira satisfatoria o objetivo geral, iremos, em ordem:

1. Revisar a computacao de fungoes por maquinas de Turing deterministicas.

2. Apontar o que falta nas defini¢oes existentes de fungoes computadas por maquinas

de Turing nao deterministicas.

3. Descrever informalmente a variagdo proposta e a sua inspiragao, a estratégia de

divisdao e conquista.

4. Definir formalmente a variagdo proposta, provando a sua equivaléncia com a méa-

quina de Turing deterministica.
5. Exemplificar a variagdo proposta e a sua versatilidade.

6. Comparar a variagado proposta com as defini¢coes existentes de fungoes computadas

por maquinas de Turing ndo deterministicas.

1.2 ESTRUTURACAO

Além desta, este trabalho ainda possui quatro se¢oes. Na Secao 2, definiremos o mo-
delo de computagao da maquina de Turing para a decisao de problemas, em suas variagoes
deterministicas e em sua variagdo nao deterministica. Na Secao 3, definiremos como com-
putar uma funcao, de forma deterministica, com uma maquina de Turing deterministica
e apresentaremos defini¢coes existentes, porém insatisfatorias, de como computar uma fun-
¢do, de forma nao deterministica, com uma maquina de Turing nao deterministica. Na
Secao 4, proporemos e definiremos nossa variacao. E, na Se¢ao 5, concluiremos o trabalho
com consideragoes sobre o que foi feito e trabalhos futuros. Para a elaboracao dos exem-
plos foi desenvolvido um simulador, cujo cédigo-fonte esta disponivel e documentado no
Apéndice A.
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2 MAQUINAS DE TURING

Nesta se¢ao, definiremos o modelo de computagao da maquina de Turing para a deci-
sao de problemas. Na primeira subsecao, definiremos a maquina padrao, deterministica e
de uma tnica fita, que é a mais parecida com a original proposta por Turing'. Na segunda,
definiremos a variacdo que possui um numero arbitrario de fitas. Esta é 1til para provar
a equivaléncia entre a maquina de Turing deterministica de uma tnica fita e a variacao
nao deterministica, que iremos, finalmente, definir na ultima subsecao. Nossas defini¢oes
sdo inspiradas naquelas apresentadas por Hopcroft e Ullman (1979) e Sipser (2007), po-
rém adaptadas para estabelecer de forma mais clara suas relagbes com a proposta deste
trabalho.

Esta secao forma a base para as defini¢oes das demais. Ela é composta por defini¢oes e
teoremas e serve apenas como referéncia; por isso, nao possui justificativas nem discussoes
a respeito das diferencas entre as defini¢oes feitas e as defini¢des dos livros utilizados como
inspiracao. Os Unicos pré-requisitos para o seu entendimento sao a Teoria dos Conjuntos, a
Teoria das Linguagens Formais e a Teoria dos Grafos, diferentemente dos livros utilizados

como inspiragdo que, além destas, requerem também a Teoria dos Autéomatos.

2.1 MAQUINAS DE TURING DETERMINISTICAS DE UMA UNICA
FITA

Para entender as defini¢oes dadas nesta secao, precisamos deixar claro duas analogias
usadas por Turing — a de uma fita e a de um estado. A fita substitui e representa o papel
que era utilizado nas computacoes feitas por pessoas, de sua época, inicio do século XX.
Ela é uma fita unidimensional, dividida em simbolos, infinita, portanto tedrica, e que nos
dias atuais é mais comparada a uma memoria de um computador. O estado é o “estado
da mente” de quem realizava as computacoes. Com estas analogias, Turing abstrai uma
computacao, tratando-a como uma sequéncia de manipulagoes, de simbolos, em uma fita,
baseadas em um estado e em um simbolo observado da fita, o qual vamos chamar de

simbolo atual.

Definicao 2.1.1. Uma maquina de Turing deterministica de uma unica fita M é
uma sétupla:
M = (Q727Fa57q07BvA)

tal que:

e () é o conjunto, finito e nao vazio, de estados,

1" Como mencionado na Introducdo (pagina 18, nota de rodapé 9), a maquina proposta por

Turing ndo tem o propédsito de decidir problemas, mas o de computar (a parte fracionaria
de) niimeros. A semelhanga entre a maquina deterministica que vamos definir e a original
estd em suas formas de computar, mais especificamente em suas definicbes de movimento
(Definigao 2.1.3).
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o« X C T é o conjunto, finito e nao vazio, de simbolos do alfabeto de entrada,
o I' é 0 conjunto de simbolos do alfabeto da fita,

e §:QxT = Q xTI x{g0,>} éa fungio de transi¢ao, onde <, o e > representam,

W

respectivamente, “esquerda”, “parado” e “direita”,

e o € @ é o estado inicial,

e B e (I' = %) é o simbolo para “em branco”,

e AC (@ éo conjunto de estados de aceitagao.
Definicao 2.1.2. Uma configuragao ¢ de uma maquina de Turing deterministica de
uma unica fita M = (Q, X, T, §, qo, B, A) é uma tripla ¢ = («, ¢, sf) tal que ¢ € @Q,
sel'eae eI Dizemos que M esta em ¢ quando para M:

e ¢ ¢é o estado atual,

e s é o simbolo atual,

e « sao os simbolos da fita entre o primeiro simbolo diferente de B (incluindo) e s

(ndo incluindo),

e [3 s@o os simbolos da fita entre s (nao incluindo) e tltimo simbolo diferente de B

(incluindo).

Definicao 2.1.3. Um movimento ¢, Iﬁ co de uma maquina de Turing deterministica
de uma tnica fita M = (Q, X, T, 0, qo, B, A) é a aplicacao da fungao de transicdo 0 a
alguma configuracao c¢; = (ae,q,sdf) de M tal que seT,eed e (U {e}),ae peT*

e:

ae, p, s'df) se e somente se §(q, s) = (p, s, 0),
a,p,es’df) se e somente se 6(q,s) = (p,s',<) e e # ¢,

= (
= (
. = (aes”, p,df3) se e somente se §(q,s) = (p,s',>) e d # ¢,
= (g,p, Bs"dp) e a = ¢ se e somente se §(q,s) = (p,s',<) e e = ¢,
= (

aes” p,B) e § = ¢ se e somente se §(q,s) = (p,s',>)ed=c¢

tal que s” € (I' U {e}) é igual a ¢ se e somente se s’ = B, 6(q,s) = (p,s',<) e df = ¢ ou

s =B, d(q,s) = (p,s,>) e ae = ¢, caso contrario, s” é igual a s'.

Definicao 2.1.4. Uma configuracao ¢; de uma maquina de Turing deterministica de uma
unica fita M origina outra configuracao ¢, de M se e somente se existe uma sequéncia
de configuragoes ¢y, ca, ..., ¢, n € [2,00) NN, tal que ¢ lﬁ ¢iy1 para todo i € [1,n — 1]
N N.

Definicao 2.1.5. A configuracao inicial de uma maquina de Turing deterministica de
uma tnica fita M = (Q, X, I, d, qo, B, A) para uma entrada w € ¥* é
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e (&,q0,w) se e somente se w # €,

e (&,q0, B) se e somente se w = €.

Definicao 2.1.6. Uma configuracao final de uma maquina de Turing M é uma confi-

guragao ¢y de M tal que ¢y nao origina nenhuma outra configuracao de M.

Definicao 2.1.7. Uma configuracao de aceitagdo de uma maquina de Turing deter-
ministica de uma unica fita M = (Q, X, ', §, qo, B, A) é uma configuracao ¢, = (o, q, sf3)

de M tal que ¢, é uma configuracao final de M e q € A.

Definicao 2.1.8. Uma configuracao de rejeicao de uma maquina de Turing determi-
nistica de uma tnica fita M = (@, X, T, 0, qo, B, A) é uma configuragao ¢, = (o, q, sf3)
de M tal que ¢, é uma configuracao final de M e q &€ A.

Defini¢ao 2.1.9. Uma méquina de Turing deterministica de uma unica fita M = (Q, X,
[, 9, qv, B, A) aceita uma entrada w € ¥* se e somente se a configuracao inicial de M

para w é ou origina uma configuracao de aceitagao de M.

Defini¢ao 2.1.10. Uma méaquina de Turing deterministica de uma unica fita M = (Q,
¥, T, 0, qo, B, A) rejeita uma entrada w € ¥* se e somente se a configuragao inicial de

M para w é ou origina uma configuracao de rejeicao de M.

Defini¢ao 2.1.11. Uma méaquina de Turing deterministica de uma unica fita M = (Q,
¥, I, 6, qo, B, A) semidecide uma linguagem L C ¥* se e somente se para todo w € L,

M aceita w e para todo w € (¥* — L), complemento de L, M nao aceita w.

Defini¢ao 2.1.12. Uma méaquina de Turing deterministica de uma unica fita M = (Q,
¥, T, 0, qo, B, A) decide uma linguagem L C ¥* se e somente se M semidecide L e para
todo w € (X* — L), complemento de L, M rejeita w.

Exemplo 2.1.1. Uma maquina de Turing deterministica de uma tnica fita M que decide

a linguagem { (01)" tal que n € N }:

M = ({Q(h qd1,Ya, q'r‘}7 {07 ]-}7 {07 ]-) B}7 57 qo, B7 {QG})

tal que g, representa “aceita”, g, representa “rejeita” e 6(q, s) é definida pelo Quadro 1.

“ 10 1 B
q
qo (Q1707>) (QT717O> (qaaB7O)
q1 (%070) (QO717|>) (qraB7o)

Quadro 1 — Imagens da funcao de transicdo da maquina do Exemplo 2.1.1. Fonte: adap-
tado do primeiro exemplo de Turing (1936).



24

Teorema 2.1. Se uma mdquina de Turing deterministica de uma unica fita M = (Q, X,
[, 9, q, B, A) decide uma linguagem L C ¥*, entdo podemos construir uma mdquina de
Turing de uma unica fita M' = (Q, 3, T, 0, qo, B, A’) que decide o complemento de L.

Prova. Basta fazer com que A’ seja igual a (@) - A). Assim, para todo w € L, a mesma
configuracao inicial de M e M’ para w, j4 que ambas possuem o mesmo estado inicial
do, s@0 ou originam, ja que ambas possuem a mesma fun¢do de transicdo J, a mesma
configuragao final (o, ¢, 5) tal que se ¢ € A, entdo M aceita w, ¢ ¢ A" e M’ rejeita w e se
q € A, entao M rejeita w, ¢ € A" e M’ aceita w. ]

Teorema 2.2 (Maquina de Turing Universal). Eziste uma mdquina de Turing determi-
nistica de uma unica fita U, denominada mdquina de Turing Universal, tal que para uma
entrada (M,w) que simboliza uma mdquina de Turing deterministica de um inica fita M
=(@Q, %, 1,0, q, B, A) e uma entrada de M, w € ¥*, U aceita (M,w) se e somente
se M aceita w e U rejeita (M, w) se e somente se M rejeita w, ou seja, U semidecide a

linguagem { (M, w) tal que M aceita w }.

Observacdao. O Teorema 2.2 nao sera provado neste texto. A sua prova é extensa e traba-
lhosa. A ideia da prova é definir como simbolizar maquinas de Turing deterministicas de
uma unica fita e construir uma méaquina de Turing deterministica de uma unica fita que
tem como entrada qualquer uma destas simbolizagoes e simula os movimentos, ou seja,

as funcoes de transicao, das maquinas simbolizadas.

Exemplo 2.1.2. Uma maquina de Turing Universal é o simulador desenvolvido para a

elaboracao dos exemplos, cujo codigo-fonte esta disponivel e documentado no Apéndice A.

Teorema 2.3 (Problema da Parada?). Nao existe uma mdquina de Turing deterministica
de uma unica fita H que decide a linguagem semidecidida pela maquina de Turing Universal

(Teorema 2.2).

Prova. Prova por contradigdo. Assuma que exista uma maquina H que decida { (M, w)
tal que M aceita w }. Pelo Teorema 2.1, podemos construir uma maquina H' que decide
{ (M, w) tal que M rejeita w }. Podemos construir uma maquina H” com base em H' que
decide { (M) tal que M rejeita (M) } (prova trivial). Mas seja (H”) a simbolizagdo de
H", H" aceita (H") se e somente se H" rejeita (H"). O

2 O Problema da Parada mostra que nem toda linguagem é decidivel, ou seja, nem tudo é

computavel. Muitos dizem que Turing formulou e provou a indecidibilidade do Problema da
Parada, porém as maquinas originais propostas por Turing, ndo decidem uma linguagem, mas,
computam nimeros, e, na forma definida por Turing, s6 computam quando nao param. Martin
Davis acredita que foi o primeiro a usar o termo em aulas dadas em 1952 (COPELAND,
2004, p. 40, nota de rodapé 61) e Stephen Kleene, embora nao tenha definido um “Problema
da Parada”, definiu, também em 1952, maquinas de Turing que computam quando param
(KLEENE, 1952, cap. 13, p. 382). Mas apenas a formulagao é mal atribuida, o resultado é de
Turing, que mostrou que nem tudo é computéavel, definindo dois nimeros que dependem de
uma méaquina paradoxal para serem computados.
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Definicao 2.1.13. O tempo de execugao de uma maquina de Turing deterministica
de uma tnica fita M = (Q, 2, ', 9, qv, B, A) para uma entrada w € ¥* é o nimero de
movimentos necessarios para a configuracao inicial de M para w originar uma configuracao
final de M se e somente se esta origina uma configuracao final de M, 0 se e somente se
esta é uma configuragao final de M e indefinido se e somente se esta nao é e nem origina

uma configuracao final de M.

Definicao 2.1.14. A complexidade de tempo de uma méaquina de Turing determinis-
tica de uma unica fita M é a fungao f : N — N tal que f(n) é o maximo entre os tempos

de execucao de M para as entradas de M de tamanho n.

Definigao 2.1.15. Uma funcao g : N — R* é um limitante superior assintético de
uma fungao f: N — RT se e somente se existem ¢ e ng € N tal que f(n) < ¢ g(n) para

todo n > ny.

Definicao 2.1.16. O conjunto Olg(n)] é o conjunto de todas as fungoes f : N — R

para as quais a funcao ¢ : N — R™ é um limitante superior assintético.

Defini¢ao 2.1.17. A classe de complexidade de tempo DTIME]t(n)] é o conjunto
das linguagens decididas por méaquinas de Turing deterministicas com complexidade de
tempo f(n) € O[t(n)].

Definigao 2.1.18. A classe de complexidade P é conjunto das linguagens decididas

em tempo polinomial por maquinas de Turing deterministicas de uma tnica fita:

P= |J DTIMER]
keN

2.2 MAQUINAS DE TURING DETERMINISTICAS MULTIFITA

Nesta subsecao, definiremos o modelo de computacao da maquina de Turing determi-
nistica multifita para a decisdo de problemas. As definigbes nao refeitas sdo as mesmas
do modelo de computacao da maquina de Turing deterministica de uma tunica fita, feitas

na subsecao anterior.

Definicao 2.2.1. Uma maquina de Turing deterministica de k fitas, £k € N, é uma

maquina de Turing, assim como a da Definicdo 2.1.1, mas onde:
§:QxTF = Q x (I'x {<,0,p})*

Definicao 2.2.2. Uma configuragao ¢ de uma maquina de Turing deterministica de k
fitas M = (Q, X, T, 6, qo, B, A) é uma tripla ((ay, ag, ..., ax), q, (5151, S2P2, - - -, SkBk))
tal que g € Q e paratodoi € [1,k] NN, s; € T e oy e 5; € I'*. Dizemos que M estd em ¢
quando para M:
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e ¢ é o estado atual,
e s; € 0 simbolo atual da i-ésima fita,

a; sao os simbolos da i-ésima fita entre o primeiro simbolo diferente de B (incluindo)

e s; (ndo incluindo),
e [3; sdo os simbolos da i-ésima fita entre s; (ndo incluindo) e dltimo simbolo diferente

de B (incluindo).

Definicao 2.2.3. Um movimento ¢, Iﬁ co de uma maquina de Turing deterministica
de k fitas M = (Q, X, I, 4, qo, B, A) é a aplicacao da funcdo de transicao:

5((]7 (517 5250 Sk)) = (p, ((SllﬁXl)’ (3/27X2>7 T (5237Xk)))

a alguma configuracao
€1 = ((04161, Q2€2, . .. ,Oékek), q, (Sldlﬁl, sodaf3a, . . ., Skdkﬁk))

de M tal que ¢ = ((o, o, ..., L), p, (B4, BS, ..., B;)) e para todo i € [1,k] NN, s; €
MNeiedie TU{e}),aqsefiel™e

o o) = wye; e Bl = s.d;f3; se e somente se X; = o,

o a;=q; e [ =e;s!d;f; se e somente se X; =<ee; # ¢,
o i = e8! e Bl = d;f; se e somente se X; => e d; # ¢,
e o), =¢, Bl =Bs!d;,; e a; = € se e somente se X; =<ee; =e¢,

o a; =wues;, fi=DBef; =cseesomentese X; =ped; =¢

tal que s/ € (I' U {e}) ¢ igual a ¢ se e somente se s, = B, X; =<e d;f; =cou s, = B,

_ _ £ "4 s /
X; =D> e a;e; = €, caso contrario, s; € igual a s;.

Definicao 2.2.4. A configuragao inicial de uma maquina de Turing deterministica de

k fitas M = (Q, X, I, 9, qo, B, A) para uma entrada w € ¥* é a configuragao:

e ((e,6,...,8),q0,(w,B,B,...,B)) se e somente se w # ¢,
—— ——
k k-1
e ((e,6,...,8),q0,(B,B,...,B)) se e somente se w = €.
k k

Exemplo 2.2.1. Uma maquina de Turing deterministica de duas fitas M que decide a
linguagem { w tal que w é uma cadeia do tipo 001011011101111011111 ... }:

M = ({q07 Qvy YGey Ga, QT}7 {07 1}7 {07 17 B}7 (57 qo, 37 {Q(l})

tal que ¢, representa “volta”, g. representa “compara”, ¢, representa “aceita’, ¢, repre-

senta “rejeita” e §(q, (s1, s2)) é definida pelo Quadro 2. Na Figura 1 é ilustrada a aceitagao
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de uma entrada por M. Cada configuragao é representada por um quadro tal que o seu
estado estd na coluna da esquerda e a coluna da direita possui uma linha para cada fita.
Na i-ésima linha desta segunda coluna, representamos a i-ésima fita como a concatenacao
de «y, s; e [3;, destacando s;, com a cor vermelha e uma sublinha. Cada configuracao

aponta para a configuracao que é originada por ela por um movimento.

q

do0 (QM ((07 0)7 (07 o))) (qT’ ((Oa O)

v (40, ((0,0),(0,9))) (qv, ((0,0), (1, 9))) (4c, ((0,0), (B,>)))
Qe (¢r, ((0,0), (0,0))) (gr, ((1,0)

5152

q
q0 (QT7((170)7(070))) (qra«lao) 1 1
Qv (qv, ((1,0),(0,))) (g0, ((1,0), (1,9))) (¢, ((1,0), (B,>)))
ge (¢r, ((1,0),(0,0))) (g, (1,>), (1 1

; 51521 p) Bl BB

% (¢r, ((B,0),(0,0))) (¢r, ((B,0),(1,0))) (¢, ((B,0),(B,0)))
o (g0, ((B,©),(0,9))) (¢v; ((B, o), (1,9))) (¢c, (B, 0), (B,r)))
g (¢, ((B,0),(0,0))) (¢, ((B,0),(1,0))) (¢a, (B, o), (B,0)))

Quadro 2 — Imagens da funcao de transicio da maquina do Exemplo 2.2.1. Fonte: adap-
tado do segundo exemplo de Turing (1936).

(4

00;0110111]
ji_)
0010;10111]

"L)

0010110;11]

111

[qo 9010110111\ f og10110111\ ‘( 00;0110111\ =(qv 00;0110111\

ERED A s ) )

0019110111\
(=5

00101;0111\
(=5

Y

(qv 0010110;11\ J 0010110;11\ ‘( 00101101;1\ ‘( 001011011;\ ‘( 00101101115\

B111 ) 'ch 111 ) 'ch 111 ) 'ch 111 ) 'ch 111B )

0010110111B
ga
111B

Figura 1 — A aceitacao da entrada 0010110111 pela maquina do Exemplo 2.2.1. Fonte:
elaborada pelo autor.

0010110111\ ‘( 0010110111 ‘( 0010;10111\
v 1 G 1) v Bl )

()

0010119111\ ‘( 0010110;11\ ‘( 0010110;11\
¢ 11B ) M 111 ) "V 111 )

()
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Teorema 2.4. Se uma mdquina de Turing deterministica multifita M semidecide uma
linguagem L, entdo podemos construir uma mdquina de Turing deterministica de uma

unica fita S que também semidecide L.

Observagdo. A prova do Teorema 2.4 consiste em construir uma maquina de Turing a
partir de outra, assim como fizemos na prova do Teorema 2.1, sobre o complemento de
linguagens decidiveis, mas desta vez nao vamos explicitar esta construcao, o que seria
extenso, trabalhoso e pouco intuitivo. Vamos apenas dar uma ideia geral de como a

maquina construida funcionaria.

Prova. S organiza os simbolos das fitas de M em sua tunica fita dividindo-os com um
simbolo separador e substitui os simbolos atuais das fitas por simbolos especiais que
podem ser os simbolos atuais com algum marcador®. Para cada movimento de M, S vai
do primeiro simbolo separador até o tultimo para determinar os simbolos atuais de M
para, entao, simular o movimento de M em cada simbolo atual. Se, por esse movimento,
S precisa substituir, ou seja, marcar, algum simbolo separador que estd & esquerda (ou
a direita) de algum dos simbolos atuais, entao S substitui o simbolo separador por um
simbolo em branco marcado e desloca para a esquerda (ou para a direita) todos os simbolos
a esquerda (ou a direita) deste separador, colocando um simbolo separador entre eles e o

simbolo em branco marcado. ]

2.3 MAQUINAS DE TURING NAO DETERMINISTICAS

Nesta subsec¢do, definiremos o modelo de computacao da maquina de Turing nao de-
terministica para a decisao de problemas. As definicbes nao refeitas sao as mesmas do
modelo de computacao da maquina de Turing deterministica de uma unica fita, feitas na

Subsecao 2.1.

Definicao 2.3.1. Uma maquina de Turing nao deterministica M é uma maquina

de Turing, assim como a da Definicao 2.1.1, mas onde:
§:QxT = 2[Q xT x {q,0,>}]
em que Z|[C] denota o conjunto poténcia do conjunto C.

Definicao 2.3.2. Um movimento de uma méquina de Turing nao deterministica M
=(Q, X, T, 0, q, B, A) é a aplicagao da fungao de transigdo J a alguma configuragao
c1 = (ae,q,sdf) de M tal que s €T, eed e (I' U {e}), ae f € I'* e para todo (p, s, X)
€ d(q, s):

3 Precisamos apenas de uma funcéo f injetora entre os simbolos da fita de M e estes simbolos
especiais. Nesse caso, estamos usando um marcador como f, para cada simbolo s da fita
de M, f(s) é igual a s com este marcador. Por exemplo, usando uma sobrelinha para todo
simbolo s da fita de M, f(s) = s.
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e se X = o entdo ¢ lﬁ (e, p, s'dp),

o« se X =dee+#ceentao cllv(oz,p,es”dﬁ),

o se X =p>ed#c¢ entao cllﬁ(aes”,p,dﬁ),

. seX:<1ee:5entéoazsecllv(s,p,Bs”dﬁ),
. seX:>ed:€entéoﬁ:aecllﬁ(aes’ﬂp,B)

tal que s” € (I' U {e}) é igual a € se e somente se s = B, X =<edf =cous = B,

X =b> e ae = g, caso contrario, s” é igual a s'.

Definicao 2.3.3. Uma arvore de computacao de uma maquina de Turing nao deter-
ministica M = (Q, X, T', 0, q, B, A) para alguma entrada w € ¥* é uma &rvore de

configuragoes de M tal que:

1. a raiz da arvore é a configuracao inicial de M para w,
2. se ¢ nao é uma folha, entao toda ¢ tal que ¢ Iﬁ c estd na arvore,

3. para todo caminho ¢y, ¢o, ..., ¢u, n € [2,00) N N, a partir da raiz da arvore, ¢; lﬁ
¢iy1 para todo i € [1,n — 1] NN,
4. pelo menos uma folha é uma configuracao de aceitacao de M ou todas as folhas sao

configuragoes de rejeicao de M.

Definigao 2.3.4. Uma maquina de Turing ndo deterministica M = (@, X, T, §, qo, B,
A) rejeita uma entrada w € 3* se e somente se existe uma arvore de computacao de M

para w tal que todas as folhas sdo configuragoes de rejeicao de M.

Exemplo 2.3.1. Seja S = {iy,is,...,4,} uma sequéncia de inteiros e (S) uma simboli-
zagdo de S como (i1)#(ia)# ... #(in), n € N, tal que para todo i;, j € [1,n] N N, (i;)
simboliza i; como (+)% se e somente se i; > 0 e (—) 7" se e somente se i; < 0 (p.ex. +++
simboliza 0 3 e ——— simboliza 0 —3)*. Uma méquina de Turing ndo deterministica M
que decide a linguagem { (S) tal que a soma dos inteiros de alguma subsequéncia nao

vazia de S é igual a 0 }:

M = ({q07 qi5 Ge, Q;D? qc; Q9+ Gm—» Quv; Ga; QT}v {#7 +7 _}7 {#7 +a ) E7 B}a 57 qo, Ba {Qa}>

tal que ¢; representa “inclui”, g. representa “exclui”, ¢, representa “prepara”, g, representa
“calcula”, ¢, representa “marca +”, q,,_ representa “marca —”, q, representa “volta”, q,
representa “aceita”, g, representa “rejeita” e d(q, s) é definida pelo Quadro 3, na préxima
pagina, no qual, para facilitar a leitura, estamos omitindo as chaves dos conjuntos das
imagens, por exemplo, para ¢ = qo e s = #, leia §(qo, #) = {(q, #,>), (¢e, E,>)}. Uma
arvore de computagao de M ¢é ilustrada na Figura 2, utilizando a mesma representacao

de configuracoes da Figura 1.

4 Esta é uma simplificacdo da simbolizacdo que estamos utilizando, ji que também permitimos
a intercalagdo de + e —. Por exemplo, +++——+ = (2).
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) Ok + - E B
o (@i, #,7), (@i, +,2), (g, —»®), (@, E,), (qr, B, o)
(¢e, E,>) (g, £,v) (ge, E,>) (g, E,>)

i (qo,Ev O) (%’,"’,D) (in_ﬂb) (qrvEﬂ o) (qP>B’<])
qe (QO’Ea O) (QE7E>I>) (qe>E7l>) (QTva o) (qP>Bv<])
G | (@ #9) (ge, +°) (ge, —°) (4p, £, <) (¢r, B, o)
G| (g, #,<) (gm—, E,9) (¢m+, B, <) (gc, E,9) (¢a; B, )
Gm+ (Qm—l-a #7 <]) (%}7 E7 [>) (Qm-H ) <]) (Qm+7 E7 <]) (%"7 B, O)
m— (Qmﬂ#vq) ( m*7+7<]) (Qv7E7'>) (Qmﬂqu) (QMBaO)
@ | (g0, #.>) (qv; +,) (qv; —>) (qv, E,>) (gc, B, <)

Quadro 3 — Imagens da fungao de transicao da maquina do Exemplo 2.3.1. Fonte: elabo-
rado pelo autor.

Teorema 2.5. Se uma mdquina de Turing ndo deterministica M semidecide uma lingua-
gem L, entdo podemos construir uma mdquina de Turing deterministica de trés fitas S

que também semidecide L.

Observagdo. A prova do Teorema 2.5 consiste em construir uma maquina de Turing a
partir de outra, assim como fizemos na prova do Teorema 2.1, sobre o complemento
de linguagens decidiveis, mas desta vez, assim como na prova do Teorema 2.4 sobre a
equivaléncia entre as maquinas de Turing deterministicas de uma tnica fita e multifita, e
pelos mesmos motivos, nao vamos explicitar esta construcao, apenas dar uma ideia geral

de como a maquina construida funcionaria.

Prova. Em sua primeira fita, S deixa a entrada. Em sua segunda fita .S organiza uma fila
de configuragoes simbolizadas de uma maneira que permita que S adicione uma configu-
ragao, remova uma configuragdo e verifique se nao ha nenhuma configuracao nesta fila.
Inicialmente, S adiciona a configuragao inicial de M para a entrada a fila da segunda fita.
Entdo, para cada configuracio desta fila, S a troca® pelas configuracdes originadas, em
sua terceira fita, a partir dela por um movimento. Se em algum momento nestas trocas,
S originar alguma configuracao de aceitacao de M, entao S aceita a entrada e se isso nao

acontecer e a fila ficar vazia, entdo S rejeita a entrada. [

Corolario 2.5.1. Se uma mdquina de Turing nao deterministica M semidecide uma
linguagem L, entdo podemos construir uma mdquina de Turing deterministica de uma

unica fita S que também semidecide L.

Prova. Pelo Teorema 2.5, podemos construir uma méaquina de Turing de trés fitas S” que
semidecide L e portanto, pelo Teorema 2.4, podemos construir uma maquina de Turing

de uma tnica fita S que semidecide L. O

5 J4 que estamos trabalhando com uma fila, trocar uma configuracio c¢ pelas configuraces do
conjunto { ci, ¢2, ..., ¢p }, n € N| significa que ¢ é a primeira configuragao da fila e que as
configuracoes deste conjunto, se esse nao for vazio, serdo inseridas no final da fila.
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Figura 2 — Uma arvore de computacao da maquina do Exemplo 2.3.1 para a entrada
+#++#——— que simboliza a sequéncia {1, 2, -3}. Fonte: elaborada pelo
autor.
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Definicao 2.3.5. O tempo de execugao de uma maquina de Turing nao determinis-
tica M = (@, X, I', J, qo, B, A) para uma entrada w € ¥* é a altura da arvore de
computacao de M para w se e somente se existe uma arvore de computacao de M para

w, caso contrario, é indefinido.

Defini¢ao 2.3.6. A classe de complexidade de tempo NTIME[t(n)] é o conjunto

das linguagens decididas por maquinas de Turing nao deterministicas com complexidade

de tempo f(n) € O[t(n)].

Definicao 2.3.7. A classe de complexidade A'P é o conjunto das linguagens decididas

em tempo polinomial por maquinas de Turing nao deterministicas:

NP = |J NTIME[n"]
k €N
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3 COMPUTACAO DE FUNCOES

Do you have the time to listen to me whine?
(Green Day)

Nesta secao, definiremos como computar uma func¢ao, de forma deterministica, com
uma maquina de Turing deterministica de uma tnica fita e discutiremos as definigdes
existentes, porém insatisfatorias, de como computar uma funcao, de forma nao determi-
nistica, com uma maquina de Turing nao deterministica. Todas as defini¢oes feitas nesta

secao foram adaptadas para a notagdo desenvolvida e utilizada na se¢ao anterior.

3.1 COMPUTACAO DETERMINISTICA DE FUNCOES

A solucao! para um problema de decisdo é uma resposta que pode ser “sim” ou “nao”,
ou seja, ela pertence a um conjunto solugdo, { “sim”, “ndo” }, de cardinalidade dois. J&
a solucao para uma func¢ao é uma saida dessa funcao, que pode ser qualquer elemento de
seu contradominio?, ou seja, a cardinalidade do conjunto solucao de uma funcao depende
da cardinalidade de seu contradominio.?

Conseguimos decidir sobre uma instancia de um problema de decisao com uma ma-
quina de Turing deterministica se e somente se a configuragdo inicial para uma entrada
que simboliza esta instancia origina uma configuracao final. Obtemos a solucao desta ins-
tancia a partir do estado desta configuragao final: a resposta ¢ “sim” e a maquina aceita
se e somente se este estado pertence ao conjunto de estados de aceitagdo e a resposta é
“nao” e a maquina rejeita se e somente se este estado nao pertence ao conjunto de estados
de aceitacao.

Para uma maquina de Turing deterministica M = (@, 3, T, §, qo, B, A), esta obtengao
pode ser descrita pela fungao f : @ — { “sim”, “nao” } tal que para todo g € Q, f(q) é igual
a “sim” se e somente se ¢ € A e “nao” se e somente se ¢ ¢ A. De modo geral, utilizando
esta estratégia para obter uma solucao de algum conjunto solugao a partir de um estado
de uma maquina de Turing deterministica, precisamos de uma fungao sobrejetora em que
o dominio seja o conjunto de estados e o contradominio seja o conjunto solucao.

Porém, para computagao de fungoes, esta estratégia possui dois problemas. O primeiro
é que ela nao é intuitiva, pois precisariamos ter um estado para cada saida da funcao,
o que tornaria demasiada a funcao de transicdo. O segundo, e mais critico, é que nao
poderiamos trabalhar com fung¢oes em que o contradominio é um conjunto infinito, ja que

a cardinalidade do dominio de uma func¢ao sobrejetora é maior ou igual a cardinalidade de

Normalmente, na matematica, quando falamos de solugoes estamos falando de solucoes para
equagoes, mas aqui estamos usando a palavra em um sentido mais informal.

Ou ¢ qualquer elemento de sua imagem.

Quando dizemos a solu¢ado de um problema de decisao (ou funcdo), estamos nos referindo as
diversas solugoes para as diversas instancias desse problema (ou funcao).
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seu contradominio e a cardinalidade do conjunto de estados de uma maquina de Turing é
finito?.

Para adaptar o modelo da maquina de Turing deterministica de uma tunica fita para
computar uma funcao, os autores dos livros utilizados como inspiracao para a se¢do ante-
rior utilizam outra estratégia. Eles obtém a solucao, a saida da funcao, a partir, ndo do

estado mas do que chamamos de conteiido da fita de uma configuracao:

Defini¢ao 3.1.1. O contetido da fita de uma configuracdo ¢ = («, q, sf) de uma
méquina de Turing deterministica de uma unica fita M = (Q, 3, I', J, qo, B, A) sdo os
simbolos da fita de M entre o primeiro simbolo diferente de B (incluindo) e o tltimo

simbolo diferente de B (incluindo).

Mas, mesmo que utilizando a mesma estratégia, os autores divergem. Sipser obtém a
saida da funcdo diretamente do contetido da fita e restringe as fungoes computaveis as

maquinas que sempre decidem:

Definicao 3.1.2. A func¢ao computada por uma méaquina de Turing deterministica de
uma unica fita M = (Q, X, T, 0, qo, B, A) é a funcao f : X* — X* se e somente se para
toda entrada x € ¥*, a configuracdo inicial de M para x é ou origina uma configuragao

final de M com o conteido da fita igual a f(z) € ¥*. (SIPSER, 2007)

O principal problema desta restricdo é que ela nao permite adaptar problemas inde-
cidiveis para fun¢des. Nao poderiamos, por exemplo, ter uma funcao analoga & maquina
de Turing Universal (Teorema 2.2), por causa do Problema da Parada (Teorema 2.3).
Hopcroft e Ullman incluem essas func¢oes definindo as fungdes computaveis como fungoes

parciais:

Definicao 3.1.3. Uma funcao parcial f : D — (' é uma func¢ao que nao esté necessari-
amente defininda para todo z € D, ou seja, pode estar parcialmente definida. Quando f
nao estéd definida para um = € D dizemos que f(x) é indefinida. (HOPCROFT; ULLMAN,
1979)

Definicao 3.1.4. Uma fungao total é uma funcao parcial f : D — C tal que para todo
x € D, f(x) é definida. (HOPCROFT; ULLMAN, 1979)

Exemplo 3.1.1. A funcdo f : R — R tal que para todo € R diferente de 0, f(x) = %

¢ uma fungao parcial, pois f(0) é indefinida.

Exemplo 3.1.2. A funcao passos tal que para uma maquina de Turing deterministica de
uma tnica fita M = (Q, X, T, J, qo, B, A) e uma entrada w € ¥* de M, passos(M, w) é
o tempo de execugao de M para w, é uma funcao parcial, pois nao esta definida quando
a configuracao inicial de M para w nado é e nem origina uma configuragao final de M.

(RICH, 2008, p. 555)

4 Por causa do primeiro problema, ndo vamos explorar uma solucdo para o segundo.
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Exemplo 3.1.3. Todas as fung¢oes de transicdo das maquinas dos exemplos da secao
anterior sao fungoes parciais, pois, se nao fossem, estas nao teriam configuragoes finais.

Por exemplo, 6(qq,, s) € 0(¢,, s) ndo estdao definidas para nenhum s € I" no Exemplo 2.1.1.

Definicdo 3.1.5. Uma funcdo k-4ria parcial f : N¥* = N, k € N, é computada por uma
méquina de Turing deterministica de uma tnica fita M = (Q, {0,1}, I, 9, qo, B, A) se
e somente se para todo iy, s, ...,ix € N tal que f(i1,ia,...,1) é definida, a configuragao
inicial de M para 011021 - - - 0% é ou origina uma configuracio final de M com o contetido
da fita igual a 0f(12+%) e para todo i1, i, ...,ix € N tal que f(i1, s, ...,ix) é indefinida,
a configuracao inicial de M para 071101 ---0% ndo ¢ e nem origina uma configuracio
final de M. (HOPCROFT; ULLMAN;, 1979)

Além de parciais, as fungoes computaveis definidas por Hopcroft e Ullman sao fun-
¢oes k-arias. E, para eles, uma maquina de Turing pode computar uma funcdo de um
argumento, uma funcao diferente de dois argumentos etc. (trataremos sobre este aspecto
no final desta subsegdo), em que os dominios sao algum produto cartesiano dos ntime-
ros naturais. Mas, embora seja possivel, por exemplo, com uma enumeracao de Godel
(NAGEL; NEWMAN;, 2001), associar um nimero a qualquer objeto mateméatico, esta res-
tricdo é desnecessaria e acrescenta uma etapa na definigdo/programagao de fungoes com
maquinas de Turing.

A divergéncia no dominio e contradominio, ¥* — ¥* na definicdo de Sipser e N* — N
na definigdo de Hopcroft e Ullman, é classificada por Sudkamp (1997), que chama de
numéricas as fungoes computaveis definidas por Hopcroft e Ullman. Em contrapartida,
vamos chamar de simbélicas as fungdes computaveis definidas por Sipser.

Um problema das duas definicdes é que ambas sdo do tipo D¥ — D, em que k ¢ igual
a 1 na definicao de Sipser e D ¢ igual a N na definicao de Hopcroft e Ullman, e, por isso,
nao permitem funcoes do tipo D — C em que D é diferente de C' e C' é diferente de D*,
ou seja, sempre precisamos usar o mesmo alfabeto para o formato de entrada e para o
formato de saida, ¥ na defini¢ao de Sipser e {0, 1} na definicdo de Hopcroft e Ullman.

Além disso, nenhuma delas define a saida da fun¢do quando o contetido da fita nao
estd no formato de saida adequado, >* na definicao de Sipser e 0™ na definicao Hopcroft e
Ullman®. Por isso, neste trabalho vamos definir, além de um alfabeto de entrada e da fita,
um alfabeto de saida. Neste, teremos todos os simbolos que podem pertencer as saidas de
nossas fungoes. Também vamos retirar o conjunto de estados de aceitagao, pois estes sao

desnecessarios para a computacao de funcgoes:

5 Dependendo da definicio/programacio da maquina, a saida vai sempre estar neste formato,

mas nao defini-la quando isto ndo acontence, ou seja, mesmo quando uma configuracao inicial
origina uma configuragao final (com o contéudo da fita fora do formato de saida), é um ponto
fraco das definigoes.
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Definicao 3.1.6. Uma méaquina de Turing deterministica de uma tnica fita para funcoes é
definida assim como a da Defini¢ao 2.1.1, mas sem a definicao de um conjunto de aceitagao

e com uma componente adicional, o conjunto do alfabeto de saida Y:
M = (Q727FaT757 q07B)
tal que T C I

Definigao 3.1.7. O contetido de saida da fita de uma configuracdo ¢ = («, q, sf3) de
uma méaquina de Turing deterministica de uma tnica fita M = (Q, X, T', T, 4, qo, B) sdo
todos os simbolos pertecentes a T do contetdo da fita de ¢ se e somente se este possui

sfmbolos pertecentes a Y, caso contrario, é igual a .5

E definiremos as func¢des computaveis como fung¢oes parciais, assim como Hopcroft e

Ullman, simbdlicas, assim como Sipser, e utilizando um alfabeto de saida:

Definicao 3.1.8. A func¢ao computada por uma méaquina de Turing deterministica de
uma tUnica fita para fungoes M = (Q, 3, I', T, 9§, qo, B) é a funcdo parcial f : ¥* — T*
tal que para toda entrada = € X*, f(z) é igual a y se e somente se a configuragao inicial
de M para x ¢ ou origina uma configuragao final de M com o conteido de saida da fita

igual a y, caso contrario, f(x) é indefinida.

Definigao 3.1.9. A funcao caracteristica de um conjunto D é a funcao f : D — { 0,
1 } tal que f(x) é igual a 1 se e somente se x € D e 0 caso contrario. (SIPSER, 2007)

Exemplo 3.1.4. J& que linguagens sdo conjuntos, usamos fungoes caracteristicas para
adaptar diretamente problemas de decisao para func¢oes. Para adaptar uma maquina de
Turing deterministica de uma tnica fita que (semi)decide uma linguagem para que ela
compute a fun¢ao caracteristica desta linguagem, basta fazer com que todas suas configu-
ragoes de aceitacao e de rejeicao possuam como contetdo de saida da fita, respectivamente,
o1leo0. (SIPSER, 2007)

Exemplo 3.1.5. Sejan € N, ¥, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e (n) € £}, a simbolizagao
de n na base dez. Uma maquina de Turing deterministica de uma unica fita M que
computa a fungdo S : X%, — X%, tal que para todo n € N, S((n)) = ((n+1)) e S(e) =
(1):

M = ({40: 9a: G5+ @ }» Enr, e U{B}, X, 6, qo, B)
tal que g; representa “direita”, ¢y representa “soma”, g, representa “para” e d(q,s) é
definida pelo Quadro 4.

6 Esta definicdo muda como definimos/programamos maquinas de Turing. Neste trabalho, op-
tamos por uma abordagem semelhante aos F-squares e F-squares de Turing, porém sem a
restricdo de que eles se alternem, a nossa distin¢ao é feita pela pertinéncia do simbolo ao
alfabeto de saida.
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s 1 do dd ds

0 (Qdao D) (q4,0,>) (qpv 170)
1 (q ) (qdvlvb) (%072’0)
2 (q ) <Qd727b) (%773’ O)
3 (qdu 3 [>> <Qd7 37 [>) (QPv 47 O)
4 (q ) (Qd747[>) (QPJ 57 O)
5 (q ) (Qda 57 |>) (QP> 67 O)
6 (94,6,>) (94, 6,>) (4p, 7, 0)
7 (qda 7 D) (Qd> 7, D) (qpv 8, O)
8 (Qd,8 [>) (Qda&b) (QPvga O)
9 (¢4, 9,) (¢4, 9:>) (gs,0,<)
B (%5 17 o) (g5, B, <) (gp; 1,0)

Quadro 4 — Imagens da fun¢ao de transicdo da maquina do Exemplo 3.1.5. Fonte: elabo-
rado pelo autor.

Mas nossa definicdo ainda possui um problema: o dominio sempre é ¥*, ou seja, pre-
cisamos definir uma saida para toda sentenca do alfabeto de entrada e nao apenas para
as que estao no formato de entrada. Isso pode ser visto no exemplo da fungao sucessora
para numeros naturais simbolizados na base dez (Exemplo 3.1.5), que contorna o pro-
blema definindo a sua tunica entrada “fora do formato de entrada”, €, como outra forma
de simbolizar o 0.

Uma possivel solucao para este problema seria nao originar uma configuragao final
quando a entrada nao estiver no formato de entrada, ou seja, para toda entrada que
nao estivesse no formato de entrada, f(x) seria indefinida. Mas, assim, perderiamos o
significado de f(z) ser indefinida, o qual vamos reservar apenas para as entradas em que
a maquina nao decide’.

Para resolver este problema vamos utilizar um conceito da area das Linguagens de
Programacao, mais especificamente da area de Construgao de Compiladores, a de um
analisador. Vamos refinar a nossa definicao de funcao computavel para restringir o dominio
apenas para as entradas que estdo no formato de entrada, adicionando uma componente,
uma maquina de Turing para a decisao de problemas, que decide se uma entrada para a

funcao esta ou nao nesse formato:

Definicao 3.1.10. Uma maquina de Turing deterministica de uma tnica fita para funcgoes
é definida assim como a da Defini¢ao 3.1.6, mas com uma componente adicional, a maquina
de Turing D = (QD7 27 FDa 5D7 qdopD; BD7 AD):

= (Q727F7T767QO7B7D)

7 Como Hopcroft e Ullman que utilizam esta mesma seméantica. Ainda assim poderfamos dizer
que a maquina nao decide para os dois casos, porém em um, porque a entrada ndo esta
no formato de entrada, e no outro, porque a configuragao inicial ndo é e nem origina uma
configuracao final, ou seja, temos uma distin¢ao clara entre eles.
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tal que D decide uma lingugaem.

Definicao 3.1.11. A funcdo computada por uma maquina de Turing deterministica de
uma Unica fita para fungoes M = (Q, X, T, Y, §, qo, B, D) é a fungao parcial f : Lp — T*
tal que Lp ¢ a linguagem decidida por D e para toda entrada z € Lp, f(x) é igual a y
se e somente se a configuragao inicial de M para x é ou origina uma configuragao final de

M com o contetido de saida da fita igual a y, caso contrario, f(x) é indefinida.

Exemplo 3.1.6. Sejan € N, 3, = {0, 1} e (n) € ¥%, a simbolizagao de n na base dois®.
Uma maquina de Turing deterministica de uma tnica fita M que computa a funcao S :
Y1 — X3, tal que para todo n € N, S((n)) = ((n+1)):

M = ({QOan7QS7Q}O}7ZM72M U {B}72M76a QOaByD>

tal que D = ({qo, @a, ¢ }» 201, 200 U{B}, dp, qo, B), qa representa “aceita”; g, representa
“rejeita”, dp(q, s) é definida pelo Quadro 5, g4 representa “direita”, g5 representa “soma”,

qp representa “para” e 0(g, s) é definida pelo Quadro 6.

1o 1 B
q

q0 (Q(Moa O) (qaa 1’0) (QdaBao>

Quadro 5 — Imagens da fungao de transicdo da maquina D do Exemplo 3.1.6. Fonte: ela-
borado pelo autor.

“lo 1 B
q
0] (thOvD) (q6l717>) (qp7170)
a (¢a,0,>) (qa, 1,>) (gs, B,<)
qs (gp; 1,0) (¢s5,0,<) (gp; 1,0)

Quadro 6 — Imagens da funcao de transicao da maquina M do Exemplo 3.1.6. Fonte:
elaborado pelo autor.

Definicao 3.1.12. O tempo de execugao de uma maquina de Turing deterministica de
uma tnica fita para fungoes M = (Q, 3, ', T, 9, qo, B, D) para uma entrada w € Lp tal
que Lp ¢ a linguagem decidida por D é o maximo entre o tempo de execuc¢ao, conforme

a Definicao 2.1.13, de M para w e o tempo de execucao de D para w.

Precisamos redefinir o tempo de execugdo para uma entrada, pois, para que a funcao
computada esteja definida para esta, necessitamos de duas coisas: que esta esteja no for-

mato de entrada, ou seja, que a configuracao inicial do analisador para esta origine uma

8  Neste exemplo, pelo tamanho do quadro de § em relacio ao do Exemplo 3.1.5, também da
funcao sucessora, porém na base dez, fica claro o porque de a unidade béasica da informacao
e dos computadores ser um digito binario e ndo um decimal.
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configuragao de aceitacao, e que a configuracao inicial para esta origine uma configuracao
final. Por isso, definimos o tempo de execugao para esta como o maximo entre o tempo
para que estas duas coisas, que podem iniciar ao mesmo tempo, acontecam, ou seja, sejam
verificadas. Por exemplo, na Figura 3, da computacdo de uma imagem da fun¢ao compu-
tada pela maquina do Exemplo 3.1.6, utilizando a mesma representacao de configuragoes
da Figura 1, o tempo para o analisador aceitar a entrada é apenas um e o tempo para a
maquina originar uma configuragao final a partir da configuracao inicial para a entrada é

oito, portanto o tempo de execucao para a entrada é, o maximo entre estes tempos, oito.

M:

g0 | 111 gd | 111 gd | 111 gd | 111B gs | 111

gs | 110 gs | 100 gs | B00O gp | 1000

g0 | 111 ga | 111

Figura 3 — A computacao da imagem da funcdo computada pela maquina do Exem-
plo 3.1.6 para a entrada 111. Fonte: elaborada pelo autor.

Outro conceito que também vem da area das Linguagens de Programacao e que vamos
utilizar em nossa proposta é o de fungoes variddicas, que diferentemente de fungoes k-
drias, aceitam um nimero ndo arbitrario de argumentos (STROUSTRUP, 2013). E isso
que Hopcroft e Ullman permitem quando computam fungoes diferentes (com um nimero
de argumentos diferentes) com uma mesma maquina de Turing deterministica de uma
Unica fita e um conceito que usamos implicitamente no Exemplo 2.3.1, sobre as somas dos

inteiros de uma sequéncia:

Definicdo 3.1.13. O conjunto sequéncia® C* de um conjunto C' é a unido de todos
os produtos cartesianos de C"
C# = U c*
k€N
(BURR, 2016)

9 Nao ha um nome para este tipo de conjunto, escolhemos o nome “conjunto sequéncia” pois
este é o conjunto de subsequéncias de uma sequéncia, ou seja, de sequéncias, e, porque este
nome soa como “conjunto poténcia”.
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Definicao 3.1.14. Uma fungao variadica ¢é qualquer funcao em que o dominio é um

conjunto sequéncia.

Definicao 3.1.15. Uma maquina de Turing deterministica de uma tunica fita para fun-
¢oes variddicas é definida assim como a da Defini¢ao 3.1.10, mas com uma componente

adicional, o simbolo separador, #:
M= (Q,%,T,7Y,0,q, B, #, D)
tal que # € (I' — X).

Definicao 3.1.16. A configuragao inicial de uma maquina de Turing deterministica de
uma unica fita para fungoes variadicas M = (Q, X, T, T, 6, qo, B, #, D) para as entradas

wy, We, ..., w, € X* n € N, é a configuracao inicial de M, conforme a Defini¢ao 2.1.5,

para wiHweF . . . #w,.

Definicao 3.1.17. A funcao computada por uma maquina de Turing deterministica de
uma tnica fita para fungoes variddicas M = (Q, ¥, I', T, 0, qo, B, #, D) é a fungao
variadica parcial f : L% — T* tal que Lp ¢ a linguagem decidida por D e para todas
as entradas xy, =g, ..., ©, € Lp, n € N, f(x1,29,...,2,) é igual a y se e somente se a
configuracao inicial de M para x1, s, ..., T, é ou origina uma configuracao final de M

com o conteudo de saida da fita igual a y, caso contrario, f(z) é indefinida.

Definicao 3.1.18. O tempo de execugao de uma maquina de Turing deterministica de
uma unica fita para fungoes variadicas M = (Q, X, T, T, 6, qo, B, #, D) para as entradas
Wy, Wy, ..., W, € Lﬁ tal que Lp ¢é a linguagem decidida por D é o maximo entre o tempo
de execucao, conforme a Definicdo 2.1.13, de M para wiFHws# ... #w, e os tempos de

execucao de D para as entradas wy, ws, ..., Wy.

3.2 COMPUTACAO NAO DETERMINISTICA DE FUNCOES

Uma configuracao inicial de uma maquina de Turing nao deterministica pode originar
mais do que uma configuracao final, diferentemente de uma configuracao inicial de uma
maquina de Turing deterministica, que pode originar no maximo uma configuracao final.

Além disso, ha dois casos em que conseguimos decidir sobre uma instancia de um
problema de decisao com uma maquina de Turing nao deterministica, quando a resposta
¢ “sim” e a arvore de computagao para uma entrada que simboliza esta instancia possui
pelo menos uma folha que é uma configuracao de aceitacao e quando a resposta é “nao”
e a arvore de comptuagao para uma entrada que simboliza esta instancia s6 possui folhas
que sao configuracoes de rejeicao, diferentemente do tinico caso da maquina de Turing
deterministica quando a configuracao inicial para uma entrada que simboliza esta instancia

origina uma configuracao final.
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Por isso, para adaptarmos o modelo da maquina de Turing nao deterministica para
computar uma fun¢do, nao basta apenas adaptarmos o método de obter uma solucao de
uma configuracao final, como foi feito, na subsecao anterior, para computar uma funcao
com uma maquina de Turing deterministica de uma tnica fita. Precisamos de uma estra-
tégia que obtém uma tunica solugao das folhas de uma arvore de computagao, ou seja, de
diversas configuracgoes, das quais pelo menos uma é uma configuragao final.

Mas este topico nao é muito explorado e as defini¢bes que se tem para uma funcao
computavel por uma maquina de Turing ndo deterministica sao raras. Ha até mesmo au-
tores que sugerem que o modelo da maquina de Turing nao deterministica nao ¢ adequado
para a computacao de fungoes (DAVIS; SIGAL; WEYUKER, 1994, p. 161).

Dos dois livros que foram utilizados como inspiracao para a secao anterior, um, de
Sipser, ndo d4 uma defini¢ao, e o outro, de Hopcroft e Ulmman, d4 uma defini¢ao informal
e apenas ilustrativa para mostrar que esta nao é uma tarefa trivial. Nesta subse¢ao, vamos
apresentar esta e outras defini¢goes juntamente com seus problemas. Note que estas nao
serao dadas em ordem cronolégica, mas em uma ordem que proporciona uma analise

melhor de suas semelhancas e diferencas.

3.2.1 HOPCROFT E ULLMAN (1979)

Hopcroft e Ullman mencionam a computacao de fungoes com maquinas de Turing
nao deterministicas quando apresentam os Axiomas de Blum (HOPCROFT; ULLMAN;,
1979; BLUM, 1967). Estes sao axiomas que tém como objetivo a formalizagao das medidas
de complexidade, de forma independente de um modelo de computagao, desde que este
compute uma funcao. A motivagao de Hopcroft e Ullman é, portanto, satisfazer com as
medidas de complexidade da maquina de Turing nao deterministica os Axiomas de Blum,
que, por nao compreenderem muitas medidas (FORTNOW, 2004), nao serao detalhados
aqui.

Eles apenas dao uma definicao informal, mas, para facilitar a comparacdo com as
outras defini¢coes dadas nesta subsecao, vamos extrapola-la para uma definicdo formal.
As diferengas e lacunas preenchidas nesta formalizagdo sdo descritas em suas notas de

rodapé.

Definicao 3.2.1. A fun¢dao computada por uma maquina de Turing ndo deterministica
M = (Q, {0,1}, T, 6, qo, B, A) é a funcao parcial f : N — N tal que para todo x € N,
f(z) é igual a y € N se e somente se a configuracao inicial de M para 0% é ou origina
alguma configuracao final de M com o contetido da fita igual a 0¥ e nao origina nenhuma

outra configuracao final de M com o conteiddo da fita diferente!® de 09, caso contrério,

10" Eles nao definem o que acontece quando se origina alguma configuracio final contendo algum
1 em seu contetido da fita, apenas mencionam que ndo se pode originar alguma configuracao
final com o contetdo da fita igual a 0%, k € N e diferente de 3.
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f(n) é indefinida!'. (HOPCROFT; ULLMAN, 1979)

Esta defini¢ao possui dois problemas. O primeiro ¢ que ela ndo permite adaptar direta-
mente todos os problemas de decisdo para fungoes, assim como fizemos no Exemplo 3.1.4,
ja que conseguimos decidir sobre uma entrada de, e com uma maquina de Turing nao
deterministica mesmo quando sua configuracao inicial origina configuracoes finais de acei-
tacao e de rejeicao, que, pela adaptagao direta, possuem contetidos da fita diferentes.

Para esta definicao, essa adaptacao direta de problemas de decisao para fungoes so
funciona nos casos de rejeicao, ja que a configuracao inicial é ou apenas origina confi-
guragoes que sao ou originam configuracoes de rejeicdo, ou nos casos de aceitacdo em
que a configuracao inicial quando origina alguma configuracao final, origina uma configu-
racao de aceitacao, o que nao engloba todas as possiveis arvores de computacao. Além
disso, terfamos uma saida (0) errada para a fun¢do quando a configuragio inicial origi-
nasse alguma configuracao de rejeicao e originasse também alguma configuracao que nao
originasse nenhuma configuracao final.

O segundo problema, apontado pelos préprios autores e mais critico, é que, com ela,
definimos saidas para a fungao que nao conseguimos obter (computar), ja que, devido ao
Problema da Parada (Teorema 2.3), nos casos em que a configuracao inicial ndo é e nem
origina nenhuma configuracao final ou origina alguma outra configuracao que nao origina
nenhuma configuracao final, a restricao “nao origina nenhuma outra configuracao final de
M com o contetdo da fita diferente de 0¥” nao é verificavel (computavel). Isto é provado
quando os autores mostram que com esta definicao nao é possivel satisfazer o segundo
axioma de Blum e ressaltam que, para isso, precisamos de uma definicdo inteligente de

como computar uma fun¢ao com uma maquina de Turing nao-deterministica.

3.2.2 LEWIS E PAPADIMITRIOU (1998) E RICH (2008)

Lewis e Papadimitriou (1998) e Rich (2008) dao, de forma independente, defini¢oes
muito parecidas com a definicao de Hopcroft e Ullman. Mas estes, restrigem as fungoes
computaveis as maquinas de Turing nao deterministicas em que todas as entradas possuem

uma arvore de computacao em que todas as folhas sao configuragoes finais:

Definicao 3.2.2. A fun¢do computada por uma maquina de Turing nao deterministi-
ca M = (Q, X, ', 6, qo, B, A) é a fungao f : ¥* — I'* se e somente se para toda
entrada r € X* de M, existe uma arvore de computacao de M para = tal que todas
as folhas sao configuragoes finais de M com o mesmo conteido da fita f(z). (LEWIS;
PAPADIMITRIOU, 1998; RICH, 2008)

11 Eles nao definem o que acontece quando néo se origina nenhuma configuracio final, mas
estamos assumindo que, assim como fazem na definicdo de fung¢bes computadas por uma
méquinas de Turing deterministicas de uma tnica fita (Definicdo 3.1.5), deixam a saida
indefinida.
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Por causa desta restricao, esta definicdo nao possui o problema mais critico da defini¢ao
de Hopcroft e Ullman. J4 que se todas as folhas de todas as arvores de computagao
de uma méquina de Turing nao deterministica sao configuragoes finais, entdo todas as
suas configuracoes iniciais sdo ou originam apenas configuragoes que sao ou originam
configuragoes finais.

Mas, por causa desta restricao, ela nao permite adaptar problemas indecidiveis para
fungoes. E restringe ainda mais a adaptagao direta de problemas decidiveis para fungoes,
ja que conseguimos decidir sobre uma entrada se sua arvore de computacao possui apenas
uma folha que é uma configuragao final, caso esta seja uma configuracdao de aceitacao.

Lewis e Papadimitriou destacam as dificuldades associadas com a computagao de
fungoes com maquinas de Turing nao deterministicas e dizem que precisamos “que todas
as folhas sejam configuragdes finais com o mesmo contetido da fita y”, pois, sendo, nao
teriamos como escolher a saida correta para a funcao. O que vai contra a obtencao de uma
solugao na decisao de problemas com maquinas de Turing nao deterministicas, que decide
também quando nem todas as folhas sdo configuragoes finais e/ou nem todas as folhas
sao so de aceitagao ou s6 de rejeicao, que, pela adaptacao direta, possuem contetdos da

fita diferentes.

3.2.3 GOLDREICH (2008)

Goldreich resolve o problema, levantado por Lewis e Papadimitriou, de escolher a saida
correta para a fungdo, permitindo que a méaquina origine configuragoes com o contetido

da fita igual a saida da fung¢ao ou a um simbolo especial 1:

Definicao 3.2.3. A funcao computada por uma maquina de Turing nao deterministica
M = (Q, {0,1}, T, 4, qo, B, A) é a funcao f : {0,1}* — {0,1}* se e somente se para
toda entrada x € {0,1}*, existe uma arvore de computagao de M para x tal que todas
folhas sao configuragoes finais de M com o contetido da fita igual a L ou f(x) € {0, 1}*.
(GOLDREICH, 2008)

Esta defini¢do possui a mesma restricao de Lewis e Papadimitriou e Rich, de s6 definir
fungoes para méaquinas em que todas as entradas possuem uma arvore de computagao
em que todas as folhas sdo configuragoes finais, e, portanto, assim como a defini¢ao de
Lewis e Papadimitriou e Rich, embora nao possua o problema mais critico da definicao
de Hopcroft e Ullman, impede a adaptacao de problemas indecidiveis para fungoes.

O simbolo especial | é utilizado por Goldreich na adaptacao direta de problemas de
decisao para fungoes, como o conteudo da fita das configuracoes de rejeicao, o que permite,
diferentemente das definicbes de Hopcroft e Ullman e Lewis e Papadimitriou e Rich, a
adaptagao dos casos em que a configuracao inicial origina apenas configuragoes finais em

que pelo menos uma ¢é de aceitagao e pelo menos uma é de rejeicao.
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Porém, diferentemente das defini¢oes de Hopcroft e Ullman e Lewis e Papadimitriou e
Rich, esta defini¢ao nao permite adaptar os casos de rejeicao, ja que, nestes, a configuracao
inicial é ou origina apenas configuragoes que sao ou originam configuragoes de rejeicao,

ou seja, com o conteudo da fita L, ndo atendendo a restri¢ao “f(z) € {0,1}*"

3.2.4 KRENTEL (1986) E ROYER (2015)

Krentel, motivado em estudar a complexidade de problemas de otimizacao, em que se
procura um valor maximo ou minimo, define uma variagdo da maquina de Turing nao de-
terministica, denominada maquina de Turing métrica, que computa o maximo (ou minimo)
entre os contetudos da fita de suas folhas e uma classe de complexidade, denominada OptP,
em que estao todos os problemas computados por sua variagao em tempo polinomial.

Porém, restringe, assim como Lewis e Papadimitriou e Rich e Goldreich, suas func¢oes
computaveis as maquinas em que todas as entradas possuem uma arvore de computacao
em que todas as folhas sdo configuracoes finais e, assim como Lewis e Papadimitriou e Rich
e Goldreich, impede a adaptacao de problemas indecidiveis para fungoes. Por isso, neste
trabalho, vamos dar apenas a definicao de Royer, que, motivado em satisfazer, assim como
Hopcroft e Ullman, os Axiomas de Blum com as medidas de complexidade da maquina

de Turing ndo deterministica, d4 uma definicdo muito similar a de Krentel:

Definigao 3.2.4. A fung¢ao computada por uma maquina nao deterministica M = (@,
¥, T, 6, qo, B, A) é a funcao parcial f : ¥* — I'* tal que para toda entrada x € X
f(z) é igual a y se e somente se existe uma arvore de computagdo de M para x tal que
todas as folhas sao configuracgoes finais de M e y é maximo numérico, ou léxico quando
nao simbolizam ndmeros, entre seus conteidos da fita, caso contrario, f(x) é indefinida.

(ROYER, 2015)

Esta definicdo possui uma restricao, de s6 definir a saida da fun¢do para as entradas
que possuem uma arvore de computagdo em que todas as folhas sdo configuragoes finais,
similar a restricao de Lewis e Papadimitriou e Rich, Goldreich e Krentel, de s6 definir
funcoes para maquinas em que todas as entradas possuem uma arvore de computagao em
que todas as folhas sao configuragdes finais. Porém, diferentemente da segunda, a primeira
restricao, de Royer, ndo impede a adaptagao de problemas indecidiveis.

Ha apenas outras duas diferencas entre a definicao de Royer e a de Krentel. A primeira,
é que a de Royer permite tratar fungdes simbolicas definindo também o maximo como o
lexicamente maior. A segunda, é que a de Krentel permite tratar problemas em que se

procura um valor minimo, os quais nao sao tratados diretamente na de Royer'?.

12 Que requer que se inverta os contetidos de saida da fita das folhas. Por exemplo, nas funcées
numéricas, a maquina, em vez de originar configuracoes finais com o contetido de saida igual
a y, teria que originar configuragdes finais com o contetido de saida igual %
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Diferentemente das defini¢oes de Hopcroft e Ullman, Lewis e Papadimitriou e Rich e
Goldreich, a definicao de Krentel e a de Royer permitem a adaptacao direta de problemas
decidiveis nos casos em que a configuracao inicial é ou apenas origina configuracoes que
sao ou originam configuragoes finais, ja que, nestes casos, a saida da funcao caracteristica
corresponde ao maximo entre os conteudos da fita.

Porém, nenhuma delas permite a adaptacao direta dos casos em que a configuracao
inicial origina alguma configuragao de aceitagdo e alguma configuragao que nao origina
nenhuma configuracao final, ja que, nestes casos, nem a restricao de Lewis e Papadimitriou
e Rich, Goldreich e Krentel nem a restrigao similar de Royer sao atendidas.

Outro problema, este mais critico, das duas defini¢cdes ¢ que ambas nao especificam
como a obtencao da saida da funcao pode ser feita, quando é, em tempo polinomial,
como obter o valor maximo (ou minimo) entre um nimero, possivelmente, exponencial
de valores em tempo polinomial. Royer diz que talvez tenha “exagerado na dose”.

No final de seu trabalho, Krentel sugere como trabalho futuro o estudo de outros
operadores associativos aplicados as folhas de alguma arvore de computacao, além do

maximo, minimo, e que vamos apresentar a seguir, soma.

3.2.5 VALIANT (1979)

Assim como Krentel, Valiant também define uma classe de complexidade, a classe de
problemas de contagem # P e chama de maquinas de Turing contadoras as maquinas de
Turing nao deterministicas que computam o nimero de configuracoes de aceitacao de suas
arvores de computacao. Para facilitar a sua comparacao com as outras defini¢des desta

se¢ao, vamos apresenta-la de maneira similar a de Royer.

Definigao 3.2.5. A fung¢ao computada por uma méquina nao deterministica M = (Q, X,
T, d, qo, B, A) é a fungdo parcial f : ¥* — N tal que para toda a entrada z € ¥*, f(x)
¢ igual a y se e somente se existe uma arvore de computacao de M para x tal que todas
as folhas sdo de configuracgoes finais de M e y é o nimero de configuragoes de aceitagao,
caso contrario, f(z) é indefinida. (VALIANT, 1979)

Esta defini¢ao, diferentemente das defini¢coes de Hopcroft e Ullman, Lewis e Papadimi-
triou e Rich e Goldreich, e assim como as de Krentel e Royer, permite a adaptagao direta
de problemas deciveis para func¢oes dos casos em que a configuracao inicial é ou apenas
origina configuracoes que sao ou originam configuragoes finais. Porém, diferentemente das
defini¢oes de Krentel e Royer, que definem fungoes computaveis que podem corresponder
a fungado caracteristica, as fungoes computaveis definidas por Valiant necessitam, para
esta correspondéncia e adaptagdo, da composicdo com a funcao f tal que para todo n €
N, f(n) é igual a 1 se e somente se n > 1 e 0 caso contrario.

E, assim como as defini¢oes de Krentel e Royer, esta definicdo nao permite a adaptagao

direta dos casos em que a configuragao inicial origina alguma configuracao de aceitacao
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e alguma configuracdo que nao origina nenhuma configuragao final, por causa da mesma
restricdo de Royer, e similar a de Lewis e Papadimitriou e Rich, Goldreich e Krentel, de
sO definir a saida da funcao para as entradas que possuem uma arvore de computagao em
que todas as folhas sao configuragoes finais.

Além disso, esta definicdo possui o mesmo problema critico das defini¢oes de Krentel
e Royer, de nao especificar como a obtencao da saida da funcao pode ser feita, quando é,
em tempo polinomial, como obter a soma de um ntmero, possivelmente, exponencial de

valores em tempo polinomial.
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4 PROPOSTA

Nesta secao, proporemos e definiremos a maquina de Turing ndo deterministica com
combinadora para a computacao de fungoes. Na primeira subsecao, descreveremos infor-
malmente nossa estratégia. Na segunda, definiremos formalmente, utilizando os conceitos
e notacoes desenvolvidas nas se¢oes anteriores, nossa variagao e provaremos a sua equiva-
léncia com a maquina de Turing deterministica de uma tnica fita. Na tltima, mostraremos,

com alguns exemplos, sua versatilidade.

4.1 DESCRICAO INFORMAL

Nossa proposta é baseada na estratégia de divisao e conquista (ilustrada, na proxima
pagina, na Figura 4), que, embora em seu nome s6 possua duas agoes, é divida em trés
etapas (CORMEN et al., 2009)*:

1. Divisao: divide o problema em subproblemas.

2. Conquista: obtém a solugao de cada subproblema de forma direta ou indireta (utiliza

a estratégia de divisao e conquista para obter a solu¢ao do subproblema).

3. Combinacao: combina as solugoes dos subproblemas em uma tinica solu¢ao para o

problema original.

E da associacdo desta a uma arvore de computagao de uma maquina de Turing nao
deterministica para a decisdo de problemas.? Primeiro, associamos a etapa de divisdo as
suas ramificagoes (vértices com mais de um filho). Entao, associamos a etapa de conquista
direta aos seus caminhos em que o primeiro vértice é a raiz ou o filho de uma ramificacao e
o ultimo vértice é uma folha e associamos a etapa de conquista indireta aos seus caminhos
em que o primeiro vértice é a raiz ou o filho de uma ramificacao e o ultimo vértice é uma
ramificacao.

Embora estejamos associando conquistas a caminhos, também vamos dizer que os
vértices desses caminhos estao associados a essas conquistas. Por essas associagoes, cada
vértice da arvore esta associado a exatamente uma conquista. Estas associacoes sao ilus-
tradas na Figura 5, na qual os vértices cercados por um “D” (“I”) sdo os associados as
conquistas diretas (indiretas).

Agora, associamos cada conquista a um problema. Primeiro, associamos o problema

original a conquista associada a raiz. Entao, associamos cada conquista associada ao filho

L' Cormen et al. classifica a conquista indireta como “recursiva”, mas estamos usando nomes

alternativos para que nao haja confusdo com “linguagens recursivas” e “linguagens recursiva-
mente enumeraveis”, que também sdo nomes dados, respectivamente, a linguagens decidiveis
e semidecidiveis.

O que estamos descrevendo pode ser caracterizado como um processo de tree acumulation,
mais especificamente uma upwards accumulation (GIBBONS, 1991). Mas, por razoes de sim-
plicidade, descreveremos nossa proposta baseados na estratégia de divisao e conquista.
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de uma ramificagao ao subproblema do problema associado a conquista associada a esta

ramificacao.
Divisao
Divisdo Conquista
|
(Subproblema #2 Conquistado)
Conquista Conquista
/ \
(Subsubprob]ema #1 Conquistado) (Subsubproblema #2 Conquistado)
Combinagao

l

(Subproblema #1 Conquistado)

Combinacdo

Problema Conquistado

Figura 4 — A estratégia de divisao e conquista. Fonte: elaborada pelo autor.

Finalmente, para completar nossa associacao, descrevemos como obter a solugao destes
problemas a partir destas conquistas, mais precisamente, como obter uma solugao a partir
de uma conquista direta e como combinar as solug¢oes dos subproblemas de um problema
para obter uma solucao a partir de uma conquista indireta.

Para obter uma solugao a partir de uma conquista direta, tratamos seu caminho como
uma computacao de uma maquina de Turing deterministica e obtemos a sua solu¢ao com
base no estado, como descrevemos na Subsecao 3.1, da configuragao de seu ultimo vértice,
originado a partir da configuracao de seu primeiro vértice. A solugao é “sim” se e somente
se o ultimo vértice deste caminho possui uma configuragdo de aceitacdo e “nao” se e
somente se possui uma configuracao de rejeicao. Nos casos em que a configuragao deste
ultimo vértice nao é uma configuracao final, vamos dizer que a solucao desta conquista

direta é “pendente”.
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Figura 5 — A associacao das conquistas da estratégia de divisdo e conquista aos vértices
de uma arvore de computacgao. Fonte: elaborada pelo autor.

Para combinar as solu¢oes dos subproblemas de um problema para obter uma solucao

a partir de uma conquista indireta, seguimos as defini¢oes de aceitacdo (Definigao 2.1.9) e

de rejeicao (Defini¢ao 2.3.4) da maquina de Turing ndo deterministica. A solugao é “sim’

%W

se e somente se pelo menos uma das solugoes dos seus subproblemas é “sim”, “nao” se e

Y

somente se todas as solucoes dos seus subproblemas sao “nao” e “pendente” caso contrario.

A combinagao das solugoes de dois subproblemas é descrita no Quadro 7.

Solugao 1 Solugao 2 Combinagao
sim sim sim
sim pendente sim
sim nao sim
pendente sim sim
pendente pendente pendente
pendente nao pendente
nao sim sim
nao pendente pendente
nao nao nao

Quadro 7 — Combinacao das solucoes de dois subproblemas. Fonte: elaborado pelo autor.
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Nossa proposta é adaptar a obtencao de uma solugao a partir de uma conquista direta
como adaptamos o modelo da maquina de Turing deterministica para a computacao de
fungoes, obtendo a sua solucdo, nao a partir do estado, mas a partir do contetido de saida
da fita da configuracao de seu ultimo vértice. O que falta para completar nossa adaptacao,
mantendo nossa associacao, é adaptar como combinar as solu¢ées dos subproblemas de
um problema para obter uma solugao a partir de uma conquista indireta.

Poderiamos fazer como Valiant, Krentel e Royer, que definiram operadores associati-
vos (soma, minimo ou méaximo) que realizam estas combinagoes. Mas, para darmos uma
definicao mais geral, seguindo a sugestao de Krentel, de estudar outros operadores asso-
ciativos, vamos propor uma variacao da maquina de Turing nao deterministica com uma
componente adicional, uma maquina de Turing para fung¢oes, a qual vamos chamar de
combinadora, que sera responsavel por realizar estas combinagoes. Devido ao nome que
vamos dar a esta componente adicional, vamos chamar nossa variacao de maquina de

Turing nao deterministica com combinadora.

4.2 DEFINICAO FORMAL

Antes de definirmos a nossa variagdo, vamos modificar a definicio da maquina de
Turing nao deterministica (Definigdo 2.3.1) como, e pelos mesmo motivos, modificamos,

na Subsecao 3.1, a definicdo da méaquina de Turing deterministica de uma tnica fita:

Definicao 4.2.1. Uma méaquina de Turing ndo deterministica para fungoes é definida
assim como a da Defini¢ao 2.3.1, mas sem um conjunto de aceitagdo e com duas compo-
nentes adicionais, o conjunto do alfabeto de saida T e uma méaquina de Turing D = (Qp,
¥, I'p, dp, qop, Bp, Ap):

M= (Q,%,T,7,d,q,B,D)

tal que T C I' e D decide uma linguagem.

Feitas essas modificagoes, podemos definir nossa variagao. Nao vamos alterar compo-
nentes da definicdo da maquina de Turing nao deterministica, assim como fizemos com
a definicado da maquina de Turing deterministica de uma tnica fita na definicdio da méa-
quina de Turing deterministica multifita (Defini¢ao 2.2.1) e na da méquina de Turing nao
deterministica (Definigdo 2.3.1), mas vamos, como acabamos de fazer e como fizemos na
Secao 3, sobre a computagao de fungdes com maquinas de Turing, adicionar componentes
a definicao; porém, para encurtar nossas defini¢bes, vamos, diferentemente destes casos,

definir nossa variacdo como um tripla:

Convencao. A partir de agora, para facilitar a leitura e nao poluir o texto, quando estiver-
mos falando de uma méaquina de Turing vamos nos referenciar as suas componentes com

os simbolos utilizados para as tais nas defini¢des para as maquinas de Turing subscritos

3 Sendo, nossa variacio seria uma 10-upla
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do simbolo utilizado para a maquina de Turing em questdo. Por exemplo: seja M uma

maquina de Turing, ), é o alfabeto de entrada de M.

Definicao 4.2.2. Uma maquina de Turing nao deterministica com combinadora
M ¢é uma tripla:
M = (N,P,QC)

tal que:

1. N é uma méaquina de Turing nao deterministica para fungoes (Defini¢ao 4.2.1),

2. (' é uma maquina de Turing deterministica de uma tnica fita para func¢oes varidadicas
(Defini¢ao 3.1.15) tal que ¢ é igual a (Y U YT¢) e D¢ decide X,

3. P € (Ye—T"y) éosimbolo para “pendente”,

4. C' computa a funcao parcial e simétrica comb tal que para todo sy, sg, ..., s, € X,
n > 1 eigual a [0n(q, s)| para algum ¢ € Qu e algum s € Ty, comb(sy, Sa, ..., Sp)

é definida e igual a:

a) P se paratodoi € [I,n] NN, s; = P,
b) w e (Yi — {P}) se para todo i € [1,n] NN, s; # P,

c) comb(sy, S, ..., Sp_1, P) se comb(s1, sa, ..., Sp_1, P) # P.

A etapa de divisao é definida pela maquina NV e a etapa de combinacao pela maquina
C, que tem como alfabeto de entrada a uniao dos simbolos do alfabeto de saida de N com
os simbolos de seu alfabeto de saida, pois pode ter como uma de suas entradas o contetdo
de saida da fita de uma configuracao final de N ou a saida de uma combinacao, ou seja,
uma imagem de comb, e, ja que nao garantimos que nenhuma destas estao em um formato
definido, D¢ decide ¥7,. Denotamos uma solugdo pendente pelo simbolo P e definimos
que P € (Yo — Tu), pois, sendo, uma configuracao inicial de N poderia originar apenas
configuragoes que sao ou originam configuracgoes finais com o contetido de saida da fita P,
ou seja, que nao podem ser combinadas — como sera explicado abaixo — e nem originar
novas configuragoes.

A funcao comb computada por C' é parcial e s6 precisa estar definida para n argumentos
tal que n é maior que um e igual ao niimero de configuragoes (|dy (g, s)|) originadas por um
movimento a partir de alguma configuracao de N. Ela é simétrica, pois uma configuracao
de N origina por um movimento um conjunto, e nao uma sequéncia de configuragoes,
ou seja, a ordem nao importa. Se todos os seus argumentos sao P, entdao ela deve estar
definida como P, pois, senao, terfamos uma combinagao mesmo quando nao ha solugoes
para combinar. Se todos os seus argumentos sao diferentes de P, entao ela deve estar
definida como um valor diferente de P, pois, sendo, teriamos todas as solugoes e nenhuma
combinacao. Se ela estd definida como y para os argumentos ay, as, ..., a,, P, entdao ela

também deve estar definida como y para os argumentos ay, as, ..., a,, a;, a; # P, pois,
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sendo, necessitariamos de todas as solu¢oes para termos certeza de uma combinagao, ou
seja, que todas as configuragoes de N fossem ou originassem configuragoes finais.
Definido como devem ser as combinacoes feitas por C', vamos definir como aplica-las a
uma arvore de computacao de N e definir o que é uma arvore de computagao para nossa
variagao. Porém, ao modificar a definicdo da maquina de Turing nao deterministica, com
a Definicao 4.2.1, retiramos o conjunto de estados de aceitacao e, com isso, perdemos a
definicio de uma 4rvore de computacao® (Defini¢io 2.3.3). Por isso, vamos utilizar uma

definicao intermediaria, a de uma subarvore de computacao:

Definicao 4.2.3. Uma subarvore de computacao de uma maquina de Turing nao
deterministica para fungées M = (Q, X, T', T, §, qo, B, D) para alguma entrada w € ¥*

é uma arvore de configuracoes de M tal que:
e a raiz da arvore é a configuracao inicial de M para w,
~ 7 ~ / / 7 e
e se ¢ nao é uma folha, entao todo ¢ tal que ¢ Iﬁ c esta na arvore,
 para todo caminho ¢y, ¢y, ..., ¢, n € [2,00) N N, a partir da raiz da arvore, ¢; lﬁ
¢i+1 para todo i € [1,n — 1] N N.

E em uma subarvore de N que vamos aplicar as combinagoes feitas por C'. Esta aplica-
¢ao sera feita por meio de anotagoes em seus vértices. Por isso, nesta se¢ao, diferentemente
das secOes anteriores, comecamos a falar que um vértice “possui” uma configuragao, ao

invés de, um vértice “é” uma configuracao.

Definigao 4.2.4. A saida de um vértice v, denotada por s[v], que possui a configuragao
¢ de uma subéarvore de computacao de uma maquina de Turing nao deterministica N de
uma maquina de Turing ndo deterministica com combinadora M = (N, P, C) tal que C
computa a funcao comb é igual a:

1. o contetido de saida da fita de ¢ se v é uma folha e ¢ é uma configuracao final de N,

P se v é uma folha e ¢ ndo é uma configuragao final de N,

comb(s[v1], s[va], ..., s[v,]) se v possui os filhos vy, vg, .., v, 1 € [2,00) NN,

= W

slv1] se v s6 possui um filho v;.

A saida de um vértice é a solucao da conquista associada a ele. Os Itens 1 e 2 definem
como obter a solu¢ao de uma conquista direta baseada no tdltimo vértice de seu caminho.
O Item 3 aplica a combinagao feita por C' e define como obter a solu¢ao de uma conquista
indireta, combinando as solugoes dos subproblemas do problema associado a ela. E, o
Item 4 define como levar essas solugoes pela arvore (das folhas até a raiz).

Com estas duas defini¢oes, a de uma subarvore de computagio e a de uma saida de

um vértice, podemos definir o que é uma arvore de computagao para nossa variagao:

4 E, por isso, perdemos também a definicio do tempo de execucdo, que, assim como a definicao
de arvore de computacao, s6 serd feita para nossa variacao.



53

Definicao 4.2.5. Uma arvore de computacgao de uma méaquina de Turing ndo determi-
nistica com combinadora M = (N, P, C') para alguma entrada w € ¥} ¢é uma subarvore

de computacao de N para w tal que a saida da raiz é diferente de P.
E, com esta definicdo, podemos definir as fun¢des computadas por nossa variagao:

Definicao 4.2.6. A funcado computada por uma maquina de Turing nao determinis-
tica com combinadora M = (N, P, C') é a funcao parcial f : Lp, — Y§ tal que Lp,
¢ a linguagem decidida pelo analisador de N, Dy, e para todo x € Lp,, f(x) é igual a
saida da raiz da arvore de computagao de M para x se e somente se existe uma arvore de

computacao de M para z, caso contrario, f(z) é indefinida.

E também provar que estas podem ser computadas por maquinas de Turing determi-
nisticas de uma tnica fita, ou seja, que nossa variagao é equivalente a maquina de Turing

deterministica de uma tnica fita:

Teorema 4.1. Se uma mdquina de Turing ndao deterministica com combinadora M =
(N, P,C) computa a fung¢io f, entdo podemos construir uma mdquina de Turing determi-

nistica de uma unica fita S que também computa f.

Observagdo. Ao invés de descrevermos como S funciona, assim como fizemos nos teoremas
de equivaléncia para méaquinas de Turing multifita (Teorema 2.4) e para maquinas de
Turing ndo deterministicas (Teorema 2.5), vamos dar um passo a passo de como computar
uma funcao computada por uma maquina de Turing nao deterministica com combinadora,
mostrando que este pode ser realizado por uma maquina de Turing deterministica de uma

Unica fita.

Ideia da prova. O passo a passo consiste em uma construcao gradual da arvore de com-
putacao de M para uma entrada. Esta construgdo ocorre como uma busca-em-largura.
A cada novo vértice originado® anotamos sua saida e se anotamos um valor diferente de
P, entao adicionamos seu pai a fila de vértices a serem reanotados. Para cada vértice
nesta fila reanotamos sua saida e se reanotamos um valor diferente de P, entdao também
adicionamos seu pai a ela. Quando reanotamos a saida da raiz e esta é diferente de P,
entdao a damos como a saida da func¢ao, sendo continuamos a constru¢ao da arvore. Note
que precisamos manter um histérico dos vértices originados para podermos reanotar suas

saidas®.

> Formalmente, a configuracdo do vértice é que é originada, mas para facilitar o entendimento

da ideia da prova, que é um texto informal, estamos abstraindo esse detalhe.

Na prova do Teorema 2.5, sobre a equivaléncia entre a maquina de Turing ndo deterministica
e a maquina de Turing deterministica de uma tnica fita, também descrevemos uma busca-
em-largura, porém nesta nao precisdvamos manter um histérico dos vértices originados, ja
que, nesta, estes deixam de ser uteis apds darem origem a novos vértices.
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Prova. Para obter f(w) para uma entrada w € Lp, tal que Lp, ¢é a linguagem decidida

por Dy:

10
11

12

13

14
15

Obtenha a configuracao inicial de N para w.

Se a configuracao obtida no Passo 1 é uma configuragao final, entao dé o seu con-

teido de saida da fita como a saida da funcao e pare.

Comece a construgao da arvore de computagao para w como um unico vértice con-

tendo a configuracao obtida no Passo 1.

Obtenha todas as configuragoes originadas por um movimento a partir das configu-

racoes das folhas da arvore construida até o momento.

Para toda configuragao obtida no Passo 4: adicione um vértice contendo-a como um

filho do vértice que possui a configuracdo que a originou.

Para toda folha adicionada no Passo 5 que possua uma configuracdo que nao seja

final: anote a sua saida como P (Item 2 da Defini¢ao 4.2.4).

Para toda folha adicionada no Passo 5 que possua uma configuragao final: anote a
sua saida como o contetido de saida da fita de sua configuracao (Item 1 da Defini-
cao 4.2.4).

Para toda folha anotada no Passo 7: adicione seu pai a fila de vértices a serem

reanotados.
Se nao ha vértices na fila de vértices a serem reanotados, entao va para o Passo 4.
Obtenha o primeiro vértice na fila de vértices a serem reanotados e remova-o da fila.

Se o vértice obtido no Passo 10 possui apenas um filho, entao reanote a sua saida

como a saida do filho (Item 4 da Definigdo 4.2.4) e va para o Passo 13.

Reanote a saida do vértice obtido no Passo 10 como comb(sy,, Sy,, - - -, Sv,) tal que
Suyy Sugy - - -y Sp, Sa0 as saldas dos seus filhos vy, v, ..., v,, n € N, e comb é a func¢ao
computada por C' (Item 3 da Definigao 4.2.4).

Se o vértice obtido no Passo 10 possui um pai, entao adicione seu pai a fila de

vértices a serem reanotados e va para o Passo 10.
Se a saida da raiz é igual a P, entao va para o Passo 4.

Dé a saida da funcao como a saida da raiz. ]

Por fim, vamos definir o tempo de execucao para nossa variagdo. Para isso, vamos

utilizar uma defini¢ao intermediaria, assim como utilizamos a definicao de uma subérvore

de computacao para definir uma arvore de computagao. Vamos, antes de definir o tempo

de execucao para uma entrada w, definir o tempo para obter a saida de um vértice de uma

subarvore de computacao. Neste, assumimos que ja temos esta subarvore, o tempo para
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computa-la sé serd considerado quando definirmos o tempo de execucao, ou seja, este é o

tempo para obter a saida de um vértice a partir de uma subarvore de computacao:

Defini¢do 4.2.7. O tempo para obter a saida de um vértice s[v], denotado por
t[s[v]], de uma subarvore de computagdo de uma maquina de Turing nao deterministica

com combinadora M = (N, P, C) é igual a:

1. 0 se v é uma folha,

2. o tempo de execucao de C para as entradas s[v1], s[vs], ..., $[v,] somado ao maximo

entre t[s[v1]], t[s[va]], ..., t[s[v,]] se v possui os filhos vy, vg, ..., v, 1 € [2,00) NN,

3. t[s[v1]] se v s6 possui um filho v;.

O Item 1 define o tempo para obter a saida das folhas, que, uma vez que nao sao feitas
combinagoes neste nivel, é 0. O Item 2 define o tempo necessario para as combinagoes,
que podem ser realizadas por diversas instancias de C'. O Item 3, assim como o Item 4 da
defini¢ao da saida de um vértice (Defini¢ao 4.2.4), define como levar estes tempos pelos
vértices da subdrvore (das folhas até a raiz).

Esta definicao nao leva em consideraciao o tempo para originar” estes vértices. O tempo
para originar um vértice s6 sera considerado na defini¢do seguinte, do tempo de execucao,
na qual vamos somar a ele o tempo para obter sua saida. Por exemplo, se uma subarvore
nao possui ramificagoes, ou seja, é como uma computacao deterministica, entao, pela
definicdo da saida de um vértice (Definigdo 4.2.4) a saida de sua raiz é a saida de sua
unica folha e, pela definicdo que acabamos de estabelecer, o tempo para obter sua saida
¢ 0, ou seja, nao iremos somar nada, assim como nao somamos nada quando definimos
como computar uma fun¢ao com uma maquina de Turing deterministica de uma tnica
fita (Definigao 3.1.6).

Definicao 4.2.8. O tempo de execugao de uma maquina de Turing ndo deterministica
M = (N, P, C) para uma entrada w € Lp, tal que Lp, ¢é a linguagem decidida por Dy é
0 maximo entre o tempo de execucao de Np para w e o minimo do conjunto { h[T]+¢[s[r]]

tal que T é uma arvore de computagao de M, h[T] é a altura de T" e r é a raiz de T' }.

O tempo para originar uma arvore de computagdo e obter a saida de sua raiz é o
minimo de um conjunto, pois, para cada novo conjunto de folhas da arvore de compu-
tacao originado, novas combinagoes podem ser feitas, e, para originar novas folhas, nao
precisamos esperar por estas combinagoes, ou seja, originamos e combinamos ao mesmo
tempo. Além deste tempo, de originar e obter a saida, no tempo de execugdo também
levamos em consideragao o tempo necessario para o analisador, da mesma maneira que

fizemos na Defini¢ao 3.1.12.

7 Formalmente, as configuracoes dos vértices que siao originadas, mas, assim como na descricio
da ideia da prova do Teorema 4.1, e pelos mesmos motivos, estamos abstraindo esse detalhe.
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Retomando a analogia feita por Turing, descrita na Subsecao 2.1, sobre maquinas de
Turing deterministicas de uma tnica fita, podemos descrever nossa variacao como infinitas
pessoas manipulando infinitas fitas. Inicialmente, apenas uma pessoa manipula, porém,
quando ha mais de uma possivel manipulagdo, ou seja, o ndo determinismo, esta chama
novas pessoas para cada uma delas e assim por diante. Porém, diferentemente da decisao
de problemas com maquina de Turing nao deterministicas, em que a pessoa que chama
somente observa se pelo menos uma das pessoas chamadas aceita ou se todas rejeitam,
na computacao de funges com a nossa variacdo, a pessoa que chama também combina

as solucoes encontradas.

4.3 EXEMPLOS

Para deixar mais clara a nossa proposta, vamos terminar esta secao com alguns exem-
plos de nossa variacgao. No primeiro, vamos mostrar como, com a nossa variagdo, compu-
tamos as fungoes caracteristicas das linguagens (semi)decididas por maquinas de Turing

nao deterministicas:

Exemplo 4.3.1. Seja N uma maquina de Turing nao deterministica para decisdo de
problemas e Np a adaptagdo, como a do Exemplo 3.1.4, de N para uma méquina de
Turing ndo deterministica para fung¢oes. Uma méaquina de Turing ndo deterministica com
combinadora M que computa a fungao caracteristica da linguagem (semi)decidida por N:
M = (Np, P,C) tal que C' computa a fun¢ao comb tal que para todo sy, sg, ..., s, € L&,
n € [2,00) NN, comb(sy, Sa, ..., Sp) é igual a 1 se e somente se s; = 1 para algum i € [1,

n] N N, 0 se e somente se s; = 0 para todo i € [1, n] N N e P caso contrério.

No segundo, vamos mostrar como, com a nossa variagdo, computamos as fungoes

definidas por Valiant:

Exemplo 4.3.2. Seja n € N, (n) a simbolizacdo de n na base dois, N uma maquina
de Turing nao deterministica para decisao de problemas e Np a adaptacao, como a do
Exemplo 3.1.4, de N para uma maquina de Turing nao deterministica para funcoes. Uma
maquina de Turing ndo deterministica com combinadora M que computa a fungdo com-
putével de N definida por Valiant (Definigao 3.2.5): M = (Ng, P,C) tal que C' computa

a funcdo comb tal que para todo (ni), (na), ..., (Nm) € &, m € [2,00) N Nen; € N
para todo i € [1,m] NN, comb({n1), (n2), ..., (ny)) = (X7 n;)) e para todo wy, wy, ...,
Wy € Xg, m € [2,00] NN e w; = P para algum i € [1,m| NN, comb(wy, we, ..., wy,) =
P.

Na Figura 6 ¢ ilustrada uma arvore de computacao para a maquina do exemplo acima,
usando a maquina de Turing nao deterministica do Exemplo 2.3.1 como N. Cada vértice
é representado por um quadro tal que a primeira linha é dividida em duas colunas, a

primeira para o estado de sua configuragao e a segunda para a sua saida na base dez, e a
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segunda para o conteudo da fita de sua configuragao, destacando seu simbolo atual com

a cor vermelha e uma sublinha.
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Figura 6 — Uma arvore de computacao da maquina de Turing nao deterministica com com-

binadora do Exemplo 4.3.2 para a entrada +#—#++#——— que simboliza a

elaborada pelo autor.
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No terceiro, vamos mostrar como, com a nossa variagdo, computamos as fungoes defi-

nidas por Krentel e Royer:

Exemplo 4.3.3. Sejan € N, (n) a simbolizagao n na base dois, N uma maquina de Turing
nao deterministica para decisao de problemas e Ny a adaptacao, como a do Exemplo 3.1.4,
de N para uma maquina de Turing nao deterministica para funcées. Uma maquina de
Turing nao deterministica com combinadora M que computa a funcao computavel de N
definida por Krentel e Royer (Defini¢ao 3.2.4): M = (Npg, P,C) tal que C' computa a
fungao comb tal que para todo (n1), (na), ..., (ny,) € L&, m € [2,00) N N, n; € N para
todoi € [1,m] N Nen; >n;, j€[l,ml NN, para todo i € [1,m] N N, comb((n), (na),

oy (nm)) = (n;) e para todo wy, wy, ..., Wy, € L, m € [2,00] NN e w; = P para algum
i € [1,m] NN, comb(wy, wa, ..., wy,) = P.

No quarto, vamos mostrar como, com a nossa variagdo, computamos as funcoes ca-
racteristicas dos complementos das linguagens decididas por maquinas de Turing nao
deterministicas. Note que as linguagens precisam ser decidiveis por causa do Problema da
Parada (Teorema 2.3).

Exemplo 4.3.4. Seja N uma maquina de Turing nao deterministica para decisdo de
problemas que decide uma linguagem e Ny a adaptacdo de N para uma mdaquina de
Turing nao deterministica para fungoes, como a do Exemplo 3.1.4, porém, utilizando o 0
para as configuragoes de aceitagao e o 1 para as configuragoes de rejeicao. Uma maquina
de Turing nao deterministica com combinadora M que computa a fungdo caracteristica
do complemento da linguagem decidida por N: M = (Np, P,C) tal que C' computa a
fungdo comb tal que para todo si, Sa, ..., s, € L&, n € [2,00) NN, comb(sy, sa, ..., $p) €
igual a 0 se e somente se s; = 0 para algum ¢ € [1, n] N N, 1 se e somente se s; = 1 para

todo ¢ € [1, n]| N N e P caso contrario.

No tltimo, vamos mostrar como, com a nossa variagao, computamos uma funcao que
resolve o Problema de Deutsch-Jozsa. Este é um problema da Computagao Quantica que
pode ser enunciado como: dada uma funcao total f : {0,1}" — {0,1}, f é constante,
ou seja, igual a 0 para todas as entradas ou igual a 1 para todas as entradas, ou f é

balanceada, ou seja, igual a 0 para uma metade das entradas e igual a 1 para a outra?
(POLLACHINI, 2018)

Exemplo 4.3.5. Sejan € N, f uma funcao total f: {0,1}" — {0,1} eg: {0,1} — N tal
que para todo m € {0, 1}, g(m) = p tal que p é igual ao nimero de imagens de f que sdo
iguais a m. Uma maquina de Turing nao deterministica com combinadora que computa
g: M = (N, P,C) tal que N origina uma configuragao final para cada imagem de f com
o conteido de saida da fita igual a 1 se e somente se esta ¢ igual a m e igual a 0 se e

somente se esta é diferente de m e C' é definida como a do Exemplo 4.3.2, de maquinas
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de Turing ndo deterministicas com combinadora que computam as fungoes definidas por
Valiant.

A funcdo f é constante se e somente se g(0) = (n) e é balanceada se e somente se

F0) = (5)-
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5 CONCLUSAO

Um trabalho nunca é terminado,

apenas abandonado.

O objetivo geral deste trabalho, propor uma variacao da maquina de Turing nao de-
terministica para a computagao de fungoes, foi realizado na tltima se¢ao. Na Introducao,
Secao 1, definimos alguns objetivos especificos para que possamos classificar esta reali-
zacao como satisfatoria; foram eles: a revisdo da computacao de func¢oes por maquinas
de Turing deterministicas, realizada na Subsecao 3.1, o apontamento do que falta nas
definigoes existentes de func¢oes computadas por maquinas de Turing nao deterministicas,
realizado na Subsecao 3.2, a descricao informal da variacao proposta e de sua inspiracao, a
estratégia de divisao e conquista, realizada na Subsec¢ao 4.1, a defini¢cao formal da variacao
proposta, provando a sua equivaléncia com a maquina de Turing deterministica, realizada
na Subsecao 4.2 e provada no Teorema 4.1, a exemplificacdo da variagdo proposta e de
sua versatilidade, realizada na Subsec¢ao 4.3, e a comparacao da variagao proposta com as
defini¢oes existentes de func¢oes computadas por maquinas de Turing nao deterministicas,
que iremos realizar na proxima subsecdo. Apds essa comparacao, iremos também sugerir

alguns trabalhos futuros.

5.1 COMPARACAO COM OUTROS TRABALHOS

Nossa defini¢ao, assim como as defini¢oes de Lewis e Papadimitriou e Rich, Goldreich,
Krentel e Royer e Valiant, ndo possui, como mostra o Teorema 4.1, o problema critico da
definicao de Hopcroft e Ullman. E, diferentemente das defini¢oes de Lewis e Papadimitriou
e Rich, Goldreich e Krentel, e, assim como as definicbes de Hopcroft e Ullman, Royer
e Valiant, nossa definicio permite, como mostra o Exemplo 4.3.1, adaptar problemas
indecidiveis para funcoes.

Também como mostra o Exemplo 4.3.1, nossa definicao permite, diferentemente das
defini¢oes de Hopcroft e Ullman, Lewis e Papadimitriou e Rich e Goldreich e assim como
as defini¢coes de Krentel e Royer e Valiant, a adaptacao direta dos casos em que a configu-
racao inicial é ou apenas origina configuragoes que sdo ou originam configuragoes finais.
Mas, diferentemente das defini¢oes de Krentel e Royer e Valiant, nossa definicao per-
mite também a adaptacao direta dos casos em que a configuracao inicial origina alguma
configuragao de aceitacao e alguma configuracdo que nao origina nenhuma configuracao
final. Ou seja, diferentemente de todas as defini¢oes apresentadas na Subsecao 3.2, nossa
definicao permite a adaptacao direta de todos os problemas de decisao para funcoes.

Um problema critico das defini¢oes de Krentel e Royer e Valiant é que nenhuma delas
especifica como a obtencao da saida pode ser feita, quando é, em tempo polinomial, o

que fizemos, na Definicdo 4.2.8, para nossa variacao. Além disso, por ser mais geral e
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nao estar engessada em um unico operador associativo, diferentemente dessas definigoes,
nossa definicio mostra, nos Exemplo 4.3.3 e 4.3.2, como a obtencao da saida pode ser

feita, quando é, em tempo polinomial para os operadores associativos utilizados por elas.

5.1.1 CONTRIBUICOES SECUNDARIAS

Por nao estarem diretamente associadas ao objetivo geral e a nenhum dos objetivos
especificos deste trabalho, contribuicoes feitas na Se¢do 2, sobre méaquinas de Turing,
acabaram sendo ofuscadas. Gostariamos, aqui, de destacar a definicao formal de um mo-
vimento de uma méquina de Turing deterministica multifita (Defini¢ao 2.2.3), a definigao
formal de uma arvore de computagao de uma maquina de Turing nao deterministica (De-
finigao 2.3.3) e a definigao formal da funcdo de transigdo de uma méquina de Turing nao
deterministica que decide um problema nao trivial (Quadro 3 do Exemplo 2.3.1), j& que
nada disso foi feito nos livros que foram utilizados como inspiracao.

Estes também nao possuem uma justificativa para o tempo, quando é, em tempo
polinomial na decisao de problemas com maquinas de Turing nao deterministicas, ja que
temos um numero, possivelmente, exponencial de folhas que precisam ser analisadas. Eles
apenas possuem uma justificativa para a origem polinomial dessas folhas, porém nao para
a obtengao da resposta (“sim” ou “nao”) a partir delas. Algo que justificamos com a
associacao da maquina de Turing nao deterministica a estratégia de divisdo e conquista
(Subsegao 4.1) e com a definigao e justificativa do tempo de execugdo para a nossa variacao
(Definicao 4.2.8).

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, apenas nos preocupamos em definir, para a nossa variacao, a medida
de complexidade para um recurso computacional, o tempo (Defini¢ao 4.2.8), mas ainda héa
diversos outros que podem ser medidos, por exemplo, espaco. Sugerimos como trabalhos
futuros a definicao de outras medidas e a definicdo de classes para estas medidas.

E, por termos apenas nos preocupados com o tempo, acabamos abusando de outros
recursos. Nao nos preocupamos, por exemplo, com o espago necessario para o analisador
(Definigao 3.1.10) e para as combinagoes feitas pela combinadora (Defini¢ao 4.2.2) e como
a sua limitagao influencia no tempo. Sugerimos como trabalhos futuros a limitacao deste
e de outros recursos e o estudo de otimizacoes para amenizar o impacto destas limitacoes.

Para mostrar a versatilidade de nossa variacao, dos cinco exemplos que demos, apenas
um era de um problema especifico, o Exemplo 4.3.5, sobre o Problema de Deutsch-Jozsa,
e os outros quatro eram de maquinas gerais que nao correspondem a um problema em es-
pecifico. Sugerimos como trabalho futuro a defini¢ado/programagao de méquinas de Turing

nao deterministica com combinadora para problemas especificos.
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Além do exemplo, de um problema especifico, para o Problema de Deutsch-Jozsa,
também pretendiamos dar o exemplo de uma maquina que resolvesse féormulas da logica
trivalente de Kleene, K3. Esta é uma logica nao classica feita para trabalhar com fungoes
parciais que, para representar o indefinido (indecidivel), adiciona um terceiro valor de
verdade u a légica classica (MORTARI, 2001; KLEENE, 1952). Por exemplo, seja f e g
duas fungoes parciais computadas por maquinas de Turing, se f(z) # y e g(z) é indefinida,
entao, “f(z) =y ou g(z) = y” é u.

Nossa ideia era, ja que todas as fungoes de verdade de K3 atendem as propriedades da
fungao computada pela combinadora (Defini¢ao 4.2.2), definir uma méquina que originasse
uma configuragao final com o contetido de saida da fita igual ao valor de verdade de, e
para toda subférmula atomica de uma férmula, sua entrada, de K3, e combinasse estes
valores para computar o valor de verdade, sua saida, desta féormula. Assim, sua arvore de
computacao se assemelharia a arvore de suas subférmulas.

Mas, para definirmos esta maquina de maneira simples, ja que ha mais de uma funcao
de verdade, ou seja, formas de combinar, precisariamos de uma defini¢cao para a composi-
¢ao de maquinas e/ou a definicao de mais de uma combinadora por maquina. Sugerimos
como trabalhos futuros a definicdo de como compor maquinas de Turing nao deterministi-
cas com combinadora e uma definicao alternativa, em que a combinadora é definida para
cada transicao nao deterministica.

Para a elaboragao dos exemplos, foi desenvolvido um simulador, cujo o codigo-fonte
esta disponivel e documentado no Apéndice A. Este foi feito na linguagem de progra-
macao JavaScript e, por isso, pode ser facilmente incorporado em paginas interativas da
web. Sugerimos como trabalho futuro o design de uma interface grafica para o simulador

desenvolvido, que facilite a edi¢ao e a visualizagdo de maquinas de Turing.






65

REFERENCIAS

AARONSON, S. P = NP. 2017. Disponivel em: <https://www.scottaaronson.com/blog/
7p=3095>. Acesso em: 1 mar. 2019.

BLUM, M. A Machine-Independent Theory of the Complexity of Recursive Functions.
Journal of the Association for Computing Machinery, New York, NY, USA, v. 14, n. 2,
p. 322-336, abr. 1967.

BURR, M. Is there a mathematical equivalent to a variadic function? 2016. Mathematics
Stack Exchange. Disponivel em: <https://math.stackexchange.com/q/1705136>. Acesso
em: 1 mar. 2019.

CHURCH, A. Review: A. M. Turing, On Computable Numbers, with an Application to
the Entscheidungsproblem. Journal of Symbolic Logic, v. 2, n. 1, p. 42-43, mar. 1937.

COOK, S. The P versus NP problem. 2000. Disponivel em: <http://www.claymath.org/
sites/default /files/pvsnp.pdf>. Acesso em: 1 mar. 2019.

COPELAND, B. J. The Essential Turing: Seminal Writings in Computing, Logic,
Philosophy, Artificial Intelligence, and Artificial Life Plus The Secrets of Enigma. Oxford:
Oxford University Press, 2004.

COPELAND, B. J. The Church-Turing Thesis. In: ZALTA, E. N. (Ed.). The Stanford
Encyclopedia of Philosophy. Winter 2017 Edition. Stanford: Metaphysics Research
Lab, Stanford University, 2017. Disponivel em: <https://plato.stanford.edu/archives/
win2017/entries/church-turing/>. Acesso em: 1 mar. 2019.

CORMEN, T. H.; LEISERSON, C. E.; RIVEST, R. L.; STEIN, C. Introduction to
Algorithms. 3. ed. Cambridge, Massachusetts: MIT Press, 2009.

DAVIS, M. The Undecidable: Basic Papers on Undecidable Propositions, Unsolvable
Problems, and Computable Functions. Dover ed. Mineola, New York: Academic Press,
2004.

DAVIS, M. D.; SIGAL, R.; WEYUKER, E. J. Computability, Complexity, and Languages:
Fundamentals of Theoretical Computer Science. 2. ed. Boston: Raven Press Books, 1994.

DEAN, W. Computational Complexity Theory. In: ZALTA, E. N. (Ed.). The Stanford
Encyclopedia of Philosophy. Winter 2016 Edition. Stanford: Metaphysics Research
Lab, Stanford University, 2016. Disponivel em: <https://plato.stanford.edu/archives/
win2016/entries/computational-complexity />. Acesso em: 1 mar. 2019.

ERICKSON, J. Algorithms. 2018. Disponivel em: <http://jeffe.cs.illinois.edu/teaching/
algorithms/>. Acesso em: 1 mar. 2019,

FORTNOW, L. Blum Complexity Measures. 2004. Disponivel em: <https://blog.
computationalcomplexity.org/2004 /04 /blum-complexity-measures.html>. Acesso em: 1
mar. 2019.

GAMMA, E.; HELM, R.; JOHNSON, R.; VLISSIDES, J. Padroes de Projeto: Solugoes
Reutilizaveis de Software Orientado a Objetos. Tradugao: Luiz A. Meirelles Salgado.
Consultoria, supervisao e revisao técnica: Fabiano Borges Paulo. Porto Alegre: Bookman,
2000.


https://www.scottaaronson.com/blog/?p=3095
https://www.scottaaronson.com/blog/?p=3095
https://math.stackexchange.com/q/1705136
http://www.claymath.org/sites/default/files/pvsnp.pdf
http://www.claymath.org/sites/default/files/pvsnp.pdf
https://plato.stanford.edu/archives/win2017/entries/church-turing/
https://plato.stanford.edu/archives/win2017/entries/church-turing/
https://plato.stanford.edu/archives/win2016/entries/computational-complexity/
https://plato.stanford.edu/archives/win2016/entries/computational-complexity/
http://jeffe.cs.illinois.edu/teaching/algorithms/
http://jeffe.cs.illinois.edu/teaching/algorithms/
https://blog.computationalcomplexity.org/2004/04/blum-complexity-measures.html
https://blog.computationalcomplexity.org/2004/04/blum-complexity-measures.html

66

GASARCH, W. I. Guest Column: The Third P="NP Poll. SIGACT News, New York,
NY, USA, v. 50, n. 1, p. 38-59, mar. 2019.

GIBBONS, J. Algebras for Tree Algorithms. 1991. Tese (Doutorado em Ciéncias da
Computacao) — Programming Research Group, Oxford University, Oxford, 1991.

GOLDREICH, O. Computational Complezity: A Conceptual Perspective. New York:
Cambridge University Press, 2008.

HOPCROEFT, J. E.; ULLMAN, J. D. Introduction to Automata Theory, Languages and
Computation. Reading, Massachusetts: Addison-Wesley, 1979.

KLEENE, S. C. Introduction to Metamathematics. Amsterdam: North Holland, 1952.

KRENTEL, M. W. The Complexity of Optimization Problems. Journal of Computer
and System Sciences, v. 36, n. 3, p. 490-509, jun. 1988.

LEWIS, H. R.; PAPADIMITRIOU, C. H. Elements of the Theory of Computation. 2. ed.
Upper Saddle River, New Jersey: Prentice Hall, 1998.

MORTARI, C. A. Introdugdo a Logica. Sdo Paulo: Editora UNESP, 2001.

NAGEL, E.; NEWMAN, J. R. Godel’s Proof. Edicao e prefacio: Douglas R. Hofstadter.
New York: NYU Press, 2001.

NASH, J. Letter to the United States National Security Agency. jan. 1955. Disponivel em:
<https://www.nsa.gov/Portals/70/documents/news-features/declassified-documents/
nash-letters/nash_lettersl.pdf>. Acesso em: 1 mar. 2019.

PETZOLD, C. The Annotated Turing: A Guided Tour Through Alan Turing’s Historic
Paper on Computability and the Turing Machine. Indianapolis, Indiana: Wiley, 2008.

POLLACHINI, G. G. Computacio Qudantica: uma abordagem para estudantes de
graduagao em Ciéncias Exatas. 2018. Monografia (Bacharelado em Engenharia
Eletronica) — Universidade Federal de Santa Catarina, Florianépolis, 2018.

POST, E. L. Finite Combinatory Processes-Formulation 1. Journal of Symbolic Logic,
v. 1, n. 3, p. 103-105, set. 1936.

RICH, E. Automata, Computability and Complexity: Theory and Applications. Upper
Saddle River, NJ: Pearson Prentice Hall, 2008.

ROYER, T. Maquinas de Turing nao-deterministica como computadores de fungoes.
2015. Monografia (Bacharelado em Ciéncias da Computacao) — Universidade Federal de
Santa Catarina, Florianépolis, 2015.

SIPSER, M. Introdugio a Teoria da Computagio. Traducao técnica: Ruy José Guerra
Barretto de Queiroz. Revisao técnica: Newton José Vieira. 2. ed. Sdo Paulo: Cengage
Learning, 2007.

STROUSTRUP, B. The C++ Programming Language. 4. ed. Upper Saddle River, NJ:
Addison-Wesley, 2013.

SUDKAMP, T. A. Languages and Machines: An Introduction to the Theory of Computer
Science. 2. ed. Reading, Massachusetts: Addison-Wesley, 1997.


https://www.nsa.gov/Portals/70/documents/news-features/declassified-documents/nash-letters/nash_letters1.pdf
https://www.nsa.gov/Portals/70/documents/news-features/declassified-documents/nash-letters/nash_letters1.pdf

67

TURING, A. M. On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungs-
problem. Proceedings of the London Mathematical Society, v. 42, n. 2, p. 230-265, nov.
1936.

VALIANT, L. G. The Complexity of Computing the Permanent. Theoretical Computer
Science, v. 8, n. 2, p. 189-201, dez. 1979.






69

APENDICE A - SIMULADOR

Any application that can be written in JavaScript,
will eventually be written in JavaScript

(Jeff Atwood)

Neste apéndice, mais especificamente nas préximas trés paginas, no Cédigo A.2, dis-
ponibilizamos o codigo-fonte do simulador desenvolvido para a elaboragao dos exemplos.
Este é uma mescla de todas as defini¢oes feitas neste trabalho, ou seja, podemos, com
ele simular uma maquina de Turing multifita ndo deterministica com analisador e com
combinadora para fungoes variddicas (e qualquer combinagao destes adjetivos).

Utilizamos a linguagem de programacao JavaScript, pois assim o simulador pode ser
facilmente incorporado em péaginas interativas da web. Para que os nomes dos identifica-
dores estejam em harmonia com as palavras reservadas da linguagem, escolhemos nomes
em inglés, porém, documentamos o codigo com comentéarios em portugués.

Cada trecho do codigo corresponde a uma ou mais defini¢bes e, para manter o estilo
destas, utilizamos o padrao de projeto Factory Method (GAMMA et al., 2000), pois assim
podemos escrever, na sintaxe do JavaScript, expressoes do tipo M.Config = (a, q, s,
b) => { ... }(linha 30 do Cédigo A.2). Para facilitar o entendimento e leitura do cédigo,
estas defini¢des estao indicadas e sublinhadas nos comentarios. Note que priorizamos mais
esta correspondéncia e a legibilidade do c6digo do que a performance.

Abaixo, no Cédigo A.1, exemplificamos como é utilizado o simulador, mais especifica-
mente, como este foi utilizado para a defini¢do/programagao da maquina de Turing nao
deterministica do Exemplo 2.3.1, das somas das subsequéncias:
import Turing from "turing";

const delta = (q, s) => {
if (q e Ilqoll) {

lf (S —_— ||B||) {
return [{ p: "qr", s_: ["B"], X: ["o"] }1;
}
return [{ p: IIqill' S_: [S]' X: [||>||] }' { p: IlquI' S_: [IIEII]' X: [||>||] }];
}
/] e
}
const M = Turing.Machine(delta, { A = ["ga"] });

const w = "Hf+HE——"";
const tree = M.tree(w);

Codigo A.1 — Exemplo de uso do simulador. Fonte: elaborado pelo autor.

O cédigo do simulador também esta disponivel em <https://github.com/joaogui/tce>
junto com o codigo dos exemplos, o script para gerar os grafos das ilustragoes a partir de
uma Turing.Machine.tree e manual de uso. O cédigo é, assim como este trabalho, de
dominio publico. Apenas sugerimos a quem o utilize que cite, se possivel, o trabalho, a

Universidade Federal de Santa Catarina e o autor.


https://github.com/joaogui/tcc
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// Nome do arquivo: turing.js
// Construtor de maquinas de Turing

// Dependendo do que é passado, a maquina construida pode ser:

© 0o N ol A WN PR
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O 0O NOOULPA, WNRPoOCOVONOUPDWNRPRPOCOVONOU MWNRPROCOVONOUUDS WNERP,SOCWOOOLOONOUVRS, WNROS

// — de uma Gnica fita ou multifita (Definigdo 2.1.1 ou Definigdo 2.2.1)

// — deterministica ou ndo deterministica (Definigdo 2.1.1 ou Definigdo 2.3.1)
// — com analisador (Definicdo 3.1.10)

// — com combinadora (Definigdo 4.2.2)

// — para funcles variddicas (Definicdo 3.1.15)

const Machine = (
delta, // funcdo de transicdo (Definicdo 2.1.3 + Definigdo 2.3.1)

// recebe (q, s1, ..., sn)

// e retorna [{p, s_: [s_1, ..., s_nl, X: [X1, ., Xnl}, ...1]
{
Y = ["e", "1"], // alfabeto de saida (Definigdo 3.1.7)
qo = '"qg0", // estado inicial
B = "B", // simbolo que representa ''em branco''
sep = "#", // simbolo separador (Definicdo 3.1.15)
A = ["ga"], // estados de aceitacgéo
D, // analisador (Definigdo 3.1.10)
C // combinadora (Definigao 4.2.2)
Yy =4} == {// '*={}'" torna o que estd entre chaves (Y, g0, B, sep, A, D, C) opcional

const M = {delta, 90, Y, B, sep, A, D, C};

.k = M.delta.length — 1;

M.Config = (a, q, s, b) => { // configuracdo de M (Definicdo 2.2.2)

// a, s, e b sao listas
const ¢ = {a, q, s, b};

c.next = () => { // configuracdes que sdo originas por um movimento a partir de c

// (Definicdo 2.2.3 + Definicdo 2.3.2)

const next = [];
const transitions = M.delta(c.q, ...c.s);
for (const { p, s_, X } of transitions) {
const [a, s, bl = [[1, [1, [11;
for (let i = 0; i <M.k; i +=1) {
if (X[i] == "o") {
ali] = c.alil;
sl[i] = s_I[i];

b[i] = c.b[i];
} else if (X[i] == "<") {
if (c.ali].length == 0) {
ali] = "";
s[i] = M.B;
bl[i] = c.b[i] == "" && s_[i] == M.B ? "" : s_[i] + c.b[i];
} else {
alil = c.alil.slice(®@, c.alil.length — 1);

s[i] = c.alil[c.alil.length — 1];

b[i]l = c.b[i] == "" && s_[i] == M.B ? "" : s_[i] + c.b[il];
}
} else if (X[i] == ">") {
if (c.blil.length == 0) {
alil = c.ali] == "" && s_[i] == M.B ? "" : c.alil + s_I[il;
s[i] = M.B;
b[il = "";

} else {
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ali]l = c.ali]l == "" && s_[i] == M.B ? "" : c.alil + s_I[il;
s[i] = c.bli]l[0];
b[i] = c.b[i]l.slice(1);
}
+
b
next.push(M.Config(a, p, s, b));
¥
return next;
3

c.output = () => { // conteldo de saida da fita de c (Definicdo 3.1.7)

return (c.al@] + c.s[@] + c.b[0]).split("").filter(s => M.Y.includes(s)).join("");
3
return c;

4

M.Config.c@® = (...ws) => { // configuragdo inicial de M (Definigdo 2.2.4 + Definigdo 3.1.16)
// ''e..ws'!' é uma lista

const w = ws.join(sep);
if (w.length == 0) {
return M.Config(
Array(M.k).fill(""), // Array(n).fill(X) retorna
M.qo, // uma lista de tamanho n
Array(M.k).fill(M.B), // preenchida com Xs
Array(M.k).filti("")
);
}
return M.Config(
Array(M.k).fili(""),
M.q0,
[wl@], ...Array(M.k — 1).fill(M.B)],
[w.slice(1), ...Array(M.k — 1).fill("")]
);
+;

M.tree = (...ws) => { // arvore de computagdo de M (Definigdo 2.3.3 + Definigdo 4.2.5)

// Teorema 2.5 + Teorema 4.1
const root = M.tree.Node(M.Config.c@(ws));
const queue = [root];
while (queue.length !'= 0) {
const node = queue.shift();
for (const ¢ of node.config.next()) {
node.children.push(M.tree.Node(c));
if (M.C != undefined) {
if (root.output() != undefined) <
break;
H
} else {
if (delta(c.q, ...c.s).length == 0 && A.includes(c.q)) {
break;
}
}

¥
queue.push(...node.children);
}

return root;

};
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119 M.tree.Node = (config, children = []1) => { // vértice de uma &rvore de computacdo de M
120 const node = {config, children};

121 node.leafs = () => {

122 const leafs = [];

123 if (node.children.length == 0) {

124 leafs.push(node);

125 } else {

126 for (const child of node.children) {

127 leafs.push(...child.leafs());

128 ¥

129 ¥

130 return leafs;

131 +

132 node.output = () => { // saida do vértice (Definicéo 4.2.4)
133 if (M.C == undefined) {

134 return undefined;

135 ¥

136 if (node.children.length == 0) {

137 const ¢ = node.config;

138 if (M.delta(c.q, ...c.s).length == 0) {

139 return c.output();

140 ¥

141 return undefined;

142 ¥

143 if (node.children.length == 1) {

144 return node.children([@].output();

145 ¥

146 return M.C.f(...node.children.map(node => node.output()));
147 +

148 return node;

149 +;

150

151 M.accepts = w => { // aceitacdo (Definicdo 3.1.11) ou rejeicdo (Definicdo 2.3.4)
152 return M.tree(w).leafs().filter(node => {

153 const ¢ = node.config;

154 return delta(c.q, ...c.s).length == @ && A.includes(c.q);
155 }).length >= 1;

156 +;

157

158 M.f = (...xs) => { // funcdo computada por M (Definicdo 3.1.11 + Definicdo 4.2.6)
159 if (D == undefined || D.accepts(...xs)) {

160 if (M.C == undefined) {

161 const leafs = M.tree(xs).leafs();

162 if (leafs.length == 1) {

163 return leafs[@].config.output();

164 ¥

165 return undefined;

166 ¥

167 return M.tree(xs).output();

168 }

169 return undefined;

170 ¥;

171

172 return M;

173 };

174

175 export default {Machine};

Codigo A.2 — Cédigo do simulador. Fonte: elaborado pelo autor.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Objetivo
	Objetivos específicos

	Estruturação

	Máquinas de Turing
	Máquinas de Turing determinísticas de uma única fita
	Máquinas de Turing determinísticas multifita
	Máquinas de Turing não determinísticas

	Computação de funções
	Computação determinística de funções
	Computação não determinística de funções
	Hopcroft e Ullman (1979)
	Lewis e Papadimitriou (1998) e Rich (2008)
	Goldreich (2008)
	Krentel (1986) e Royer (2015)
	Valiant (1979)


	Proposta
	Descrição informal
	Definição formal
	Exemplos

	Conclusão
	Comparação com outros trabalhos
	Contribuições secundárias

	Trabalhos futuros

	Referências
	Simulador

