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I should have to believe that the logic of
thought is quite arbitrary—that it is a
purely and strictly human invention without
any basis in the physical universe. While
it is true, as I have already shown, that we
do project logical patterns (nets, grids,
and other types of calculus) upon the wig-
gly physical world—which can be confu-
sing if we do not realize what we are doing—
nevertheless, these patterns do not come
from outside the world. They have so-
mething to do with the design of the hu-
man nervous system, which is definitely
in and of the world.

(Alan Watts, 1966)






RESUMO

Este trabalho descreve brevemente certas ferramentas da teoria dos
grafos, duas técnicas de imagem usadas na aquisicao de dados para a
rede chamada de conectoma, as transicoes de fase em particular as de
segunda ordem com seus expoentes criticos e como medi-los em sis-
temas finitos. Também simula a percolacdo e ataque no conectoma,
obtendo os mesmos expoentes criticos de uma rede livre de escala. Ou-
tra simulacao é a do modelo de limiar linear, que também apresentou
transicao de fase de segunda ordem.

Palavras-chave: Conectoma. Transi¢do de Fase. Criticalidade.






ABSTRACT

This work briefly describes some tools of graph theory, two image te-
chniques used in data acquisition for the network called connectome,
the phase transitions especially the second order with the critical expo-
nents and how to measure them in finite systems. It also simulates the
percolation and attack in the connectome, obtaining the same critical
exponents of a free-scale network. Another simulation in the conectoma
is with the linear threshold model, which also presented second order
phase transition.

Keywords: Connectome. Phase Transition. Criticality.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudei o conectoma (HAGMANN et al, 2008), uma
rede gerada através de técnicas nao invasivas de ressonancia magnética
convencional e imagem de difusdo por ressonancia magnética, DSI (do
inglés diffusion spectrum imaging) recriando a estrutura do cértex hu-
mano discretizado em pequenas regioes macroscopicas com &drea de
aproximadamente 1, 5¢m?, chamadas de regides de interesse (ROIs, do
inglés, regions of interest), juntamente com o trato nervoso. O conec-
toma por tratar do cérebro de uma maneira mais simples na forma
de grafo pode ser estudando usando a teoria dos grafos, campo da
matematica que estuda as redes ou grafos. Dois estudos foram feitos
usando métodos das transicoes de fase, no primeiro retiram-se ROIs ou
as as conexoes entre as ROIs a fim de medir o limite em que a rede
fica desconectada em varios pequenos grupos desconectados de ROIs.
Este processo é conhecido na fisica estatistica como percolagao e é um
modelo simples para estudar doencas neurodegenerativas como Alzhei-
mer (BERNDT; RUPPIN; REGGIA, 1996, p. 404), doenga que causa a
perda de neurdnios e sinapses no cértex cerebral e em algumas regioes
subcorticais.

Fiz algumas comparagoes para descobrir a natureza topoldgica
do conectoma com as redes aleatorias, redes livres de escala e as redes de
'mundo pequeno’ (WATTS e STROGATZ, 1998), as quais sdo amplamente
utilizadas como modelos de redes complexas. Uma das comparagoes fo-
ram os expoentes criticos obtidos na percolagao, o qual demonstra que
0 conectoma estd mais proximo de uma rede livre de escala. Com a
simulagido de ataque (ALBERT; BARABASI; JEONG, 2000), o qual sao
retirados primeiramente as ROIs mais conectadas, pude concluir que
o conectoma também pode ser descrito como uma rede de 'mundo pe-
queno’ (ACHARD et al, 2006).

O segundo estudo foi feito usando o modelo de limiar linear
(LTM, do inglés Linear Threshold Model) (GRANOVETTER, 1978), o
qual simula uma difusdo no conectoma (MISIC et al, 2015).0 modelo
inicia com uma perturbagdo em uma das ROIs e a evolucao é depen-
dente da proporcao dos estados dos vizinhos. O modelo LTM tambem
apresentou uma transicao de fase de segunda ordem e uma possivel
pesquisa a ser realizada é verificar a correlacao do ponto critico 6. e
dos expoentes criticos da transicao de fase do modelo LTM em redes
semelhantes ao conectoma de grupos saudéaveis e doentes, podendo ser
possivel caraterizar certos tipos de doenga no cérebro.



26

Para configurar uma transicdo de fase de segunda ordem com
0s expoentes criticos em um sistema finito é necessério o uso de re-
des com tamanhos diferentes e como o grafo experimental empregado
aqui tem um tamanho fixo, utilizei sub-redes derivadas do grafo ori-
ginal através de cortes em um sistema de coordenadas cartesiano. O
préximo passo é utilizar ferramentas da teoria de grupos de renorma-
lizagao para redimensionar a rede de forma rigorosa (GARCIA-PEREZ;
BOGUNA; SERRANO, 2018) e obter os pontos criticos e os expoentes
criticos para os dois estudos.
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2 TEORIA DOS GRAFOS

A teoria dos grafos é um ramo da matemdtica o qual lida com
os grafos ou redes e é aplicada em varias areas da Fisica, da Biolo-
gia (MASHAGHI; RAMAZANPOUR; KARIMIPOUR V., 2004), da Socio-
logia (FELD, 1991), Quimica (BALABAN, 1985) e Neurociéncia (HAG-
MANN et al, 2008). Este capitulo inicia-se com uma breve histéria da
teoria dos grafos e expoe alguns termos usados ao longo do trabalho.

O inicio da teoria é comumente atribuido ao artigo do matemaético
Leonhard Euler de 1736 (NEWMAN; WATTS; BARABASI, 2011, p. 2) (HA-
RARY, 2018, p. 1). No trabalho, Euler fala sobre a cidade de Konigs-
berg !, antiga Prussia, o qual h4d uma ilha que faz o rio Pregélia se
ramificar em dois brago. Nesta regiao haviam sete pontes e o pro-
blema, chamado de Sete pontes de Konigsberg, consistia em obter uma
rota, o qual um viajante devesse passar apenas uma vez por todas as
pontes. Euler substituiu o mapa da cidade por um diagrama (fig.1),
representando as porgoes de terra por letras maitsculas e as pontes
por letras mindscula (BIGGS; LLOYD; WILSON, 1976, p. 1). Na teoria
dos grafos o que seria as porcoes de terra é chamado de vértices, as
pontes de arestas e a rota do viajante de caminho Euleriano. O
problema consiste em dizer se existe um caminho Euleriano no grafo.
O matemaético provou que para existir é necessario que, uma vez que
o caminho precisa entrar e sair do vértice, exceto o inicio e o fim, o
grafo pode no méximo conter dois vértices com grau impar. O grau
de um vértice é um numero de arestas ligado a ele, no caso do artigo
a quantidade de pontes ligando as porcoes de terra. Como todos os
quatro vértices no grafo de Konigsberg possuem grau impar nao existe
um caminho (NEWMAN; WATTS; BARABASI, 2011, p. 2).

Um grafo é também conhecido como rede e neste trabalho os
termos serao usados indiscriminadamente. Na sua forma mais sim-
ples, uma rede ou grafo, é nada mais que um conjunto de elementos
discretos, os vértices, e um conjunto de conexoes, as arestas, que co-
nectam os elementos. Normalmente uma aresta conecta dois vértices
distintos, mas pode ocorrer da aresta ligar o vértice a si mesmo, neste
caso a aresta é chamada de laco ou entao mais de uma aresta conecta
os mesmos dois vértices e as arestas coletivamente ligadas chamam-se
arestas paralelas (NEWMAN, 2010, p. 110). Um grafo também pode
ser direcionado ou nao direcionado, no caso direcionado as arestas
possuem um unico sentido ligando um vértice a outro em uma certa

LA cidade hoje se chama Kaliningrado e fica na Rissia
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Figura 1 — Diagrama das pontes de Konigsberg feito por Euler no artigo
original de 1736.

Fonte: Artigo de Leonhard Euler, ”Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis” publicado 1941 no Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae
8. Disponivel em: <http://eulerarchive.maa.org>.

ordem e no nao direcionado a aresta apenas liga os vértices sem direcao
preferencial como no caso das pontes de Konigsberg.

2.1 REPRESENTACOES DE GRAFO

As redes ou grafos nao direcionados sdo desenhados colocando
cada vértice em um ponto e representando as arestas por curvas que
ligam os pontos (fig. 2). Para redes direcionadas utilizam-se vetores
para representar uma aresta direcionada, porém esse tipo de rede nao
é usado aqui. Os vértices e arestas podem ser respectivamente pessoas
e amigos, computadores e linhas de comunicagao, substancias quimicas
e reagentes, artigos cientificos e citacoes, regioes do cérebro e conexdes
neuronais, e por abstrair os detalhes do problemas, a teoria dos grafos é
capaz de descrever importantes caracteristicas topolégicas que seriam
impossiveis se todos os detalhes fossem mantidos (NEWMAN; WATTS;
BARABASI, 2011, p. 3).

Embora representar as redes como imagens seja interessante a
medida que hd muitos vértices ou arestas pode ser muito complicado
para o olho compreender e sua utilidade fica limitada. Por isso é pre-
ciso representar matematicamente uma rede, uma delas é a lista de
adjacéncia. Considere uma rede nao direcionada com n vértices e
para cada um rotula-se um ntmero inteiro de 1 a n (fig. 2). Nao
importa qual vértice tem qual rétulo apenas que ele deve ser tnico,
assim pode-se usar os rotulos para se referir a qualquer vértice sem
ambiguidade. Denotando as arestas ligando os vértices i e j por (4, 7),
toda a rede pode ser especificada pelo dado valor de n e a lista de
todas as arestas. Para a figura 2, n = 7 vértices e as arestas sao:
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Figura 2 — Representagdo de uma rede ou grafo nao direcionado

3

5

Cada ponto representa um vértice e cada curva uma aresta. Os ntimeros sdo os
rétulos de cada vértice.
Fonte: Criado pelo autor com o software Gephi.

(1,2),(1,3),(1,5),(1,7),(2,4),(2,6),(2,7),(3,4),(3,7),(4,5),(4,6) e (6,7).

Uma segunda representagao é a chamada matriz de adjacéncia.
A matriz de adjacéncia A de uma rede simples, isto é, sem lagos ou ares-
tas paralelas, possui os elementos A;; tal que:

(2.1)

1 se existe uma aresta entre os vértice i e j
Aij =
0 outro caso

Novamente pode-se representar a figura 2 agora pela matriz de ad-
jacéncia:

0110101
1001 011
100 1 0 0 1
A=]101 1 0 1 1 0
10 01 0 0O
01 01001
11100 10

Vale notar que esta matriz possui a diagonal principal nula, pois nao
hé lacos e também que é simétrica porque o grafo é nao direcionado
portanto os elementos A;; e Aj; sao iguais. E possivel representar lagos
e ou arestas paralelas com matriz de adjacéncia. Arestas paralelas
sdo representadas pelo elemento de matriz correspondentes A;; igual
a multiplicidade da aresta, por exemplo uma aresta dupla entre os
vértices i e j é representado por A;; = A;; = 2. Um laco no vértice 7 é
representado pelo elemento de matriz A;; na diagonal da matriz igual
a 2, nao 1, porque o laco comega no vértice i e termina no vértice 1,
ou seja, ambas as extremidades estao conectadas ao vértice i. Muitos
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dos resultados matemaéticos relativos a matriz de adjacéncia funcionam
igualmente bem para redes com ou sem lacos, mas apenas fazendo com
que os elementos da diagonal da matriz sejam iguais a 2 em vez de 1
(ou caso existam lagos paralelos, multiplos de 2) (NEWMAN, 2010, p.
112).

Uma rede ou grafo também pode ser ponderado, tendo suas
arestas uma forga ou peso, isto é, um valor associado, geralmente um
numero real. O valor associado as arestas pode ser por exemplo na rede
da Internet, a quantidade de dados que flui ao longo dela, numa rede
de companhia area pode ser a distancia entre as regioes ou numa rede
do cérebro pode ser a densidade de conexoes. Uma rede ponderada
também é representada pela matriz de adjacéncia tendo seus elementos
de matriz o peso associado a aresta, A;; = w;; sendo w;; o peso da
aresta que liga os vértice i e j (NEWMAN, 2010, p. 113).

2.2 GRAU

Como ja mencionado o grau de um dado vértice é quantidade de
arestas ligadas a ele. Neste trabalho denota-se o grau de um vértice ¢
por k;. Para um grafo nao direcionado com n vértices o grau pode ser
escrito em termos da matriz de adjacéncia como:

ki=Y Ay . (2.2)
j=1

A expressao vale para lacos, porém somente se usar corretamente
o elemento de matriz igual a 2. Cada aresta em um grafo nao direcio-
nado possui duas extremidades e se ha m arestas no total entao ha 2m
extremidades nas arestas. O numero de extremidades é igual a soma
dos graus de todos os vértices, portanto:

2m = Zn: ki, (2.3)
=1

ou

1 1 n n
:52:: 52214“ . (2.4)

i=1 j=1



31

O grau médio de um vértice numa rede nao direcionada é:
1o 2m
k) =— ki =— 2.5
W=7 k=0 (25)
o qual foi usada a expressao (2.3) (NEWMAN, 2010, p. 134).

2.3 COMPRIMENTO, DISTANCIA E DIAMETRO

Caminho em uma rede é qualquer sequéncia de vértices tal que
todos os consecutivos pares de vértices na sequéncia estejam conecta-
dos por uma aresta, ou seja, a rota através da rede que passa de vértice
em vértice por meio de uma aresta. O comprimento de um caminho
é o nimero de arestas que atravessam o caminho. As arestas podem
ser atravessadas mais de uma vez e devem ser contadas separadas sem-
pre que sao atravessadas. Define-se também o comprimento médio de
uma rede como a média de todos os comprimentos de um caminho da
rede (NEWMAN, 2010, p. 136).

Distancia Geodésica, também chamada somente de distancia, é
0 menor comprimento entre dois vértices em um grafo. E possivel
que nao exista uma distancia geodésica entre dois vértices se eles nao
estao conectados na rede, isto é, eles estao em diferentes componentes
(veja na segao 2.4). Neste caso diz-se que a distancia geodésica entre os
vértices é infinita, porém é apenas uma convencgao e nao significa muito
além do fato dos vértices ndo estarem conectados. As distancias nao
sao necessariamente inicas e é possivel ter duas ou mais distancias com
o mesmo tamanho ligando um dado par de vértices (NEWMAN, 2010,
p. 139).

O didmetro de um grafo ou rede, representado pela letra d, é a
maior distancia geodésica entre todos os pares de vértices na rede, dado
que existe um caminho, isto é, estdo no mesmo componente (NEWMAN,
2010, p. 140).

2.4 COMPONENTES E ARVORES

Como mencionado na segao anterior, é possivel que uma par de
vértices nado possua um caminho ou uma distancia geodésica. A rede da
figura 3 é divida em dois subgrupos de vértices desconectados, portanto
nao ha uma distancia geodésica definida para vértices de subgrupo da
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esquerda com o subgrupo da direita. Cada subgrupo de vértices é
chamado de componente. No caso da figura sdo duas componentes,
uma com 9 vértices e outra com 8 vértices.

Figura 3 — Componentes de uma rede

Uma rede dividida em 2 componentes. Nao hd uma distancia geodésica definida
para os vértices A e B de diferentes componentes.
Fonte: Criado pelo autor com o software Gephi.

Arvores na teoria dos grafos sao redes nao direcionadas, a qual
seus componentes nao contém loops (veja figura 4). Uma peculiaridade
das arvores é que, j4 que nao ha loops, existe apenas um caminho para
qualquer par de vértices e o nimero de arestas é igual ao nimero de
vértices menos um, quer dizer, arvores com n vértices possuem n — 1
arestas (NEWMAN, 2010, p. 128).

Figura 4 — Representagao de uma arvore

Note que se for adiciona mais uma aresta necessariamente havera um loop,
portanto em &rvores com n vértices hd sempre n — 1 arestas
Fonte: Criado pelo autor com o software Gephi.

2.5 DISTRIBUICAO DE GRAUS

Como definido na secao 2.2, o grau de um vértice é nimero de
arestas ligados a ele. Na figura 5 temos uma rede com n = 20 vértices,
o qual 1 tem grau 0, 10 tem grau 1, 6 tem grau 2, 1 tem grau 3, 1
tem grau 4 e 1 tem grau 7. Definindo py como a fracao de vértices de
uma rede com grau k, temos para a rede da figura: pg = %, p1 = %,
P2 = 55, D3 = 35, P4 = 55, Ps = 0, ps = 0, pr = 55 ¢ pp = 0 para
k > 7. As quantidade py representam a distribuicao de graus de
uma rede. O valor p; é também a probabilidade de um vértice escolhido
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aleatoriamente ter grau k. O conhecimento de uma dada distribuicao de
graus é muito relevante e assumiu um importante papel na descoberta
das redes livre de escala (veja segdo 3.2), sabendo a forma de py, pode-se
determinar muitos fenémenos de rede, como a robustez e a propagacao
de virus (BARABASI, 2016), porém somente a distribuigao de graus nao
d4 todas informagoes da estrutura da rede (NEWMAN, 2010, p. 245).

Figura 5 — Grafo mostrando o grau de cada vértice

Os ntuimeros representam o grau de cada vértice.
Fonte: Criado pelo autor com o software Gephi.
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3 REDES

Neste capitulo sao discutidos dois modelos principais de redes,
as redes aleatorias e as redes livre de escala, ambas utilizadas no estudo
de redes complexas.

3.1 REDES ALEATORIAS

As redes aleatdrias foram e sdo a fonte de muitas das ideias
nos estudos de redes. Sao grafos que tém suas arestas distribuidas
aleatoriamente. O uso de redes aleatérias é repetidamente usado nos
estudos de redes complexas porque grafos com uma topologia com-
plexa e com principios organizacionais desconhecidos em geral parecem
aleatdrios. O inicio dos estudos da rede é dado para Paul Erdds e
Alfréd Rényi (ERDOS e RENYI, 1959), apds descobrirem métodos pro-
babilisticos frequentemente tteis para lidar com problemas na teoria
dos grafos (ALBERT e BARABASI, 2002).

H4 duas formas de gerar uma rede complexa, a primeira é fixar
uma quantidade n de vértices e uma quantidade m de arestas e dis-
tribuir aleatoriamente, geralmente nao permitindo que existam arestas
paralelas ou lagos, modelo conhecido na matemdtica por G(n,m). A
segunda maneira é fixar uma quantidade n de vértices e uma probabi-
lidade b dos vértices se ligarem, conhecido por G(n,b). Neste caso as
arestas nao sao fixas e é possivel, mas improvavel, que nao haja arestas
ou mesmo que todos vértices estejam ligados. O modelo G(n,b) é o
mais utilizado, o mais simples de obter varias propriedades e é o discu-
tido neste trabalho. Ele foi primeiramente estudado por Solomonoff e
Rapoport (SOLOMONOFF e RAPOPOR, 1951), porém é mais associado
aos trabalhos de Erdés e Alfréd Rényi e pode ser chamado de modelo
de Erdos-Rényi ou rede aleatéria de Erdos-Rényi.

Na realidade a definicdo de grafos aleatdrios ndo é em termos
de um unico grafo, mas em termos de um ensemble, ou seja, uma
distribui¢ao de probabilidades sob todas as possiveis redes. G(n,b) é
um ensemble de redes com n vértices o qual cada grafo G aparece com
probabilidade:

P(G) =bm(1—b)B)-m (3.1)

onde m é o nimero de arestas e ('ZL) é o coeficiente binomial. Neste
caso estamos considerando apenas grafos simples e a probabilidade de
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grafos nao simples é nula. (NEWMAN, 2010, p. 400).

Para G(n,b) o nimero de arestas nao é fixo e o nimero de grafos
com n vértices e exatamente m arestas é igual ao nimero de maneiras de
arranjar as posigoes de arestas de (g) pares distintos de vértices. Cada
grafo aparece com a mesma probabilidade P(G) dado pela equagao
(3.1), logo a probabilidade total de obter um grafo com m arestas do

ensemble é:

P(m) = ((3)>bm(1 —pE)-m (3.2)

que ¢ a distribui¢ao binomial. O nimero médio de arestas é:

(m) = D mP(m) = mo DLy gy

o = ((5) = m)im!
8 o )
) ©me_ (@~ «2<)m 1)1!>)!<m - a@) e
EPE B o-n e
- (Z)b%&l ((g)z_ 1)1;1(1 (@) onder=m 1
= (’;)b :O (}zl) b(1—b)h! onde h = (Z) —1
= <Z)b(b+ (1-b)" = (Z)b

(3.3)

A equagao (3.3) nos mostra que nimero médio de arestas na rede
é igual a probabilidade b entre qualquer par de vértices, multiplicado
pelo nimero de pares. Usando este resultando e sabendo que o grau
médio num grafo é dado por (k) = 27"‘ (eq. 2.5), o grau médio em

G(n,b) é:

(3)
=3 2pm) =2 (Z)b — -1 (3.4)

n n
m=0

um resultado esperado, pois um vértice num grafo aleatério tem pro-
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babilidade b independente de se ligar a qualquer um dos n — 1 outros
vértices (NEWMAN, 2010, p. 401).

3.1.1 Distribuicao de graus das redes aleatérias

A probabilidade de um vértice se ligar com k outros vértices e
nenhum outro é b*(1 — b)(»~D—F_ Existe ((";1)) maneiras de escolher
esses k outros vértices, portanto a probabilidade total é:

P = ((”k 1))bm — bR (3.5)

o qual é a distribuigdo binomial novamente. Ou seja, G(n,b) tem uma
distribuicao binomial.

Muitas vezes faz-se uma aproximagao para redes com um nimero
muito grande de vértices. Pode-se escrever usando a equagao (3.4):

In[(1—=b)""V7F = (n—1—k)ln(1 — %) , (3.6)

no limite n — oo

(k)

n —

(n—1-k)ln(1 -

n—1

Dre-1-n( - E) s w e

onde usa-se a expansao de Taylor do logaritmo. Usando a exponencial
nos dois lados, tem-se (1 — b)*~'=% = ¢=(*), Também usa-se:

((n; 1)> _ (”gif)]C . (3.8)

Novamente usando equagao (3.4), a equacdo (3.5) no limite de muitos
vértices toma a forma:

k
~ (n—=1* & —(ky _ (n=1* [ (k) —(k)y _ _—(k) (k)
P =~ k" b e = k' n_ 1 € =€ 9 (39)
esta é uma distribuicao de Poisson, portanto no limite para n muito
grande G(n,b) tem uma distribuicao de Poisson e alguns autores utili-
zam o nome rede aleatéria de Poisson (NEWMAN, 2010, p. 402).
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3.1.2 Diametro das redes aleatérias

No artigo The Diameters of Sparse Random Graphs, CHUNG

e LU (2001) estimaram o didmetro das redes aleatérias para vérios

valores de b, utilizando o tamanho das vizinhancas de um dado conjunto

de vértices. Os dados foram sintetizado por ALBERT e BARABASI

(2002), o qual informa que para redes com o mesmo nimero de n e b 0s

valores de didmetro variam muito pouco, geralmente concentrados em:
In(n) In(n)

4= In(n) — In((k) (3.10)

porém, para valores de bn = (k) < 1 o grafo é composto por vérias
arvores isoladas e o diametro é igual ao diametro das arvores.

3.2 REDES LIVRE DE ESCALA

Uma rede livre de escala é quando sua distribuicao de graus tem
a forma de lei de poténcia. Muitas redes reais possuem este tipo de
distribuigao, dois exemplos sdo a rede da Internet (ALBERT; JEONG;
BARABASI, 1999) e as rede de interacao proteina-proteina (MASHAGHI;
RAMAZANPOUR; KARIMIPOUR V., 2004).

3.2.1 Distribuicao de graus das redes livre de escala

Uma rede livre de escala tem por definigao a distribuigao de graus
na forma de lei de poténcia, isto é:

e =YE | (3.11)

sendo Y uma constante de normalizacao e A o expoente da lei de
poténcia. A distribuicao de graus deve ser normalizada da forma:

dpp=1 (3.12)
k=0

portanto para as redes livres de escala:

Yy k=1, (3.13)
k=0
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1 1
Y = == = , (3.14)
ko kT C(A)
¢(X) é a fungéo zeta de Riemann e a distribuigdo de grau fica:
kf/\
Pk = —— 3.15
F= o) (3.15)

Na pratica, poucos sao os fenémenos empiricos que obedecem uma lei
de poténcia para todos os valores e geralmente a lei de poténcia se aplica
apenas & cauda da distribuicao de graus (CLAUSET; SHALIZI; NEWMAN,
2009). Para distribuigbes onde somente a cauda é uma lei de poténcia,
é necessario declarar um valor minimo k,,;, onde a lei vale, isto é, o
valor inicial da cauda. Entao a distribuigao é escrita na forma:
k= k=
Pk Zzo:kmm Y C()\7 kmzn) ; (316)

C(A, kmin) € a fungao zeta de Riemann generalizada. Pode-se aproximar
a soma da fungao zeta de Riemann generalizada por uma integral:

1 1

T e E T T kR

entao a distribuicao de graus para a cauda com lei de poténcia pode

ser aproximada por:
A-1 [ k \

(NEWMAN, 2010, p. 257).

Y A=DkML (3.17)

min

3.2.2 Diametro das rede livre de escala

COHEN e HAVLIN (2003) mostraram que para redes livres de
escala com expoentes entre 2 < A < 3 o didmetro da rede é da ordem
de d =~ In[ln(n)] e para expoente A > 3 o didmetro é da ordem de

d ~In(n). Se A = 3 BARABASI (2016) afirma que d ~ l"<”>)] e para

Inf[ln(n
A =2, d é uma constante independente do ntimero de vértices n.




40



41

4 CONECTOMA

Conectoma é uma representacao estrutural do cérebro humano
na forma de grafo, o qual possibilita uma andlise quantitativa da conec-
tividade do cérebro com o uso de ferramentas matematicas. O termo
conectoma (originalmente do inglés connectome), fazendo analogia com
a palavra genoma, foi cunhado por SPORNS; TONONI ¢ KOTTER
(2005) para designar uma rede de elementos e conexdes do cérebro.
HAGMANN et al (2008) publicaram um artigo sobre o mapeamento
de regioes do cortex cerebral humano utilizando técnicas nao invasivas
de imagem para a construcao de uma matriz de conexao estrutural de
alta resolucao, o conectoma utilizado neste trabalho representado na
figura 6.

Figura 6 — Representacao do conectoma

Representacao do conectoma.
Fonte: Criado pelo autor com o software Gephi.

Estudando 5 participantes saudaveis de idade entre 24 e 32 anos,
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foram necessédrias algumas etapas para a construcdo da rede. A pri-
meira delas, para a criagao dos vértices da matriz, foi através da res-
sonancia magnética convencional, utilizado o tempo de relaxacao longi-
tudinal, chamado T1, para gerar o contraste na imagem. A ressonancia
magnética utiliza um campo magnético intenso que faz com que os spins
se alinhem com o campo. Ao aplicar um pulso transversal de radio-
frequéncia, a magnetizagao resultante longitudinal dos spins se torna
nula, T1 é o tempo para que a magnetizagao resultante longitudinal
volte 63% de seu valor inicial (POOLEY, 2005, p. 1091) e como cada
tecido possui um valor de T1 diferente é possivel diferencia-los. Com
o uso de campos magnéticos auxiliares forma-se um gradiente de in-
tensidade tinico em cada ponto podendo os sinais serem traduzidos em
uma imagem em 3 dimensoes. A imagem dos participantes foi entao
dividida em massa branca, cértex e nicleos cerebelares profundos e o
cértex foi particionado, através de um software, em 66 regioes de inte-
resse (ROIs do inglés regions of interest) com localizagoes topogréficas
idénticas, apesar da anatomia individual de cada participante. Essas
mesmas regioes foram subdivididas em pequenas e compactas regioes de
aproximadamente 1,5¢m? resultando 998 ROIs cobrindo todo o cértex
(fig. 7) (HAGMANN et al, 2008).

Figura 7 — Localizacao das 998 ROIs do conectoma recobrindo o cértex
cerebral
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Cada ponto representar um regido do cérebro de aproximadamente 1, 5c¢m?2, sdo
essas regides que dao origem aos vértices da rede. A escala em cinza representa a
altura no eixo z para melhor visualizacao.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.
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Para criar as arestas da rede foi necessario o uso da imagem de
difusao por ressonancia magnética, DSI, técnica que utiliza a difusao da
agua nos tecidos, baseado nos experimentos de HAHN (1954), o qual
demostrou uma diminui¢ao do sinal dos spins em um liquido imerso
em campo magnético heterogéneo, e nas equagoes desenvolvidas por
TORREY (1956) que descrevem o fendémeno.

O tecido neuronal consiste em axonios firmemente compactados
e coerentemente alinhados, circundados por células da glia e, muitas
vezes, organizados em feixes, consequentemente as moléculas de agua
sao impedidas de se movimentar na direcao perpendicular a orientacao
axonal resultando em uma anisotropia da densidade de probabilidade
da difusdo de dgua (HAGMANN et al, 2006, p. 209). Para se obter a
imagem é necessario que cada volume de resolucao medido do cérebro,
os voxels (unidade semelhante ao pixel, porém em 3 dimensoes) tenha
uma densidade de probabilidade de difusdo atribuida também em 3
dimensoes, tendo portanto uma imagem em 6 dimensoes. Para repre-
sentar a imagem em 6 dimensoes a primeira abordagem é substituir a
funcao de densidade de probabilidade de difusao por uma isosuperficie,
uma superficie que passa por todos os pontos de igual valor, neste caso,
a probabilidade de difusao da dgua. Porém uma técnica mais comu-
mente usada que é menos sensivel a ruidos envolve a computagao de
uma funcdo de distribuicdo de orientagdo (ODF do inglés orientation
distribution function) que pode ser considerada como uma esfera defor-
mada cujo raio em um dada diregao é proporcional & soma dos valores
das fungoes de densidade de probabilidade de difusao nessa direcao.
Para facilitar a visualizagao, codifica-se a superficie da ODF de acordo
com a diregao de difuséo ([z,y, z] = [r, b, g], onde r=vermelho, b=azul
e g=verde)(Figura 8) (HAGMANN et al, 2006, p. 210). Com cada voxel
preenchido com uma ODF se faz a tractografia, processo para a cons-
trucao de curvas em 3D com coeréncia maxima de difusao, chamada
de fibras. Cada voxel comega com o mesmo numero de fibras para
cada direcao, isto é, se um voxel possui uma ODF com duas direcoes,
é iniciado 30 fibras para cada dire¢ao, num total de 60 fibras. O ponto
de partida é escolhido aleatoriamente no espago do voxel. Para cada
ponto de partida a trajetéria da fibra é formada da mesma forma que
o fluxo de um campo vetorial com constrigoes adicionais em algumas
localizagoes, ocorrendo as vezes miultiplas orientagoes. Para contornar
o problema utiliza-se o crescimento das fibras para cada diregao oposta
com um passo fixo de lmm. Quando entra num novo voxel a fibra
continua a crescer na diregao do ODF do novo voxel, cuja a orientacao
deve ser proxima a fibra que entrou. Se isto resultar em uma mudanca
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Figura 8 — Reducao de dados de um voxel em 6 dimensoes obtido por
DSI

Na primeira imagem a densidade de probabilidade da difusdo de dgua obtida no
DSI e abaixo a isosuperficie e a fun¢ao de distribui¢ao de orientacdo com a
codificagao de cores.

Fonte: Artigo Understanding Diffusion MR Imaging Techniques: From Scalar
Diffusion-weighted Imaging to Diffusion Tensor Imaging and Beyond. Disponivel
em: <https://pubs.rsna.org/doi/pdf/10.1148 /rg.26si065510>.

de diregao maior que 30°/mm a fibra para de crescer. O processo de
crescimento de uma fibra s6 é valido se o comeco e o fim saem da regiao
delimitada pela superficie da massa branca do cérebro. Para produzir
o conectoma deste trabalho foram usados 3 milhoes de pontos de par-
tidas, os quais entre metade e dois tercos conectaram areas corticais e,
portanto, foram gravados (HAGMANN et al, 2008).

Unindo as ROIs criadas na primeira etapa com a tractografia
média dos 5 participantes obteve-se um grafo com a conectividade es-
trutural do cérebro, sendo cada ROI um vértice, num total de 998 e
as arestas sendo as fibras que ligam duas ROIs totalizando 17865 (fig.
10). O peso de uma aresta é definido como a densidade de fibras (o
ntimero de conexoes por unidade de drea) entre os vértices. A rede foi
entao representada em uma matriz de adjacéncia mostrada na figura
9, sendo cada ponto no elemento de matriz A4;; uma aresta que liga os
vértices 7 e j.

4.1 MEDIDAS DA REDE DO CONECTOMA

A principal medida de uma rede é a sua distribuicao de graus.
A figura 11 mostra a distribuicao de graus do conectoma juntamente
com as distribui¢oes binomial e de Poisson, distribui¢oes de uma rede
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Figura 9 — Matriz de adjacéncia binaria do conectoma
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Os eixos s@o os vértices rotulados de 1 a 998 e os pontos representam a existéncia
de uma conexao, isto é, uma aresta entre os vértices.
Fonte: Criado pelo autor com o software gnuplot.

aleatdria (secdo 3.1.1), o qual usei a equagdo 3.4 para obter o valor b
da distribuicao binomial e a distribuigao de Poisson possui média igual
& do conectoma, (k) = 35.8. Pode-se ver apenas pela distribui¢do que
o conectoma nao pode ser modelado por uma rede aleatéria.

A melhor forma de saber se ha uma lei de poténcia é discretizar
de forma logaritmica a distribuigao de graus e representar no grafico log-
log (CLAUSET; SHALIZI; NEWMAN, 2009). Na figura 12 a distribuicao
de graus esta desta forma e observa-se que ela nao possui uma lei de
poténcia, o que deveria acontecer é um decrescimento uniforme das
barras, como uma escada com degraus regulares. Pode-se aproximar
uma lei de poténcia para cauda (veja segdo 3.2.1) escolhendo k;;,, = 40
e o melhor ajuste ! é um expoente A = 6.30 & 10.93, um decaimento
tao rapido quanto a de uma exponencial.

Segundo o artigo de AMARAL et al (2000), modelando um custo
para se adicionar conexoes nas redes livres de escalas, parece dificil que
as redes estruturais do cérebro possam exibir uma distribuicao de lei de
poténcia através de uma ampla extensao de graus. Como os vértices do
cérebro, independentemente de como sao definidos, estao espacialmente

Imelhor ajuste feito pelo software gnuplot
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Figura 10 — Passos para a criagao do conectoma
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Diagrama mostrando os passos para a criagdo do conectoma a partir das imagens
de ressonancia magnética.
Fonte: Artigo Mapping the Structural Core of Human Cerebral Cortex.
Disponivel em:
<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Connectome_extraction_procedure.jpg>.

fixos, deve haver um limite maximo na densidade de conexées que pode
ser mantida devido as restrigoes espaciais e metabdlicas (SPORNS, 2011,
p. 105). Embora haja evidéncias de uma organizagao nao-aleatéria e
nao-regular das redes cerebrais em larga escala, o quanto as redes em
nivel celular sao aleatérias ou regulares é muito menos compreendido.
Uma das principais razoes € a relativa falta de dados da conectividade
celular adquiridos em um formato que permita a analise de grafos. Os
conjuntos de dados presentes consistem em nimeros muito pequenos
de neuronios e nao abrangem redes inteiras ou relatam probabilidades
de conexao entre células e tipos de células em vez de reais padroes de
conexao (SPORNS, 2011, p. 105) .

Uma medida interessante feita no conectoma € o coeficiente de
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Figura 11 — Distribuicao de graus do conectoma junto com as distri-
buicoes binomial, de Poisson e uma lei de poténcia para cauda
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Em vermelho, em formas de barras, a distribui¢ao de graus do conectoma, em
verde a distribuicado binomial com b = 0.036 da equacao 3.4 e n = 998 e em azul a
distribuigdo Poisson com n = 998 e média (k) = 35.8 (mesma do conectoma), em

amarelo uma lei de poténcia para a cauda com k,;, =40 e A = 6.30
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

agrupamento. Este coeficiente mede a probabilidade de dois vizinhos
de um vértice serem também vizinhos (NEWMAN, 2010, p. 262). E uma
propriedade comum das rede sociais e representa os circulos de amigos
ou conhecidos medindo, de 0 a 1, o quanto os membros se conhecem
entre si. (ALBERT e BARABASI, 2002). O coeficiente de agrupamento
local para um vértice i é definido como:

c nuamero de pares de vizinhos de ¢ que estao conectados (4.1)
= . .

numero de pares de vizinhos de 4

Para o calculo de C; é preciso passar por todos os pares distintos de
vértices que sao vizinhos de i, contar esse nimero de pares que estao co-
nectados um com outro e dividir pelo nimero total de pares, cujo valor é
1k;(k;—1) (NEWMAN, 2010, p. 202). O coeficiente de agrupamento glo-
bal da rede é a média dos coeficientes de agrupamentos locais (ALBERT
e BARABASI, 2002), representada pela letra C' . No conectoma C = 0.46
com desvio padrao oo = 0.13, isso demonstra o quanto o conectoma
estd conectado, como exemplo de comparagao temos as redes aleatéria
e as redes livre de escala. Para as redes aleatérias a probabilidade que
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Figura 12 — Distribuicao de graus do conectoma em log-log e melhor
ajuste de lei de poténcia
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Distribuicdo de graus do conectoma com discretizagao da distribui¢do em forma
logaritmica. Na melhor das hipoteses escolhendo ky,;» = 40 temos um ajuste
préximo de uma lei de poténcia com expoente A = 6.30 + 10.93
Fonte: Criado pelo autor com o software gnuplot.

C . . .. . . (k)
qualquer dois vértices sejam vizinhos é a mesma igual a b = =5 e

portanto Cguieatoria = % (NEWMAN, 2010, p. 403). Usando a mesma
média de graus e o nimero de vértices do conectoma para comparar
com uma rede aleatdria o que se obtém é Cyieqtoria = 0.036, este é um
valor com uma ordem de grandeza diferente do conectoma. Para as
redes livres de escala o coeficiente de agrupamento é aproximadamente
uma lei de poténcia do tipo Clivre—de—escala = "7 (ALBERT e BA-
RABASI, 2002), usando novamente o nimero de vértices do conectoma
Clivre—de—escala = 0.0056, novamente um valor com ordens de grandeza
diferente do conectoma.

O comprimento médio do conectoma, descrito na segao 2.3, pos-
sui valor [ = 0.21. Para rede aleatédria, escolhendo um vértice aleatorio
e calculando o numero de vizinhos que estao a m passos de distancia

deste vértice demonstra-se que lgicatoria = % (NEWMAN; STRO-

GATZ; WATTS, 2001). Usando n = 998 e (k) = 35.8 pode-se comparar
o conectoma com a rede aleatéria sendo lyjcatoria = 1.93.

A medida do diametro do conectoma foi d = 6, muito préoximo
do didmetro das redes livres de escala com A > 3 e n = 998, o qual pos-
sSul dijpre—de—escala = 6.9 (veja segdo 3.2.2), diferentemente das redes
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aleatérias com o mesmo nimero de vértices e mesma média de graus
do conectoma, o qual tem didmetro igual dgjeatoria = 1.9 (veja secdo
3.1.2).

Um outro tipo de rede complexa é a de 'mundo pequeno’, que
como o nome sugere possui a propriedade de ligar qualquer dois vértices
apenas por poucas arestas (WATTS e STROGATZ, 1998). Para dizer se
uma rede é de mundo pequeno é preciso que:

C/Caleatoria

l/laleatom'a

osw = > 1 R (4.2)

(HUMPHRIES e GURNEY, 2008) no caso do conectoma ogy = 117 muito
maior que um, provando que é uma rede de mundo pequeno..

A distribuicdo de pesos de arestas, P(w;;), é exposta no grafico
log-log da figura 13. Como ja mencionado, o peso é a densidade de
fibras entre os vértices.

Figura 13 — Distribuicao de pesos das arestas do conectoma
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Distribuicdo de pesos das arestas do conectoma em um grafico log-log. O peso da
aresta é definido como a densidade de fibras entre os vértices.
Fonte: Criado pelo autor com o software gnuplot.

Na figura 14 é exposto um grafico com o grau ponderado k,, do
conectoma, isto é, a soma de todos pesos das arestas que ligam um
vértice, utilizado para o modelo de limiar linear descrito no capitulo 7.
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Figura 14 — Distribuicao de graus ponderados do conectoma
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Distribui¢do de graus ponderado do conectoma, definido como a soma de todos
pesos das arestas que ligam o vértice.
Fonte: Criado pelo autor com o software gnuplot.
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5 TRANSICAO DE FASE E EXPOENTES CRITICOS

E costume fazer analogia com agua para introduzir o estudo de
transigoes de fase. A dgua estd na fase liquida a temperatura ambiente e
pressao atmosférica, mas se resfriada a temperatura abaixo de 273,15K
fica na fase sélida e se aquecida acima 373,15K se encontra na fase
de vapor. Em cada uma dessas temperaturas, o material sofre uma
mudanca de propriedades, uma transicdo de fase (CALLEN, 1985, p.
215).

Para cada transigao é definido um parametro de ordem, uma
quantidade fisica usada para descrever a transicao, o qual deve ser nulo
em uma regiao e nao nulo em outra regiao delimitada pelo ponto de
transicao de fase. No caso do fenémeno da transicao de fase liquido-gas,
o parametro de ordem é a diferenca de densidade entre liquido e gas.

As transicoes de fase podem ser de primeira ou segunda ordem.
Em uma transi¢ao de primeira ordem, regioes macroscépicas completa-
mente diferentes aparecem na temperatura de transigao, por exemplo,
gelo e liquido no caso do derretimento da agua. De uma regiao para
outra a configuragao microscépica muda de maneira abrupta. No nivel
macroscopico, isso se traduz na descontinuidade em certas primeiras
derivadas dos potenciais termodindmicos e na existéncia de um calor
latente. Nas transicoes de fase de segunda ordem as primeiras deriva-
das dos potenciais termodinamicos sao continuas, enquanto que certas
derivadas de segunda ordem divergem. Nenhuma descontinuidade é
observada no nivel microscépico, apenas uma divergéncia no tamanho
das flutuagoes caracteristicas (LESNE e LAGUAS, 2012, p. 6).

O comprimento de correlagao é definido como a medida do al-
cance da funcao de correlacdo que por sua vez mede como as flutuacoes
das varidveis microscdpicas estéo relacionadas (STANLEY, 1971, p. 46).
Transigoes de fase de segunda ordem tem a peculiaridade de ter o com-
primento de correlacao £ divergindo de acordo com uma lei de poténcia
préximo a temperatura critica. Define-se a temperatura reduzida t
como a medida da distancia da temperatura critica T,:

T-T.

t
T, ’

e portanto £ diverge da forma:

E~ ™ (5.2)
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Isso significa que qualquer dois componentes do sistema estao
correlacionados, e as flutuagoes se propagam por todo o sistema (NEW-
MAN; STROGATZ; WATTS, 2001, p. 77).

O problema bésico na teoria de transigao de fase é o comporta-
mento de um dado sistema na vizinhanga do ponto critico. O compor-
tamento é marcado pelo fato de varias quantidades fisicas pertencentes
ao sistema apresentarem singularidades no ponto critico devido a lei de
poténcia divergente no comprimento de correlacao. E habitual expres-
sar essas singularidades em termos de leis de poténcia caracterizado
por um conjunto de expoentes criticos que determina a natureza
qualitativa do comportamento critico de um dado sistema (PATHRIA e
BEALE, 2011, p. 435). Na equacdo (5.3) tem-se um exemplo de como
um parametro de ordem p de um sistema se comporta préximo e abaixo
da temperatura critica T,:

p~ It (5.3)

Outra medida do comportamento do sistema, proporcional a segunda
derivada de um potencial termodinamico, é a compressibilidade isotérmica
k7 para os fluidos ou entao a susceptibilidade magnética y para siste-
mas magnéticos, a qual diverge da forma:

Kp ~ [t (5.4)

v, B e 7y sao expoentes criticos e sao mais interessantes que a prépria
temperatura critica, pois T, depende dos detalhes microscépicos do sis-
tema, enquanto os expoentes criticos sao universais dependendo apenas
de alguns parametros fundamentais como a dimensionalidade do sis-
tema, a dimensionalidade do parametro de ordem, simetria do parametro
de ordem e alcance das interagoes. Um dado conjunto de valores para
expoentes criticos define uma classe de universalidade (YEOMANS,
1992, p. 27). Sabendo a classe de universalidade de um sistema é
possivel trabalhar com um modelo mais simples da mesma classe e ob-
ter propriedades que valem para ambos. Outro aspecto relevante que
originou varios métodos chamados de grupos de renormalizacao € a in-
varidncia de escala na fisica do estado critico (LESNE e LAGUAS, 2012,
p. 30).

Porém, os comportamentos das equagoes (5.3), (5.4) e a di-
vergéncia de £ sé acontecem no limite termodinamico, isto é, quando a
quantidade de elementos do sistema tende a infinito. Na préxima secao
é descrito o método para estimar expoentes criticos em sistemas finitos.
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5.1 SISTEMAS FINITOS

Para sistemas finitos precisa-se usar o método de escala de tama-
nho finito (FSS do inglés finite size scaling), que consiste numa forma
de extrair os expoentes observando como as medidas variam ao mudar
o tamanho de um sistema. Eliminado |¢| das equagdes (5.2) e (5.4) e
usando x em vez kp a fim de minimizar a notagao, pode-se escrever
que na vizinhanca da transicao de fase:

X~ (5.5)

o qual ndo diverge para sistemas finitos, o que ocorre é um trucamento
do comprimento de correlagao para um sistema de tamanho linear L,
isto é, £ > L, mas para £ << L o valor de x deve ser o mesmo que em
sistemas infinitos. Expressa-se isso da forma:

x=&""xo(L/§) (5.6)

onde Yo é uma funcao adimensional de uma tinica varidvel e com pro-
priedades:

r) = const. para r >>1

{Xo( ) p (5.7)

xo(z) ~ 27/ quando x — 0

A equagao (5.6) contém & que é desconhecido, por isso define-se uma
nova func¢ao adimensional y tal que:

xX(@) =z "xo(z¥) . (5.8)

Fazendo uso da equagdo (5.2) pode-se retirar a dependencia de & e
escrever:

x = LV (LYve) . (5.9)

A equagio (5.9) mostra todas as dependéncias de L em x para o com-
portamento finito da susceptibilidade proximos a temperatura critica.
A funcdo x(z) é chamada de fungao de escala para a susceptibilidade
e mesmo que esta fungao seja desconhecida sabe-se que:

() — 77 (a¥)Y = const. para x —0 . (5.10)

Isso significa que y € finito na origem e portanto préximo da tempera-
tura critica. Para cada tamanho de sistema L temos um valor de x ()
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a uma temperatura t. Reescrevendo a equacdo (5.9) na forma:
XLV = L7 (t) . (5.11)

Pode-se ter uma estimativa da fungao de escala x para diferentes valores
da varidvel de escala z = L'/¥¢ para cada tamanho de sistema. Como
a funcao de escala deve ser a mesma para todos tamanhos, todos os
dados devem ficar sobrepostos no mesmo grafico. O mesmo processo é
feito para o parametro de ordem p:

p~ LBV 5(LY7e) (5.12)

(NEWMAN; STROGATZ; WATTS, 2001).
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6 PERCOLACAO

Remover um tinico vértice ou uma tnica aresta tem um impacto
limitado na integridade de uma rede, porém remover diversos pode
ocasionar sua ruptura em varios componentes isolados, quanto mais
vértices ou arestas sao retirados, maiores sao as chances de danificar
a rede. A pergunta a ser feita é quantos vértices ou arestas sdo ne-
cessarios para que a rede se quebre em varios componentes isolados?
Para responder isso utiliza-se a teoria de percolagdo (BARABASI, 2016,
p. 273).

No processo de percolagao os vértices ou arestas podem estar em
um de dois estados, o estado ocupado ou vazio. Inicialmente a rede
se encontra vazia e na percolagao de sitios ocupam-se os vértices e
na percolacao de ligagao ocupam-se as arestas. Tradicionalmente
utiliza-se a varidvel p para parametrizar os processos, ela é a fragao de
vértices ou arestas que estao ocupados e é chamada de probabilidade
de ocupacgao. Em funcao de p contam-se o tamanho de clusters,
definido como o grupo de vértices ocupados conectados por seus vizi-
nhos (STAUFFER e AHARONY, 1991, p. 4). O tamanho de um cluster
é definido como a soma dos vértices ocupados do cluster dividido pelo
total de vértices ocupados. Os clusters inicialmente estao isolados,
mas a medida que as arestas ou vértices sao ocupados eles se juntam
formando um grande cluster do tamanho proporcional a toda a rede
ocupada, este grande cluster chama-se de cluster gigante. E neste
ponto que forma o cluster gigante que acontece uma transi¢ao de fase
de segunda ordem, discutido no capitulo 5. O parametro de ordem
na percolagao é o tamanho do cluster gigante, até o valor critico p,
nao existe um cluster gigante e portanto o parametro de ordem é zero,
depois vai crescendo continuamente. Isto ocorre para redes infinitas,
com redes finitas acontece um efeito de tamanho finito, de forma que a
pardmetro de ordem cresce um pouco antes do ponto critico (veja fig.
15) (NEWMAN, 2010, p. 607).
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Figura 15 — Exemplo de uma transicao de fase de segunda ordem na
percolagao
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Variando a probabilidade de ocupacao até o um valor critico p. ndo hd um cluster
gigante e portanto o seu tamanho S = 0 (linha sélida), depois do ponto critico
tem-se uma variagdo continua do pardmetro de ordem S, caracterizando uma
transicao de fase de segunda ordem. Para redes infinitas a transi¢ao de fase é
representada pela linha sélida, para redes finitas ocorre um efeito de tamanho

finito de forma a ”arrendondar” a transigdo mostrado pela linha pontilhada.
Fonte: Criado pelo autor com o software gnuplot.

A percolacao pode ser entendida de outra forma, em vez de se
ocupar os vértices ou arestas eles sdo retirados. Quando p = 1 todos os
vértices ou arestas estao ocupados ou o mesmo que os vértices ou ares-
tas nao terem sido removidos e quando p = 0 nao hé vértices ou ares-
tas ocupados, isto é, todos foram removidos (NEWMAN, 2010, p. 594),
desta forma a percolacao é utilizada para modelar alguns fenomenos do
mundo real, como por exemplo falhas nos roteadores da internet (AL-
BERT; BARABASI; JEONG, 2000), possiveis ataques fisicos a redes de
comunicac¢ao (BARAN, 1964) e na doenga de Alzheimer (BERNDT; RUP-
PIN; REGCIA, 1996, p. 404).

A forma mais simples de se ocupar (ou se retirar) os vértices ou
arestas na percolacdo é a ocupacdo (remogao) aleatéria. Outra forma
é simular um ataque aos componentes mais conectados, isto é, reti-
rar primeiramente os vértices com maiores graus para a percolacao de
sitios (ALBERT; BARABASI; JEONG, 2000) ou entdo na percolagao de
ligacao, retiram-se primeiro as arestas de maior peso.

Na figura 16 eu demonstro a percolagao de sitios na interpretagao
da retirada de vértices. Na primeira figura p = 1.0, nenhum vértice foi
retirado e ha um cluster gigante de tamanho 1. Quando p é variando,
o tamanho do cluster gigante vai diminuindo e no ponto critico nao ha
mais um cluster gigante, apenas pequenos clusters isolados.
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Figura 16 — Processo de percolacao em uma rede
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Exemplo de percolacgdo de sitios em um grafo para vérios valores de probabilidade
de ocupagdo p. (a) p = 1.0, existe um cluster gigante de tamanho 1. (b) p = 0.8,
ainda existe um cluster gigante com tamanho 0.875 (c) p = 0.6, ndo hd mais um
cluster gigante, apenas pequenos clusters (d) p = 0.3, hd apenas pequenos
clusters.
Fonte: Criado pelo autor com o software Gephi.

6.1 FUNCAO GERADORA

Antes de descrever a equacao que rege a transi¢do de fase na
percolacao é relevante trazer alguns fundamentos da matematica. O
primeiro é a fungao geradora, uma maneira de codificar uma sequéncia
infinita de numeros a,,, tratando-os como os coeficientes de uma série
de poténcias. Sendo uma distribuicao de graus pg, a fungao geradora
desta distribuigao go(z) ! é definida como:

90(2) = po + p12 + p22”° +p3z® + ... = Zpkzk (6.1)
k=0

(NEWMAN, 2010, p. 429). Aparentemente nao se vé o beneficio de
criar uma funcao geradora, mas ao longo deste capitulo o leitor deve
estar convencido de que é uma poderosa ferramenta.

10 subscrito 0 é porque hé mais funcées geradoras no trabalho e convém jé fazer
a distincao.
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6.2 NORMALIZACAO E MOMENTOS

Se a distribuicao de probabilidade é normalizada
gol)=> pp=1 . (6.2)
k=0

Pode-se obter o primeiro momento da uma distribuicao de graus deri-
vando a sua funcao geradora de modo que:

gh(2) = kpez"t (6.3)
k=0

g(1) =D ko= (k) . (6.4)
k=0

O segundo momento:

d ( dgo(z)\ _ o2k
i (z p = I;Jk Prz , (6.5)

(ij>290(z)

e de modo generalizado o [-ésimo momento:

gape

(NEWMAN, 2010, p. 433).

= (k% (6.6)

z=1

= (k') (6.7)

z=1

6.3 POTENCIAS DA FUNCAO GERADORA

Suponha m niimeros inteiros k;,7 = 1, 2, ..., m, 0 quais sao niimeros
aleatérios independentes retirados da distribuicao de graus p, com
funcdo geradora go(z). A probabilidade que eles tomem um conjunto
particular de valores {k;} é [];" px, e a probabilidade 7, que os valores
sorteados somem exatamente s é a soma dessas probabilidades sobre
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todos os conjuntos {k;} que somam s:

Te = Z Z o(s qu)Hpk, ; (6.8)
i=0

k1=0 i=0

onde d(a,b) é o delta de Kronecker.
A funcao geradora h(z) da distribuigdo ms é:

o0

IIEDIEPILL S illn
s=0  ky=0 km=0 i=0  i=0
-2 Z h Hpk

Z Z Zklzkz km Hp/ﬁ

(6.9)

kl 0 ,,L70
z Hpk [zzkpk]
k1=0 k-0
= [go(2)]™

Isso quer dizer que pode-se calcular a distribuicao de probabilidade da
soma dos graus de m vértices escolhidos aleatoriamente de uma rede,
dado uma funcao geradora da distribuicao de graus (NEWMAN, 2010, p.
434). Esta é uma propriedade relevante para uso no estudo das redes
e que serd explorada na se¢ao 6.6.

6.4 DISTRIBUICAO DE EXCESSO DE GRAU

Se um vértice é escolhido aleatoriamente e seguindo por uma
de suas arestas (assumindo que tenha pelo menos uma, claro) até um
novo vértice, qual a probabilidade deste novo vértice ter grau k? J&
foi discutido na se¢ao 2.2 na pégina 30 que um grafo nao direcionado
com m arestas possui duas extremidades para cada aresta, excluindo a
primeira escolhida, isto é 2m—1, a aresta tem probabilidade k/(2m—1)
de terminar em algum vértice de grau k. No limite de grafos de tamanho
grande, o qual m se torna grande (assumindo que a distribuigdo de
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grau e o grau médio se mantenham constantes) pode-se ignorar o —1 e
escrever apenas k/2m.

Dado que pi é a fracao total de vértices no grafo com grau k,
o numero total de destes vértices é np, e a probabilidade da aresta
terminar em qualquer vértice com grau k é:

k n
_— = 71{ = —_— .1
2m X Pk om Pk (ky 7 (6.10)

o qual foi usada a equagao (2.5).
A média do grau de um vizinho de um vértice é:

kpr _ (k%)
zk:k<k> = (6.11)

Pode-se demonstrar que a média do grau do vizinho é maior que a
média do grau do grafo (k) fazendo uma conta simples:
(k?) 1 2 2 oi
(k) = (BT = (k)7) = 2%
(k) (k) (k)

onde o7 ¢ a variancia da distribui¢do de grau que deve ser positiva ou
nula somente se todos os vértices possuem o mesmo grau. Portanto:

(6.12)

<<’f>> k>0 (6.13)

ou ainda:
~—L > (k) (6.14)

(NEWMAN, 2010, p. 447).

Isto demonstra o porque a maioria das pessoas tém menos ami-
gos em média do que os seus amigos tém, o chamado paradoxo das
amizades (FELD, 1991).

O numero de arestas fixado em um vértice, excluido aquele do
qual se chega é chamado excesso de graus de um vértice e é apenas
uma menos do total de graus. E possivel calcular a distribuicio de
probabilidade do excesso de grau utilizando a equagdo (6.11). A pro-
babilidade ¢; de ter um excesso de grau k é a probabilidade de ter grau
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total k + 1 e substituindo k¥ — k + 1 na equacéo (6.11):

(k +1)pr+1

%= (6.15)

Esta distribuicao é chamada de distribuicao de excesso de graus
e é a distribuigao de probabilidade do nimero de arestas fixadas a um
vértice quando este é alcangado seguindo uma de suas arestas (NEW-
MAN, 2010, p. 449).

6.5 FUNCAO GERADORA DO EXCESSO DE GRAUS

A funcao geradora do excesso de graus é simplesmente:

n(z)=> az® | (6.16)
k=0
basta substituir ¢ da equagdo (6.15) em g;(z). Rescreevendo:
1 (o)
91(z) = W Z(’f + Dpry12® (6.17)
k=0

e fazendo a substituigdo k+1 — k" e notando que a soma pode comegar
de zero sem mudar nada

1 S 1 -1 _ 1 !
91(z)=®kgokpk/zk —®go(2) , (6.18)

onde gj(z) é a derivada da fungao geradora da distribuigao de graus.
Como ¢{(1) = (k) (eq. 6.3), ainda pode-se escrever:

g1(z) = ; (6.19)

o que demonstra que tendo go(z) pode-se obter g, (z) diretamente (NEW-
MAN, 2010, p. 450).
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6.6 FUNCAO GERADORA PARA PEQUENOS CLUSTERS E METODO
DA CAVITACAO

Suponha que 74 seja a probabilidade de um vértice escolhido
aleatoriamente fazer parte de um cluster nao gigante de tamanho s. A
funcao geradora de 7, é:

ho(z) = mez® (6.20)

onde o minimo de s é um, pois um vértice sempre faz parte de um
cluster de tamanho um.

Para obter a expressao de 7 é preciso antes demonstrar que os
clusters nao gigantes de um grafo sdo arvores (veja segdo 2.4). Uma
arvore com s vértices possui s — 1 arestas. O ntmero total de lugares
onde seria possivel adicionar uma aresta extra ao componente é dado
pelo niimero de pares de vértices distintos menos o ntimero de pares ja
conectados:

s 1s(s—1)(s—2)! 1
—(s—1)=-——"2 _ "7 _(5—1)==[(s—1)(s—=2)]. (6.21
A probabilidade de dois vértices i e j estarem ligados, assumindo que

o grau de ambos é nao nulo, é dada por:

kik;  kiky
Dij = Gm-1) k) -1 (6.22)

Supondo que os vértices ¢ e j estao no mesmo cluster, a probabilidade
de uma aresta extra é (1/2)[(s — 1)(s — 2)]p;;. Assumindo que s cresce
mais devagar que /n como é provado na segdo 6.9, e que mantendo-se
a distribuicao pi constante no limite de n — oo a probabilidade dos
clusters ndo gigantes ndo serem arvores tende a zero (NEWMAN, 2010,
p. 457).

No processo de remover um vértice ¢ de uma arvore juntamente
com todas as suas arestas (fig. 17) o que se obtém sdo vérios clusters
nao conectados entre si. O tamanho do cluster original, o qual i faz
parte, é o tamanho dos clusters separados mais um, que é o vértice i.
Os vizinhos nl, n2, n3 e n4 estao conectados por uma das arestas do
vértice i, porém como a média de um grau vizinho é maior que a média
do grafo (veja secdo 6.4), os clusters nao estao distribuidos de acordo
com 7, mas sim por uma distribuicdo de probabilidade ps, que é a
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probabilidade de que um vértice no extremo de uma aresta pertenca a
um cluster pequeno de tamanho s depois que essa aresta é removida.

Figura 17 — Retirada de um vértice numa &arvore formando clusters
isolados

Um pequeno cluster, que no limite de redes grandes é uma &rvore. Retirando o
vértice i é obtido varios clusters isolados, o qual segue uma distribuicdo de
probabilidade ps.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o sofwate Gephi.

Admitindo que o vértice i do grafo original tenha grau k e apds
este vértice ter sido retirado a probabilidade que seus k vizinhos per-
tengam a pequenos clusters de tamanho s; é P(s|k), cuja soma total
dos pequenos clusters é igual a s. A probabilidade de i pertencer a um
pequeno cluster de tamanho s dado que ele possui grau k é denotado
por P(s—1|k). A probabilidade 75 que i pertenca a um pequeno cluster
de tamanho s é:

me=» peP(s—1[k) . (6.23)

Substituindo a equagdo (6.23) na equagao (6.20):

iika (s —1|k)z°

s=1k

zi ika (s — 1]k)z°~1

s=1k=0

(6.24)

Fazendo uma substituicao s’ = s —1

2=z ppy P(sk)z" (6.25)
k=0 s'=0

A expressao anterior pode ser reescrita em termos da probabilidade
ps utilizando o método da secao 6.3. O tamanho de pequenos clus-
ters s;,4 = 1,...,k sao numeros aleatdrios e independentes extraidos
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da distribuicao ps. Definindo a funcéo geradora para a distribuigao ps
como:

hi(z) = Z ps2® . (6.26)

A expressao 6.25 fica:

ho(z) = Zipk [ipszsr
k=0 s=0

= (6.27)
ho(z) = 2 pi[ha(2)]*
k=0

A funcdo geradora hi(z) ainda é desconhecida. Considerando nova-
mente a retirada de um vértice ¢ do grafo, qual é a probabilidade p;
que um vizinho de ¢ pertenca a um pequeno cluster de tamanho s?
Usando o método da cavitagdo que consiste em afirmar que no limite
de grafos de tamanho grande a retirada de um unico vértice nao afeta
significativamente a distribuicao de grau, portanto o grafo possui a
mesma distribuicao que antes da retirada, o que significa que se um
vizinho possui grau k a probabilidade ¢ pertencer a um pequeno clus-
ters de tamanho s é P(s — 1]k) como anteriormente. Porém o vizinho
nao segue a distribuicao pi e sim a distribuicao do excesso de grau g
definida na equagéo (6.15). Logo:

Ps = Z Qk'P(S - 1|k) ) (628)
k=0
substituindo na equagao (6.26)

hi(z) = i i qrP(s — 1]k)z° = ziqk 3 P(slk)z® . (6.29)

s=1k=0 s=0 k=

Mais uma vez usando as poténcias da fungao geradora pode-se escrever
a expressao em termos da probabilidade ps ou hi(z). Portanto:

hi(z) = = io an [i}pz] k (6.30)

hi(z) = zg1(h1(2))



65

Resolvendo o sistema abaixo, sabe-se my:
ho(2) = zgo(h1(2)) (6.31)

hi(z) = zg1(h1(2)) (6.32)
(NEWMAN, 2010, p. 460).

6.7 CLUSTER GIGANTE

Dado que ho(z) = Y oo, ms2%, onde 7 é a probabilidade de um
vértice escolhido aleatoriamente pertencer a um pequeno cluster de
tamanho s, ho(1) = > .2, 75 é a probabilidade total de um vértice es-
colhido aleatoriamente pertencer a um pequeno cluster. Vale notar que
diferentemente de go(1) = 1 e ¢g1(1) = 1, ho(1) ndo é necessariamente
um, pois pode haver um cluster gigante no grafo e alguns vértices néao
pertencerao a nenhum pequeno cluster, portanto Z;’il Tg Serda menor
que um. De fato ho(1) = > oo, s é a fragao de vértices que perten-
cem a pequenos cluster. Denotando S como a fracao de vértices de um
cluster gigante temos:

S:l—iwszl—ho(l) . (6.33)

Utilizando a equacdo (6.31):

S=1-go(h1(1)) , (6.34)
o valor de hy(1) pode ser obtido da equacao (6.32):

hi(1) = g1(ha(1)) . (6.35)

Utilizando uma notagao mais sucinta, escrevemos hi (1) = u e as equagoes
(6.34) e (6.35) ficam:
S=1-go(u) (6.36)

u=gi(u) . (6.37)

Neste caso u é um ponto fixo da funcdo g;1(z), isto é, um ponto onde a
funcao é igual ao seu préprio argumento. A fungao g;(z) sempre possui
o ponto fixo em u = 1, pois g;(1) = 1, mas a solugdo S — go(1)=0
mostra que nao hé um cluster gigante. Porém se hd um cluster gigante
entao deve haver um outro ponto fixo além de v = 1. A quantidade
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uw=hy(1) =Y o2, ps ¢ a probabilidade total de um vértice alcancado
por uma aresta pertencer a um pequeno cluster de qualquer tamanho ou
equivalente a probabilidade de ndo pertencer ao cluster gigante (NEW-
MAN, 2010, p. 462).

6.8 TAMANHO MEDIO DO CLUSTER O QUAL UM VERTICE ES-
COLHIDO ALEATORIAMENTE FAZ PARTE

Nesta segdo é calculado (r), definido como o tamanho médio do
cluster o qual um vértice escolhido aleatoriamente faz parte. Como os
clusters gigantes tém mais vértices, as chances de escolher vértices que
fazem parte dele é maior, portanto (r) diverge na transigao de fase e
é uma estimativa tendenciosa do tamanho médio real de um pequeno
cluster. O célculo de (r) é efetuado da seguinte forma:

<T> _ Ziil Iy — hé)(l) _ hﬁ(l) (6 38)
Yooam  1=8 go(w) '
onde foi usada a equagdo (6.36) na igualdade final. Diferenciando a
equagao (6.31):

ho(2) = go(h1(2)) + 295 (h1(2))h1 ()
= go(h1(2)) + 2g90(1)g1(h1(2))h) (2) (6.39)
ho(Z

==~ toOh(h)

o qual usa~se a equagdo (6.19) na segunda igualdade e as equagdes
(6.31) e (6.35) na terceira igualdade. Estabelecendo z = 1 e utilizando
a expressdo (6.33) junto com a notagéo hq(1) = u.

ho(1) = ho(1) + go(1)ha (1)A) (1)

—1— S+ gh(D)uhl(1) (6.40)

Diferenciando a equagao (6.32):

h1(2) = 91(h1(2)) + 291 (h(2)) b4 (2)

z 6.41
=M@ e (o4
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rearranjando os termos de h(z):

, hi(z
P - 29 () = "1
M) = i o
' (1= zg1(h1(2))
Novamente fixando z = 1 e empregando hq(1) = u:
W)= —2 6.43
combinando as equagoes (6.40) e (6.43):
h/ / u2
1)=1- 1)—————— A4
b(1) = 1= 8 + () o (6.44)
A equacao para (r) é:
go(1)u?
= LT g
1-8
go(L)u”
=1+ (6.45)
(1—=91(uw))(1 = 5)
/ 1 2
<7"> =14+ gO( )u

(1 —g1(u))go(u)

onde usa-se a equacdo (6.36). Um caso simples para a equagao (6.45)
é quando nao ha um cluster gigante, ou seja, S = 0 e por definicao
u = 1, portanto a equagao fica:

g0(1)
1—gi(1)

o qual usa-se que go(1) = 1. A equacdo (6.46) mede apenas o tamanho
médio de pequenos clusters para um vértice aleatorio, porém ela diverge
para g7 (1) = 1, exatamente onde hd um cluster gigante, ou seja hd uma
transicao de fase neste ponto.

(ry =1+ (6.46)
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6.9 TAMANHO MEDIO DE UM PEQUENO CLUSTER

Seja ng o numero de clusters de tamanho s, o niimero de vértices
que pertencem a clusters de tamanho s é sns e a probabilidade de
escolher um vértice que pertencente a um cluster deste tamanho é:

SNg

s = ) 6.47
my =2 (6.47)

onde n é o numero total de vétices. Denotando (s) como tamanho
médio de um pequeno cluster e usando a equagio (6.33):

o0 o o0 < 1_
<s>:Zs=15” _ MM S , (6.48)

Z?il s nZ _1Ts/$ EEL Ts/s

e para a soma que restou usa-se o seguinte artificio:

ho(z 1
d = s 7 dz = . 6.49
/0 2z = E T / z = . ( )

s=1
Pode-se obter ho(z)/z da equagao (6.39):
Z T @dz—gau) / () 24
0 dz
1-S u
:/ dh07<k>/ hadhy (6.50)
0 0
-5 — Ly
= 2 u s

onde é utilizado a equagodes (6.4) e (6.33). Portanto:

-8 2
W= T Ime T wejaos o O

Agora verifica-se a afirmagio para a equacgao (6.21) de considerar que os
pequenos clusters crescem mais devagar que /n é vdlida e ao contrdrio
da equacgao (6.45) que diverge no ponto criticoem S =0eu =1, a
equagdo (6.51) nao diverge, exceto para o caso particular (k) = 2.
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6.10 EQUACAO DO CLUSTER GIGANTE

Se um vértice que nao foi removido de uma rede fizer parte do
cluster gigante entao ele precisa estar ligado por algum de seus vizinhos
e de forma equivalente, se ele nao faz parte do cluster gigante, entao
nao pode estar ligado ao cluster gigante por nenhum de seus vizinhos.
Como definido anteriormente u é a probabilidade de um vértice nao
pertencer ao cluster gigante ligado por um vizinho particular, se ele
possui grau k entao a probabilidade total de nao pertencer ao cluster
gigante é u¥. E possivel entao calcular a média sobre a distribuicao
de probabilidade de graus p; e achar a probabilidade média de nao
pertencer ao cluster gigante, isto é:

> omut (6.52)
k=0

porém esta é a fungao geradora da distribuigio de graus go(u) e a proba-
bilidade média do grafo de pertencer ao cluster gigante é simplesmente
1—go(u). Mas esta é probabilidade média para vértices que nao foram
removidos, no caso da percolacao de sitios, obviamente os que foram re-
movidos nao fazem parte do cluster gigante. Entao a fracao de vértices
S no cluster gigante é igual a fragdo p de vértices ndao removidos vezes
a probabilidade 1 — go(u):

S=p(l—go(uw) , (6.53)

para o caso da percolacao de ligagao nao é necessério levar em conta
a fracao p de vértices, pois altera-se apenas as arestas e a fragao de
vértice B para percolagao de ligacao é:

B=1-go(u) . (6.54)

Para o calculo de u é preciso analisar duas possibilidades de nao estar
ligado ao cluster gigante. Supondo um vértice A, no primeiro caso este
vértice A ou a aresta em que chegamos a ele foi removido, ou seja, a
probabilidade de remoc¢ao de um vértice ou aresta é 1 — p. No segundo
caso A esta presente, isto é, um vértice ou aresta tem probabilidade p
de estar presente, porém nao faz parte do cluster gigante por nenhum
de seus vizinhos, considerando que A tenha k vizinhos, a probabilidade
de ndo estar ligado ao cluster gigante por nenhum dos vizinhos é u*.

Somando as duas probabilidade, a probabilidade total de que um vértice
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nio esteja ligado ao cluster gigante por A é 1 — p + pu®. Como A é
alcancado através de uma aresta, k neste caso é distribuido através
de excesso de grau definido na equagéo (6.15). Fazendo a média nesta
distribuigcao multiplicado pela probabilidade de que ele nao esteja ligado
ao cluster gigante por um vértice A, tem-se a probabilidade média de
u:

o0 o0
wu=Y g(l—p+pu*)=1-p+p> qu”
k=0 k=0

u=1—p+pg(u)

(6.55)

onde g;(u) é a funcdo geradora para o excesso de grau. As equagoes
(6.53) ou (6.54), dependendo do tipo de percolagio, e (6.55) dao a
solugao completa para o tamanho do cluster gigante em um grafo.
Graficamente é possivel achar a solu¢do do ponto critico da
transicdo de fase utilizando a equac@o (6.55). Para isso utiliza-se a
fungéo g; (u), multiplicado por p e somado a 1 — p. Isto é equivalente
a comprimir o grafico de g;(u) até que tenha altura p e deslocar para
cima a uma distancia 1 — p. Como mencionado, v é um ponto fixo e
para qualquer distribuicao de excesso de grau normalizada u = 1 sem-
pre serd um ponto fixo para o qual nao hé cluster gigante. Porém ha
outro ponto fixo nao trivial tal que ©v < 1. O ponto ou os pontos em
que a linha y = u cruza no gréafico resultante é a solugao da equacgao
(6.55). Quando p = p. ocorre que a equagao y(u) = 1 — p. + peg1(u)
tangencia a reta y = u e isso é 0 mesmo que escrever matematicamente:

% (1 —pe+ pcgl(U)) =1 . (6.56)

u=1

Efetuando-se a derivada e isolando p. o que se tem é:
1

91(1)

Usando a definigao da funcdo geradora ¢;(z) dada pela equagao (6.16)

Pe = (6.57)
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junto com a equagdo (6.15):

1 & 1 —
gi(1) =5 k(4 Dprar = 77 > (K — Dk'pe
&) 2 ) 2=
- - )~ (k) (6.58)
1 k=) — (k
= Kpr = ) kpp | = —
(S Em) -
portanto o ponto critico na percolagao é:
(k) (6.59)

Pe= 62y — (k)

Este resultado vale para qualquer rede conectada aleatoriamente, inde-
pendentemente da forma da distribuicao de conectividade (COHEN et
al, 2000).

6.11 CALCULO NUMERICO

O parametro de ordem usado para a transicdo de percolagao é
definido como o nimero de vértices pertencentes ao maior cluster da
rede dividido pelo total de vértices no grafo. Aqui usei a letra S para
a percolagao de sitios e B para a percolagao de ligacao.

Primeiramente usei o célculo numérico da equagao (6.55) e a
funcao geradora da distribuigdo de excesso de graus (eq. 6.17) do co-
nectoma para encontrar os pontos fixos e entdo substitui na equacao
(6.53) para a percolagdo de sitios (fig. 18) e na equagdo (6.54) para a
percolagao de ligagao (fig. 19) para obter onde o valor do cluster gi-
gante é nulo, isto é, o ponto critico. Em ambas as percolacoes o cluster
gigante s6 é nulo na origem, porém devido ao efeito de tamanho finito
o ponto critico é deslocado do ponto critico do limite termodinamico
(veja fig. 15), ou seja, é provavel que o pronto critico seja préximo da
origem, mas nao exatamente zero.
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Figura 18 — Célculo numérico da percolagao de sitios para o conectoma
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probabilidade de ocupagédo
Célculo numérico do sistema de equagoes 6.55 e 6.53 com a fungdo geradora da
distribuigdo de excesso de graus (eq. 6.17) do conectoma. Nota-se que o tamanho
do cluster gigante s6 é nulo para a probabilidade de ocupagao nula (insergao).
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

Figura 19 — Célculo numérico da percolacao de ligagdo para o conec-
toma

03 | B

0.2 gt 4

0.1 I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

probabilidade de ocupacgéo

Célculo numérico do sistema de equagoes 6.55 e 6.54 com a fungdo geradora da
distribuigdo de excesso de graus (eq. 6.17) do conectoma. Nota-se que o tamanho
do cluster gigante sé é nulo para a probabilidade de ocupagao nula.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

6.12 FSS NO CONECTOMA

Na se¢ao 5.1 foi discutido o método de FSS, o qual utiliza um
mesmo sistema com tamanhos finitos diferentes a fim de extrair os ex-
poentes criticos de uma transicao de fase de segunda ordem. Neste



73

trabalho algo semelhante foi feito, porém néo é possivel reproduzir
uma rede experimental para tamanhos diferentes, o que pode ser feito
é utilizar um grupo de renormalizagao geométrica, utilizando alguma
invariancia da rede sob uma mudanca de escala para obter um grafo de
tamanho menor (GARCIA-PEREZ; BOGUNA; SERRANO, 2018). Porém
neste trabalho usei uma abordagem mais simples do que a teoria de
grupos de renormalizacao. Para obter uma rede com tamanho menor
utilizei recortes do conectoma nos eixos cartesianos da figura 7, ob-
tendo subgrafos com 80%, 50% e 30% do nimero de vértices originais.
Os cortes foram feitos nos eixos x, y e z. Em cada eixo eu encontro
as extremidades projetadas do conectoma e entao calculo o centro das
projecoes. A partir destes centros em cada eixo, vou variando o corte
para um dos lados até obter a quantidade de vértices que gostaria. Por
exemplo, 30% do ntimero de vértices originais do conectoma é 299, na
figura 20 o corte foi feito no eixo y e variando a partir do centro este
corte para a esquerda até obter exatamente 299 vértices eu criei uma
sub-rede representada pelos circulos, novamente a partir do centro vari-
ando o corte para a direita eu criei uma sub-rede com o mesmo nimero
de vértices representada pelos asteriscos. O mesmo ¢ feito nos outros
dois eixos, criando 6 sub-redes com o mesmo tamanho, totalizando 18
sub-redes, 6 com 299 vértices, 6 com 499 vértices e 6 com 799 vértices.
Porém, este processo nao permite uma sub-rede com o mesmo nimero
de arestas.

Figura 20 — Corte no eixo y do conectoma obtendo duas sub-redes com
30% de vértices do original

sub-rede com 30% de vértices Esquerdo = =
sub-rede com 30% de vértices Direito o o

A partir do centro da projegao do eixo y, eu variei este valor para a esquerda até
obter uma rede com exatamente 299 vértices (30% do original) mostrado pelos
circulos. Depois a partir do centro novamente variei o valor para a direita até o

obter uma rede com o mesmo niumero de vértices, mostrado pelos asteriscos. Este

é um exemplo de duas sub-redes com 30% dos vértices do original obtida fazendo

um corte no eixo y, o mesmo processo é feito nos outro eixos, obtendo 6 sub-redes

com o mesmo numero de vértices. As cores sdo para ajudar a visualizar o valor da
componente z dos vértices.
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.
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6.13 SIMULACAO NO CONECTOMA

Para as simular a retirada de vértices ou arestas na percolagao
utilizei um processo inverso, o qual é mais eficiente computacional-
mente (NEWMAN; STROGATZ; WATTS, 2001). No inicio o que temos é
uma rede vazia sem vértices ou arestas ocupadas, entao sao adiciona-
dos aleatoriamente os vértices ou arestas (dependendo da percolagao)
e monitora-se a evolugdo do maior cluster da rede. As percolacoes de
sitio e de ligacao foram medidas de formas diferentes. Para a percolagao
de sitios o maior cluster da rede foi medido como Z(p) em fungao da
probabilidade de ocupagao p = i/n onde ¢ indica o nimero de vértices
que sao ocupados na evolugao da simulagao. Foram feitos 1000 proces-
sos independentes para cada rede, totalizando em ) = 6000 simulagoes
para cada tamanho e estimado o valor de S(p) como:

Q
S0 = 25 Y20 (6.60)

e a susceptibilidade da percolagao de sitios xs(p):

(1/n*Q) X2, Zy(p) Zy(p) — [S(p))?
xs(p) =n 50) : (6.61)

Z4(p) é o maior cluster observado durante a g-ésima simulacdo quando
a probabilidade de ocupacao é p.

Para a percolacao de ligagao o maior cluster da rede, Z,., foi
medido nao em funcao de p, mas da quantidade de arestas r ocupadas.
Isto porque as sub-redes possuem diferentes quantidade de arestas como
ja mencionado e para se obter a média foi necessario que todas as
simulagOes estivessem no mesmo intervalo, pois se utilizasse p = i/m,
sendo ¢ o numero de arestas que sao ocupados na evolugao da simulagao,
as sub-redes com mais arestas possuiriam mais pontos, dificultando
obter a média. Como cada aresta é ocupada com probabilidade p, a
probabilidade que exatamente r arestas estao ocupadas é dado por uma
distribuigdo binomial (NEWMAN, 2010, p. 617). Foram feitas Q = 50
processo independentes para cada sub-rede e @ > 200 para o conectoma
original. O nuimero de simulagoes na percolagao de ligacao é menor
que o da percolagao de sitio por demandar mais tempo de computagao,
isto é, na percolagao de ligacao é preciso adicionar em cada simulagao
da rede original 17865 arestas, comparado com a percolacao de sitios
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que é necessario adicionar apenas 998 vértices em cada simulacao da
rede original. A média do maior cluster para cada rede com r arestas
ocupadas, Z,, é:

_ 1 Q
Zy=—=> 78 (6.62)
Q=

Z{1 indica o maior tamanho de cluster observado na rede ou sub-rede
durante a g-ésima simulagdo quando r arestas estdo ocupadas. Z(p) é
entao:

m m

20 =Y 0z =3 (")ra-anz o 6w

r=0 r=0

por fim a média das 6 sub-redes (para o conectoma original nao foi
necessario a soma, apenas a divisdo pelo nimero de vértices):

B(p) = — Z Zip) (6.64)

Z;(p) indica o maior tamanho de cluster observado na média das sub-
redes durante a g-ésima simulagao quando a probabilidade de ocupacgao
é p. A susceptibilidade da percolagao de ligacdo xp foi medida utili-
zando as etapas:

m

m
— m s S
200 =Y 072, =Y (M) 0077 6
r=0

r=0

e para as sub-redes (para a rede original nao foi feita a soma abaixo):

. (1/n*) 2 (p) — [Zi(p) /0]
z:: 2 . (6.66)

1
xB(p) = 8 1 @)

q

A simulagdo também monitora o tamanho médio dos clusters iso-
lados, isto é, a média de todos os clusters exceto o maior deles, denotado
por (s) e (b) para as percolagoes de sitio e de ligagao respectivamente.

Na figura 21 e na figura 22 é mostrada a rede original junto com
as médias de todas as simulacGes para as redes parciais do parametro
de ordem S e B e a susceptibilidade em funcao da probabilidade de
percolagao p para a percolagao de sitios e para percolacao de ligacao
respectivamente. E possivel observar a tendéncia das flutuacoes, tra-
duzidas na susceptibilidade x, de crescer no ponto critico, ou seja, no
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limite termodinamico ela deve divergir com uma lei de poténcia. Nos
graficos também é possivel ver que o parametro de ordem aproxima-se
de zero a medida que a rede cresce, basta observar a tendéncia das cur-
vas de se inclinar mais no ponto de transigao e no limite termodindmico
tem-se S(p <p.) =0, S(p>p.) >0, Blp<p.)=0e B(p>p.) >0.

Figura 21 — Parametro de ordem o e susceptibilidade em funcao de p

para percolacao de sitios
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No grafico as médias da susceptibilidades e do pardmetro de ordem da percolagio
em fungdo de p para as sub-redes e o conectoma. Na insercdo é possivel notar que
as curvas de S(p) tendem a se inclinar mais a media que a rede é maior, tendo no
limite termodinamico S(p < p.) =0 e S(p > pc) > 0. Também observa-se a
tendéncia das flutuagdes mostradas pela varidvel x(p) de crescer no ponto critico
para as redes maiores, tendo no limite termodinamico x(p = p.) — oo.
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.
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Figura 22 — Parametro de ordem e susceptibilidade em funcao de p para
percolagao de ligacao

8 [ T T T T T T T T T ]
75 k¢ i
7F: 8 :
65| . 6 -
6r% X conectoma - > 4 7
55~ X80% - 2 T
5r8 X50% o .
= 451 % X30% - 0° .
g 4 —‘i% B conectoma o -
3.5 [ B80% = 4
3L B50% |
s [ B30% - i
2 +5% .
1.5 25 -

3

o
owur
T
%

1=}
> R

0.3 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
probabilidade de ocupacao

No grafico as médias da susceptibilidades e do pardmetro de ordem de percolagdo

de ligacao em func¢do de p para o conectoma e as sub-redes. Nota-se que as curvas
de B(p) tendem a se inclinar mais a media que a rede é maior, tendo no limite

termodinamico B(p < p.) = 0 e B(p > pc) > 0. Também observa-se a tendéncia de

X (p) crescer para as redes maiores, tendo no limite termodindmico x(p = p.) — oo.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.
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Para se obter uma estimativa do expoente critico do compri-
mento de correlagao usa-se o ponto de x maximo para cada rede e
com os pontos constréi-se em um grafico log-log o pseudo ponto critico
pe(IN) para cada tamanho de rede menos o ponto critico p. no limite
termodindmico versus o tamanho de rede N (RADICCHI; CASTELLANO,
2015).

Usando um ajuste da funcao gaussiana no ponto maximo de x
para cada tamanho de rede (figs. 23 e 24) e utilizando a média da
gaussiana como o pseudo ponto critico associado com desvio padrao
(barras de erro nas figuras 25 e 26), sendo o ponto critico no limite ter-
modinamico como zero dado pelo calculo numérico das equagoes (6.55),
(6.53) e (6.54), mesmo que a equagao (6.59) apresente outro valor, o
segundo momento de uma rede finita nao diverge embora seja um valor
grande (NEWMAN, 2010, p. 259), aqui o valor do segundo momento
do conectoma (k%) = 1536.3 é tratado como infinito e portanto pela
equagao (6.59) p. = 0, porém p. no limite termodindmico é desconhe-
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cido e o valor p. = 0 é apenas uma aproximagao.

Figura 23 — Ajuste de fungbes gaussiana para as susceptibilidades de
percolagao de sitios
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Fungdo gaussiana ajustada para ter o pseudo ponto critico p.(N) como a média da
funcdo ajustada e o erro associado como o desvio padrdo o (barras de erro na
figura 26). As cores sdo as mesmas da figura 21.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

Figura 24 — Ajuste de fungoes gaussiana para as susceptibilidades de
percolagao de ligacao
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Fungdo gaussiana ajustada para ter o pseudo ponto critico p.(N) como a média da
funcdo ajustada e o erro associado como o desvio padrdo o (barras de erro na
figura 26. As cores sdo as mesmas da figura 22.
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot

Para a percolagao de sitios o expoente critico do comprimento
de correlagao encontrado foi 1/v = 0.28 + 0.06 (fig. 25) e para a per-
colagao de ligacao 1/v = 0.27+0.03 (fig. 26), ou seja um valor préximo
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a v ~ 3, expoente critico do comprimento de correlacao para uma rede
livre de escala com A > 4 (COHEN; BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2002). Os
valores sao apenas aproximacoes dos reais valores, sendo p. no limite
termodinamico, utilizado para a estimativa do expoente critico do com-
primento de correlagao, desconhecido.

Para descobrir o expoente critico do parametro de ordem é de-
senhado em um grafico log-log o valor do parametro no pseudo ponto
critico versus o tamanho da rede N (RADICCHI; CASTELLANO, 2015),
no caso S(p:(N)) e B(p.(N)) (figuras 27 e 28).

Para a percolagao de sitios 8/v = 0.46+0.09 e para a percolacao
de ligacao /v = 0.49 £ 0.22. Isso mostra que o decaimento pode ser
B ~ 1, expoente critico de percolacdo de campo médio, que pode ser
obtido exatamente numa rede de Bethe (STAUFFER e AHARONY, 1991,
p. 31) ou uma rede livre de escala com A > 4 (COHEN; BEN-AVRAHAM,;
HAVLIN, 2002), embora seja dificil de confirmar devido ao erros serem
muito grandes.

Figura 25 — Gréfico log-log p.(N) — p. versus tamanho da rede N para

percolagao de sitios
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Utilizando o ponto critico do limite termodindmico p. = 0, uma aproximagao dada
pelo célculo numérico da equag@o do cluster gigante e p.(IN) como a média de
uma fungdo gaussiana ajustada no ponto maximo de x para cada média de
tamanho de rede e o erro como o desvio padrdo da mesma fungdo gaussiana (fig.
23) estimei o expoente critico do comprimento de correlagdo para a percolagao de
sitios igual a 1/v = 0.28 & 0.06.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

Podemos multiplicar a equacao 6.54 por p e recuperamos a equagao
6.53, isto é, os parametro de ordem B e S estao relacionados por:

S=pB (6.67)
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Figura 26 — Gréfico log-log p.(N) — p. versus tamanho da rede N para

percolagao de ligacao
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N
Utilizando o ponto critico do limite termodinamico p. = 0, uma aproximagao dada
pelo cdlculo numérico da equagdo do cluster gigante e p.(IN) como a média de
uma func¢do gaussiana ajustada no ponto maximo de x para cada média de
tamanho de rede e o erro como o desvio padrdo da mesma fungdo gaussiana (fig.
24) estimei o expoente critico do comprimento de correlagao para a percolacgao de
ligagdo igual a 1/v = 0.27 £ 0.03.
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

Figura 27 — Gréfico log-log do parametro de ordem no pseudo-ponto
critico S(p.(N)) versus o tamanho da rede N
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Usando o valor de S(pc(N)) para cada tamanho de rede no pseudo ponto critico
pe(IV) o expoente critico do pardmetro de ordem /v = 0.46 4+ 0.09 para a
percolagao de sitios.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

o qual demonstra que a percolagao de sitios e de ligacao sao linearmente
proporcionais, porém esta equacao é valida apenas para o limite em
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Figura 28 — Grafico log-log do pardmetro de ordem no pseudo-ponto
critico B(p.(N)) versus o tamanho da rede N
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Usando o valor de B(p:(NN)) para cada tamanho de rede no pseudo ponto critico
pe(IN) o expoente critico do pardmetro de ordem para a percolagdo de ligagdo
B/v = 0.49 £ 0.22, muito préximo da percolacao de sitios.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

que que os clusters nao gigantes de um grafo sdo arvores (RADICCHI;
CASTELLANO, 2015). Como no ponto critico os pardmetros de ordem
de percolagio se comportam da forma S ~ (p— p.)? para a percolacio
de sitio e B ~ (p — p.)? para a percolacio de ligagio, a partir da
equacio (6.67) podemos escrever (p — p.)% ~ p(p — p.)? e se o valor
critico é estritamente nao nulo, os expoentes criticos da percolagao de
sitios e da percolagao de ligacao sao iguais. Porém para o caso de
pe =0, pPs ~ pPrtl isto é, By = By + 1. Na figura 29 fiz um gréfico do
parametro de ordem S e do pardmetro de ordem B multiplicada por
p, verificando que a equacdo (6.67) se sustenta e como os expoentes
criticos encontrados nos dois tipos de percolagao sao praticamente os
mesmos, pode-se dizer que o ponto critico é préximo de zero, mas nao
nulo.

Futuramente utilizando técnicas mais sofisticadas pretendo en-
contrar o real valor do ponto critico no limite termodinamico e por sua
vez estimar os reais valores dos expoentes criticos de comprimento de
correlagao e do parametro de ordem.
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Figura 29 — Relagao entre as parametro de ordem da percolacao de sitio
e de ligacao
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No gréfico a percolagdo de sitios (linha sélida) e a percolacao de ligagao
multiplicada pela probabilidade de ocupagao p (linha pontilhada).
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

Além da percolacao com a retirada aleatdria dos vértices e ares-
tas, outro tipo percolagao simulada foi o ataque, o qual os vértices com
maior grau sao primeiramente retirados, se mais vértices possuem o
mesmo grau entao escolhe-se aleatoriamente um deles para se retirar
primeiro. O processo utilizado para a simulacao foi a mesma da per-
colagao de sitios, tendo no inicio uma rede vazia, porém desta vez os
vértices nao sao adicionados aleatoriamente, mas numa ordem crescente
de graus. Na figura 30 pode-se observar que o ataque é mais efetivo
em quebrar a rede comparando com a retirada aleatéria dos vértices.
Na percolacdo com remocao aleatdria é preciso que se retire quase 97%
(sendo o ponto critico do conectoma p. = 0.03) dos vértices para que-
brar a rede original em clusters isolados, enquanto que no ataque é
necessério retirar 65% (p. = 0.35) dos vértices com maior grau da rede
original, mas este resultado demonstra que o conectoma é ainda muito
robusto ao ataque devido a rede ser de 'mundo pequeno’ se comparado
as redes livres de escala (ACHARD et al, 2006). Optou-se por usar o
tamanho médio dos clusters isolados, definido como a média de todos
os clusters exceto o maior deles (ALBERT; BARABASI; JEONG, 2000),
para demonstrar a transicao de fase pelo menor nivel de flutuagao dos
valores médios.

E a dltima simulacao de percolagao foi um tipo de ataque usando
o mesmo procedimento da percolacao de ligagao no entanto retira-se
primeiro as arestas com maior peso. Esta simulagao mostra que o ponto
critico decresce, enquanto que na percolagao de ligagao com remogao
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Figura 30 — Ataque no conectoma
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No gréfico o parametro de ordem S e o tamanho médio dos clusters isolados (s) ,
definido como a média de todos os clusters exceto o maior deles em fungao de p,
porém os vértices de maior grau sdo retirados primeiramente. Em comparagao
com a percolagdo com remocao aleatoria, p. do ataque é maior, sendo que na
primeira é preciso que se retire quase 97% (p. = 0.03) dos vértices do conectoma e
no ataque é necessdrio retirar 65% dos vértices com maior grau.
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

aleatéria p. ~ 0.030 para a rede original, no ataque as arestas p. =
0.016 (fig. 31). Novamente optou-se por usar o tamanho médio dos
clusters isolados pelo mesmo motivo do ataque na percolacao de sitios.
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Figura 31 — Ataque de arestas no conectoma
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No grafico as pardmetro de ordem e o tamanho médio dos clusters isolados (b),
definido como a média de todos os clusters exceto o maior deles em fungao de p.
No ataque as arestas de maior peso sdo retirados primeiramente. Opondo a
percolagao com remocao aleatdria de arestas, o qual p. =~ 0.030, no ataque
pe = 0.016.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.
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7 MODELO DE LIMIAR LINEAR

Neste capitulo apresento outra parte da pesquisa, descrevendo
um modelo simples para simular uma difusao na rede. A proposta
de usar o modelo é baseado na ideia de Alan Turing (TURING, 1950).
Em 1950 o cientista da computagao escreveu a possibilidade de ”in-
jetar”uma ideia em uma méaquina com inteligéncia e ela responder de
alguma maneira e retornar a quiescéncia. Ele associa o evento a uma
pilha de blocos de material radioativo, o qual a ideia injetada seria
um néutron atingindo a pilha. O néutron causa uma perturbagao que
eventualmente se desfaz e se o tamanho do aglomerado é aumentado
até uma massa critica, a perturbacao causada pelo néutron vai causar
uma reagao em cadeia até destruir a pilha. Correspondendo a esta ana-
logia da pilha de blocos de material radioativo, a maioria das mentes
humanas parecem ser ”subcriticas”e uma ideia apresentada para estas
mentes vai, em média, dar origem a menos de uma ideia como resposta.
Mentes supercriticas por outro lado, com uma ideia apresentada, po-
dem dar origem a uma teoria inteira consistindo de muitas ideias.

O modelo de limiar linear (LTM, do inglés Linear Threshold Mo-
del) foi inicialmente proposto pelo sociélogo Mark Granovetter, o qual
um agente adota um estado dependendo da proporcao dos estados de
seus vizinhos, podendo ser aplicado para difusao de inovagoes, disse-
minagao de rumores e doengas, adogao de greves, decisao de voto, mi-
gragao entre outros (GRANOVETTER, 1978). Aqui, como no trabalho
de MISIC et al (2015), o LTM foi utilizado para descrever uma di-
fusao no cérebro, o qual uma perturbacao se espalha dependendo da
proporgao de vizinhos que também foram perturbados. O que é feito
é ativar o sistema em um unico vértice e ver se a rede se ativa, como
a ideia injetada descrita por Turing. A ativagao feita na matriz do co-
nectoma é caracterizada pela varidvel de estado v que pode estar ativo
(1) ou inativo (0) para cada vértice em um tempo discreto ¢, isto é,
v;(t) = {0,1}. Uma vez que o vértice adota um estado ativo ele nao
volta para estado inativo. Para ¢ = 0 toda a rede se encontra inativa,
exceto por um vértice escolhido aleatoriamente que inicia com o estado
ativo, chamado de semente. A rede possui atualizagdo sincrona, isto
é, todos os estados sao atualizados simultaneamente de acordo com as
equagoes abaixo:
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1 sebky, < > v,(t)
v(t+1) = JEN; (7.1)
0 outro caso

onde k,,, representa o grau ponderado do vértice ¢, isto é, a soma de
todos pesos das arestas que ligam o vértice ¢, IV; é o conjunto de vizinhos
de i e 6 é um parametro do modelo que controla o limiar necesséario de
vizinhos ativos para que o vértice i seja ativado. Diferentemente do
trabalho de MISIC et al (2015), o qual o parametro 6 é mantido fixo
para um valor em que qualquer semente sempre ative toda a rede, pois
0 que se procura ¢é o tempo de adocao para um vértice se ativar, aqui
eu vario o . Uma tnica semente pode ativar o sistema inteiro ou entao
limitar-se a apenas perturbar os primeiros vizinhos, o que de alguma
forma parece ser uma transicao de primeira ordem, porém, tomando a
média de varias simulagoes independentes, com as sementes escolhidas
aleatoriamente, e variando o 6 é possivel ver uma transicao de fase de
segunda ordem, o qual média das flutuacoes é aumentada no ponto
critico. Para cada semente é medida a densidade de sitios D ativados
apds um tempo méaximo (T'mazx) para que a difusdo possa se propagar
por toda a rede:

1 n
— g vi(Tmazx) (7.2)
n =0

onde v;(T'mazx) é o estado do vértice ¢ no tempo méximo da duragao
da simulacao e n é o numero total de vértices. O parametro de ordem
A neste caso é a média da densidade de sitios das () simulagbes com
sementes escolhidas aleatoriamente:

Ly
--S"D; (7.3)
Qi:O

onde D; é a densidade de sitios ativados na i-ésima simulagdo. As
flutuacoes sao medidas como a susceptibilidade dada por:

— n(l/Q) Z?:o A A — <A>2
(4)

; (7.4)

o qual sempre diverge no ponto critico para processos de contato (FER-
REIRA; CASTELLANO; PASTOR-SATORRAS, 2012).

Como descrito no capitulo 5 é preciso utilizar mais de uma rede
com tamanhos diferentes para se detectar a transicao de fase de segunda
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ordem. Usando as redes descritas nas se¢ao 6.12 e tomando a média do
parametro de ordem e da susceptibilidade das sub-redes com o mesmo
numero de vértices é possivel caracterizar a transicao. Neste estudo,
utilizei Q=2000 sementes escolhidas aleatoriamente. Na figura 32 ve-
mos que o parametro de ordem vai assintoticamente a zero préximo ao
ponto critico a medida que a rede é maior, melhor visualizado na figura
33 como sendo 0, ~ 5. J4 a susceptibilidade, que mede as flutuagoes

Figura 32 — Parametro de ordem do modelo LTM em funcao de 6
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No grafico o parametro de ordem do modelo LTM para o conectoma e as sub-redes
descritas na segdo 6.12. As linhas sdo apenas um guia para a melhor visualizacao.
Pode-se observar o parametro indo assintoticamente a zero no ponto critico a
medida que a rede cresce. O erro associado é dado pelo desvio padrao, mostrado
apenas para a sub-rede com 50% dos vértices originais.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

do sistema, mostradas na figura 33, cresce no ponto critico 6. =~ 5, o
qual deve divergir no limite termodinamico.

Utilizando o pseudo ponto critico 6.(NN) como sendo a média de
um ajuste da funcdo gaussiana (figura 33) e o ponto critico no limite
termodinamico 6. como o pseudo ponto critico da maior rede, neste caso
o conectoma original. Usando o pseudo ponto cr obtive uma estimativo
de expoente critico do comprimento de correlagao 1/v = 1.55 + 0.48
exibido na figura 34, isto é v esta entre o expoente de correlagao espacial
da percolacao direcionada com dimensao 2 (1/v = 1.3636(33)) e com
dimensédo 3 (1/v = 1.71(0)) (HENKEL; HIRINCHSEN; LUBECK, 2008, p.
159).

Utilizando o valor de A no pseudo ponto critico e fazendo um
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Figura 33 — Susceptibilidade do modelo LTM em fungao de 6 e ajuste
de uma fungao gaussiana
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No gréafico a susceptibilidade do pardmetro de ordem do modelo LTM para o
conectoma e as sub-redes descritas na secao 6.12. A susceptibilidade é a varidvel
que mede as flutuagdes que divergem assintoticamente no ponto critico a medida

que a rede cresce.
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

grafico log-log em funcdo do tamanho da rede obtive o expoente critico
do parametro de ordem, mostrado na figura 35, sendo 8 = 0.059, muito
longe do expoente critico da percolagao direcionada para qualquer di-
mensao (5 = 0.276486(8) para dimensao 1, § = 5834(30) para dimenséo
2 e 8 =10.813(9) para dimensao 3).

O modelo apresentou uma transicao da fase de segunda ordem
tendo um ponto critico 6, ~ 5. Uma pergunta que poderia ser feita é se
o valor deste ponto critico ou os expoentes criticos da transigao de fase,
mudam para diferentes cérebros, podendo classificd-los em subcritico
ou supercritico ou entao se é diferente para cérebros saudaveis ou do-
entes, podendo ser parametros para diagnosticar alguma doenca? Para
responder esta pergunta é necessario ter varias redes obtidas da mesma
forma do conectoma, com pacientes doentes e grupos de controle para
entao simular o LTM e verificar a hipotese.
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Figura 34 — Grafico log-log 0.(N) — 0. versus tamanho da rede N para
o modelo LTM
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No gréafico temos uma estimativa do expoente de comprimento de correlagao
1/v = 1.55 £ 0.48, sendo 0.(N) o pseudo ponto critico no modelo LTM como a
média de uma func¢ao gaussiana ajustada no ponto maximo da susceptibilidade do
parametro de ordem (figura 33) e o ponto critico 0. no limite termodindmico como
o pseudo ponto critico para a maior rede, neste caso o conectoma original.
Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.

Figura 35 — Graéfico log-log do parametro de ordem no pseudo-ponto
critico A(0.(N)) versus o tamanho da rede N
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Usando o valor de A(f.(N)) para cada tamanho de rede no pseudo ponto critico
0.(N) o expoente critico do pardmetro de ordem para a percolagdo de ligacdo
B/v =0.092 £ 0.018.

Fonte: Imagem criada pelo autor com o software gnuplot.
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8 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho contém nogoes da teoria dos grafos e visava apre-
sentar simulagoes em uma rede estrutural do cérebro saudavel originada
experimentalmente através de técnicas nao evasivas de imagem. Nesta
dissertagao mostrei que o conectoma nao pode ser modelado por uma
rede aleatdria e que estd mais préximo de ser modelado por uma rede
livre de escala. Através das simulacoes das percolacoes e da teoria de
transicao de fase abordadas, e embora nao usei a teoria de grupos de
renormalizagao para utilizar a técnica do FSS com rigor, os resultado
convergem para expoentes criticos de uma rede livre de escala com
A > 4, pois como apresentado no capitulo 6 o que se encontrou para
os dois tipos de percolacao foi um valor de expoente critico do compri-
mento de correlagao v ~ 3 e expoente critico do parametro de ordem
B ~ 1 (COHEN; BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2002). Como os expoentes
sao0 os mesmos para as duas percolagoes, caso o ponto critico no limite
termodinamico fosse estritamente nulo haveria uma quebra da univer-
salidade da percolacio de ligagao e de sitios (RADICCHI; CASTELLANO,
2015) e também as redes livres de escala com A > 4 possuem ponto
critico nao nulo, o qual chega-se a conclusao que o ponto critico do
conectoma no limite termodinamico deve ser préximo, mas nao exa-
tamente zero. Como foi usando p. = 0 para o valor do ponto critico
no limite termodinamico a fim de obter os expoentes criticos de com-
primento de correlagao, é necesséario realizar novos calculos para obter
os expoentes de forma mais precisa além do real valor do ponto critico
no limite termodinamico. A simulacdo do ataque de vértices também
revelou que o conectoma é robusto nao s6 para a retirada aleatdria
dos vértices e arestas, tendo que retirar mais de 90% dos elementos da
rede para quebra-la, mas também, se comparado com as redes livre de
escala, para a retirada dos vértices de maior grau, sendo necesséario a
retirada de 65% desses vértices para que o grafo sinta os efeitos, resul-
tado devido a rede ser de 'mundo pequeno’ (ACHARD et al, 2006). Um
resultado interessante foi o ataque a arestas de maior peso, diminuindo
o ponto critico da probabilidade de ocupacao, sendo que na remogao
de arestas aleatorias p. ~ 0.030 quando que no ataque p. = 0.016.

Na outra parte do trabalho, usando o modelo de limiar linear
foi possivel verificar uma transicao também de segunda ordem, com o
parametro de ordem indo assintoticamente a zero a medida que a rede
cresce e as flutuagoes do sistema divergindo no ponto critico 6, ~ 5 e
com expoente critico de comprimento de correlacao v ~ 0.645, que esta
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entre os expoentes de correlagao espacial da percolagao direcionada com
dimensdo 2 e com dimensdo 3 (HENKEL; HIRINCHSEN; LUBECK, 2008,
p. 159), porém o expoente critico do pardmetro de ordem obtido foi
B =~ 0.059, muito longe do expoente critico da percolagao direcionada
para qualquer dimensao. Uma pesquisa que pode ser realizada é cons-
truir redes similares ao conectoma de individuos saudaveis e doentes
e verificar como o valor do ponto critico e dos expoentes criticos na
transicao de fase variam, tendo a possibilidade de diagnosticar uma
doenca através do pardmetro 8. ou dos expoentes criticos da transicao
de fase de segunda ordem.

O que pretendo para trabalhos posteriores é obter por meio de
um célculo direto o valor dos expoentes criticos de comprimento de
correlacao v das percolacoes além do real valor do ponto critico p. no
limite termodinamico. E usando um grupo de renormalizacao
geométrico (GARCIA-PEREZ; BOGUNA; SERRANO, 2018) para reduzir a
rede o FSS sera feito de forma mais precisa, tendo estimativas dos
expoentes criticos para os dois estudos de forma rigorosa.
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