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Resumo da Tese apresentada a UFSC como parte dos requisitos necessarios
para a obtenc¢do do grau de Doutor em Fisica

Equacoes de estado para supernovas e estrelas de
néutrons

Guilherme Grams

Orientadora: Débora Peres Menezes, Dra.

FSC/UFSC.

Area de Concentracdo: Fisica nuclear e de hadrons.
Palavras-chave: Equacdo de estado, supernova, estrela de néutrons.

Nesta tese sdo mostradas duas equagdes de estado (EoS) nucleares para
aplicacdo em objetos estelares compactos. Primeiramente apresentamos
uma EoS para simulagdes de supernovas baseada no modelo da gota liquida
modificada com forcas de Skyrme. Para essa EoS foi criado um formalismo
que possibilita a construcdo de uma distribuicdo nuclear associada a
qualquer EoS a temperatura finita. Além disso, exploramos o efeito da
inclusdo de efeitos de camada, e consideramos modelos microscépicos que
descrevem as massa nucleares, durante a trajetéria do colapso de uma
supernova. Apresentamos nos capitulos subsequentes uma equacdo de
estado (EOS) para estrelas de néutrons. Tratamos a matéria homogénea feita
de nucleons usando um modelo de acoplamento de mésons e quarks, o
quark-meson-coupling (QMC). Mostramos uma tabela com uma variedade
de quantidades termodinamicas, as quais cobrem os valores de fracdo de
prétons  Yp =0 - 0.65 com o espacamento linear A Yp = 0.01 (66 pontos) e
os valores de densidade ps =10" - 10 g.cm™ com o espagamento
logaritmico A logy ps/[g.cm®]) = 0.1 (21 pontos). Além de um trabalho
preliminar que foi realizado a temperatura zero com o0s nossos resultados
comparados com

as equagoOes de estado usadas e ja disponiveis na literatura, acrescentamos
no modelo uma interacdo entre os mésons ® - p, e verificamos que essa
modificagdo diminui o valor do slope da energia de simetria e
consequentemente o raio da estrela de néutrons de 1.4 massas solares. Para
a EoS com o modelo QMC foi investigado a presenca da fase pasta na
regido de baixas densidades, analisamos as estruturas presentes a fracdo de
prétons fixa e em equilibrio beta, assim como o efeito da fase pasta nas
estrelas de néutrons.
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In this thesis two nuclear equations of state (EoS) for possible use in core-
collapse supernova simulations are presented. First, we show an EoS based
on a modified liquid-drop model with Skyrme interactions. For this EoS we
create a formalism in which one can construct a nuclear distribution
associated to any finite temperature EoS. Also, we explore the effect of
including shell structure, and consider microscopic models which describe
the nuclear masses, during the supernova collapse. We show in the
following chapters an EoS for neutron stars. We treat uniform matter made
of nucleons using the quark-meson coupling (QMC) model. We display a
table with a variety of thermodynamic quantities, which covers the proton
fraction range Yp = 0 - 0.65 with the linear grid spacing A Y = 0.01 (66
points) and the density range ps =10"~ 10'® g.cm™ with the logarithmic grid
spacing A logi, ps/[g.cm™]) = 0.1 (21 points). Besides the preliminary
work, which was performed at zero temperature and compared with some of
the widely used EoSs already available in the literature, we also added in
the model an interaction between the ® — p mesons, and verify that this
modification decreases the slope of the model, and thereafter the 1.4 solar
mass neutron star radius. For the EoS with the QMC model, we investigate
the existence of pasta phases on the low densities region, analyze the
structures at fixes protons fractions and in beta equilibrium, as well as the
pasta phase effect on the neutron star crust.
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Capitulo 1

Introducao

Explosoes de supernovas sao eventos extraordinarios da natureza, o que torna seu
estudo de grande interesse, por ser um excelente laboratorio de testes para fisica
em condicoes extremas. O estudo de supernovas obteve grande progresso nas
ultimas décadas, porém, ainda existem muitas questoes sem respostas. A queda
catastrofica do nucleo de uma estrela massiva acionando uma poderosa eje¢ao
do manto estelar em uma explosao de supernova, foi identificado como tendo
um papel crucial na sintese dos ntucleos pesados. No entanto, como, quando e
porqué isso ocorre é um problema fundamental em astrofisica estelar que continua
sem explicacao. A implosao do carogo estelar também foi identificado como um
possivel cenario para o fim da vida das estrelas [1, 2].

Supernovas formadas do colapso do nticleo estelar acontecem em média a cada
~ 30 — 50 anos em nossa galaxia e infelizmente a maior parte desses eventos é
escondida pela poeira existente na Via Lactea [3], o que faz o seu estudo observa
cional muito complicado. Devido a isso, as simulagoes de explosao de supernova

tém tido um papel fundamental nos estudos de explosdes de supernovas e seus



possiveis remanescentes. As simulac¢oes de supernova precisam de uma grande va
riedade de quantidades termodinamicas como input. A equagao de estado (EoS,
do inglés equation of state) da fisica nuclear é um ingrediente fundamental para
essas simulacoes. Durante a explosao de uma supernova acredita se que a tem
peratura possa variar de zero até mais de 100 MeV, a densidade de 10° até mais
de 10" g.em™ e a fragio de prétons de zero até mais de 0.6. Obedecer todas
essas condigoes, faz a construgdo de uma equagao de estado para simulagao de
supernova muito dificil, principalmente em baixas densidades, onde a matéria
nao ¢ necessariamente homogénea.

Até o momento, existem poucas equagoes de estado construidas com esse
proposito. As mais conhecidas foram desenvolvidas por Lattimer e Swesty [4],
Shen et al. |5, 6] e Hempel et al. |7, 8, 9]. A primeira EoS feita para simulagoes
de supernova foi a de Lattimer e Swesty, baseada no modelo da gota liquida e
utiliza uma for¢a de Skyrme para as interagoes entre os nucleons. Esta EoS é uma
das mais usadas até hoje em simulagoes de supernova. No Capitulo 2 mostramos
nosso aprimoramento desta EoS, no qual desenvolvemos um formalismo para o
tratamento dos nicleos atomicos presentes a baixas densidades. Em 1998 Shen
construiu a primeira EoS para simulacao de supernova baseada em um modelo
relativistico. Essa EoS utiliza a parametrizagao TM1 do modelo de Walecka nao
linear [10, 11], numa aproximagio de campo médio e leva em conta tanto matéria
homogénea, como nao homogénea.

O modelo de Walecka nao linear [10], também conhecido como modelo da
hadrodindmica quantica (QHD, do inglés Quantum Hadrodynamics), é baseado
em uma teoria de campos relativisticos e descreve a interagao entre barions medi

ada por mésons escalares e vetoriais. Esse modelo foi originalmente proposto por



Walecka em 1974 para descrever o comportamento da matéria nuclear simétrica
e de ntcleos finitos com igual nimero de protons e néutrons. O modelo original
continha apenas o méson escalar o e o méson vetorial w, os quais sao suficientes
para descrever a saturagao nuclear. Posteriormente foi acrescentado ao modelo
0 méson isovetorial p, que possibilita a descrigao da matéria nuclear assimétrica.
Por fim, para melhor reproduzir valores da compressibilidade, massa efetiva e
energia de simetria, foram introduzidos termos nao lineares no campo escalar
e no campo vetorial na lagrangiana do modelo [11]. Para mais detalhes desse
modelo ver [10, 12].

O trabalho de Shen foi aperfeicoado em 2011 [6]. As melhorias da EoS foram:
(7) a adi¢do de mais pontos de temperatura na tabela, com a intengao de atin
gir temperaturas maiores que 100 MeV; (i7) o aumento do nimero de pontos na
densidade, e assim aumentar o limite superior de ppg; (74) o uso de um espaga
mento linear na fragdo de protons e nao logaritmico como em sua EoS anterior,
com a intengao de atingir maiores valores de Y,; (iv) a inclusdo dos hiperons
A, por acreditar se que a grandes densidades hiperons devem surgir. Foi adici
onado somente o hiperon A por esse ser o primeiro a aparecer com o aumento
da densidade, assim como, ser o hiperon com mais informagoes experimentais
disponiveis.

A equagao de estado construida por Hempel |7, 8, 9] é baseada nas parame
trizagoes TM1, TMA, FSUgold, NL3, SFHo, SFHx, IU FSU e DD2 do mesmo
modelo de hadrodinamica quantica usado por Shen, e utiliza o0 modelo de equili
brio estatistico nuclear de Hempel e Schaffner Bielich [13] para tratar a matéria
nao homogénea.

Uma interessante analise das diferentes parametrizacoes dos modelos de ha



drodinédmica quantica foi feita por Dutra ef al. [14], onde os autores analisaram
263 modelos de QHD diferentes, sob varios vinculos relacionados a matéria nu
clear simétrica e matéria de néutrons pura. Com relacdo somente a matéria
nuclear simétrica (SM, do inglés symmetric matter), os autores analisaram os

seguintes vinculos:

e SMI: relacionado a incompressibilidade, K, da matéria nuclear infinita
na densidade de saturagao, onde foi analisado se os modelos obedeciam ao

vinculo Ky = 230 4+ 40 MeV.

e SM3a: relacionado aos valores da pressio P(p) em valores de densidade

maiores de 4.6py.

e SM3b: relacionado aos valores da pressdo P(p) nos valores 2 < £ < 4.6,
onde p/pp é a densidade barionica com rela¢io a densidade de saturagio da

matéria nuclear, py.
e SM4: relacionado aos valores da pressdo P(p) nos valores 1.2 < £ < 2.

Vinculos que envolvem tanto matéria nuclear simétrica como matéria pura de

néutrons, uma mistura (MIX), sdo:

e MIXla: relacionado a energia de simetria na densidade de saturacao .J,

25 < J < 35 MeV.

e MIX1b: relacionado a energia de simetria na densidade de saturacao .J,

30 < J <35 MeV.

e MIX2a: relacionado ao slope, Ly, da energia de simetria em pg, 25 < Ly <

115 MeV. (essa grandeza mede como a energia de simetria varia com a den



ot

TM1 TMA FSUgold NL3 IUFSU DD2

SM1 nao nao ok nao ok ok
SM3a ok ok ok nao ok nao
SM3b nao  nao ok nao nao nao
SM4 ok ok ok nao ok ok
MIXla nao ok ok nao ok ok
MIX1b nao ok ok nao ok ok
MIX2a ok ok ok nao ok ok
MIX2b nao nao ok nao ok ok
MIX3 ok nao nao ok nao ok
MIX4 nao  nao ok nao ok nao

Tabela 1.1: Relacao dos modelos usados por Shen (TM1) e Hempel (TMA, FSU
gold, NL3, IU FSU e DD2) com os vinculos analisados no trabalho da Ref. [14].
As parametrizagoes SFHo e SFHx nao foram analisadas nesse trabalho.

sidade baridnica, visto que ela é dada pela derivada da energia de simetria

com relagio a densidade).

e MIX2b: relacionado ao slope da energia de simetria em py, 30 < Ly < 80

MeV.

e MIX3: relacionado aos limites de K

7,07

da incompressibilidade de isospin, K, = —550 £ 150 MeV.

o qual representa a parte volumétrica

e MIX4: relacionado a razao da energia de simetria em py/2 pelo seu valor

em po, 0.57 < S8/2) < .86,

Na Tabela 1.1 mostramos a relagdo dos modelos usados por Shen (TM1)
e Hempel (TMA, FSUgold, NL3, IU FSU e DD2) com os vinculos analisados
no trabalho da Ref. [14]. Modelos sinalizados com "ok" foram aprovados e
"nao" nao foram aprovados nos vinculos experimentais analisadas em [14]. As

parametrizagoes SFHo e SFHx nao foram analisadas nesse trabalho.



Os trabalhos de Lattimer, Shen e Hempel foram muito uteis e bem sucedidos
em muitas aplicagoes [15, 16, 17, 18, 19, 20|, porém, existem simulac¢des nas quais
a supernova ndo explode [21]. Um dos elementos responsaveis por essas falhas
sao as equagoes de estado obtidas de modelos da fisica nuclear. Mais detalhes
sobre essa relacao entre as EoSs com o sucesso de uma simulacao é discutido na
secao 1.1.2.

Note que dessas equagoes de estado citadas, uma foi construida com um mo
delo nao relativistico, e as outras duas com modelos hadrénicos relativisticos.
Sendo assim, nos escolhemos o modelo Quark Meson Coupling (QMC)[22] para
a construcao da nossa equagao de estado. No QMC os nucleons sao descritos
por um sistema de sacolas tipo MIT [23] que ndo se superpdem e que interagem
por meio de mésons escalares e vetoriais. Os graus de liberdade de quarks sao
levados em conta explicitamente e os acoplamentos sao determinados em nivel
dos quarks e nao dos nucleons, o que identifica um modelo efetivo com uma fisica
mais realista.

A maioria dos métodos usados para calcular a equagio de estado (EoS) na
crosta de estrelas de néutrons e em supernovas (SN) se baseia na aproximagao
de Wigner Seitz (WS). Nessa abordagem, a matéria ¢ divida em células, cada
uma eletricamente neutra, com um ntcleo no seu centro, cercado por um gas
de nucleons livres (néutrons e, a temperatura finita, também protons livres) e
elétrons. Isto é, nesta aproximagao para cada condi¢do termodinamica (conjunto
de temperatura, fracao de protons e densidade barionica) temos um tnico nicleo
representando o nicleo mais provavel de existir na dada condi¢ao termodinamica.
Para a fisica de estrelas de néutrons, onde o sistema é considerado a temperatura

zero, essa aproximagao ¢ correta (na auséncia de transigoes de fase). A tempera



tura finita a aproximagao de uma tnica configuragio, a qual é mais favoravel do
ponto de vista termodinamico, deve ser visto como uma maneira de considerar
as propriedades da distribui¢ao termodindmica na média. Essa aproximagao nao
modifica consideravelmente as propriedades termodinamicas da matéria [24], ou
seja, relagoes como P = P(p) ndo se alteram significativamente. Entretanto, dife
rencas quantitativas aparecem com relacao a composi¢ao da matéria. Portanto,
isso altera os calculos de taxas de reagoes em nicleos e assim, afeta processos
din&dmicos que dependem dessas taxas, como por exemplo a formagao da onda de
choque [25, 26, 27, 28]. Com isso, notamos a importancia de considerar todos os
estados possiveis para matéria nuclear a temperatura finita, ou seja, trabalhar a
cada condicao termodinamica com uma distribuicao de possiveis nicleos, e nao
somente com um nicleo representativo.

Esta tese de doutorado contempla o desenvolvimento de um formalismo que
nos permite construir uma distribuicao nuclear associada a qualquer EoS a tem
peratura finita. Mostramos a aplica¢ao deste formalismo para a EoS mais usada
até hoje na literatura, a EoS de Lattimer e Swesty, onde também aperfeigopamos
a descri¢do das massas nucleares no modelo. Resumindo, no Capitulo 2 desta
tese é apresentado além do formalismo supracitado, uma EoS completa para a
fase do colapso da supernova, a qual acontece até o ricochete da estrela.

Em sequida mostramos uma EoS para uso em estrelas de néutrons, baseada
no modelo relativistico QMC. Mostramos duas versdes do modelo, com e sem a
interagao entre os mésons w e p, assim como investigamos a existéncia de fases
pasta no modelo, e seu efeito na matéria estelar.

Esta EoS com modelo QMC sera estendida para possivel uso em simulagoes

de supernovas. Para isto, ja estudamos o modelo com fracao de protons fixa, e



0 passo inicial para esse trabalho foi a constru¢ao de uma tabela contendo uma
EoS a temperatura zero, sem a regiao de baixas densidades. Essa tabela inicial
¢é apresentada no Capitulo 3.

O passo seguinte é a construgao da tabela com temperatura finita e, completar
o trabalho computando os célculos em baixas densidades. Nesta regiao nicleos
podem coexistir com nucleons livres ou, nucleons podem formar aglomerados
leves de modo a minimizar a energia livre. Para trabalhar nessa regiao nao
uniforme da EoS, Shen usou uma aproximagao de Thomas Fermi. Hempel e
Bielich criaram um método estatistico para tratar a regiao subnuclear da EoS
[13] e utilizaram esse método em sua respectiva EoS. Nossos célculos em baixas
densidades serdo realizados através da inclusdo da fase pasta [29, 30], a qual ja foi
aplicada em nossa EoS para estrelas de néutrons como pode ser visto no Capitulo
4. A fase pasta é um sistema frustrado, ou seja, é um sistema em que existe mais
de uma configuragao de baixa energia. Abaixo da densidade de saturagao, a
matéria nuclear homogénea pode se tornar instavel e alguns tipos de estruturas
complexas podem ser formadas como resultado da competicao entre as interagoes
forte e eletromagnética. As formas dessas estruturas complexas foram nomeadas
como tipos de queijos e massas [31]: fase nhoque, fase espaguete, fase lasanha,
fase pene, de modo a representar estruturas de uma, duas e trés dimensoes. A
fase pasta serd a configuracao do estado fundamental se sua energia livre por
particula for menor que a energia livre correspondente da fase homogénea na
mesma densidade. Espera se que a fase pasta exista em algum lugar entre a fase
liquida e fase solida, podendo ser um cristal liquido [32]. Esse método de calcular
a regiao subnuclear da matéria densa nunca havia sido utilizado com o modelo

QMC, tampouco em uma tabela de EoS, por isso acreditamos que esse serd mais
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um diferencial positivo em nosso trabalho.

1.1 Supernovas e equacoes de estado para super-
novas

Apresentamos aqui uma breve revisao sobre supernovas e simulagoes computaci
onais de supernovas, as quais sao a motivagao dos trabalhos mostrados na tese.
Falaremos também sobre as equagoes de estado, sua relagao e importancia para o
sucesso de uma simulagao de supernova. Nossa contribuigao efetiva para o melhor
entendimento das supernovas vem a ser a constru¢ao de duas novas equagoes de

estado.

1.1.1 Supernovas

A grosso modo, uma supernova ¢ a explosdo de uma estrela massiva cujo brilho
pode rivalizar com o brilho de uma galaxia por meses [3]. Essa explosao marca
o fim de uma estrela massiva (>8 My,), com o nascimento de uma estrela de
néutrons ou, a destruicao completa de uma ana branca devido a uma explosao
por queima de carbono. Os interesses para o estudo de supernovas sao muitos,
dentre os principais exemplos temos: evolugao estelar, perda de massa estelar,
hidrodinamica radioativa, estrutura galatica e evolu¢do quimica e, cosmologia.
Muitos dos elementos mais pesados que o ferro sdo criados em explosoes de su
pernovas [3] e o processo de criagao desses elementos em uma supernova é alvo
de investigagao até os dias de hoje. Devido ao seu brilho intenso, supernovas do

tipo A em galéxias distantes podem ser tratadas como velas padroes para medir
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grandes distancias no Universo (33, 34].

Existem dois mecanismos possiveis para explosao de supernovas. Em um sis
tema binério de uma ana branca com uma estrela massiva, a ana branca, por
ser muito mais densa, comega a ’ganhar’ massa da estrela companheira. Com o
tempo, a ana branca nao consegue mais suportar a forga gravitacional da massa
adquirida, o que leva a uma explosao termonuclear da ana branca, a qual é conhe
cida como Supernova do tipo la. Esse tipo de supernova nao deixa remanescentes.
A outra opgao ocorre quando uma estrela massiva chega ao final da sua vida. A
figura 1.1 exemplifica a vida de uma estrela desse tipo. Essas estrelas passam a
maior parte de suas vidas fundindo hidrogénio em hélio. Quando o hidrogénio
se esgota, elas passam a fundir hélio em carbono, e assim seguindo a elementos
mais pesados até chegar no ferro, o qual nao é capaz de fundir em elementos mais
pesados e, com isso, a estrela nao consegue gerar uma pressao nuclear suficiente
para equilibrar a pressao gravitacional. Isso leva ao colapso do niicleo em su
pernovas do tipo II, Ib ou Ic. Analisando se as supernovas contém hidrogénio e
hélio nas camadas externas antes da explosao é possivel diferencia las. As estrelas
progenitoras das supernovas tipo II permanecem com as camadas de hidrogénio
e hélio no seu envelope, as progenitoras das supernovas tipo Ib perderam hidro
génio mas permanecem com hélio, enquanto as progenitoras da supernovas tipo
Ic perderam tanto hidrogénio como hélio antes do colapso do nucleo [35].

Apos a fusdo do silicio, a estrela forma um nucleo de ferro no seu centro,
porém, a partir do ferro a fusao nuclear passa a ser endotérmica, isto é, a reagao
vai absorver energia do meio, ao invés de fornecer energia como acontecia nos
elementos mais leves. Com isso, apds alguns segundos, a pressao gravitacional

vence a batalha contra a pressao nuclear, e o nicleo colapsa sobre si mesmo. Du
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Figura 1.1: Antes do colapso do nicleo, o interior de uma estrela massiva parece
uma cebola, com camadas de sucessivos elementos leves fundindo em elementos
mais pesados ao redor de um ntcleo de ferro. Essa fusao se torna mais rapida
conforme os elementos quimicos mais mais pesados comegam o processo de fusao
nuclear. Créditos imagem http://astronomy.swin.edu.au/cosmos/.

rante esse segundo final, o colapso faz com que a temperatura no nicleo cresga
muito rapidamente, e com isso libera raios gama de alta energia. Esses fotons
quebram os niicleos de ferro levando a um estigio onde o nicleo estelar contrai
além do ponto de degenerescéncia do elétron, continua contraindo, e protons e
elétrons sao obrigados a se combinar formando néutrons. Esse processo libera
uma grande quantidade de neutrinos carregados de muita energia, contraindo e
resfriando ainda mais o nticleo. Essa contra¢ao ¢ interrompida quando a densi
dade do niicleo excede a densidade em qual protons e néutrons sao ligados no
nicleo atémico, chegando assim ao ponto onde a forca nuclear se torna repulsiva.
Assim, quando a regiao mais interna do ntcleo estelar alcanga essa densidade,
ele diminui em sua contragao até acontecer o ricochete. Este ricochete cria uma
onda de choque direcionada para fora do nicleo, a qual reverte o movimento de
queda do material da estrela e o acelera para fora da mesma [3]. A figura 1.2
representa a sequéncia de eventos que ocorre durante a explosao de colapso do

ntcleo em uma supernova.
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Nessas condigoes extremas do niicleo da estrela, neutrinos sao criados em
grandes quantidades, o que auxilia a propagacao dessa onda de choque. Sob
circunstancias normais os neutrinos interagem muito fracamente com a matéria,
porém, sob as condigdes extremas do nicleo colapsando, uma pequena fragao
desses neutrinos fica presa atrds da onda de choque enquanto ela se expande.
A energia desses neutrinos presos aumenta a temperatura e a pressao atras da
onda de choque, e com isso da forga a essa onda de choque enquanto ela se move
através da estrela.

A passagem dessa onda choque comprime o material na estrela até uma den
sidade na qual as reacdes de nucleossintese acontecem. E nessa fase da explosio
da supernova que muitos elementos da nossa tabela periddica, inclusive os mais
pesados que o ferro, sdo criados. Quando a onda de choque chega a superficie da
estrela, ela ejeta material estelar e novamente cria elementos dentro do meio in
terestelar. Por fim, dependendo da massa da estrela, essa supernova deixa como

seu remanescente uma estrela de néutrons ou um buraco negro.

1.1.2 Relagao EoS - Supernova

Um dos maiores desafios na fisica de supernovas ¢ a completa compreensao do
mecanismo do colapso do nicleo em uma supernova. Esse estudo exige simu
lagoes numéricas em que se deve levar em conta hidrodinamica de radiagao de
neutrinos com o mais sofisticado da fisica de particulas e fisica nuclear. Com isso
vemos a importancia de uma equacao de estado realista obtida a partir de mode
los da fisica nuclear para essas simulagoes. A EoS da matéria densa determina a

estrutura estelar, a hidrodinamica e as taxas de reagao através da determinagao
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Figura 1.2: Sequéncia de eventos no colapso de um nicleo estelar até o nascimento
de uma proto estrela de néutrons. Créditos imagem [3].
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da pressio, entropia e composi¢oes quimicas [36, 37]. As quantidades termodi
namicas da EoS sao encontradas através de calculos numéricos para valores de
temperatura entre zero até cerca de 100 MeV, densidade de 10° até mais de 10'°
g.em™ e fragio de protons de zero (densidade de prétons relativo ao niimero
total de barions, Yp = np/np) até mais de 0.6, o que significa abranger matéria
muito rica em néutrons até uma regiao com mais protons que néutrons, passando
pela matéria simétrica.

Um trabalho interessante sobre o uso da tabela de equacao de estado em simu
lagGes de supernova foi feito por Sumiyoshi et al. |36, onde os autores realizaram
simulagoes do colapso do nicleo de supernova para examinar a influéncia da EoS
na evolucao das ondas de choque em sua fase tardia e a evolugao termal resul
tante das protoestrelas de néutrons. Nesse trabalho os autores nao encontraram
explosoes do nticleo da supernova para as duas EoS utilizadas (EoSs de Shen98
e Lattimer). Os autores identificaram que a diferenga na composicio de protons
livres e nucleos atomicos na supernova, assim como a energia de simetria da EoS,
influencia diretamente na supernova, através de mudanga nas taxas de captura
de elétrons e no ricochete do nticleo. Também foi identificado que as diferencas
de composigao devido as EoSs devem contribuir para a onda de choque nos me
canismos determinados pelos neutrinos, também chamados de neutrino driven.
Quando o nucleo central contrai para se tornar uma proto estrela de néutrons,
diferengas devido a EoSs aparecem. A densidade central se torna muito alta e a
EoS escolhida certamente influencia a dinamica de choque. A subsequente evolu
¢ao do resfriamento da protoestrela de néutrons ou a formagao de buraco negro

também sao afetados pela escolha de equagao de estado |36, 38|.

A parte da equagio de estado construida a baixas densidades (10° até 10 g
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cm~?) & fundamental para o sucesso de uma simulagao de explosdo de supernova.
Em primeiro lugar, a maior parte do tempo computacional é gasto nesse regime
de baixas densidades. Posteriormente, as camadas de neutrinos estao localiza

das aproximadamente nas densidades 10" g cm™3.

O espectro dos neutrinos,
o qual é um dos observiveis mais importantes de uma supernova, é formado
nessa regiao e, portanto, carrega informagcoes sobre as propriedades da matéria
em baixas densidades. A onda de choque que inicialmente se dirige para fora
da supernova, depois do ricochete perde energia devido a dissociagao nuclear e
emissdo de neutrinos e, finalmente, é barrada em densidades préximas a 10° g
em 3 [39, 40, 13].

Com isso vemos o quanto ¢ fundamental para o sucesso de uma simulagao
computacional de explosao de supernova uma equagao de estado completa cons
truida a partir da fisica nuclear conhecida. E com esse intuito que esse trabalho
estd sendo desenvolvido. Como ja foi dito na se¢do anterior, existem poucas
tabelas de EoSs prontas para esse uso. Nossa primeira EoS, apresenta um aper
feicoamento da EoS de LS na regiao de baixas densidades da matéria estelar.
A diferenga que estamos buscando para nossa segunda EoS ja nasce do modelo
escolhido, com uma fisica mais realista que a existente nos modelos utilizados
nas outras EoSs, e também, quando trabalharmos a baixas densidades utilizando
a fase pasta e o formalismo de equilibrio estatistico nuclear, o que devera trazer

resultados novos e importantes para essa parte fundamental da EoS.



Capitulo 2

Distribuicao nuclear a partir de

uma célula de Wigner-Seitz

Apresentamos nesse capitulo um formalismo original criado para possibilitar a
construcao de uma distribui¢ao nuclear associada a qualquer equacao de estado a
temperatura finita. A energia livre de Gibbs em diferentes configuragoes é expli
citamente calculada, onde mostramos um cuidado especial no célculo de termos
de rearranjo, garantindo a consisténcia termodinamica. Mostramos o formalismo
em duas aplicagoes diferentes. Primeiramente, construimos a distribuigao de ni
cleos com o formalismo "Equilibrio Estatistico Nuclear" na equacao de estado
(EoS) de Lattimer e Swesty (LS) [41]. Posteriormente, estudamos o efeito da
inclusao de modelos microscopicos que descrevem as massas nucleares de forma
mais realista, de forma a incluir efeitos de emparelhamento e camadas, o que nao
acontece no modelo de LS. Com isso, mostramos que nticleos magicos (nicleos
com nimero de protons e/ou néutrons presentes nas camadas chamadas de mdgi

cas pois serem mais fortemente ligados que as outras) dominam toda a trajetoria
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do colapso da supernova, demonstrando a importancia da construcao de distri
buic¢oes nucleares com modelos que descrevem as massas dos nucleos de forma
realista. Por fim, exploramos a possibilidade de existéncia de quenching da ma
gicidade em regioes ricas em néutrons, onde nao temos informacao experimental

das massas nucleares e modelos tedricos sao necessarios.

2.1 Introducao ao formalismo

A maioria dos métodos usados para calcular a equagao de estado (EoS) na
crosta de estrelas de néutrons e em supernovas (SN) se baseia na aproximagio
de Wigner Seitz (WS). Nessa abordagem, a matéria é divida em células, cada
uma eletricamente neutra, com um niicleo no seu centro, cercado por um gas
de nucleons livres (néutrons e, a temperatura finita, também protons livres) e
elétrons. A maneira padrao de calcular a EoS ¢ minimizar a energia livre do
sistema com respeito ao niicleo atémico, Z, e ao numero de massa ,A, o volume
da célula (ou seu raio), e as densidades dos nucleons livres, sob conservagao de
niimero bariénico e de carga (ver Refs. [42, 43]). Se estruturas adicionais, como
fases “pasta” sao incluidas, a minimizagao ¢ também feita com relagao a forma
da célula [44, 45].

Diferentes EoSs foram desenvolvidas na hipotese de Wigner Seitz, também
conhecida como aproximagiao de nicleo tnico (SNA do inglés Single Nucleus
Aprozimation). Algumas dessas usam o método da gota liquida compressivel |42,
43, 46, 41, 47, 48], a abordagem de Thomas Fermi estendida [49, 50, 51, 52, 53,
54, 55, 56|, ou modelos de Hartre Fock e Hartre Fock Bogoliubov microscopicos

auto consistentes [57, 58, 59, 60, 61|. Em particular, as duas EoSs mais usadas
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atualmente em simulagdes de supernovas, as EoSs de Lattimer e Swesty (LS)
[41], e de Shen et al. [49, 51], utilizam o conceito da célula de WS, na qual
existe somente uma tnica configuragao associada a cada condi¢ao termodinamica,
dada pela densidade barionica np, temperatura 7', e fracio de prétons Y, (ou,
equivalentemente, fragio de elétrons Y7).

Para a fisica de estrelas de néutrons, onde o sistema ¢é considerado a tem
peratura zero, essa aproximagao é correta (na auséncia de transigoes de fase).
A temperatura finita a aproximacio de uma tinica configuracio, a qual é mais
favoravel do ponto de vista termodinamico, deve ser visto como uma maneira de
considerar as propriedades da distribuigao termodinadmica na média.

Essa aproximagao nao modifica consideravelmente as propriedades termodi
namicas da matéria [24], ou seja, relagdes como P = P(p) nao se alteram sig
nificativamente. Entretanto, diferencas quantitativas aparecem com relacao a
composicao da matéria. Portanto, isso altera os calculos de taxas de reagoes em
nticleos e assim, afeta processos dinamicos que dependem dessas taxas, como por
exemplo a formacdo da onda de choque [25, 26, 27, 28|.

Recentemente, inspirados pelo trabalho de pioneiro de Hillebrandt et al.[62],
muitos grupos tém se esfor¢ado para construir uma EoS para matéria de SN
baseada no método do equilibrio estatistico nuclear (NSE, do inglés Nuclear Sta
tistical Equilibrium) estendido. Enquanto modelos baseados em NSE tradicionais
tratam os constituintes da matéria como uma mistura nao interagente de gases
ideais governados pela equagdo de Saha, negligenciando interagoes e efeitos do
meio [63, 64, na abordagem de NSE estendida a distribuigao dos clusters é obtida
de maneira auto consistente sob condi¢oes de equilibrio estatistico e interagoes

sao levadas em conta. Corregoes devido a interagoes com o meio sao conhecidas
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por ter uma particular importancia em altas densidades. Porém, as EoSs base
adas no modelo de NSE existentes no mercado sao dadas na forma de tabelas.
Isso acaba trazendo limitagoes praticas (cdlculos numéricos muito lentos), tor
nando dificeis as investigacgoes sistematicas em simulagoes variando um ou outro
input nuclear. Dessas limitagoes que surge a motivagao do nosso trabalho, que é
criar uma EoS com NSE mas que seja suficientemente rapida quando usada em
simulagoes de supernovas.

Apresentamos entdo um formalismo geral, baseado no trabalho da Ref. [65],
para incluir um modelo de NSE estendido & temperatura finita em qualquer
abordagem, tanto nao relativistico como relativistico, baseado na aproximagao
de Wigner Seitz, comegando com uma densidade de energia livre arbitraria e

incluindo explicitamente os graus de liberdade dos clusters.

2.2 NSE a partir de uma energia livre de Wigner-

Seitz

Vamos considerar um modelo arbitrario no qual é dada a energia livre em uma
célula de WS, Fiys, como funcao dos parametros variacionais. Enquanto a tem
peratura zero uma Unica realizagao da célula de WS é esperada, a temperatura
finita diferentes configuragoes da célula de WS sdo possiveis [65]. Se considera
mos um volume muito grande Vi,; — 00, contendo um grande ntimero de células

de WS, cada uma com um volume Véj ), tal que

Vie(k) = Y N; (k) VY (2.1)
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N;(k) sendo o nimero de ocorréncias da célula (j) em uma configuragio k =

{N;(k),j7 =1,...,00}, a energia livre total do sistema ¢ dada por

Fuoa(k) = Y N; (k) Fy - (2:2)

Aqui, Fys = Fws({xx}) ¢ a energia livre da cé¢lula, que depende do conjunto
{x1} de parametros variacionais. No caso de uma EoS com os graus de liberdade
dos clusters, uma escolha tipica para este conjunto é: {A, Z, n,g, nyg, Ve}, A (Z)
sendo o nimero de barions (protons) no cluster e n,g (n,y) 0 nimero densidade dos
néutrons (protons) no gas, e assim temos Fws = Fws(A, Z, nyg, Npg, Vo). A nota
¢ao F\%)S entdo indica o valor de Fiys quando as grandezas variacionais tomam os
valores caracteristicos da célula (), F\S{,)b = Fys(AY), Z0), n&?}, n,%), Vc('j))~ Outras
escolhas para o conjunto {x;} também sdo possiveis. Na sequéncia desse capitulo
esse problema sera expresso explicitamente nos termos das grandezas variacionais
da EoS de LS. No caso de EoSs baseadas em teorias de funcional de densidade,
onde as grandezas variacionais sao fun¢oes de onda de particula tnica, a defi
nigao das variaveis desses clusters deve ser derivada do modelo. Tipicamente,
pode se tomar ny, = ng(r = Re) onde (¢ = n,p), A = Ve(ng — npg — nyg), €

Z = Ve(ngY, — nyy), com Re sendo o raio da célula.

A energia livre da célula de WS, F\S\%, fica:
FWS:Fnuc+Fg+Fiept+F’y7 (23)

e leva em conta a contribui¢ao do cluster, do gas, dos léptons (elétrons e possi

velmente positrons e neutrinos), e os fotons, respectivamente. Léptons e fotons
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podem ser descritos como um gés uniforme relativistico, e sao tratados separada
mente. Portanto, a partir de agora, analisaremos apenas a contribui¢ao bariénica

(cluster + gas), cuja energia livre total pode ser escrita como:

nuc,vac

Fou(k) = 3 Ny(k) [F(j) + FOVY 4 5FO| (2.4)
J

onde F; é a densidade de energia livre da matéria nuclear homogénea contendo
as densidades dos néutrons e protons (n,,7p), Fiucvac € a energia livre de um
cluster (A,Z) no véacuo, e §F considera as contribui¢oes do meio, o qual pode
incluir termos de blindagem de Coulomb e de superficie e, possiveis contribuigoes
devido a aproximagoes de volume excludente se o modelo original utiliza esse es
quema. Incluindo todos os termos de efeitos do meio na contribuigao do cluster,
pode se definir Fiuc = Frucvac +0F. Na SNA, para cada condigio termodinamica
(np,T,Y),), os pardmetros variacionais sao determinados minimizando a densi
dade de energia livre total sob os vinculos de conservagao de massa e carga. Os
valores associados de A e Z devem, portanto, ser interpretados como o nucleo
contido na célula mais provavel entre as diferentes possibilidades (j) nas condigoes
termodinamicas dadas, e sera escrito como (< A >;= Agna, < Z >j= Zgna).
Entretanto, no tratamento termodinamico completo da eq.(2.4), as grandezas
variacionais sao dadas pelo conjunto N;(k), e a variacdo da a ocupacdo média
< Nj; > sob as diferentes ocupagdes k, ou equivalentemente a probabilidade
< p; >r= p;. Como resultado, tem se ndo um tnico valor A = Agya,Z = Zgna,
mas uma distribuicio de possiveis configuracoes de AY), ZU) com probabilidades

pj-

Para calcular a probabilidade p;, é conveniente trabalhar no ensemble gra
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canonico. Nesse tratamento, pode se construir a func¢ao de parti¢do gra canod
nica associada a energia livre Fi., comecando pela energia livre de Gibbs da

componente barionica

G (k) = Foas(k) = > N (k) (11a N + 11, Z0%) (2.5)

J
onde p, (f1,) é o potencial quimico do néutron (préton). Provamos no Apéndice
A que os potenciais quimicos dos néutrons e protons correspondem aos potenciais
quimicos do gas, i-e. [l, = fng € [y = [y, € nd0 dependem da realizacao (k),
visto que o gas é homogéneo em todo o volume. O ntmero total de néutrons e

protons na célula de WS (j), N\(,g,)s e Z\(,{})s, ¢ dado por:

NGy = N9 4, v, (2.6)
Z0 = 29 4, v (2.7)

Note que as densidades do gas nao dependem da célula (j). Se essa condicdo
nao fosse satisfeita, descontinuidades nas densidades do gas apareceriam na in
terface da célula. Portanto, os potenciais quimicos do gas, ji, e fi,, também nao
dependem da célula (j). As equagoes de conservagao (2.6) e (2.7) devem ser mo
dificadas se a EoS considerada utiliza efeitos de volume excludente. Isso é feito
facilmente introduzindo o niimero de nucleons na regiao densa do espaco, IV, e
Z, e substituindo em todas as equagdes N — N, —n,,Vy, Z — Z, —npgV, com
Vi sendo o volume do cluster. Trabalharemos nisso explicitamente na proxima

secao no exemplo do modelo de Lattimer e Swesty.
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Substituindo as equagoes de conservagio na Eq. (2.5), temos:

Grar(k) = > N;j(k) [FQ) = puND — 1, 29
J

V[ Fy = g — HpTpg] - (2:8)

Em principio as densidades do gas 1,4, n,,, apesar de uniformes no volume
total V, poderiam depender na realizagao (k) através da ocupagao N;(k). Entre
tanto, é facil checar que isso nao pode ser o caso se mantivermos a hipotese que
cada célula (j) é eletricamente neutra, como deve ser para evitar interagoes de
Coulomb entre as diferentes células.

A Eq.(2.8) define a energia livre de Gibbs para o cluster e a densidade de
energia livre de Gibbs do gas

GU) — F[Efl)c _ HnN(J') _ MpZ(j) , (2.9)

nuc

Gy = Fg = Ialng — [ipTipg - (2.10)

As expressoes explicitas de Fy e Frfﬂ)c, dependem do modelo utilizado. Em
particular, se a EoS ¢é obtida através de um modelo de funcional de densidade,
F,E{l)c ¢ dependente da densidade. Nesse caso, devido as leis de conservacao de

nimero bariénico e de carga,

N (E)AG)

ng = 2, Jé ) +ny (2.11)
N;(k)ZW

n, = Z]%Jrnpg, (2.12)

n, sendo o nimero densidade total dos protons, Frsl]l)c depende implicitamente de
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N.

(k) através da sua dependéncia na densidade. Isso introduz um problema de

auto consisténcia, o qual nao aparece por exemplo se Féﬂl ¢ obtido pelo modelo
tradicional (i.e. ndo compressivel) da gota liquida sem nenhuma dependéncia
na densidade. No caso geral de uma energia livre dependente da densidade, um

termo de rearranjo deve ser adicionado. A energia livre equivalente efetiva de um

corpo é dada por:

FIA 7 (2.13)

Mg Mpg,(Ni)k, iz
com (Foar)i = Foar({(V;)1}). Note que na derivada parcial a componente do gés
ndo aparece, pois o termo »; Nj(k')]-'gvc(j) = VF, na Eq.(2.4) ndo depende de

N;(k), visto que o gas é homogéneo em todas as diferentes células.

A energia livre efetiva total de Gibbs se torna:

ébar(k) = Z N](k)éfﬁc +G,V, (2.14)
J
com
“) _ OGrari : G .
) [ Dl L — (4) N. 2.1r
Gnuc 8<N]) Gnuc +< ])k 6<NJ>IC ) ( L))

Ting Mpgs(Ni) ki

Introduzindo a fungao de partigdo gra canonica associada ao problema do
cluster (+ gas),
zﬁunup = ZeXp(fﬁébar(k)) (2.16)
ke

onde 8 = (kg T)7!, kg sendo a constante de Boltzmann. No limite termodina

mico a fungao de particao do cluster, ch, e do gas, 2, ,,, pode ser fatorizada
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como

Zﬂunup = Z})uc (Zﬁunup)v . (217)

A fungao de particao do cluster pode ser escrita entdo, como

ER <—BZ Nj<k>é<nf;,>c) | 018)

e, devido a essa fatoragao, segue se a derivagao padrao da termodindmica de um

gés ideal cléssico para a componente do cluster:

0 (eXp(—BGS{&))n

Znuc = HZ !

j n=0
= Hexp(nggnw), (2.19)
J
onde wlgzn“p = exp(—ﬂ@ﬁf&c). Entdo, da mesma forma que na Eq. (110) na

Ref. [65], é possivel recuperar a expressao do tipo NSE para as multiplicidades

do cluster
ahl Znuc )

<N]>k = 0,8}1]' - wﬁunup

—exp (—8GY.) (2.20)

onde j1; = (i + p)AY. Finalmente, podemos expressar a probabilidade do

cluster como: ‘
b N exp(—ﬁcéﬁc) ' (2.21)
TN >, exp(—BGEk)

Vamos calcular agora o termo de rearranjo. Como ja discutido na Sec. IIIC da
Ref. |65], espera se que esse termo seja pequeno, e por isso ele foi negligenciado
na Ref. [65]. No entanto, como mostraremos na Sec. 2.3, o efeito do termo de

rearranjo pode nao ser desprezivel. Na realidade, esse termo é necessario para
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recuperar os resultados corretos da SNA em todos os dominios de densidade.

Como ja discutido, a dependéncia de Gg.{l)c em (N;); acontece devido a de
pendéncia na densidade total, a qual leva a um vinculo nas variaveis (N;)z, veja
Eq. (2.12). Em virtude da condi¢ao de neutralidade de carga em cada célula,
n, = Zm/VC(j) =+ 1,4, isso pode ser visto como uma dependéncia no volume da

célula VC(j).

O termo de rearranjo pode entao ser expresso como:

OGYL () 9Ge (N VY
Mgy, = Ve v (2.22)

Podemos ver que GS.]‘,)C depende explicitamente de (N;)x, o que significa que a
Eq.(2.21) & na realidade uma equacao auto consistente. Uma vez que o termo de
rearranjo ¢ supostamente pequeno (iremos quantificar essa afirmacio na proxima
segdo no exemplo especifico da EoS de LS), fazemos uma aproximagao para evitar
as complica¢oes numéricas de uma resolu¢do auto consistente da Eq. (2.21).
Primeiramente notamos da Eq.(2.9) que GS}JU)(‘ deveria ser proporcional a A®,
Isolamos a dependéncia em AY) de Eq.(2.22), e fazemos a média sob as diferentes
células no restante da expressio. Usando V(gj) = AY)/(np — n,), e observando

que <<Nj>kVé~j)>j =V, temos:

G ) [ 9GSk A9 [ aG9.
Wideaiig ~ e v | mp—ng\ oV |’ (228)
J J

Nessa expressao, <8fo.3¢ / 8Véj )> ;j € 0 valor mais provavel da fun¢ao 0G . /9Ve,

e deve ser retirado do modelo original de SNA.
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A expressao final para energia livre efetiva de Gibbs, Eq.(2.15), é entdo:

e (%) (2.24)
np — ng oVe SNA

a qual juntamente com as Egs. (2.9) e (2.21) completa o modelo.

Com a escolha {x;} = {A,Z,n,4,np4,Vc}, a Eq.(2.21) se torna a distribuigao

de probabilidades para os diferentes clusters de tamanho (A4,Z) como:

p(AZ) = exp(—BGhue(4,2))

- = ; (2.25)
>4z €XD(—BGmc(A,Z))

onde as variaveis do gas npg,np, sdo retiradas to modelo SNA, e o volume da

célula é obtido para cada cluster da condigao de neutralidade:

Z

Vo=——.
npY, — Ny,

(2.26)

Na Ref. [65] é discutido que pode se recuperar a expressiao do modelo de SNA
minimizando a densidade de energia livre sob os vinculos de conservagao de carga
e massa, usando uma fungao auxiliar. Nao iremos refazer a demonstracao geral
aqui, mas mostraremos no Apéndice B, para o caso especifico da EoS de LS, que
o0 cluster mais provavel que maximiza p; (ou, equivalentemente minimiza énuc),

coincide com o tnico cluster previsto pelas equagoes de LS.
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2.3 Distribuicao nuclear a partir da equagao de

estado de Lattimer e Swesty

A EoS de LS [41] modela a matéria como uma mistura de uma unica espé
cie de niicleo pesado (representando a média de um conjunto completo de ni
cleos pesados), particulas « (representando niicleos leves), e néutrons e pro
tons livres, submersos em um gas de léptons e fotons nao interagentes e uni
forme. A densidades baixas, os ntcleos sao considerados esféricos, e cercados
por uma célula esférica e eletricamente neutra constituida de um vapor menos
denso de néutrons, protons e particulas «, assim como elétrons, na aproxima
¢ao de WS. O volume de cada célula é Vo = Viys. Para os nucleons, tanto
dentro do nicleo como no gas, uma interagao nucleon nucleon simplificada tipo
Skyrme é empregada. Particulas alfa sao descritas como esferas solidas de vo

lume v, = 24 fm=3

as quais obedecem uma estatistica de Boltzmann de gas
ideal. InteragOes entre niicleos pesados e o gas de particulas « e nucleons sao
tratados numa abordagem de volume excludente. Conforme a densidade au
menta, deformagoes na forma dos niicleos (nicleos nao esféricos e fases bolhas)
sao consideradas modificando as energias de Coulomb e de superficie, e a tran
sicdo para matéria uniforme ¢ descrita por uma constru¢ao de Maxwell [41]. A
rotina original da EoS de LS, a qual também foi usada na tese, esta disponivel em
http://www.astro.sunysb.edu/dswesty /Iseos.html (EoSs mais recentes em formas
de tabelas sdo dadas em http://www.astro.sunysb.edu/lattimer/EOS /main.html)
Existem trés possibilidades de parametrizagao para a rotina da EoS de LS, de
acordo com o valor da incompressibilidade da intera¢ao nuclear (K = 180, 220 e

375 MeV). Recentemente uma pequena corregio foi feita com relagio ao codigo
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original. Na Ref. [66] foi visto que a EoS original de LS subestima a fragao
de particulas alfa, visto que a energia de ligacao das particulas «, B,, deve ser
calculada com respeito a massa do néutron, como todas as outras energias [67].

Para cada densidade baridnica ng, temperatura T, e fracio de elétrons (ou
protons) Y., a EoS é obtida minimizando a densidade de energia livre de Hel
moltz da célula. Como discutido na Sec. 2.2, os componentes nao bariénicos da
densidade de energia livre podem ser tratados separadamente e, portanto, nao
participam das equagoes de equilibrio. Na EoS de LS as sete varidveis indepen
dentes escolhidas para o sistema sao {zx} = {n;, x;, u, rn, Na, Mo, Npo }, onde n;
e x; sao, respectivamente, a densidade e fragao de protons dos nucleons dentro
do nicleo, u = Vy/Vi & a fragdo da célula de WS ocupada pelos ntcleos (Viy
sendo o volume do niicleo), 7y é o raio nuclear (tal que Viy = 4mr3/3), nq,
Npo € Ny, 540, Tespectivamente, os nimeros densidade das particulas alfa, e dos
néutrons e protons do gas que cerca o niicleo na célula. Entretanto, devido a
neutralidade de carga e conservagao barionica, o ntimero de variaveis indepen
dentes é reduzido a cinco. A minimizagao é feita realizando as derivadas parciais
da energia livre com relagao as cinco variaveis independentes, levando entao a
um sistema de equagoes de equilibrio (Egs. (3.2) em [41]). Esse procedimento &
equivalente a minimizacao da densidade de energia livre em todas as grandezas
variacionais aplicando os vinculos canonicos como multiplicadores de Lagrange,
como mostrado no Apéndice B.

Contudo, para construir um NSE com uma distribuicdo de ntcleos a partir
da densidade de energia livre de LS, deve se trabalhar no ensemble gra canoénico.
Seguindo o procedimento explicado na Sec. 2.2 e no Apéndice A, e notando que a

contribui¢ao para a densidade de energia livre pode ser dividida na contribuigao
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devido as particulas «a e aos nucleons fora do niicleo, a energia livre de Gibbs do
cluster, Eq. (2.9), e a energia livre de Gibbs do gés, Eq. (2.10), em cada célula

(), sdo

G£1]|1)c = F]&ﬂ)c - ,“'nN(j) - /LpZ(j) 5 (2.27)
Go = Fo— tnltno — HpNpo (2.28)
ga = Fa— Hala - (2.29)

Usando as variaveis de LS!, a energia livre do cluster Fy.., que contém as
corregoes do meio (incluindo os termos de volume excludente), pode ser escrita

como

Fnuc = VN [”i(fb + fsc + fH) - fa”a - (1 - nuva)nofo] - na/UanofoVC ) (230)

onde fy, fse, € fu sdo as contribuicoes de bulk, nicleo finito (superficie e Cou
lomb), e de translagdo, respectivamente, e n, = n,, + Ny, Nessa expressao,
a dependéncia da célula é dada pelas variaveis do cluster, i.e. {n;x;,Vy,u} =
{ngj),ng),VA(,”,u(j)} e o volume da célula Vo = éj), visto que as particulas « e os

nucleons livre sao considerados uniformes sob todas as diferentes células.

Os nameros de néutrons e protons dos clusters NU), Z0) obedecendo as equa

!Note que diferente da Ref [41] nos usamos letras maitsculas para as energias isto ¢ F
para a energia livre F para as densidades de energia livre e letras minasculas e.g. f para as
energias por barion
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¢oes de conservagao:

AW)
wp = 22 i, (231)
VC])
Z0)
Ny = —75 2o+ Mo s (2.32)
1%
sao dadas por:
) () @y, () 1—u®
N9 = VY {(1 — /)y = npe — 2ne — nnovanaw} . (2.33)
) . N 1—
A - VI\(/” {a;gj)ny) — Npo — 21 — npo'uanaTy)} , (2.34)
u

com AW = NO 470 Note que devido ao volume excludente, esses nimeros nao
correspondem ao numero de nucleons na fase densa, esses ultimos sendo dados,
para cada célula (j), por A, = n;Vy, Z, = x;n;Vy.

Para calcular o termo de rearranjo, nos trabalhamos explicitamente a expres
sao da Eq.(2.22). A lei de conservagao de carga é escrita para as variaveis de LS

Ccomo: ) ) .
SNV (a0 = )
Vv

ny, =

com a notacao reduzida n,, = 2ny + npo(1 — na0,)-

Como na derivagao geral, a definicdo de n, Eq.(2.35) quebra a independéncia
entre as ocupacoes da célula N;(k), isso gera um problema de autoconsisténcia
pois a energia livre Gy depende em n, através dos termos de Coulomb e de
superficie. Escrevendo a conservacao de carga em uma tnica célula de Wigner
Seitz:

Ny = U (TN — Npg) + Npg (2.36)
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podemos ver que é mais conveniente mudar as variaveis na Eq.(2.22) de Viys = Vo

para u = Vy/V¢.

O termo de rearranjo entao fica:

0GY 0GH. ou  om,
<Nj>j0<Nj>j = < Jli oud anp 0<NJ>J (237)

Usando n; = A, /V, podemos retirar dessa expressao a dependéncia no tama
nho do cluster, e fazer a média do restante da expressao com respeito as diferentes
células. A energia livre de Gibbs de um corpo, Eq. (2.24), pode finalmente ser

escrita como

am  — Ggl)chAﬁj) <(Nj>j 8Gnuc>

nuc n’E])V u
— ) 4 A0 (M OCme (2.38)
e TA\nVn Ou Jgna

onde as quantidades entre (); devem ser calculadas para o mais provavel nicleo

como dado pela solu¢io padrao das equagoes de LS (ver Apéndice B).

Para verificar a consisténcia termodinamica dessa abordagem podemos verifi
car que a configuragao mais provavel dada pelo NSE coincide com o tnico cluster
representativo de LS. Para isso, devemos minimizar o expoente na Eq. (2.20), i.e.,
a energia livre de Gibbs, Eq. (2.38). As equacoes de LS definindo a configuracao

representativa na SNA sao derivadas explicitamente no Apéndice B.
Lembramos que no ensemble gra canonico, o sistema esta em contato com um
reservatorio de particulas, ou seja, com potencial quimico fixo, e assim temos que

a densidade do gas externo, i.e., a densidade das particulas alfa e dos néutrons e
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protons livres, sdo fixas por seus potenciais quimicos (ver Apéndice A):

_ 09, _ 99a
a/"qu ' “ aua '

(2.39)

Ngo

onde ¢ = n,p. Além disso, notamos que o modelo requer que np (assim como
ny, ver Eq.(2.35)) seja o mesmo em cada célula de WS. Portanto, diferentes fons
na célula, na abordagem de NSE, podem ter diferentes nimeros barionicos AW
(sendo o ntimero bariénico do gas uniforme em todo o volume e em cada célula)
e diferentes volumes Vji;i), mantendo constante
AW)

ng = @ +4ng +ny, , (2.40)
com AW = NU) 4 70 A equagdo (2.40) entdo fixa Vi, ou equivalentemente
u. Com esses vinculos, Egs. (2.35),(2.39) e (2.40), as sete variaveis independen
tes nas quais a minimizagao deve ser realizada sio reduzidas a trés (n;, z;,rn).
Calculando as derivadas parciais da energia livre efetiva de Gibbs, temos

lel
o
on;

=0, que pode ser escrita como

Ti, TN

2D3  1-—
Poi + 35—

u
" 3nu + A s = pino(1 = 2:) + pipots (2.41)

onde

i = (1 = @) fni + Tftpi, (2.42)

Ini € [y sendo os potenciais quimicos dos néutrons e protons dentro do
nicleo, e fD = F. + F, sendo a soma da densidade de energia livre de

superficie e Coulomb (veja Eq. (2.39) em [41]). A constante Ay no termo
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da energia livre translacional foi tomado igual a 60 em [41], h = h(xz;,T)
é uma funcao dependente da temperatura que entra na energia livre de
superficie (ver Eq. (2.28) em [41]), e ug € a contribuigio translacional para
o potencial quimico.

OG0
ox;

=0, que leva a

i, TN

2D (1 o 1—u
ni i TS — — | — h/ -T)= no — 0 24
# K 3nu (z, + 0’) Ay (e )=n Hpo > (243)

onde a tensdo superficial o = o(z;,T) que entra no termo de superficie da
energia livre é definido na Eq. (2.27) de LS [41], 0’ = 00 /0x;, e I = Oh/Dx;.
Note que combinando as Eqs. (2.41) (2.43) obtemos as Egs. (3.2b) (3.2¢)
em [41], (veja Apéndice B).

8é(j) .
P e = 0 . Notando que minimizando Gﬁ.]u)c com respeito a ry é
TN
N, T
equivalente a minimizar com respeito ao volume nuclear Vy temos
NFt+F) _,  Co A G\ _ (2.44)
8VN - VN VN ou B ’ ’

A primeira condigao da a equagao de equilibrio para ry, ou, equivalente

mente, para n; (ver Eq. (2.38) em LS, e Apéndice B, Eq. (B.9)),

ng— 2 A0 <3££iiﬂ)3, (2.45)

T 2722 D

e sendo a carga elementar. Usando Eq. (2.41), junto com a rela¢do termo

dindmica entre a pressao P, a densidade de energia livre F, e o potencial
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quimico g de uma espécie com densidade n, P = —F + un, aplicado a
pressao do gas, P,, das particulas alfa, P,, e dos nucleons dentro do ntcleo,

P, a segunda condi¢do se torna

n;u

2D
- = _p hpg = P, + Py | 2.4
p]+5(3u )+A0 I + (2.46)

com D' = 9D/du. Essa expressao ¢ equivalente a Eq. (3.2e) de LS [41],
veja Apéndice B Eq.(B.11). Note que B, nao é incluido nas nossa equagoes
pois os potencias quimicos na nossa definigao incluem a massa de repouso
do néutron. A introdugao do termo de rearranjo é, de fato, requerida de
modo a obter a equivaléncia dos resultados obtidos no ensemble canonico e
gra candnico e, consequentemente, a consisténcia termodinamica da abor

dagem.

O efeito do termo de rearranjo é analisado na Fig. 2.1, onde plotamos a
parte nuclear da energia livre de Gibbs, Eq. (2.38), para duas condigoes tipicas
de densidade, temperatura e fragao de protons encontradas durante o colapso do
nicleo de uma supernova. O minimo de cada curva representa o cluster mais
provavel obtido com e sem o termo de rearranjo. Os Xs correspondem ao tinico
niicleo (médio) calculado na EoS de LS, enquanto os pontos (quadrados) marcam
o ntcleo mais provavel calculado com o método NSE sem (com) o termo de rear
ranjo. Vemos que o termo de rearranjo atua de maneira mais significante a altas
densidades e temperaturas. Note que enquanto nenhuma diferenga é notada a
baixas densidades (primeira figura), apenas incluindo esse termo é possivel repro
duzir corretamente o ntcleo mais provavel de LS para altas densidades (segunda

figura).
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Figura 2.1: Contribuicao nuclear para energia livre de Gibbs, éﬁ,ju)c, com e sem
a contribuigao do termo de rearranjo, para duas condigbes termodinamicas dife
rentes, como funcio de A = AU A fracio de protons z; é fixa como sendo a
mesma do niicleo mais provavel de LS. Os quadrados (pontos) correspondem aos
niicleos mais provaveis obtidos com (sem) o termo de rearranjo; os Xs indicam o
A do nucleo médio obtido com a EoS de LS. Mais detalhes no texto.
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2.4 Resultados

Nessa segao sao apresentados os resultados obtidos com o modelo SNE estendido,
implementado de forma perturbativa a partir da equacao de estado de LS. Isso
significa que, para uma dada condi¢do termodinamica, o calculo da EoS e da
composicao ¢ feito em duas etapas:

(i) primeiro, rodamos a rotina analitica de LS e assim obtemos os resultados
SNA,

(i) variando A e Z2, calculamos Guuc(A,Z), Eq. (2.38), como explicado na
Sec. 2.2, e entdo a probabilidade p(A,Z) associada a cada cluster (A,Z).

Dessa forma, podemos também comparar o niicleo mais provavel no modelo
NSE (i.e. 0 que minimiza Gpu.(A,Z)) com o tnico nicleo da SNA.

Comecamos mostrando, na Fig. 2.2, 0 x; = Z/A correspondente ao minimo de
Gue COMO funcao de A. Como um exemplo ilustrativo, escolhemos duas condi
¢Oes termodinamicas possiveis de serem encontradas durante a fase inicial (antes
do ricochete) do colapso do niicleo de uma supernova: ng = 3 x 107 fm=3,
T = 0.74 MeV, Y, = 0.43 (linha solida) e np = 1.22 x 1072 fm™3, T = 4.13,
Y, = 0.31 (linha pontilhada). Esses ntmeros, assim como outras condi¢oes ex
ploradas abaixo, sao retirados de uma trajetéria de colapso seguindo a regiao
central da estrela. Essas condigbes termodinamicas foram obtidas com um c6
digo de hidrodinamica unidimensional com relatividade geral e um esquema de
dispersao de neutrinos [68, 69, 70|, comecando de uma estrela progenitora de
40M, de Woosley et al. [71]. A trajetoria de colapso considerada termina an

tes do ricochete, antes que os niicleos sejam dissociados em matéria homogénea.

2Nessa se¢io no espirito da EoS de LS definimos A e Z como o nimero bariénico e de
protons da fase densa A = Vyn, Z = Ax;
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Figura 2.2: Fragdo de protons dentro do nicleo z; = Z/A correspondente ao
minimo de Gy com A fixos, como fun¢ao de A, para duas condi¢oes termo
dinamicas: np = 3 x 107 fm=3, T = 0.74 MeV, Y, = 0.43 (linha solida) e
np = 1.22 x 1072 fm™3, T = 4.13, Y, = 0.31 (linha pontilhada). Triangulos
indicam os valores obtidos com a EoS de LS.

Triangulos indicam os valores de (z;, A) obtidos a partir do modelo original de
LS (isso é: com SNA) para as mesmas condicoes termodinamicas: z;1s = 0.43,
Aps =65ex;1s = 0.34, Ars = 161, respectivamente. Note que o comportamento
de z; é sensfvel a distribui¢ao nuclear, mudando cerca de 50% quando A varia de
aproximadamente 50 para 200, e pode ser bem diferente do valor predito por LS
para as mesmas condic¢es termodinamicas (ng, T, Y,), quando a massa nuclear
é diferente da massa nuclear de LS.

Na Fig. 2.3, plotamos o ntumero densidade dentro do ntcleo, n;, calculado a
partir da Eq. (2.45), versus A, para um z; = (z;)sn4 fixo, sendo igual ao z; obtido

pela EoS de LS, para trés condi¢oes termodinamicas representativas tiradas da
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trajetoria do colapso da supernova: (1) np = 3 x 1076 fm=3, T' = 0.74 MeV,
Y, =043, (2) np = 2x 1073 fm™3, T = 2.3 MeV, Y, = 0.34, e (3) np =
1.22 x 1072 fm=3, T = 4.13 MeV, Y, = 0.31. linhas pontilhadas representam a
distribuigao nuclear (em unidades arbitrarias), enquanto pontos correspondem ao
(ni)sna para o nicleo tnico (médio) predito pela EoS de LS. Note que o niicleo
mais provavel, o qual ¢ identificado pelo pico da distribuigao nuclear, coincide
com o unico nicleo predito pela EoS de LS, ambos tendo a mesma densidade n;,
para as trés condigoes termodindmicas. Podemos ver também que a densidade
dentro do nicleo diminui com A; devido a conservagao da massa, Egs. (B.6), isso
é compensado por um aumento na densidade do gas externo n, e alfa n,. Além
disso, aumentar a densidade e temperatura, da condigdo (1) para (3), leva a um
aumento do nimero de massa do nicleo médio, e da largura da distribuigao.
Para fazer uma melhor comparagio dos resultados do modelo SNE com os do
SNA, mostramos na Fig. 2.4 a distribui¢ao dos clusters Z versus N (painel b),
para uma dada condi¢io termodinamica: np = 8.6 x 10™* fm™3, T' = 1.83 MeV,
Y, = 0.36. O grafico principal mostra as probabilidades dos clusters (vermelho
para azul, maior para menor abundancia), enquanto o ponto preto corresponde
ao nicleo médio da EoS original de LS, Zgna = 38, Nsna = 62. Isso mostra
que nosso SNE estendido reproduz os resultados da SNA, tendo a vantagem
de levar em conta uma distribui¢ao completa de nicleos. A distribui¢ao suave
dos clusters com um tnico pico central também mostra a auséncia de efeitos de
camada. Os painéis (a) e (c) ilustram a distribui¢do de probabilidade, p(A,Z)
(em unidades arbitrarias), para diferentes cortes em Z = 32, 38, 41 (painel (a),
da esquerda para direita), ¢ N = 40, 62, 80 (painel (c), de cima para baixo),

respectivamente. A curva central (verde) nos painéis (a) e (¢) correspondem ao
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Figura 2.3: Numero de densidade barionica dentro do nticleo, n;, versus A para
trés condigoes termodinamicas: (1) ng = 3x1075 fm=3, T'= 0.74 MeV, Y, = 0.43,
(2)np=2x10"3fm™3, T =23 MeV, Y, =034, e (3) ng =1.22 x 1072 fm~3,
T =4.13 MeV, Y, = 0.31. Linhas solidas correspondem a solucao da Eq. (2.45),
pontos correspondem a n; para o ntcleo (médio) predito pela EoS de LS, e as
linhas pontilhadas representam a distribuicdo nuclear (em unidades arbitrarias).

nucleo mais provavel, o qual coincide novamente com o resultado SNA.

2.4.1 Inclusao de um modelo de massa nuclear microsco-
pico

Um dos limites do modelo da gota liquida compressivel empregado na EoS de LS
é a auséncia de emparelhamento e efeitos de camada, que sdo responséveis pela
ocorréncia dos ntimeros magicos e afeta a distribuigdo nuclear, especialmente
em densidades e temperaturas relativamente baixas [65, 72|. Na realidade, se

espera que efeitos de camada e emparelhamento sejam descartados apenas a
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temperaturas de alguns MeV. Para considerar esses efeitos, modelos de massa
experimentais ou tedricos devem ser implementados. Entretanto, no colapso do
nucleo de supernovas, a captura de elétrons leva os nucleos para o lado rico em
néutrons da carta nuclear, onde medi¢oes de massas experimentais nao sao mais
disponiveis e extrapolagoes teoricas devem ser consideradas. Com isso, incluimos
em nosso modelo perturbativo estendido de NSE as energia de ligacdo de um
modelo de massa teérico. Para isso, redefinimos a energia livre de Gibbs do
cluster, substituindo a contribui¢ao da energia de ligagao nuclear correspondente
no modelo da gota liquida compressivel,G¥, pela energia de ligado calculada

teoricamente no modelo de massa, Epinq:

CTYnuc = énuc,LS - G?;uc,LS + Ebind 5 (247)

onde Gpyueps corresponde a contribuigao nuclear para a energia livre de Gibbs

0
nuc,L

como calculada em Eq. (2.38), e Go.1s ¢ a mesma quantidade calculada com
T=0en,=n, =n =0 (n sendo o nimero densidade dos elétrons), i.e. o
termo de bulk mais superficie (a temperatura zero) e Coulomb (com as corregoes
de blindagem). Com rela¢ao ao modelo de massa teorico, utilizamos o modelo de
massa microscopico de Bruxelas Montreal> HFB 24 [73]. Esse modelo, baseado
no método auto consistente de Hartree Fock Bogoliubov usando uma interagao
nucleon nucleon efetiva de Skyrme de 16 pardmetros com uma for¢a de empare
lhamento realista |realistic contact pairing force|, fita as 2353 massas medidas de

niicleos com N e Z > 8 que aparecem nos calculos de massa atomica (AME do

ingles Atomic Mass Evaluation) de 2012 [74] com um desvio quadrético médio

3A tabela de massa para esse modelo esti disponivel na base de dados BRUSLIB
http //www astro ulb ac be/bruslib/
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de 0.5 MeV. Além disso, esse modelo também é compativel com muitos outros
vinculos experimentais e astrofisicos [75]. Note que, na tabela de massa, sao ta
buladas o excesso de massa, M.y, 0 qual é a diferenca entre sua massa real My,
medida experimentalmente e a sua massa indicada por seu numero de massa A

em unidades de massa atomica m,,, ou seja

Mo = My — Ay, (2.48)

Da Eq. 2.48 conseguimos isolar a massa atomica My, e assim calcular as

massas nucleares com

Mwe(A,Z) = My, — Zme® + Bu(Z) , (2.49)

onde m, é a massa do elétron e B, (Z) é energia de ligacdo total de todos os Z

elétrons removidos [76].

Para ilustrar o efeito de empregar esse tipo de tabela de massa em vez do
funcional simplificado de LS durante o colapso do niicleo da supernova, plotamos
na Fig. 2.5 a evolugao do Z (acima) e N (abaixo) para condic6es termodinémicas
dadas durante a trajetoria do colapso (o tempo ¢ dado em unidades arbitrarias).
As linhas pontilhadas correspondem ao nucleo mais provavel calculado com o
modelo de NSE estendido construido a partir da EoS original de LS; as linhas
solidas representam a variancia de Z e N e dao a largura da distribui¢ao nuclear.
Os pontos em ambas as figuras correspondem aos resultados obtidos quando
0 modelo de massa HFB 24 ¢ considerado no lugar do modelo original de LS.

Podemos notar claramente a ocorréncia de estruturas de camadas e nimeros
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méagicos: na primeira fase do colapso, clusters com Z = 28 dominam, enquanto
nos estagios subsequentes do colapso dominam, primeiro clusters com N cerca
de 50 e entao N = 82 ¢ N = 126 prevalecem. Nesse ponto do colapso, maiores
diferencas na composicao podem ser observadas quando um ou outro modelo é
usado. Também notamos que a largura na distribui¢ao nuclear aumenta com o

tempo, i.e. com densidade e temperatura.

Mostramos na Fig. 2.6 a carta de nuclideos exibindo as probabilidades dos
clusters normalizadas (vermelho para azul, nicleos mais pra menos provaveis),
para quatro condigoes termodinamicas diferentes tiradas da trajetoria do colapso
no centro da estrela: (a) np = 3.86 x 107¢ fm=3, T'= 0.79 MeV, Y, = 0.43, (b)
ng = 3.35 x 1074 fm™3, T = 1.51 MeV, Y, = 0.38, (¢) np = 3.01 x 1073 fm~3,
T =268MeV,Y,=0.33,e(d) ng=58yx10"% fm =3, T = 3.33 MeV, Y, = 0.31.
Distribui¢bes bimodais representam as probabilidades com o modelo de massa
HFB24 e distribuicoes gaussianas representam as probabilidades com o funcional
de massa usado por LS. Os pontos correspondem ao nicleo médio predito pela
EoS de LS. Dessa figura também é claro o aparecimento de niimeros méagicos.
Note que a distribui¢do bimodal nio pode ser reproduzida no caso de um SNA
de pico tinico. Enquanto para condi¢oes termodinamicas no comeco do colapso
(a) nacleos proximos a Z = 28 e N = 50 sao populados, adiante em (b), a
distribuigao tem seu pico cerca de N = 50 ¢ N = 82, em (c¢) cerca de N = 82
e N = 126; no fim da fase do colapso (antes do ricochete) (d), os nicleos mais
provaveis estao situados nas proximidades de N = 184. Porém, a altima condigao
termodinamica mostrada esta proxima do fim da tabela de massas teoricas, entao
nenhuma composi¢ao mais pesada pode ser explorada. Podemos notar também

que, durante o colapso, os nticleos mais provaveis se tornam maiores (i.e. A
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aumenta), e a distribuicao fica mais larga. Esses efeitos sdo uma consequéncia
do aumento da densidade e da temperatura, respectivamente.

Por fim, uma importante diferenca é observada nos painéis (c) e (d) entre o
nicleo médio previsto pela EoS original de LS (pontos) e o niicleo mais provével
previsto usando o modelo de massa HFB 24. Isso implica que nossos calculos,
contrariamente a aplicacao anterior onde o modelo de massa foi tirado da EoS
de LS, nao é completamente consistente. Para alcangar consisténcia, devemos
calcular os potenciais quimicos /4, € o funcional G ue completo, diretamente do

modelo HFB. Esse aperfeicoamento é deixado para trabalhos futuros.

2.5 Perspectivas futuras

Como continuagao do trabalho pretendemos:

e Modificar a energia dos niicleos de forma a usar as massas nucleares conhe
cidas experimentalmente sempre que possivel, e uma interpolagao entre um
modelo microscopico que contém efeitos de camadas com um modelo sim

~ . s g N T
ples que nao tenha essa propriedade e com isso “brincar” com a existéncia

ou nao de magicidade em regides mais ricas em néutrons.

e Realizar uma simulagao do colapso de supernova usando um codigo com
relatividade geral e aproximacao da estrela para um dimensao, ou seja, uma

estrela progenitora perfeitamente esférica onde variamos somente o raio.

Para o primeiro item, foi iniciado o estudo da féormula para interpolagao, e

apresentamos nossos resultados preliminares a seguir.
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Para o segundo, iremos comparar quantidades de composi¢ao e termodinami
cas durante a evolugao do colapso e no instante do ricochete utilizando o modelo
de Lattimer e Swesty original com o nosso modelo de NSE com o modelo de

massa HFB24. Apresentamos no fim dessa secao os resultados preliminares.

2.5.1 Desaparecimento dos niimeros magicos

A possibilidade de que efeitos de camada desaparecam conforme nicleos ricos em
néutrons sejam analisados, ¢ estudada ha muito tempo [77, 78], e fortes evidéncias
j& foram encontradas para o desaparecimento do ntimero magico N = 20 [79].

Durante a fase inicial do colapso, antes do ricochete, reagoes nucleares como
decaimento beta inverso acontecem. Nessa reagao um proton livre, ou preso em
um niicleo, captura um elétron criando assim um néutron. Com isso, é possivel
calcular a taxa de captura de elétrons devida a essa reagdao e a consequente
modificagdo na estrutura da matéria na estrela.

Uma consequéncia direta é que teremos niicleos mais ricos em néutrons. Po
demos ver na Fig. 2.7, em verde, os elementos criados durante o processo de
captura de elétrons em supernovas.

A regido ao redor do nimero méagico N = 50 tem especial importancia du
rante o colapso da supernova como podemos ver na Fig. 2.7. Agora, o interessante
desse estudo é que temos na distribui¢ao de provaveis nticleos durante o colapso,
nicleos muito ricos em néutrons e cujas massas ainda nao foram medidas experi
mentalmente. Portanto devemos recorrer a modelos teoricos para encontrar um
valor numérico para essas massas. Entretanto, apesar de sabermos da importan

cia da magicidade em modelos de massa, como foi dito no comego dessa segao,
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sabe se que algumas camadas de nimeros magicos podem desaparecer conforme
nos afastamos do vale de estabilidade da carta nuclear.
A ideia dessa se¢do é analisar a possibilidade de termos (ou nao) desapareci
mento de niimeros magicos conforme nos aproximamos da neutron drip line®.
Para isso primeiro revisamos como encontramos essas camadas de nimeros
magicos. Isso pode ser feito calculando a energia de separacao de dois nicleos,
San(Z,A), que é a diferenga entre a energia de ligacio de um nicleo por outro

com dois néutrons a menos, ou seja

Son(Z,A) = B(Z,A—2) — B(Z,A), (2.50)

onde os valores das energias de ligacio B(Z,A — 2) e B(Z,A) sao retirados de
tabelas de massa quando se deseja estudar modelos microscopicos, como é o caso
dos modelos DZ10 e HFB24, ou de funcionais de energia, como no caso do modelo
da gota liquida modificada, que analisaremos a seguir.

Podemos plotar S5,(Z,A) com relagio ao nimero de néutrons N para varios
isotopos (familia de niicleos com o mesmo nimero de protons Z). No trabalho
[78], as autoras mostram o grafico da Fig. 2.8, onde vemos um queda no valor de
San(Z,A) na regido de N = 50 o que marca a presenga de uma camada de nimero
magico. Nessa figura vemos em preto as massas experimentais e em vermelho
as predigoes de dois modelos teéricos diferentes. Note que ambos os modelos
representam muito bem as massas experimentais, mas divergem quanto a extra
polagao para a regiao nao conhecida. Nessa regiao mais rica em néutrons onde

nao temos valores experimentais, o modelo DZ10 considera que o nimero N = 50

1A zona de fronteira que delimita os niicleos estaveis para os niicleos que decaem por emissao
de um proton
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continua sendo magico enquanto o modelo HFB22 considera um quenching dessa
magicidade. Por existir essa divergéncia com relacao as predigdes teoricas para
regides desconhecidas experimentalmente, em nosso trabalho resolvemos utilizar
uma formula que nos permite “experimentar” com a existéncia ou nao do quen
ching. Ou seja, faremos uma interpola¢ao de um modelo que contém magicidade
sempre, com um que nunca leva em conta essa propriedade, e posteriormente,
modificando um parametro, podemos analisar a existéncia ou nao do efeito de
camadas na regiao de nicleos mais ricos em néutrons e, com isso analisar esse

efeito no colapso da supernova.

Utilizamos como modelo microscopico que contém magicidade em todas as
camadas, o modelo de massa de Duflo Zucker [80]. E para representar o quenching
faremos a interpolacao com um modelo que nunca contém magicidade, que sera
um modelo da gota liquida modificado (GLM). Podemos escrever a energia de
ligagao por nucleon do modelo de gota liquida modificado como

Ecrm(Z,A) a,(0)
P VER e v

+ (2.51)

A—22\° z: 12
Qe pafs = 13720

com essa equacao modelamos o nicleo como sendo uma gota liquida onde a, =
—16.048 MeV ¢ o termo de volume, o qual é o termo dominante da Eq. 2.51, o
segundo termo contabiliza energia da superficie do niicleo e também considera as
diferentes composicoes do niicleo (ntimero de protons e néutrons) com a,(d) =
50 + Assymd> onde § = (N — Z)/A, asp = 18.2326 MeV, o terceiro termo é de
assimetria (mede qudo rico em néutrons, i.e. quantos néutrons a mais que protons

o nicleo possui) e Assym = —29.7356 MeV, agym = 30, 0 quarto termo leva em
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conta a interacao coulombiana onde

_ 3ahe

Qe =

e (2.52)
com a = 1/137, he = 197.3269788 MeV fm, ry = [3/(4mpo)]*/* e py = 0.1578
fm~3 e, o tltimo termo & o termo de emparelhamento, que considera o fato de os
nicleos serem mais fortemente ligados quando possuem nimeros pares de protons
e néutrons.

Na Fig. 2.9 comparamos a energia de separagao de dois niicleos dos modelos
DZ10 (quadrados) e GLM (tridngulos) com as massa conhecidas experimental
mente (pontos). Note que a formula de massa DZ10 reproduz muito bem os
valores das massas experimentais e mantém a magicidade de N = 50 quando nao
se tem mais valores experimentais, jA o modelo simples GLM se aproxima dos
valores experimentais mas nao contém magicidade.

Agora, para fazer a interpolagao utilizamos uma formula proposta por Pearson
et. al. em [81], que é escrita como

1 -
Eini(Z,A) = EqLm + ) (Emic — Ecrm) (2.53)

onde Egryy € a energia de ligacao calculada com a Eq. 2.51 e em E,,;. utilizamos

a tabela de massas DZ10. O fator de quenching é dado pela expressao

q(Z,A) =1+ exp [(% + b) N+ % + d] , (2.54)

onde os parametros b = —0.086, ¢ = —300.0 e d = —14.4 foram retirados do tra

balho original [81] e o parametro a escolheremos de forma a ter ou nao quenching.
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Note que quando a — o0, ¢ — oo temos Eiy — FEgry, € quando a — 0, ¢ — 1
temos Fi,; — FEpne. Portanto, modificando esse parametro podemos ter uma
energia de ligagao com magicidade onde sabemos empiricamente que ela exista, e
na regiao desconhecida podemos ter um pequeno ou grande quenching, conforme
podemos ver na Fig. 2.10. Nessa figura usamos dois valores para esse parametro,
a =170 e a = 18.5. Note que em ambos os casos mantivemos a magicidade nos
valores de massas conhecidas, e na regiao mais rica em néutrons, temos para o
maior valor de @ um sinal de magicidade levemente maior que para a = 18.5 onde

a curva de Ej,; se aproxima mais de Fgpys na regiao de N = 50.

Outra maneira de ver o quenching dos efeitos de camadas é através do salto
(gap) dos niimeros mégicos, que é definido em termos das energias de separa¢ao

de dois néutrons Sy,:

A(Ny) = San(No) — San(No +2), (2.55)

onde Ny é o niimero méagico cujo salto queremos analisar. Na Fig. 2.11 plotamos
o salto do niimero mégico N = 50 com relacao ao niimero de prétons Z. Nessa
figura comparamos o modelo DZ10, GLM e a interpolacao entre os dois. Note
a existéncia constante de um salto para DZ10, com um valor maior do salto
quando temos dupla magicidade (i.e. além de N =50, Z = 28 ¢ Z = 50). Para
o modelo GLM o valor do salto esta sempre proximo a zero. E quando fazemos a
interpolagao, temos um quenching dessa magicidade conforme nos aproximamos
da regido mais rica em néutrons, sendo que para o maior valor de a, na figura,
a = 18.5 esse quenching comeca antes que para a = 17.0. Comparando com a

Fig. 2.10 vemos que o valor de a que faz o maior quenching de Sy, na Fig. 2.10



é 0 mesmo que primeiramente “some” com o salto na Fig. 2.11.

Construida essa energia de liga¢gdo com a interpolagdo de um modelo realista
de massa e o simples modelo da gota liquida, que nos permite analisar a existéncia
ou nao do quenching, vamos modificar a Eq. 2.47, colocando E;,; no lugar da
energia de ligacdo do modelo microscopico Eyig, ou seja, teremos assim a nossa

nova energia livre de Gibbs:

Gnuc = énuc,LS - Gguc,LS + Eint- (256)

A férmula final para Gy, a ser usada nos célculos da taxa de captura de
elétrons no colapso terao também a informacao das massas experimentais, ou
seja, utilizaremos a energia de ligacao das massas experimentais sempre que elas

existirem, e a da interpolacao quando nao tivermos essa informacao.

2.6 Consideragoes finais

Nesse capitulo, desenvolvemos um formalismo geral que permite calcular a distri
buicao nuclear encontrada na matéria estelar em equilibrio, associado & qualquer
EoS arbitraria unificada, o qual faz uma modelagem nuclear a temperatura fi
nita capaz de descrever tanto matéria nuclear homogénea quanto inomogénea e
assimétrica. As probabilidades dos clusters sao dadas por fatores de Boltzmann

simples, Eq. (2.25), com quatro modificagdes importantes:

e o tamanho do cluster que entra nas transformacoes de Legendre da energia
livre de Helmoltz para Gibbs deve ser devidamente definido tal que as

conservagoes de massa e carga sdo respeitadas, veja Egs. (2.6) (2.7);
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e 0 potencial quimico do cluster é dado pelo potencial quimico dos nucleons

livres, ver Eqgs. (A.8) (A.9), multiplicado pelo tamanho do cluster efetivo;

e todas as modificagoes eventuais devido ao meio devem ser consideradas
dentro da energia livre do cluster, veja Eq. (2.4) e a discussdo que disso

segue;

e um termo de rearranjo garantindo a consisténcia termodinamica deve ser

adicionado, ver Eq. (2.24).

Esse formalismo pode ser aplicado de forma direta em qualquer EoS relativis
tica ou nao relativistica que trata da matéria nuclear a densidades de subsatura
cdo baseada na Aproximacio de Nucleo Unico (SNA). Aplicamos esse formalismo
ao caso especifico da EoS de LS, a qual é amplamente usada em simulagdes do
colapso do ntcleo de supernovas. Esse exemplo mostrou explicitamente que o
nicleo mais provavel coincide com a predi¢ao da EoS de LS, mas muitos outros
nticleos sao possiveis, e a largura da distribui¢ao nuclear é uma fungao crescente
da densidade e temperatura.

Exploramos também o efeito de utilizar um modelo de massa mais realista,
substituindo o funcional de gota liquida simples de LS pelo modelo de massa mi
croscopico de Bruxelas Montreal HFB 24, o qual fornece uma 6tima reprodugao
das massas nucleares para toda a carta de nuclideos.

Por fim, utilizando um modelo simples GLM juntamente com o modelo mi
croscopico DZ10, criamos uma energia de ligagdo que interpola esses dois mode
los, 0o que nos permitiu explorar a existéncia ou nao do quenching de ntmeros

magicos.



Considerando condigoes termodinamicas que ocorrem em uma trajetoria ti
pica do colapso do ntcleo de supernovas, mostramos que a distribuicao de is6
topos desvia consideravelmente dos resultados médios de LS, e nimeros mégicos
dominam durante toda a trajetéria. Visto que as taxas de captura de elétrons
em ntcleos pode variar de ordens de magnitude entre ntucleos vizinhos, espera
mos que um céalculo consistente dessas taxas sob essa distribui¢ao mais realista
pode modificar a taxa de deleptonizagao, e entao a dinamica do colapso que disso
resulta, com relagao a calculos de colapso tipicos onde a SNA é empregada.

A implementacao das taxas de captura de elétrons na distribuigao nuclear, e
a avaliagao desse efeito na trajetoria do colapso, serao deixadas para trabalhos

futuros.
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Figura 2.4: Distribuigdo de niicleos preditos pelo modelo NSE para a condicao
termodinamica ng = 8.6 x 107* fm™2, T = 1.83 MeV, Y, = 0.36. No painel
(b) sao mostradas as probabilidades dos clusters (vermelho para azul, de mais
pra menos abundante), enquanto o ponto preto corresponde ao nicleo médio
(Z =38, N = 62) obtido com a EoS de LS. O painel (a) mostra as distribui¢oes
de probabilidades para cortes em Z = 32, 38, e 41 (da curva da esquerda para
direita), enquanto o painel (¢) mostra as distribuigdes de probabilidades para
N =40, 62, e 80 (da curva de cima para baixo).



110 b
100 | 100 . i

N
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
time (a. u.)
200 :
200 -
180 180 | = i
160 | 1
160 - 140 | - 1
120 " EEEE i
=z

20

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
time (a. u.)

Figura 2.5: Z (acima) e N (abaixo) durante a trajetoria do colapso (em unidades
de tempo arbitrarias), no centro da estrela. Linhas pontilhadas correspondem ao
nucleo mais provavel utilizando o funcional de massa de LS, enquanto linha solidas
correspondem a variancia. Pontos representam o niicleo mais provavel quando
o modelo de massa HFB 24 ¢ implementado. As caixas pequenas mostram um
zoom na parte final das curvas.
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Figura 2.6: Distribuigao de ntcleos (Z,N) para quatro condigdes termodinamicas
que acontecem durante a trajetoria do colapso no centro da estrela: (a) np =
3.86 x 107¢ fm=3, T = 0.79 MeV, Y, = 0.43, (b) np = 3.35 x 107* fm =3, T' =
1.51 MeV, Y, = 0.38, (¢) np = 3.01 x 107 fm™3, T' = 2.68 MeV, Y, = 0.33, e
(d) np =5.85 x 1072 fm =3, T = 3.33 MeV, Y, = 0.31. As cores representam as
probabilidades normalizadas dos clusters (vermelho para azul, mais para menos
provével). Distribui¢oes bimodais representam as probabilidades com o modelo
de massa HFB24 e distribuigdes gaussianas representam as probabilidades com o
funcional de massa usado por LS. Pontos correspondem ao niicleo médio predito
pela EoS original de LS.
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Figura 2.7: Carta de nuclideos contendo processos. Fonte: H. Schatz, J. Phys.
G. 43 (2016) 0664001.
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Figura 2.8: Comparagao da energia de separagao de dois modelos microscopicos
com massas experimentais. Fonte: Raduta, A. et. al. PRC 93 025803 (2016).
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Figura 2.9: Energia de separagao proxima da regiao N = 50 para modelo da
gota liquida modificado (triangulos), DZ10 (quadrados) e massas experimentais
(pontos).
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Figura 2.10: Energia de separagao proxima da regiao N = 50 para modelo da
gota liquida modificado (triangulos), DZ10 (quadrados) e massas experimentais
(pontos), e interpolagao entre esses modelos com a = 17.0 e a = 18.5.
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Figura 2.11: Salto do nimero méagico N = 50 para o modelo da gota liquida
modificado (GLM), DZ10 e para a interpolacio entre esses dois modelos, usando
dois possiveis valores de a.



Capitulo 3

Modelo Quark-Meson-Coupling

A fisica nuclear ¢ descrita com os graus de liberdade dos nucleons e mésons héa
muitos anos. Devido ao grande sucesso de varios modelos de hadrodinamica
quantica [10, 11] descreverem a matéria densa, acredita se que esses sejam 0s
graus de liberdade necessarios em um modelo nuclear relativistico. Entretanto,
o sucesso do modelo de quarks para explicar a fisica de particulas elementares,
assim como os experimentos de colisdes de particulas a altas energias [82, 83,
84, 85|, nao deixa davidas de que os nucleons sao formados de trés quarks. O
problema esta em definir quando isto é importante para a dinamica do niucleo.
Para investigar esse problema, Guichon [22] criou a primeira versiao do modelo
QMC em 1988. Esse modelo continuou sendo investigado e passou por melhorias
nos anos que se seguiram [86, 87, 88, 89, 90]. Nesse capitulo apresentamos o
modelo Quark Meson Coupling, mostramos como ele descreve as propriedades
da matéria nuclear comparando com algumas parametriza¢oes dos modelos de
QHD, verificamos as propriedades das estrelas de néutrons e, por fim, analisamos

o modelo QMC a temperatura finita.
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3.1 Revisao do modelo

A proposta do modelo Quark Meson Coupling é fazer a estrutura, ou movimento,
de quarks do nucleon ser modificada pelos campos mesonicos. Essa modificagao,
apesar de pequena, é suficiente para gerar um novo mecanismo para saturagao

nuclear.

Assumimos que a matéria nuclear infinita & densidades moderadas (até pou
cas vezes a densidade de saturacdo) é uma distribui¢do uniforme de nucleons,
o0s quais sao "sacolas" esféricas e estaticas do tipo MIT [23] que ndo se sobre
poem, onde os proprios quarks dentro dessa sacola interagem através da troca
de mésons com os quarks de outra sacola. Os campos mesonicos sao tratados
através da aproximagao de campo médio. Nessa aproximacao consideramos os
campos mesonicos estaticos e homogéneos, ou seja, nao variam com o tempo e
nem no espaco |[91]. Os méson considerados sdo o méson escalar o, e os mésons
vetoriais w e p. Na aproximacao de campo médio, esses campos, que a princi
pio dependeriam das quatro coordenadas do espaco tempo, sao constantes. Da
mesma maneira que nos modelos de hadrodinamica quantica, no QMC o méson
o & responsavel pela parte atrativa do potencial nuclear, o méson w pela parte
repulsiva e 0 méson p pela interagao de isospin, isto é, o méson p nos permite

distinguir protons de néutrons.

O campo dos quarks, 1, , dentro da sacola satisfaz a seguinte equacao de

movimento:

. 1
Z@‘(mg—gg)—QZW’YO+§QZTzP03’YO Yep(2) =0, g¢=ud
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onde mg é a massa nua do quark, 7, é a proje¢ao do spin cujo valor é +1 para o
proton e 1 para o néutron e, g4, g4 e g4 denotam as constantes de acoplamento
quark meson. O estado fundamental normalizado para o quark na sacola é dado

por

Jos (*TIIB 7”/RB) Xq

T/an (1‘7 t) = -/\[qn exp (7i6qnt/RB) X ’
7;61155 : TAle (qu'I‘/RB) \/E

onde jo, e ji, sao fun¢oes de Bessel,

1
s = gy + Rp (gf,w + igZTz,Doa) . (3.1)

Q(JB - RB m;
=\ TP 3.2
BqB QfIB + Rp m; ’ ( )

com o fator de normalizagao dado por

Ny = 2R 3(24) [Qa Qs — 1)+ Romy /2] [a, (3.3)
onde Qg = /22 + (Rpm})?, mi =m) — glo, Rp é o raio da sacola do barion

B e x4 ¢ o espinor do quark. O autovalor da sacola por nucleon N, z,,, ¢

determinado pelas condigoes de contorno na superficie da sacola

jOB (IQB) = /BQB le (‘TQB) . (34)

A energia da sacola estatica, a qual descreve o barion B formado por trés quarks,
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no estado fundamental é expressa como

ag Q ZB 4 % =
Egs: ani;7R73+§7ngBBB7 (30)

q

onde Zp é um parametro do modelo que carrega informagao sobre o movimento de
ponto zero do barion B, e Bg ¢é a constante da sacola. O conjunto de parametros
usados neste trabalho é determinado impondo a estabilidade do nucleon (aqui, a
"sacola"), de tal forma que exista um tnico valor para as massas do proton e do

néutron [90]. A massa efetiva do nucleon é definida como M} = E.

A condigao de equilibrio para a sacola é obtida minimizando a massa efetiva,

M}, em relacao ao raio da sacola

d M
AR,

=0, B=ppn. (3.6)

Fixando o raio da sacola Rg = 0.6 fm e a massa nua do nucleon M = 939 MeV,
os parametros até entao desconhecidos Zp = 4.0050668 e 3113/4 = 210.85 MeV sao
obtidos. Com isso, os valores de B/A = ¢/p — M = —16.4 MeV na saturagio

n =ny = 0.15 fm™3

sao encontrados fazendo ¢g¢ = 5.9810, g, = 8.9817, onde
9w = 394 e g, = 3g%. Todos os parametros usados nesse trabalho podem ser
vistos na tabela 3.1. Com uma pequena modificagao no valor da constante da
sacola, i.e. B}BM = 211.033 MeV, a energia de ligagao se torna —15.7 MeV e a
energia de simetria e seu slope ficam 33.4 MeV e 92.56 MeV respectivamente. Os
resultados discutidos nessa tese sao muito similares para ambas constantes da

sacola e conjunto de parametros.

A densidade de energia total da matéria nuclear é obtida através da seguinte
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equagao:
1 1 2 211/2
e = gmyo + miwg + 5 m/,,OOJJrZ Rkl — M2,

2

e a pressao por
1 1, 2 2 *211/2
p=—g5m, 0’+§m wy + 7mpp03+z k dk/[k* — M3

Os campos mesonicos wy e pos sao determinados através das relagdes abaixo,

Gw(ny, +n, gp(np — 1y
W[J:i(p2 )7/)[]3:7/3(1)2 )7 (3.7)
m2 m2
onde
2%,
ng = Z Ewy B =ppn. (3.8)
B
¢ a densidade barionica.
Por fim, 0o campo médio o é fixo impondo
Oe
— =0. 3.9
% (3.9)

3.1.1 Propriedades da matéria nuclear(bulk)

Sempre que se apresenta um modelo efetivo para fisica nuclear ¢ fundamental
verificar as propriedades da matéria nuclear a temperatura zero e na densidade
de saturacao, isto ¢, numa densidade na qual a pressao é zero e na qual a matéria
permanecerd estatica até alguma forga externa agir sobre ela. Matéria simétrica

e uniforme é uma idealizagao, mas essa idealizagao possui propriedades bem de
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Modelo  QMC NL3 GM1 TW

M 939.0 939.0 939.0 939.0
Mg 5.5

My 550 508.19 550 550

me, 783 782.501 783 783

m, 770 763 770 763

9o 5.9810* 10.217 9.5684 10.728'
oo 8.9817 12.868 10.608 13.2901f
9p 8.6510 8.9480 8.1945 7.321967
B! 210.85

TNL nao sim sim nao
PDD nao nao nao sim

Tabela 3.1: Parametros usados no modelo QMC e nas diferentes parametriza¢oes
dos modelos de QHD. *g? é o acoplamento quark meson no modelo QMC. f
valores obtidos na densidade de saturacao para as parametrizagoes dependentes
da densidade TNL= termos nao lineares. PDD= parametros dependentes da
densidade. Todas as massas sao dadas em MeV.

finidas relacionadas aos ntucleos finitos.

Um interessante e extenso trabalho nessa questao foi feito em [14], mas o
modelo QMC nao foi analisado. Assim, comparamos o modelo QMC com duas
parametrizagoes do modelo de QHD nao linear [10, 11]: GM1 [12] e NL3 [92]
e 0 modelo dependente da densidade (DDP) TW [93]. Escolhemos comparar
nossos resultados com GM1, por essa parametriza¢ao dar um bom valor da massa
efetiva do nucleon, com NL3 por ser uma parametrizagao padrao e muito usada
na literatura e TW por essa ser uma parametrizagao confiavel segundo [14]. Com
relagao ao estudo realizado em [14] e j4 mencionado no capitulo 1, os autores
verificaram que GM1 falha sob os vinculos SM1, SM3a, SM3b, SM4, MIX2b
e MIX4, a parametrizacao NL3 falhou sob SM1, SM3a, SM3b, SM4, MIXla,
MIX1b, MIX2a, MIX2b e MIX4 e o modelo dependente da densidade TW nao

satisfez apenas MIX3.
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Na tabela 3.2 mostramos as propriedades da matéria nuclear na densidade
de saturagao nuclear e a temperatura zero. A primeira coluna mostra a energia
de ligagao por nucleon, a segunda mostra a densidade barionica dos nucleons no
ponto de saturagao e a terceira a massa efetiva relativa a massa nua do nucleon.
Na quarta coluna temos a energia de simetria, a qual calculamos através da

seguinte equagao

2 13 2
9p kp ki
sym = | —— —_ 3.10
Sy (mp) 1272 +6(l€%+]V[*2)1/2 (3:10)

Na quinta coluna temos o slope da energia de simetria, o qual calculamos
através da equagao abaixo

6 sym
Lo = SnO%, (3.11)

onde ng representa a densidade barionica no ponto de saturagao. A tltima coluna
mostra o moédulo de compressao nuclear. Analisando essas propriedades com
relagao aos vinculos de [14], vemos que com relagdo a energia de simetria, o
modelo QMC ¢é aprovado nos vinculos MIX1a, e MIX1b, com relagdo a Ly o
modelo é aprovado em MIX2a, e possui um valor um pouco maior que o ideal no
vinculo mais restritivo MIX2b (30 < Ly < 80), e com relagio a compressibilidade
o modelo néo satisfaz o vinculo SM1 com apenas 9% de erro, pouco a mais dos
5% de tolerancia usados por [14]. Essas propriedades, somadas ao 6timo valor
obtido para a massa efetiva, fazem do modelo QMC um modelo efetivo confiavel
para trabalhar com a matéria nuclear.

Na figura 3.1 plotamos a relacdo entre a massa efetiva e densidade barionica
para o0 QMC e os diferentes modelos de QHD. Podemos ver que a massa efetiva

para o QMC tem sempre um valor maior que os outros modelos, o que ¢ uma
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Modelo B/A ng M /M Egym Ly K
(MeV) ~ (fm~?) (MeV)  (MeV)  (MeV)
QMC 16.4 0.150 0.77 32.6 90 295
NL3 16.2 0.148 0.60 37.4 118.5 272
GM1 16.3 0.153 0.70 32.5 94 300
TW 16.2 0.153 0.56 32.6 55.3 240

Tabela 3.2: Propriedades da matéria nuclear obtidas com o modelo QMC e trés
modelos de QHD. Todas as quantidades obtidas na saturagao e com temperatura
igual a zero.

importante caracteristica se incluirmos hiperons no futuro. Como pode ser visto
em [94] a massa efetiva de alguns modelos de QHD tendem a zero, mesmo em
baixas densidades, quando todos os barions do octeto sao incluidos. Por essa
razdo, parametrizacoes com valores para a massa efetiva maiores foram propostas
por Glendenning [12] (GM1,GL, etc) com o objetivo especifico de aplicagoes para
matéria estelar. O modelo QMC possui M*/M = 0.77 na densidade de saturagéo,
0 que estd em bom acordo com os resultados de analises de espalhamento de
néutrons em nicleos de chumbo [95].

Na Fig. 3.2 mostramos a pressao versus densidade de energia para matéria
nuclear infinita e temperatura zero, onde vemos que a curva obtida pelo QMC é

similar a obtida pelo TW e mais suave que as outras duas aqui analisadas.

3.1.2 Propriedades das estrelas de néutrons

Além das propriedades da matéria nuclear na saturagao e temperatura zero, tam
bém é interessante testar o QMC no estudo de propriedades das estrelas de néu
trons. Na matéria estelar temos que implementar as condigoes de neutralidade

de carga e equilibrio quimico. Nesta condicao, os niveis de energia das particulas
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sao preenchidos de tal maneira que haja equilibrio beta

n—e +p+v.. (3.12)

Para que isto ocorra, deve se ter igualdade de potenciais quimicos em ambos os
lados da equacao

Hn = fip + fle= + fhu, (3.13)

ou

Hn = fip + fe=, (3.14)

onde tomamos f,, _ como nulo, pois consideramos as estrelas de néutrons na fase

onde os neutrinos nao estao mais presentes.

Também ocorre na matéria estelar a reagao:

€=U A Ve + T~ (3.15)

a qual leva a relagao de equilibrio entre os potenciais quimicos abaixo

e = e (3.16)

A neutralidade de carga de um sistema estéavel exige

Np = Ne— + Ny (3.17)

Os léptons serao aqui tratados como um gas de férmions livres nao interagen
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tes. Assim, a lagrangiana do QMC na matéria estelar sera acrescida do termo

'ClepLons = Z%(l’m - ml)wl: (318)
l

onde | = e",u”. Esse termo considera a presenca dos léptons elétron e muon,
possibilitando descrever um sistema em equilibrio beta. Com isso, temos que as
expressoes para densidade de energia e pressao da matéria em equilibrio quimico

e de carga no interior da estrela de néutrons sao dadas por

1 ke . 1 [k
e=)_ ﬁ/o Kdk[k* — M2+ — /0 K2dk[k? — m3)V/?
B ! N

1 1 1
+§m30 + 5"%%%2] + imip(z)fia (3.19)

1 ke 1 ky
= i kAdk k? _ A4*2 1/2 7/ k4d1€ k‘2 9112
P XB:W/O /1 7] +§l:37r2 i 1k — m3]

1 1 1
*gng + Qmiwg + im,%ﬂ(z)sy (320)

onde B = p,n el = e ,u . Dessa forma, plotamos na Fig. 3.3 a equagao de
estado para matéria estelar. Vemos que a curva para o QMC é mais suave que
a curva dos outros modelos. Curvas suaves na EOS, em geral, representam uma
falha no modelo em que estamos trabalhando, visto que essas curvas suaves levam
a menores massas maximas das estrelas de néutrons. Apesar de vermos na Tabela
3.3 que conseguimos obter com o modelo QMC uma massa méxima maior que
duas massas solares, em bom acordo com os resultados de [96, 97], sabemos que
se incluirmos hiperons no modelo, o que é nossa intengao, essa massa maxima

sera menor. Entretanto, existem maneiras de controlar esses problemas. Um
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método usual de deixar a EOS mais dura, sem alterar suas propriedades abaixo
da densidade de saturagao, é utilizar mésons estranhos na densidade lagrangiana
e escolher os acoplamentos dos hiperons com os mésons tal que os hiperons so6
aparegam em altas densidades [98, 99, 100]. Recentemente outra alternativa foi
proposta por |101]|, onde os autores forcam o potencial de auto interagdo do
méson o crescer abruptamente em densidades um pouco maiores que a densidade
de saturagao nuclear, o que resulta em uma EOS mais dura e, consequentemente,
numa maior massa maxima possivel.

E importante notar que esse trabalho preliminar tem a intengao de ser usado
em simulagoes de supernovas. De acordo com [8], o conceito de EOS mole ou dura,
normalmente usado em estudos de estrelas de néutrons, talvez nao se aplique
aqui. Os autores ressaltaram que, visto que explosdes de supernovas exploram
uma grande faixa de valores de densidades e temperaturas, uma EOS que possui
um alto valor para a pressao em determinada densidade e temperatura, pode ter
uma menor pressao em outra densidade e temperatura.

As estrelas de néutrons sao sustentadas contra a pressao gravitacional através
da pressao de degenerescéncia nuclear. Para descrever a estrutura de massa e raio
destas estrelas utilizamos as equagoes de Tolman Oppenheimer Volkof (TOV)
[102, 103]. Estas equagoes sdo deduzidas da relatividade geral, a partir de uma
métrica para um objeto esfericamente simétrico. As equagbes TOV possuem a
seguinte forma:

dp _[p(r) +][M(r) + 4mr®p(r)]

ar r(r — 2M(r)) ’ (3:21)

M(r) =4n /rs(r)err, (3.22)

onde p corresponde & pressao, € a densidade de energia, r a distancia entre o
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Figura 3.3: Equagao de estado em equilibrio beta para o modelo QMC, e os trés
modelos de QHD.

centro da estrela e uma camada em seu interior e M(r) & massa contida na
regiao interior desse raio. Resolvemos essas equagOes numericamente usando
como input a equagao de estado em equilibrio beta dada pelas equagoes 3.19 e
3.20. O resultado desse calculo é plotado na figura 4.7 onde vemos a relagao
massa x raio de uma familia de estrelas de néutrons para o modelo QMC e para
os trés modelos de QHD usados aqui como comparagao. Nesta figura e na tabela
3.3, podemos observar que a massa maxima para uma estrela de néutrons obtida
com o modelo QMC é maior que duas massas solares, em bom acordo com os

recentes resultados observacionais vistos em [96, 97].
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Figura 3.4: Rela¢ao massa raio para o modelo QMC, e os trés modelos de QHD.

Modelo M. (My) R (Km) &0 (fm™)
QMC 2.14 11.51 6.33
GM1 2.57 11.67 5.12
NL3 2.79 12.99 4.39
TW 2.07 10.61 6.27

Tabela 3.3: A primeira coluna de dados mostra a massa maxima de cada modelo.
A segunda os raios respectivos. A terceira, a densidade de energia central para
cada conjunto de massa maxima e raio.
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Figura 3.5: Energia de ligagao dos nucleons como fungao da densidade barionica
com as fracoes de protons Y, =0, 0.1, 0.3, 0.5 e 0.6.

3.2 Resultados

Neste capitulo mostramos os resultados obtidos até o momento para a construgao
da tabela de equacdo de estado. Na primeira se¢do estdo os graficos e a tabela

obtida utilizando o modelo QMC a temperatura zero.

3.2.1 Tabela de EOS a temperatura zero

Neste trabalho foi construida uma tabela contendo uma equagao de estado, a
qual cobre uma grande faixa de fracao de protons Y, e densidade barionica np.
Mostramos nesta secao alguns resultados sobre as propriedades da matéria com
0 QMC, assim como parte da tabela EOS e indicamos o website no qual a tabela

completa esté disponivel.



76

1400

1200

1000

800

600

K (MeV)

400

200 r e J

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ng (fm™)

Figura 3.6: Mdodulo de compressao como funcao da densidade barionica com as
fracoes de prétons Y, =0.1, 0.3, 0.5 e 0.6.

100000 T ; :

Y. =0.01 ——
¥,=0.1
Y5=0.3
10000 | Yb=0.5 -
;=06
&
e 1000 | 1
>
[0}
= 100 } |
o
10} 1
1 ol L L L
14 145 15 155 16

logyo( pB) [Q-Cm_S]

Figura 3.7: Relagao entre pressao e pp para Y, =0.01, 0.1, 0.3, 0.5 e 0.6.



7

600
500
400

300

3
2 200 q
= 100 1
0
-100 —H
-200
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ng (fm®)
300 Voio8
proton gl
250 neutron
200 1
% 150 1
=
3 100 1
50 q
0
-50
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ng (fm®)

Yp01
proton
neutron

1 (MeV)

1 (MeV)

450
400
350
300
250
200
150
100

50

-50

-100
0

350

300

250

200

150

100

50

-50

3.2. Resultados

Yp=03
proton
neutron
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ng (fm®)
Yp=0.6
proton

neutron

0.1 0.2 0.3 0.4
ng (m?)

0.5 0.6

Figura 3.8: Alguns valores fixos de fracao de protons para os potencias quimicos
como fun¢ao da densidade barionica. A linha continua representa , e a linha
tracejada representa .

Na figura 3.5 podemos ver a energia de ligacao para matéria nuclear a tempe

ratura zero com relagao a densidade bariénica para diferentes valores da fragao

de protons. Para matéria de néutrons pura e baixos valores da fragao de protons,

nao hé estados ligados, como esperado. Esse resultado estd em bom acordo com

Walecka [10] e Shen [5]. Na figura 3.6 temos o médulo de compressio em fungao
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da densidade barionica, onde a expressao para K é

, d? €
K=9 nB% (@) , (3.23)
npg ¢ o numero densidade barionica, 4. e., a quantidade de barions por volume. A
densidade de energia total dos nucleons é representada por €. Nesta figura vemos
que nas proximidades da densidade de saturagao nuclear, o modulo de compressao
¢ independente da fracao de protons e, com o aumento da densidade, o modulo
de compressao cresce de forma diferente para cada Y),, mostrando valores maiores

para matéria simétrica.

Na figura 3.7 plotamos a pressao p como fun¢ao da densidade de matéria
barionica pg. Note que a pressao varia mais com a fracao de protons para menores

valores de pp, resultado que estd em bom acordo com o trabalho de Shen [5].

Na figura 3.8 mostramos os potenciais quimicos do préton e do néutron, i,
e fi,, como funcdo da densidade barionica para as fracdes de protons Y, = 0.1,
0.3, 0.5 e 0.6. Nesses graficos vemos que para Y, = 0.1 o potencial quimico dos
néutrons ¢ maior que dos protons. Com o aumento da fragdo de protons, as
curvas se aproximam, até se sobreporem en Y, = 0.5, e para Y, = 0.6 o potencial
quimico do préton é maior do que o potencial quimico do néutron. Este é um
resultado esperado e conhecido, mas como os potenciais quimicos sao quantidades
muito importantes na tabela de equacao de estado, eles também sao apresentados
graficamente.

Visto que as propriedades da matéria nuclear mostraram resultados esperados
e apresentam importantes diferengas quando comparadas com outros modelos,

continuamos para a construgao da tabela de equagao de estado preliminar com o
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modelo QMC, com matéria homogénea e temperatura zero, a qual esta disponivel

no website abaixo

http://debora.fsc.ufsc.br/eos_gmc.t0.

Na tabela 3.4 mostramos as quantidades termodinamicas descritas conforme

[6]-

ot

. Temperatura: T[MeV].
. Logaritmo da densidade de massa bariénica: logio(pp)[g.cm™3].

. Densidade de barions: np [fm~3].

. Fragao de prétons: Y,

A fracdo de protons Y, de matéria uniforme de protons e néutrons, é defi

nida por
n
_ P
Y, =
N + Ny

onde n, e n, sao os densidade de prétons e néutrons, respectivamente.

. Energia livre por barion: F' [MeV].

A energia livre por bérion é calculada através da equagao abaixo,

f=¢e—"Ts.

Esta tabela foi construida apenas a temperatura zero, portanto f =¢. E a
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energia livre por barion é definida relativa a massa do nucleon como:

F=-—M=B/A

np

. Energia interna por barion: E;,,; [MeV].

A energia interna por béarion é definida relativa a massa atémica unitéaria

m,, = 931.49432 MeV como

15
Einl = — My
np

. Entropia por béarion: S[kg|.

O caso em que trabalhamos aqui é para temperatura zero, assim S = 0.

. A massa efetiva do nucleon: M}, [MeV].

A massa efetiva do nucleon é obtida no modelo QMC para matéria uniforme
4, ~ b . , .
através da relagdo M}, = E3Y, onde B = p, n, e a energia da sacola é obtida

através da Eq. (3.5).

. Fragao de néutrons livre: X,.

Nesta fase preliminar temos somente matéria homogénea, com isso X, é

simplesmente Y,, = n, /np.

Fragao de protons livre: X,.
Nesta fase preliminar temos somente matéria homogénea, com isso

Xp =Y, =np/np.

Pressao: p [MeV.fm~2].

A pressao é calculada através da Eq. 4.2.
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logio(pB) np Y F Eint M*y X, X, p Hn Hp

(g.em™3)  (fm~3) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV/fm?®)  (MeV) (MeV)
14.0 0.0602 0 4.890 1240 8389 1 0 0.2371 23.43  68.43
14.1 0.0758 0 6.090 13.60 8169 1 0 0.5103 31.20 82.21
14.2 0.0954 0 8.133 1564 7912 1 0 1.0890 42.68  97.63
14.3 0.1201 0 11.56  19.07 7615 1 0 2.2780 59.66 114.3
14.4 0.1512 0 1719 2470 7288 1 0 4.6550 84.64 1314

Tabela 3.4: Tabela EOS com T = 0. Esta tabela cobre os valores de fracao de
protons Y, = 0 — 0.65 com espacamento linear AY, = 0.01 (66 pontos), e de
densidades pp = 10'* — 10'® g cm~3 com espacamento logaritmico Alogyo (pp /[g
em™3]) = 0.1 (21 pontos). Estas sdo apenas as primeiras linhas da tabela, sua
versao completa esta disponivel no website http://debora.fsc.ufsc.br/eos_

gmc . t0.

12. Potencial quimico do néutron: s, [MeV].

Para o caso de temperatura zero, o potencial quimico do néutron relativo

a massa nua do nucleon M é calculada através da seguinte equacao

13. Potencial quimico do proton: s, [MeV].

pin = [k + M*]? + gwo — %Pog - M.

Para o caso de temperatura zero, o potencial quimico do proton relativo a

massa nua do nucleon M é calculada através da seguinte equagao

g
HUp = [k; + AJ*Z]I/Q + guwo + 5”/)03 - M.
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3.3 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentamos uma revisao teorica sobre supernovas, sobre o for
malismo do QMC e nossos resultados preliminares. No capitulo 2 mostramos uma
revisao sobre supernovas e uma discussao sobre o efeito da EOS nas simulagoes
de explosao de supernova. Neste capitulo discutimos a importancia do estudo de
supernovas e vimos quio importante é uma tabela de EOS realista para o su
cesso de uma simulacao de supernova. Posteriormente apresentamos uma revisao
do modelo quark meson coupling, assim como uma comparacao do modelo QMC
com alguns modelos de QHD com relacao as propriedades bulk da fisica nuclear e
das estrelas de néutrons. No capitulo de resultados mostramos o trabalho j4 feito
até o momento. Nele o modelo QMC foi usado pela primeira vez para a constru
¢ao de uma equacao de estado preliminar que no futuro podera ser usada para
estudos envolvendo esfriamento (ou cooling) de estrelas de néutrons e simulagoes
de supernovas. Acreditamos que com os graus de liberdade dos quarks presentes
no modelo QMC, essa EOS pode contribuir com parte da fisica que esta faltando

para as simulagoes de supernova explodirem.

O proximo passo do trabalho, ji em andamento, é a construcao da tabela
de equacao de estado com a inclusao dos hiperons A. Paralelamente a isto,
também estd em andamento a construcao da EOS com temperatura finita, a
qual é essencial para simulacoes de supernovas.

Apos isso, estudaremos a regiao de densidades muito baixas, onde a matéria
nuclear nao é mais uniforme. Isso serd feito com a fase pasta. Acreditamos
que o uso da fase pasta para a descricao da parte nao uniforme da matéria que

compoe a tabela de EOS nas simulagoes de supernovas certamente tera efeitos nas
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simulagoes de supernovas e nos estudos de esfriamentos de estrelas de néutrons.

Por fim, pretendemos incluir nossa EOS completa na base de dados CompOSE
(CompStar Online Supernovae Equations of State) http://compose.obspm.fr.
Com a base de dados CompOSE, astrofisicos terao acesso a uma grande diversi

dade de EOSs, prontas para uso e todas no mesmo formato.



Capitulo 4

Fase pasta no modelo QMC e
QMCuwp

Neste capitulo continuamos o estudo da matéria nuclear aplicada & astrofisica no
contexto do modelo QMC. Além disso, acrescentamos no modelo uma interagao
entre os mésons wp, e verificamos que essa modificagdo diminui o valor do seu
slope. Diferentemente do capitulo anterior, aqui abordamos regides de baixas
densidade, mais precisamente na regiao de interface da matéria homogénea com
matéria formada por nicleos. Acredita se que nessa regioes os nicleos podem se
deformar de diferentes maneiras até serem completamente dissolvidos em matéria
nuclear homogénea. Assim, analisamos essas estruturas internas chamadas de
fase pasta, no modelo QMC, assim como seu efeito no estudo de estrelas de

néutrons.
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4.1 Introducgao

Nas regioes de baixas densidades da matéria nuclear, acontece uma competicao
entre as interagoes forte e eletromagnética [104, 105], levando a matéria nuclear
a uma configuragao na qual sua energia livre pode ser menor do que a correspon
dente da matéria homogénea na mesma densidade. Essas configuragoes podem
conter formas exoticas como hastes, barras, cilindros e bolhas, (também chama
das de spaghetti, lasanha, pene, queijo sui¢o,) e receberam o nome de fase pasta
[31]. Essas estruturas sdo as formas mais favoraveis para existir nessas densidades
[31, 106, 107, 29], e espera se que elas existam tanto na crosta de estrelas de néu
trons (temperatura zero, baixa fra¢ao de protons, matéria em equilibrio 8) como

em supernovas (temperatura finita, fragdo de protons cerca de 0.3) [108, 109]

Os autores de [110] analisaram glitches provenientes do pulsar Vela e relacio
naram a fragdo do momento de inércia contido na crosta desse pulsar com a massa
e o raio da estrela de néutrons e a pressao e densidade da interface crosta nucleo.
A partir de EoS realistas esse estudo previu uma faixa de valores esperada para a
pressao na borda interna da crosta e, portanto, também uma relagao entre o raio
e a massa do pulsar. Esse trabalho mostra a importancia de se entender os exatos
limites de densidade da fase pasta e as consequéncias na escolha apropriada das
equagoes de estado. Mais recentemente, foi mostrado que a existéncia da fase
pasta na crosta das estrelas de néutrons altera consideravelmente o livre cami
nho médio dos neutrinos a seus coeficientes de difusao comparado com resultados
da matéria homogénea. As consequentes diferengas em opacidades de neutrinos

certamente influenciam a fase Kelvin Helmholtz da evolugao estelar. [111, 112|.

Ao mesmo tempo, devido a dificuldades observacionais, simulagoes do colapso
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do niicleo de supernovas tém tido um papel muito importante no estudo de ex
plosoes de supernovas e da evolucao de seus possiveis remanescentes, e assim, a
obtengao de EoS apropriadas para simulagoes de supernovas tem sido um grande
desafio para a comunidade envolvida com atrofisica nuclear. Como ja comentado
anteriormente nesta tese, até agora nos modelos usados para a construcao de
uma EoS completa com o propoésito de ser testada em simulagoes de supernovas,
a matéria nao homogénea que se acredita existir a baixas densidades, foi conside
rada apenas com a inclusdo de clusters [5, 6, 7, 8, 9]. Entretanto, de acordo com
os trabalhos de [113, 114] a fase pasta pode formar 10 —20% da massa do nicleo
da supernova, portanto seu papel nao deveria ser negligenciado. As fases pasta
tém sido estudadas no contexto de muitos modelos [104, 114, 115, 116, 117] e
todos esses preveém sua existéncia sob as condi¢es esperadas na crosta interna
de objetos compactos, apesar de seus perfis serem diferentes em muitos aspectos

[115, 109).

O modelo de acoplamento entre mésons e quarks (QMC) [22, 87, 88] descrito
no capitulo anterior contém graus de liberdade mais fundamentais do que os
modelos de hadrodindmica quantica usuais, que até o momento tém sido usados

para o estudo da fase pasta [104, 115, 111, 118].

Nesse capitulo investigamos a possivel existéncia de estruturas tipicas de fase
pasta com o modelo QMC a temperatura zero e sua dependéncia com o coefici
ente da energia superficial. Também estudamos as propriedades das estrelas de
néutrons utilizando quatro diferentes EoS, a partir do modelo QMC para descri
¢ao da matéria homogénea, sendo que duas incluem também a fase pasta para a

crosta interna.
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4.2 Modelo QMCuwp

No capitulo anterior o modelo QMC foi apresentado, onde comparamos as pro
priedades da matéria nuclear de estrelas de néutrons com outros modelos da
hadrodinamica quantica conhecidos. Nao repetiremos as equagoes do modelo
QMC aqui. Entretanto seguimos a discussao do modelo com a inclusao de uma

nova interacao entre os mésons w e p.

As propriedades do modelo QMC na saturacao, dadas na primeira linha da
tabela 4.1 e discutidas no capitulo anterior, estdo dentro dos valores aceitos [14,
119], exceto Ly que mostra um valor considerado grande. Entretanto J e Lg
podem ser facilmente controlados através da inclusdo de uma intera¢ao wp como
discutido em [120, 121, 122|. Quanto maior o valor dessa interagiio, menor sera
o valor da energia de simetria e seu slope. A seguir, incluimos uma interac¢ao
wp que resulta em uma energia de simetria igual de 22 MeV a 0.1 fm™® com
uma consequente mudanca na constante de acoplamento g,. Os novos valores
da energia de simetria e seu slope na saturagao também sao dados na tabela
4.1. Nesse trabalho, estudamos o quanto a escolha da parametrizacao afeta as
estruturas da fase pasta e influencia a matéria estelar. Outras parametrizagoes
também sao possiveis, como o modelo QMC modificado, onde os parametros
sao ajustados de forma que os quarks que constituem o hadron sao confinados
a um potencial independente de sabor, onde correcoes pidnicas e gluonicas sao
consideradas [123, 124]. Esses estudos serdo realizados em futuras investigacoes.
Abaixo temos a densidade de energia total da matéria nuclear na parametrizacao

que escolhemos:
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1 1 1 .
e = 577112702 + 7miwg + 7mf,pé3 + 31\09593«)3/%3

2 2
1 [k
+> = /0 K2 dk[k* + M2, (4.1)
N
e a pressao,
1 2 2 1 2, 2 1 2 2 2.2 2 2
p= _5"%0 + §mww0 + §mpp03 + A’Ugwgpwop(B
1 [
+> = /0 ktdk ) [k* + M]3 (4.2)
N

Os campos vetoriais médios wy e po3 sao determinados através de

ny +n Ny, — Ny,
wo = G p*2 n)7 fo3 = 9p(np - L)7 (4.3)
my 2m},
onde
2k3;
nB:np—&-n,,:Zw, N =pn. (4.4)
N

¢ a densidade barionica, e m, m} sao as massas efetivas dos campos mesonicos

dadas por m" = m2 + 209292053 € m,’;z =m2+ 2A, 929205

Finalmente, da mesma forma que no capitulo anterior, o campo médio o é

fixado impondo que
Oe
= 0. (4.5)
do
Como mencionado na introdugao desse capitulo, estamos interessados em ma
téria com fracdo de protons fixa dada por Y, = n,/np assim como em matéria

estelar em condicoes de equilibrio 3, as quais para o sistema feito por protons,
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Model  B/A  ny, A, g, M /M J Ly, K
(MeV)  (fm~3) (MeV)  (MeV) (MeV)

QMC 164 015 0.0 86510 0.77 345 90 295

QMCwp 164 015 003 9.0078 0.77 3092 69.17 295

Tabela 4.1: Propriedades da matéria nuclear obtida com o modelo QMC. Todas
as quantidades tomadas na saturagao.

néutrons e elétrons sao:

fip = in = [le- (4.6)

Esse sistema também requer neutralidade de carga, a qual é dada por:
np = Ne. (4.7)

Nesse trabalho estudamos a regiao de baixas densidades das estrelas de néu

trons, na qual os mions nao estao presentes.

4.3 Aproximagao da coexisténcia de fases

Nessa aproximacao a matéria é organizada em regides de baixas densidades, ge
ralmente com um gas neutro de fundo, e regioes de altas densidades. Para uma
dada densidade total np e fracdo de prétons fixa Y),, as estruturas pasta sdo
construidas a partir de formas geométricas diferentes. As formas geralmente sao
chamadas de: esferas (bolhas), cilindros (tubos), e placas, em trés, duas e uma
dimensao, respectivamente. Isso ¢ obtido calculando a densidade e fragao de
protons da fase pasta e do gas de fundo a partir das condi¢oes de Gibbs, o que

impoe que ambas as fases possuem a mesma pressao e mesmos potenciais quimi
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cos dos protons e néutrons. Com isso, as equagoes seguintes devem ser resolvidas

simultaneamente:

Pl =pH, (4.8)
1y = my, (4.9)
1 = g (4.10)
n, =npY, = fnl+(1— fnll, (4.11)

onde I (I1) indica a fase de alta (baixa) densidade, n, é a densidade global dos
protons, f é a fragdo de volume da fase I,
np — 7Lj]31

f=——n (4.12)

np —np

Se consideramos matéria estelar, as equagdes acima sao levemente modifica

das, tal que:
oy = 114, (4.13)
pe = pg' (4.14)
e
fp —nl)+ (1= f)(n)f —nl") = 0. (4.15)

juntamente com Eq. (4.8). Aqui a densidade dos elétrons ndo é mais uniforme
como no caso de fragoes de protons fixa, mas aparece como solugao das equagoes

acima. Depois que o estado de minima energia é atingido, a energia para matéria
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hadrénica é obtida através da seguinte equagao:
_ T 11
Ematter = fE + (1 - f)E + Eey (416)

a qual os termos de superficie e Coulomb sao adicionados de modo a considerar

mos a densidade de energia total do sistema, que se torna:

€ = Ematter T+ Esurf + Ecoul- (417)

Minimizando a soma €55 + €cou cOm respeito ao tamanho da gota/bolha,

cilindros/tubos ou barras obtemos [29] €surf = 260w Onde

20 2/3
Ecou = 375 (€*7®)'/* [SD(n) — /)] o (4.18)

com « = f para gotas, tubos e barras, e « = 1 — f para tubos e bolhas. S ¢ a

tensao superficial, que serd discutida na proxima subsecao, e ¢ é dado por

(2552 +a) oy D=13

a—l-Ina _
D42 D=2

o= (4.19)

Visto que estamos trabalhando apenas em regioes de baixas densidades, segui
mos a parametrizacdo proposta em [125] para a massa efetiva do nucleon, como

uma funcao nao linear da massa do méson o:

My = My — gon(0)o (4.20)
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com

b ¢
gon(0) = (1+ 50 + %02)96N (4.21)

onde g,n = 3925x(0) = 8.6157, b = —0.000714196 MeV~! e ¢ = 9.84481 x 1078
MeV~—2. Para obter esses parametros, nos plotamos a massa efetiva exata na
densidade de subsaturacao e fitamos a curva com uma expressao polinomial.
Nosso melhor fitting nos da os termos mencionados na Eq.(4.21) e pode se ver
que o valor ¢ é pequeno, o que significa que um termo ciibico em o é apenas uma
correcao que optamos por manter em nossos calculos. Note que esses valores sao

validos somente para esta parametrizagao especifica.

Antes de entrarmos na discussao do coeficiente de tensao superficial, é im
portante lembrar que o método da coexisténcia de fases (CP) nao considera a
interacao de Coulomb e os efeitos de nicleo finito de uma maneira auto consis
tente. Uma prescri¢ao alternativa nos limites do modelo da gota liquida com
pressivel (CLD do inglés, Compressible Liquid Drop) incorpora esses importantes
efeitos minimizando a energia livre total, onde os termos de Coulomb e superficie
sao explicitamente incluidos de maneira auto consistente [126]. A pressao e o
potencial quimico dos prétons resultantes sao levemente diferentes dos obtidos
acima. As diferengas entre essas duas prescrigoes (CP e CLD) pode ser facilmente
vista em [127] e as resultantes propriedades da pasta diferem a baixas densidades
[126, 127], geralmente abaixo de 1072 fm~3 onde a ligagdo com a EoS da crosta
externa é realizada. Como serd mostrado na sequéncia, nossos calculos dependem
também de um parametro livre, o qual sera fitado de acordo com valores aceitos

para a tensao superficial.
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4.3.1 Coeficiente de tensao superficial

Quando as condigoes de Gibbs sdo usadas na aproximacao de coexisténcia de
fases, o coeficiente de tensao superficial é sempre um ponto complicado e sutil,
visto que a existéncia da fase pasta depende do seu valor. Diferentes considera
¢oes ja foram feitas sobre esse coeficiente [29, 104, 115, 128, 129, 118] e a escolha
mais comum é a de fitar a energia de superficie de acordo com os resultados de
Thomas Fermi. Uma vez que nao ha célculos de Thomas Fermi para o modelo
QMC para nos guiar, nés optamos por usar um método com mais ingredientes
fisicos do que simplesmente escolher um valor especifico para S, como ¢é feito
em muitos trabalhos, tanto para matéria de quarks quanto de hédrons. Alguns
calculos baseados em férmulas de massa nuclear produzem resultados na faixa de
1.06 até 1.34 MeV fm~2 [4] e esses valores tem sido usados aleatoriamente. No
trabalho aqui apresentado, para encontrar um valor numérico para o coeficiente
de tensdo superficial, a abordagem geométrica apresentada em [130] ¢ usada. Em
[131], esse método foi usado para computar a tensdo superficial na matéria de
quarks, mas recentemente esse método também foi usado para obter o coeficiente
de tensdo superficial para matéria hadronica [118|. As ideais principais desse

método sao discutidas em seguida.

O coeficiente de tensao superficial, S, o qual mede a energia por unidade de

area necessaria para criar uma interface planar entre as duas fases é dada por

nz
S= ni«/Qa_q / VAedn, (4.22)
q Jny

— nitno —
onde n, = M2, g, =

w , 1 e ng sao os dois pontos de densidades
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barionicas coexistentes e Ae = €y — €anm € a diferenca entre a densidade de
energia da matéria homogénea e ndo homogeénea. As densidades de energia para
ambas as fases sio obtidas a partir das Eqgs.(4.1) e (4.16) e entdo sao fitadas para
um funcional dado por &; = a;n® + Bin + ;, i = hm,nhm. Graficos mostrando
essa construgdo para matéria hadronica podem ser encontrados em [118] e nao
sao reproduzidos aqui. Nessa abordagem geométrica, a largura da regiao de
interface e a magnitude de S sao controladas pelo parametro ajustavel a presente
na Eq.(4.22). Em [131] os autores usaram a = 1/m, = 0.33 fm onde m, = 600
MeV é a massa do méson o, uma escala natural para matéria de quarks. Como
estamos tratando matéria hadrénica nesse trabalho, nossa tentativa inicial foi
a=1/My = 0.21 fm, onde My = 939MeV & a massa do nucleon. Por outro lado,
os autores de [118] seguiram essa receita para encontrar a tensdo superficial da
matéria hadronica com uma versao estendida do modelo de Nambu Jona Lasino,
onde a = 0.1 fm foi adotado para reproduzir o valor do coeficiente de tensiao
superficial para o modelo NL3 [92]| em calculos de Thomas Fermi [128]. Testamos
também a = 0.023 fm, de modo a reproduzido o valor S = 1.123 MeV fm~2 para
Y, = 0.5 como em [128, 129, 118]. Note que esse valor é 0 mesmo para todos os
valores da interagao A, porque ele foi escolhido para matéria nuclear simétrica,
onde a interagdo wp nao atua. Na Fig. 4.1 comparamos as trés escolhas de a na
procura por fases pasta, i.e., a = 0.023 fm, a = 0.1 fm e a« = 1/My = 0.21 fm,
para Y, = 0.5. Note que existe uma maior regiao de fase pasta para a = 0.023 fm.
Vemos também que para Y, = 0.5 nao sao encontradas fases pasta para a = 0.1
fm e a = 0.21 fm. Portanto, escolhemos a = 0.023 fm para ser usado em nossos

céalculos.

E importante enfatizar que o coeficiente de tensao superficial varia com o
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Figura 4.1: Energia por barion no modelo QMC como fungao da densidade bari
oOnica para matéria nuclear simétrica e diferentes escolhas de a. O termo hm no
grafico significa matéria homogénea de protons, néutrons e elétrons.

isospin para um dado valor de a. Na Tabela 4.2 mostramos os valores de S
usados com a = 0.023 fm, para sete diferentes fragdes de protons. Para obter
as fases pasta para matéria em equilibrio [3, esses valores de S foram ajustados
com funcional exponencial. Para o modelo QMC, uma funcao da forma & =

_@=e)?

d(l —e 7 ), com d = 1.58647, e = 0.0746702 e f = 0.265407 ¢é obtida.

Para o QMCuwp, utilizamos a mesma fungao, com d = 1.41403, e = 0.0725015 e
f =0.206082. Em ambos os casos, x ¢ a fragao de prétons global Y), e as funcoes
sao mostradas na Fig. 4.2. Note que em alguns trabalhos a fracao de prétons
usadas nos calculos da tensao superficial é a da fase densa.

Alguns trabalhos anteriores [29, 120, 104, 115, 128, 129, 118] mostraram que a
tensao superficial a temperatura zero, nao apenas varia com a fracao de protons,

mas apresenta valores entre 1.0 e 1.2 MeV fm~2 para Y, = 0.5. Se limitarmos



96

2 ame - A

CMpr |
0.8 [QMCap

S (MeV fm™)
o
(o))
\@\D

02+ 5 |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

M

Figura 4.2: Fit da tensao superficial para os modelos QMC e QMCuwp.

QMC QMC wp
Y, S (MeV fm™2) S (MeV fin?)
0.05 0.093 0.093
0.1 0.175 0.194
0.2 0.393 0.429
0.25 0.511 0.556
0.3 0.647 0.692
0.4 0.923 0.941
0.5 1.123 1.123

Tabela 4.2: Tensao superficial para os modelos QMC e QMCwp e diferentes
fragoes de protons.
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Y, N a Pt
(MeV fm™2)  (fm) (fm~3)

0.5 1.00 0.020 0.100
05 112 0.023 0.097
0.3  0.58 0.020 0.094
0.3 0.65 0.023 0.096
0.1 0.16 0.020 0.065
0.1 017 0.023 0.058
Beq plot 0.020 0.062
B eq plot 0.023 0.062

Tabela 4.3: Coeficiente de tensao superficial para diferentes fracoes de protons
para o modelo QMC, com L=90 MeV, e os valores de a considerados. p; é a
densidade de transigdo que separa a pasta da fase homogénea.

o parametro a de modo a reproduzir esses valores, obtemos a = 0.020 — 0.025
fm. O valor @ = 0.020 fm leva & S = 1.0 MeV fm™2 e a = 0.025 fm resulta em
8§ =1.2MeV fm~2 para Y, = 0.5. Escolhendo a = 0.025 fm aumentaria a energia
de superficie em 8.7% tendo um efeito muito pequeno na transi¢ao nticleo crosta
para matéria em equilibrio beta. Portanto nés procedemos com a comparagao
dos resultados obtidos com a = 0.020 fm e com a = 0.023 fm, o qual produz
8§ = 1.123 MeV fm~2 para Y, = 0.5. Na Tabela 4.3 comparamos o coeficiente de
tensao superficial S e a densidade de transicao p, para dois valores de a. Vemos
que p; é praticamente independente de a na faixa [0.020, 0.023], ndo apenas para
matéria em equilibrio 5 mas também para matéria com fragao de protons fixa.
O coeficiente de tensao superficial como fungao da densidade bariénica é plotado
na Fig. 4.3 para matéria em equilibrio 5, onde notamos que S diminui com a
densidade. Vemos que o coeficiente de tensao superficial é levemente maior para

a = 0.023 fm tanto na Tabela 4.3 como na Fig. 4.3.
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Figura 4.3: Coeficiente de tensao superficial como func¢ao da densidade barionica
para matéria em equilibrio $ obtida com o modelo QMC, L=90 MeV, e duas

escolhas de a.
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4.4 Resultados

Apresentamos aqui os resultados obtidos na procura de fases pasta com o modelo
QMC a temperatura zero, com a aproximagao de coexisténcia de fases. Relem
bramos que a pasta somente existe quando sua energia livre por barion é menor

do que a da matéria npe (néutron proton elétron) homogénea.

Na Fig. 4.4 plotamos a energia livre por barion para Y, =0.5e Y, =0.3. As
curvas para matéria em equilibrio § sao mostradas na Fig. 4.5. Os trés casos
mostram a presenca de fases pasta, a qual é maior para maiores valores de fragao
de protons, como ja visto em outros trabalhos. Na Fig. 4.6 vemos a distribuigao
de densidades das estruturas pasta. Para Y, = 0.5 trés estruturas diferentes estao
presentes: gotas (3D), cilindros (2D) e barras (1D). Para Y, = 0.3 aparece uma
pequena porcao de tubos (2D), além das trés estruturas presentes para matéria
simétrica. Os autores de [132] obtiveram um resultado semelhante a este usando
diferentes modelos, e explicaram a razao para isso devido ao tratamento nao
consistente da for¢a de Coulomb a qual evita uma redistribui¢cao dos protons.
Como resultado, o método CP prediz menores extensoes de fases pasta como um
todo e para matéria simétrica a maior fragao de protons gera efeitos de blindagem
de Debye mais fortes, e com isso, dificulta o aparecimento de tubos. Embora a
assimetria de isospin afete as estruturas e distribuicao da fase pasta, a diferenga
na dependéncia na densidade da energia de simetria do QMC e do QMCwp nao
¢ forte o suficiente para mostrar qualquer efeito. Em [?], gotas e barras estdo
presentes na matéria em equilibrio 8, entretanto a EoS da matéria estelar foi

calculada com modelos com um menor slope L, em particular, L < 60 MeV.

A fase pasta diminui conforme a fracao de protons decresce, e para matéria
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em equilibrio 5 apenas gotas sao presentes. A densidade de transi¢do entre as
fases pasta e matéria homogénea mostra o mesmo comportamento que todos os
modelos, i.e. decresce para a menor fragao de protons e seu menor valor é obtido
para matéria em equilibrio beta. Os calculos realizados com o método CP em
[104] e [115] utilizaram duas prescri¢oes diferentes para o coeficiente de tensao
superficial, baseados em um fit dos resultados de Thomas Fermi para modelos de
Skyrme e relativisticos, respectivamente. Exceto esses detalhes nos céalculos que
podem trazer pequenas modificagoes quantitativas nos resultados, as conclusoes
qualitativas gerais nao se diferem.

Notamos no painel inferior da Fig. 4.5, que a transicao nicleo crosta da estrela
de néutrons acontece em ng = 0.062 fm =3 para o modelo QMC e a uma densidade
um pouco maior, ng = 0.066 fm~3, se a interacio wp ¢ incluida, como visto no
painel superior da Fig. 4.5. Uma correlagao entre as densidades de transicao e
o slope foi identificada em muitos trabalhos (por exemplo em [115, 133]). Visto
que o modelo QMC original possui um slope da energia de simetria maior que o
QMCwp, uma menor transi¢ao da crosta nicleo ja era esperada para esse modelo.

Finalmente, analisamos a influéncia das fases pasta em algumas propriedades
das estrelas de néutrons. Na Fig. 4.7 mostramos a relagdo massa raio. As curvas
M (R) sao construidas com quatro equagoes de estado, a partir das quais podemos
ver a influéncia da fase pasta e da interagdo wp nas propriedades estelares. Veja
em detalhes essas propriedades na Tabela 4.4. As equagbes de estado EoS1 e
EOSlwp contém a fase pasta enquanto EoS2 e EoS2wp ndo contém. Usamos
as EoS homogeéneas do QMC e QMCwp para o nucleo da estrela, as EoS QMC
e QMCwp com pasta e a EoS Baym Bethe Pethick (BBP) [134] para a crosta

interna e a EoS Baym Pethick Sutherland (BPS) [135] para a crosta externa.
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Figura 4.4: Energia livre por barion como func¢ao da densidade barionica calcu
lada com o modelo QMCwp e a = 0.023 para matéria homogénea (hm) e nao
homogénea (nhm) com Y, = 0.5 (painel superior) e Y, = 0.3 (painel inferior).



102

7
6 QMCaowp
—_ B-equilibrium
> 5% . 3]
= 0.066 fm
= 4 *
<
b S
2 ¢ hm ——
e nhm e
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
ng (fm’®)
7
6| QMC
— B-equilibrium
> 5t
2
S 41 0.062 fm™
=
< .|
m 3
2 ¢ hm ——
1 UL ‘ ‘ ‘ . nhm e
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
ng (fm’®)

Figura 4.5: Energia livre por particula obtida para matéria em equilibrio beta
com o modelo QMCwp com L = 69 MeV (painel superior) e modelo QMC com
L =90 MeV (painel inferior).
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Figura 4.6: Diagramas de fase a temperatura zero obtidos com a aproximagao
CP para o QMCwp com L = 69 MeV: (A) Y, = 0.5, (B) Y, = 0.3, (C) equilibrio
B e para 0 QMC com L =90 MeV: (D) Y, = 0.3, (E) equilibrio .
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A seguir descrevemos as quatro EoSs usadas para calcular as propriedades
das estrelas de néutrons, o namero 1(2) apos "EoS"significa com pasta (sem
pasta). Também incluimos a sigla wp nas EoSs onde essa interagio é considerada.
Para EoS1, a EoS BPS + BBP ¢ usada até ng = 3.7 x 1073 fm~3, entre ng =
0.4—7.0x 1072 fm~3 temos a fase pasta e apds isso a EoS para o niicleo é usada.
Para EoS2, anexamos a EoS BPS + BBP diretamente na EoS do nucleo para
densidades menores que 8.9 x 1072 fm~®. Quando consideramos a interacio wp,
ou seja, para o modelo QMCwp, temos a EoSlwp, onde a EoS BPS + BBP é
usada até np = 3.7 x 1073 fm~3, a fase pasta esta entre ng = 0.45 — 6.0 x 1072
fm~3 quando a EoS para o nticleo aparece. Por fim, combinamos a EoS BPS +
BBP diretamente a EoS do ntcleo para densidades menores que 8.9 x 1073 fm=3
para a EoS2wp. Note que as massa maximas nao se modificam pela existéncia das
fases pasta, e com ambos os modelos M., = 2.14 Mg, (QMC) e Mp0e = 2.07 Mg,
(QMCuwp), satisfazem os vinculos impostos pelas recentes medidas dos pulsares

de 2M,, PSR J1614 2230 e PSR J0348-+0432 |96, 97].

Uma das diferengas entre os resultados obtidos com a EoS com e sem a fase
pasta aparace quando comparamos o raio da uma estrela de néutrons tipica de
1.4 massas solares. O raio quando a fase pasta é incluida é um pouco maior
do que o raio obtido com a EoS BPS+BBP-+homogénea, corroborando trabalhos
passados [118]. Todas as EoS reproduzem raios para a estrela de 1.4 M, dentro da
faixa proposta em [136], onde os autores restringem o raio da estrela de néutrons
canonica de 1.4 Mg em R = 9.7—13.9 km, assim como na faixa de raios obtida em
[137]. Entretanto, ambas EoS estao fora da faixa determinada em [138] a partir da
analise da espectroscopia de medidas de raio durante explosoes termonucleares

ou em quiescéncia ou em [139] a partir de vinculos experimentais e restrigoes
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Figura 4.7: Relacao massa raio para familias de estrelas de néutrons descritas
com os modelos QMC e QMCwp com (EoS1 e EoSlwp) e sem (EoS2 e EoS2wp)
a fase pasta.

de causalidade. A faixa de valores propostos em [136] inclui a possibilidade
de uma transi¢do de fase para outra forma da matéria dentro da estrela. Se
transigoes de fase sao excluidas a densidades duas vezes menores que da saturagao
nuclear, os raios nucleares aceitos se modificam para 10.7 — 13.1 km, de acordo
com [140, 141]. Se esse valor ¢ aceito, os resultados obtidos com EoSlwp e
EoS2wp, construidas com o modelo QMCwp estao dentro dessa nova faixa de
valores proposta. Entretanto, os autores de [142] realizaram uma compilagao de
estimativas de raios de estrelas de néutrons utilizando observagoes de estrelas de
1.4 Mg e obtiveram, levando em conta um erro de 20, valores acima de 14 km.

Nesse caso, todos os modelos predizem raios satisfazendo essa condigao.
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EoS Pasta L (MeV) My0.(Mo) R (km) Rp—iang, (km)

EoS1 sim 90 2.14 11.53 13.61
EoSlwp sim 69 2.07 10.97 12.88
EoS2 nao 90 2.14 11.51 13.55
EoS2wp néo 69 2.07 10.96 12.83

Tabela 4.4: Propriedades de uma familia de estrela de néutrons obtida com o
modelo QMC. Comparamos aqui equagoes de estado, com e sem a fase pasta, e
com e sem a interagao wp.

4.5 Consideragoes finais

Neste capitulo analisamos a existéncia da fase pasta usando um modelo com
os graus de liberdade dos quarks, o modelo QMC. A determinacao das fases nao
homogéneas foi possivel fazendo uma parametrizacao da massa efetiva do nucleon
abaixo da densidade de saturagdao como uma fung¢ao nao linear do méson o como
ja feito anteriormente em [125]. Parte dos resultados mostrados aqui fardo parte
de uma grade de EoS completa que estd sendo construida para ser usada em
estudos do resfriamento de estrelas de néutrons e simulagoes de supernovas.

Nossos resultados dependem quantitativamente de um parametro necessario
para o calculo do coeficiente de tensao superficial. Noés fitamos esse parametro
com a energia de superficie nuclear e mostramos que mesmo mudando isso em
um largo intervalo a extensao da pasta quase nao foi modificada.

As conclusoes gerais relacionadas ao tamanho das fases pasta, sua estrutura
interna e as densidades transigbes da pasta para matéria homogénea estao de
acordo com trabalhos anteriores [104, 115].

Quando fizemos o trabalho aqui apresentado, em 2016, o valor de L obtido com
a parametrizac¢ao original do QMC, L = 90 MeV, era maior do que as restrigoes

exigiam: os autores de [140] assumem 63.6 MeV como o maior valor aceitavel, mas
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maiores valores sao indicados em [14], onde L < 80 MeV e [119], com L < 86.8
MeV, onde ambos estudos consideraram vinculos extras que nao foram incluidos
em [140]. Para aperfeigoar o modelo de modo a obter um menor valor de L,
uma interagao entre os mésons w e p foi adicionada & densidade Lagrangiana,
como ja feito em trabalhos anteriores com diferentes parametrizagoes do modelo
de Walecka ndo linear [143, 122| e também para o modelo QMC [121]. Esse
novo termo na densidade Lagrangiana modifica a dependéncia na densidade da
energia de simetria e nos permite calibrar os parametros do modelo de forma que
um menor slope da energia de simetria é obtido na saturacao. Nossos resultados
mostram que essa interacao é obrigatéria em modelos nucleares relativisticos
se queremos conciliar as massas maximas com raios pequenos em estrelas de
néutrons descritas pelo modelo QMC. No entando, no recente trabalho [144] os
autores analisaram dados de reagdes troca de carga (p,n) elasticas e quasielasticas
e encontraram 90 < L < 101 MeV, portanto nessa nova restricao somente o
modelo original do QMC satisfaz o vinculo experimental.

Os resultados apresentados neste capitulo estao publicados na Ref. [145].

Como continuagao desse trabalho pretendemos incluir efeitos de ntcleo finito
através da implementagao da prescrigio CLD [126, 127]. O CLD (gota liquida
compressivel, do inglés, Compressible Liquid Drop) apresenta menores desconti
nuidades a baixas densidades, e assim pode ser um tratamento 1til para obter
todos os valores necesséarios para uma grade de EoS completa. A inclusao de par
ticulas «v [128] e outros nicleos leves [129] também podem modificar ligeiramente

a estrutura interna das fases pasta.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Nesta tese, mostramos duas abordagens para o estudo da matéria nuclear com
aplicagdo em objetos compactos e simulagoes de supernovas. Primeiramente
abordamos o estudo de uma equagao de estado com equilibrio estatistico nuclear
para ser usada em simulagoes de explosao do colapso do niicleo de supernovas.
Esse trabalho, mostrado no Capitulo 2, apresenta o formalismo desenvolvido, o
qual torna possivel, a partir de qualquer EoS baseada na aproximagao de Wigner
Seitz, a construcao de uma equacgao de estado contendo uma distribui¢ao nuclear.
Aplicamos esse formalismo & EoS de Lattimer e Swesty (LS), a qual é uma das
mais usadas no estudo de supernovas. Fizemos também uma modificacao na
energia dos nicleos, substituindo o funcional de energia tipo Skyrme de LS por
um modelo de massa realista de modo que temos efeitos de camada e uma melhor
descrigdo das massas nucleares. Este trabalho foi publicado no Physical Review
C [146] e esta no Apéndice C.

A conclusao geral deste estudo mostra que considerando condigoes termodina

micas que ocorrem em uma trajetoria tipica do colapso do nicleo de supernovas,
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nota se que a distribuicao de isotopos desvia consideravelmente dos resultados
médios de LS, e nimeros mégicos dominam durante toda a trajetoria. Visto que
as taxas de captura de elétrons em niicleos pode variar de ordens de magnitude
entre nicleos vizinhos, esperamos que um calculo consistente dessas taxas sob
essa distribui¢ao mais realista pode modificar a taxa de deleptonizagao, e entao
a dinamica do colapso que disso resulta, com relacao a calculos de colapso tipicos
onde a SNA é empregada.

Como sequéncia deste trabalho temos o estudo do possivel desaparecimento
dos efeitos de magicidade em nticleos muito ricos em néutrons, cujos resultados
preliminares sao mostrados no final do Capitulo 2. A aplicacao dessas EoS em
uma simula¢ao do colapso do nucleo de supernova em uma aproximagao 1D, que
serd a continuagao desse trabalho, nos permitira analisar o efeito da distribuigao
nuclear e dos modelos nucleares empregados na taxa de captura do elétrons e na
formacao da onda de choque da supernova.

No Capitulo 3 apresentamos o formalismo de um modelo nuclear relativistico
que contém os graus de liberdade dos quarks, o QMC. Apresentamos as suas pro
priedades e comparamos com modelos conhecidos e com vinculos experimentais,
onde vimos a viabilidade de utilizar esse modelo para o estudo de estrelas de
néutrons e supernovas. Com isso montamos uma grade com a EoS do QMC a
temperatura zero, a qual cobre os valores de fracao de prétons Y, = 0 —0.65 com
espagamento linear AY, = 0.01 (66 pontos), e de densidades pp = 10 — 10
g cm™3 com espagamento logaritmico Alogyy (pp /g cm™]) = 0.1 (21 pontos).
Esta parte do trabalho foi publicado no Brazilian Journal of Physics [147] e esta
no Apéndice C. Dando sequéncia ao estudo do modelo QMC, no Capitulo 4 in

cluimos uma interagdo wp na densidade de lagrangiana de forma a obtermos um
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menor valor do slope da energia de simetria e satisfazermos os vinculos experi
mentais. Com o modelo QMC original e com 0 QMCwp analisamos a existéncia
de fases pasta na matéria nuclear a fra¢ao de protons fixa e equilibrio beta. Para
isso usamos o método da coexisténcia de fases e uma abordagem geométrica para
o calculo do coeficiente de tensao superficial que separa as fases de densidade alta
e baixa. Por fim analisamos o efeito da inclusao do termo wp e da fase pasta nas
propriedades das estrelas de néutrons. Este trabalho foi publicado no Physical
Review C [145] e esté incluido no Apéndice C.

Podemos sumarizar as conclusoes gerais para a EoS com o QMC da seguinte

forma:

e Nossas EoS com o QMC reproduzem o vinculo observacional da massa

maxima de 2Mg.

e A inclusao da interagao wp diminui o slope e consequentemente o raio das

estrelas de néutrons, e também diminui a sua massa méaxima.

e As conclusoes gerais relacionas ao tamanho das fases pasta, sua estrutura

interna e densidades de transi¢oes estao de acordo com trabalhos anteriores.

o A fase pasta aumente levemente o raio da estrela de 1.4Mg, e nao altera a

massa maxima.

A continuagao natural deste trabalho sera a inclusao de efeitos de tempera
tura finita na EoS com os modelo QMC e QMCwp com a fase pasta. Além disso,
pretendemos trabalhar com o modelo QMC a densidades mais baixas, onde nu

cleos estao presentes e utilizaremos o formalismo apresentado no Capitulo 2 da
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tese de modo a termos a matéria nuclear a baixas densidade com equilibrio esta
tistico nuclear. Dessa forma uma EoS completa para simulacoes de supernovas

com o modelo QMC tera sido construida.



Apéndice A

Potenciais quimicos

Nesse apéndice, mostramos que ¢é possivel identificar os multiplicadores de La
grange, introduzidos explicitamente para impor os vinculos de conservagao de
massa e carga, e os potenciais quimicos introduzidos na expressao da energia
livre de Gibbs, com os potencias quimicos da matéria homogénea (i.e. do gas
uniforme). Vamos considerar o caso onde a matéria ¢ modelada com apenas um
tipo de célula de WS, por simplicidade. Comecando da energia livre dos barions
na célula de WS,

Foar = Fuue — TV ln 25, (A1)

onde a densidade de energia livre do gas é F, = —T'In z3, 23 sendo a funcao de
partigao de campo médio da matéria homogénea. Pode se escrever a componente
barionica da energia livre de Gibbs operando uma transformacao de Legendre com
respeito aos nimeros barionicos do néutron e do proton (ou, equivalentemente,

0 namero barionico total e o isospin). Assim,

Gpar = Fyar — 1 Nws — poZws (A~2)
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onde introduzimos os potenciais quimicos auxiliares p; e po. Usando Egs. (2.6)

(2.7) (onde retiramos (j) da notagao por conveniéncia), obtemos

Grar = Foar — Hl(N + n"gVC) — MQ(Z + nngC) . (A3)

Usando as relagoes de campo médio da matéria nuclear uniforme,

Inzg, ., = In2g + Buinng + Bpang, , (A4)

pode se ver que as densidades dos protons e néutrons no gas sao dadas por

(923
e = T LHnte A5
n 9 aﬂl o ) ( ‘))
0231,
— 7 ZZPEnky A6
Tipg PR " (A.6)

Dessa forma, as densidades do gas sao determinadas unicamente pelos poten
. o ind q q lizacio (k). i k) *) _ A
cias quimicos e, independente da realizacao (k), i.e. nng = Ny € Npg = Npg.

energia livre de Gibbs é finalmente dada por

Ghar = Fiue — HlN - HQZ —TVe1In 2Bty

= Guue t+ Vng y (A?)

com G, sendo a energia livre de Gibbs do gés, e

8,213

b= anng Npg fiva (A'8)
82’5

= = A9

2 Dy Hpg (A.9)
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onde reconhecemos que os potenciais quimicos auxiliares coincidem com os po

tenciais quimicos dos néutrons e protons do gds homogéneo, (i, = fing € [ty = fipg-



Apéndice B

EoS de LS no ensemble canénico

Nesse Apéndice vamos rederivar as equagoes de equilibrio, Egs. (3.2) em LS [41],
que resultam da minimizagdo da densidade de energia livre do sistema. Esse
procedimento é equivalente a minimizar a fun¢ao auxiliar construida a partir da
densidade de energia livre sob vinculos de conservagao (veja também Ref. [65]),
produzindo os resultados de SNA. Visto que a contribuigao dos léptons (e fotons)
para a densidade de energia livre pode ser tratada separadamente, e nao entra
na minimizacao, vamos considerar aqui somente a densidade barionica de energia
livre. Na EoS de LS, o conjunto de variaveis independentes escolhido é {z} =
{ni, i, U, TN Ny Moy Mo b Onde n; = A/Vy e x; = Z/A sdo, respectivamente,
a densidade do nucleons e a fragao de protons dentro do nicleo na célula, u =
Vn/Ve € a fragio do volume da célula de WS que é ocupada por nicleos (Vy
sendo o volume do niicleo), ry é o raio nuclear (tal que Vy = 47r3,/3), na, Nno
e My, sdo os nimeros densidade das particulas alfa, e dos néutrons e protons do
gés externo, respectivamente. Para simplicidade de notagao, omitiremos nessa

se¢do o indice (j) referindo a célula. Usando essas variaveis de LS, a densidade
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de energia livre bariénica pode ser escrita como

-Fbar:ﬁluc+fo+fa- (Bl)

A contribuigao nuclear é dada pela soma das densidades de energia livre do

bulk, superficie, Coulomb e translacional,

Frue = nau[fo(ni,z:) + fs(@iu,rn )+ fol@imiury) ] +nu(l—u) fo(n,a,u) , (B.2)

onde deixamos em evidéncia as dependéncias nas variaveis independentes (ver
Ref. [41] para as expressoes detalhadas dos diferentes termos). Note que nessa
notacdo, f corresponde a energia livre por barion, enquanto F & densidade de

energia livre. Para os nucleons no gés externo e as particulas alfa, temos

Fo

10 fo(110)(1 = u)(1 = ngva) , (B.3)

Fo = nafa(na)(l—u), (B.4)

com Ny = Ny + Npo-

Da conservagao de massa e carga, temos

A
ng = Vls = un; +4ne (1 — u) + (Nno + npo) (1 — u) (1 — ngvy,) , (B.5)
c
Z
n, = Ne= % =z + 206 (1 — w) + npo(1 — w)(1 — navy) ,  (B.6)
c

onde Aws e Zws sao os nimeros baridnico e de protons totais na célula, respec
tivamente (o ntmero total de néutrons na célula é entdo Nyws = Aws — Zws, € a

conservagio para n, também pode ser derivada). Com isso podemos construir a
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fungao auxiliar a ser minimizada:

A = Foar — Mnp — zniu — 206 (1 — w) — npo(1 — u) (1 — nava)]

X2, — (1 = zi)nu — 2na(1 — w) — npo(1 — w) (1 — nva)] , (B.7)

onde A\; e Ay sao os multiplicadores de Lagrange. A minimizacao da fungao

auxiliar, Eq. (B.7), com respeito as sete varidveis:

0A .
e = 0 . Notando que somente os termos de superficie e
TN NG i, U N, T n.
TN o, o
Coulomb dependem de ry, i.e. I(Fs+F.)/Ory = 0, recuperamos o teorema
do virial, Fy; = 2F,, o que da a equacao a ser resolvida separadamente para

o raio nuclear, Eq. (3.2a) em [41],

onde s(u) e ¢(u) sdo parametros de forma usados para reproduzir a transi
¢do de nicleos para fase bolha [41]. Equivalentemente, pode se escrever a
Eq. (B.8) em termos de n;,

Ao s(u)
Z2e? c(u) (B-9)

i

5
2

Note que na rotina de LS, s(u)/c(u) = [u(1 —u)/D]>.

0A

87”‘1" 14,4, U,T N e, qo
os multiplicadores de Lagrange como os potenciais quimicos dos néutrons

=0, comqg=n,pe—q=p,n. Essacondi¢io identifica

e protons,

)\1 = —Hpo & Az = —MHno (B].O)
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0A

Ona TN i Tipo
P, a densidade de energia livre F, e o potencial quimico p de uma espécie

=0 . Usando a relagao termodinamica entre a pressao

de densidade n, P = —F + un, essa condigao d4 Eq. (3.2¢) de LS?,

Pow = Z(Mrw + :u'zm) —va by, (Bll)

onde P, é a pressao do gés de néutrons e protons.

0A
ox;

=0, que leva a Eq. (3.2b) de LS,

i, WT NN, npNpo

!

1 o 1—u
—+2) - W (g —T) = fig — B.12
7 + 0_) AO (/LH ) Hno — Hpo » ( )

28D
Hni — Hpi — 53—

3n;u

com o’ = Jo/0x; e W = Oh/0x;.

0A
=0
* 871, ’
Ti,U,T N N sMnpNpo
0A
e =0.
¢ ou

Zi,U,T N Ny MnpNpo

Combinando as duas tltimos condigbes com Eq. (B.12), e notando que
i = (1—=2;) i+ f1p; depois de operar a mudanga de variaveis (nq;,n,;) —

(ni, ), com ny; = n;(1 — ;) e ny; = Ny, leva as Egs. (3.2¢) (3.2d) de LS:

2x;,6Do’  1—
I,BiJr u

i — = g — h'w; —T)] = thno » B.1
Uni 3 nu o A, (it — W ai(pn ) =u (B.13)
2D , nih
: - = = B.14
H+/6(3u D)JFA()MHU PU+P(!7 ( )

!Note que em Eq (3 2e) o sinal de menos entre os potenciais quimicos dos néutrons e prétons
deve ser substituido por um sinal positivo Além disso B, néo foi incluido em Eq (B 11) por
que as massas sao incluidas nos potenciais quimicos
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onde D' = 0D/du.
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Distribution of nuclei in equilibrium stellar matter from the free-energy density
in a Wigner-Seitz cell
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The aim of the present study is to calculate the nuclear distribution associated at finite temperature to any
given equation of state of stellar matter based on the Wigner-Seitz approximation, for direct applications in
core-collapse simulations. The Gibbs free energy of the different configurations is explicitly calculated, with
special care devoted to the calculation of rearrangement terms, ensuring thermodynamic consistency. The
formalism is illustrated with two different applications. First, we work out the nuclear statistical equilibrium
cluster distribution for the Lattimer and Swesty equation of state, widely employed in supernova simulations.
Secondly, we explore the effect of including shell structure, and consider realistic nuclear mass tables from the
Brussels-Montreal Hartree-Fock-Bogoliubov model (specifically, HFB-24). We show that the whole collapse
trajectory is dominated by magic nuclei, with extremely spread and even bimodal distributions of the cluster
probability around magic numbers, demonstrating the importance of cluster distributions with realistic mass
models in core-collapse simulations. Simple analytical expressions are given, allowing further applications of the
method to any relativistic or nonrelativistic subsaturation equation of state.

DOI: 10.1103/PhysRevC.97.035807

L. INTRODUCTION

Most of the methods used to calculate the equation of
state (EoS) in the (proto)neutron-star crust and in supernova
cores rely on the Wigner-Seitz (WS) approximation. In this
framework, matter is divided into cells, each one charge
neutral, with a nucleus at the center, surrounded by a gas of
free nucleons (neutrons and, at finite temperature, free protons)
and electrons. The standard way to calculate the EoS is then
to minimize the (free) energy of the system with respect to
the atomic and mass number of the nucleus, the volume of the
cell (or its radius), and the free nucleon densities, under baryon
number and charge conservation (see, e.g., the pioneer works of
Refs. [1,2]). If additional structures, like the so-called “pasta”
phases, are included, the minimization is also performed on the
shape of the cell (see, e.g., the pioneer works of Refs. [3,4]).

Within this WS hypothesis, that is within the single nucleus
approximation (SNA), different models to calculate the EoS
of clustered matter at finite temperature have been devel-
oped, using the (compressible) liquid-drop method (see, e.g.,
Refs. [5-9]), the (extended) Thomas-Fermi approach (see, e.g.,
Refs. [10-21]), or more microscopic self-consistent mean-field
Hartree-Fock and Hartree-Fock-Bogoliubov models (see, e.g.,
Refs. [22-27]); see also Ref. [28] for a review. In particular, the
two currently most employed EoSs in supernova simulations,
namely the Lattimer and Swesty (LS) [8] and the Shen et al.
[12,14] EoSs, both make use of this WS concept of a unique
configuration associated to each thermodynamic condition,
given by the baryon density np, the temperature 7', and the
proton fraction Y, (or, equivalently, the electron fraction Y, ; be-
cause of charge conservation, Y, = Y,). While for the physics

2469-9985/2018/97(3)/035807(13)
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of “cold” (catalyzed) neutron stars this assumption is correct
(in the absence of phase transitions), at finite temperature the
approximation of a unique configuration, which is the most
favorable from the thermodynamic point of view, has to be
seen as an average way to account for the properties of a
statistical distribution. Despite this approximation does not
change considerably the thermodynamic properties of matter
[29], quantitative differences arise in the matter composition,
in particular concerning the contribution of light and inter-
mediate mass nuclei. In turn, this impacts the calculation of
reaction rates on individual nuclei thus affecting the dynamical
processes depending on these rates (see, e.g., Refs. [30-33]).
Recently, efforts have been made to construct EoSs for
supernova matter including an ensemble of nuclei, based on
the (extended) nuclear statistical equilibrium (NSE) approach,
starting with the pioneer works of El Eid, Hillebrandt et al.
[34,35] (see, e.g., Refs. [36—49]). While standard NSE-based
models treat the matter constituents as a mixture of noninter-
acting ideal gases governed by the Saha equation, neglecting
interactions and in-medium effects (see, e.g., the classical text-
books [50,51]), in extended NSE approaches the distribution
of clusters is obtained self-consistently under conditions of
statistical equilibrium and interactions are taken into account.
Indeed, in-medium corrections are known to be particularly
important at high density. The way of treating these corrections,
as well as other model assumptions such as the choice of
the nuclear masses and/or level densities, are also responsible
for affecting the thermodynamic quantities and the nuclear
composition predicted by different NSE models (see, e.g.,
Ref. [52]). Moreover, a limitation of the current available EoSs
based on the NSE model is that they are given in the form of

©2018 American Physical Society
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tables, thus systematic investigations in numerical simulations
varying one or the other nuclear input are difficult to perform.

In this work, we derive a general formalism, based on
the work of Ref. [47], to include an extended NSE model at
subsaturation density and finite temperature in any approach,
either nonrelativistic or relativistic, based on the WS cell
approximation, starting from an arbitrary free energy density
and including explicit cluster degrees of freedom. In Sec. II
we introduce the formalism and the particular application to
the LS EoS is presented in Sec. III. Details on the formal
derivations are given in Appendices A and B. In Sec. IV
we discuss the results obtained employing this formalism in
a perturbative way, on the top of the LS EoS, using both
the original compressible liquid-drop model and including
more microscopic nuclear mass table for the calculation of
the nuclear binding energies (Sec. IV A). Finally, in Sec. V,
we draw our conclusions and future outlooks.

II. NSE FROM A WIGNER-SEITZ FREE ENERGY

Let us consider an arbitrary model giving the free energy
ina WS cell, Fys, as a function of the variational parameters.
While at zero temperature a unique realization of the WS cell
is expected, at finite temperature different realizations of the
WS cell are possible (see, e.g., Ref. [47]). If we consider a very
large volume V' — oo, containing a large number of WS cells,
each one with volume Véf ), such that

Vi) =Y NV, o)
J

N;(k) being the number of occurrences of the cell (j) in a
configuration k = {N;(k),j =1, ...,00}, the total free energy
of the system is given by

Fulk) =Y N F3. @
J

Here, Fws = Fws({x(}) is the cell free energy, depending
on a set {x;} of variational variables. In the case of an
EoS model with cluster degrees of freedom, a typical choice
for this set is {A,Z,n,g,n,,,Vc}, A (Z) being the num-
ber of baryons (protons) in the cluster and n,, (n,,) the
number density of neutrons (protons) in the gas, so that
we have Fys = Fws(A,Z,n,4,1p,,Vc). The notation F\(N]S)
thus indicates the value of Fws when the variational vari-
ables take the values characteristic of the cell (j), Ff,,’g =
Fws(AD, ZD 0% 0%, V). Other choices for the {x;} set
are also possible, and we will explicitly express the problem in
terms of the variational variables of the LS EoS subsequently
in the paper. In the case of EoSs based on the density functional
theory, where the variational variables are the single-particle
wave functions, the definition of these cluster variables has
to be derived from the model. Typically, one can take n,, =
nge(r = Re) (g =n,p), A= Ve(ng —nug —np,), and Z =
Ve(ngY, — n,e), with Rc the cell radius.
The WS cell free energy, Fys, reads

Fws = Foue + Fg + Fiept + Fy, 3)

and accounts for the contribution of the cluster, the gas, the
leptons (electron and possibly positrons and neutrinos), and the
photons, respectively. Leptons and photons can be described
as a uniform (relativistic) gas, and can be treated separately
(see, e.g., Refs. [8,53,54] for complete expressions). Therefore,
from now on, we will focus only on the (cluster plus gas) baryon
contribution, whose total free energy can be written as

Foark) = Y Nj0O[FQ e + FOVE +5FD], 4
J

where F, is the free energy density of homogeneous nuclear
matter with neutron and proton density (,,¢,7 g ), Fruc,vac iS the
free energy of a cluster (A, Z) in vacuum, and § F accounts for
the in-medium contributions. The latter may include Coulomb
screening and surface terms, and possibly contributions due
to the excluded-volume approximation if the original model
employs this scheme. Including all in-medium effects in the
cluster contribution, one can define Fyyc = Fhuc.vac + 6 F. In
the SNA, for each thermodynamic condition (np,T,Y,), the
variational variables are determined by minimizing the total
free energy density under the constraints of mass and charge
conservation. The associated values of A and Z have therefore
to be interpreted as the nucleus contained in the most probable
cell among the different possibilities () at the given thermo-
dynamic conditions, and will be noted ((A); = Asna, (Z); =
Zsna). However, in a full thermodynamic treatment of Eq. (4),
the variational variables are given by the set N;(k), and the
variation gives the average occupation (N ;) over the different
configurations k, or equivalently the probability (p;); = p;.
As a result, one does not get a single A = Agna,Z = Zsna
value, but a distribution of possible (A, Z()) configurations
with probability p;.

In order to calculate the probability p;, it is convenient to
work in the grand-canonical ensemble. In this framework, one
can construct the grand-canonical partition sum associated to
the free energy Fi,,, starting from the Gibbs free energy of the
baryon component

Grark) = Foaek) — Y N () (10 NG + 10 Z408).  (5)
J

where j1,, (1) is the neutron (proton) chemical potential. We
refer to Appendix A for the proof that the neutron and proton
chemical potentials correspond in fact to those of the gas, i.e.,
Mn = Mng and w, = [, and do not depend on the realization
(k). The total numbers of neutrons (protons) in the WS cell
), N\(,\;é (Z(\,{,)S), are given by

Ny = N9 40, V&, ©)
Zyjs =79 4+ np VY. )

Notice that the gas densities do not depend on the cell (j), since
the gas is uniform over the whole volume. If this condition were
not satisfied, discontinuities in the gas densities would arise at
the cell interface. Therefore, also the chemical potentials of the
gas, i, and 11, do not depend on the cell (j). The conservation
equations, Egs. (6),(7), have to be modified if the considered
EoS employs excluded-volume effects. This is easily done by
introducing the number of nucleons in the dense region of
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space, N, and Z,, and by replacing in all equations N — N, —
MgV, Z — Z, — np Vi (thus A, = N, + Z,), with Vi the
cluster volume. This will be explicitly worked out in the next
section on the example of the LS model.

Replacing the conservation equations into Eq. (5), we get

Grark) = Y N;(O[FL — NV = 11,29]
J

+VI[F, Hpl pel. ®)

In principle the gas densities 7,,4,7 ¢, though uniform through-
out the total volume V, could depend on the realization (k)
through the occupation N (k). It is however easy to check that
this cannot be the case if we keep the hypothesis that each
cell (j) is electrically neutral, as it has to be to avoid Coulomb
interactions between the different cells.

Equation (8) defines the Gibbs free energy of the cluster
and the Gibbs free energy density of the gas

G(j) FU _ nN(.f) _ l}“pZ(j)v 9)

nuc
gg — MUnlng —

— MUnMng —

Hph pg - (10)

The explicit expressions of F, and F"(.’,g depend on the par-
ticular model employed. In particular, if the EoS is obtained
through a density functional model, F,g{,l depends on the
density. In that case, because of the baryon number and charge
conservation laws,

 Ni(k)AD

ng = Z’% + 1, (1
 Ni(k)zD

n, = L, Nwzn jv + 1y, (12)

n, being the total proton number density and n, = n,, +
Mpgs Fi) implicitly depends on N;(k) through its density de-
pendence. This introduces a self-consistency problem, which
does not arise for instance if F; é{,c) is obtained through a standard
(i.e., noncompressible) liquid-drop model without any density
dependence. In the general case of a density-dependent free
energy, a rearrangement term has to be added. The effective
one-body equivalent free energy is given by

B{ Foar)k IF
A= 73(1;) = R+ (N 5o
Jlk ( /)

Tng Mg (Nidkizj

13)

with (Fuar)k = Foar({{N;)#}). Notice that in the partial deriva-
tive the gas component does not appear, because the term
> Ni(kF, Vé’) = V F, inEq. (4) does not depend on N (k),
since the gas is homogeneous over the different cells.

The total effective Gibbs free energy of the baryon compo-
nent becomes

Goulk) = Y N; (G + G,V (14)
J
with
() _ HGradk _ G
G = ‘ =G N;
nue B(N,)k nuc+< j)k 3<N7>

Mg oM pg s (Nidkizj

15)

Introducing the grand-canonical partition function associated
to the independent cluster problem (plus gas),

Zpp, = Y xp(—BGrar(k)), (16)
k

where 8 = (kg T)~!, kp being the Boltzmann constant, shows
that in the thermodynamic limit the partition sum of the cluster,
Znue, and that of the gas, 2By, CAN be factorized as

Zpir = Znac @uney) - (17

The partition sum of the cluster thus reads

Zne =) _exp
k

and, thanks to this factorization, one can follow the standard
derivation of thermodynamics of an ideal classical gas for the
cluster component:

—BY_N;GY |, (18)
J

I—IZ exP ﬂGnuc))
“UC - - 5
J n=0
= [ewl Wi, ) 19

where w}(g; “, = exp(— ﬂG"uc) In this way, similarly to
Eq. (110) in Ref. [47], one recovers a NSE-like expression
for the cluster multiplicities

a(In Z~nllc) ) ~(j)
= Vi, =0 (BOL). C0

where p; = (14, + p1,)AY. Finally, we can express the cluster
probability as

(Nj) =

(N exp (— BGIL)
R 7 2L S 21
b ANk >, exp(fﬂGf,ju)L) @D

Note that the functional form of Eq. (20) is formally equiv-
alent to the classical grand-canonical formulation (see, e.g.,
Refs. [51,55]). However, it has to be stressed that the correspon-
dence between the canonical and grand-canonical formulation
is only possible if one writes the Gibbs free energy as Eq. (15).

We turn now to the calculation of the rearrangement term.
As already noticed in Sec. III C of Ref. [47], this term is
expected to be small and was neglected in Ref. [47]. However,
as we will show in Sec. III, the effect of the rearrangement
term can be non-negligible and, indeed, this term is necessary
to recover the correct SNA results in all density domains.

As we have already noticed, the dependence of G4 on
(N,)i arises from the dependence on the total density, which
induces a constraint among the (N;), variables, see Eq. (12).
Because of the condition of charge neutrality in each cell, n, =
ZD VP 4, this can be seen as a dependence on the cell
volume V.

The rearrangement term can thus be expressed as

aG(/) i aG(/') N; V(j)
(Nj>k e _ _Vé/) mfc < _]>k fel . (22)
3Nk vy v
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We can see that G explicitly depends on (N;);, meaning
that Eq. (21) is in reality a self-consistent equation. Since the
rearrangement correction is supposed to be small (we will
quantify this statement in the next section on the specific
example of the LS EoS), we make an approximation in order
to avoid the complication of a self-consistent resolution of
Eq. (21). We first remark from Egs. (9) and (15) that Gh{l)c
should be proportional to A/, We therefore single out the A/
dependence from Eq. (22) and average the rest of the expression
over the different cells. Using Vé’) =AY /(np — ng), and

observing that ((N;)x Vé"))j =V, we get

oy 20w [0\ AP [9Guk)
TN Nov? [ np—ng\av? [

(23)

In this expression, (G '/ Vé’ )).,- is the most probable value
of the function 0Gpu/0Ve among the different cells, and
should be taken from the original SNA model.

The final expression for the effective Gibbs energy, Eq. (15),

is then
AW 3Gy
( . C) , 24
ng—ng\ Ve Jgna

which together with Egs. (9) and (21) completes the model.

With the choice {x;} = {A,Z,n,4.np,,Vc}, Eq. (21) be-
comes a probability distribution for the different clusters of
size (A,Z) as

GY — v _

nuc nuc

CXP(—,BGnuc(A ) Z))
Y42 exp(—BGuu(A,2))’
where the gas variables 1,41, are taken from the SNA model,

and the cell volume is obtained for each cluster from the
neutrality condition

P(AZ) = (25)

z
Ve = ———. (26)
np¥y —npg

It has been already discussed in Ref. [47] that one can recover
the SNA expression by minimizing the free energy density
under the mass and charge conservation constraints, by using
an auxiliary function. We will not redo the general demonstra-
tion here, but we will apply this procedure in Appendix B
for the specific case of the LS EoS, thus showing that the
most probable cluster which maximizes p; (or, equivalently,
minimizes Gpyc), coincides with the (unique) cluster predicted
by the LS equations.

III. DISTRIBUTION OF NUCLEI FROM THE LATTIMER
AND SWESTY EQUATION OF STATE

The LS EoS [8] models matter as a mixture of a single
species of heavy nuclei (representing the average of a full
ensemble of heavy nuclei), « particles (representative of
light nuclei), and free neutrons and protons, immersed
in a uniform noninteracting gas of leptons and photons.
At low density, nuclei are considered as spherical, at the
center of a charge-neutral spherical cell and surrounded by
a less dense vapor of neutrons, protons, and « particles,

as well as electrons, positrons, and photons, in the WS
approximation. For nucleons, either inside the nucleus or in
the gas, a simplified nucleon-nucleon interaction of Skyrme
type is employed. « particles are described as hard spheres
of volume v, =24 fm* obeying an ideal Boltzmann gas
statistics. Interaction between heavy nuclei and the gas of
« particles and nucleons are treated in an excluded-volume
approach. With increasing density, shape deformations of
nuclei (nonspherical nuclei and bubble phases) are taken into
account by modifying the Coulomb and surface energies, and
the transition to uniform matter is described by a Maxwell
construction (see Ref. [8] for more details). The original
LS EoS routine, which is also used in the present paper, is
available at http://www.astro.sunysb.edu/dswesty/Iseos.html
(more recent EoSs in tabular form are given at
http://www.astro.sunysb.edu/lattimer/EOS/main.html). There
exist three parametrizations of the LS EoS routine, according
to the value of the incompressibility of the underlying
nuclear interaction (K = 180, 220, and 375 MeV). For the
numerical applications done in the present paper, we use
the parametrization with K = 220 MeV. Note that a minor
correction has been done with respect to the original code.
Indeed, it has been recognized (see, e.g., Ref. [56]) that the
original LS EoS underestimated the fraction of « particles,
because the « particle binding energy, By, has to be measured
with respect to the neutron mass, as all other energies (see,
e.g., Ref. [57]).

For every baryon density np, temperature 7', and electron
(or proton) fraction Y,, the EoS is obtained by minimizing
the cell Helmoltz free energy density. As discussed in Sec. II,
the nonbaryonic components of the free energy density can
be treated separately, and have no role in the equilibrium
equations. The chosen seven independent variables of the
system in the LS EoS are {x;} = {n;,x;,u,rn,na\Mnos1po}s
where n; and x; are the nucleon density and proton fraction
inside the nucleus, respectively, u = Vy/ V¢ is the fraction
of the WS cell volume occupied by nuclei (Vy being the
volume of the nucleus), ry is the nuclear radius (such that
Vy =47rr?\,/3), Ny, Nyo, and n,, are the number density
of the « particles, and of the neutrons and protons in the
outside gas, respectively. However, because of charge neu-
trality and baryon conservation, the number of independent
variables is reduced to five. The minimization is done by
taking partial derivatives of the free energy with respect to
the remaining five independent variables, thus yielding a
system of equilibrium equations (see Eqs. (3.2) in Ref. [8]).
This procedure is equivalent to the minimization of the free
energy density with respect to all variational variables applying
the canonical constraints as Lagrange multipliers, as shown
in Appendix B.

However, to construct a NSE with a distribution of nuclei
starting from the free energy density of the LS EoS, one
has to work in the grand-canonical ensemble. Following the
procedure explained in Sec. II and in Appendix A, and noting
that the gas contribution to the free energy density can be
divided into the contribution coming from « particles, F,
and that of the nucleons outside the nucleus, F,, the Gibbs
free energy of the cluster, Eq. (9), and the Gibbs free energy
density of the gas (that of the nucleons in the gas, G,, and that
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of « particles, G,), Eq. (10), in each cell (), read

Gl = Fll = maN = 1, 29, @n
Go = Fo = taltng = 1y s @8)
G = Fue = Mala, 29

where j4,, is the chemical potential of « particles. Using the LS
variables,' the free energy of the cluster, Fy,, that contains the
in-medium corrections (including the excluded-volume terms),
can be written as

Faue = VnIni(fp + foo + fr) = falta — (1 = ngve)n, fol
— NVl fo Ve, (30)

where fp, fic, and fy are the bulk, the finite size (surface
and Coulomb), and the translational contributions to the free
energy per baryon, respectively, and n, = n,, + n,,. In this
expression, the dependence on the cell is given by the cluster
variables, i.e., {n;,x;, Vy.u} = {nf»"),x;’),V;/),u(/)} and the cell
volume Ve = Vc(/ ), since « particles and free nucleons are
assumed uniform in the different cells.

The cluster neutron and proton numbers in each cell
(j), NY and Z, fulfilling the conservation equations

A

ng = — +4ny +n,, 31
Ve
VA

np = — ~+2nq + npo, (32)
Ve

are given by

—u

1
N=Vy [(1 — X — Npp — 2Ng — NppVgMe } (33)

Z=Vy |:x,<n,» — Npo — 2N — N poUglly ! u] (34)
with A = N + Z. Notice that because of the excluded volume,
these numbers do not represent the number of nucleons in the
dense phase, the latters being given, for each cell (j), by A, =
niVn,Z, = xin;Vy.

To calculate the rearrangement term, we work out explicitly
the expression of Eq. (22). The charge conservation law is
written for LS variables as

Zj (Nj)k V/(vj)(x}j)”ij) - "m.')
n, =
1%
with the short-hand notation 1, = 2ng + 1 ,0(1 — g V).

As in the general derivation, the definition of n,, Eq. (35),
breaks the independence among the cell occupations N;(k).
In turn, this induces a self-consistency problem because the
Gibbs free energy G, depends on n, through the Coulomb

and surface term. Writing the charge conservation in the single
WS cell:

+ 1y (35)

Ny = u(Xin; — Npg) + N pg, (36)

"Note that, unlike Ref. [8], we use capital letters for the energy, e.g.,
F for the free energy, F for the free energy density, and small letters
for the energy per baryon, e.g., f for the free energy per baryon.

we can see that it is more convenient to change variables in
Eq. (22) from Ve tou = Vi /Ve.
The rearrangement term then reads

G G du) an,
N = (N —r P 37
(”%wm <fkwmawawm @7

Using n; = A,/Vy, we can single the dependence on the
cluster size out of this expression, and average the rest of this
term with respect to the different cells. The one-body Gibbs
free energy, Eq. (24), can finally be written as

<Nj>A aGnuc
v du

Gnuc(A.Z) = Guue(A,2) + A',j)<

, Gnue
= Gue(A,Z) + AV L _2Tme ) (3g)
n,VN u SNA

where the quantities within the brackets () ; have to be calcu-
lated for the most probable nucleus as given by the standard
solution of the LS equations (see Appendix B).

To verify the thermodynamic consistency of the approach
we can check that the most probable configuration given by the
NSE coincides with the LS representative cluster. To this aim,
one has to minimize the exponent in Eq. (20), i.e., the Gibbs
free energy, Eq. (38). For a better readability of the paper, the
LS equations defining the representative configuration in the
SNA are explicitly rederived in Appendix B.

Note that, in the grand-canonical ensemble, the density of
the outside gas, i.e., that of the free neutrons and protons and
that of alpha particles, are fixed by their chemicals potentials
(see Appendix A):

_ 08, Doy = 08 ) 39)
go 0l

where ¢ = n,p and g, (g ) is the Gibbs free energy per baryon
of the nucleons in the outside gas (of the « particles). Moreover,
we further notice that the model requires np [as well as n ,, see
Eq. (32)] to be the same in each WS cell. Therefore, different
ions in the cell, in the NSE approach, can have different baryon
number A (the gas baryon number being uniform in the whole
volume and the same in each cell) and different volume Vy,
keeping n g, Eq. (31), constant. Equation (31) thus fixes V¢, or
equivalently . With these constraints, Egs. (31), (32), and (39),
the seven independent variables on which the minimization has
to be done are reduced to three, namely, (n;,x;,ry). Calculating
the partial derivatives of the effective Gibbs free energy yields

l’lq[,

G
i) —= = 0, that can be written as
i gy
296 1-u
Moi + 5 — + herg = tno(1 = Xi) + [ poi,
3 nju Ag

(40)

where wp = (1 — Xi)ni + Xi [ pi» [ini and 14 ; are the
chemical potentials of the neutrons and protons inside
the nucleus, and B2 = F. + F; is the sum of the
Coulomb and surface free energy density (see Eq.
(2.39) in [8]). The constant A in the translational free
energy term has been taken equal to 60 in [8], h =
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FIG. 1. Nuclear contribution to the Gibbs free energy, with and without the rearrangement term, for two different thermodynamic conditions,
as a function of the number of nucleons in the dense phase A,: ng =3 x 107 fm™>, T = 0.74 MeV, Y, = Y, = 0.43 (left panel) and np =
1.22x 102 fm™>, T =4.13 MeV, ¥, = Y, = 0.31 (right panel). The fraction x; = Z, /A, is fixed to the one of the most probable nucleus.
The dots (squares) correspond to the most probable nucleus obtained without (with) the rearrangement term; the crosses indicate the A, of the
average nucleus obtained with the LS EoS. See text for details.

(i)

(iii)

h(x;,T) is a temperature-dependent function entering
in the surface free energy (see Eq. (2.28) in [8]), and
g is the translational contribution to the chemical
potential (see Eq. (2.43) in [8]).

G nue .
= 0, that gives
ax; niry
29B(1 o 1—u
ni = Mpi — 3 —+ =) N -7
Honi- = Hpi = 30 (Xi + - A0 (un —T)
= Kno — Kpo> 1)

where ¢ = o(x;,T) entering the surface term of
the free energy is defined in Eq. (2.27) in LS [8],
o' = 00/dx;, and h’ = 9h/dx;. Note that combining
Eqgs. (40) and (41) yields Eqgs. (3.2b),(3.2c) in [8], see
Appendix B.

8Gnuc

3 = 0. Noting that minimizing Gf& with
N

i Xi
respect to ry is equivalent to minimize G(“’u)C with
respect to the nuclear volume Vy yields

WF AT _, Ge <L aG;fuL>

&
aVy Vn Vy u

(42)

The first condition in Eq. (42) gives the equilibrium
equation for ry, or, equivalently, for n; [see Eq. (2.38)
in LS [8] and Appendix B, Eq. (B9)],

5 Ao (u(l —u)\®

e being the elementary charge. Using Eq. (40) and
the expression for u,, Eq. (B11), together with the
thermodynamic relation among the pressure P, the
free energy density F, and the chemical potential p
of a species with density n, P = —F + un, applied to

the pressure of the gas, P,, that of the alpha particles,
P,, and that of the nucleons inside the nucleus, P;, the
second condition in Eq. (42) becomes

B iy = Pt Py (44)
Ao

29
H+ﬁ<§—9’> +

with 2" = 92 /9u. This expression is equivalent to
Eq. (3.2d) of LS [8], see Appendix B, Eq. (B14). Note
that the term accounting for the binding energy of «
particles, B,, does notappear in our Eq. (B11) since the
chemical potentials in our definition include the rest
mass. The introduction of the rearrangement term is
indeed required to get the equivalence of the results ob-
tained in the canonical and grand-canonical approach,
and therefore the thermodynamic consistency of the
approach.

The effect of the rearrangement term is analyzed in Fig. 1,
where we display the nuclear part of the Gibbs free energy,
Eq. (38), for two typical conditions of density, temperature,
and proton fraction encountered in the collapsing core of a
supernova. The minimum of each curve represents the most
probable cluster, obtained with or without the rearrangement
term. The crosses correspond to the average single nucleus
calculated in the LS EoS, while the dot (square) symbols mark
the most probable nucleus calculated with the NSE approach
without (with) the rearrangement term. The latter acts in a more
significant way at higher density and temperature. Indeed,
while no noticeable difference is observed at lower densities
(left panel), only including this term allows one to correctly
reproduce the LS most probable nucleus for higher densities
(right panel).

IV. RESULTS

We present in this section the results obtained with the
extended NSE model, implemented in perturbation on the top
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FIG. 2. Ratio x; = Z/A corresponding to the minimum of G .
at a fixed A, as a function of A, for two thermodynamic conditions:
ng=3x10"° fm™3, T = 0.74 MeV, Y, = 0.43 (solid line) and
ng=122x10"2 fm™>, T =4.13 MeV, ¥, = 0.31 (dashed line).
Triangles indicate the values obtained with the LS EoS.

of the LS EoS. This means that, for a given thermodynamic
condition, the calculation of the EoS and composition is done
in two steps: (i) first, we run the LS analytical routine thus
obtaining the SNA results, (ii) then, varying A and Z, we
calculate n; solving Eq. (43) and Grue(A,2), Eq. (38), as
explained in Sec. II, thus the probability p(A,Z), Eq. (25),
associated to each cluster (A,Z).> In this way, we can also
compare the most probable nucleus in the NSE model (i.e., the
one that minimizes Gpyc) with the SNA one. The resolution of
Eq. (43) for n; is done using the root finder routine broydn from
the Numerical Recipes [58], which employs the Broyden’s
method.?

We start by showing, in Fig. 2, the x; = Z/A ratio cor-
responding to the minimum of G, as a function of A. As
an illustrative example, we have chosen two thermodynamic
conditions likely to be met during the infall phase of the su-
pernova core collapse: ng =3 x 107° fm ™3, T = 0.74 MeV,
Y, =0.43 (solid line) and ng =122 x 1072 fm™3, T =
4.13 MeV, Y, = 0.31 (dashed line). These numbers, as well as
other conditions explored below, are taken from a collapse tra-
jectory followed by the innermost region of the star. The ther-
modynamic conditions for the latter have been obtained with a
one-dimensional hydrodynamic code in general relativity with
aneutrino leakage-type scheme [59—-61], starting from a 40Mg
progenitor from Woosley et al. [62]. The considered collapse
trajectory stops before bounce, before nuclei dissociate in favor
of homogeneous matter. Triangles indicate the (x;,A) values

2In this section, in the spirit of the LS EoS, we define A and Z as the
baryon and proton numbers of the dense phase, A = Vyn;, Z = Ax;.

3Note that the solution may be sensitive to the convergence criterion,
thus the numerical precision required in the root finder. Although we
have found that the resulting value of the most probable Z or N
may vary up to two units for a few of the thermodynamic conditions
explored below, the robustness of our results is not affected and our
conclusions remain unchanged.

0.17 .
(1)

0.16

n; (im®)

o4 L ‘ ‘ ‘
80 100 120 140

A

160

FIG. 3. Baryon number density inside the nucleus, n;, versus A
for three thermodynamic conditions: (1) np =3 x 1076 fm ™3, T =
0.74MeV, Y, =043, Q) ny =2 x 103 fm™>, T =23 MeV, ¥, =
0.34, and (3) np = 1.22 x 1072 fm ™3, T = 4.13 MeV, ¥, = 0.31.
Solid lines correspond to the solution of Eq. (43), dots correspond
to n; for the average nucleus predicted by the LS EoS, and dashed
lines represent the cluster distribution (in arbitrary units).

obtained from the original LS model (that is, within the SNA)
for the same thermodynamic conditions: x; s = 0.43, Ars =
65 and x; s = 0.34, ALs = 161, respectively. One can notice
that the behavior of x; is sensitive to the nuclear distribution,
changing of about 50% when A varies from about 50 to 200,
and it can be quite different from the value predicted by the LS
for the same input variables (np,T,Y,), when the nuclear mass
number A is different from the LS one.

In Fig. 3, we plot the number density inside the nucleus,
n;, as calculated by solving Eq. (43), versus A, for a fixed
x;i = (x;)sna equal to that obtained by the LS EoS, for three rep-
resentative thermodynamic conditions taken from the collapse
trajectory: (1) ng =3 x 107 fm™>, 7 =0.74 MeV, ¥, =
043, (2) ng=2x107% fm™3,T =23 MeV, Y, = 0.34,
and (3) ng = 1.22 x 1072 fm =3, T = 4.13 MeV, ¥, = 0.31.
Dashed lines represent the cluster distribution (in arbitrary
units), while dots correspond to (n;)sna for the average single
nucleus predicted by the LS EoS. We notice that the most
probable nucleus, which is identified by the peak of the cluster
distribution, coincides with that predicted by the LS EoS, both
having the same density n;, for the three conditions. We also
note that the density inside the nucleus decreases with A;
because of mass conservation, Eq. (B5), this is compensated
by an increase of the density of the outside gas, n,, and that of
« particles, n,. Moreover, increasing density and temperature,
from condition (1) to (3), yields to an increase of the average
cluster mass number and of the width of the distribution.

To better compare the NSE results with the SNA ones,
we show in Fig. 4 the cluster Z versus N distribution
(panel b), for a chosen thermodynamic condition:
np=8.6x10"* fm™> T =1.83 MeV, Y, =0.36. The
contour plot displays the cluster probabilities (red to blue,
more to less abundant), while the black dot corresponds to
the LS average nucleus, Zgna = 38, Nsna = 62. This shows
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FIG. 4. Distribution of nuclei predicted by the NSE model for the
thermodynamic condition nz = 8.6 x 1074 fm™, T = 1.83 MeV,
Y, = 0.36. (b) shows the contour plot of the cluster probabilities (red
to blue, from more to less abundant), while the black dot corresponds
to the average nucleus (Zsna = 38, Nsna = 62) obtained with the LS
EoS. (a) displays the probability distributions for Z = 32, 38, and 41
(from left to right curve), while (c) displays the probability distribution
for N = 40, 62, and 80 (from bottom to top curve).

that our extended NSE reproduces the SNA results, having
the advantage to take into account a full distribution of nuclei.
The smooth cluster distribution with a single-centered peak
also points out the absence of shell effects. Panels (a) and
(c) illustrate the probability distribution, p(A,Z) (in arbitrary
units), for different cuts in Z = 32,38, 41 [panel (a), from
left to right], and N = 40, 62, 80 [panel (c), from bottom to
top], respectively. The center (green) curves in panels (a) and
(c) correspond to the most probable nucleus, which coincides
again with the SNA result.
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A. Inclusion of a microscopic nuclear mass model

One of the limit of the compressible liquid-drop model
employed in the LS EoS is the absence of pairing and shell ef-
fects, that are responsible for the emergence of magic numbers
and impact the cluster distribution, especially at relatively low
density and temperature (see, e.g., Refs. [38,47,52]). Indeed,
shell and pairing effects are expected to be washed out only
at a temperature of a few MeV. To take these effects into
account, either experimental or theoretical mass models have
to be implemented. However, in core-collapse supernovae,
the electron capture drives nuclei towards the neutron-rich
side, where experimental mass measurements are no longer
available and theoretical extrapolations need to be considered.
Therefore, we have included in our perturbative extended NSE
nuclear binding energies from a theoretical mass model. To this
aim, we have redefined the cluster Gibbs free energy, replacing
the contribution corresponding to the nuclear binding energy in
the compressible liquid-drop model, G¥, with the theoretical
calculated binding energy, Eping:

Grue = Guues — Gy s + Evind, (45)

where G5 corresponds to the nuclear contribution to the
Gibbs free energy as calculated in Eq. (38), and G0, ¢ is
the same quantity evaluated at 7 = 0 and with n, = ny, =
n, = 0 (n, being the electron number density), i.e., the bulk
plus surface (at zero temperature) and Coulomb (without the
screening correction) term. As for the theoretical mass model,
we have employed the Brussels-Montreal microscopic mass
model* HFB-24 [63]. This model, based on the self-consistent
Hartree-Fock-Bogoliubov method using a 16-parameter gen-
eralized Skyrme effective nucleon-nucleon interaction with a
realistic contact pairing force, fits the 2353 measured masses of

“#The mass table for this model is available on the BRUSLIB database
at http://www.astro.ulb.ac.be/bruslib/.

200
190

0 50 100 150 200 250
time (ms)

FIG. 5. Z (left panel) and N (right panel) along the collapse trajectory (time is given in milliseconds), at the center of the star. Dashed lines
correspond to the most probable Z (left panel) and N (right panel) obtained with the LS mass functional, while solid lines correspond to the
variance. Red dots represent the most probable Z (left panel) and N (right panel) obtained implementing the HFB-24 mass model. Insets show
a zoom of the final part of the plot. Arrows indicate four chosen points along the trajectory before the core bounce. See text for details.
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nuclei with N and Z > 8 appearing in the 2012 Atomic Mass
Evaluation (AME) [64] with a root-mean square deviation of
0.5 MeV. Moreover, it is also compatible with other various
experimental and astrophysical constraints [65]. Note that, in
the mass table, atomic mass excess are tabulated; once atomic
masses, My (A,Z), are known, nuclear masses, M., can be
calculated as

Muo(A,Z) = My — Zm.c* + B(2), (46)

where m, is the electron mass and B,/(Z) is the total bind-
ing energy of all Z removed electrons (see Appendix A in
Ref. [66]).

To illustrate the effect of employing such a mass table
instead of the simplified LS functional on the composition
during the supernova core collapse, we have plotted in Fig. 5
the evolution of Z (left panel) and N (right panel) for given
thermodynamic conditions along the collapse trajectory in the
center of the star; the increasing time (given in milliseconds)
on the x axis corresponds to a simultaneous increase of density
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and temperature. The dashed lines correspond to the most
probable Z (left panel) and N (right panel) calculated with the
extended NSE model built on the top of the original LS EoS,
thus keeping the nuclear masses as in the original compressible
liquid-drop model; solid lines represent the variance of Z
and N and give the width of the distribution. We note that
the spread in the nuclear distribution increases with time,
i.e., with density and temperature. The most probable Z (N)
obtained when the HFB-24 mass model is employed instead
of the original mass model implemented in the LS EoS are
displayed by dots in the left (right) panel. We can clearly
notice the emergence of shell structure and magic numbers:
in the first phase of collapse, clusters with Z = 28 dominate,
while in subsequent stages of collapse, clusters with N around
50 first and then with N = 82,126 prevail. At this point of
collapse, remarkable differences in the composition can be
observed when one or the other model is used. Indeed, as
already noticed, e.g., in Ref. [52], the use of different mass
models and the presence (or absence) of shell effects impact
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FIG. 6. Distribution of nuclei (N, Z) for four chosen thermodynamic conditions along a collapse trajectory at the center of the star: (a)
ng =3.86x 107 fm™>, T =0.79 MeV, ¥, = 0.43, (b) ny =3.35x 1074 fm>, T = 1.51 MeV, ¥, = 0.38, (c) np = 3.01 x 107 fm~3,
T =2.68 MeV, Y, = 0.33, and (d) ng = 5.85 x 1073 fm™, T = 3.33 MeV, ¥, = 0.31. Contour lines correspond to the cluster normalized
probabilities (red to blue, more to less probable) for the original LS model and for the HFB-24 nuclear mass model. Dots correspond to the

average single nucleus predicted by the LS EoS. See text for details.
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in a considerable way the prediction of the composition in
NSE models. The four arrows in Fig. 5 labeled from (a)
to (d) point at four chosen instants along the trajectory,
before bounce, whose thermodynamic conditions (ng,7T,Y,)
correspond to the nuclear distributions shown in the four panels
of Fig. 6: (a) np = 3.86 x 107° fm ™3, T = 0.79 MeV, Y, =
0.43,(b)npg = 3.35 x 1074 fm™3, T = 1.51 MeV, ¥, = 0.38,
(¢) ng =3.01 x 1073 fm™3, T = 2.68 MeV, Y, = 0.33, and
(d) np =585 x 1073 fm™3, T = 3.33 MeV, ¥, = 0.31. The
colored contour lines in Fig. 6 (red to blue, more to less
probable nuclei) represent the cluster normalized probability,
Eq. (25), obtained (i) with the original LS model, where
the nuclear masses are taken from the original compressible
liquid-drop model employed in the LS EoS (note that the
oval-shaped distributions are indeed centered on the SNA
results, represented by the black dots) and (ii) with the HFB-24
mass model. It is also clear from this figure the appearance of
magic numbers when the HFB-24 mass model is employed.
Indeed, in this case, a bimodal distribution, which cannot be
reproduced in the single-peaked SNA picture, emerges. While
for thermodynamic conditions at the beginning of the collapse
(panel a) nuclei around Z = 28 and N = 50 are populated,
later on (panel b), the distribution is peaked around N = 50
and N = 82, and subsequently (panel ¢) around N = 82 and
N = 126; towards the end of the infall phase (panel d), the most
probable nuclei are probably situated around N = 184. We can
also notice that, along the collapse, the most probable nuclei
become bigger (i.e., A increases), and the distributions become
larger. These effects are a consequence of the increasing
density and temperature, respectively.

Finally, an important difference is observed in panels (c)
and (d) between the average nucleus predicted by the original
LS EoS (dots) and the most probable nuclei predicted using
the HFB-24 nuclear mass models. This indicates that the latter
application with the HFB model, contrary to the previous one
where the mass model was taken from the LS EoS, is not fully
consistent. To achieve consistency, we should calculate the
chemical potentials 14, and the full G e functional directly
from the same energy-density functional as the one used to
compute the nuclear masses. This improvement is left for
future work.

V. CONCLUSIONS

In this paper, we have worked out a general formalism
allowing to calculate the nuclear distribution encountered
in equilibrium stellar matter, associated to any arbitrary
unified EoS, that is a finite temperature nuclear modeling
able to describe both homogeneous and inhomogeneous
asymmetric nuclear matter. The cluster probabilities are given
by simple Boltzmann factors, Eq. (25), with four important
modifications:

(1) the cluster size entering in the Legendre transformation
from Helmotz to Gibbs free energy must be properly
defined such as to ensure mass and charge conservation,
see Eqs. (6),(7);

(2) the cluster chemical potential is given by the chemical
potential of the unbound nucleons, see Eqs. (A8),(A9),
multiplied by the effective cluster size;

(3) all eventual in-medium modifications must be consid-
ered inside the cluster free energy, see Eq. (4) and the
following discussion;

(4) a rearrangement term insuring thermodynamical con-
sistency must be added, see Eq. (24).

This general formalism can be straightforwardly applied to
any relativistic or nonrelativistic subsaturation EoS based on
the WS approximation, that is within the SNA. We have applied
it to the specific case of the LS EoS, which is widely used in
core-collapse simulations. This example has explicitly shown
that the most probable nucleus coincides with the prediction of
the LS EoS, but many other nuclei are populated with a non-
negligible probability, and the width of the nuclear distribution
is an increasing function of the density and temperature.

‘We have also explored the effect of using a more realistic
mass model, by replacing the simpler compressible liquid-drop
like functional for nuclear masses in the LS EoS with the more
microscopic Brussels-Montreal HFB-24 mass model, which
provides an excellent reproduction of nuclear masses all over
the nuclear chart.

Considering thermodynamic conditions followed by a typ-
ical core-collapse trajectory, we have shown that the isotopic
distribution considerably deviates from the average LS results,
and magic nuclei dominate the whole trajectory. Since the
electron-capture rates on nuclei may vary of orders of mag-
nitude among neighboring nuclei, we expect that a consistent
calculation of the rates over this more realistic distribution
may change the deleptonization rates, and thus the resulting
dynamics of the collapse, with respect to standard collapse
calculations where the SNA is employed. We emphasize
that, especially for high densities and temperatures where the
contribution of the gas surrounding the clusters increases, the
neutron and proton chemical potentials of the gas should be
calculated from the same theoretical model used to compute
the nuclear masses. This is indeed necessary to achieve full
consistency in the model. These calculations, as well as the
implementation of the electron-capture rates on the nuclear
distribution and the evaluation of the effect on the collapse
trajectory, is left for future work.
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APPENDIX A: CHEMICAL POTENTIALS

In this appendix, we show that it is possible to identify the
Lagrange multipliers, introduced to impose the constraints on
the mass and charge conservation, and the chemical potentials
introduced in the expression of the Gibbs free energy, with
the chemical potentials of the homogeneous matter (i.e., of the
uniform gas). Let us consider the case where matter is modeled
with only one type of WS cells, for simplicity. Starting from
the baryon free energy in the WS cell,

k[g T VC In 8,

Foar = Frue — (A1)
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where kp is the Boltzmann constant and the free energy
density of the gas is F, = —kpT Inzg, zp being the mean-
field partition sum for homogeneous matter, one can write
the Gibbs free energy of the baryon component operating a
Legendre transformation with respect to the neutron and proton
baryon numbers (or, equivalently, the total baryon number and

isospin). One thus gets
Goar = Foar — 11 Nws — 12Zws, (A2)

where we have introduced the auxiliary chemical potentials 1t}
and p,. Using Egs. (6),(7) [where we have dropped the (j) in
the notation for convenience], we obtain

Grar = Foar — 1i(N + 1, Vo) — 2(Z +npe Vo).
Using the mean-field relations of uniform nuclear matter,

(A4)

(A3)

Inzgy,u, =Inzg + Buinug + Buanpg,

with 8 = (kpT)™', one can see that the neutron and proton gas
densities are given by

dlnz
Mg = kaT —L0l2 ] ®s)
oy,
dlnzg,.
Hpg = kT Pt (A6)
6M2 My

Therefore, the gas densities are uniquely determined by the
chemical potentials, and independent on the realization (k),
ie., ) = n,g andn) = n . The Gibbs free energy is finally

given by
Goar = Frue —IN — p2Z — kgT Ve Inzgy,,,

= G + Ve (AT)
with G, the Gibbs free energy density of the gas, and
dlnz
w o= —kgT —L| =y, (A8)
g e

dlnzg
= —kgT = s A9
123 B T pg (A9)

Mg

where one recognizes that the auxiliary chemical potentials
coincide with the neutron and proton chemical potentials of
the homogeneous gas, (1, = fug and ), = [ p,.

APPENDIX B: LS EOS IN THE CANONICAL ENSEMBLE

In this appendix we rederive the equilibrium equations,
Egs. (3.2) in LS [8], that result from the minimization of
the total free energy density of the system. The procedure
is equivalent to minimize the auxiliary function constructed
from the free energy density under conservation constraints
(see also Ref. [47]), yielding the SNA results. Since the lepton
(and photon) contribution to the total free energy density can
be treated separately, and does not enter in the minimization,
we only consider here the (total) baryon free energy density. In
the LS EoS, the chosen set of independent variables are {x;} =
{ni,xi,u,ry,ng Nyo,npo}, wheren; = A, /Vy andx; = Z, /A,
are the nucleon density and proton fraction inside the nucleus
in the cell, respectively, u = Vy/ V¢ is the fraction of the WS

cell volume occupied by nuclei (Vy being the volume of the
nucleus), ry is the nuclear radius (such that Vy = 4nr,i,/3),
Ny, Ny, and 1, are the number density of the « particles, and
of the neutrons and protons in the outside gas, respectively. For
simplicity of notation, we omit in this section the superscript
(j) referring to the cell. Using these LS variables, the baryon
free energy density can be written as

Foar = Frue + Fo + Fa. (BD)

The nuclear contribution is given by the sum of the bulk,
surface, Coulomb, and translational free energy density,

Foue = niul fo(ni,xi) + fs(xi,u,ry) + fe(xi,ni,u,ry)]
+niul —u) fr(ni xi,u), (B2)

where we have put in evidence the dependences on the
independent variables (see Ref. [8] for the detailed expressions
of the different terms). Note that, in the present notation, f
corresponds to free energy per baryon, while F to free energy
density. For the nucleons in the outside gas and the alpha
particles, we have

Fo = 1o fono)(1 —u)(1l — ngve), (B3)
Fo = ng fa(ne)(1 —u) (B4)

with n, = 1y, + 1 po.
The mass and charge conservations read

A
ng = WS _ un; +4nq,(1 —u)
Ve
+ (110 + 1po)(1 — u)(1 — ngva), (B5)
Z
ny,=n,= WS xiniu + 2nq(1 — u)
Ve
+1po(1 —u)(1 — ngva), (B6)

where Aws and Zws are the total baryon and proton number
in the cell, respectively (the total neutron number in the cell
is thus Nws = Aws — Zws, and a conservation for n, can be
derived, too) and v, = 24 fm? is the volume occupied by each
« particle. One can then construct the auxiliary function to be
minimized:
D = Foar — Mlnp — xinju — 2nq(1 — u)

—npo(1 = u)(1 = ngug)]

—Xalny — (1 — xp)niu — 2ne(1 — u)

= (1 —u)(1 = ngvo)l, (B7)

where X, and A, are the Lagrange multipliers. The minimiza-
tion of the auxiliary function, Eq. (B7), with respect to the
seven variables yields
) aD
i) —
0N Ly vyttt sttt
face and Coulomb terms depend on ry, i.e., 3(F; +
Fe)/dry = 0, one recovers the virial theorem, F; =
2F., that gives the equation to be solved separately
for the nuclear radius, Eq. (3.2a) in [8],

_ 90 (s(u) 173
=5 (%) ®9

= 0. Noting that only the sur-
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where s(u) and c(u) are shape parameters aiming to
mimic the transition from nuclei to the bubble phase
[8]. Equivalently, one can write Eq. (B8) in terms of
ni,
5 Ao s(u)
n; = — —.
2 Z2e* c(u)
Note that in the LS routine, s(u)/c(u) = [u(l —
u)/27P.
oD
ngo i XU g0
p,n. This condition identifies the Lagrange multipliers
as the neutron and proton chemical potentials,

A= —Hpo and Ay = —Uno- (B10)

(B9)

(i) =0, with ¢ =n,p and —q =

?—D = 0. Using the thermodynamic
dn“ R\ Xi U PN o oM po

relation between the pressure P, the free energy
density F, and the chemical potential 1 of a species
of density n, P = —F + un, this condition gives Eq.
(3.2e) of LS,?

o = 2(no + Ipo) = Va P, (BI11)

where P, is the pressure of the neutron and proton gas.

(iii)

Note that in Eq. (3.2¢) in [8] the minus sign between the neutron
and proton chemical potentials should be replaced with a plus sign.
Moreover, B, is notincluded in Eq. (B11) because masses are included
in the chemical potentials.

aD
iv) — = 0, that gives Eq. (3.2b) of LS,
0x; i ULEN Mo M po
22(1 o 1—u
ni —Mpi =% —F =) - — -T
Honi = Hpi =3 niu (x; + a) Ao e )
= Uno = Kpos (B12)
with o’ = 30 /dx; and i’ = dh/dx;.
) D 0
v =0.
on; Xi TN N Tno Mo
D
(vi) — =0.
u

Xi TN Mo po

Combining the last two conditions with Eq. (B12),
and noting that s, ; = (1 — x;)tni + Xijip; after op-
erating the change of variables (n,;,n,;) — (n;,x;),
with n,; =n;(1 —x;) and n, =n;x;, gives Egs.

(3.2¢),(3.2d) of LS
2xipZ20" 1—u ,
Mni — 7 i - [hn — W xi(uy — T)]
3 niu o Ao
= no> (B13)
29 nih
P <7 o i
I+ﬂ(3u 9)+AOMHM
=P+ Pa, (B14)

where 2’ = 09 /0u.
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Abstract In this work, we present the preliminary results
of an equation of state (EoS) grid for possible use in core-
collapse supernova simulations. We treat uniform matter
made of nucleons using the quark-meson coupling (QMC)
model. We show a table with a variety of thermodynamic
quantities, which covers the proton fraction range Y, =
0—0.65 with the linear grid spacing AY;,, = 0.01 (66 points)
and the density range pp = 10'* — 10'g cm™3 with the
logarithmic grid spacing Alogo(pp/[g cm3]) = 0.1 (21
points). This preliminary study is performed at zero tem-
perature, and our results are compared with the widely used
EoS already available in the literature.

Keywords Equation of state - Quark-meson-coupling -
Nuclear - Supernova

1 Introduction

Although the theory related to supernova (SN) has made
a remarkable progress in the past decade, there are many
questions that remain unanswered. The catastrophic infall of
the core of a massive star, reversed to trigger the powerful
ejection of the stellar mantle and envelope in a supernova
explosion, plays a crucial role in the synthesis of heavy ele-
ments. But when, why, and how it happens is a fundamental
problem of stellar astrophysics that remains to be explained.
The implosion of stellar cores was also proposed as part of
the scenario of the stellar death [1, 2].

>4 Guilherme Grams
grams.guilherme @ gmail.com

! Universidade Federal de Santa Catarina, Florian6polis, Brazil

1

There are no doubts that supernovae explosions are an
unique phenomenon in nature and an excellent laboratory
to test extreme physics conditions. Core-collapse SNe tend
to happen once every ~ 30 — 50 years in our galaxy and
unfortunately most part of them are shrouded from view by
the dust that pervades the Milk Way [3] which makes the
study of these great labs very difficult. Due to this obser-
vational difficulty, simulations of core-collapse supernova
have played an important role in the study of supernovae
explosions and their possible remnants. The equation of
state (EoS) of nuclear physics is a fundamental ingredient
in the simulation of SN explosion. Simulations of core-
collapse supernovae depend on the EoS obtained for a wide
range of thermodynamic conditions. Moreover, extremely
high density and temperature may be achieved when black
holes are formed by failed supernovae. The temperatures
of interest vary from zero to more than 100 MeV, den-
sities range go from 10° to more than 10" g cm™ and
the proton fraction can reach 0.6. Fulfilling these condi-
tions makes the construction of a complete EoS a very
hard work, mainly at low densities, where a variety of sub-
structures and light clusterization are possible. For these
reasons, there are only few complete EoS available in
the literature. The most commonly used EoS are those
of Lattimer and Swesty (hereafter LS) [4], Shen et al.
(hereafter STOS) [5, 6] and Hempel and Schaffner-Bielich
(hereafter HS) [7].

The LS [4] EoS is based on a compressible liquid drop
model with a Skyrme force for nucleon interactions. The
STOS EoS from 1998 [5] was the first equation of state
for supernova simulations using a relativistic nuclear model.
The upgrade to STOS’s work was published in 2011 [6] with
more points in the table and the inclusion of the A hyper-
ons. Both works developed by STOS were constructed with
the TM1 [8] parameterization of the relativistic nonlinear
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Walecka model, developed in [9, 10] and also called Boguta-
Bodmer type model, in a mean field approximation.

HS’s EoS [7] is based on the NL3 [11], TM1, TMA [12],
FSUgold [13], SFHo and SFHx [14], IU-FSU [15] and DD2
[16] parameterizations of the same quantum hadrodynam-
ics model and use the nuclear statistical equilibrium model
of HS and Schaffner-Bielich [17], which takes into account
excluded volume effects.

An interesting analysis of the different parameterizations
of the relativistic-mean-field (RMF) models was made by
Dutra et al. [18], where the authors analyzed 263 differ-
ent RMF models under several constrains related to the
symmetric nuclear matter (SNM) and pure neutron matter
(PNM). The TM1 parameterization used by STOS failed
under six of this constraints. The parameterizations used by
HS: TMA, FSUgold, NL3, IU-FSU, and DD2 failed under
five, one, nine, two, and three constraints, respectively. The
parameterizations SFHo and SFHx were not analyzed in
[18].

The works of HS, LS, and STOS were successful and
very useful in many calculations in the last decade [19-24],
but there are some simulations of SN in which the supernova
does not explode [25].

One of the problems that can cause these failures is the
use of an inadequate or incomplete nuclear EoS. The EoS
of dense matter determines the stellar structure, the hydro-
dynamics, and the reaction rates through the calculation
of pressure, entropy, and chemical compositions [26, 27].
Sumiyoshi et al. [28] performed numerical simulations of
core-collapse supernovae. They examined the influence of
the equation of state on the postbounce evolution of shock
waves in the late phase and the resulting thermal evolution
of protoneutron stars with two different EoS, namely LS
and STOS. None of them resulted in a successful explo-
sion of the supernova core. When the central core contracts
to become a protoneutron star, differences due to different
EoSs appear. The central density becomes very high and the
chosen EoS may influence the shock dynamics and the con-
sequent evolution to a protoneutron star cooling or to the
formation of a black hole [28].

In the present work, we present our preliminary results
for the construction of an EoS grid for core-collapse super-
nova simulations, with the quark-meson coupling (QMC)
model [29]. In the QMC model, nuclear matter is described
as a system of non-overlapping MIT bags [30] that inter-
act through the exchange of scalar and vector meson fields.
Many applications and extensions of the model have been
made in the last years [31-35]. It is well known that the
EoS for infinite nuclear matter at zero temperature derived
from the QMC model is softer than many of the EoS
obtained with quantum hydrodynamical models with non-
linear terms [9]. This might be a problem if one wants to
describe very massive compact objects [36, 37], and we

@ Springer

tackle how to circumvent this problem after our results are
presented. However, as far as SN simulations are concerned,
it is worth testing the QMC model because of its underlying
quark substructure. Moreover, the effective nucleon mass
obtained with the QMC model lies in the range 0.7-0.8 of
the free nucleon mass, which agrees with the results derived
from the non-relativistic analysis of scattering of neutrons
from lead nuclei [38] and is larger in comparison with the
effective mass obtained with some of the different param-
eterizations of the Boguta-Bodmer models. A low effective
mass at saturation can be a problem when hyperons are
included in the calculation, as discussed in the next section.

In the relativistic EoS mentioned in the beginning of
this section that were obtained to be used in SN simu-
lations, the nucleons interact among themselves through
the exchange of mesons. We believe that with the quarks
degree of freedom present in the QMC model, a more
fundamental physics not present in the other models, can
be tested and possibly contribute for the SN simulations
to explode.

Another possible use of this preliminary EoS obtained
with the QMC model is the study of the cooling of compact
stars, which serve as an important window on the properties
of super-dense matter and neutron star structure, and is very
sensitive to the nuclear equation of state [39-42].

This paper is structured as follows: in the second section,
we present a review of the quark-meson coupling model. In
the third section, we present our results for the EoS. The last
section is reserved for the final remarks and conclusions.

2 The Quark-Meson Coupling Model

In the QMC model, the nucleon in nuclear medium is
assumed to be a static spherical MIT bag in which quarks
interact with the scalar (o) and vector (w, p) fields, and
those are treated as classical fields in the mean field approx-
imation (MFA) [29]. The quark field, v/, , inside the bag
then satisfies the equation of motion:

[i§ — (mg—g2)—glwr’

1
+ 593sz0370} Yy () =0, g=wu,d

1)

where mg is the current quark mass, and gf, g, and gg
denote the quark-meson coupling constants. The normalized
ground state for a quark in the bag is given by

Yy (r, 1) = NCIN exp (—iqut/RN)

« ( Jox (qur/RN) ) Xq
iﬁqN&';le (qur/RN) \/‘G ’

(2)
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where

1
€y = gy + Ry (g,‘iw + Engzpos) , 3)
and,

Qqy — Rym?
Bov =\ g TR )
gy T Ry mgy
with the normalization factor given by

N2 = 2R} j3 (xg) [Q,,(Qq —D+ RNm;/z] /xg .G

where Q,, = /xZN + (Ry mj;)z, my = m2 —glo, Ry
is the bag radius of nucleon N and x, is the quark spinor.
The bag eigenvalue for nucleon N, x,,, is determined by

the boundary condition at the bag surface

Jox (qy) = Bay Jiy (gy) - ©)

The energy of a static bag describing nucleon N con-
sisting of three quarks in ground state is expressed as

E}bvag:;nqi‘;”_%+gnkfv3,v, @)
where Zy is a parameter which accounts for zero-point
motion of nucleon N and By is the bag constant. The set
of parameters used in the present work is determined by
enforcing stability of the nucleon (here, the “bag”), like
in [43], so there is a single value for proton and neutron

masses. The effective mass of a nucleon bag at rest is taken
tobe My = E K,ag.

The equilibrium condition for the bag is obtained by
minimizing the effective mass, My, with respect to the bag

radius

s
d R},

By fixing the bag radius Ry = 0.6 fm and the bare
nucleon mass M = 939 MeV, one can set the values for
the unknowns Zy and B'/4. In our calculations, we have
found Zy = 4.0050668 and By* = 210.85MeV. Further-
more, the desired values of B/A =¢/p—M = —15.7 MeV
at saturation n = ng = 0.15 fm— are achieved by set-
ting g2 = 5.9810, g, = 8.9817, where g, = 3g and
g = SgZ. All the parameters used in this work are shown
in Table 1.
The total energy density of the nuclear matter reads

1 1 1
&= Emga + Emz)ws + Emip&

1 [k
+ Y [ ek - ©
N

Table 1 Parameters used in the QMC model and different parameterizations of the Boguta-Bodmer type models

Model M mg me Mo m, 2 %o % B! NLT  DDP
MeV)  (MeV)  (MeV)  (MeV)  (MeV) MeV)
QMC 9390 55 550 783 770 8.651 8.9817 59810 21085 no no
NL3 9390 - 508.194 782501 763 8.9480 12.868 10217 - yes  no
GM1 9390 - 550 783 770 8.1945 10.608 9.5684 - yes  mo
™I 9380 - 511197 783 770 46321 12.613 10.028 - yes  no
FSUgold 9390 - 4915 782.5 763 11.7673 14.301 10.592 - yes  mo
SFHo 9390 - 46794 7265 770 11.443 10.8144 15.123 - yes  mo
SFHx 9390 - 47051 7265 770 11.5153 12,2438 16.1868 - yes  no
IUFSU 9390 - 4915 782.5 763 8.92188 12.8679 10.217 - yes  mo
TMA® 9389 - 519151 78195  768.1  3.800 12.842 10.055 - yes  no
DD2 9390 - 546212 783 763 3626047 13.3424"  10.687* - no yes
™ 9390 - 550 783 763 7.32196% 132901 10728 - no yes

In the first line we present the parameters used in the present work for the QMC model. The NL3, GM1, and TW parameterizations are used here
for a comparison of bulk matter properties. TM1 is the parameterization used in STOS’s work. The FSUgold, SFHo, SFHx, IU-FSU, TMA, and

DD2 were used in HS’s work.
*gd is the quark-meson coupling in the QMC model.

"values taken at saturation for the DDP parameterizations.

TMAT: the coupling parameters g; of the set TMA are chosen to be mass-number dependent such that g; = a; + b;/A%*, with @; and b; being
constants [12]; for infinite matter as in the stellar matter, one has an infinite nucleus, and then the limit A + infinity is taken so that g; = a;.

NLT= Nonlinear terms. DDP= Density dependent parameters
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Table 2 Nuclear matter bulk properties obtained with the QMC
model, two different parameterizations of the Boguta-Bodmer model
and one density dependent model we use in this paper, and the seven

parameterizations used in the works of HS and STOS. All quantities
are taken at saturation

Model B/A no M* /M Eom K
(MeV) (fm=3) (MeV) (MeV)

QMC -15.7 0.150 0.77 345 295
NL3 -16.2 0.148 0.60 374 272
GM1 -16.3 0.153 0.70 325 300
T™I 163 0.145 0.63 36.8 281
FSUgold -16.3 0.148 0.62 326 230
SFHo -16.2 0.158 0.76 316 245
SFHx 162 0.160 0.72 287 239
IU-FSU -16.4 0.155 0.61 313 231
TMA -16.0 0.147 0.63 307 318
DD2 -16.0 0.149 0.56 31.7 243
™ -16.2 0.153 0.56 326 240

and the pressure is

1 2 2 2 1 2.2
p= —Emao + Emwwo + Emppm
1 kv
+Zﬁf Kk /K> — M2, (10)
0
N

The vector mean field wg and pg3 are determined through

_ gp(”p — ny)

gw(”p +ny)
wy) = s P03

, 11
ma : m% b
where
2k3
— N —
nB_ZW, N=p.n. (12)
N
is the baryon density.
Finally, the mean field o is fixed by imposing that
de
— =0 13
% 13)

It is always important to check the behavior of the mod-
els in the symmetric nuclear matter at saturation density
and zero temperature, i.e., the bulk nuclear matter proper-
ties. A comprehensive work in this direction is found in
[18], but the QMC model was not analyzed. Therefore, we
compare the QMC model with two parameterizations of the
well known hadrodynamical models [9, 44], namely, GM1
[45] and NL3 [11] and the density-dependent parameter
(DDP) model TW [46]. In this work, we have chosen GM1
for being a parameterization which gives reasonable stellar
macroscopic properties, NL3 because it is commonly used
parameterization in the literature and TW because it is a
very good density-dependent parameterization according to
[18]. In [18], it was found that GM1 fails in the comparison
with six constrains related to the symmetric nuclear matter

@ Springer

(SNM) and pure neutron matter (PNM), NL3 fails in nine of
them and TW satisfies all constraints but one.

In Table 1, we can see the different parameters here ana-
lyzed and the ones used in the works of STOS [5, 6] and
HS [7].

In Table 2, we show the properties of nuclear matter at
saturation density and zero temperature. The first column
shows the binding energy per nucleon, the second shows
the baryonic density of the nucleons at the saturation point,
and the third shows the effective mass relative to the free
nucleon mass, the symmetry energy, and the compression
modulus of the nucleons.

In Fig. 1, we show the relation of the effective mass as
function of the baryonic density. We can see that the effec-
tive mass for the QMC model has always a larger value
than the other models, which is an important characteristic

GM1 ——
NL3
TW -

QMmc

M*/M

02 r b

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ng (fm3)

Fig.1 The effective mass of the QMC model, the two Boguta-Bodmer
parameterizations and the DDP model
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Fig. 2 Equations of state for symmetric matter obtained with the
QMC model, the two Boguta-Bodmer parameterizations and the DDP
model

if hyperons are to be included. As can be seen in [47], the
effective mass of some of the Boguta-Bodmer-type models
tend to zero at still low densities when all the baryons of the
octet are included. For this reason, parameterizations with
larger effective masses were proposed by Glendenning [45]
(GM1, GL, etc) with the specific purpose of applications
to stellar matter. The QMC model gives M*/M = 0.77 at
the saturation density, which agrees with the results derived
from the non-relativistic analysis of scattering of neutrons
from lead nuclei [38]. This result is larger in compari-
son with the effective masses obtained from many of the
quantum hadrodynamical models, as can be seen in Table 2.

In Fig. 2, we show the pressure versus the energy density
for infinite nuclear matter at 7 = 0, where we see that the
curve obtained within the QMC model is similar to the one
for TW and softer than the ones obtained with the GM1 and
NL3 parameterizations.

Besides the bulk nuclear matter, it is also interesting to
test the QMC model in the study of neutron star proper-
ties. In stellar matter, charge neutrality and beta equilibrium
have to be enforced. Thereafter, we plot in Fig. 3 the equa-
tion of state for stellar matter. We can see that the curve
for the QMC is softer than the others. However, as seen in
Table 3, the QMC model gives a maximum mass for a neu-
tron star bigger than two solar masses, in agreement with
recent observational results of [36, 37].

We are aware that if we include hyperons in the EoS
the maximum mass will be lowered. However, there are
some ways to control this shortcoming. One usual method
to make the EoS stiffer, without altering its properties
below the nuclear saturation density, is to consider strange
meson fields in the Lagrangian density and choose the
hyperon-meson couplings such as that the appearance of
strange hyperons are pushed toward high densities [48-50].
Recently, another alternative was proposed by [51], where

p (Mev.fm'3 )

0 200 400 600 800 1000 1200
€ (MeV.fm®)

Fig. 3 Equations of state in beta equilibrium obtained from the QMC
model, the two Boguta-Bodmer parameterizations and the DDP model

the authors force the o self-interaction potential to rise
abruptly in densities a bit larger than the nuclear saturation
density, which results in a stiffer EoS, and consequently, the
maximum possible stellar mass increases.

It is important to notice that this is a preliminary work
towards the construction of a complete equation of state that
in the future can be used to simulate core-collapse super-
nova explosions. According to [14], the concept of soft or
stiff EoS, normally used in neutron star studies, may not
apply here. The authors pointed out that as core-collapse
SN explores a large range of densities and temperatures, an
EoS which has a higher pressure at one density and tem-
perature may have a lower pressure at another density and
temperature.

3 Results and Discussions

‘We next construct an EoS table covering a wide range of
proton fractions Y, and baryon densities 7. We show only
some of the results related to the properties of matter with
the QMC model and indicate the website from where the
full table can be download.

We show in Fig. 4 the binding energy of homogeneous
nuclear matter at zero temperature as a function of the
baryon density for different proton fractions. For pure neu-
tron matter and low proton fractions, there are no binding
states, as expected. This result is in good agreement with
Walecka [44] and STOS [5]. In Fig. 5, we show the com-
pression modulus versus the baryonic density, where K is
given by:

, d* [«

K=9n5—(—). (14)
dny \np

np is the baryon number density and ¢ the total energy

density of the nucleons. One can see that up to two times
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Table 3 The first column of data shows the maximum star mass of each model. The second shows the respective radii. The third, the central

energy density for such maximum mass and respective radius

Model Minax (Mo) R (Km) g0 (fm™)
QMC 2.13 11.12 6.33
GM1 2.35 12.09 4.43
NL3 2.79 12.99 4.39
™ 2.07 10.61 6.27

nuclear saturation density, the compression modulus is prac-
tically independent of the proton fraction. It increases with
the increase of the proton fraction only at higher densities.

In Fig. 6, the pressure p as a function of pp is displayed.
The baryon number density is related to the baryon mass
density as pp = my,np where m,, = 931.49432 MeV is
the atomic mass unit. The pressure varies more with the ¥,
for low values of p and lower densities, a result which is in
good agreement with STOS’s work [5].

In Fig. 7, we show the proton and neutron chemical
potentials, 1, and p,, as function of the baryon density for
different proton fractions. We see that for ¥, = 0.1, the
chemical potential of the neutron is bigger than the one of
the proton. As the proton fraction gets bigger, the curves
approach each other, until they are the same in ¥, = 0.5,
and for ¥, = 0.6 the chemical potential of the proton is big-
ger than the one of the neutron. This is an obvious result,
but as the chemical potentials are very important quantities
in the EoS tables, they are also presented graphically.

Once bulk nuclear matter properties are shown to behave
as expected and present some important differences as
compared with the other works, we proceed toward building

B/A (MeV)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ng (fm®)

Fig. 4 Binding energy of the nucleons as function of the baryon
density with proton fractions ¥;, =0, 0.1, 0.3, 0.5, and 0.6
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a preliminary EoS table with the QMC model, for homoge-
neous matter and zero temperature, which is available on the
Web at http://debora.fsc.ufsc.br/eos_qme.t0.

In Table 4, we show the thermodynamic quantities
described as in [5, 6]

1. Temperature: T[MeV].
2. Logarithm of
logio(pp)lg cm™3].
Baryon number density: np [fm~3].
4. Proton fraction: Y .
The proton fraction Y, of uniform matter made of
protons and neutrons is defined by

baryon mass density:

w

p
a1y

Y, =
where n,, and n, are the number density of protons
and neutrons, respectively.

5. Free energy per baryon: F [MeV].
The free energy per baryon reads,

f=¢e—Ts.
1400 Voo , . . i
Yp=0_3 ............
1200 [Yp=05
Yp=0.6
1000 -
% 800 -
=3
< 600 |
400 |
200 ]
0 — . . . )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

ng (fm?)

Fig. 5 Compression modulus as function of the baryon density with
proton fractions ¥, =0.1, 0.3, 0.5, and 0.6
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Fig. 6 Pressure as a function of the baryonic density for ¥, =0.01, 350 [ neutron q
0.1, 0.3, 0.5, and 0.6 proton fractions 300 B
o 20 i
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This work is for zero temperature only, hence f = 2 0 1
. The free energy per baryon is defined relative to the * oo g
nucleon mass as, 50 1
e 0
F=——M=B/A. -50 1
ng 100 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.1 02 03 04 05 06
6. Internal energy per baryon: Ej,; [MeV]. g (m®)
The internal energy per baryon is defined relative to
the atomic mass unit m, = 931.49432 MeV as 300 Yp205 " " " "
& 250 [ Olhon ]
Ep=——-m
int nB u 200 ]
7. Entropy per baryon: S[kg]. 3 150 Y 1
In the present work, temperature is zero and therefore = 100 /" ]
= /
S =0. y
8. Effective nucleon mass: My, [MeV]. 50 /’/ ]
. . . . ~
The effective nucleon mass is obtained in the QMC [ -
model for uniform matter with the relation My, = 0 . . . .
Ei,ag, where N = p, n, and the bag energy is obtained 01 02 03 . 0.4 05 0.6
through (7). ng (fm™)
9. Free neutron fraction: X,. 350 T . . . .
10.  Free proton fraction: X . 00 | proton - i
11. Pressure: p [MeV.fm—3]. neutron
. N 250 E
The pressure is calculated from (10).

12. Neutron chemical potential: ,, [MeV]. < 200 ]
For the zero temperature case, the chemical potential g 150 1
of the neutron relative to the free nucleon mass M = 400 ]
reads: 50 |

2 211/2 8p
tn = [k} + M1 + 8wwn = p0s = M. °
50 ; . . . .
13. Proton chemical potential: x,, [MeV]. 01 02 03 04 05 06
. . -3
For the zero temperature case, the chemical potential ng (fm™)

of the proton relative to the free nucleon mass M is:

8
Hp = [k?: + M2 4 gy + ?ppos - M.

Fig.7 Neutron and proton chemical potentials as function of the bary-
onic density. The continuous line represents 11, and the dashed line

represents (i,
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Table 4 EoS table at 7 = 0. It covers the proton fraction range
Y, = 0-0.65 with the linear grid spacing AY,, = 0.01 (66 points), and
the density range pp = 10'* — 10'® g cm~3 with the logarithmic grid

spacing A logo (pp/[gem™31) = 0.1 (21 points). This table is avail-
able in the website http://debora.fsc.ufsc.br/eos_qmc.t0. An excerpt of
it is shown here for guidance

T logio(pg) np Yp F Eint S M*y Xn Xp p Hn Ip

(MeV)  (g.cm™3) (fm=3) (MeV)  (MeV)  (kg)  (MeV) (MeVfm™)  (MeV)  (MeV)
0 14.0 0.0602 0 4.890 12.40 0 838.9 1 0 0.2371 23.43 —68.43
0 14.1 0.0758 0 6.090 13.60 0 816.9 1 0 0.5103 31.20 —82.21
0 14.2 0.0954 0 8.133 15.64 0 791.2 1 0 1.0890 42.68 —97.63
0 14.3 0.1201 0 11.56 19.07 0 761.5 1 0 2.2780 59.66 —114.3
0 14.4 0.1512 0 17.19 24.70 0 728.8 1 0 4.6550 84.64 —131.4

4 Conclusion and Future Works

In this work, we have used the QMC model for the first
time to construct an equation of state grid, that in the future
can be useful for the studies involving neutron star cool-
ing and supernova simulations. We believe that with the
quarks degree of freedom present in the QMC model, the
EoS can contribute with part of the physics lacking for SN
simulations to explode.

The next step, already under development, is the compu-
tation of the EoS grid at finite temperature. Thereafter, we
will also study the very low density regions, where nuclear
matter is no longer uniform. This will be done with the pasta
phase approach [52, 53]. We believe that the use of the pasta
phase for the description of the non-uniform part of mat-
ter that compose the EoS table in the SN simulations will
certainly affect SN and cooling simulations.

Finally, we intend to include our complete EoS table in
the CompOSE (CompStar Online Supernovae Equations of
State) http://compose.obspm.fr data base. With the Com-
pOSE data base, astrophysicists will be able to access a wide
range of different EoS, ready for use and all in the same
format.
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Nuclear pasta phases within the quark-meson coupling model
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In this work, the low-density regions of nuclear and neutron star matter are studied. The search for the existence
of nuclear pasta phases in this region is performed within the context of the quark-meson coupling (QMC) model,
which incorporates quark degrees of freedom. Fixed proton fractions are considered, as well as nuclear matter
in B equilibrium at zero temperature. We discuss the recent attempts to better understand the surface energy in
the coexistence phases regime and we present results that show the existence of the pasta phases subject to some
choices of the surface energy coefficient. We also analyze the influence of the nuclear pasta on some neutron
star properties. The equation of state containing the pasta phase will be part of a complete grid for future use in

supernova simulations.

DOI: 10.1103/PhysRevC.95.055807

L. INTRODUCTION

At very low nuclear matter density, a competition be-
tween the strong and the electromagnetic interactions takes
place [1,2], leading to a configuration in which its free
energy per particle may be lower than that corresponding to
the homogeneous phase at the same density. The so-called
pasta phases are therefore the preferred shapes of some
systems at these densities [3-6]. These structures look like
droplets, bubbles, rods, tubes, and slabs [3] and are expected to
exist [7,8] both in the crust of neutron stars (zero temperature,
very low proton fraction, matter in 8 equilibrium) and in
supernova (finite temperature, proton fraction around 0.3).

From analysis of these glitches, the authors of Ref. [9] have
related the fraction of the moment of inertia contained in the
crust of the Vela pulsar with the mass and the radius of the neu-
tron star and the pressure and density at the crust-core interface.
From realistic equations of state (EoS), they have obtained an
expected range of values for the pressure at the inner edge
of the crust and therefore also a relation between the radius
and mass of the pulsar. This work shows the importance of
understanding the exact density limits of the pasta phases and
its consequences on the choice of appropriate equations of
state. More recently, the existence of the pasta phase in the
neutron star crust was shown to considerably alter the neutrino
mean-free paths and its diffusion coefficients as compared with
the homogeneous matter results. The consequent differences
in neutrino opacities certainly influence the Kelvin-Helmholtz
phase of the star evolution [10,11].

On the other hand, due to well-known observational dif-
ficulties, simulations of core-collapse supernova have played
an important role in the study of supernovae explosions and
the evolution of their possible remnants. Hence, obtaining ap-
propriate equations of state (EoS) for core-collapse supernova
simulations has been a very challenging task. For this class
of EoS, one needs a grid of thermodynamic quantities with
densities ranging from 107 to more than 10> g cm™3, proton
fractions up to about 0.6, and temperatures varying from zero
to more than 100 MeV. So far, in almost all models used for
the obtainment of a complete grid with the aim of being tested

2469-9985/2017/95(5)/055807(8)

055807-1

in supernova simulations, inhomogeneous matter believed to
be present at low densities has been considered only with
the inclusion of clusters [12—-16]. The EoS of Lattimmer and
Swesty [17] takes into account the presence of bubbles besides
the clusters and allows for the existence of different shapes
in a phenomenological construction. However, according to
Refs. [18,19], the pasta phase may form 10-20% of the mass
of the supernova core, and therefore its role should not be
disregarded. The pasta phase has been studied in the context of
several models [1,19-22] and all of them predict its existence
under the conditions expected to be found in the inner crust
of compact objects, although the profiles show that it varies in
many aspects [8,20].

The quark-meson coupling (QMC) model [23-25] de-
scribes nuclear matter as a system of nonoverlapping MIT-like
bags, interacting with each other by interchanging meson
fields. Hence, it contains more fundamental degrees of freedom
than the usual quantum hadrodynamic models, so far used
in the study of the pasta phases [1,10,20,26]. With the aim
of constructing a complete grid for supernova simulations, a
preliminary work at zero temperature, p = 10'4-10'° g cm™3
and Y, = 0-0.65, was done [27] where a comparison with
other models revealed that the QMC is a promising model.

In the present work, we study the possible existence of the
pasta structures within the QMC model at zero temperature
and its dependence on the surface energy coefficient. The work
is organized as follows: In Sec. II, the QMC model is briefly
reviewed and the method of the coexisting phases used to build
the pasta phase is presented in Sec. III, where a detailed study
of the surface tension coefficient is performed. In Sec. IV,
we present our results and draw the conclusions. In the last
section, we make some final remarks.

II. THE QUARK-MESON COUPLING MODEL

In the QMC model, the nucleon in nuclear medium is
assumed to be a static spherical MIT bag in which quarks
interact with the scalar (o) and vector (w, p) fields, and those
are treated as classical fields in the mean field approximation

©2017 American Physical Society
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(MFA) [23]. The quark field, ¥, , inside the bag then satisfies
the equation of motion:
[id — (m) — g7) — gloy’ + 3897 p03v° [¥g, (x) = 0,
q=ud,
1

where ms is the current quark mass and g¢, g&, and g/ denote
the quark-meson coupling constants. The normalized ground
state for a quark in the bag is given by

Yoy (0.1) = Ny, exp(—i€q,t/Ry)
x ( Jou (xanr/ R) )—X" G
iBgyG - i1y (Xgur/RN) ) /A
where
gy = Qqy + Ru (880 + 3847:003) 3)
and
Qqy — Rym;;

ﬁq,v = QF +RNmZ s

“)

with the normalization factor given by

N2 = 2R jo el Qg (g — 1) + Rym; /21/x7,  (5)

where Q,, = /x2 + (Rym:)?, m} =m) — glo,Ry is the

bag radius of nucleon N, and y, is the quark spinor. The bag
eigenvalue for nucleon N,x,,, is determined by the boundary
condition at the bag surface

j(J,»v (qu) = ﬁql\r j],-yv (xq,\, ). 6)
The energy of a static bag describing nucleon N consisting
of three quarks in ground state is expressed as

. N 4
ENE anR' ——+3nRNBN, ©)

where Z is a parameter which accounts for zero-point motion
of nucleon N and By is the bag constant. The set of parameters
used in the present work is determined by enforcing stability of
the nucleon (here, the “bag”), much like in Ref. [28], so there
is a single value for proton and neutron masses. The effective
mass of a nucleon bag at rest is taken to be M}, = EoS.

The equilibrium condition for the bag is obtained by
minimizing the effective mass, M3, with respect to the bag
radius

am;
dR},

=0, N=p,n. (8)

By fixing the bag radius Ry = 0.6 fm and the bare nu-
cleon mass M = 939 MeV, the unknowns Zy = 4.0050668
and BN/ 4 —210.85MeV are then obtained. Furthermore,
the desired values of B/A=¢€/p — M = —16.45 MeV at
saturation n = ng = 0.15 fm~> are achieved by setting g¢ =
5.9810, g, = 8.9817, g, = 8.6510, where g, =3g¢ and
I :g?;. The meson masses are m, = 550 MeV, m, =
783 MeV, and m, = 770 MeV. With this parameterization,
some of the bulk properties at saturation density, such as the

PHYSICAL REVIEW C 95, 055807 (2017)

TABLEI Nuclear matter bulk properties obtained with the QMC
model. All quantities are taken at saturation.

Model B/A  ny A, g
(MeV) (fm~3)

M M ] Ly K
(MeV) (MeV) (MeV)

QMC —-164 0.15 0.0 86510 0.77 345 90 295
QMCwp —16.4 0.15 0.039.0078 0.77 309 69 295

the compressibility, the symmetry energy, and the slope of the
symmetry energy, are given in Table I. For a slightly different
bag value, i.e., Bl/4 = 211.033 MeV, the binding energy is
—15.7 MeV and the symmetry energy and its slope become
respectively 92.56 and 33.4 MeV. The results which we discuss
nextare very similar for both bag values and relevant parameter
sets, i.e., the one just mentioned and the one shown in Table I.
The properties at saturation of the QMC model, given in
the first line of Table I, are within the accepted values (see
Refs. [29,30], for instance), except for L that presents a value
which is already considered too large. However, J and L, can
be easily controlled by the inclusion of a wp interaction, as
discussed in Refs. [31-33]. As the value of this interaction
gets larger, the the values of the symmetry energy and its slope
become lower. We have next also included an wp interaction
strength that results in a symmetry energy equal to 22 MeV
at 0.1 fm™ with a consequent change in the 8p coupling
constant. The new values of the symmetry energy and its
slope at saturation are also given in Table I. In this work,
we study how much the choice of the parametrization affects
the pasta phase structure and influences stellar matter. Other
parametrizations are also possible. Of particular interest is the
modified QMC model, where the parameters are adjusted so
that the constituent quarks are confined to a flavor-independent
potential where pionic and gluonic corrections are taken into
account [34,35]. These studies will be performed in future
investigations. Within the parametrization we have chosen,
the total energy density of the nuclear matter reads

1
&= Emio + Emiwé + Emip& + 3Avgigﬁw§p§3
1 [k
+) ;f k[ + M), ©
~ 0
and the pressure is
1 1 1
p= —Em o+ 2m a)o + 2mp;om + Abgwgpwopm

1 K 4 2 x271/2
+;(@)/0 Kdk/[+m2]? a0

The vector mean fields wy and pg3 are determined through

w(p + 1) (np —ny)
=8l Ty = 8 TR gy
m* 2m*
® P
where
ky
ng=np+n, =) —5, N=pn, (12)
~ 3
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s
P

of the meson fields given by m?* = m2 + 2A,8282p3; and

is the baryon density and m},m’ are the effective masses

m’;z = mf) + 2A1,g3)g§w(2).
Finally, the mean field o is fixed by imposing that

% _y 13)

.

As mentioned in the introduction, our interest lies in matter

at fixed proton fraction given by Y, =n,/np as well as

in stellar matter in B-equilibrium conditions, which for the
system made up of protons, neutrons, and electrons is

Hp = tn — [e- (14)
Charge neutrality requires that
np =ne. (15)

In this article, we work with the low-density regions of the
neutron stars and in this region muons are not present.

III. COEXISTING PHASES APPROXIMATION

In this approximation, matter is organized in regions of
lower density, generally with a neutron gas in the background
and regions of higher density. For a given total density ng
and proton fraction Y, the pasta structures are built with
different geometrical forms. The forms are usually called
sphere (bubble), cylinder (tube), and slab, in three, two, and
one dimensions, respectively. This is achieved by calculating
the density and the proton fraction of the pasta and of the
background gas from the Gibbs conditions, that impose that
both phases have the same pressure and proton and neutron
chemical potentials, so that the following equations must be
solved simultaneously:

Pl =p", (16)
wh =l an
= sl (18)
np,=ng¥,=fnh+1—finl, (19)

where I (I1) label the high- (low-) density phase, n, is the
global proton density, and f is the volume fraction of phase 7,

I
f=""0 20)

nl =l
If stellar matter is considered, the above equations are
slightly altered in such a way that

uh=pll, (@3]
ul=pull, (22)

and
iy, —n)+ 0= f)(n] —nl") =0, (23)

along with Eq. (16). Here, the density of electrons is no longer
uniform as in the fixed proton fraction case. It appears as the
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solution of the above equation. After the lowest energy state is
achieved, the energy obtained for hadronic matter is given by

Ematter = fsl +(1 - f)5” + €, (24)

to which the surface and Coulomb terms are added to account
for the total energy density of the system, which becomes

& = Ematter  Esurt + ECoul- (25)
By minimizing the sum &g, + £com With respect to the size
of the droplet (bubble), rod (tube), or slab, we get [6] egyf =
2&coul, Where

2« 2/3
scan = (@7 ®) [, —mNTT26)

where o = f for droplets, rods, and slabs, and « = 1 — f for
tubes and bubbles. S is the surface tension discussed in the
next subsection and ® is given by

27[)011’2“) 1
22 L N L g3
®= {( ij_l_xﬂ") CE=N " @7
o b=2

As we are treating only the low-density region, we follow
the parametrization prescription proposed in Ref. [36] for the
effective nucleon mass as a nonlinear function of the o meson:

My =My — gon(0)o (28)
with
b c 5
gon(@) =140+ 0" |gon, (29)
2 3
where gon = 3gfSy(0) = 8.6157,b = —0.0007141

96MeV~', and ¢ = 9.84481 x 10~® MeV~2. To obtain these
parameters, we have plotted the exact effective mass at
subsaturation density and fitted the curve with a polynomial
expression. Our best fitting gives only the terms mentioned in
Eq. (29) and one can see that the ¢ value is small, which means
that a cubic term in o is only a correction that we have opted
to keep in our calculation. Notice that these values are valid
only for this specific parameterization.

Before we proceed to the discussion of the surface tension
coefficient, it is important to point out that the coexistence
phase (CP) method does not take into account the Coulomb
interaction and finite-size effects in a self-consistent way. An
alternative prescription within the compressible liquid drop
(CLD) model incorporates these important effects by minimiz-
ing the total free energy, where surface and Coulomb terms
are explicitly included [37] self-consistently. The resulting
pressure and proton chemical potential equilibrium conditions
are slightly different from the ones above. The differences
between both prescriptions (CP and CLD) can be easily seen
in Ref. [38] and the resulting pasta properties differ at very
low densities [37,38], generally lower than 1073 fm ™ when
the matching to the outer crust EoS is performed. As will be
shown next, our calculation depends also on a free parameter,
that is fitted according to accepted values of the surface tension.

A. The surface tension coefficient

When Gibbs’s conditions are used in the coexistence phases
approximation, the surface tension coefficient is always a
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tricky point, since the existence of the pasta phase depends
on its value. Different considerations on this coefficient have
been made in the literature [1,6,20,26,39,40] and a choice
generally employed is to fit the surface energy according to
the Thomas-Fermi results. Since there are no Thomas-Fermi
calculations for the QMC model to guide us, we have opted
to use a method with more physical ingredients than simply
choosing one specific value for S, as done in many papers
both for quark and hadronic matter. Some calculations based
on nuclear mass formula fits produce results ranging from
1.06 to 1.34 MeV fm~2 [17] and these values have been used
randomly. In the present work, to achieve a numerical value
for the surface tension coefficient, the geometrical approach
introduced in Ref. [41] is used next. In Ref. [42], this method
was used to compute the surface tension in quark matter
but recently it was also used to obtain the surface tension
coefficient for hadronic matter [26]. The main ideas are also
discussed next.

The surface tension coefficient, S, which measures the
energy per unit area necessary to create a planar interface
between the two phases, is given by

S=2 /2, / VAsdn, 30)
ng ny

where n, = 22 o = W ny, and ny are the two

coexistence bar&onic density points and Ae = € — Eppm 1S
the difference between the energy density of the homogeneous
and the nonhomogeneous matter. The energy densities for both
phases are obtained from Eqgs. (9) and (24) and then fitted to a
functional form given by &; = a;n® + Bin + y;, i = hm,nhm.
Graphs showing this construction for hadronic matter can be
found in Ref. [26] and we do not reproduce them here. In
this geometrical approach, the width of the interface region
and the magnitude of S are controlled by the adjustable
parameter a present in Eq. (30). In Ref. [42] the authors used
a =1/m, = 0.33 fm, where m, = 600 MeV is the mass of
the o meson, a natural scale for quark matter. As we are treating
hadronic matter in the present work, our initial guess was a =
1/My = 0.21 fm, where My = 939 MeV is the nucleon mass.
Another attempt followed the recipe used to find the surface
tension of hadronic matter in Ref. [26] with an extended
version of the Nambu-Jona-Lasino model, where ¢ = 0.1 fm
was adopted to reproduce the value of the surface tension
coefficient for the NL3 model [43] within a Thomas-Fermi
calculation [39]. Our final choice was a = 0.023 fm, so that
the value S = 1.123 MeV fm > for ¥,, = 0.5 was reproduced
as in Refs. [26,39,40]. Note that this value is the same for all
values of the interaction strenght A, because it was chosen
for symmetric nuclear matter, where the wp interaction plays
no role. In Fig. 1 we compare the three choices of a in the
search for the pasta phases, i.e., a = 0.023 fm, @ = 0.1 fm,
anda = 1/My = 0.21 fm, for Y,, = 0.5. We can see that there
is a larger region of the pasta phase for a = 0.023 fm. In fact,
for Yp = 0.5 no pasta phases were found with either a = 0.1
or a = 0.21 fm. Therefore, we have chosen a = 0.023 fm to
be used throughout our calculations.

It is important to stress that the surface tension coefficient
varies with the isospin for a given value of a. In Table II, we
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FIG. 1. QMC energy per baryon as a function of the baryon
density for proton fraction 0.5 and different choices of . hm stands
for homogeneous npe matter.

show the values of S for seven different proton fractions and
a = 0.023. In order to obtain the pasta phases in -equilibrium
matter, we have fitted these values of S to a exponential
functional. For the QMC model, a function of the form

w—e?

S=d(l—e 7 ), with d =1.58647, ¢ = 0.0746702, and
f =0.265407 is obtained. For the QMCwp, we have used
the same function, with d = 1.41403, ¢ = 0.0725015, and
f =0.206082. In both cases, x is the global proton fraction
Y, and the functions are shown in Fig. 2. We note that there are
some works where the proton faction used in the calculation
of the surface tension is the one of the denser phase.

Previous works [1,6,20,26,39,40] have shown that the
surface tension at zero temperature not only varies with
the proton fraction but presents values in between 1.0 and
1.2 MeV fm~? for Y, =0.5 (see Fig. 5 in Ref. [31], for
instance). If we constrain the parameter a so that these
values are reproduced, we obtain a = 0.020-0.025 fm. The
value @ = 0.020 fm yields S = 1.0 MeV fm~2 and a = 0.025
fm results in S = 1.2 MeV fm~2 for Y, = 0.5. Choosing
a = 0.025 would increase the surface energy in 8.7%, having a
very small effect on the crust-core transition of B-equilibrium
matter. Therefore, we proceed with the comparison of the
results obtained with a = 0.020 and with a = 0.023, which
entails S = 1.123 MeV fm~2 for Y, = 0.5. In Table III, we
compare the surface tension coefficient S and the transition
density p; for the two values of a. We see that p, is practically

TABLE II. Surface tension coefficient for QMC and QMCwp
models and different proton fractions.

QMC QMCawp
Y, S (MeV fm™?) S (MeV fm™?)
0.05 0.093 0.093
0.1 0.175 0.194
0.2 0.393 0.429
0.25 0.511 0.556
0.3 0.647 0.692
0.4 0.923 0.941
0.5 1.123 1.123
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FIG. 2. Surface tension fit for the QMC and QMCwp models.

independent of a in the range [0.020, 0.023], not only for
B-equilibrium matter but also for matter with fixed proton
fractions. The surface tension coefficient as a function of
the baryon density is displayed in Fig. 3 for matter in B
equilibrium, from where we note that S decreases with the
density. We can see that the surface tension coefficient is only
slightly larger for a = 0.023 fm both from Table Il and Fig. 3.

IV. RESULTS AND CONCLUSIONS

Finally, we present our results for the pasta phases obtained
with the QMC model at zero temperature, within the coexisting
phases approximation. We remark that pasta is only predicted
when its free energy per baryon is lower than the homogeneous
npe (neutron-proton-electron) matter.

InFig. 4, we display the free energy per baryon for Y, = 0.5
and Y, = 0.3. The curves for f-equilibrium matter are shown
in Fig. 5. The three cases show the presence of pasta phases,
which are bigger for larger proton fractions, as already seen
in other works. In Fig. 6, we can see the density distribution
of the pasta structures. For Y, = 0.5, three different structures
are present: droplets (3D), rods (2D), and slabs (1D), while for
Yp = 0.3, a small amount of tubes (2D) also appear. A similar
behavior was obtained in Ref. [44] for different models. The
reason was pointed out to the non-self-consistent treatment of
the Coulomb force, which prevents a redistribution of protons.

TABLE III. Surface tension coefficient for different proton frac-
tions for the QMC model, L=90 MeV, and the a values considered. p,
is the transition density that separates the pasta from the homogeneous
phase.

Y, S a P
(MeV fm~2) (fm) (fm™3)
0.5 1.00 0.020 0.100
0.5 1.12 0.023 0.097
0.3 0.58 0.020 0.094
0.3 0.65 0.023 0.096
0.1 0.16 0.020 0.065
0.1 0.17 0.023 0.058
B-eq plot 0.020 0.062
B-eq plot 0.023 0.062
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FIG. 3. Surface tension coefficient as a function of the baryon
density for f-equilibrium matter obtained with the QMC model, L =
90 MeV, and two choices of a.

As a result, the CP method predicts smaller extensions of the
pasta phases as a whole and for symmetric matter the larger
electron fraction originates stronger Debye screening effects
and therefore hinders the appearance of tubes. Althougth
the isospin asymmetry affects the structures and distribution
of the pasta phases, the difference on the density dependence
of the symmetry energy of QMC and QMCwp is not strong
enough to show any effect. In Ref. [45], rods and slabs were
present in SB-equilibrium matter; however, the stellar matter

80
70 Qmc
60
50
40
30
20

10} hm ——
I nhm -

= 0.097 fm®

E/A-M (MeV)

0
0 002 004 006 008 01 012
ng (fm®)

E/A-M (MeV)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
ng (im™)

FIG. 4. Free energy per baryon as function of the baryon density
calculated with the QMCwp model and a = 0.023 for homogenous
matter (hm) and nonhomogeneous matter (nhm) with (a) the proton
fraction 0.5 and (b) proton fraction 0.3.
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FIG. 5. Free energy per particle for homogeneous (hm) and non-
homogeneous (nhm) matter obtained in B equilibrium with QMCawp
with L = 69 MeV (top) and QMC with L = 90 MeV (bottom).

EoS was calculated with models with a smaller slope L, in
particular, L < 60 MeV.

The pasta phases shrink with the decrease of the proton
fraction and for B-equilibrium matter only droplets are
present. The transition density between the pasta phases and
homogeneous matter shows the same behavior as in all models;
i.e., it decreases for lower proton fraction and the lowest
value is obtained for matter in 8 equilibrium. The calculations
performed in Refs. [1] and [20] with the CP method used two
different prescriptions for the surface tension coefficient, based

0.14 | 1
0.12 | 1
0.1 1

g 0.08
S 0.06 |
hm  e—
0.04 | Tubes mm— |
Slabs
0.02 Rods q
0 ' . Droplet

A B C D E

FIG. 6. Phase diagrams at 7 = 0 obtained with CP approxima-
tion for QMCwp with L =69 MeV: (A) Y, =0.5, (B) ¥, =0.3,
(C) B equilibrium, and for QMC with L = 90 MeV: (D) Y, = 0.3,
(E) B equilibrium. hm stands for homogeneous matter.
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M)

FIG. 7. Mass-radius relation for a family of neutron stars de-
scribed with the QMC and QMCwp models with (EoS1 and EoS1wp)
and without (EoS2 and EoS2wp) the pasta phases.

on a fitting of the Thomas-Fermi results to a Skyrme and to
relativistic models respectively. Apart from these details in the
calculations that can modify slightly the quantitative results,
the qualitative conclusions do not differ in general.

‘We note that in Fig. 5(bottom), the transition core-crust of
a neutron star takes place at np = 0.062 fm™> for the QMC
model and at a slightly bigger density, nz = 0.066 fm™,
if the wp interaction is included, as seen in Fig. 5(top). A
correlation between the transition densities and the slope has
been identified in Refs. [20,46] and in many other works. Since
the original QMC model has a symmetry energy slope larger
than the QMCwp, a lower crust-core transition density was
already expected for that model.

Finally, we analyze the influence of the pasta phases on
some neutron star properties. In Fig. 7 we show the mass-radius
relation. The M(R) curves are built with four equations of
state, from where we can see the influence of the pasta phase
and of the wp interaction on the neutron star properties; see
Table IV. EoS1 and EOSlwp contain the pasta phase while
EoS2 and EoS2wp do not. We have used the homogeneous
QMC and QMCwp EoS for the core, QMC and QMCwp with
pasta, and the Baym-Bethe-Pethick (BBP) [47] EoS for the
inner crust and the Baym-Pethick-Sutherland (BPS) [48] EoS
for the outer crust.

If the QMC interaction is considered, EoS1, the BPS +
BBP EoS goes up to ng = 3.7 x 1073 fm™, and the pasta
phases lie in between ng = 0.4 — 6.2 x 1072 fm™> above
this density range the core EoS starts. We match the BPS +
BBP EoS directly to the core EoS for densities below 8.9 x
1073 fm™> for EoS2. When the wp interaction is included,

TABLE IV. Properties of a family of neutron stars obtained with
the QMC model. Comparison between equations of state, with and
without pasta phase and with and without wp term.

EoS Pasta L (MeV) Mua(Mg) R (km)  Ry—4pm, (km)
EoS1 Yes 90 2.14 11.53 13.61
EoSlwp  Yes 69 2.07 10.97 12.88
EoS2 No 90 2.14 11.51 13.55
EoS2wp No 69 2.07 10.96 12.83
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i.e., for QMCwp, EoSlwp, the BPS + BBP EoS goes up to
np=3.7x 1073 fm=>, and the pasta phases lie in between
np=0.45—6.6 x 1072 fm~> when the core EoS takes on.
‘We match the BPS + BBP EoS directly to the core EoS for
densities below 8.9 x 1073 fm™ for EoS2wp. Note that the
maximum masses do not change upon the existence of the pasta
phases, and both cases M, = 2.14 Mg (QMC) and M, =
2.07 Mg (QMCuwp), satisfy the constraints imposed by the
recent measurements of the 2M, pulsars PSR J16142230 and
PSR J0348+0432 [49,50].

One of the differences between the results obtained with
the EoS with and without the pasta phases appears when we
compare the radii of typical 1.4-solar-mass neutron stars. The
radii when the pasta phase are included is slightly bigger than
the radii obtained with the BPS+BBP+homogeneous EoS, in
accordance with previous findings [26]. All EoS predict radii
fora 1.4 M, star, inside the radius range proposed in Ref. [51],
where the authors constrained the canonical 1.4 Mg neutron
star radii to R = 9.7-13.9 km, or the radius range obtained
in Ref. [52] for x-ray bursting NS. However, both are outside
the range determined in Ref. [53] from the analysis of spectro-
scopic radius measurements during thermonuclear bursts or in
quiescence or in Ref. [54] from experimental constraints and
causality restrictions. The range values proposed in Ref. [51]
include the possibility of a phase transition to another form of
matter inside the star. If phase transitions are excluded below
twice saturation density, the accepted neutron star radii change
to 10.7-13.1 km, according to Refs. [55,56]. If this value is
accepted, the results obtained with EoS1wp and EoS2wp, built
from the QMCwp model, are inside the new proposed range.
However, the authors of Ref. [57] have made a compilation of
neutron star radii estimations from observations for a 1.4 Mg
star and have obtained, taking into account a 2o error, values
above 14 km. In this case, all models predict radii satisfying
this condition.

V. FINAL REMARKS

In the present work, we have revisited the calculation
of the pasta phases now using a model with quark de-
grees of freedom, the QMC model. The determination of
the inhomogeneous phases was possible by parameterizing
the effective nucleon mass at subsaturation density as a
nonlinear function of the & meson as already done before
in Ref. [36]. Part of the results shown in the present work
will take part in a more comprehensive EoS grid that
is being built for star cooling and supernova simulations.
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Our results depend quantitatively on a parameter necessary
for the calculation of the surface tensor coefficient. We
have fitted this parameter to the nuclear surface energy and
showed that when even changing it in a broad interval the
pasta extension was only slightly affected. In other words,
the prescription we have used allows us to determine the
dependence of the surface energy on the proton fraction, except
for the overall normalization that we fix to the usual surface
energy.

The general conclusions related to the size of the pasta
phases, its internal structure, and the transition density from
the pasta to homogeneous matter go in line with the ones
obtained in previous works [1,20].

It is important to stress that the value of L obtained with
the original QMC parametrization, L = 90 MeV, is larger than
present constraints impose: The one established in Ref. [55]
assumes 63.6 MeV as the largest acceptable value, but larger
values are indicated in Ref. [29], where L < 80 MeV, and
Ref. [30], with L < 86.8 MeV, where both studies take into
account extra constraints not included in the study of Ref. [55].
To improve the model so that a lower value of L is obtained,
we have added a wp interaction to the Lagrangian density, as
already done in previous works for different parametrizations
of the nonlinear Walecka model [33,58] and also for the QMC
model [32]. This new term in the Lagrangian density changes
the density dependence of the symmetry energy and allows
the calibration of the model parameters so that a smaller slope
of the symmetry energy is obtained at saturation. Our results
show that this interaction is mandatory in relativistic mean
field models if one wants to conciliate large maximum masses
with low radii in neutron stars described by the QMC model.

We intend to incorporate finite-size effects through the
implementation of the CLD prescription [37,38] as well. The
CLD presents smaller discontinuities at very low densities,
so it can be a useful treatment to obtain all the values that
will be needed for a complete EoS grid. The inclusion of «
particles [39] and other light clusters [40] can also slightly
modify the internal structure of the pasta phases.
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