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PALAVRA DO PROFESSOR

Prezado aluno, seja bem-vindo!

Nos ultimos oito anos, ofereci disciplinas de Matematica Aplicada a Economia
em cursos de graduagao na Universidade Estadual Paulista (UNESP) e na
Universidade de Sao Paulo (USP). Embora algumas vezes os alunos ja tives-
sem cursado disciplinas de Célculo Diferencial e Integral, na maioria dos
casos, tive que ensinar nao so as aplicagoes econdmicas em si, mas também
0s conceitos e teoremas matematicos envolvidos nessas aplicagoes.

Assim, como se usa nos cursos de Engenharia conceitos da Fisica para
dar a intui¢ao de conceitos do Calculo Diferencial e Integral, passei a usar
conceitos da Microeconomia com o mesmo objetivo. Os resultados desta
estratégia didatica em sala de aula sempre foram muito bons, a julgar pe-
las avaliagdes formais feitas pelos alunos ao longo desses anos. Em parte,
acho eu, porque a maioria dos alunos sente-se mais motivada em estudar
Matematica quando vé como esta ¢ utilizada em modelos econdémicos.

Todavia, para entender o uso de conceitos matematicos — como fungoes
de varias varidveis, derivada parcial, bem como técnicas de otimizagdo
estatica — em modelos econdmicos, é necessario conhecer os conceitos
econdmicos envolvidos nesses modelos. Isto exige um esfor¢o dobrado,
pois alunos do primeiro ano de cursos de graduagdo em Economia estao
aprendendo ou ainda nem mesmo tiveram contato com alguns dos con-
ceitos economicos envolvidos nessas aplicagdes. Portanto, o que costumo
fazer em minhas aulas é supor que os alunos ndo tém qualquer conhe-
cimento prévio de Microeconomia. A partir disso, normalmente, traba-
lho um topico matematico em trés fases: (i) apresentacdo de conceitos
econdmicos; (ii) exposi¢ao dos conceitos, teoremas e técnicas operatdrias
relacionadas ao tema em estudo; e (iii) fechamento da exposi¢cdo com
aplicagdes econdmicas que juntam os contetidos econémicos e matemati-
cos trabalhados nas fases (i) e (ii).

O presente livro-texto pretende reproduzir a estratégia de ensino acima
esbocada. Mais precisamente, aqui vocé encontrara ilustracdes do uso em
Microeconomia de conceitos e teoremas ligados ao calculo de func¢oes de
varias varidveis.



Finalmente, cabe explicitar que a estratégia pedagdgica a ser desenvolvida
ao longo do curso de Economia Matematica II pressupde que a leitura
do presente livro-texto e as videoaulas estdo relacionadas de maneira
inextricavel. Ao assistir as videoaulas vocé percebera que os conceitos e
exemplos contidos neste livro-texto serdo explicados muitas vezes de ma-
neira mais intuitiva e/ou detalhada. Todavia, se vocé ndo ler previamente
a parte correspondente a videoaula que ird assistir, vocé nao aproveitara
tanto a intuicdo e os detalhes fornecidos nela.

Prof. Jaylson Jair da Silveira









UNIDADE 1 - FUNGAO DE VARIAS VARIAVEIS E AS REPRESENTACOES...

FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS E AS REPRESENTACOES
DA TECNOLOGIA PRODUTIVA DE UMA FIRMA E DAS
PREFERENCIAS DE UM CONSUMIDOR

Ao final desta unidade, vocé devera ter conhecimentos sobre:
. a definicdo matematica de funcao de varias variaveis;

. os conceitos matematicos de grafico e de curvas de nivel de fungoes de
duas variaveis;

. a aplicagdo destes conceitos matematicos na constru¢ao dos conceitos
econdmicos de fun¢ido de produgdo com varios insumos, isoquantas,
funcao utilidade e curvas de indiferenca;

e o conceito matematico de fun¢ao homogénea; e

. a relagdo entre o conceito de fungdo homogénea e o conceito econdmico
de retornos de escala.

No curso de Elementos de Economia Matemdtica I (SILVEIRA, 2010, Unidade
2), vocé estudou o conceito de fun¢do de uma variavel e seu uso na formali-
zagdo das fungdes custo total, custo médio, receita total, receita média e lucro
total. Agora, é necessario conhecer o conceito mais geral de fungdes reais de
duas ou mais varidveis reais para formalizar outras duas fungdes extremamen-
te importantes na Microeconomia, a saber: a fun¢ao de produgio e a fungio
utilidade. E o que veremos na segio a seguir.

1.1 FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS

Antes de comecarmos, vamos estabelecer a defini¢do matematica de uma fun-
¢do real de duas ou mais variaveis reais.

Definicdo 1.1 - Funcao de 7 variaveis reais

Se para cada n-upla (x,, x,,...,x,) devaloresde n variaveis reais em certo dominio
D < R" corresponde um, e somente um, valor bem determinado da variavel yeR,
dizemos que y é uma funcao de n variaveis reais (x,, x,,...,x,) definida no dominio
D.Uma funcéo fde n variaveis reais é denotada por y = J(x,%,,...,x,).
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Para maiores detalhes, con-
sulte a Unidade 1 do livro
de Elementos de Economia
Matematica | (SILVEIRA,
2010).

Elementos da Economia Matematica I1

Na analise microecondmica, uma fungéo f'de varias variaveis pode represen-
tar possibilidades tecnologicas de uma firma ou preferéncias (gostos) que
um consumidor tem sobre as cestas de consumo em seu conjunto consumo.
Vejamos dois exemplos simples desses usos de fungdes de varias variaveis.

Exemplo 1.1 - Funcao de producao

Lembre-se que na disciplina Elementos de Economia Matemdtica I (SILVEIRA,
2010) definimos uma firma como qualquer organizagdo que realiza a transfor-
magao de certos insumos (que possui e/ou compra) em produtos (que vende).
Considere uma firma que, em um dado periodo de produgio, utiliza capital
(maquinas, equipamentos e matérias-primas), cuja quantidade denotaremos
por x,, e trabalho, cuja quantidade denotaremos por x,, para produzir certa
quantidade de produto, cuja quantidade denotaremos por y.

Uma determinada combinagéo de insumos que uma firma usa pode ser repre-
sentada da mesma maneira que representamos uma cesta de consumo, ou seja,

como um par ordenado. Por exemplo, a combina¢ao de insumos (9,4) indica
que a firma em analise usa 9 unidades de capital e 4 unidades de trabalho.
Generalizando, a combinagao de insumos (x,, x,) indica que a firma utiliza x,
unidades de capital e x, unidades de trabalho.

Suponha que os engenheiros de produ¢do de uma firma estimaram que a
quantidade maxima de produto que pode ser gerada em um dado periodo de
produgio, usando a quantidade de capital x, e a quantidade de trabalho x,, é
dada pela seguinte fungdo de duas variaveis reais:

(1.1) v=f(x,x,)=50yxx, .

Assim, se a firma usa a combinacio de insumos (9,4) ela obtera
y=[f(9,4)=50/9x4 =300 unidades de produto. A expressio anterior
S (x,,x,)=504/x,x, é um exemplo do que, na teoria microecondmica, deno-
mina-se fun¢ao de produgao.

Finalmente, cabe salientar que o dominio economicamente relevante da fun-

¢do de produgdo (1.1) é o conjunto D(f) = {(x,.x)] € R, x, e R } e sua
imagem é Im(f) =R ..

12




UNIDADE | - FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS E AS REPRESENTACOES...

Preste atencao! Adotaremos as convencdes a seguir. >
+  Osimbolo R, denotard o conjunto dos nimeros reais positivos (incluin-
do o zero).
. O simbolo R, indicard o conjunto dos niimeros reais estritamente posi-

tivos (excluindo o zero).

«  OsimboloR denotara o conjunto dos numeros reais negativos (incluin-
do o zero).
. O simbolo R indicara o conjunto dos niimeros reais estritamente nega-

tivos (excluindo o zero).

Passemos ao outro importante uso do conceito de fungdo de » variaveis reais,
agora na teoria do consumidor.

Exemplo 1.2 - Fun¢ao utilidade

Partindo da representacdo de uma cesta de consumo como um par ordenado,
apresentada na Unidade 1 do livro de Elementos de Economia Matemadtica I
(SILVEIRA, 2010), vimos como podemos representar matematicamente as
possibilidades de consumo de um individuo com os conjuntos consumo M,
or¢amentdrio B e restricdo or¢amentdria R.

A teoria do consumidor parte do axioma fundamental de que um individuo
pode comparar quaisquer duas cestas de consumo que lhe forem apresentadas
e afirmar qual delas é preferida ou se elas sdo indiferentes do ponto de vista
das suas preferéncias. Em termos intuitivos, isso significa que é suposto que
o consumidor ¢é capaz de criar uma ordenagdo das cestas de consumo perten-
centes ao conjunto M, ou seja, é capaz de gerar uma classificagdo em termos de
preferéncias e, digamos, em ordem crescente (saindo da cesta menos preferida
em dire¢do a mais preferida) das cestas de consumo em M.

Vamos ver como o conceito de fun¢ao de varias variaveis ¢é ttil para representar

0s gostos ou, mais precisamente, as preferéncias dos consumidores. Tomemos
como ponto de partida para ilustrar isso o Exemplo 1.1 presente no livro de
Elementos de Economia Matemdtica I (SILVEIRA, 2010).

No citado exemplo, x, representa a quantidade de tempo, medida em minu-
tos, que um individuo usa seu telefone celular por dia e x, a quantidade de
refrigerante, medida em litros, que este individuo consome por dia. Supomos
que estes bens sdo perfeitamente divisiveis, ou seja, que as quantidades destes

13




Elementos da Economia Matematica I1

bens podem ser representadas por nimeros reais. Se este consumidor prefere
niveis maiores de consumo de ambos os bens, ou como costumamos dizer,
prefere consumir mais a menos, entdo, caso lhe sejam apresentadas duas ces-
tas de consumo x = (50,2) e z =(55,3), este individuo preferira a cesta z, pois
ele falara 5 minutos a mais no celular por dia e tomara um litro a mais de
refrigerante. Neste caso, fica claro que o consumidor associara um indice de
satisfacdo (utilidade) maior para a cesta z do que para x.

Podemos utilizar uma funcio de duas variaveis reais, denominada na teoria
microecondmica de fungdo utilidade, para representar esta ordenacdo feita
pelo consumidor. Por exemplo,

(1.2) u(x,x,) =x, +Xx,.

Assim,autilidadeassociadaacestadeconsumo x = (50, 2) seria u(50,2) =50+2 =52
e a utilidade associada a cesta z = (55,3) seria u(50,2)=55+3=358.
Como u(55,3)=58>52=u(50,2), afirmamos que o consumidor prefere z a x.
Na teoria microecondémica contemporanea o valor absoluto da utilidade nao
importa, ou seja, a fun¢ao utilidade

(1.3) v(x,,x,) =3(x, +x,)

representa as mesmas preferéncias que (1.2), pois ainda se tem
v(55,3) =174 >156 =v(50,2). Em outros termos, a utilidade é uma medida ordi-
nal ao invés de cardinal.

Claro que nem sempre é simples saber a priori, ou seja, sem perguntar para o

proprio individuo, qual sera a preferéncia dele entre duas cestas de consumo.
Por exemplo, imagine que o consumidor estd comparando as cestas x =(50,2)

e w=(49,3). Se nao conhecéssemos a fungao utilidade (1.2), ndo saberiamos a
priori se o consumidor prefere a cesta x quando comparada a cesta w ou é indife-
rente entre elas, pois na cesta x, embora se apresente um minuto a mais de con-
versa por celular, tem-se um litro a menos de refrigerante, quando comparada a
cesta de consumo w. Todavia, como temos a fungao utilidade (1.2), chegamos a
conclusao de que o u(50,2) =u(49,3) =52 e, portanto, que o consumidor associa,
subjetivamente, o mesmo indice de utilidade as cestas de consumo x e w, ou seja,
o consumidor mostra-se indiferente entre estas duas cestas de consumo.

Finalmente, cabe salientar que o dominio economicamente relevante da fun-
¢do utilidade (1.2) é o conjunto D(f) = {(x,x,))| € R, x 20,x, 20} e sua
imagem ¢é, neste caso especifico, Im(f) =R .
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UNIDADE | - FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS E AS REPRESENTACOES...

Preste atencao! Adotaremos as convencdes a seguir. >

. O simbolo R* denotara o conjunto de todos os pontos do plano cartesia-
no, ou seja, R*=R X R = {(x ,x,)|x, € R, x, € R}. Se 0 par ordenado (x,,x,)
esta associado ao ponto P do espago euclidiano bidimensional R?, dize-
mos que x, (abscissa) e x, (ordenada) sdo as coordenadas do ponto P.

«  Porsuavez, o simbolo R* denotard o conjunto de todos os pontos do pri-
meiro quadrante do plano cartesiano, incluindo os pontos dos eixos das

. o _
abscissas e das ordenadas, ou seja, R>=R, X R, ={(x.x,)|x, R, X, € R }.

. O simbolo R* , denotara o conjunto de todos os pontos do primeiro qua-
drante do plano cartesiano, excluindo os pontos dos eixos das abscissas e

s _
das ordenadas, ou seja, R> .= R_, X R = {(x X )|]x,eR ., x, e R _}.

1.2 GRAFICO E CURVAS DE NiVEL DE FUNCOES DE
DUAS VARIAVEIS

Intuitivamente, o grafico de uma fung¢do de duas variaveis ¢ uma superficie
no espaco euclidiano tridimensional. Para definirmos com maior precisao o
conceito de grafico de uma fun¢ao de duas variaveis, necessitamos estabelecer
trés conceitos matematicos preliminares, a saber:

Definicao 1.2 - Espaco euclidiano tridimensional

0 espaco euclidiano tridimensional, denotado por R?, é o conjunto de ternas orde-
nadas (X;,%,,¥) de nimeros reais, ou seja, R*={(x ,x, y)]x, e R, x, e R,y € R}.

Definicao 1.3 - Coordenadas

Se a terna (x,,x,,y) estd associada ao ponto P do espaco euclidiano tridimensio-

nal R?, dizemos que x, (abscissa), x, (ordenada) e y (cota) sdo as coordenadas do
ponto P.

15




Elementos da Economia Matematica I1

Definicao 1.4 - Planos coordenados

O plano x x, é o plano que contém os eixos reais x, e X, e seus pontos formam o
conjunto {(x,,x,,y) € R’ ‘xl eR ‘xl € ]R‘x1 €R ‘xl €ER,X, €R,y =0}
Analogamente, o plano x ) é o plano que contém os eixos reais x, e y, e seus pontos
formam o conjunto {(x,,x,, ) €R? ‘xl €ER ‘xl €ER,x, =0,y eR}.

Finalmente, o plano x,) é o plano que contém os eixos reais X, e ), e seus pontos
formam o conjunto {(x,, x,,y) R’ ‘xl =0,x, eR,yeR}.

A partir dos trés conceitos acima, podemos enunciar o seguinte conceito de
grafico de uma fungdo de duas variaveis:

Definicao 1.5 - Grafico de uma funcao de duas variaveis

O gréfico de uma fungéo f'(x;, x, ), definida em um dominio D(f) — R? é o con-
junto de todos os pontos (x1 , X%, (X ,xz)) tais que (x,,x,) € D(f).

Como ja dito, intuitivamente, o grafico de uma fungdo de duas variaveis ¢ uma
superficie no espaco euclidiano tridimensional. Vejamos como sao os graficos
das fungdes de produgio e utilidade apresentadas nos Exemplos 1.1 e 1.2.

Exemplo 1.3 - Gréfico da uma funcao de producao

Parte do grafico da fungdo y=50,/xx,, cujo dominio é o conjunto
D(f)={(x,x,) € Rz‘xl >0,x, >0} pode ser visualizado em perspectiva na
Figura 1.1. Como vocé pode ver, os pontos (xl,xz,SO X, X, ) formam uma

superficie no espaco euclidiano tridimensional.
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UNIDADE 1 - FUNGAO DE VARIAS VARIAVEIS E AS REPRESENTACOES...
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Figura 1.1 - Grafico da funcao de producdo y = 50\/x1x2 .

Exemplo 1.4 - Grafico de uma funcao utilidade

Parte do grafico da fungdo u(x,,x,)=x +Xx,, cujo dominio é o conjunto
D(f)={(x,,x,) e R’ ‘xl >0,x, 20}, pode ser visualizado em perspectiva na
Figura 1.2. Como podemos ver, os pontos (x,,x,,x, + xz) formam uma super-
ficie plana com declive no espaco euclidiano tridimensional.

Figura 1.2 - Grafico da funcao utilidade u(x,,x,) = X, + X,

17




Em particular, foi utilizado
o Mathematica 7.0.

Elementos da Economia Matematica I1

As figuras acima foram geradas com o auxilio de um pacote computacional.

Desenhar graficos tridimensionais a mao é extremamente laborioso. Assim,
uma maneira mais conveniente de obter informagdes sobre o comportamento
de uma varidvel real y que depende de duas variaveis reais (x,, X, ) é analisar as
chamadas curvas de nivel geradas pelas fungdes de duas variaveis. Esta técnica
¢ extremamente importante tanto na teoria macroecondémica quanto na teoria
microecondmica.

Definicdo 1.6 - Curva de nivel

A curva de nivel da funcdo f'(x,, x,) referente ao valor ¢ é o gréfico no plano x,x,
definido implicitamente pela condicdo f(x,,x,) = ¢, ou seja, é o conjunto de pon-

tos {(x, ,x2)| f(x,,x,) = c} que geram a mesma imagem de valor c.

Definicdo 1.7 - Mapa de curvas de nivel

Mapa de curvas de nivel é uma colecao de curvas de nivel para diferentes valores de c.

Agora, vamos tomar a fun¢do de produgao trabalhada nos Exemplos 1.1 e 1.3
e obter o mapa de curvas de nivel desta fungao.

Exemplo 1.5 - Mapa de curvas de nivel de uma funcao de
producao

Como vimos no Exemplo 1.1, a fun¢do de produgao f(x,,x,) =50\/R é
definida no dominio D(f)= R’. Se nos perguntarmos quais sdo as combi-
nagdes de insumos (x;,x,) que geram o nivel de produgdo 100, do ponto de
vista matematico, estaremos buscando a curva de nivel referente ao valor 100,
definida implicitamente pela condigdo f(x,,x,) =100, ou seja, pela condi¢ao:

(1.4) 504/x,x, =100.

Podemos expressar  como uma fungéo explicita de x, da seguinte maneira:

504/x,x, =100,
xx, =2,
xx, =4,

18




UNIDADE | - FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS E AS REPRESENTACOES...

(1.5) X, _4 , paratodo x, > 0.
X

Do ponto de vista matematico, o grafico da fungdo (1.5) no plano xx,
, ilustrado na Figura 1.3, é a curva de nivel referente ao valor 100 da fungao
de produgdo (1.1). Do ponto de vista econdomico, a fun¢io (1.5) estabelece,
para cada valor do insumo capital, qual deve ser a quantidade de trabalho x,
necessaria para se obter exatamente a producdo de 100 unidades de produto.

Por exemplo, se x, =1 unidade de capital, segue que sera necessario empregar
x, :? =4 unidades de trabalho para se obter f(1,4)=50+1x4 =100 unidades

de produto. Assim, o grafico apresentado na Figura 1.3 representa as combina-
¢oes de capital e trabalho (x,,x,) que geram o nivel de produgao igual a 100, ou
seja, representa o conjunto {(x, ,x2)| 50@ =100}. Na teoria microecondmica
da produgao, este tipo de conjunto é denominado uma isoquanta. Cabe salien-

tar que quanto maior a quantidade de capital, menor pode ser a quantidade de
trabalho (e vice-versa) para se obter o mesmo nivel de produ¢ao.

Na Figura 1.4 apresentamos os graficos, no mesmo plano cartesiano, de va-
rias isoquantas referentes a diferentes niveis de produ¢ao. Cabe salientar que
quanto mais distante da origem (0,0) do plano cartesiano uma isoquanta esti-
ver, maior sera o nivel de produgio a ela associado.

Vocé vera a definicao for-
mal de isoquanta a seguir,
nasecao 1.3.

Xy SH
10 i
4L
8 -
L 3L
6 _— Xy
- 2 B
WL i
1k
2 - [
0-_|||||I||||I||||I |I|||I_-
! ! ! ! L x, 0 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 %
Figura 1.3 - Grafico da curva de nivel (isoquanta) Figura 1.4 - Mapa de curvas de nivel
(isoquantas) da funcao de producao
504/x.x, =100 . a €20 e prodtis

y=504/x,x, .
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Vocé vera a definicao for-
mal de curva de indiferen-
¢a a seguir, na secao 1.3.
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A seguir, vamos obter e entender o significado econémico do mapa de curvas
de nivel da funcéo utilidade trabalhada nos Exemplos 1.2 e 1.4.

Exemplo 1.6 - Mapa de curvas de nivel de uma funcao utilidade

Como vimos no Exemplo 1.2, a fun¢io utilidade u(x;,x,) = x, +x, é definida
no dominio D(f)=R’. Se nos perguntarmos quais sio as cestas de consumo
(x,,x,) que o consumidor associa ao indice de utilidade 5, do ponto de vista
matematico, estaremos buscando a curva de nivel referente ao valor 5, defini-
da implicitamente pela condi¢ao u(x,,x,) =5, ou seja, pela condigao:

(1.6) x, +x,=5.
Podemos expressar x, como uma fung¢io explicita de x , como segue:

(1.7) x, =5-x,, paratodox, >0.

Do ponto de vista matematico, o grifico da fun¢do (1.7) no plano x x,, ilus-
trado na Figura 1.5, é a curva de nivel referente ao valor 5 da fungao utilidade
(1.2). Do ponto de vista econdmico, a fungdo (1.7) associa a cada quantidade
x, do bem 1 qual deve ser a quantidade x, do bem 2 necesséria para que o con-
sumidor associe a medida subjetiva 5 a cesta de consumo (x ,x,). Por exemplo,
se x; =4 unidades do bem 1, segue que sera necessario x, =5—4 =1 unidade
do bem 2 para que o consumidor associe o indice de utilidade 5. Uma cesta
composta por x; =3 unidades do bem 1 tera a mesma avaliagdo subjetiva do
consumidor se a quantidade do bem 2 nesta cesta for x, = 5—3 = 2 unidades.
Dizemos, neste caso, que o consumidor é indiferente entre as cestas (4,1) e
(3,2). Assim, o grafico apresentado na Figura 1.5 representa as cestas de con-
sumo as quais o consumidor associa o indice subjetivo de utilidade igual a 5
e, portanto, formam um conjunto de cestas de consumo que o consumidor
considera indiferentes, ou seja, o conjunto {(x;,x, )|x1 +x, =5}. Na teoria do
consumidor este tipo de conjunto ¢ denominado uma curva de indiferenca.

Cabe salientar que quanto maior a quantidade do bem 1, menor pode ser a
quantidade do bem 2 (e vice-versa) para que o consumidor se mantenha no
mesmo indice de utilidade, isto é, na mesma curva de indiferenca.

Na Figura 1.6 apresentamos os graficos no mesmo plano cartesiano de varias
curvas de indiferenga referentes a diferentes valores do indice de utilidade.
Cabe salientar, que, sob a suposi¢do de que o consumidor prefere mais a menos
de cada bem, quanto mais distante da origem (0,0) do plano cartesiano uma
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curva de indiferenca estiver, maior serd o nivel de utilidade a ela associado.

N
T
1

NN

X1

w

N}

Figura 1.5 - Grafico da curva de nivel (curva de indiferenca) Figura 1.6 - Mapa de curvas de nivel (cur-
X +x, = 20. vas de indiferenca) da funcao utilidade
u(x,x,)=x+x,.

1.3 APLICACAO NA ANALISE ECONOMICA:
FUNCAO DE PRODUCAO COM VARIOS
INSUMOS, ISOQUANTAS, FUNCAO UTILIDADE
E CURVAS DE INDIFERENCA

Vamos, agora, formalizar as nogdes econdmicas de fun¢ao de produgio, iso-
quanta, fun¢ao utilidade e curvas de indiferenca apresentadas nos exemplos
das segOes anteriores. Primeiramente, vamos estabelecer o conceito economi-
co de fungdo de produgdo de um processo produtivo que usa 7 insumos para
gerar um unico produto.

Definicao 1.8 - Funcao de producao

A funcao de producdo y = f(X,...,X;,...,X,) associa a cada combinacéo de insu-

mos (X;,%,,...,%,) €R" a quantidade mdxima y que pode ser produzida.

Como vimos no Exemplo 1.5, uma curva de nivel de uma fungdo de pro-
ducio leva o nome de isoquanta, a qual mostra as combinagoes de insumos
que geram um determinado nivel de produto. Esta no¢ao econdémica pode ser
definida formalmente como vemos a seguir.
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Definicdo 1.9 - Isoquanta
A isoquanta associada ao nivel de producao )y €é o conjunto

0() ={(x.x%,) e R?

insumos (xj,xz) que geram o mesmo nivel de producdo y.

f(x,x,)= y}, formado por todas as combinacdes de

Definicao 1.10 - Mapa de isoquantas

O mapa de isoquantas de uma firma é a colecdo de suas isoquantas.

Certas caracteristicas tecnoldgicas sao representadas matematicamente por
fungoes de producdo com formas funcionais especificas, que geram mapas de
isoquantas diferenciados.

Veremos, a seguir, trés exemplos muito utilizados na andlise microeconémica.
Acompanhe!

Exemplo 1.7 - Tecnologia Leontief ou de proporg¢ées fixas

Considere uma firma cujo processo de produ¢ao permite combinar os insu-
mos somente em determinadas propor¢oes fixas. Por exemplo, cada homem
poderia operar simuntaneamente duas maquinas. Assim, se x, indicar a quan-
tidade de horas de funcionamento de uma maquina por turno de produgao

e x, a quantidade de horas que cada homem trabalha por turno de produgao,
a proporgdo entre os fatores sera % = % Quando esta propriedade esta pre-

1
sente em um processo produtivo, dizemos que a tecnologia ¢ do tipo Leontief
ou de propor¢oes fixas.

A fun¢do de produgdo, cujo dominio ¢é o  conjunto
D(f)={(x,x,) e ]Rz‘xl >0,x, >0}, que representa este tipo de tecnologia

tem a seguinte forma funcional:
(1.8) f(x,,x,) =min{ax,,bx,},

em que a > 0 e b > () sdo constantes reais. Na expressao acima, min {} indica
que se deve pegar o menor entre os valores listados entre chaves. Por exemplo,
min {3,2}=2, min {0,2}= 0, min {3,3}=3 e min {-5,2}=-5.
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A fungdo de produgao (1.8) indica que a produ¢do maxima é determinada
pelo fator mais escasso. Por exemplo, suponha que 4=1 e »=2, tal que

f(x,,x,)=min{x,2x,}.

Se x, = 3 unidades de capital e x, = 2 unidades de trabalho, segue que
/(3,2)=min{3,2x3} =min{3,6} =3. Assim, embora haja mais unidades de ca-
pital do que unidades de trabalho, o primeiro insumo ¢ o fator de produgéo
escasso. Na Figura 1.7 vocé encontrara o grafico desta fun¢do para a =1 e
b = 2. Note que este grafico se caracteriza pela presenca de dois planos que
se cruzam e formam uma reta que aparece em tom branco na citada figura.
Vejamos o significado econdmico desta reta.

No exemplo numérico que demos anteriormente tinhamos a combinagao de
insumo (x,,x,) =(3,2), de maneira que x, <2x, e, portanto, f(3,2)=x, =3.
Neste caso, como ja dito, o capital é o fator escasso, ou seja, é o fator limitante
da produgdo. Em outros termos, ha excesso do insumo trabalho, pois bastaria
se ter x, =1,5 unidades de trabalho para se produzir 3 unidades de produto.
Logo, nao havera excesso (desperdicio) de qualquer insumo quando a quan-
tidade de capital for exatamente o dobro da quantidade de trabalho, ou seja,
x, =2x,. Todas as combinagdes de insumo (x,,x,) que satisfazem a igualdade
x, =2x, geram a reta que aparece em tom branco na Figura 1.7. Em termos
mais precisos, a citada reta é formada pelos pontos pertencentes ao conjunto

{(xl’xzay)ERi y=x=2x,}.

Um esbo¢o do mapa de isoquantas da fun¢ao de producao (1.8) é mostrado na
Figura 1.8 adiante. A isoquanta da tecnologia Leontief associada a um nivel de

produgéo y é definida, considerando (1.8), como:

(1.9) Q(y):{(xnxz)ERi min{axnbxz}:y}-
Como podemos observar, as isoquantas tém o formato em “L” Os vértices

dos “L’s” sao formados pelos pontos que formam uma reta no plano x x..
p p q P J2)

Estes pontos, pertencentes ao dominio da fungdo (1.8), representam as com-

binacdes de insumos (X;,X,) que ndo apresentam excesso (desperdicio) de
qualquer um dos insumos, de maneira que vale a igualdade ax, = bx,. Logo, a

~ i a
equagdo que define a reta em analise é x, = —Xx,.
b
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X1

Figura 1.7 - Grafico da funcdo de producéo Leontief Figura 1.8 - Mapa de isoquan-
f(x,,x,) =min{x,,2x,}. tas da funcao de producéo Leontief
S (x,x,) =min{x;, 2x,}.

Exemplo 1.8 - Tecnologia com insumos substitutos perfeitos

Enquanto a tecnologia do tipo Leontief representa a impossibilidade de usar
0s insumos em proporg¢des variaveis, a tecnologia com insumos substitutos
perfeitos representa o caso no extremo oposto.

Considere uma firma cujo processo de produ¢ao permite combinar os in-
sumos em qualquer propor¢ao desejada. Além disso, cada unidade de um
insumo pode ser substituida exatamente por uma unidade do outro insumo
e, ainda assim, a produgdo se mantém no mesmo patamar que se encontrava
antes da substitui¢do. A funcio de producdo que representa este tipo de tec-
nologia tem a seguinte forma funcional:

(1.10) S, x,) =X +x,.

Parte do gréfico da fungdo de produgdo (1.10), cujo dominio é o conjunto
D(f)={(x,x,)eR’ ‘xl >0,x, >0}, pode ser visualizado em perspectiva na
Figura 1.9. Como podemos ver, os pontos (x;,x,, f(x,,x,)) formam uma su-
perficie plana com declive no espago euclidiano.

Um esbog¢o do mapa de isoquantas da fun¢ao de produgao (1.10) é mostrado
na Figura 1.10. A isoquanta da tecnologia com insumos substitutos perfeitos
associada a um nivel de produgédo j é definida, considerando (1.10), como:
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2
(1.11) Q(y):{(xl,x2)€R+ xl+x2:y},
Observe que as isoquantas sdo retas com inclinagdo negativa. Mais preci-
samente, uma isoquanta Q(y) é um segmento de reta definido pela fungdo

X,=y—X,para 0<x, < y.

w £
T T T T

N

-

T3 L L B WL L B L

X1

Figura 1.9 - Grafico da funcdo de producdo com insumos substitutos perfei-
tos f(x,X,) =X +X,.

Figura 1.10 - Mapa de isoquantas da funcao
de produc¢ao com insumos substitutos perfeitos

S(x,x,)=x,+x,.

Exemplo 1.9 - Tecnologia Cobb-Douglas

Considere uma firma cujo processo de produg¢ao permite combinar os insumos
em qualquer propor¢do desejada; todavia, nem sempre é possivel substituir
exatamente uma unidade de insumo por outra unidade do outro insumo e
manter a produ¢ao no mesmo patamar que se encontrava antes da substituigao.

A fungao de produgido que representa este tipo de tecnologia tem a seguinte
forma funcional:
(1.12) f(x,x,) = 4xx,’,

emqued>0,0<a<1,0<b<1 sio constantes reais. Dado que o do-
minio desta fungdo é o primeiro quadrante do plano cartesiano, ou seja,
D(f)={(x;,x,) e R’ ‘)ﬁ >0,x, >0}, entdo devemos impor que 4>0 para que

se tenha produgao positiva, ou seja, para que f(x;,x,) = 0 para qualquer com-
bina¢do de insumos (X;,X,) com x, >0 e x, > 0. No transcorrer da disciplina,
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veremos o porqué das restricdes quantitativas impostas aos parametros a e b.
Por enquanto, vamos tomar estas restricdes como dadas.

A fun¢ao de produgdo (1.1) apresentada no Exemplo 1.1 é uma fun-
¢do de produgio Cobb-Douglas com 4 = 50 e a = b = 1/2, pois
f(x,x,) =504/x,x, :50\/x_1\/Z:50(x1)”2(x2)”2. Logo, a Figura 1.1 ¢ um

esbogo do grafico de uma tecnologia Cobb-Douglas.

A isoquanta da tecnologia em questdo associada a um nivel de produgao j ¢
definida, considerando (1.12), como:

(1.13) 00 ={(x,x) e R’

Ax,"x,” = y} .

Um esbog¢o do mapa de isoquantas da fun¢ao de produgao (1.12) é mostrado na

Figura 1.4 na se¢do 1.2, tomando 4 =50 e a = b = 1/2. Como podemos observar,
1/b

uma isoquanta Q(y) ¢é definida pela fun¢ao x, = ,paratodo x, >0.

a
1
Passemos agora a formaliza¢ao das nogdes econdémicas de fun¢ao utilidade
e curvas de indiferenca de um consumidor, as quais servem como meio de
descri¢ao tedrica das preferéncias (gostos) de um consumidor com relagao as
cestas de consumo pertencentes ao seu conjunto consumo.

Intuitivamente, uma funcéo utilidade, como vimos no Exemplo 1.2 da segao
1.1, ¢ um modo de atribuir um ndmero real a cada cesta de consumo, de
maneira que o consumidor atribui as cestas mais preferidas niimeros reais
mais altos do que aqueles atribuidos as cestas menos preferidas. Formalmente,
pode-se estabelecer o conceito de fungao utilidade como vemos a seguir.

Definicdo 1.11 - Funcao utilidade

Seja (x;,X,,...,X,) uma cestade consumo,naqual x, e R ,x, eR ,...,x, e R
sdo as quantidades consumidas em uma dada unidade de tempo dos bens
1,2,...,n, respectivamente. Considere uma funcdo u que associa um numero real

u(x,,x,,...x,) a cada cesta de consumo (x,,x,,...,X,) pertencente ao conjun-
to consumo M. Dizemos que u é uma funcdo utilidade se ela satisfaz a seguinte
propriedade: uma cesta de bens (x,,Xx,,...,x,) € M é preferida a uma cesta
(x;,X,,...,X,) € M se, e somente se, u(x,,x,,...x,) 2 u(x,,x,,...,X,).
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Definicdo 1.12 - Curva de indiferenca
Uma curva de indiferenca associada ao nivel de utilidade # é o conjunto
I(u) = {(xl,xz) eMcR?

consumo (x;, X, ) do seu conjunto consumo que o consumidor percebe como indi-
ferentes entre si, ou seja, as quais ele atribui o mesmo nivel de utilidade .

u(x,;,x,)= 1/7}, que é formado por todas as cestas de

Definicdo 1.13 — Mapa de curvas de indiferenca

O mapa de curvas de indiferenca de um consumidor é a colecao de suas curvas de
indiferenca.

Para fixar esses conceitos, vejamos alguns exemplos de preferéncias que apa-
recem na teoria do consumidor.

Exemplo 1.10 - Preferéncias com bens complementares perfeitos

Considere um consumidor que sé pode consumir bens em determinadas pro-
porgdes fixas. Por exemplo, um par de sapatos é, normalmente, usado com um
par de meias; uma impressora a tinta deve ser utilizada com um cartucho de tinta.
Assim, se x, indicar a quantidade de pares de sapatos ou de impressoras a tinta
utilizados em um dado periodo de tempo e x, indicar, respectivamente, a quan-
tidade de pares de meias ou de cartuchos de tinta usados neste mesmo periodo

~ X . ;
de tempo, a proporgio entre os bens serd —% =1. Quando esta propriedade esta
X

presente, dizemos que os bens em questdo sdo complementares perfeitos.

A funcgdo utilidade, cujo dominio é o conjunto
D(u) = {(x,,x,) € R?|x, 2 0,x, > 0},

que representa este tipo de preferéncias, tem a seguinte forma funcional:
(1.14) u(x,,x,)=min{x,, x, }.

A funcgao de produgao (1.14) indica que o nivel de satisfacao associado a uma
cesta de consumo é determinado pela menor quantidade entre os bens que
compdem a cesta. Por exemplo, as cestas de consumo (1,1), (3,1), (3,1) e (1,3)
sao indiferentes para um consumidor que considera os bens 1 e 2 comple-
mentares perfeitos, pois as utilidades associadas a tais cestas sdo iguais, mais
precisamente, u(1,1) =u(3,1) =u(1,3) =1.
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Na Figura 1.11 encontra-se o grafico da fun¢ao utilidade (1.14). Note que este gra-
fico se caracteriza pela presenca de dois planos, cuja intersec¢ao forma uma reta
que aparece em tom branco na citada figura. Esta reta é composta pelas cestas de
consumo (X, X, ) quesatisfazemaigualdade x, = x,,ouseja,acitadareta é forma-

xlzxz}.

da pelos pontos pertencentes ao conjunto {()c1 , X%, u(X,x,) =X, ) € R’

Um esbogo do mapa de curvas de indiferenga da fun¢ao utilidade (1.14) é
mostrado na Figura 1.12. A curva de indiferen¢a associada a um nivel de uti-
lidade u ¢ definida, considerando (1.14), como:

(1.15) I(ﬁ):{(xvxz)ERi

min{x,,x,} = L_l} .

Como podemos observar, as curvas de indiferen¢a tém o formato em “L’ Os
vértices dos “L’s” sao formados pelos pontos que formam uma reta no plano
x x,. Estes pontos, pertencentes a0 dominio da fungio (1.14), representam as
cestas de consumo (x;, X,) que ndo apresentam excesso (desperdicio) de qual-
quer um dos bens, de maneira que vale a igualdade x; = x,. Logo, a equagédo
que define a reta em analise ¢ x, = X,.

5 T 6.5' T I2
4
2p
n
3
X b 25
2 + ]
1 I T
0 b 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
X4
Figura 1.11 - Gréfico da funcéo utilidade com bens comple- Figura 1.12 - Mapa das curvas de indiferenca da
mentares perfeitos #(x,,x,) =min{x,,x, }. funcao utilidade u(x,,x,) =min{x,,x,}.
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Exemplo 1.11 - Preferéncias com bens substitutos perfeitos

Enquanto bens complementares perfeitos implicam o consumo em propor-
¢Oes fixas, bens substitutos perfeitos representam o caso no extremo oposto.
Considere um consumidor que esta disposto a substituir uma unidade de um
determinado bem exatamente por uma unidade de outro bem ou vice-versa.

A funcao utilidade que representa este tipo de preferéncias tem a seguinte
forma funcional:

(1.16) u(x,x,)=x+x,.

Parte do grafico da fungdo de produgao (1.10), com dominio
D(f)={(x,x,) € R2‘xl >0,x, 20}, pode ser visualizado em perspecti-
va na Figura 1.2, apresentada na se¢ao 1.1. Como pode ser visto, os pontos

(x,,%,, f(x;,x,)) formam uma superficie plana com declive no espago euclidiano.

Um esbogo do mapa de curvas de indiferenga da fun¢ao utilidade (1.15) é
mostrado na Figura 1.13. A curva de indiferenca associada a um nivel de uti-
lidade u ¢ definida, considerando (1.16), como:

(1.17) 1(5):{(x1,x2)eRi

X +x, :u}.

Como podemos observar, as curvas de indiferen¢a sdo retas com inclina¢ao
negativa. Mais precisamente, uma curva de indiferenca /(%) ¢ um segmento
de reta definido pela fungo x, =u —x,, para 0<x, <u.

w
1]
I

o
-
N
w
ESN
(%l

Figura 1.13 - Mapa das curvas de indiferenca da fungéo utilidade u(x;,x,) = x, +x,.
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Exemplo 1.12 - Preferéncias Cobb-Douglas

A funcdo utilidade que representa este tipo de preferéncias tem a seguinte
forma funcional:

(1.18) u(x,x,)= Axlaxzb,

em que 4>0, a>0 e b>0 sdo constantes reais. O dominio desta fungio, ou
seja, o conjunto consumo ¢ o primeiro quadrante do plano cartesiano,
M =D(f)={(x,,x,) € IRZ‘ x, 20,x, 2 0}. Cabe salientar que, diferentemente
da tecnologia Cobb-Douglas apresentada no Exemplo 1.9, os parametros a e
b nao necessitam ser menores do que 1. No transcorrer da disciplina, veremos
o porqué dessas restrigdes quantitativas menos restritivas.

Um esbogo do grafico da fun¢ao utilidade (1.17) é encontrado na Figura 1.14,
gerada tomando4=1,a=2eb=3.

A curva de indiferenga das preferéncias Cobb-Douglas associada ao nivel de
utilidade u ¢é definida, considerando (1.18), como:

(1.19) 1(5):{(x1,x2)eR3

2.3 _ —
XX, —u},

Como podemos observar, a curva de indiferenca em analise ¢ definida pela

1/3
funcao x, = (%} , para todo x; >0. Um esbo¢o do mapa de curvas de in-
X,

1

diferenca da fungéo utilidade (1.18) ¢ mostrado na Figura 1.15.

SO —_— T ——]
15 \
X 1.0 -— _-

0.5 -

0~0'l....|....|....|....|'

0.0 05 1.0 15 2.0
X
Figura 1.14 - Grafico da funcgéo utilidade Cobb-Douglas Figura 1.15 - Mapa das curvas de indiferenca da
2.3
u(x;,x,)=x"x," funcao utilidade Cobb-Douglas u(x,,x,) = x12x23.
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1.4 FUNCOES HOMOGENEAS

As fungdes homogéneas formam uma classe especifica de fungdes que satisfazem
uma determinada propriedade matematica que sera definida adiante e que, por
conta disto, representam de maneira conveniente, do ponto de vista analitico,
certas propriedades econdmicas, principalmente, de tecnologias de produgao.

Em termos matematicos, uma fun¢ao homogénea pode ser definida da ma-
neira como veremos a seguir.

Definicao 1.14 - Funcao homogénea de grau 7

Uma funcdo f(x,,x,,...,X,) é homogénea de grau r se, para toda n-upla

(x,,%,,...,X,) etodo >0, temos f(tx,,1x,,...,1x,) =t f(x,Xy,...,X,).

funcdao homogénea de grau 1. Acompanhe!

Para facilitar a sua compreenséo, veremos um exemplo puramente matematico de >

Exemplo 1.13 - Funcao homogénea de grau 1

Considerea fungdo f'(x,,x,) = 2x, —3x,. Estafun¢ao é homogénea de grau 1, pois
S (e, 1x,) = 2(2x, ) = 3(2x,),
f(tx,,tx,) =t(2x, = 3x,),
S, tx)) = 1f (x,, ;).

Vejamos outro exemplo puramente matematico, agora de uma fun¢ao homo-
génea de grau 5.

Exemplo 1.14 - Funcao homogénea de grau 5

Considere a fungdo f(x,,x,)=xx;. Esta fun¢do é homogénea de grau 5, pois
£, 1x,) = (1) (1),
S(tx,x,) = tsxlzxg’

f(tx,,tx,)) = tsf(xl,xz).
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Finalmente, observe que nem toda fun¢ao é homogénea, como ilustra o exem-
plo a seguir.

Exemplo 1.15 - Funcao nao-homogénea

. ~ 2 3 ~ ~ 7 A .
Considere a fungao f(x,,x,)=x; +x,. Esta fungdo ndo ¢ homogénea, pois

S(tx,,0x,) = (tx1)2 +(1x, )35
2 2 3 2 2 3 2
S, tx)=t"(x; +0) #t(x +x3) =t f(x,,x,).

1.5 APLICACAO NA ANALISE ECONOMICA:
RETORNOS DE ESCALA E FUNCOES DE
PRODUCAO HOMOGENEAS

Quando analisamos o que acontece com o nivel de produgdo de uma firma
uniproduto quando ocorre uma expansdo na mesma proporc¢io de todos os
insumos utilizados por ela, estamos analisando os retornos de escala desta
firma. A priori, uma firma pode apresentar trés tipos de retornos de escala, os
quais definiremos a seguir.

Uma firma apresenta retornos decrescentes de escala se, ao serem aumentadas
na mesma propor¢ao todas as quantidades dos seus insumos, a sua produgdo
variar numa propor¢do menor que a varia¢ao das quantidades utilizadas dos
insumos. Esta defini¢do pode ser estabelecida matematicamente da maneira
COMO Vemos a seguir.

Definicdo 1.15 - Retornos decrescentes de escala

Afuncéo de produgéo f(x,,x,,...,X,) apresentard retornos decrescentes de esca-

lase f(&x,,tx,,...,tx,) <tf(x,,x,,...,x,) paratodo ¢ >1.

Uma firma apresenta retornos constantes de escala se, ao serem aumentadas
na mesma propor¢io todas as quantidades dos seus insumos, sua produgdo
variar na mesma propor¢ao que a variacao das quantidades utilizadas dos in-
sumos. Esta defini¢do pode ser estabelecida matematicamente da forma como
Vemos a seguir.
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Definicdo 1.16 - Retornos constantes de escala
A funcao de producao f'(x,,x,,...,X,) apresentara retornos constantes de escala

se f(tx,,1x,,...,tx,) =tf (x,,X,,...,x,) paratodo ¢ > 1.

Finalmente, dizemos que uma firma apresenta retornos crescentes de escala
se, a0 serem aumentadas na mesma proporgao todas as quantidades dos seus
insumos, a sua produgdo variar numa propor¢ido maior que a variagao das
quantidades utilizadas dos insumos. Esta defini¢do pode ser estabelecida ma-
tematicamente como vemos a seguir.

Definicao 1.17 - Retornos crescentes de escala
A fungéo de producado f(x,,x,,...,X,) apresentara retornos crescentes de escala

se f(tx,,tx,,...,1x,) > tf (x,,X,,...,x,) paratodo ¢ > 1.

Vocé sabe qual é a relacdo entre a taxonomia de retornos de escala estabelecida ¥
anteriormente e a Definicao 1.14 de funcdo homogénea de grau 7?

Quando a fun¢ao de produgao f(x,,x,,...,x,) é homogénea de grau r, pode-
mos afirmar que ela apresentara:

. retornos decrescentes de escalase 0 <r < 1;
. retornos constantes de escalase r = 1; e
. retornos crescentes de escala se 7 > 1.

Vejamos, agora, como podemos analisar os retornos de escala das tecnologias
apresentadas na secao 1.3.

Exemplo 1.16 - Retornos de escala e tecnologia Leontief ou de
proporcoes fixas

A fungdo de produgdo que representa este tipo de tecnologia tem a forma
funcional (1.8), que repetimos aqui por conveniéncia:

(1.8) f(x,,x,) =min{ax,,bx,},

em que a > 0 e b > 0 sdo constantes reais.
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Veremos que esta fun¢ao de produgio é homogénea de grau 1. Com efeito,
aplicando a Defini¢do 1.14, obtemos para qualquer ¢ >1:

f(#&x,,tx,) = min{atx,, bix, },
S (tx,, tx,) = tmindax,, bx, § ,

S (x,,0x,) = 1f (%, x,).

Logo, considerando a Defini¢ao 1.16, concluimos que a fungao de produgao
(1.8) apresenta retornos constantes de escala. Isto significa que aumentando a
quantidade utilizada de insumos em # >1 vezes, a produ¢ao aumentard exata-
mente na mesma propor¢ao.

Exemplo 1.17 — Retornos de escala e tecnologia com insumos
substitutos perfeitos

A fungdo de produgdo que representa este tipo de tecnologia tem a forma
funcional (1.10), que repetimos aqui por conveniéncia:

(1.10) S(x,x,)=x+x,.

Veremos que esta fun¢do de produ¢ao é homogénea de grau 1. Com efeito,
aplicando a Defini¢ao 1.14 obtemos para qualquer 7 >1:

f(tx,,tx,) =tx, +tx,,
S (tx,1x,) =1(x; +x,),

S (x,,1x,) = 1f (x,, x,).

Logo, considerando a Defini¢ao 1.16, concluimos que a fun¢do de produgao
(1.10) apresenta retornos constantes de escala.

Exemplo 1.18 — Retornos de escala e tecnologia Cobb-Douglas

A fungao de produciao que representa este tipo de tecnologia tem a forma
funcional (1.12), que repetimos aqui por conveniéncia:

(1.12) f(x,x,) = Ax x,”,

emque 4 >0,0<a<1e0<b < lsdo constantes reais. Veremos que esta
func¢ao de produ¢ao é homogénea de grau a + b. Com efeito, aplicando a
Defini¢do 1.14 obtemos para qualquer ¢ >1:
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S (tx,,1x,) = A(tx,)* (2, )b,

ftx,00) =t""x"x)",

Sex,0x,) = ta+bf(x1>xz)-

Logo, considerando a Defini¢do 1.16, concluimos que a fun¢ao de produgao
(1.10) apresentara retornos decrescentes de escala se a + b < 1, retornos cons-
tantes de escala se @ + b = 1 e retornos decrescentes de escalase a + b > 1.

Saiba Mais n

Para saber mais sobre os conteudos tratados nas se¢des 1.1 e 1.2, consulte o capitulo
8 (secdes 8.1 e 8.2) de Hariki & Abdounur (2002).

Uma apresentagcao com enfoque mais econémico sobre os topicos trabalhados na
secao 1.3, ou seja, funcdo de producao, isoquantas e tecnologias dos tipos Leontief,
com insumos substitutos perfeitos e Cobb-Douglas, é encontrada no capitulo 18 (se-
¢oes 18.1a 18.3) de Varian (2006).

Para saber mais sobre funcdes utilidade e curvas de indiferenca, topicos também
trabalhados na secao 1.3, leia o capitulo 3 (se¢bes 3.1 a 3.4) de Varian (2006).

Sobre fun¢des homogéneas, leia o capitulo 12 (se¢do 12.6) de Chiang & Wainwright (2006).

E, finalmente, para aprofundar seus conhecimentos sobre retornos de escala, con-
ceito estudado na secdo 1.5, recomendamos a leitura do capitulo 18 (se¢ao 18.10) de
Varian (2006).

Chegamos ao fim da Unidade 1. Agora vocé deve ler o resumo do contetddo que tra-
balhamos até este momento e, em seguida, responder as questdes das Atividades
de aprendizagem. Leia e releia a unidade antes de processar as respostas e recorra
aos tutores sempre que tiver duvidas. Além disso, lembre-se de assistir a Videoaula
1no AVEA. Bom trabalho!
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Nesta unidade, apresentamos, fundamentalmente, o uso dos conceitos matemati-
cos de funcao de varias variaveis e de curvas de nivel de funcao de duas variaveis nas
representacoes formais das restricdes tecnoldgicas com que se defronta uma firma
e das preferéncias (gostos) de um consumidor sobre as cestas de consumo perten-
centes a seu conjunto consumo. Na primeira secdo, estabelecemos a definicao mate-
matica de funcao de varias variaveis. Na segunda secao apresentamos os conceitos
matematicos de grafico e curvas de nivel de funcdes de duas variaveis. Na terceira
secao, por sua vez, aplicamos os conceitos matematicos expostos nas duas secoes
anteriores na construcdo dos conceitos econémicos de funcdo de producdo com
varios insumos, isoquantas, funcao utilidade e curvas de indiferenca. Analisamos,
ainda na terceira secao, certos tipos especificos de tecnologia e de preferéncias que
aparecem com frequéncia na analise microeconémica. Na quarta secdo, apresenta-
mos o conceito matematico de funcdo homogénea. E, finalmente, na ultima secao,
mostramos a relacdo entre o conceito de funcdo homogénea e o conceito econémi-
co de retornos de escala.

1) Uma firma uniproduto produz sujeita a uma tecnologia descrita pela funcao de
producdo f(x,,x,)=min{2x,,6x,}, sendo x, € R, a quantidade utilizada do
insumo 1 e x, € R a quantidade utilizada do insumo 2. Responda:

a) Que tipo de tecnologia a fungdo de producao representa?
b) Qual é o dominio da funcao de producao?

c) Defina por compreensao a isoquanta associada a producao de 12 unidades
de produto.

d) Esboce as isoquantas associadas aos niveis de producdo 6,8 e 12.

2) Considere um consumidor cujas preferéncias sobre o conjunto consumo
M =R? sdo representadas pela funcao utilidade u(x,,x,)=2x,x, sendo
x, € R, aquantidade consumidadobem1e €R aquantidade consumida
do bem 2 em um dado intervalo de tempo. Com base em tal funcao utilidade
responda:

a) Qual é o dominio desta funcao?

b) Defina por compreensdo a curva de indiferenca associada ao nivel de utili-
dade 10.

¢) Obtenha a funcao que representa a curva de indiferenca para um nivel de
utilidade qualquer u > 0.
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d) Esbocenoplano x,x, os graficos das curvas de indiferenca para y =10 e u = 20.

3) Dentre as func¢des listadas a seguir, verifique quais séo homogéneas calculando,
nesses casos, o grau.

a) f(x,y)=x"—xy
by S (xy)=Rx*—xy

O fry)=x(x-p) -x

S/3_ 4/3
y

4) Seja Q= f(K,L)=+K“I’ uma funcio de producéo, na qual Q é a quantida-
de de produto, K a quantidade de capital e L a quantidade de trabalho. Sobre
esta funcao determine:

a) quais as restricdes que devem ser impostas as constantes paramétricas a e 8
para que a tecnologia representada por esta funcao de producao apresente
retornos crescentes de escala? Justifique formalmente sua resposta.

b) se a+ =1, é correto afirmar que quadruplicando as quantidades de capital
e trabalho a producao duplica? Justifique formalmente sua resposta.

o
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CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCOES
DE VARIAS VARIAVEIS

Ao final desta unidade, vocé devera ter conhecimentos sobre:
o adefinicao matematica de derivada parcial e sua interpretagdo geométrica;

o as regras de derivagdo, bem como o conceito de derivadas parciais de
ordem superiores;

o 0 uso desses conceitos e técnicas operatdrias para estabelecer formal-
mente o conceito econdmico de produtividade marginal e o principio
das produtividades marginais decrescentes;

» o conceito economico de utilidade marginal, além da taxonomia dos tipos de
mercadorias do ponto de vista de um consumidor (bens, males e neutros);

« 0 conceito matematico de diferencial total de primeira ordem e sua apli-
cagdo na formalizagdo dos conceitos econdmicos de taxa marginal de
substituicao e de taxa técnica de substituicao.

Em Elementos de Economia Matemdtica I (SILVEIRA, 2010, Unidade 4) estuda-
mos o uso do conceito matematico de derivada ordinaria (ou seja, de uma fungao

de uma variavel) para representar formalmente a ideia de variagdes marginais em

Economia. Em particular, naquela ocasido, estudamos os conceitos econdmicos

de receita marginal, custo marginal e lucro marginal de uma firma uniproduto.

Nesta unidade iremos fazer algo semelhante. Vamos estudar como podemos
estender o conceito de variagao marginal quando uma determinada variavel,
como a produ¢do de um determinado bem, depende de mais de uma variavel
econdmica envolvida, como as quantidades de capital e trabalho.

2.1 DERIVADA PARCIAL: DEFINICAO,
INTERPRETACAO GEOMETRICA, REGRAS DE
DERIVACAO E DERIVADAS PARCIAIS DE
ORDENS SUPERIORES

Considere uma variavel y, que pode representar a quantidade produzida de
um determinado produto em um dado periodo de produg¢ao, que depende
de n =2 varidveis x,,x,,...,X;,...,X, , € X,, que podem ser interpretadas
como as quantidades utilizadas de certos insumos neste mesmo periodo de

41




Elementos da Economia Matematica I1

produgdo. Intuitivamente, a derivada parcial de uma variavel y com relagdo a
uma variavel x, ¢ uma aproximagao da variagio média de y gerada por uma
pequena variagdo em x,, mantendo constantes todas as demais varidveis in-

dependentes x, x,, ..., X, , X, ..., X _, € x . Formalmente, podemos definir a
derivada parcial da maneira como vemos a seguir.

Definicdo 2.1 - Derivada parcial

A derivada parcial da fungédo y = f(x,,x,,...,X,,...,x,) em relacdo a variavel in-

dependente x, designada pelas notagbes alternativas, i(lé—se: delf —delx,),

o 0 , - %,

' 2 S ().f,ouf,, édada pelo limite

X, Ox, i
Q: lim S XXy X FAX X)) = (X Xy sy Xy X))
le. Ax; =0 Ax

i

se este limite existir.

Vejamos agora a interpretacdo geométrica da derivada parcial. Considere a
Figura 2.1 adiante. Nela se encontra a representacao de uma parte do grafico
definido por uma fungdo z = f(x,y). Note que agora, além de x, estamos toman-
do y como uma variavel independente, sendo z a varidvel dependente. Para esta

fun¢ao de duas variaveis independentes, a derivada parcial I sa tangente do

angulo «, formado pela reta que passa nos pontos 4 e P e é tangente a superficie

f(x,») no ponto P para um dado valor de y. Analogamente, a derivada parcial

</

o é a tangente do angulo 8, formado pela reta que passa nos pontos Be P e é
Y

tangente a superficie /' (x,y) no ponto P para um dado valor de x.

Figura 2.1 - Interpretacdo geométrica das derivadas parciais
Fonte: Piskounov (1993, p. 278, 284).
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Na teoria da firma em microeconomia necessitamos expressar como cada fator
de produgédo (insumo) contribui para o aumento da produgdo de uma firma
uniproduto. Isto é feito utilizando o conceito de produtividade marginal de um
fator, formalizado com o auxilio do conceito matematico de derivada parcial.

Vamos ilustrar, com dois exemplos, como isto pode ser feito. Acompanhe!

Exemplo 2.1 - Produtividade marginal de um insumo em termos

de taxa média de variacao

Considere uma firma uniproduto cuja fun¢ao de produgao é dada por:

(2.1) y:f(xl,xz):xlzxz,

sendo y a quantidade maxima que a firma pode produzir em um determinado
periodo de produgio utilizando a quantidade x, do insumo 1 e a quantidade x,
do insumo 2.

A produtividade marginal do insumo 1 é a medida do impacto sobre a
produgdo de uma unidade adicional do insumo 1, mantendo-se cons-
tantes as quantidades utilizadas dos demais insumos (aqui apenas o
insumo 2). Por exemplo, suponhamos que a firma esteja utilizando a
seguinte combina¢do de insumos (x,x,)=(3,4), com a qual produz
y=f(3,4)=3"x4=36 unidades de produto. Se a firma aumentar a quan-
tidade utilizada do insumo 1 em 2 unidades (Ax, =2 ), sua nova combina-
¢ao de insumos sera (x, +Ax,,x,)=(3+2,4)=(5,4), passando a produzir
y=f(54)=5x4=100 unidades de produto, gerando uma varia¢io da
producgdo Ay = f(x, + Ax,, x,) — f(x,,x,) = f(5,4)— £(3,4) =100 -36 = 64 uni-
dades de produto. Portanto, cada unidade adicional do insumo 1 gerou em
média 32 unidades adicionais de produto. Ou seja, a taxa média de variagdo
da produ¢ao em relagdo ao insumo 1 foi:

22) AV _SOntAxx) = fOx) _ fGH=/B.4) _100-36
Ax, Ax, 2 2

Generalizando, para a fun¢ao de produgido (2.1), a taxa média de variacdo da
produgdo y gerada por uma variagao Ax, # 0 na quantidade do insumo 1, a par-
tir de uma combinagio qualquer de insumo (x,,x,), pode ser expressa como:

ﬂz S +Ax,x,) = f(x,x,) _ (x, +Ax)’x, —x’x,

(2.3)
Ax, Ax, Ax,

=2x,x, + Ax, x,.
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Aexpressdo(2.3) éumexemplodaideiadetaxamédiadevariagio dafungidofcom

relagdo a x,. Substituindo os valores (x;,x,)=(3,4) e Ax, =2 na férmula (2.3),

obtemos o mesmo valor gerado em (2.2), a saber, ii/ =2x3x4+2x4=32

unidades de produto. Como se vé, no caso especifico da tecnologia representa-
da pela fun¢do de produgéo (2.1), cada unidade de insumo 1 gerou em média
um acréscimo de 32 unidades de produto, coeteris paribus. Como ja dito, na
analise microeconomica, este impacto incremental de um insumo sobre a pro-
dugdo é denominado produtividade marginal do insumo.

Cabe salientar que a taxa média de variagdo (2.3) pode ser calculada a partir de
qualquer ponto no dominio da fungdo de produgéo (2.1) e para qualquer valor
de variagdo Ax, # 0. Por exemplo, suponha que se acrescente a combinacio de
insumos (x,,x,) = (3,4) meia unidade de insumo 1, ou seja, que Ax, =0,5. Sob
tal hipdtese, e usando (2.3), a taxa média de variagdo da produgao com relagdo

a0 insumo 1 serd 2 = 2x3x4+ 0,5x4=26. A interpretacao deste valor deve
1
ser feita com cautela. Se a partir da combinagdo de insumos (x,,x,)=(3,4)

aumenta-se a quantidade do primeiro insumo em meia unidade, a firma passa
a produzir usando a nova combinagdo de insumos (x,,x,) =(7/2,4), que gera
a producio de f(7/2,4)=(3,5)> x4 =49 unidades de produto. A variacio de
produgao gerada pelo acréscimo de meia unidade do insumo 1 seria, entdo,
Ay = f(x,+Ax,x,)— f(x,x,)= f(7/2,4)— f(3,4) =49 -36 =13 unidades de
produto. Logo, a meia unidade adicional do insumo 1 gerou um aumento de
26 unidades, o que equivale a dizer que um acréscimo de uma unidade do
insumo 1 gera adicionalmente, em média, 30 unidades de produto a partir do
ponto (x,x,)=(3,4). Em suma, a taxa média de variagdo sempre expressa o

impacto sobre uma varidvel y por unidade de variagdo em x,, mesmo que a
variacao observada seja menor do que 1.

Ainda com respeito a interpretacio da taxa média de variagdo, ha outro
ponto que merece destaque. Considere uma redugdo da quantidade do
insumo 1, digamos em 1 unidade (Ax, =-1) a partir da combinagdo de
insumos (x,,x,)=(3,4). A nova combina¢do de insumos passa a ser, entdo,
(x,x,)=(2,4). A produgio serd reduzida para f(2,4)=2°x4=16 unida-
des de produto. A variagdo de produgao seria, portanto, negativa, ou seja,
Ay = f(x +Ax,x,)— f(x,x,)=f(2,4) - f(3,4)=16-36=—-20 unidades de
produto. Logo, a redugdo de uma unidade do insumo 1 levou a reducao de
20 unidades de produto, isto é, a taxa média de variagdo foi AA—zﬂz 20.
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A positividade da taxa média de variagdo indica que a variagao de x, em uma di-
re¢do (positiva ou negativa) leva a variacao em y na mesma dire¢do. O oposto
ocorre quando a taxa média de variagao ¢ negativa; quando x, varia numa di-

~ y L . A
recdo, a variavel y se move na dire¢ao oposta. No caso particular em que = o,

1
significa que uma variagdo em qualquer diregdo de x, ndo gera variagao em y.
Finalmente, cabe destacar que tudo o que foi exposto no presente exemplo
variando x, pode ser feito para x,.

E mais conveniente, do ponto de vista tedrico, substituir o conceito de pro-
dutividade marginal de um insumo medido como a taxa média de variagao
da produgdo com relagdo a quantidade deste insumo pelo conceito de taxa
instantanea de varia¢ao da produgdo com relagdo a quantidade deste insumo.
Vamos ilustrar como isto é feito no exemplo que segue.

Exemplo 2.2 - Produtividade marginal de um insumo

em termos de derivada parcial

Assim como a taxa média de variagdo, a taxa instantinea de variagdo expressa o
impacto sobre a varidvel y gerado pela variagio em x,. Todavia, esta tltima taxa
expressa este impacto para variagdes infinitesimais (muito pequenas) de x,.

Assim, a produtividade marginal do insumo 1 pode ser definida como o limite
da taxa média de varia¢ao da produgdo com relagdo a quantidade do insumo
1 quando a variagdo deste insumo tende a zero, o que possibilita expressar esta
grandeza economica como a derivada parcial da fun¢ao de produ¢ao de uma
firma uniproduto com relagdo a variavel que mede a quantidade do insumo.

Vamos ilustrar como isto é feito tomando como exemplo a func¢do de produ-
¢do (2.1) apresentada no exemplo anterior.

Primeiramente, vamos estabelecer a produtividade marginal do insumo 1,
denotada por PMg,, como o limite da taxa média de variagdo (2.3), ou seja,
como a taxa instantinea de varia¢do da produgdo com relagdo a este insumo:
2 2
(o +Ax, x,) — (X, %) lim (r +Ax)"x, — X X2,

PMg, = lim A =
Ax, >0 Axl Ax, >0 Axl

PMg, = Alxir_r)lo(2x1x2 + Ax, xz) =2x,X,.
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Considerando a definigdo 2.1, vemos que PMg, ¢, do ponto de vista matema-
tico, a derivada parcial da fun¢do de produgao (2.1) com relagio a varidvel x ,
ou seja,

0
(2.4) PMg, = 9 2x,%;, .
ox

1

Observe que para (x,x,)=(3,4) e Ax, =2, calculamos, no exemplo ante-

. Y1 .. A
rior, que a taxa média de variagdo era Ey:32. Com base em (2.4), a taxa

1
instantanea de variagdo serda PMg =2x3x4=24. Esta ultima pode ser

vista como uma aproximagdo da primeira, que, neste caso, levaria a um

A . p
erro = Ey_ PMg, =32-24=8 unidades de produto. Fagamos os mesmo cal-

1
culos agora para (x,x,)=(3,4) e Ax, =0,5. Como ja calculado no exemplo

. (1 L A
anterior, com estes novos dados a taxa média de variagao passa a ser Ey =26,
A 1
levando a um erro = Ey—PMg1 =26-24=2.

1
Generalizando, o erro a partir de um ponto (x,,x,) e de uma variagio Ax,

quaisquer é obtido pela diferenca entre (2.3) e (2.4):

A
erro = E)}—PMg1 =2x%, +Ax; x, —2xx, = Ax; x,.
1
Este erro depende, fundamentalmente, do tamanho da variagdo Ax,. Logo, o
erro tende a ser cada vez menor quanto menor for Ax,. Assim, para valores
infinitesimais (arbitrariamente pequenos) de Ax, podemos afirmar que:

o _A
(2.5) pug =T =B

ox, Ax
Do ponto de vista tedrico, esta aproximagao é extremamente importante, pois
permite utilizar o calculo diferencial na analise econdmica.

O conceito de derivada parcial tem inimeras outras aplica¢cdes. Sendo assim,
¢ extremamente importante que vocé saiba como obter as derivadas parciais
de uma fun¢do de varias variaveis.

Anidlogo ao que fizemos com as derivadas ordindrias (derivadas de fun-
¢oes de uma variavel), para obtermos a derivada parcial de uma fun¢ao
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S (x,%,,...,%,,...,X,) com relacdo a varidvel x ,» hdo temos que usar direta-
mente a defini¢do 2.1. Logo, para calcularmos a derivada parcial de uma fun-
¢do f(x,X,,...,X;,...,X,) com relagio a varidvel x,, tudo que necessitamos
fazer é aplicar as regras de derivagdo que aprendemos no curso de Elementos
de Economia Matemdtica I (SILVEIRA, 2010), tomando como constantes to-
das as demais variaveis (X;,X,,...,X; |, X;,15+., X, ).

A sequir, veremos alguns exemplos puramente matematicos que esclarecem o que
acabei de dizer. Observe!

Exemplo 2.3 - Aplicacoes das regras de derivacao basicas

Considere a fungdo y= f(x,X,)=3x +xx,—-4x,. Tomando x, como uma
constante, a derivada parcial de y com relagdo a x, ¢é obtida aplicando as re-
gras das derivadas da fungdo poténcia, do produto de uma constante por uma
fungdo e da soma/diferenca de fungoes, a saber:

@ =6x,+Xx,.
Oox,
Analogamente, tomando x, como uma constante, a derivada parcial de y com
relagdo a x, é obtida aplicando as regras da derivada da fung¢do poténcia e da
derivada da soma/diferenca de fungdes, resultando:
%y

x, — 8x,.
0ox,

Considere a fun¢ao y = f(u,v)=(u+4)(3u+2v). Tomando v como uma cons-
tante, a derivada parcial de y com relagdo a u é obtida aplicando as regras das
derivadas da funcio poténcia, do produto de uma constante por uma fun¢io
e do produto de fungdes, ou seja:

Z_yzlx(3u+2v)+(u+4)><3=3u+2v+3u+12=6u+2v+12.
u

De maneira similar, tomando # como uma constante, a derivada parcial de y 15
do produto de uma constante por uma fungao e do produto de fung¢ées, ou seja:

a—y=(u+4)2=2u+8.
ov

-2v

u® +3v

parcial de z com relagdo a u é obtida aplicando as regras das derivadas da fungéo

Considere a fungdo z = . Tomando v como uma constante, a derivada
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poténcia, do produto de uma constante por uma func¢do e do quociente de
fungoes, ou seja:

0z _ 3(u” +3v) — (3u—2v)2u B 3u” +9v—6u’ +duv B —3u’ +4uv+9v
ou (u* +3v)’ (u* +3v)’ (u* +3v)’

Finalmente, tomando # como uma constante, a derivada parcial de z com relagao
a v é obtida aplicando as regras das derivadas da fungao poténcia, do produto de
uma constante por uma fungao e do quociente de fungdes, como segue:

Oz 2’ +3v)-Bu-2v)3  2u’-6v=9u+6v _—2u’—9u _-u(2u-9)
v (u® +3v)’ (u* +3v)’ W’ +3v)? W +3v)

Como vimos anteriormente, quando derivamos uma fungdo de duas variaveis
obtemos duas derivadas parciais, que sdo as derivadas parciais de primeira
ordem. Uma func¢io de »n>2 varidveis apresenta n>2 derivadas parciais de
primeira ordem. As derivadas de primeira ordem sdo em si fung¢des das vari-
aveis independentes da fun¢ao original. Portanto, podemos deriva-las e obter
as derivadas parciais de segunda ordem. A partir das derivadas de segunda
ordem podemos obter as derivadas de terceira ordem e assim sucessivamente.
Vamos ver mais detalhadamente este processo.

Considere uma fung¢do de duas varidveis independentes z = f(x,y), suas
derivadas parciais sao, em regra, fun¢des de x e y, ou seja:

oz _xy) 02 _ vy
ox ox oy oy

Dessa forma, as derivadas parciais de segunda ordem da funcdo f(x,y) sdo
quatro:

o\ _af .
ax\ar) o
a\_of .
55 _ayax_fxy’
ay_of .
ax 5 _ayax_f”"e
o _of
avlay) "ot T
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Por sua vez, as derivadas parciais de segunda ordem sao também x e y. Logo,
podemos derivar novamente as derivadas parciais de segunda ordem em rela-
¢do ax eay, obtendo as derivadas parciais de terceira ordem, a saber:

a(af _53f_f ooy aof —f
ox | ox® o> T oyl ox? ) oyax? Y
o(ef\_of _, oo \_of — o
ox\oyox | oxoyox T oyloyox ) dytox T

o[of 9 _
ox\oxdy ) oxPoy T 7 oyl oxy ) oyoxoy T

0 82fj_ o f _; _g(az_f]:av:f

O a(aZfJ_ o' f

ox\ oy? ) oxdy’ ol oy ) o

Definem-se, analogamente, as derivadas parciais de ordem superior para fun-
¢oes de n>2 variaveis.

Vamos ver, a seguir, um exemplo puramente matemadtico para fixarmos esses con-
ceitos. Acompanhe!

Exemplo 2.4 - Calculo de derivadas parciais de ordem superior

Considere a fungio f(x,y)=2x’e”. A partir das regras de derivagio da
fungdo poténcia, do produto de uma constante por uma fungédo, da fungdo
exponencial e da fungdo composta (regra da cadeia) obtemos as seguintes
derivadas parciais de primeira ordem:

of o

—=f=6x¢"; L-f =10,

ox /s oy 1,
Derivando estas duas expressdes com relagdo as variaveis x e y obtemos as
derivadas parciais de segunda ordem:

2 2
2{:fm:12x€5y; aaa‘];:fyx::ioxzesy;
X X

2 2
gyé; =/ =30x"e” ; zy{ =f, =50x’¢"".
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As derivadas e f, sdo denominadas derivadas parciais de segunda ordem
puras, enquanto as derivadas /e /. sdo chamadas de derivadas parciais de
segunda ordem mistas.

Derivando cada uma das quatro derivadas de segunda ordem obtemos as oito
derivadas parciais de terceira ordem:

of o f
P = f.. =12e"; P = f., = 60xe’;
3 3
% = frm = 60xesy;% = f,., =150x%¢";
X oy yoxaoy
3 3
of fon = 60xe5y;—8 S Ly =150x%e™;
Ox0y0ox 0y0yox
of of
axayZ = yyx = 150x2e5y;§ = f;’)’y = 250)‘:365)}.

As derivadas parciais de ordem superior a trés podem ser obtidas analogamente.

No exemplo anterior, vocé deve ter percebido que f = f . ou seja, que as
derivadas de segunda ordem mistas sdo iguais. Isto sempre acontece se a fun-
¢do possui derivadas parciais de primeira ordem continuas. Esta propriedade
¢ estabelecida pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1 - Teorema de Young

Suponhamos que a fungdo f(x;,X,,...,X,) definida em um subconjunto aberto

de R"possua derivadas parciais de primeira ordem continuas. Logo, para cada pon-
to (x,,x,,...,x,) deste subconjunto e para cada par de indices i e j temos

azf(xlaxza"'axn) — a2f(x]9x25"'9xn)
0x,0x 0x ,0x, '

Agora, em posse do conceito de derivada parcial de n-ésima ordem e das regras de
diferenciacao parcial, estudados ao longo desta secao, vamos ver algumas aplica-
¢6es econdmicas que fazem uso deste instrumental matematico.
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2.2 APLICACOES NA ANALISE ECONOMICA

2.2.1 PRODUTIVIDADES MEDIAS, MARGINAIS E O PRINCIPIO DAS
PRODUTIVIDADES MARGINAIS DECRESCENTES

Considere uma firma uniproduto cuja tecnologia de producao é descrita
pela fungio de produgio y = f(x,,x,,...,x,), sendo y a quantidade gerada
de produto em um dado periodo usando as quantidades x,,x,,...,x, dos
insumos 1,2,...,n, respectivamente.

Existem dois conceitos basicos de produtividade dos insumos que sao impor-
tantes no desenvolvimento da teoria da firma, os quais sdo definidos a seguir.

Definicdo 2.2 - Produtividade média do insumo i

A produtividade média do i-ésimo insumo, denotada por PMe,, é a quantidade

produzida por unidade do insumo #, dadas as quantidades dos demais insumos, ou
seja,

PMe. — f(x17x27'-~:xn)
i x.

i

,para x; > 0.

Com base na nog¢ao de produtividade marginal apresentada no Exemplo 2.2,
podemos definir a produtividade marginal do insumo 7. Observe.

Definicdo 2.3 - Produtividade marginal do insumo i

A produtividade marginal do i-ésimo insumo, denotada por PMg,, é a taxa instan-
tanea de variacdo da producdo com relagcdo ao insumo i, ou seja,

PMg, :i: lim J Xy, X+ A, X, )= (X, X, X ey X,)

6)61. Axi_>0 Ax ’

1

se este limite existir.

A partir de agora, vamos analisar as produtividades médias e marginais dos trés tipos
de tecnologias apresentadas na Unidade 1. Comecemos pela Tecnologia Leontief.
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Exemplo 2.5 - Produtividades da tecnologia Leontief
ou de propor¢oes fixas

Considere uma firma uniproduto que utiliza dois insumos e produz a partir
de uma tecnologia do tipo Leontief, representada pela fungdo de produgédo
(1.8) apresentada no Exemplo 1.7, e repetida aqui por conveniéncia:

(1.8) f(x,,x,)=min{ax,,bx,} ,

sendo x, a quantidade do insumo 1, x, a quantidade do insumo 2 e

a>0 e b>0 constantes reais. O dominio desta fungdo é o conjunto
D(f)=1{(x,x,) € R*|x, 2 0,x, > 0}

Aplicando a Definig¢do 2.2 a fun¢ao de produgéo (1.8) obtemos as produtivida-
des médias dos insumos 1 e 2, a saber:

ax
—L=a, seax, <bx,,
X, X X
(2.6) PMe, =L 0%) _ b‘
X X
! —2% | seax, >bx,.
X
e
ax,
—L | seax, <bx,,
X, X X
(2.7) PMe, :M: bz
X 2
2 —2=pb, seax, >bx,.
X,

Portanto as constantes a >0 e b > 0 tém significado econdmico, sendo as pro-
dutividades médias dos insumos 1 e 2, respectivamente, quando tais insumos
ndo sao utilizados em excesso.

As produtividades marginais da tecnologia em analise, por sua vez, nao sao
determinadas nas combinag¢des de insumos nas quais ndo ha excesso de qual-
quer insumo. Vejamos o porqué disto.

Como vimos no Exemplo 1.7, o dominio da fun¢do de produgdo Leontief
(1.8) pode ser dividido em trés regides no plano xx,. A primeira regido ¢é
composta pelas combinagdes de insumos nas quais o fator de produc¢ao
em excesso é o insumo 2, ou seja, pelos pontos pertencentes ao conjunto
{(v.x,) e R
formam a regido sombreada. Nesta regido, dado que f(x;,x,)=ax,, as produ-

ax, <bx,}. Na Figura 2.2, que veremos a seguir, estes pontos

tividades marginais dos insumos sao:
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(2.8) PMg1=i=aePMg2=i:0.

ox, ox,
A segunda regido é composta pelas combina¢des de insumos nas quais o fator
de produgdo em excesso é o insumo 1, ou seja, pelos pontos pertencentes ao
conjunto {(x,,x,) € ]Ri‘axl > bx,}. Na Figura 2.2 estes pontos formam a re-
gido ndo sombreada. Nesta regido, dado que f(x;,x,) =bx,, as produtividades
marginais dos insumos sao:

(2.9) PMg1=g=OePMg2:i=b.
0ox, 0ox,

A terceira regiao é composta pelas combinagoes de insumos nas quais ndo ha
excesso de qualquer insumo, ou seja, pelos pontos pertencentes ao conjunto

2
{(xl ’ xz) € R+
que sai da origem (0,0) e passa pelos vértices das isoquantas. Nesta regido as
produtividades marginais nao existem. Com efeito, considerando a Definigao

ax;, =l }. Na Figura 2.2 estes pontos formam a reta x, =£xl,

2.3, a produtividade marginal do insumo 1 é definida se o limite adiante existe:

(2.10) PMg, = Tim £ HAL%) = /(% %)
! Ax; >0 Axl

Este limite existira se, e somente se, os limites laterais existirem e forem iguais,
ou seja, se, e somente se,

(2.11) lim S+ Ax,x,) — (%, x,) - lim S+ A, x,) = f (%, %) .
Ax, 0" Ax, Ay —0" Ax,

ax; = b, }

Agora, vamos mostrar que em qualquer ponto(x,,x,) € {(x,,x,) € R}
a igualdade (2.11) nao é satisfeita.

Tomemos um ponto qualquer (x,x,) tal que ax =bx,, ou seja, tal
que  (x,x,)e{(x,x,)eR’|ax =bs}. Para Ax, <0, sabemos que
X, +Ax, <x, e, portanto, a(x,+Ax,)<ax. Como ax, =ax, para Ax, <0
temos a(x, +Ax)<ax,. Dada esta ultima desigualdade, com base em
(1.8) sabemos que f(x +Ax,x,)=a(x,+Ax;). Logo, como no pon-
to (x,x,)e{(x,x,)e Rzg#axl Bbx,} temos [f(x,X,)=ax, segue que
a taxa média de variagdo para um dado Ax, <0 a partir do ponto

(x,x,) €{(x,x,) € Ri

ax, =bx,} é dada por:

f(xl +Ax1:x2)_f(x1ax2) — a(xl +Ax1)_ax1 —
Axl Axl

(2.12)

Assim, em um ponto qualquer (x,,x,) €{(x,,x,) € R} |ax, =bx,} segue que o
limite a esquerda da taxa média de variagdo (2.12) sera:
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(2.13) lim SO+ A, x,) = f(x,x,) — 4
Ax; —>0” Axl

Tomemos novamente um ponto qualquer (x,,x,) tal que ax, =bx,, ou
seja, tal que (x,x,)€{(x,x,)e R )m@cl =tix,}. Para Ax, >0, sabemos que
X, +Ax, > x; e, portanto, a(x, + Ax,) > ax,. Como ax, = bx,, para Ax, >0 temos
a(x, + Ax,) > ax, . Dada esta lltima desigualdade, com base em (1.8) sabemos que
f(x, +Ax,,x,) =bx,. Logo, como no ponto (x;,X,) € {(x,,x,) € R’ |ax, =t,}
temos f(x,,x,) = bx,, segue que a taxa média de variagdo para um dado Ax, >0
a partir do ponto (x;,x,) € {(x;,x,) € R?|ax, =bx,} é dada por:

f(xl +AX1,X2)—f(X1,x2) _ ax, —ax, =0
A'xl A'xl

(2.14)

Assim, em um ponto qualquer (x,,x,) € {(x,,x,)e R’
limite a direita da taxa média de variacao (2.14) sera:

ax, =bx,} segue que o

(2.15) i LG A ) — ()
. Ax —>0" Axl .

Enfim, considerando os limites laterais (2.13) e (2.15), inferimos que a igualda-
ax, =bx,} e,

de (2.11) ndo se verifica em qualquer ponto (x;,x,) € {(x,,x,) € R2
portanto, a produtividade marginal do insumo 1, definida em (2.10), ndo existe.

Usando um argumento analogo, podemos mostrar que a produtivi-
dade marginal do insumo 2 também ndo existe em qualquer ponto

(x,%,) € {(x,x,) € R}

ax, =bx,}.

X2

X

Figura 2.2 - Regides do mapa de isoquantas da funcdo de producao Leontief.
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Passemos agora a andlise das produtividades médias e marginais da tecnologia
com insumos substitutos perfeitos.

Exemplo 2.6 - Produtividades da tecnologia com insumos
substitutos perfeitos

Considere uma firma uniproduto que utiliza dois insumos e produz a partir de
uma tecnologia com insumos substitutos perfeitos, representada pela fungao de
produgao (1.10) apresentada no Exemplo 1.8, repetida aqui por conveniéncia:

(1.10) f(xlaxz):xl+x2’

sendo x, a quantidade do insumo 1 e x, a quantidade do insumo 2. O dominio
desta fungdo € o conjunto D(f)={(x,,x,) € Rz‘xl >0,x, >0}.

Aplicando a Definigao 2.2 a fungédo (1.10) obtemos as produtividades médias
dos insumos 1 e 2, a saber:

PMel — f(xl’x2) — xl +x2 =1+ﬁ
X X X

(2.16)

PMe, = S(x,x,) _htX zﬁ—l—l,
x2 x2 x2

Cabe destacar que as produtividades médias dependem da intensidade de uso
dos fatores de produgio, ou seja, da razdo x,/x, . Quanto maior a intensidade
de uso do insumo 2, ou seja, quanto maior a razdo x,/x, , maior a produtivi-
dade média do insumo 1 e menor a produtividade média do insumo 2. Por
sua vez, quando a intensidade de uso do insumo 2 reduz-se, ou seja, quanto
cai a razdo x,/x,, diminui a produtividade média do insumo 1 e aumenta a
produtividade média do insumo 2.

Para obtermos as produtividades marginais da tecnologia em analise basta
calcularmos as derivadas parciais da fung¢do de produgao (1.10), que sao:

0
(217) PMg, =ai=1 e PMg, :izl.
ox, 0ox,

Observamos que as produtividades marginais sdo ambas iguais a um. Isto
significa que cada unidade adicional de um insumo, mantendo a quantidade
do outro constante, gera uma varia¢ao de uma unidade de produto.
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3 Finalmente, vamos analisar as produtividades da tecnologia Cobb-Douglas.
Acompanhe!

Exemplo 2.7 - Produtividades da tecnologia Cobb-Douglas

Considere uma firma uniproduto que utiliza dois insumos e produz a partir
de uma tecnologia Cobb-Douglas, representada pela fun¢do de produgéo
(1.12) apresentada no Exemplo 1.9, repetida aqui por conveniéncia:

(1.12) f(xl,x2)=Ax1“x5,

sendo x, a quantidade do insumo 1, x, a quantidade do insumo 2, 4>0,
0<a<1e 0<b<l1 constantes reais. O dominio desta fungdo é o conjunto
D(f)={(x,x,) e ]Rz‘xl 20,x, 20} . Note que supomos que 4 >0 para ga-
rantir que f(x,,x,)>0 para qualquer (x,,x,) e D(f).

Aplicando a Definic¢do 2.2 a fungédo (1.12) obtemos as produtividades médias
dos insumos 1 e 2, a saber:

a. b
(218) f)}\4e1 — f(xlaxZ) — axl X2 =a x2 e

X X X

b
PMe, = S(x,x,) _ ax,’x, —u X

X, Xy Xy

Analogo a tecnologia com insumos substitutos perfeitos, a tecnologia Cobb-
Douglas apresenta produtividades médias que dependem da intensidade de
uso dos fatores de produ¢ao. Quando a quantidade do insumo 2 aumenta
mais do que a quantidade do insumo 1, a razio x,’/x'™ diminui e, conse-
quentemente, a produtividade média do insumo 1 aumenta e a do insumo 2
cai, pois a produgdo se tornou mais intensa em insumo 2. O oposto ocorre
quando a intensidade de uso do insumo 2 reduz-se.

Para obtermos as produtividades marginais da tecnologia em analise basta
calcularmos as derivadas parciais da fun¢ao de produgao (1.12), que sdo:

9 .
(2.19) PMg, = 9 adx""'x," e PMg, = g _ bAx,“x,"™".
Ox, ox,

Observamos que as produtividades marginais sdo ambas estritamente positi-
vas para quaisquer x, eR,, e x, e R ,jd que 4>0, a>0 e b>0. Isto significa
que cada unidade adicional de um insumo, mantendo a quantidade do outro
constante, gera um aumento da produgao.
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Uma premissa comumente utilizada na teoria economica é a de que a produ-
tividade marginal de um fator de produgao (insumo) cai quando se aumenta
a quantidade utilizada desse fator, mantidos constantes os niveis de utiliza¢ao
dos demais fatores de produgao.

Sabemos, de nossos estudos na disciplina Elementos de Economia Matemadtica I
(SILVEIRA, 2010), que uma funcéo é estritamente decrescente com rela¢do a
uma variavel se a derivada com relagao a esta variavel é estritamente negativa.
Considerando esta relacao entre derivada de uma funcéo e seu decrescimento,
vejamos como estabelecer, se possivel for, restrigoes sobre os pardmetros de
uma fungao de produgio para que a tecnologia por ela representada satisfaga
o principio das produtividades marginais decrescentes.

Exemplo 2.8 - Principio das produtividades marginais
decrescentes e a tecnologia Leontief ou de proporgdes fixas

Como vimos no Exemplo 2.5, no caso da tecnologia Leontief as produtivida-
des marginais existem somente para combinag¢des de insumos (x,,x,) tais que
ax, # bx,, ou seja, para combinagdes nas quais hd excesso de um dos insumos.
Nestes casos a produtividade marginal do insumo em excesso é nula e do in-
sumo escasso ¢ constante e igual a respectiva produtividade média (veja as
expressoes (2.8) e (2.9)). Logo, as produtividades marginais, quando existem,
nao sdo decrescentes e, portanto, a tecnologia Leontief nao satisfaz o principio
das produtividades marginais decrescentes.

Exemplo 2.9 - Principio das produtividades marginais
decrescentes e a tecnologia com insumos substitutos perfeitos

Como vimos no Exemplo 2.6, no caso da tecnologia com insumos substitutos
perfeitos as produtividades marginais dos insumos sao constantes e iguais a
unidade, conforme aparece em (2.17). Logo, a tecnologia em foco ndo satisfaz
o principio das produtividades marginais decrescentes.

Exemplo 2.10 - Principio das produtividades marginais
decrescentes e a tecnologia Cobb-Douglas

Considerando as expressdes das produtividades marginais em (2.19), pode-
mos descobrir se as restricdes sobre os pardmetros implicam que as produti-
vidades marginais sdo decrescentes com relagao as respectivas quantidades de
insumos, analisando o sinal das derivadas parciais de segunda ordem puras da
func¢ao de produgao Cobb-Douglas (1.12).
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Com efeito, derivando a primeira fungdo em (2.19) com rela¢do a quantidade
do insumo 1 obtemos:
OPMg, 0°f

(2.20) =

=(a-1adx"*x).
ox, 8x12 ( Jadyx,

Esta expressdo apresenta sinal negativo para quaisquer x, e R, e x, eR_,ja
que 4>0 e 0<a<l e, portanto, (a—1)ad<0.

Por sua vez, derivando a segunda fung¢do em (2.19) com relagdo a quantidade
do insumo 2 obtemos:
oOPMg, ©o°f

(2.21) =—2 = (b=1)bAx x,">.
0ox, 8x22 ( b,

Esta expressao também apresenta sinal negativo para quaisquer x, eR_, e
x,eR,, ,jdque 4>0 e 0<b<1 e, portanto, (b—1)p4<0.

Dado que as derivadas (2.20) e (2.21) sao estritamente negativas sob as pre-
missas 4>0, 0<a<l e 0<b<l, segue que as fungdes em (2.19) sdo estritamente
decrescentes com relagdo aos respectivos insumos. Logo, a tecnologia Cobb-
Douglas satisfaz o principio das produtividades marginais decrescentes se a
fungdo de produgao (1.12) satisfaz as restrigdes 4>0, 0<a<l e 0<b<l.

2.2.2 UTILIDADES MARGINAIS, BENS, MALES E NEUTROS

O conceito de derivada parcial é também utilizado na teoria do consumidor, nes-
te contexto, para especificar quando um consumidor prefere mais, menos ou é
indiferente a quantidade de um bem em uma cesta de consumo, coeteris paribus.

A utilidade marginal do bem i ¢ a variagao da utilidade gerada pela variagdo
em uma unidade do bem i, coeteris paribus. Em termos matematicos, pode ser
definida como a taxa média de variagdo da funcédo utilidade u(x,,...,x;,...,x,)
com relacio ao bem i, isto é:

(2.22) (X, Xy ooy X, A X)) = U(X, Xy ey X5y X)) :ﬂ
' Ax, Ax,’

1 1

sendo x, e R, a quantidade consumida do i-ésimo bem em um dado interva-
lo de tempo, com i=1,2,...,n.

No caso da produtividade marginal é mais conveniente, do ponto de vista
tedrico, definir a utilidade marginal como a taxa instantanea de variagdo da
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utilidade com rela¢ao ao bem 7, ou seja, como a derivada parcial da fungao
utilidade com relagdo ao bem i. Observe.

Definicao 2.4 - Utilidade marginal do bem i

A utilidade marginal do i-ésimo bem, denotada por UMg, , é a taxa instantanea de
variacdo da utilidade com relagdo ao bem i, ou seja,

UMg, = ou _ lim U, Xy X F A, ) —U(X, Xy X, X))
ox, Ax—0 Ax,
1

1

’

se este limite existir.

Lembre-se que a utilidade marginal do bem 7, por ser definida como o limite
da taxa média de varia¢do da utilidade com relagdo ao bem 7, é uma aproxi-
magdo desta ultima, ou seja, para valores suficientemente pequenos de Ax,
podemos estabelecer que:

ou _ Au

(2.23) UMg, =—=—"
£ ox, Ax,

1

Com esta relacdio em mente, suponhamos que se dé ao consumidor uma
quantidade adicional do bem 7, ou seja, suponha Ax, >0, mantendo todas as
quantidades consumidas dos demais bens constantes. Se o consumidor prefe-
re mais do i-ésimo bem, entao u(x;,x,,....x; + Ax;,..., X,) > U(X), Xyy ey X;yees X, )5

ou seja, Au > 0. Portanto, UMg, = % >0.

Assim, quando a utilidade marginal do bem i é positiva, isto indica que uma
cesta de consumo com uma quantidade maior do bem i e com as mesmas quan-
tidades dos demais bem, ou seja, uma cesta de consumo (x;,...,x; + Ax;,..., x,)

com Ax; >0, é preferivel a cesta com menos quantidade do bem 7 e com as
mesmas quantidades dos demais bem, isto ¢, a cesta (x,,...,x,,...,x,).

Quando UMg, <0, temos o caso em que o bem i é considerado um mal (como,
por exemplo, a polui¢do) pelo consumidor.

Finalmente, quando UMg, =0, temos o caso em que o bem i é considerado
neutro pelo consumidor, ou seja, o consumidor ndo se importa com a quanti-
dade deste bem nas cestas de consumo.
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Exemplo 2.11 - Utilidades marginais das preferéncias com bens
complementares perfeitos

Tais preferéncias sdo representadas pela func¢ao utilidade (1.14) apresentada
no Exemplo 1.10, repetida aqui por conveniéncia:

(1.14) u(x,,x,) =min{x,,x,},
cujo dominio é o conjunto consumo M ={(x,,x,) € Rz‘xl 20,x, 20},

As utilidades marginais ndo sao determinadas nas cestas de consumo nas
quais ndo ha excesso de qualquer bem. Vejamos o porqué disto.

Como vimos no Exemplo 1.10, o dominio da funcdo utilidade (1.14) pode
ser dividido em trés regides no plano xx,. A primeira regido é composta
pelas cestas de consumo nas quais 0 bem em excesso ¢ o 2, ou seja, pelos
pontos pertencentes ao conjunto {(x,,x,) € Ri‘xl < x,}. Nesta regido, dado
que u(x,,x,) = x,, as utilidades marginais dos bens sdo:

0
(2.24) UMg, =2 =1 e UMg, =~ .
ax] 6x2

A segunda regiao é composta pelas cestas de consumo nas quais o bem em exces-
’ . . 2

so é 0 1, ou seja, pelos pontos pertencentes ao conjunto {(x,,x,) e R} ‘ X, > X, ).

Nesta regido, dado que u(x,,x,) = x,, as utilidades marginais sdo:

(2.25) UMg, =% —0 ¢ UMg, =% =1,
Ox, 0

1 x2

A terceira regido ¢ composta pelas cestas de consumo nas quais ndo hd
excesso de qualquer bem, ou seja, pelos pontos pertencentes ao conjunto

2
{('xl b xz) € IR+
Com efeito, considerando a Defini¢ao 2.3, a utilidade marginal do bem 1 ¢
definida se o limite adiante existir:

X, =X,}. Nesta regido, as utilidades marginais nio existem.

1 u(x1+Ax1’x2)_u(xlax2)
(2.26) UMg, = lim, A .

Este limite existira se, e somente se, os limites laterais existirem e forem iguais,
ou seja, se, e somente se,

(2.27) lim u(xl +Ax1:x2)_u(xlaxz) = lim ”(xl +Ax19x2)_u(x]5x2)
Ay -0 Ax, Ay —0° Ax,
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Agora, vamos ver que em qualquer ponto (x,,x,) € {(x,x,) e R?
igualdade (2.27) nao ¢é satisfeita.

X, =X,} a

Tomemos um ponto qualquer (x,x,) tal que x, =x,, ou seja, tal que
(x,x,) €{(x,x,) € Ri‘xl =X,}. Para Ax, <0, sabemos que X +Ax <x,.
Como x, =x,, para Ax, <0 temos x +Ax, <x,. Dada esta ultima desi-
gualdade, com base em (1.14) sabemos que u(x, +Ax,x,)=x +Ax,. Logo,
como no ponto (x,,x,)€ {(x,,x,) € R?|x, =x,} temos u(x,x,)=x, segue
que a taxa média de variagdo para um dado Ax, <0 a partir do ponto
(x,x,) € {(x,x,) € R}

X, =x,} édada por:

u(x, +Ax,x,)) —u(x;, x,) _ (x, +Ax) —x,
Ax, Ax,

=1.

(2.28)

Assim, em um ponto qualquer (x,,x,) € {(x,,x,) € R’|x, =x,} segue que o

limite a esquerda da taxa média de variagdo (2.28) sera:

=1.

(2.29) lim u(x +Ax;, x,) —u(x;, x,)
. Ay—0" Ax,

Tomemos novamente um ponto qualquer (x;,x,) tal que x, =x,, ou seja, tal

que (x,x,) €{(x,x,) e R}

X, =X,}. Para Ax, >0, sabemos que X, +Ax, > x,.
Como x, =x,, para Ax, >0 temos x, +Ax, > x,. Dada esta tltima desigualda-

de, com base em (1.14) sabemos que u(x, +Ax;,x,) = x, . Logo, como no ponto

(x,x,) € {(x,x,) € R

X, = X,} temos u(x,,x,) = x,, segue que a taxa média de

varia¢ao paraum dado Ax, > 0a partir do ponto (x,,x,) € {(x,,X,) € Ri X, =X,
¢ dada por:
(2.30) u(x1+Ax1,x2)—u(xl,x2):xz_xZ _o.

Axl Ax 1

Assim, em um ponto qualquer (x,,x,) € {(x,,x,) e R?
limite a direita da taxa média de variacdo (2.30) sera:

X, =X,} segue que O

(2.31) lim Y0 TANX) Tuln, %) g
Ax,—>0" Axl

Enfim, considerando os limites laterais (2.29) e (2.31), inferimos que a igual-
dade (2.27) ndo se verifica em qualquer ponto (x,,x,) € {(x,,x,) € R?
e, portanto, a utilidade marginal do bem 1, definida em (2.26), nao existe.

X, =X,}
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Usando um argumento analogo, podemos mostrar que a utilidade marginal do
bem 2 também néo existe em qualquer ponto (x;,x,) € {(x,x,) € Ri‘xl =X,}.

Exemplo 2.12 - Utilidades marginais e preferéncias com bens
substitutos perfeitos

Tais preferéncias sdo representadas pela funcido utilidade (1.16) apresentada
no Exemplo 1.11, repetida aqui por conveniéncia:

(1.16) u(x,;, x,) =x,+x,,

. re 1 . 2
cujo dominio é o conjunto consumo M ={(x,,x,) e R ‘xl >0,x, 20},

Para obtermos as utilidades marginais das preferéncias em analise, basta cal-
cularmos as derivadas parciais da fun¢ao utilidade (1.16), que séo:

0
(2.32) UMg, _M e UMg, =% =1.
ox, X,

Observamos que as utilidades marginais sao ambas estritamente positivas. Isto
significa que cada unidade adicional de um bem, mantendo a quantidade do
outro constante, gera uma nova cesta de consumo que ¢é preferida a anterior.

Exemplo 2.13 - Utilidades marginais e preferéncias Cobb-Douglas

Tais preferéncias sdo representadas pela fungao utilidade (1.18) apresentada
no Exemplo 1.12, repetida aqui por conveniéncia:

(1.18) ”(xpxz) = Ax1ax2b:

emque 4>0, a>0 e b>0 sao constantes reais. O dominio desta fungao, ou
seja, o conjunto consumo ¢ o primeiro quadrante do plano cartesiano, ou seja,

M :{(xl,xz)e]Rz‘x, >0,x,20}.

Para obtermos as produtividades marginais da tecnologia em analise, basta
calcularmos as derivadas parciais da fung¢do de produgao (1.18), que sdo:

(2.33) UMg, = 67” =adx,""'x, e UMg, = aa— =bAx,"x,”
1

Observamos que as utilidades marginais sdo ambas estritamente positivas para
quaisquer x, eR_, e x, eR_,,ja que 4>0,a>0e b>0.Isto significa que cada
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unidade adicional de um bem, mantendo a quantidade do outro constante,
gera uma nova cesta de consumo que é preferida a anterior. Entretanto, se, por
exemplo, a<( entdo teriamos UMg, <0 e, portanto, o bem 1 se tornaria um
mal. Ja se a=0 teriamos, entao, UMg, =0 e, consequentemente, o bem 1 se
tornaria um bem neutro.

2.3 DIFERENCIAL TOTAL DE UMA
FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS

Antes de estabelecermos o conceito de diferencial total de uma fungéo de
n 22 variaveis, vamos tratar desse conceito matematico para os casos mais
simples de fung¢des de uma e duas variaveis.

Considere a fungio y = f(x) de uma variével. Se f"(x) existe, entio:

. Ay,
(2.34) gr&) o f'(x),

na qual Ay = f(x+Ax)— f(x) éavariagdo total em y gerada pela variagdo
Ax da varidvel x. A partir de (2.34) podemos estabelecer o seguinte limite:

. ﬂ_ ’ — 1; g_ : ' — £ o —
(2.35) gg( Ar f (X)j lim - lim f(x) = f'(x) - f(x)=0.

Logo, para todo & > 0, existe um & >0 tal que:

Ay
2.36 ~ f'(x)-0l< ¢,
(2.36) ‘ J'(x)
sempre que 0 < |Ax—0| = |Ax| <.
A desigualdade (2.36) ¢ equivalente a
Ay
—— f'(x)|<e,
. S ()
Ay
Ax||—— (%) <|Ax]| &,
o]
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(2.37) Ay = Ax f(x)| < |Ax] e.

O lado esquerdo da ultima desigualdade é o mddulo da diferenga entre a va-
riacao total efetiva da variavel y, denotada por Ay, e a variagao total estimada
da variavel y, dada por Ax f’(x). Logo, para qualquer £>0, a desigualdade
(2.37) implica que o erro pode se tornar tdo pequeno quanto se desejar to-
mando Ax| suficientemente pequeno.

Com base nas consideragdes feitas anteriormente, podemos estabelecer a
seguinte defini¢ao formal de diferencial total de uma fung¢do de uma variavel.

Definicao 2.5 - Diferencial total de uma funcao de uma variavel

Considere um ponto x do dominio da funcdo y = f(x) no qual a derivada f'(x) é
continua. Chamamos diferencial total (de primeira ordem) desta funcéo, designa-
do por dy, o seguinte produto dy = f'(x)Ax. Desde que o diferencial da variavel
independente ¢ dy = Ax, o diferencial total de y = f(x) pode ser expresso como

dy = f'(x)dx.

Vejamos agora como podemos aplicar esta defini¢do para estimarmos o im-
pacto na variavel y gerado por uma variagao Ax a partir de um ponto x do
dominio de uma fungdo f(x).

Exemplo 2.14 - Calculo do diferencial

total de uma funcao quadratica

Considereafuncio y = f(x) = x° .Sabemosque f"(x) = 2x . AplicandoaDefinigdo
2.5, odiferencial total da fun¢ao em analise em um ponto qualquer x do dominio
¢ dado por dy=2xdx. Por exemplo, em x=3 e para uma variagdo Ax=0,005,
estimamos pelo diferencial total que a variagdo de y serd aproxi-
madamente dy=2x3x0,005=0,03. Note que a variacao total efe-
tiva de y é Ay=(3,005)"-3’=0,030025. Logo, o erro é de apenas
Ay—Ax f'(x) =0,030025—0,03 = 0,000025 .

Passemos agora a fungao y = f(x,,x,) de duas variaveis. Para dadas variagoes
Ax, e Ax, das varidveis independentes, a variagao total da variavel y é dada por:

(2.38) Ay = f(x +Ax,x, + Ax,) = f(x,x,).
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A variagao total Ay pode ser aproximada com o uso das derivadas parciais de
primeira ordem da fun¢do em analise.

Vejamos, entdo, como isto pode ser feito. Observe! >

Vimos no Exemplo 2.2 que a produtividade marginal de um insumo, defini-
da com a derivada parcial da fun¢do de produgdo com relagdo a quantidade
do insumo, ¢ uma aproximagdo da taxa média de variacao da produgiao com
relacdo a quantidade do insumo. Analogamente, vimos que a utilidade margi-
nal de um bem (veja a equagdo (2.23)) é uma aproximagdo da taxa média de
variagdo da utilidade total com relagdo a quantidade do bem. Genericamente,
I (x,,%,)
ox,
tantdnea de variagdo de y = f(x,,x,) com rela¢do a x,, ¢ uma aproximagao

a derivada parcial de uma fungéo ,com i=12, que ¢ a taxa ins-

da taxa média de variacio de ¥ = J(0%) com relagdo a x;, denotada por

Ay . . C .
—— . Em termos formais, podemos mostrar que se as derivadas parciais sdo

i
continuas em um ponto (x,,x,) do dominio de f(x,x,),entdo:

A 9 (x,x)
Ax,  Ox

1

(2.39)

b

para valores suficientemente pequenos de Ax;.

Assim, considerando (2.39), a varia¢ao total aproximada de y gerada por uma
variagdo Ax,, coeteris paribus, pode ser obtida como segue:

(2.40) B e = T EX) £ com i=1,2.
Ax, Ox,

1
Logo, para dadas variagdes Ax, e Ax, das variaveis independentes, a variagao
total aproximada da variavel y é dada pela seguinte soma:

(2.41) Ay;MAxl_f_af(xnxz)sz.
axl ax2

O sinal = de “aproximadamente igual a” pode ser substituido pelo sinal de
igualdade se somarmos ao lado direito de (2.41) o erro, ou seja,

(2.42) py = LO0T) p  TORT) § e

X, ox,

LY
variagdo total

variaco estimada (diferencial total)
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Pode-se demonstrar que o termo erro tende a zero quando as variacdes Ax, e
Ax, tornam-se arbitrariamente pequenas, ou seja, tendem ambas a zero. Nao
faremos isto aqui, pois implicaria uma digressdo muito além do escopo do
presente manual.

A partir da discussao sobre a variagdo total estimada de uma funcdo
vy = f(x,,x,) com derivadas parciais continuas que acabamos de fazer, pode-
mos estabelecer o conceito de diferencial total de uma funcéo de duas varia-
veis. Observe.

Definicao 2.6 - Diferencial total de uma funcao de duas variaveis

Considere um ponto (x,,x,) do dominio da fungdo ¥ = f(X;,X,) no qual exis-

S(x,x,) o S (x,x,)
Oox, 0ox,

cial total (de primeira ordem) desta funcao, designado por dy, a seguinte soma
X, X X,X
= L) g S

X X5

efetiva Ay = f(x; + Ax,x, + Ax,) — f(x,,x,).

tem derivadas parciais continuas . Chamamos de diferen-

dx,, que é uma aproximacao da variacdo total

Cabe observar que na defini¢ao anterior dx, = Ax, e dx, = Ax,. Vejamos agora
um exemplo de aplicagdo da Defini¢do 2.6.

Exemplo 2.15 - Diferencial total da funcao
de producao Cobb-Douglas

A fungao de produgao Cobb-Douglas foi definida em (1.12), apresentada no
Exemplo 1.9, e é repetida aqui por conveniéncia:

(1.12) f(x,x,) = Axx,” .

Considerando as expressdes das produtividades marginais da tecnologia
Cobb-Douglas em (2.19), obtidas no Exemplo 2.7, podemos estimar o impac-
to sobre a produgdo de uma firma uniproduto que opera com esta tecnologia
quando a combinagdo de insumos muda de (x,,x,) para (x, +dx,x, +dx,).
Ou seja, usando a Defini¢do 2.6 e as derivadas parciais de primeira ordem em
(2.19) obtemos o diferencial total da fun¢do de produgao Cobb-Douglas na
combinagio de insumos (x,,X,):
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(2.43) dy = adx,""'x,"dx, + bAx,"x," " dx, .

Suponhamos, por exemplo, que 4=30, a=1/3 e b=2/3. Substituindo tais
valores numéricos em (2.42) obtemos:

2/3 -1/3
(2.43-a) dy:IO[ﬁJ dxl+2o[’“—2] dx, .

X X

Entio, se a firma estd produzindo em (x,, x,) = (3,24) e planeja aumentar em meia
unidade a quantidade do insumo 1 (dx, =1/2) e reduzir a quantidade do insumo 2
em quatro unidades (dx, = —4), qual serd o impacto sobre a produgao (dy)?

Para respondermos a esta questao basta introduzirmos os dados do problema
na expressdo (2.43-a), que leva a:

2/3 -1/3
ay=100 2] Lioo[2%)  (4y=40-40=0.
3) 2 3

Logo, a firma pode substituir quatro unidades do insumo 2 por meia unidade
do insumo 1 e manter a producao inalterada.

A Defini¢do 2.6 pode ser prontamente generalizada para o caso de fungdes
com varias variaveis. Preste atencdo.

Definicao 2.7 - Diferencial total de uma funcao de 7 variaveis

Considere um ponto (x,,X,,...,X,) do dominio da funcdo V = S (x,x,,...,X,)
F(x,%y,0.,x,)

Ox, '
Chamamos de diferencial total (de

no qual existem  derivadas  parciais  continuas
f('xlana‘"nxn) . f(xlaxza'"axn) .
0ox, ox,
primeira ordem) desta funcdo, designado por dy, a seguinte soma
X5 Xy500 X, X5 X55e0s X, X5 Xy500s X,
gy S Gt t) [t ()

ox, ox, ox

n

dx

n
que é uma aproximacao da variagao total

Ay = f(x, +Ax;,x, + Axy,e X, +Ax,)— f(X), %50, X,) -
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2.4 APLICACOES NA ANALISE ECONOMICA: TAXA
TECNICA DE SUBSTITUICAO E TAXA MARGINAL
DE SUBSTITUICAO

A defini¢ao de diferencial total de uma func¢ao de varias variaveis é util para,
entre outras coisas, estabelecer formalmente dois conceitos fundamentais da
analise microecondmica, a saber: a taxa marginal de substitui¢ao (teoria do
consumidor) e a taxa técnica de substituicao (teoria da firma).

Tratemos inicialmente da taxa marginal de substitui¢ao (TMS). Este concei-
to microeconomico expressa a taxa a qual o consumidor esta propenso a subs-
tituir um bem por outro. Mais precisamente, a TMS associada a determinada
cesta de consumo (x,,x,) ¢ o negativo da medida numérica da inclinagdo da
curva de indiferencga I(u(x,,x,)) que passa por este ponto (x;,x,) no espago
de mercadorias M. A taxa marginal de substitui¢ao pode ser interpretada
como a propensdo marginal a pagar do consumidor.

Com respeito a TMS, ¢é importante frisar dois pontos. Em primeiro lugar, o
que o consumidor esta propenso a pagar por uma quantidade adicional de um
determinado bem depende apenas de sua propria preferéncia. Em segundo
lugar, o que de fato o consumidor tem de pagar por uma quantidade adicional
de consumo de um bem é determinado pelas for¢as impessoais do mercado.

Com o auxilio do conceito de diferencial total de uma func¢ao utilidade, po-
demos estabelecer a relagao entre a TMS e as utilidades marginais de uma
funcdo utilidade. Em outros termos, a partir da fun¢do utilidade podemos
obter a taxa marginal de substitui¢ao do bem 2 pelo bem 1, que passaremos a
denotar por TMS(x,,x,).

Considere um consumidor que estd consumindo uma cesta x=(x,x,).
Imaginemos uma variagdo no consumo de cada bem (Ax,,Ax,), de maneira
que a nova cesta z=(x, +Ax,x, +Ax,) seja indiferente a cesta x ou, equi-
valentemente, que a utilidade u(x,,x,) se mantenha constante (Au=0).
Devemos ter, entdo:

(2.44) Au = UMg,Ax, + UMg,Ax, =0,

na qual UMg, ¢ a utilidade marginal do bem i=1,2.

Logo, a taxa média de variagdo ao longo da curva de indiferenca 7(u(x,,x,)) a
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qual pertence a cesta x é dada por:

2.45 2 = 1 UM, 0
. s 0.
( ) M ] para g,

1 {Au=0

A TMS(x,,x,) é por definicdo, o mddulo desta taxa, ou seja:

Definicao 2.8 - Taxa marginal de substituicao

Considere um consumidor cujas preferéncias sao representadas pela funcao utili-
dade u(x,,x,), cujo dominio é o conjunto consumo M = Ri . A taxa marginal de

substituicao do bem 2 pelo bem 1, a partir da cesta de consumo (x;, x, ), é dada por

TMS(x, x,)= -0 _UMg(nx)
1% Ax UMg, (x,,x,)

1 u(xg,x;)

,com UMg,(x,,x,)#0.

Fagamos o mesmo exercicio utilizando as ferramentas do calculo. O diferen-
cial total da funcao utilidade u(x,,x,) é por definicdo:
(2.46) du =20t %) g Sl )

ox, ox,
o qual fornece uma aproximagio da variagdo da utilidade u quando o consu-
midor passa da cesta de consumo x = (x;,X,) paraa cesta z = (X, +dx,, x, +dx,).
Se o consumidor se mantém na mesma curva de indiferenga, ou seja, sua uti-
lidade se mantém constante, entdo du =0. Logo,

du(x, + du(x, +
(247) UG X gy PHAEN) 4,

ox, ox,

da qual obtemos a derivada da curva de indiferenca cuja utilidade associada
é u(x,x,):

du(x,,x,)
(2.48) = —__ M __UMg
x|, dulx,x)  UMg,
0x,

Enfim, a TMS(x,,x,) pode ser expressa como o modulo desta derivada:

Ou(x,,x,)
ox UMg
TMS(x,,x,)= L= 1
(2.49) )™ ut) ~ Uvtg,
0ox,
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Vamos agora nos voltar para a teoria da firma, mais especificamente, para a teoria
da producao. Acompanhe!

A taxa marginal de substituicao técnica ou simplesmente a taxa técnica de
substituicao (TTS) mede a taxa a qual a firma deve substituir um insumo
por outro para manter a producdo constante. Intuitivamente, a taxa técnica
de substitui¢ao do insumo 2 pelo insumo 1, denotada por 7T7S(x,,x,), é a
quantidade de insumo 2 que a firma pode reduzir por usar uma unidade adi-
cional do insumo 1 e manter a sua produgdo constante ou, alternativamente, é
a quantidade adicional de insumo 2 que a firma deve usar para abrir mao de
uma unidade do insumo 1 e manter constante sua produgao.

A partir da fun¢ao de produ¢ao podemos determinara 775(x,, x,) . Considere
uma firma que estd utilizando a seguinte combinag¢do de insumos (x,x,).
Imaginemos uma varia¢ao na quantidade utilizada de cada insumo (Ax,, Ax, ),
de maneira que a nova combinagdo (X, +Ax;,x, +Ax,) gere 0 mesmo nivel
de produto y ou, equivalentemente, que a producdo se mantenha constante
(Ay =0). Devemos ter, entdo:

(2.50) Ay = PMg Ax, + PMg,Ax, =0,
sendo PMg; o produto marginal do fator ou insumo i =1,2.

Logo, a taxa média de variagdo ao longo da isoquanta Q(y) associada a produ-

¢d0 y, a qual pertence a combinagdo de insumos (x,,x,), supondo PMg, >0,

¢ dada por:

(2.51) A -
Ax

3 PMg,
PMg, .

1 y=1f(x,x;)

A TTS(x,,x,) é, por defini¢do, o médulo desta taxa, isto é:

Definicdo 2.9 — Taxa técnica de substituicao

Considere uma firma cuja tecnologia é descrita pela funcdo de producao
f(x,,x,), cujo dominio ¢é o conjunto R’ . A taxa técnica de substituicio do in-
sumo 2 pelo insumo 1, a partir da combinagao de insumos (x;,X,), é dada por

Ax PM,
TTS(x,,x,) = ——2 - PM? ,com PMg, (x,,x,) #0.
2

1 y=r(x,%)
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Facamos o mesmo exercicio utilizando as ferramentas do célculo. O diferen-
cial total da fun¢ao de producao f(x,,x,) é, por definigao:

— af('x]’XZ)dx +af(xl’x2)

2.52 d
(252) 4 ox, ox,

dx,.

Este diferencial total fornece uma aproximagdo da variagdo da produgido y
quando a firma passa da combina¢ao de insumos (x,,x,) para a combinagao
(x +dx,, x,+dx,). Se a firma se mantém na mesma isoquanta Q(y), ou seja, sua
produgdo se mantém constante, entdo dy=0. Logo,

UACESPRIICENY

2.53 x, =0
(2:53) 0x, 0x, ?

b

da qual obtemos a derivada da isoquanta Q(y) cuja producao associada é
¥ = f(x,x,), ou seja:

af (x,x,)
(2.54) o, M __PMg
dxl y=f(x+x,) M PMgZ
ox,

supondo PMg, >0. Enfim, a T7S(x,,x,) pode ser expressa como o mddulo
desta derivada:

of (x,,x,)
ox PMg
2.55 TMS(x,,x,) = = L.
( ) (xl xz) af(xlsz) PMg2
ox,
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Saiba Mais n

Para saber mais sobre derivadas parciais e técnicas de derivacdo parcial, consulte a
secdo 7.4 de Chiang; Wainwright (2006, p. 159-163) e a secdo 9.1 de Hariki; Abdounur
(2002, p. 321-331).

Uma apresentagao mais formal do conceito de diferencial total de uma funcao de
varias variaveis é encontrada na secao 7 — Crescimento total e diferencial total do
Capitulo VIII de Piskounov (1993).

Uma apresentacdo com enfoque mais econémico sobre produtividade marginal,
principio das produtividades marginais decrescentes e taxa técnica de substituicao
é encontrada nas sec¢des 18.5 a 18.7 do Capitulo 18 (Tecnologia) de Varian (2006).

Uma apresentacdo com enfoque mais econdmico sobre utilidade marginal e taxa
marginal de substituicdo é encontrada nas se¢des 4.4 e 4.5 do Capitulo 4 (Utilidade)
de Varian (2006).

Concluimos a Unidade 2. Agora vocé deve ler o resumo do conteddo que traba-
Ihamos até este momento e, em seguida, responder as questdes das Atividades de
aprendizagem. Leia e releia a unidade antes de processar as respostas e recorra aos
tutores sempre que tiver duvidas. Além disso, lembre-se de assistir a Videoaula 2 no
AVEA. Bom trabalho!

Resumo da unidade

Nesta unidade, apresentamos o uso dos conceitos matematicos de derivada par-
cial de primeira e segunda ordem e de diferencial total de primeira ordem de uma
funcdo de vdrias varidveis nas representacdes formais das restricdes tecnoldgicas
com as quais se defronta uma firma e das preferéncias (gostos) de um consumidor
sobre as cestas de consumo pertencentes a seu conjunto consumo. Na primeira se-
cao, estabelecemos a definicdo matematica de derivada parcial e sua interpretacao
geométrica. Ademais, tratamos de regras de derivacdo, bem como do conceito de
derivadas parciais de ordem superiores. Na segunda se¢ao, apresentamos o uso dos
conceitos e técnicas operatdrias expostos na primeira secdo para estabelecer for-
malmente o conceito econémico de produtividade marginal e o principio das pro-
dutividades marginais decrescentes. Além disso, utilizamos os mesmos conceitos
matematicos para estabelecer o conceito econémico de utilidade marginal e cons-
truir uma taxonomia dos tipos de mercadorias do ponto de vista de um consumidor
(bens, males e neutros). Na terceira secao, por sua vez, expusemos o conceito mate-
matico de diferencial total de primeira ordem. E, por fim, na ultima secdo, aplicamos
esse conceito matematico na formalizacdo dos conceitos econémicos de taxa mar-
ginal de substituicao e de taxa técnica de substituicao.
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Atividades de Aprendizagem - 2 E
1) Obtenha as derivadas parciais de primeira e segunda ordem das seguintes fungoes:
a) y=3x'—10xx; +65;
b) ¥ =306 +3,)(x —¢™);
A y=In(x/x,);
_x -3

d y= .
XX,

2) Considere uma firma uniproduto cuja tecnologia é descrita pela seguinte funcéo
de produgéo y = 3xl\/;c29, sendo y a quantidade produzida em um dado peri-
odo de producao utilizando x, do insumo 1 e x, do insumo 2. Com base em tal
funcao de producao, pede-se:

a) as produtividades marginais;

b) uma estimativa da variacdo da producao para quaisquer pequenas variacoes
de x, e x,, utilizando o diferencial total de primeira ordem;

) se a firma estiver usando inicialmente a combinacdo de insumos (5,4), qual
serd a variacdo estimada da producao se a quantidade do insumo 1 aumentar
0,25 e a quantidade do insumo 2 diminuir 0,57

d) afuncao de producao é homogénea? Em caso afirmativo, de que grau? A tec-
nologia representada pela funcao de producéo acima apresenta que tipo de
retornos de escala?

3) Seja Q=F(K,L)= K?**[*# uma funcéo de producio, na qual Q é a quanti-
dade de produto, K o estoque de capital e L a quantidade de trabalho. Suponha,
ademais, que e >0 e B>0. Que restricdes adicionais, se houver alguma, deve-
mos impor sobre as constantes paramétricas ¢ e 3 para que a tecnologia repre-
sentada por esta funcao de producdo apresente retornos constantes de escala e,
simultaneamente, satisfaca o principio das produtividades marginais decrescen-
tes? Justifique formalmente sua resposta.

4) Obtenha, se existe, a taxa marginal de substituicdo das seguintes fun¢des utilidade:
a) u(x,x,)=3x+Inx;
2x+3x, |

b) u(x,x,)=e

o u(x,x,)=alnx, +blnx, ,coma>0eb>0.
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5) Obtenha, se existe, a taxa técnica de substituicdo das seguintes funcdes de
producao:

a) f(x,x)=x+x,;
b) f(xlaxz):7+5(x1+x2)3}

A f(x,x)=A4x"x,", com 0<a<l.
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OTIMIZACAO ESTATICA COM DUAS
VARIAVEIS DE ESCOLHA

Ao final desta unidade, vocé devera ter conhecimentos sobre:

. o uso dos conceitos matematicos de maximos e minimos nao condiciona-
dos e condicionados de uma fun¢iao de duas variaveis nas representagdes
formais de problemas de maximizag¢do de lucro por firmas multiprodutos,
com e sem poder de mercado, e de maximizagdo de utilidade de um consu-
midor tomador de precos;

. as condigdes necessarias de primeira ordem (CPO), bem como as con-
digdes suficientes de segunda ordem (CSO) para um maximo e para um
minimo local de um problema de otimizagdo estatica ndo condicionada
(sem restricao);

. a aplicagao das CPO e CSO na solugdo de problemas de maximizagdo de
lucro de firmas multiproduto, com e sem poder de mercado;

. as CPO e CSO para um maximo e para um minimo local de um problema
de otimizagao estatica condicionada (com uma restri¢do de igualdade); e

. a aplicacao das CPO e CSO na solu¢ao de problemas de maximizagao de
utilidade de um consumidor tomador de pregos.

Nesta unidade, juntaremos os conceitos matematicos e econoémicos trabalha-
dos nas unidades anteriores e analisaremos, do ponto de vista formal, os pro-
blemas de escolha de firmas e consumidores em um contexto estatico. Com
isto, vocé tera o embasamento necessario para comegar a estudar os contetdos
tipicamente trabalhados nas disciplinas de Microeconomia.

3.1 OTIMIZACAO ESTATICA NAO CONDICIONADA
COM DUAS VARIAVEIS DE ESCOLHA

Um problema de otimizagdo (maximiza¢ao ou minimizagao) estatica nao con-
dicionada com duas variaveis de escolha é representado da seguinte maneira:

(3.1) Max/1§4in f(x,x,),

(x1,%,
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na qual x, com i 1,2,..,n, é a i-ésima varidvel de escolha (de decisdo ou de
politica) e f(x;,X,....,x,) é a fungdo-objetivo.

Este problema de otimizacdo, ou seja, de busca de um 6timo em (3.1) é clas-
sificado como estatico porque estamos procurando um tnico valor para o
vetor (X;,x,)de variaveis de escolha que maximiza ou minimiza a fung¢do-ob-
jetivo f(x,,x,) . Por sua vez, a otimizagdo dinamica, que foge do escopo desta
unidade, trata da escolha 6tima de uma sequéncia de valores para um dado
conjunto de variaveis de escolha - como quantidades de capital e trabalho
utilizados por uma firma -, de maneira a maximizar (ou minimizar) um dado
critério de desempenho, como, por exemplo, a soma de lucros (ou de custos)
mensais trazidos a valor presente de uma firma.

O qualificativo “nao condicionada” é sindonimo de “sem restri¢des”. Restri¢oes

sao condigoes expressas em termos de igualdades e/ou desigualdades que
se estabelecem entre as variaveis de escolha para expressar certos vinculos
(inter-relagdes) que ha entre elas em um determinado contexto. Por exemplo,
o consumidor nao pode escolher qualquer cesta de consumo (x;,x,)do seu
conjunto consumo M ; ele deve escolher aquela cesta mais preferida entre as
que pode comprar, ou seja, tal que p,x, + p,x, <m, sendop, > 0ep,> 0 os
precos unitarios dos bens a sua disposi¢ao e m > 0 sua renda nominal em um
dado periodo de referéncia.

Vejamos agora trés exemplos econdmicos especificos que podem ser expressos
em termos da estrutura geral (3.1).

Exemplo 3.1 - Formalizacao do problema de maximizacao
de lucro de uma firma multiproduto e tomadora de precos
nos mercados de bens

Vamos formalizar um problema de maximizagdo de lucro de uma firma que
produz dois produtos em mercados perfeitamente competitivos. A firma toma
como dados os pregos de venda de seus produtos, ou seja, o preco unitario do
primeiro bem p, > 0 e o prego unitdrio do segundo bem p, > 0 sdo considerados
variaveis exogenas. Assim, a receita total da firma ¢ dada por:

(3.2) R(q,,9,) = pq, + P-4,

sendo ¢, e ¢, as quantidades produzidas (e vendidas) dos bens 1 e 2 pela firma,
respectivamente, em um dado periodo.

A estrutura de custos da firma é caracterizada pela seguinte fungao custo total:
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(3.3) C(qla%)zs%z +4149, +3q22-

Como a firma ¢ maximizadora de lucro, sua fungao-objetivo é a fungao lucro,
ou seja,

. 12492) = 12492)— 1242) = P14, 24 — 12 142 22-
(3.4) L(9,,9,) = R(4,,q,) — C(q,,9,) = P\q, + P9, — (3¢, +q,9, +34,7)

O problema de maximizag¢io de lucro da firma é, portanto:

(3.5) Max L(q,,q,)= {‘qlzvg Y2V 22X 5%2 —q99, — 3%2 >

(41,42)

no qual g, e g,sdo as variaveis de escolha da firma.

Exemplo 3.2 - Formalizacao do problema de maximizacao de
lucro de uma firma multiproduto e monopolista

Considere uma firma com poder de mercado, ou seja, que se defronta com as
seguintes fun¢des demanda de mercado inversas:

(3.6) pl :144—5q1 € pZ :144_3q2)

sendo ¢, e ¢, as quantidades produzidas (e vendidas) dos bens 1 e 2 pela firma,
respectivamente, em um dado periodo e g, e g, sdo os pregos unitarios dos
bens 1 e 2, respectivamente.

Logo, os pregos unitarios dos bens 1 e 2 produzidos pela firma nao sdo mais
variaveis exdgenas, de maneira que a fungao receita total passa a ser:

(3.7) R(q,,9,) = piq, + P,g, = (144-5¢q,)q, + (14834, )q,>
R(q,,q,) =144q, _5%2 +143¢, _36122 .

A estrutura de custos da firma é caracterizada pela seguinte fungéo custo total:

(3.8) C(q,,9,) = q12 +4q,q, +Q22 +75.

Como a firma é maximizadora de lucro, sua fun¢ao-objetivo ¢ a fungéo lucro,
ou seja,

(3.9) L(q,,9,) = _6‘]12 _46122 +144q, +148q, —4¢,q, =775 .
O problema de maximizag¢ao de lucro da firma é, portanto:

(3.10) {\q/{% L(q,,9,) = {Z[’gﬁ_ 6%2 _4%2 +144q, +148q, -4 q,9, -5

no qual g, e g,sdo as varidveis de escolha da firma.
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Exemplo 3.3 - Formalizacao do problema de maximizacao
de lucro de uma firma uniproduto e tomadora de pre¢os nos
mercados de bens e de fatores

Vamos formalizar um problema de maximiza¢ao de lucro de uma firma toma-
dora de pregos no mercado de bens que produz um tnico produto com dois
insumos comprados em mercados de fatores perfeitamente competitivos.

A firma produz uma quantidade ¢ > 0 do seu produto, sujeita a fun¢ao de produ-
¢do Cobb-Douglas definida no Exemplo 1.9 e repetida aqui por conveniéncia:

(1.12) %) = Axix,

naqual 4 > 0, 0 > a e 0 < b< 1 sdo constantes reais. As varidveis x, e x,

representam as quantidades de capital e trabalho, respectivamente, utilizadas
em um determinado periodo de produgéo.

Como ja vimos anteriormente, esta fun¢do de producao satisfaz o principio
das produtividades marginais decrescentes e, supondo que a + b < I, apresen-
ta retornos decrescentes de escala.

Por néo ter poder de mercado, a firma vende seu produto a um prego unita-
rio p > 0 < I constante e exogenamente determinado. Assim, considerando
(1.12) e para um dado valor do preco unitdrio, a receita total pode ser expressa
como uma fun¢io das quantidades de insumos:

(3.11) R(x,,x,) = pAx“x," .

A firma também é, por hipdtese, tomadora de pregos nos mercados de fatores,
ou seja, o preco (custo de oportunidade) do capital » > 0 e o preco do traba-
lhado (salario) w > 0 sdo tomados como constantes e exogenamente determi-
nados pela firma. Assim, o custo total da firma pode ser expresso como segue:

(3.12) C(x;,x,) =rx; +wx, .

Dados o custo e a receita totais, o lucro total (fun¢do-objetivo) da firma sera
entao:

(3.13) L(x,,x,) = R(x,,x,) = C(x,,x,) = pAx,“x,” —rx, —wx, .

Determinada a fun¢ao-objetivo da firma, o problema de maximizagao de lu-
cro pode ser assim representado:
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(3.14) Max L(x,,x,) = {\X/Ig)g pr1ax2b I WX,

(x1,%;)

Cabe salientar que neste contexto as variaveis de escolha sdo as quantidades
de insumos x, e x,.

3.1.1 CoNDICAO DE PRIMEIRA ORDEM (CONDICAO NECESSARIA)
PARA UM EXTREMO

A partir de agora, vamos trabalhar, sem perda de generalidade, com fungdes
de duas variaveis reais independentes. Mas, antes, vejamos a defini¢do de
maximo e minimo de fun¢des de duas variaveis e o teorema que estabelece a
condigao de primeira ordem (CPO) ou condi¢ao necessaria para um extremo.
Acompanhe!

Definicao 3.1 - Maximo e minimo de fun¢ées de duas variaveis

Diz-se que a fungdo f(x,x,) admite um maximo no ponto(x;,x,) se
f(xl*,x;)>f(xl,x2), para qualquer ponto (xl,xz);t(xl*,x;) na vizinhanca de
(x;,x,)- Analogamente, diz-se que a funcdo f(X;,X,) admite um minimo no pon-
to (x,,x,) se f(x;,x,) < f(x,,x,), para qualquer ponto (X;,x,) # (x,,X,) na vizi-

nhanca de (x;,x,).

Teorema 3.1- Condicao de primeira ordem ou condicdo necessaria para um extremo

Considere uma fungdo f'(x,,x,) definida em um dominio D(f) C R? aberto. Se
S (x1,%,) admite um extremo (um maximo ou um minimo) em (x,,x,) € D(f),en-

o FOx) _ (%) _
ox, 0ox,

Demonstragéo: Com efeito, fixemos o valor de x, em x, =x,. A funcdo f(x,x,)

torna-se, portanto, uma funcdo de uma Unica variavel, a saber, X, Por hipétese,
* . 5 * U

f(x, ,x,) admiteumextremonoponto(X, ,X,),noqual X; = X; .Consequentemente,

como vimos na disciplina Elementos de Economia Matemdtica | (SILVEIRA, 2010),

M = (). Demonstra-se, do mesmo modo, que M =0-
ox, x,
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Observagio 3.1: E importante observar que no ponto extremo (x,%,) 0
diferencial total da fungdo y = f(x,,x,) anula-se, pois

of (x; ,x, of (x;,x,

dy = ACE 2)a’xl+ JACTE 2)dxzzoa’xl+0dx2:0-
X, ox,

Portanto, da mesma forma como dizemos, no caso de uma variavel, que em

um extremo a derivada primeira se anula, no caso de varias variaveis, em

um extremo dizemos que o diferencial total de primeira ordem se anula.

A seguir, veremos dois exemplos puramente matematicos de aplicagdo do
Teorema 3.1.

Exemplo 3.4 - O uso da CPO na deteccao de um extremo local

Considere a seguinte fungdo y=8x, +2x.x,-3x/ +x; +1. A condicdo de pri-
meira ordem para um extremo é:

D o4y 4 2x,—6x, =0,
Oox,

Y oy 2x, =0,
X
Este sistema de equagdes possui duas solugoes, a saber, (0,0) e (1/3, -1/3), os
quais sdo extremos. Na Figura 3.1, podemos observar o grafico da fungao em

analise numa vizinhanga do ponto (0,0) e e do ponto (1/3, -1/3).

X 0,40

Figura 3.1 - Gréficos da fungao y = 8xl3 —2x,x, —3x12 + x22 +1 em torno dos extremos (0,0) e
1/3,-1/3).
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Exemplo 3.5 - O uso da CPO na deteccao de um extremo local

Considere a seguinte fun¢do y =x, +2ex, —e" —e*. A condi¢do de primeira
ordem para um extremo é:

a_y =1-e" =0,

ox,

6_y =2e—2e" =0.
Ox

2

Este sistema de equagdes possui uma tnica solugdo, a saber, (0,1/2), que é um
extremo.

3.1.2 CoNDICAO DE SEGUNDA ORDEM (CONDICAO SUFICIENTE)
PARA UM MAXIMO E PARA UM MINIMO

Considere um ponto (x,,X,) do dominio D(f) C R?da fun¢io ¥ = f(%,,X;) no

qual existem derivadas parciais continuas /%) ¢ S(,%)
ox, 0ox,

Vocé deve lembrar que na se¢do 2.3, mais precisamente na Definicao 2.6, defi-
nimos o diferencial total de primeira ordem desta fun¢do como:

dy: f(xlaxz)dxl +f(x1>x2)dx

X, Ox,

.

Note que o diferencial dy é uma fungao de x, e x,. Podemos, portanto, obter o
diferencial total de primeira ordem de dy, ou seja, d(dy) =d’y . Este diferen-
cial é denominado diferencial total de segunda ordem da fun¢do y = f(x,x,),
sendo uma estimativa da varia¢ao da varia¢ao de y gerada por dadas variagoes
de x, e x,. Formalmente, o citado diferencial total é definido da maneira como
Vemos a seguir.
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Definicao 3.2 - Diferencial total de segunda ordem

Considere um ponto (x;,X,) do dominio D(f) C R2dafuncdo y = f(x,,X,),noqual
S(x,x,) ef = S (x,x,) )
ox, ’ ox,

O diferencial total de sequnda ordem desta funcdo no ponto (X, X,) é dado por

existem derivadas parciais continuas f, =

d(dy) = a(gdy )y, + aédy  as,,

X X5
d* y=( fx,x, dx, + J’sz] dx, )dx, +( fm2 dx, + fw2 dx, )dx,,
d’y= fxlx1 abcl2 +2 fxlxz dx,dx, + fxm dxzz.

Para fixar o conceito, no conceito seguir, vamos aplicar esta defini¢ao a uma
o matemdtica sem significado econémico explicito.

Exemplo 3.6 - Calculo do diferencial total de segunda ordem de
uma funcao de duas variaveis

Considere a seguinte fun¢do: y =x; +5x.x, —x; .
Seu diferencial total de primeira ordem é:
dy :del +de],
X, ox,
dy = (3x] +5x,)dx, +(5x, —2x,)dx,.

A partir deste diferencial, podemos obter o diferencial total de segunda ordem,
a saber:

d’y= _G(dy) =dx, + G(dy)
ox, ox,
d’y= (6x1 dx, +5dx2)dx1 +(5de —2dx2)dx2,

d’y = 6x,dx] +10dx, dx, —2dx;.

dx,,

Como f;cl = 3x12 + 5x2 , fx2 = 5xl — 2x2 , fxm = 6)(1 , fx]xZ =5e¢ fxm =-2 , conclui-
se que as formulas acima estdo de acordo com os conceitos de diferencial total
de primeira e de segunda ordem estabelecidos na Defini¢ao 2.6 e na Defini¢do
3.2, respectivamente.
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Vejamos agora a relagao entre maximos e minimos e o diferencial de segunda
ordem. Na Observagdo 3.1, destacamos que o diferencial total de primeira or-
dem de uma funcdo y = f(x,,x,) é nulo, dy =0, em um ponto extremo (x,,x,).
Assim, se num ponto extremo (x;,x,) temos d’y <0, entdo segue que dy sofre

uma variagdo negativa em qualquer dire¢do que se va a partir do ponto (%, x;)

no dominio D(f). Como dy =0 no ponto (x/,X,) e esta grandeza é decrescente

(pois d*y <0), segue que numa vizinhanga suficientemente pequena em torno

de (x/,x,) teremos dy <0. Isto indica que a fun¢io é decrescente em qualquer
dire¢ao no dominio D(f) numa vizinhanga suficientemente pequena em tor-
no de (x,x,). Em outras palavras, f(x,x,)> f(x,,x,) para qualquer ponto

(x,,%,) nessa vizinhanca suficientemente pequena em torno do ponto (x;,x,).
Enfim, neste ponto ha um maximo local dado por f(x;,x,). Um raciocinio

analogo poderia ser feito para o caso em que d’y >0 no ponto (x7,%,). Isto

nos levaria a conclusdo de que, sob tal hipétese, haveria um minimo local em
(x,x,), dado por f(x/,x,).

Portanto, para determinar se em um ponto extremo (x;,x,) ha um méximo ou
um minimo local, temos que saber o sinal do diferencial total de segunda or-
dem d’y neste ponto. Como vocé verd, o diferencial total de segunda ordem ¢é
uma forma quadratica e, portanto, determinar o sinal do primeiro se resume
a encontrar o sinal de uma forma quadratica. Este tipo de forma é definido
COMO veremos a seguir.

Definicao 3.3 - Forma quadratica

Uma forma quadratica ¢ em duas variaveis z, e z, € um polindbmio da forma

_ 2 2 = .
q(z),z,) = a,z; +2a,,z,z, +a,z,,naquala,, a,, e a,,sdoconstantes.Generalizando,

uma forma quadratica em R¥ é uma funcao real de % varidveis da forma

k
q(z,2,, ..., zy = ). @;Z;Z;, sendo 4, uma constante.
ij=1

Considerando a defini¢do anterior, concluimos que o diferencial de segunda
ordem d’y= S dx} +2 S dxda, + f dx; ¢ uma forma quadratica nas va-
ridveis dx, e dx,. Mais explicitamente, d’y = . dx} +2 Sodxdx, + 1 dx; é
uma forma quadratica do tipo q(z,,z,) = a, z} +2a,,2,z, + a,z;, sendo g =d’y,
zy=dx, z, =dx,, a;, = [, @, =f,, e a»=f, . Portanto, estudar o sinal do

diferencial d’y significa estudar o sinal de uma forma quadrtica.
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As formas quadraticas podem ser classificadas com base no sinal que assu-
mem. Isto é feito da seguinte maneira:

e ¢>0=g¢ édenominada positiva definida;
e ¢>0=¢q édenominada positiva semidefinida;
e g<0=q ¢édenominada negativa definida;
e g<0=q ¢édenominada negativa semidefinida.

Podemos, agora, nos perguntar: quais restricdes podem ser impostas sobre os coe-
ficientes a,, a,, e a,, para g ser positiva (ou negativa) definida?

Para responder a esta questao, vamos reescrever a forma quadratica ¢ em duas
variaveis z e z,, estabelecida na Defini¢ao 3.3, como segue:

_ 2 2
q=ay,z +2a,2z,+ay,z,

319 o  @E @
q=a,zy +2a,zz, tayz, + - )
1 a
2 2 2 2
_ 2 a2z, 2 4p2,
q=ay,z +2a,zz,+ +ay,z, - )
1 ap
2 2 2
_ 2 2ap21z, | a2 ap |2
q—a“ Zl + + 2 + 6122 i 22,
a,, ay ay
2
a, .z a,d,, —a
_ 1222 19 — a1, | 2
q —all Zl + + 22'
a,, a;,

Analisando a expressio (3.15), vemos que: se g, > 0 € a,,a,, —a;, > 0,entdo g >0,
ou seja, a forma quadratica g serd positiva definida. Por sua vez, se a,, <0
e a,a,,—aj, >0, entdo ¢ <0, isto é, a forma quadratica ¢ torna-se negativa
definida. Em termos mais esquematicos:

(3.16) a,>0 e a,a,,—a,>0>0 = ¢>0 = g &pesitiva definida;
(3.17) a,<0¢ a,a,,—a},>0 = ¢<0 = q&megativadiefmida
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Respondida a questao levantada anteriormente, podemos estabelecer a condi-
¢dodesegundaordem paraum méaximo e paraum minimo. Comojafoiobserva-
; ; 2. 2 2
do, o diferencial total de segunda ordem @*y = . dx} +2f,  dxdx, + f,  dx,
’ " e . 2
¢ uma forma quadratica nas varidveis dx, e dx , com g=d"y, z =dx,
zy=dxy ay=f, > @y =1, € dn = /f..,- Considerando as restri¢des sobre as
constantes da forma quadratica g, sintetizadas em (3.16) e (3.17), por analogia
concluimos que:

2 s 5 .
(B18) fi, >0 e f.. [ —(fw) >0 = d’y>0 = f(x,x,) éunmmbinindtatal

(319) £, <0¢ f, fo ~(fin) >0 = dPy<0 = f(x],x}) éummdiicmiotatal

Neste momento, vamos aplicar os critérios anteriores para analisar os extre-
mos obtidos nos Exemplos 3.4 e 3.5 trabalhados na subsec¢do 3.1.1. Observe.

Exemplo 3.7 - O uso da CSO na busca de maximos e minimos locais

Retomando o caso do Exemplo 3.4, temos a fungio:

f(xl,xz)z 8x; +2x,x, =3x7 +x; +1.
A condigdo de primeira ordem é dada por:
[, =24x] +2x, - 6x, =0,
Jo, =2x +2x,=0.

Como ja vimos, as solugdes deste sistema de equagdes sdo (0,0) e (1/3, -1/3),
que geram os extremos f(0,0)=1e f(1/3,-1/3)=23/27.

Para a aplicagdo da condi¢do de segunda ordem, necessitamos das derivadas
parciais de segunda ordem:

Jor =48x, =6, =2,f =2
Em (0,0) temos:

f;‘x' :48X0_6=_6<0 € ‘f;clxlf;zxz _(f;qxz)z :(_6)X2_22 =_16<0'

Esta combinacao de sinais nao satisfaz nem a condigdo (3.18) nem a (3.19). De
fato, £(0,0)=1 ¢éum ponto de sela, conforme vimos na Figura 3.1.
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Em (1/3,-1/3) temos:

fo. =48x(1/3)=6=10>0 ¢ f, f. —(f..) =10x2-2°=16>0.
Logo, considerando a condigio (3.18), f (1/3,-1/3)=23/27 é um minimo local.

Exemplo 3.8 - O uso da CSO na busca de maximos e minimos locais

Retomando o caso do Exemplo 3.5, temos a fungao:
f(x,x,)=x, +2ex, —e" -

A condigdo de primeira ordem é dada por:

S, =1-¢" =0,

f,, =2e-2¢" =0,
cuja solu¢ao é o par ordenado (0,1/2) )

Para a aplicagdo da condi¢do de segunda ordem, necessitamos das derivadas
parciais de segunda ordem:

fxlxlz _exl 5 x,x2= Oa ]rxzxzz _4€2X2.
Avaliando tais derivadas no ponto (0,1/2) obtemos:
](X'x' - —60 =-1<0 e ](xl’ﬁ f;rzxz - (.f;c]xz )2 = (_eo)(_4e2><0) - (0)2 =4e>0

Logo, pela condigao (3.19), inferimos que f (0, 1/ 2) =—(1+e) éum maximo local.

Para concluirmos esta subse¢do, vamos ver mais um exemplo para esclarecer
o significado de um ponto de sela.

Exemplo 3.9 - Um ponto de sela

Considere a seguinte fungao:
f(x,x,)=3+x"—x; —=2(x,—x,).
A condigdo de primeira ordem é dada por:

f. =2x,-2=0,
f. ==2x,+2=0.
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A solucéo deste sistema existe e é tnica, a saber, x, =x, =1.

Para a aplicagdo da condi¢do de segunda ordem, necessitamos das derivadas
parciais de segunda ordem:

f;clxlz 27 f;clxzz 0’ f;czx2: _2’

Avaliando tais derivadas no ponto (1,1) obtemos:
fx‘xlz 2>0 ¢ ]Fxlxl f;fzxz_ (f;qxz )2: 2x (_2) - (O)zz —-4<0

Esta combinagdo de sinais nao satisfaz nem a condi¢do (3.18) nem a (3.19). De
fato, (0,0)=1 éum ponto de sela, conforme podemos ver na Figura 3.2 a seguir.

Vejamos por que este ponto nao é nem um maximo nem um minimo local. O
diferencial total de segunda ordem no ponto (1,1) é:

dzy = fxm dx12 + 2f)€1xz dxldxz + f;fzxz dx22 >
d’y =2dx] —2dx:.

Se dx, # 0 e dx, = 0 segue que d”y >0 navizinhanc¢a do ponto (1,1). Isto signi-
fica que se variarmos o valor de x, a partir do ponto (1,1), mantendo constante
o valor de x, haverd um aumento de y. Por outro lado, se dx, =0 e dx, # 0 se-
gue que d’y <0 na vizinhanga do ponto (1,1). Isto significa que se variarmos
ovalor de x, a partir do ponto (1,1), mantendo constante o valor de x , haverd
uma redugéo de y.

Figura 3.2 - Gréfico da fungao f’ (x] , X, ) =3+x —x; -2 (x1 —X, ) em torno do extremo (1, 1) .

89




Gabriel Cramer

(1704 - 1752) foi um mate-
matico suico. Dedicou-se,
de maneira especial, a
teoria das curvas.

Fonte da imagem: http.//
en.wikipedia.org/wiki/
Gabriel_Cramer

Elementos da Economia Matematica IT

3.1.3 APLICACOES NA ANALISE ECONOMICA: A DECISAO DE PRODUGAO
OTIMA DE UMA FIRMA MULTIPRODUTO COM E SEM
PODER DE MERCADO

Em posse das condi¢bes de primeira e segunda ordem obtidas nas subse¢des
3.1.1 e 3.1.2, vamos analisar os problemas microecondmicos de otimizagido
estatica e ndo condicionada de duas variaveis de escolha estabelecidos nos
exemplos do inicio da presente segio.

Exemplo 3.10 - Solucao do problema de maximizacao de lucro de
uma firma multiproduto e tomadora de precos nos mercados de bens

Considere o problema de maximizagdo de lucro do Exemplo 3.1, a saber:

(3.5) {\ql‘qvg L(q,,q9,) =Max pq, + p,q, _5%2 — 419, _3‘]22 )

(ql :qZ)
no qual g, e g, sdo as varidveis de escolha da firma.
A condigdo de primeira ordem para maximiza¢ao de lucro é de que os lucros

marginais para cada produto sejam nulos, ou seja, que as receitas marginais se
igualem aos respectivos custos marginais em cada linha de producao:

aL % %
L, =—=p —10q, —q,=0,
g,
(3.20) I
L, Sag, PO —6g, =0.

O sistema (3.20) pode ser reescrito da seguinte maneira:

(3.20-a) {10?1 _qi =D
q, —64, = p,.

Usando a regra de Cramer, podemos obter a solugdo deste sistema linear, a

saber:

b 1‘ |10 P
(3.21) c_lp 8 _6p-p, gl Pl 10mop
’ q, = = 2 59 59 .
10 p, 59
1 6
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Do ponto de vista econémico, a solugao (3.21) s6 é significativa se ¢/ >0 e
q; > (0. Considerando (3.21), isto ocorrera se, e somente se:

6p, —p, >0,
10p, —p, >0.

(3.22)

Portanto, para uma dada estrutura de pregos relativos ( D> pz) na qual as
desigualdades em (3.22) sejam satisfeitas, havera um tnico ponto extremo
candidato a plano de produ¢ao maximizador de lucro, a saber:

* * 6 - 10 -
(3.23) (ql,qz){ hopy P ”lj.

59 59

Para a aplicagdo da condigdo de segunda ordem, necessitamos das derivadas
parciais de segunda ordem, que sdo obtidas a partir das derivadas em (3.20):

(3.24) L, =-10,L,, =-1L,, =-6.

D92

No ponto (ql* ,q;) temos:

(325 L, =-10<0eL, L —(L ) =(10)x(-6)~(-1)*=59>0.

a9 929> 99>

Logo, pela condigao (3.19), inferimos que L(g;,q,) é o lucro méximo em R”_,
ou seja, (g, ,q;) ¢ o plano de produ¢do maximizador de lucro em R” .

Exemplo 3.11 - Solucao do problema de maximizacao de lucro de
uma firma multiproduto e monopolista

Considere o problema de maximizag¢ao de lucro do Exemplo 3.2, a saber:

(3.10) Max L(g,,q,) = Max -69," —4q,” +144q, +148¢, —4q,q, - 75,

no qual ¢, e g, sdo as varidveis de escolha da firma.

A condigdo de primeira ordem para maximizagao de lucro é de que os lucros
marginais para cada produto sejam nulos, ou seja, que as receitas marginais se
igualem aos respectivos custos marginais em cada linha de produgéo:

L =-12q +144—4q, =0,
(3.26) { . 1 ’

L, =—8q,+148—44, =0.
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O sistema (3.26) pode ser reescrito como segue:

12q, +4q, =144,

(3.26-a)
4q; +8q, =148.

Usando a regra de Cramer, podemos obter a solugdo deste sistema linear, a
saber:

‘144 4‘ ‘12 144‘
. 148 8 . |4 148
(3.27) q, = =ﬂ=7 g, = :1200=15.
‘12 4‘ 80 80 80
8

Para a aplicagdo da condi¢do de segunda ordem, necessitamos das derivadas
parciais de segunda ordem, que sdo obtidas a partir das derivadas em (3.26):

L =-12,L =-4L =-8.

na > Haq, 0

No ponto (¢, ,q,) = (7,15) temos:

L, =-12<0¢ L, L, ~(L,, ) =(-12)x(-8)-(-4)’ =80>0

Logo, pela condigao (3.19), inferimos que L(7,15)=1539 é o lucro maximo em R? ,

ou seja, (g,,q,) =(7,15) ¢ o plano de produgao maximizador de lucroemR? .

3.2 OTIMIZACAO ESTATICA CONDICIONADA COM
DUAS VARIAVEIS DE ESCOLHA E UMA ESTRICAO
DE IGUALDADE

Um problema de otimiza¢ao (maximiza¢ao ou minimizagdo) estatica condi-
cionada com 7 variaveis de escolha e uma restricdo de igualdade é represen-
tado como segue:
(3.28) Ma()xc /xjglm f(x,x,) sujeito a g(x,,x,)=c,

1042
no qual x,, com i = 1,2,...,n, é a i-ésima varidvel de escolha (de decisdo
ou de politica), f(x,,x,....,x,) ¢ a fungdo-objetivo, ¢ uma constante e
g(x,x,....,x,) =c arestricdo de igualdade.
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Vejamos um exemplo economico especifico que pode ser expresso em termos
da estrutura geral (3.28), a saber, a formalizagcdo do problema de escolha de
um consumidor.

Exemplo 3.12 - Um problema de escolha de um consumidor

Considere um consumidor cujas preferéncias sobre o conjunto consumo M= R?,
sdo representadas pela seguinte funcdo utilidade:

(3.29) u(x,x,)=xx, +2x,,

sendo x, a quantidade consumida do i-ésimo bem em um dado intervalo de
tempo.

Este consumidor defronta-se com os seguintes pre¢os unitarios exdgenos
P =4 e p, =2 unidades monetarias dos bens 1 e 2, respectivamente, e aufere
uma renda exdgena de 60 unidades monetarias. Logo, sua restricdo orgamen-
taria é dada por:

(3.30) 4x,+2x,=60.

O consumidor busca escolher uma cesta de consumo (x,,x,) € M mais pre-
ferida entre aquelas cestas que pode comprar e esgotam seu or¢amento. Em
outros termos, o consumidor resolve o seguinte problema de maximizagdo de
utilidade:

(3.31) {\la)g X%, +2x, sujeito a 4x, +2x, =60 .

XX

Este problema de maximizag¢do de utilidade é um problema de otimizagao esta-
tica condicionada com duas varidveis de escolha (as quantidades x, e x,) e uma

restricdo de igualdade (a restricdo or¢amentaria (3.30)). A fungao-objetivo é a
funcao utilidade (3.29).

Vamos resolver este problema transformando-o em um problema de maxi-
mizag¢do ndo condicionada com uma variavel de escolha, que aprendemos a
resolver no curso de Elementos de Economia Matemdtica I (SILVEIRA, 2010).

Note que a restri¢do (3.30) torna x, uma fungdo implicita de x,, cuja forma
explicita é obtida trivialmente:

(3.32) X, =30-2x,.

Inserindo (3.32) na fun¢ao-objetivo (3.29), o problema de maximiza¢ao con-
dicionada (3.31) transforma-se no seguinte problema de maximiza¢ao ndo
condicionada:
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(3.33) Max x,(30—2x,)+2x, = Max 32x,—2x,".

A condicdo de primeira ordem deste problema de maximizagao é:
(3.34) du 3 —4x =0>

X

cuja solugdo é x; =8 unidades do bem 1. Inserindo este valor em (3.32) obte-

mos x, =30-2x8=14 unidades do bem 2.

A condigdo de segunda ordem do problema (3.33) ¢ dada por:

(3.35) au_ 4.

X
Logo, u(8,14) é um maximo condicionado. Portanto, a cesta de consumo 6ti-

ma (aquela considerada pelo consumidor a mais preferida dentre as cestas que
ele pode comprar e que esgota seu or¢amento) é (x;,x,) =(8,14).

O problema de maximizagdo estitica condicionada que acabamos de ver ¢é
muito simples e pdde ser transformado facilmente em um problema de otimi-
zagdo estatica mais facil de resolver. Na maioria dos casos, principalmente na
formulacdo de teorias, quando se almeja um maior grau de generalidade, esta
estratégia de simplificagdo é inviavel. Dessa forma, faz-se necessario desen-
volver técnicas para lidar com problemas cuja estrutura matematica é aquela
especificada em (3.28). Faremos isto nas proximas duas subsegoes e depois
disto, na ultima subse¢ao, aplicaremos o instrumental desenvolvido na analise
do problema de maximiza¢ao de utilidade.

3.2.1 CoNDICAO DE PRIMEIRA ORDEM
(CONDICAO NECESSARIA) PARA UM EXTREMO

Supondo que g,(x, ,x;)z%i 0, pelo Teorema da Fungdo Implicita

Xy

sabemos que existe uma fungdo
(3.36) x, =h(x,)

. . * * . 14
na vizinhanga de (x,,X,) e que sua derivada é dada por:

(3.37) B(x) = — &5 %)
g,(x,,x;)

94




UNIDADE 3 - ()TIMIZA(;A() ESTATICA COM DUAS VARIAVEIS DE ESCOLHA

A obtengdo dessa derivada pode ser explicada intuitivamente como vocé vé a se-
guir. Note que o diferencial total de primeira ordem da fungdo g(x,,x,) no ponto
(x,x,) é dg = g,(x,,x,)dx, + g,(x;,x,)dx,. Como g(x,,x,)=c, entdo dg =0.

Portanto, dg = g,(x,,x,)dx, +g,(x,,x,)dx, =0. Manipulando algebricamente esta

ultima igualdade e lembrando que A'(x,) = % chegamos a deriva em questdo.
xl

Inserindo a funcdo (3.36) na fun¢do-objetivo em (3.28) podemos transformar
este problema de otimizagao estatica condicionada no seguinte problema de
otimizagdo estatica ndo condicionada:

(3.38) Ma(x/]&din f(x,h(x)).

Usando a regra da derivada de uma fun¢do composta (regra da cadeia), obte-
mos a condi¢do de primeira ordem deste problema, a saber:

(3.39) [0+ £ (LX) () =0,
x % 0 *, * . . *
sendo fl(xl,xz)EM e fz(xl,xz)Eaf(x]’XZ).
8x1 axz

Inserindo (3.37) em (3.39) obtemos:

(3D f053) - £l SL2) g o H001) _ H00),
g, (x,x,) g(x,x)  g,(x,x,)

Cabe salientar que além desta condigdo temos que:
(3.41) gly.x)=c,

Em suma, a condi¢ao de primeira ordem para o problema de otimizagao (3.28)
¢ dada pelo conjunto das condigoes (3.40) e (3.41).

Nos exemplos a seguir, vamos aplicar estas condi¢des ao problema de maximizacao
de utilidade apresentado no Exemplo 3.12. Acompanhe!
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Exemplo 3.13 - O problema de escolha
de um consumidor revisitado

Considere novamente o problema de maximizagao de utilidade do Exemplo
3.12, repetido aqui por conveniéncia:

(3.4) {\/[a}g XX, 2x, sujeitoa 4x, +2x, =60 .

Vamos aplicar ao problema (3.31) as condigdes (3.40) e (3.41), que compdem

a condi¢ao de primeira ordem para um extremo condicionado com duas va-
ridveis de escolha e uma restri¢ao de igualdade.

Sabemos que neste problema f'(x,, x,) = x,x, +2x,,g(x,,x,) = 4x,+2x, e ¢ =60.

Logo, fi(x,,x%,)=x,+2, f,(x,x%)=x, & (x ,x;)=4 e g(x,x,)=2.

Com estes dados, podemos estabelecer as condigdes (3.40) e (3.41) para o
problema de maximizag¢do de utilidade (3.31), a saber:

fi(x:ax;) =J[2(x1*ax;) x;+2:x_;
(3.42) g(,%) &,n) = 4 2
g(x,x,)=c. 2x, +4x, =60.

b

Resolvendo o sistema (3.42), obtemos a solu¢do (x;,x,)=(8,14), obtida no
Exemplo 3.12.

A condigdo de primeira ordem (3.40)-(3.41) para o problema de otimizac¢do
(3.28) pode ser obtida mais diretamente utilizando-se uma fung¢ao de Lagrange

(fun¢ao lagrangeana), a qual ¢ definida da seguinte maneira:
(3.43) L(x;,%,,A) = (%, %)) + Alc — g(x;, X,)]

Para demonstrar que a partir de (3.43) podemos chegar as condigdes (3.40)-
(3.41), vamos mostrar que a solugdo do seguinte problema de otimizagao
estatica ndo condicionada com trés varidveis de escolha:

(3.44) Max  L(x;,x,,A)

(x1,%5,4)

¢ a propria solugdo do sistema (3.40)-(3.41).
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Com efeito, conforme vimos na se¢do 3.1, a condi¢do de primeira ordem do
problema (3.44) é dada por:

OL(x; ,x,, A . . .

O _ )= 278, (30 =0,
1

OL(x ,x,, A" . . B

(3.45) SO _ f ()= 2 ) =0,

X

OL(x ,x,, A" B

( 16/12 ):c—g(xl,xz):O.

A condigdo (3.45) pode ser reexpressa de maneira ainda mais compacta:

f;(xrax;) — f2(x1*,x;) zi*
(3.46) g(x,x) g (x,x,)
c—g(x/,x,)=0.

b

As condi¢des em (3.46) sdo equivalentes as condigdes (3.40)-(3.41), como
queriamos demonstrar.

A seguir, vamos aplicar o método da funcao de Lagrange ao problema de maximizacéo
de utilidade trabalhado nos Exemplos 3.12 e 3.13. Observe.

Exemplo 3.14 - O problema de escolha de um consumidor
usando a funcao de Lagrange

Considere novamente o problema de maximizagao de utilidade do Exemplo
3.12, repetido aqui por conveniéncia:

(3.31) Max x,x, +2x, sujeito a 4x, +2x, =60.

(x1,%,)

Vamos aplicar ao problema (3.31) as condi¢des (3.46), que compdem a condi-
¢do de primeira ordem para um extremo condicionado com duas variaveis de
escolha e uma restri¢ao de igualdade.

Em primeiro lugar, vamos construir a fungao de Lagrange para o problema de
maximiza¢do em maos. Tomando como base (3.43), temos:

(3.47) L(x,,x,,A) = xx, +2x,+ A(60—4x, —2x,) .
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Aplicando as condi¢des de primeira ordem (3.45) obtemos:

L2024 ) v ap =0,
ox,
(3.48) OL(x, X, A ) _ x —22" =0,
0ox,
OL(xy, X, A) _ 60—4x, —2x, =0.
oA

Isolando A" nas duas primeiras equagdes do sistema anterior, obtemos:

x; +2 _x_l*
(3.49) 4 2
2x, +4x; = 60.

-1,

Resolvendo o sistema (3.49) obtemos a solucio (x;,x,,4") =(8,14,4) . Portanto,
a cesta de consumo é a mesma obtida nos dois exemplos anteriores, ou seja,

(x;,x,)=(8,14). Além disso, obtivemos uma informagao adicional, a saber,
A" =4, que ¢ a utilidade marginal da renda, ou seja, o valor subjetivo dado
pelo consumidor a uma unidade adicional de renda.

3.2.2 CoNDICAO DE SEGUNDA ORDEM (CONDICAO SUFICIENTE) PARA UM
MAXIMO E PARA UM MINIMO

Levando em considera¢do que no problema de otimizagdo estatica condi-
cionada (3.28) x, e x, ndo sdo mais varidveis independentes entre si devido
a restricdo g(x,,x,)=c, para obtermos uma condi¢do suficiente para que
(x,X,) seja um maximo ou um minimo, temos que determinar o sinal do
diferencial total de segunda ordem d’f respeitando a restricio de que
dg = g,(x,,x,)dx, + g,(x,,x,)dx, =0. Em outros termos, vamos mostrar que:

(3.50) d’f<0sujeitaadg =0 = mdximo condicionado;

(3.51) d’f>0sujeitaadg =0 = minimo condicionado.
Mostraremos, seguindo Chian e Wainwright (2006, se¢do 12.3), como pode-
mos desenvolver uma condi¢ao de segunda ordem para um maximo e para um

minimo a partir do diferencial total de segunda ordem da fungdo de Lagrange,
d’L. Para isso, vamos proceder em dois passos. No primeiro, demonstrare-
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mos como o diferencial total de segunda ordem d °f sujeito a restri¢do linear
g,(x,x))dx, + g,(x],x,)dx, =0 pode ser reescrito em termos das derivadas de
segunda ordem da fun¢do de Lagrange com relagdo as variaveis de escolha.
Em um segundo momento, estudaremos a definidade de uma forma quadra-
tica qualquer sujeita a uma restrigao linear.

« PASSO 1: expressando d’f sujeito a restriio linear
2,(x],x))dx, + g,(x], X )dx, = 0 em termos de derivadas parciais de segun-
da ordem da fungao de Lagrange com relacao as variaveis de escolha.

Dada a restrigio g(x,,x,)=c, uma per*tur*baqéo (x; +dx,,x, +dx,) em
torno de um ponto extremo restrito (x,,x,) deve respeitar a restri¢ao
2,(x,x;)dx, + g,(x,x,)dx, =0, ou seja, para g,(x,,x,) #0 devemos ter:

(3.52) dx, = _del
g,(x,,x,)

Assim, supondo g,(x,,x,) # 0, pelo Teorema da Funcio Implicita, existe
uma fungio X, = ¢(x,) na vizinhanca de (x;,x,) tal que:

(3.53) ¢’(xl*) __& (x1*7x2*) .
g, (X, x,)

Logo, a fungdo f(x,,x,) apresenta apenas uma variavel livre. Seu dife-
rencial total de primeira ordem no ponto (x;,x,) é dado por:

(3.54) df = fi(x0,x,)dx, + £,(x, x,)dx,

Agora, considerando (3.52), ao calcularmos o diferencial total de segun-

da ordem d” f ndo podemos mais tomar dx, como uma constante qual-
quer. Com efeito, é possivel demonstrar que vale a seguinte igualdade:

Para maiores detalhes,
2 ¥ 2 ¥ L 2 consulte a secdo 12.3 de
(3.55) d”f =L, (x,x,)dx”+2L,(x ,x,)dxdx, + Ly, (x,,x,)dx,” . Chian e Wainwright (2006,
p. 338-339).
Assim, para analisar o sinal do diferencial de segunda ordem d’f sujeito
a restricdo linear g, (x;,x,)dx, +g,(x;,x,)dx, =0 , basta analisarmos o di-

ferencial total de segunda ordem (3.55) sujeito a referida restri¢ao linear.
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o PASSO 2: definidade de uma forma quadratica sujeita a uma restri¢ao
linear.

Que restrigdes podemos impor sobri as constantes a 1 a,ea,, paraque
o sinal da forma quadratica g =a, z; +2a,,z,z, +a,,z, sujeita a restri¢ao
linear az, + Bz, =0 seja determinado?

Da restri¢ao linear az, + fz, =0, sendo a #0 e f#0 duas constantes, se-

o 2 2
gue que z, =—az, / . Logo, a forma quadratica ¢ =a,,z; +2a,,z,z, +a,,z,
pode ser reescrita da seguinte maneira:

2
=a,z; +2 P d
q=4a,z a5z _EZI ay _Zzl >

(3.56) )
o a
q= a11212 —2a,, Ezlz +a,, [E] lea

2
i

ﬂZ

q="(a,p’ -2a,0f+a,a’).

2
Desde que Z_12 > () entdo:

(3.57) a,p -2a,af+a,a’>0 = ¢>0 = @Eposiiva definida,
(3.58) a,* —2a,af+a,a’ <0 = ¢<0 = § tapghtinadifinida,.

. 7 o 2 2
Considerando (3.55), d” f* é uma forma quadritica ¢ = a,,z] +2a,,z,z, + a,,z; ,
com d*f =g, % =dx,, zy=dx,, a,=7,(x,%), a,=2Z,(x,x,) €
4y, =2y (X, X,).

Por sua vez, g (x;,x,)dx, +g,(x,,X,)dx, =0 € uma restrigdo linear do tipo

az, +fBz,=0,sendo a=g,(x,,x,) e f=g,(x,x) .

Considerando as restri¢des sobre as constantes da forma quadratica ¢
sujeita a restri¢do linear az, + Bz, =0 presentes em (3.57) e (3.58), por
analogia concluimos que:

(359) L2 —2L,g8,8, +L,gl >0 = d*f >0 = f(x,x,) éumminimidotal

(3.60) Lngzz -2L,88, +L22g12 <0 = d2f<0 = f(xl*’x;) &mmmaanisvieridcal
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Agora, para fixar esse conceito, vamos analisar um exemplo puramente mate-
matico de aplicagdo das condi¢oes de segunda ordem (3.59)-(3.60). Observe.

Exemplo 3.15 - A aplicacao da CSO na deteccao de um maximo ou
de um minimo em um problema de otimizacao estatica com uma
restricao de igualdade

Considere o problema de otimizagao:

(3.61) Max/Min 2xx,+4 sujeito a X, +4x,=32.

(x1,%;)
A fun¢ao de Lagrange deste problema ¢ dada por:

(3.62) L(x,,x,,A) =8xx, +5+ A(32 —x, —4x,)-

A condigdo de primeira ordem é:

OL(x,,x,,4) —8x A =0,
ox,
(3.63) M=8x;‘ —42" =0,
Oox,
O %2 ) _ 3y 4y =
oA

Esse sistema pode ser reduzido a:
{ﬂ,* =8x, =2x,,

(3.64) X :
x, +4x, =32.

A solucio deste sistema é x, =16, x, =4 e 1" =32.

Vamos ver, entio, se podemos definir esta solu¢do como um maximo ou um
minimo condicionado local. Da fungdo de Lagrange (3.62) obtemos:

L,=0, L,=8,L,=0, g=—1 ¢ g,=—4-

Logo, a expressao do lado esquerdo das primeiras desigualdades em (3.59)-
(3.60) pode ser avaliada, resultando em:

L,g; ~2Z,8.8, + 2,8 =0(-4)" =2x8x(=1)x(-4)+0(-1)* =64 <0
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Logo, por meio de (3.60), concluimos que no ponto (16,4) do dominio da
fun¢ao-objetivo ha um maximo condicionado local, cujo valor é 100.

3.2.3 APLICACOES NA ANALISE ECONOMICA: MAXIMIZACAO DE UTILIDADE
E DEMANDA DO CONSUMIDOR

A partir de agora, vocé vai saber como obter a fungdo demanda dos bens a
disposi¢do de um consumidor, dadas suas preferéncias, os precos dos bens
e sua renda nominal, usando o arcabouco analitico desenvolvido nas duas
ultimas subsegdes. Para isso, preste aten¢ao no exemplo a seguir.

Exemplo 3.16 - Fun¢ées demanda marshallianas de um
consumidor

Novamente, tomaremos o problema de maximizagdo de utilidade do Exemplo
3.12 como referéncia, todavia em um maior nivel de generalidade.

Como no exemplo citado anteriormente, considere um consumidor cujas pre-
feréncias sobre o conjunto consumo M = R? sdo representadas pela seguinte
funcao utilidade:

(3.29) u(x;,x,) = xx, +2x,
sendo x, a quantidade consumida do i-ésimo bem em um dado intervalo de tempo.

Este consumidor se defronta com precos unitarios exogenos 71 >0 e p, >0
dos bens 1 e 2, respectivamente, e aufere uma renda m > 0. Logo, sua restri¢ao
orcamentaria ¢ dada por:

(3.65) DXt pyxX, =m,

O consumidor busca escolher uma cesta de consumo (x,,x,) € M mais pre-
ferida entre aquelas cestas que esgotam seu or¢amento. Em outros termos, o
consumidor resolve o seguinte problema de maximizag¢ao de utilidade:

(3.66) Max xx,+2x, sujeito a pyx, +p,x, =m

(x1.%3)

A fungdo de Lagrange associada a este problema de maximizagao de utilidade é:
(3.67) L(x;,x,,A) = X%, + 2x, + A(m = pix; = p,X,) -

Aplicando as condi¢des de primeira ordem (3.45), obtemos:
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OL( L% A) o 4y =,
ox,
(3.68) szl* 21" =0,
0ox,
OL(x, ,x,,A) . .
#zm_plxl —p,x, =0.

Isolando A" nas duas primeiras equagdes do sistema anterior, obtemos:

x;+2_xl*_/1*

(3.69) 4 2 7

DX+ pyX, =m.

Resolvendo o sistema (3.69), obtemos a solucao:

(3.70) o =mr2p
2p,

(3.71) K =Mm22P e
2p,

(3.72) qromt2p,
4p,

As fungoes (3.70) e (3.71) sdo as fungdes demanda do consumidor pelos bens
1 e 2, respectivamente. Tais fun¢des sdo conhecidas em Microeconomia como
fun¢oes demanda marshallianas. Como ja vimos no Exemplo 3.14, a fungao
(3.72) representa a utilidade marginal da renda, ou seja, o valor subjetivo dado
pelo consumidor a uma unidade adicional de renda.

Note que substituindo p, =4, p, =2 e m=60 nas formulas (3.70)-(3.72) che-
gamos a (x;,x,,1") = (8,14,4), conforme foi obtido no Exemplo 3.14.

Com este ultimo exemplo, que mostra que a escolha de um consumidor pode
ser representada como um problema de maximizagao estatica condicionada e
que a fun¢do demanda de um consumidor por um bem pode ser obtida usan-
do o método de Lagrange, fechamos um ciclo de formacao basico. Este ciclo
comegou exatamente com a descri¢ao das possibilidades de consumo de um
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consumidor, la na primeira unidade do manual Elementos de Elementos de
Economia Matemdtica I (Silveira, 2010). Ao longo das disciplinas Elementos
de Economia Matematica I e Economia Matematica II vocé adquiriu um ins-
trumental analitico (conjuntos, fung¢des, limites, derivadas, integral e técnicas
de otimizagdo estatica com e sem restricdes) que sera usado ao longo do seu
curso de graduagdo, principalmente nas disciplinas de Microeconomia. Com
isto, espero ter contribuido para sua formacao profissional. Bom estudo!

Saiba Mais n

Para saber mais sobre otimizacdo estatica nao condicionada com vdrias varidveis de
escolha, recomendo a leitura do Capitulo 11 de Chiang e Wainwright (2006, p. 277-328)
e da se¢ao 10.2 do Capitulo 10 de Hariki e Abdounur (2002, p. 389-413).

Para um aprofundamento sobre otimizacao estatica com varias varidveis de escolha
e com restricdes de igualdade, consulte o Capitulo 12 de Chiang e Wainwright (2006,
p. 329-380) e a secdo 10.3 do Capitulo 10 de Hariki e Abdounur (2002, p. 413-435).

Em todos os capitulos citados, vocé encontrard aplicacdes econdmicas adicionais.

Caro aluno, terminamos a Unidade 3. Agora vocé deve ler o resumo do contetido
aqui trabalhado e, em seguida, responder as questdes das Atividades de aprendi-
zagem. Leia e releia a unidade antes de processar as respostas e recorra aos tutores
sempre que tiver duvidas. Além disso, lembre-se de assistir a Videoaula 3 no AVEA.
Bom trabalho!

Resumo da unidade:

Nesta unidade apresentamos o uso dos conceitos matematicos de maximos e mini-
mos nao condicionados e condicionados de uma func¢do de duas varidveis nas repre-
sentacdes formais de problemas de maximizacdo de lucro por firmas multiprodutos,
com e sem poder de mercado, e de maximizacao de utilidade de um consumidor
tomador de precos. Na primeira secdo, estabelecemos as condi¢cbes necessarias de
primeira ordem (CPO), bem como as condi¢des suficientes de segunda ordem (CSO)
para um maximo e para um minimo local de um problema de otimizacgao estética nao
condicionada (sem restricao). Nesta mesma secao, aplicamos as CPO e CSO na solu-
¢ao de problemas de maximizacao de lucro de firmas multiproduto, com e sem poder
de mercado. Na segunda secao, estabelecemos as CPO e CSO para um maximo e para
um minimo local de um problema de otimizacao estatica condicionada (com uma
restricdo de igualdade). Ainda na segunda secdo, aplicamos as CPO e CSO na solugao
de problemas de maximizacao de utilidade de um consumidor tomador de precos.
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1) Determine os extremos das fun¢des abaixo e identifique, se possivel, quais sdo ma-
ximos e quais séo minimos locais (HARIKI; ABDOUNUR, 2002, secdo 10.1, p. 411):

a) f(x,y)=x+y" =3xp;
b) S (x,)=In(l+x*y");

o S(xy)=x"y (6-x-y);
d) f(xy)=xyz-x"=y*=2%;
o) f(x,y)=x+) —3xp.

2) Considere uma firma maximizadora de lucro e tomadora de precos que produz
dois bens cujos precos unitarios sdo p, =5 e p, =17, sendo p; 20 oprecodo
i-ésimo bem. A funcdo custo total da firma é dada por:

3
C(q,,9,) = 3‘]12 +5¢,9, +EQ22 !
naqual g, >0 éa quantidade produzida do i-ésimo bem.
Dados tais pressupostos pede-se:

a) o problema de otimizacdo da firma, tendo como variaveis de escolha as quan-
tidades produzidas;

b) as quantidades produzidas 6timas dos bens 1 e 2 da firma;

¢) as quantidades obtidas no item anterior sdo de fato 6timas? Justifique for-
malmente sua resposta.

3) Resolva o problema de maximizacdo de lucro de uma firma uniproduto e toma-
dora de precos nos mercados de bens e de fatores estabelecido no Exemplo 3.3.

4) Determine os extremos condicionados das fun¢des abaixo e identifique, se pos-
sivel, quais sdo maximos e quais sao minimos locais (CHIANG; WAINWRIGHT,
2006, secao 12.2, p. 337):

a) z=2Xxy sujeitaa x+2y=2;
b) z=x(y+4)sujeitaa x+y=8§;
) z=x-3y—xysujeitaa x+y=6;

d) z=7-y+x’sujeitaax+y=0.
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5) Um consumidor escolhe as quantidades a serem consumidas de dois bens, X, e
X, num dado intervalo de tempo. A relacdo de preferéncia deste consumidor no
conjunto consumo é representada pela seguinte funcao utilidade:

u(x,,x,)=x,+inx,.

Os precos unitérios, exogenamente determinados, dos bens 1 e 2 sdo P, =12,00 e
P, = 6,00, respectivamente. O consumidor aufere, no intervalo de tempo em andlise,
uma renda exdégena de $300,00. Determine:

a) o problema de maximizacao de utilidade do consumidor tendo como varia-
veis de escolha as quantidades consumidas;

b) as quantidades consumidas étimas usando o método de Lagrange;

c) as quantidades obtidas no item anterior sdo de fato 6timas?
Justifique formalmente sua resposta.
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